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 چکیده:

نانومتر که در يک سيال پايه حل می شوند  111تا  1نانوسيال محلولی است از نانوذرات جامد به قطر       

مس به عنوان سيال  -نامه، جريان نانوسيال آبو انتقال حرارت را بهبود می بخشند. در اين پايان

سيال در يک کانال افقی با کننده مورد بررسی قرار گرفته است. بدين ترتيب که انتقال حرارت اين خنک

هاي اين کانال تحت شرايط متقارن طول بينهايت و در حالت دو بعدي شبيه سازي شده است. ديواره

گيرند. معادلات حاکم پيوستگی، ممنتوم و انرژي براي حرارتی شار ثابت و دماي ثابت ديواره قرار می

سازي دود و استفاده از قاعده توانی گسستهجريان آرام و در حالت بی بعد با استفاده از روش حجم مح

براي حل اين معادلات با رويه ضمنی و با استفاده از  پاتانکار، SIMPLERشوند. الگوريتم شناخته شده می

چنين اين محاسبات در تکرار، به کار گرفته شده است. رسانايی گرمايی نانوسيال نيز تابعی از دماست. هم

20نولدز )محدوده وسيعی از اعداد ري < 𝑅𝑒 < 0( و درصدهاي حجمی مختلف )1500 ≤ 𝜑 ≤ 0.05 )

نرخ انتقال حرارت نيز افزايش  انجام شده اند.  مشاهده می شود که با افزايش درصد حجمی ذرات جامد،

می يابد. گرمايش توسط مقاومت الکتريکی، تشعشع و انرژي هسته اي در رآکتورهاي هسته اي از مصاديق 

کاربرد عملی شرط مرزي گرمايی شار حرارتی ثابت ديواره و همچنين مواردي از مبدلهاي حرارتی مانند 

به عنوان شرط مرزي حرارتی ديواره به خود می بينند. تبخير کننده ها و کندانسورها، دماي ثابت سطح را 
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 مقدمه

نانومتر( در يک سيال پايه که براي  1-111نانوسيال محلولی است از نانو ذرات جامد )به قطر      

سيالات مرسوم براي انتقال حرارت روغن، آب و  بهبود انتقال حرارت در آن سيال به کار می روند.

يی حرارتی شوند. زيرا رسانااتيلن گليکول هستند که از نظر انتقال حرارت بسيار ضعيف محسوب می

اين سيالات نقش بسيار مهمی در ضريب انتقال حرارت ميان محيط و سطح انتقال حرارت بازي می 

کند. بنابراين روشهاي متعددي براي بهبود رسانايی گرمايی اين سيالات با انحلال ذرات در مقياس 

 ها، شکل گرفته است. ميکرو يا ابعاد بزرگتر در آن -نانو

نانومتر و رسانايی گرمايی بالا در سيال  111تا  1ذرات جامد با مقياس طولی بين وقتی که نانو       

شوند )رسانايی گرمايی کم(، سيال پايه افزايش رسانش گرمايی و ضريب انتقال حرارت پايه حل می

، 3o2Al دهند. رسانايی گرمايی ذرات از جنس فلزي و غيرفلزي مانندجابجايی را از خود نشان می

CUO ،Cu ،Sio ،Tio شود. حتی در غلظت هاي کم، منجر به افزايش ضريب انتقال حرارت می

بنابراين افزايش رسانايی گرمايی مؤثر نانوسيال، افزايش انتقال حرارت را در قياس با انتقال حرارت 

نخستين کسی بود که واژه نانوسيال را براي سيالی که نانو  "چويی"شود. سيال معمولی باعث می

و همکاران وي نشان دادند که افزودن مقدار کمی )کمتر  "چويی"اند، به کاربرد. در آن حل شدهذرات 

برابر افزايش  2حجمی( از نانو ذرات به يک مايع معمولی، رسانايی گرمايی سيال را تقريباً تا  %1از 

 . ]1،2[دهدمی

، اظهار داشتند که با "روتزل"و  "ژوان"، "لی"و  "ژوان"،  "ماسودا"محققين زيادي مانند،       

 %21درصد حجمی(، رسانايی گرمايی محلول بيش از  3تا  1افزودن نانو ذرات به سيال با غلظت کم )

 ]3،4،3،3 [افزايش خواهد يافت.
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نجام آزمايشات مقدماتی نشان دادند، افزودن حدود و همکاران، در لابراتوار ملی آراگون، با ا "استمن"

شود. ضريب باعث افزايش رسانايی گرمايی می %31در سيال پايه آب در حدود  Cuoحجمی  3%

هاي اجباري فرآيند سرمايش و گرمايش انتقال حرارت به عنوان فاکتور مهم مورد محاسبه در جابجايی

 ]2[ربرد دارد. هاي مونو  کاهاي حرارتی و سسيستمدر مبدل

اي به عواملی چون غلظت حجمی ذرات، جنس ذرات، اندازه ذرات، چنين افزايشی به طور ويژه      

 ها بستگی دارد. شکل ذرات، دماي سيال پايه و ساير مکمل

ها و مواد گوناگون با سنتزهاي شوند، از بسياري متريالها استفاده مینانو ذرات که در نانو سيال

و  "1کوبش مکانيکی"هاي شوند. روش هاي فيزيکی متداول شامل روشفيزيکی تهيه می شيميايی و

 ]2[باشد. می "2چگالش راکد گاز"تکنيک 

کوبيدن "شوند، روش خاصی ديگري که در حال حاضر براي تهيه نانو ذرات فلزي استفاده می      

ميکرو "، "4يه شيميايی بخارتجز"، "3ته نشينی شيميايی"، "چگالش راکدگاز"، تکنيک "مکانيکی

هايی عموماً در فرم است. نانو ذرات از متريال "2پاشش حرارتی"و  "3آتشکافت پاششی"، "3امولسيون

هاي آلی يا آبی حل شوند و نانوسيال شوند. در فرم پودري، نانو ذرات می توانند در مايعپودر توليد می

نانوسيالات با کيفيت هاي مختلف به طور گسترده از  را براي کاربردهاي خاص به وجود آورند. تاکنون،

طريق حجم هاي کم و توسط تکنيک هاي دو مرحله اي و يک مرحله اي توليد شده اند. اين تکنيک 

کند. توليد نانوسيالات کاملاً ها به طور لحظه اي پودر را توليد و مستقيماً آن را در سيال پايه حل می

  ]2[ت پايين، براي مصارف تجاري مورد نياز است.حل شده، در مقياس بالا و قيم

 

                                                           
1- Mechanical Grinding 
2- Inert-Gas-Condensation Technique 
3- Chemical Precipitation 
4- Chemical Vapor Deposition 
5- Micro-Emulsions 
6- Spray Pyrolysis 
7- Thermal Spraying 
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 نانوسیال 9رسانایی گرمایی 9-9

از آنجايی که نانوذراتی با رسانايی گرمايی بالا، درسيال پايه اي با رسانايی گرمايی پايين حل       

هاي زيادي دهند. محققين مدلشوند، به طور قابل توجهی رسانايی گرمايی آن سيال را افزايش میمی

دي را براي مقايسه نتايج هاي زيابراي محاسبه ميزان افزايش رسانايی گرمايی ارائه داده اند و آزمايش

عملی و تئوري انجام گرفته است.اما هنوز تحقيقات زيادي براي پيشگويی رفتار نانوسيال مورد نياز 

است. البته اکنون تعدادي رابطه تجربی براي محاسبه رسانايی گرمايی موثر مخلوط هاي دوفازي وجود 

 دارد.

فزايش رسانايی گرمايی،با نسبت رسانايی گرمايی نانو سيال در کتب و نوشته هاي مختلف،نسبت ا      

𝐾𝑒𝑓𝑓گردد)به رسانايی گرمايی سيال پايه معرفی می

𝑘𝐿
هاي رسانايی گرمايی خود  را بر محققين، مدل (.

مبنايی تحقيقات کلاسيک ماکسول توسعه داده اند. کسی که انتقال حرارت به روش هدايت را در يک 

بررسی قرار داد. رسانايی گرمايی مؤثر براي يک مخلوط دوفازي متشکل از فاز جسم ناهمگن مورد 

،توسط keffپيوسته و گسسته توسط ماکسول مورد بررسی قرار گرفت و رسانايی گرمايی موثر آن،

 :]2[رابطه زير ارائه شد

𝐾
𝑒𝑓𝑓,𝑀𝑎𝑥𝑤𝑒𝑙𝑙

=
2𝑘2 + 𝑘1 + 𝜑(𝑘2−𝑘1)

2𝑘2+𝑘1 − 2𝜑(𝑘2 − 𝑘1)
𝑘1 

نسبت حجمی ذرات هستند. ماکسول فرضيه  φبه ترتيب رسانايی گرمايی مايع و ذرات و  k2و  k1که 

خود را بر مبناي فاز گسسته، شکل کروي ذرات و اين که رسانايی حرارتی نانو سيال به ذرات کروي، 

، يافته هاي ماکسول را "کروسر"و  "هميلتن"سيال پايه و نسبت حجمی ذره وابسته باشد، ارائه داد. 

را معرفی کردند که می تواند به صورت تجربی  (n)راي ذرات غيرکروي توسعه دادند و ضريب شکل ب

ها رسيدن به مدلی بود که تابعی از شکل ذره، براي مواد گوناگون محاسبه شود. هدف تحقيقات آن

 ترکيب و رسانش 

                                                           
1- Thermal Conductivity 

(1-1)  
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 نانو ذره

 نانو لایه

 سیال پایه

)ذره( که در يک فاز هر دو فاز پيوسته و گسسته باشد. مدل هميلتن و کروسر براي فاز گسسته 

 : ]2[پيوسته حل شود چنين اين است

𝑘𝑒𝑓𝑓,𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛−𝑐𝑟𝑜𝑠𝑠𝑒𝑟 = 

                      𝑘1 [
𝑘2 + (𝑛 − 1)𝑘1 − (𝑛 − 1)𝜑(𝑘1 − 𝑘2)

𝑘2 + (𝑛 − 1)𝑘1 + 𝜑(𝑘1 − 𝑘2)
] 

nبا  nکه ضريب شکل تجربی  =
3

Ψ
، کرويت، به عنوان نسبت مساحت کره اي  Ψتعريف می شود و   

Ψکروسر وقتی که -شود. مدل هميلتونبا حجم برابر آن ذره، به سطح آن ذره تعريف می = باشد  1

φبه مدل ماکسول کاهش می يابد و با نتايج آزمايشی به دست آمده  < مطابقت دارد. اين مدل  30%

بيشتر از رسانايی فاز پيوسته باشد. هر چند که بار  111تا زمانی معتبر است که رسانايی ذره حداقل تا

بينی رسانايی گرمايی مناسب است، اما تأثيرات اندازه دهند که اين مدل در پيشآزمايشات نشان می

 نانو ذرات در آن ناديده گرفته شده است. 

هاي سيال که نزديک به مدل ماکسول را با اين فرض تعميم دادند که  مولکول ”چويی“و  ”يو“      

اي جامد شکل داشته باشند. بنابراين اين نانولايه به سطح جامد نانوذرات هستند، يک ساختمان لايه

عنوان يک پل حرارتی ميان سيال مايع پايه و نانوذرات است که باعث افزايش رسانايی گرمايی موثر 

آيد، نانو سيال متشکل از سيال مايع پايه، نانوذرات جامد ( بر می1-1. همان طور که از شکل )می شود

 . ]11[باشدو نانولايه ها می

 

 ساختار نانوسيال  (1-1شکل)

(1-2)  
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فرض کردند که نانو ذرات کروي به  ”چويی“و  ”يو“، effkبراي به شمار آوردن تأثير نانولايه در       

ها فرض (. علاوه بر اين، آن1-1احاطه شده است. شکل ) (h)توسط نانو لايه به ضخامت  (r)شعاع 

است. وقتی که نانولايه  (1k)بيشتر از رسانايی گرمايی مايع  (layerk)کردند که رسانايی گرمايی نانولايه 

شود. رسانايی تعريف می (eqk)ادل با رسانايی گرمايی موثر شود، يک نانو ذره معبا نانوذره ترکيب می

 گرمايی معادل می تواند با استفاده از تئوري جسم مؤثر به صورت زير محاسبه شود: 

𝑘𝑒𝑞 =
[2(1−𝛾)+(1+𝛽)3(1+2𝛾)]𝛾

−(1−𝛾)+(1+𝛽)3(1+2𝛾)
𝑘2 

βکه  =
h

r
γنسبت ضخامت نانولايه به شعاع واقعی ذره است و   =

klayer

k2
γ.در حالتی که   = باشد  1

،𝑘𝑙𝑎𝑦𝑒𝑟 = 𝑘2 = 𝑘𝑒𝑞  

( را تعميم بخشيدند و مدل زير را براي رسانايی گرمايی معادل 3-1رابطه ) ”چويی“و  ”يو“بنابراين 

 توليد کردند: 

𝑘𝑌𝑢−𝐶ℎ𝑜𝑖 =
𝑘2 + 2𝑘1 + 2𝜑(𝑘2 − 𝑘1)(1 − 𝛽)

3

𝑘2 + 2𝑘1 − 𝜑(𝑘2 − 𝑘1)(1 + 𝛽)3
𝑘1 

شايان ذکر است که رسانايی گرمايی مؤثر نانو سيال به رسانايی گرمايی ذرات جامد، سيال پايه،       

 نسبت حجمی ذره، شکل ذره و ضخامت و رسانايی نانو لايه بستگی دارد. 

 ”چويی“و  ”يو“تواند از فرض وجود نانولايه و شعاع نانوذرات، ايجاد شود. مقايسه اين سه مدل مهم می

نانولايه مشاهده کردند. براي رسانايی  nm2و nm1هاي مدل رسانايی گرمايی خود را با رسم ضخامت

5گرمايی نانولايه، مقداري بين رسانايی گرمايی سيال پايه و رسانايی گرمايی نانوذره لازم بود. 
w

m.k
 

و اندازه نانو   (3O2Al)، براي نانوسيال آب و اکسيد آلومينيم nm2رسانايی گرمايی نانولايه با ضخامت 

( 2-1در نظر گرفته شد. نتايج براي اين سه مدل در شکل ) nm13براي مقايسه مدل،  3O2Alذرات 

 . ]11[اندذرات نشان داده شده φبراي مقادير مختلف حجمی 

      

(1-3)  

(1-4)  
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 Φ،نسبت حجمی ذره

نسبت رسانایی گرمایی
𝑘𝑒𝑓𝑓

k
 

 

 اکسيد آلومينيوم-گرمايی با نسبت حجمی ذره براي نانوسيال آبتغييرات نسبت رسانايی ( 2-1شکل )

  

ها افزايش نسبت رسانايی گرمايی را با همان گونه که در شکل مشاهده می شود،تمامی مدل      

ها وجود دارد. کنند. يک رابطه خطی براي تمامی اين مدلبينی میافزايش نسبت حجمی ذرات پيش

کروسر و -کروسر به دست آمده است. مدل هميلتون-ه از مدل هميلتونترين مقادير با استفادبيش

تقريباً با يکديگر يکسانند، اما مدل ماکسول نسبت رسانايی گرمايی بسيار پايين تري را  ”چويی“و  ”يو“

 ها با افزايش حجمی ذرات، افزايش می يابد. کند. اختلاف بين مدلبينی مینسبت به اين دو مدل پيش

مجموعه بسيار مهمی از کارهاي تجربی بر روي رسانايی گرمايی مؤثر نانو سيالات و افزايش       

و همکارانش انجام شده است. برخی از نتايج تجربی موجود در منابع علمی  "يو"انتقال حرارت توسط 

 اند. از اين آزمايشات استخراج شده

را در سيال پايه  Cuoنانومتري  24و  23نوذرات تأثير نسبت حجمی نا ]11["وانگ"و  ]4["لی"      

آب بررسی کردند و فهميدند که رسانايی گرمايی به صورت خطی با افزايش حجم ترکيب شده ذره، 

 افزايش می يابد.  %34نسبت حجمی، نسبت رسانايی گرمايی  %11افزايش می يابد. با افزايش 
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به عنوان نانو ذره  Cuoتأثير نسبت حجمی با استفاده از اتيلن گليکول به عنوان سيال پايه و       

، نسبت Cuoترکيب حجمی ذرات  %13و همکاران بررسی شد. مشاهده شد که با افزايش  "لی"توسط 

مترهاي هايی با پاراافزايش می يابد. محققين زيادي در خصوص ميزان افزايش در تست %31رسانايی 

  ]4[در اتيلن گليکول توافق نظر دارند. Cuoدر آب و  Cuoدر آب،  3O2Alيکسان براي 

و همکاران  "داس"و همکاران و  ]12،13["ژي"و همکاران،  "لی"و همکاران،  "وانگ"      

ها خواصی از قبيل اندازه تحقيقات را در خصوص خواص جنس ذره بررسی کردند. آن ]14،13،13[

،  3O2Alذره، سيال پايه و دما را تقريباً ثابت نگه داشتند. اما زمانی که موادي با رسانايی بالاتر مانند 

Cuo ،Sic را  با همان اندازه ذره به کار رفتند، شرايط عوض شد. ذرات فلزي همان افزايش دمايی

کردند، اما با درصد حجمی بسيار پايين تر. از طرف ديگر،توليد داشتند که ذرات اکسيد شده ايجاد می

 نانوسيال با ذرات فلزي، بدون اينکه ذرات آن در طول پروسه توليد اکسيد شوند،بسيار مشکل است. 

بررسی قرار گرفت. در مورد تحقيق و  "داس"و  "ژي"،  "لی"،  "وانگ"اثرات اندازه ذرات توسط       

استفاده  nm31تا  nm21آب و از ذراتی در محدوده قطر  -اين تحقيقات ذرات کروي براي ترکيب ذره

تر، تاثير بيشتري در افزايش رسانايی دهند که ذرات با قطر بيششده است. نتايج کلی نشان می

ه توزيع يکنواخت از ذرات کردند کبينی میگرمايی دارند. از سوي ديگر، برخی از تئوري ها پيش

 کوچک، انتقال حرارت بهتري را رقم می زنند. 

در خصوص تأثيرات شکل ذرات بر روي رسانايی گرمايی در نانو سيال مطالعه کرد و نتايج  "ژي"      

دهند که را از لحاظ شکل هندسی ذره با ذرات ديگري از همان جنس مقايسه کردند. نتايج نشان می

و استوانه اي  nm23ها ذرات کروي شکل ، افزايش رسانايی حرارتی بهتري دارند. آنترذرات کشيده

nm311  از جنسSic  را در سيال پايه اتيلين 
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به ترتيب براي  1و  3/1حجمی، نسبت رسانايی  %3گليکول به کار بردند. مشاهده شد که با غلظت 

 آيد. ذرات استوانه اي و کروي به دست می

 خلاصه اي از مدلهاي تحليلی براي رسانايی گرمايی نانوسيال ( 1-1)جدول

 

و همکارانش، اثرات سيال پايه را روي افزايش رسانايی گرمايی مورد آزمايش قرار دادند.  "ژي"      

 ها نشان داد که رسانش گرمايی در سيالی که رسانايی گرمايی پايين تري دارد، بيش تر است.نتايج آن

 تواند در طراحی ج از اين لحاظ است که میاهميت اين نتاي
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 باشد، مورد استفاده قرار گيرند.هاي حرارتی که نياز به انتقال حرارت زيادي میتجهيزات مبدل

و  "لی"و  ]12،12["دينگ"و  "ون"و همکاران،  "داس"تأثيرات دما بر رسانايی گرمايی توسط       

دهند که رسانايی گرمايی با افزايش دما، افزايش بررسی شد. نتايج به وضوح نشان می ]12["پترسون"

 می يابد.

شود. ها اضافه میبراي جلوگيري از ته نشينی، برخی افزودنی هاي سيال در طول آزمايشات به آن      

ه است، شاهد در تحقيقات انجام شده تاکنون، که از افزودنی مانند اسيد تيوگليکوليک استفاده شد

 .]2[افزايش رسانايی گرمايی هستيم

 

 افزایش انتقال حرارت جابجایی  9-2

هاي افزايش ضريب انتقال حرارت از افزايش رسانايی گرمايی براي نانوسيالات که در مبدل      

باشد. خواص فيزيکی نانو سيال با خواص شوند، شاخص بهتري براي مقايسه میحرارتی استفاده می

کنند، به طوري که ی سيال پايه کاملاً متفاوت است. چگالی، گرماي ويژه، ويسکوزيته تغيير میفيزيک

ميزان افزايش ضريب انتقال حرارت، از ميزان افزايش رسانايی گرمايی گزارش شده از برخی آزمايشات 

 کند. تجاوز می

رايط آرام توربولانس در آب و تحت ش Cuoو  3O2Alو همکارانش آزمايشاتی با نانوذرات  "هريس"

 . ]21[انجام دادند

در آب  3O2Alو  Tio2آزمايشاتی بر روي دو نوع نانوسيال که ترکيب هاي  ]21["چو"و  "پاک"      

بوند، انجام دادند. هدف از اين آزمايشات بررسی بازده انتقال حرارت توربولانس و اصطکاک توربولانس 

ازي در جريان توربولانس مطالعه کردند و فرمول انتقال در مورد جريان تک ف "لی"و  "ژوان"بود. 

 :]22[حرارت زير را با استفاده از داده هاي تجربی به دست آوردند
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𝑁𝑢𝑛𝑓 =
ℎ𝑛𝑓𝑑

𝑘𝑛𝑓
 

           = 0.0059(1.0 + 7.6286 𝜑0.6886 𝑃𝑒𝑑
0.001)𝑅𝑒𝑛𝑓

0.9238𝑃𝑟𝑛𝑓
0.4 

 آرام نيز رابطه اي بدست آوردند:براي جريان  "لی"و"ژوان"همچنين،

𝑁𝑢𝑛𝑓 =
ℎ𝑛𝑓𝑑

𝑘𝑛𝑓
 

           = 0.4328(1.0 + 11.285 𝜑0.754 𝑃𝑒𝑑
0.218)𝑅𝑒𝑛𝑓

0.333𝑃𝑟𝑛𝑓
0.4 

، انتشار گرمايی توسط جابجايی در مقياس ميکرو و پخش در مقياس ميکرو ذرات معلق (Pe)عددپکله 

دهد. عدد پکله ذره، عدد رينولدز و عدد پرانتل براي نانوسيال به صورت زير تعريف را توضيح می

 شوند: می

𝑃𝑒𝑑 =
𝑢𝑚𝑑𝑃
𝛼𝑛𝑓

 

𝑅𝑒𝑛𝑓 =
𝑢𝑚𝑑

𝜐𝑛𝑓
 

𝑃𝑟𝑛𝑓 =
𝜐𝑚𝑑

𝛼𝑛𝑓
 

 و پخش گرمايی:

𝛼𝑛𝑓 =
𝑘𝑛𝑓

(𝜌𝑐𝑝)𝑛𝑓
=

𝑘𝑛𝑓
(1 − 𝜑)(𝜌𝑐𝑝)𝑓 + 𝜑(𝜌𝑐𝑝)𝑝

 

 

 آنالیز تئوری افزایش انتقال حرارت با استفاده از نانوسیال:  9-8

مفهوم نانوسيال را گزارش کردند و بدين ترتيب  "چويی"اقدامات مقدماتی انجام شده توسط       

علاقه به اين رشته گسترش يافت و شبيه سازي هاي محدود کامپيوتري از خواص گرمايی و انتقال 

 حرارت نانوسيال انجام شد. برخی از اين شبيه سازي ها با رسانايی گرمايی مؤثر نانوسيال يا

ويسکوزيته مؤثر در ارتباط بودند و برخی ديگر به انتقال حرارت درنانوسيال توجه داشتند. درک کاملی 

از افزايش انتقال حرارت در جابجايی اجباري جريان آرام و توربولانس نانوسيال نياز است تا بتوان در 

(1-5)  

(1-6)  

(1-8)  

(1-9)  

(1-11)  

(1-7)  
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در اصل، سيالات چند جزئی ها کاربردهاي عملی افزايش انتقال حرارت از آن استفاده کنند. نانو سيال

 هستند. 

بنابراين در تحقيقات موجود، گاه می بينيم که با نانوسيال ها به عنوان سيالات دو فازي همگن       

شود و گاه که بين ذرات سيال و نانوذرات لغزشی وجود ندارند و در تعادل گرمايی هستند، رفتار می

 شود. تعادل گرمايی در نظر گرفته می نيز لغزش بين ذرات سيال و نانو ذرات و وجود

بيش تر جابجايی هاي اجباري هم به عدد رينولدز و هم به عدد پرانتل بستگی دارند اما زمانی که       

شود که بتوانند خواص گرمايی همه اجزا را با نانو سيال مواجه هستيم، پارامترهاي اضافی ايجاد می

ن پرداخته شد انتظار می رود که ضريب انتقال حرارت نانوسيال شامل شوند. از مطالبی که دربالا به آ

به رسانايی گرمايی و ظرفيت حرارتی سيال پايه و نانو ذرات، خصوصيات جريان، اعداد رينولدز و 

 پرانتل، دما، نسبت حجمی ذرات محلول، ابعاد و شکل ذرات بستگی داشته باشد. 

 :]3[ناسلت را ارائه کردندتابع کلی عدد  "روتزل"و  "ژوان"

𝑁𝑢𝑛𝑓 = 𝑓 [𝑅𝑒, 𝑃𝑟,
𝑘𝑛
𝑘𝑓

(𝜌𝑐𝑝)𝑛
(𝜌𝑐𝑝)𝑓

, 𝜑,  [هندسه جريان,شکل ذره

به ترتيب نشان دهنده سيال پايه و نانوذرات هستند. روش ممکن ديگري که براي فرمول  nو  fکه 

پيشنهاد شده اين است که نسبت ضريب انتقال حرارت نانوسيال به  "روتزل"و  "ژوان"بندي توسط 

سيال پايه، متناسب است به نسبت رسانايی گرمايی نانوسيال به رسانايی گرمايی سيال پايه به توان 

 ، mي مانند عدد

ℎ𝑛𝑓 ≈ ℎ𝑓(
𝑘𝑛𝑓

𝑘𝑓
)𝑚 

mتوان در اين رابطه به نوع جريان بستگی دارد و  =
2

3
 گردد. براي جريان توربولانس پيشنهاد می  

 

 

(1-11)  

(1-12)  
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(1-13)  

(1-15)  

(1-16)  

روش هايی که در بالا به آن پرداخته شد فرمول بندي است که نانو سيال را به عنوان يک سيال       

جامد است.  -گيرد در حالی که در حقيقت يک سيال دو فازي و مخلوط مايعتک فازي در نظر می

کمی دشوار  سايز ذرات جامد، آناليز فعل و انفعالات ميان سيال و ذرات جامد را در طول انتقال انرژي

کند. بسياري از محققين معتقدند که حرکت بروانی، يکی از فاکتورهاي بسيار مهم در بالا بردن می

کند. انتقال حرارت است. اين حرکت تصادفی ذرات بسيار ريز بين ذرات جامد و سيال، ايجاد لغزش می

سرعت و دما به خاطر  هم چنين پيشنهاد کردند که تغييرات کمی در فرمول هاي "روتزل"و  "ژوان"

 حرکت براونی در نظر گرفته شود. 

نتايج آزمايشات حاکی از افزايش قابل توجهی در انتقال حرارت با توجه به غلظت ذرات و عدد       

رينولدز جريان است. آناليزهاي مشابهی با سيال پايه اتيلن گليکول انجام شده و نتايج، همين موارد را 

د مخلوط اتيلن گليکول تغييرات بيش تري را با توجه به غلظت ذرات و عدد نشان می دادند. هر چن

 دهد. رينولدز جريان نشان می

همان طور که در بالا به آن اشاره شد، دو نوع خط مشی براي پيدا کردن ضريب انتقال حرارت سيال 

 نانو در جريان مجرا وجود دارد. 

يکی اين که از روش ها يک روش قراردادي براي به کار بردن خواص گرمايی و انتقالی نانوسيال       

در روابط موجود براي محاسبه ضريب انتقال حرارت سيال خالص است. بنابراين معادلات زير براي 

 خواص نانو سيال استفاده خواهند شد: 

𝜌𝑒𝑓𝑓 = (1 − 𝜑)𝜌𝑓 + 𝜑𝜌𝑛 

𝐶𝑝,𝑒𝑓𝑓 = (1 − 𝜑)𝐶𝑝,𝑓 +𝜑𝐶𝑝,𝑛 

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓 = (1 − 𝜑)(𝜌𝐶𝑝)𝑓 + 𝜑(𝜌𝐶𝑝)𝑛 

فرمول کاملاً شناخته شده انيشتين را براي محاسبه ويسکوزيته مؤثر معرفی  ]23["پاسمن"و  "دريو"

 کردند: 

𝜇𝑒𝑓𝑓 = 𝜇𝑓(1 + 2.5𝜑)  ,   𝜑 < 0.05 

 

(1-14)  
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(1-17)  

(1-18)  

(1-19)  

(1-21)  

(1-21)  

(1-22)  

(1-23)  

(1-24)  

 : ]24[تعميم پيدا کرد "برينکمن"معادله انيشتين توسط 

𝜇𝑒𝑓𝑓 = 𝜇𝑓
1

(1 − 𝜑)2.5
 

φبراي  <  تواند به کار رود: اين معادلات براي  ذرات کروي شکل می 0.05

𝜇𝑒𝑓𝑓 = 𝜇𝑓(1 + 2.5𝜑) 

 ( و1-1هاي رسانايی گرمايی معادلات )تواند از يکی از مدلرسانايی گرمايی مؤثر، می

 ( به دست آيد:1-2)

𝐾
𝑒𝑓𝑓,𝑀𝑎𝑥𝑤𝑒𝑙𝑙

= 𝐾1
𝑘2 + 2𝑘1 + 2(𝑘2−𝑘1)𝜑

𝑘2+2𝑘1 − 2(𝑘2 − 𝑘1)𝜑
 

𝐾
𝑒𝑓𝑓,𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛

= 𝐾1
𝑘2 + (𝑛 − 1)𝑘1 − (𝑛 − 1)(𝑘1−𝑘2)𝜑

𝑘2 + (𝑛 − 1)𝑘1 + (𝑘1 − 𝑘2)𝜑
 

نسبت حجمی نانوذرات  φ( و n=6و  ذرات استوانه اي n=3 ، ضريب شکل است )ذرات کرويnکه 

 هستند. هم چنين: 

𝑃𝑟 =
𝜇𝑒𝑓𝑓𝐶𝑃,𝑒𝑓𝑓

𝑘𝑒𝑓𝑓
 

𝑅𝑒 =
𝜌𝑒𝑓𝑓𝑢𝑑

𝜇𝑒𝑓𝑓
 

𝑁𝑢 =
ℎ𝑑

𝑘𝑒𝑓𝑓
 

 به عنوان مثال، براي جريان آرام کاملاً توسعه يافته، تحت شرايط مرزي دماي ديواره ثابت: 

𝑁𝑢𝑇 =
ℎ𝑑

𝑘𝑒𝑓𝑓
= 3.657 

 :"کريلوف-پتوخرف" و براي جريان توربولانس معادله

𝑁𝑢 =
ℎ𝑑

𝑘𝑒𝑓𝑓
=

(
𝑓
8⁄ )𝑅𝑒. 𝑃𝑟

1.07 + 12.4 (
𝑓
8⁄ )
1
2⁄

(𝑃𝑟
2
3⁄ − 1)

(
𝜇𝑏
𝜇𝑤
)
𝑛

 

 براي خواص ثابت گازها: n=0و  Tw<Tbبراي  n=0.25و  Tw>Tbبراي  n=0.11که 

 

𝑓 = (1.82𝑙𝑜𝑔10
𝑅𝑒 − 1.64)−2 
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(1-25)  

(1-26)  

(1-27)  

اين معادلات می توانند براي محاسبه ضريب انتقال حرارت نانوسيال در جريان داخل مجراها و براي 

حالت توربولانس و آرام و با استفاده از خواص مناسب آن مورد استفاده قرار گيرند. يکی از مهم ترين 

اي تجربی تحت مشکلات، انتخاب مناسب خواص انتقالی و گرمايی است. نتايج می توانند با يافته ه

 شرايط يکسان مقايسه شوند. 

در روش ديگر، معادلات حاکم تحت شرايط مرزي خاص می توانند حل شوند. در اين حالت،       

معادلات بقا )جرم، ممنتوم، انرژي( که براي جريان تک  فازي کاملاً شناخته شده هستند، می توانند 

نو صرفنظر شود، اين دو  روش به ضريب انتقال بسط يابند. اگر از جابجايی و پخش در مقياس نا

 شوند. حرارتی کمتر از يافته هاي تجربی منجر می

راه حل معادلات حاکم می توانند با فرض تراکم ناپذيري نانوسيال و عدم وجود لغزش ميان ذرات       

ادلات بقا در و سيال يافت شود، اما اين ذرات بايد درتعادل گرمايی باشند. تحت چنين شرايطی، مع

 : ]23[فرم برداري می توانند به صورت زير نوشته شوند

 معادله بقاي جرم: 

𝑑𝑖𝑣(𝜌𝑈⃗⃗ ) = 0 

 بقاي ممنتوم: 

𝑑𝑖𝑣(𝜌𝑈⃗⃗ 𝑈⃗⃗ ) = −𝛻𝑃 + 𝜇𝛻2𝑈⃗⃗  

 بقاي انرژي: 

𝑑𝑖𝑣(𝜌𝐶𝑝𝑈⃗⃗ 𝑇) = 𝑑𝑖𝑣(𝑘𝛻𝑇) 

 اين معادلات می توانند بسته به نوع مساله، ساده سازي شوند. 

بواسطه وجود اثرات متعدد، سرعت لغزشی ميان ذرات بسيار ريز نانو و سيال نمی تواند صفر       

شود حرکات تصادفی ذرات در باشد. ابتدا بايستی مدل پراکندگی ذرات به کار رود. مدلی که باعث می

 ديگر اين که رسانايی گرمايی، بايد محاسبات لحاظ شوند و 

رسانايی گرمايی ظاهري در نظر گرفته شود. براي جريان کاملاً توسعه يافته نانوسيال در يک تيوب 

 شود: گرم شده، معادله انرژي با در نظر گرفتن اتلافات گرمايی، به صورت زير نوشته می
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(1-28)  

(1-29)  

(1-31)  

(1-31)  

(1-32)  

𝑈
𝜕𝑇

𝜕𝑥
= (𝛼𝑒𝑓𝑓 +

𝐷𝑥

(𝜌𝐶𝑝)𝑒𝑓𝑓
)
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
[(𝛼𝑒𝑓𝑓 +

𝐷𝑟

(𝜌𝐶𝑝)𝑒𝑓𝑓
) 𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝑟
] + (

𝜇

𝜌𝐶𝑝
)
𝑒𝑓𝑓

(
𝑑𝑢

𝑑𝑟
)
2

 

ضرايب پراکندگی گرمايی در جهات محوري و  xDو  rDپخش مؤثر نانوسيال،  αeffبه طوري که 

شعاعی هستند که بايستی براي لحاظ شدن پراکندگی هيدروديناميکی و جابجايی هاي نامنظم نانو 

سيالات، محاسبه شوند. اگر خواص سيال را در همه جهات يکسان در نظر بگيريم به طوي که 

=Dr=DxD شود: ، پخش گرمايی ظاهري مؤثر می 

𝐷̅ = 𝛼𝑒𝑓𝑓
" = 𝛼𝑒𝑓𝑓 +

𝐷

(𝜌𝐶𝑝)𝑒𝑓𝑓

 

 و رسانايی گرمايی ظاهري: 

𝑘̅ = 𝑘𝑒𝑓𝑓 + 𝐷 

 براي جريان کاملاً توسعه يافته، پروفيل سرعت سهموي است:

𝑢

𝑢̅
= 2(1 −

𝑟2

𝑟𝑜2
) 

سرعت متوسط در جهت محوري است. اگر رسانايی گرمايی در جهت محوري درنظر گرفته شود،  u̅که 

 تواند به صورت جريان کاملاً توسعه يافته نوشته شود: ( می22-1معادله )

𝑢
𝜕𝑇

𝜕𝑥
=
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
[𝐷̅𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝑟
] 

دماي ديواره ثابت معادله انرژي به هر شکلی که باشد براي جابجايی اجباري نانو سيال با شرايط مرزي 

 يا شار حرارتی ثابت ديواره و دماي ورودي ثابت، حل می شود. 

 

 

 

 

هاي متعددي را براي کنند، تکنيکمحققين که در زمينه بالا بردن نرخ انتقال حرارت فعاليت می      

کنند. در سال هاي اخير همان طور که توضيح داده شد، بسياري از مقالات اين منظور استفاده می
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(1-33)  

(1-34)  

(1-35)  

(1-36)  

زه گيري گيري و محاسبه خواص نانو سيال به خصوص مدلسازي و اندامنتشر شده، به روي اندازه

 اند. رسانايی گرمايی نانو سيال و ضريب انتقال حرارت، تاکيد داشته

ثابت  u( با شرايط 32-1را براي حل معادله شماره ) "گراتز"راه حل کلاسيک  ]2["لی"و  "ژوان"      

 و دماي ديواره ثابت حل کردند. 

𝑁𝑢𝑥 =
ℎ𝑥𝑑

𝑘
=

∑ 𝑒−4𝜆𝑚
2 (
𝑥
𝑑
)/𝑃𝑒∞

𝑚=1

∑
1
𝜆𝑚2
𝑒−4𝜆𝑚

2 (
𝑥
𝑑
)/𝑃𝑒∞

𝑚=1

   ,    𝑃𝑒 =
𝑈𝑚𝑑

𝛼𝑒𝑓𝑓
∗  

تواند براي شار حرارتی ثابت دماي ديواره ثابت و دماي ديواره خطی همراه می "گراتز"مسأله کلاسيک 

با پروفيل سرعت سهموي بسط داده شود. با به کاربردن پروفيل سرعت سهموي، عدد ناسلت محلی 

 تواند از معادلات زير به دست آيد: می

 

  

 

ξکه  =
x

ro

Pe
Peو   =

Umd

αeff
يافت شوند. از  ]23["نير"و  "کاکاچ"و مقادير ويژه و ضرايب در مقاله  

آيد. سپس با استفاده از رابطه (، مقادير اعداد ناسلت به دست می33-1( تا )33-1معادلات )

و آب، ضرايب انتقال  3O2Alبراي رسانايی گرمايی مؤثر ترکيب نانوسيال  "کروسر"و  "هميلتون"

. توجه آيندراي جريان کاملاً توسعه يافته و افزايش رسانايی گرمايی به دست میحرارت جابجايی ب

 ، ناديدهDrداشته باشيد که ضريب پراکندگی 
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(1-37)  

گرفته شده است. همچنين بايد توجه داشت که نسبت افزايش براي ضريب انتقال حرارت جابجايی و  

 %41يابد، ضريب انتقال حرارت تا  افزايش %2رسانايی گرمايی يکسان است. اگر نسبت حجمی ذره تا 

 افزايش می يابد. 

هاي بعدي، خلاصه اي از تحقيقات تئوري در مورد انتقال حرارت نانو سيال در جابجايی در بخش

 اجباري که اخيرا انجام و منتشر شده است، ارائه خواهد شد. 

انجام شده است، اما فهم  تحقيقات و مطالعات مقدماتی درباره چگونگی مکانيزم انتقال حرارت      

هاي اتمی و ميکرو از اين که حرارت چگونه در نانوسيال انتقال می يابد، مساله مناسب در مقياس

بزرگی است که بايد بر آن فائق آمد تا بتوان توانايی هاي کامل اين سبک جديد انتقال حرارت در 

تواند تا به دست آمده است، میسيال را شناخت. چهار مکانيزم خاص که در تحقيقات انجام شده 

 حدودي پاسخگوي افزايش غير متعارف رسانايی گرمايی نانو سيال باشد. 

ها نشان دادند که سازي ديناميکی مولکولی ارائه کردند. آنيک شبيه ]23[و همکارانش "ايپن"      

يب پخش براي همه ضرايب انتقال مانند رسانايی گرمايی براي انتقال حرارت و ويسکوزيته و ضر

توانند با استفاده از تئوري پاسخ خطی محاسبه شود و مکانيزم انتقال افزايش ممنتوم و انتقال جرم می

 ها قابل بحث است. يافته در سيستم کوانتوم بُعد کوچک مانند نانوتيوب

 -ليکولآب و اتيلن گ -3O2Al، حلی را براي جابجايی نانوسيالات هاي ]22[و همکارانش "مايگا"      

آب که در يک لوله تحت شرايط شار حرارتی ثابت ديواره قرار دارند و نوع جريان هاي آرام و 

توربولانس و صرفنظر از سرعت لغزشی بين فازها، ارائه دادند. معادلات حاکم در مختصات استوانه اي 

(r, θ, z نوشته شده اند و اين معادلات می توانند براي محاسبه خواص گرمايی و فيزيکی نانوسيال )

 هاي مورد نظر به کار روند. 

 

 

𝜌𝑛𝑓 = (1 − 𝜑)𝜌𝑏𝑓 + 𝜑𝜌𝑝 
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(1-38)  

(1-39)  

(1-41)  

(1-41)  

(1-42)  

(𝐶𝑝)𝑛𝑓 =
(1 − 𝜑)(𝐶𝑝)𝑏𝑓 + 𝜑(𝐶𝑝)𝑝 

 و آب  3O2Alبراي 

𝜇𝑛𝑓

𝜇𝑏𝑓
= 123𝜑2 + 7.3𝜑 + 1 

 براي اتيلن گليکول و آب 

𝜇𝑛𝑓

𝜇𝑏𝑓
= 306𝜑2 + 0.19𝜑 + 1 

 3O2Alبراي آب و 

𝑘𝑛𝑓

𝑘𝑏𝑓
= 4.97𝜑2 + 2.72𝜑 + 1 

 3O2Alبراي آب و 

𝑘𝑛𝑓

𝑘𝑏𝑓
= 28.905𝜑2 + 2.82𝜑 + 1 

,nfکه  bf و p .به ترتيب نشان دهنده ذره، سيال پايه و نانوسيال هستند 

kاستوکس در حالت متوسط زمانی با مدل توربولانسی  -در جريان توربولانس، معادلات ناوير       − ε 

دهد که چنين نشان میهاي تجربی مطابقت دارد. همشوند. نتايج حل معادلات حاکم با يافتهحل می

 شود.میوجود ذرات، روي اصطکاک ديواره مؤثر بوده و وجود نسبت حجمی ذرات، باعث افزايش آن 

مورد  "روي"هاي سرمايشی شعاعی، توسط افزايش قابليت هاي انتقال حرارت در سسيستم      

. او جريان آرام و انتقال حرارت را در يک جريان شعاعی که بين دو ديسک هم ]22[بررسی قرار گرفت

در مختصات مرکز و موازي و با سيال نانو ايجاد شده بود، مورد بررسی قرار داد. معادلات حاکم 

هاي حرارتی و هيدروديناميکی نانو سيال اي نوشته شدند و به صورت عددي براي ميداناستوانه

3O2Al  .و آب در جريان آرام شعاعی و با استفاده از خواص گرمايی فيزيکی نانوسيال، حل شدند

 همچنين نانوسيال مورد نظر به 
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روي آن مطالعه کرده بود، در نظر  "مايگا"عنوان يک مخلوط دو فازي کلاسيک همانند آن چه که 

 گرفته شد. 

اي را در تعادل غيرهمگن براي جرم، ممنتوم و يک مدل دو جزئی و چهار معادله "بونگيورنو"      

تواند يک سرعت او هفت نوع مکانيزم لغزش را که می ]22[انتقال حرارت در نانوسيال توسعه داد.

رات ايجاد کند، در نظر گرفت. همچنين فقط پخش براونی که حاصل نسبی را بين سيال پايه و نانو ذ

( پخش Thermo-phoresisهاي سيال پايه هستند و )برخورد پيوسته ميان نانو ذرات و مولکول

هاي لغزشی مهمی در نانوسيال هستند و انتقال انرژي با نانوذرات تحت تأثير گراديان دما، مکانيزم

شود. در تحقيقات گذشته، بالا بردن انتقال حرارت عموماً به گرفته میپراکندگی نانوذرات ناديده 

 شد. پراکندگی نانو ذرات نسبت داده می

روشی عددي را براي مطالعه افزايش نرخ انتقال حرارت در انتقال  ]31[و همکارانش "مايگا"      

حرارت به روش جابجايی با استفاده از نانوسيال ارائه دادند. او بر روي مسائلی از جابجايی اجباري آرام 

هاي تحت گرمايش هم براي دو هندسه متفاوت خاص مانند يک تيوب گرم شده و سيستمی از ديسک

آب، تحقيقات و محاسباتی  -و آب و اتيلن گليکول 3O2Alاستفاده از نانو سيالات  مرکز و موازي و با

انجام داد. براي دو شرط مرزي مورد نظر، روابط به دست آمده بر حسب عدد ناسلت نانوسيال بودند. 

 – 3O2Alآب افزايش انتقال حرارت بهتري نسبت به ترکيب  -نتيجه اين بود که ترکيب اتيلن گليکول

شد. اين امري برابر سيال پايه منجر می 2رد. اما وجود نانوذرات به افزايش تنش برشی تا حدود آب دا

دهد. او همچنين تأثير غلظت کاملاً معقول است، زيرا نانو ذرات، ويسکوزيته مخلوط را نيز افزايش می

سيال پايه آب،  ذرات و عدد رينولدز جريان را بر روي ضريب انتقال حرارت متوسط در تيوب با جريان

مشاهده کرد. به عنوان نتايجی از کار عددي، دو رابطه براي محاسبه عدد ناسلت متوسط براي جريان 

 تيوب به عنوان تابعی از اعداد
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(1-43)  

(1-44)  

رينولدز و پرانتل ارائه شد که تحت تأثير شرايط مرزي شار حرارتی ثابت ديواره و دماي ثابت ديواره  

 بودند. روابط اين گونه هستند: 

 براي شار حرارتی ثابت ديواره

𝑁𝑢̅̅ ̅̅ = 0.086𝑅𝑒0.55𝑃𝑟0.5 

 براي دماي ثابت ديواره

𝑁𝑢̅̅ ̅̅ = 0.28𝑅𝑒0.35𝑃𝑟0.36 

𝑅𝑒روابط بالا  براي  < 6و  1000 ≤ 𝑃𝑟 ≤ 𝜑و  753 ≤  صادق هستند. 10%

جريان آرام را در يک ميکروچاه حرارتی و با استفاده از دو نوع  ]31[ "کلينسترير"و  "کو"      

با غلظت پايين در آب يا اتيلن گليکول،  Cuoنانوسيال شبيه سازي و تحليل کردند. نانو کره هاي 

هاي حرارتی هستند که با در نظر گرفتن جريان آرام مسائل پيچيده جابجايی اجباري در ميکروچاه

رايط مرزي شار حرارتی ثابت، معادلات حاکم حل خواهند شد. اما رسانايی پايدار نانوسيال تحت ش

،که به  𝑘𝐵𝑟𝑜𝑤𝑛𝑖𝑎𝑛براي بخش ديناميکی،  𝑘𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑐گرمايی بايستی به همان ميزان بخش استاتيکی آن، 

ه شود، در نظر گرفته شود. براي بخش استاتيکی، مدل ماکسول که در معادلحرکت براونی مربوط می

نيز قبلا به دست آمده بود. براي اين  𝑘𝐵𝑟𝑜𝑤𝑛𝑖𝑎𝑛( نشان داده شد، به کار می رود و معادله براي 1-1)

اند. نشان داده دو جريان که در يک ميکروکانال جريان دارند، پروفيل دما و عدد ناسلت محاسبه شده

اضافه کنيم، افزايش  %4درصد حجمی  شده است که اگر نانو ذرات را به سيالات با عدد پرانتل بالا و با

 قابل توجهی در بازده ميکروچاه حرارتی ايجاد خواهد شد. 

افزايش انتقال حرارت براي جريان آرام کاملاً توسعه يافته را در يک کانال  ]32["وفايی"و  "خالد"      

دو بعدي ارائه و اثرات پراکندگی گرمايی را در داخل سيال کنترل کردند. در اين پژوهش، معادله 

هاي مختلف جريان با شرايط مرزي شار حرارتی ثابت به صورت تحليلی و عددي و انرژي براي رژيم

گرفتن رسانايی گرمايی در جهت محوري و تلفات گرمايی، حل شدند. خواص متوسط  بدون در نظر

 نانوسيال به جز رسانايی گرمايی براي 
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(1-45)  

محاسبه اثرات پراکندگی گرمايی لحاظ شدند. نانوسيال، نيوتنی در نظر گرفته شده بود. توزيع هاي 

گرفته شدند و نشان داده شد که  هاي قابل پراکنده شدن مانند نانوذرات در نظرمتعددي براي المان

انتقال حرارت را به ماکزيمم مقدار خود می رسانند، توسط شرايط گرمايی و ها که توزيع اين المان

 گردد. هاي قابل پراکنده شدن، کنترل میجريان و همچنين خواص المان

ص وابسته به دما را ، مطالعه روي جريان سرمايشی شعاعی همراه با خوا]33[و همکارانش "پالم"      

ادامه دادند. به خصوص ويسکوزيته ديناميکی و مانند رسانايی گرمايی توزيعی، وابسته به دما داشتند و 

هاي کردند که کاربرد نانو ذرات قابليتبود. نتايج مجدداً تاييد می %4تا  %1نسبت حجمی ترکيب 

دهد. چنين افزايشی نيز براي تنش انتقال حرارت را در سيستم جريان سرمايش شعاعی افزايش می

برشی ديواره مشاهد شد. مقايسه با حالت خواص ثابت نشان می داد که وابستگی خواص به دما نرخ 

دهد. هر چند دوباره بايد اشاره شود که تحقيقات بيش تري نياز است تا انتقال حرارت را افزايش می

 د در سرمايش داشت. بتوان فهم کاملی از رفتار و نحوه عمل اين رشته جدي

، مفهوم افزايش انتقال حرارت را ارائه دادند و برروي رفتارهاي حرارتی ]34[و همکارانش "مايگا"      

با درصدهاي  3O2Alو هيدروديناميکی جريان توربولانس در يک تيوب و حل عددي براي ذرات 

حجمی مختلف و تحت شرايط مرزي شار حرارتی ثابت تحقيق کردند. دستگاه هاي غيرخطی و کوپله 

kهاي عددي کنترل حجم حل شدند. مدل از معادلات حاکم با روش − ε  و  "لاندر"کلاسيک

 . رابطه جديد: ]2[براي مدلسازي توربولانس به کار گرفته شد "اسپالدينگ"

𝑁𝑢𝑓𝑑 = 0.85𝑅𝑒
0.71𝑃𝑟0.35 

و  3O2Alبراي محاسبه ضريب انتقال حرارت در جريان کاملاً توسعه يافته و براي مخلوط تک فازي 

104آب و در محدوده  ≤ 𝑅𝑒 ≤ 5 × 105 ،6.6 ≤ 𝑃𝑟 ≤  و 13.9
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(1-46)  

 0 < 𝜑 < پيشنهاد شد. تغييرات تنش برشی ديوار برحسب عدد رينولدز و درصد حجمی نيز  10%

مورد امتحان قرار گرفتند. نسبت تنش برشی ديوار در نانوسيال به تنش برشی در سيال پايه با افزايش 

درصد حجمی، افزايش نشان داد. هر چند اشاره شده بود اين نسبت تقريباً از عدد رينولدز مستقل 

با محاسبه مقدار مطلق تنش برشی ديواره مشاهده شد که اين مقدار هم با نسبت حجمی و  است اما

 هم با عدد رينولدز افزايش می يابد. 

تواند با روش تک فازي يا همانطور که قبلاً به آن پرداخته شد، مدلسازي رفتار نانوسيال می      

ل و ذره در تعادل گرمايی هستند و با کند که فاز سيادوفازي انجام شود. مدل تک فازي فرض می

کنند. اين مدل در مطالعات متعددي از انتقال حرارت جابجايی با استفاده از سرعت يکسان حرکت می

 نانوسيال، به کار رفته است. 

و آب را در حالت  3O2Alجابجايی ترکيبی آرام نانوسيال متشکل از  "بهزادمهر"و  "ميرمعصومی"      

يک تيوب آناليز کردند. توزيع سرعت و اعداد ناسلت در محدوده وسيعی از اعداد رينولدز دو فازي و در 

و گراشف به دست آمدند. با به کار بردن روش دو فازي، تأثير جابجايی ذرات بر ضريب انتقال حرارت 

 . ]33[شودبه طور واضح قابل فهم می

راه حلی را براي بالا بردن انتقال حرارت جابجايی اجباري ار در جريان آرام نانوسيال در  "هريس"      

يک تيوب ارائه کرد که شرايط مرزي دماي ثابت ديواره بر آن حاکم و از مدل همگن استفاده شده بود 

علق قرار و فرض می کرد که معادلات انرژي و جريان سيال پايه، تحت تأثير حضور ذرات م

براي جريان کاملاً توسعه يافته جابجايی اجباري آرام، معادله انرژي براي سيال خالص  ]33[گيرد.نمی

 با رسانايی شعاعی و محوري به صورت زير نوشته شد: 

𝑢
𝜕𝑇

𝜕𝑧
= (

𝑘

𝜌𝐶𝑝
)
𝑛𝑓

𝜕2𝑇

𝜕𝑍2
+
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
[(
𝑘

𝜌𝐶𝑝
)
𝑛𝑓

𝑟
𝜕𝑇

𝜕𝑟
] 
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(1-47)  

(1-48)  

 

(1-49)  

(1-51)  

 شود: در معادله بالا نيز، براي نانوذرات به صورت زير محاسبه می 𝑛𝑓(𝜌𝐶𝑝)پارامتر 

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓 =
(1 − 𝜑)(𝜌𝐶𝑝)𝑓 + 𝜑(𝜌𝐶𝑝)𝑛 

( که به آن پرداخته شد، براي محاسبه رسانايی گرمايی 4-1که در معادله ) "چويی"و  "يو"رابطه       

𝛽نانوسيالی با  = رسانايی گرمايی مؤثر نانوسيال يک پارامتر بسيار مهم در بالا  .شوداستفاده می 0.1

شود. مدل پراکندگی همچنين يک همپوشانی بردن انتقال حرارت با استفاده از نانو ذرات محسوب می

از پراکندگی هيدروديناميکی و حرکات تصادفی نانو ذرات را در جهات شعاعی و محوري به کار می 

 د: شوبرد. معادله انرژي می

𝑢
𝜕𝑇

𝜕𝑧
=
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
[(

𝑘𝑛𝑓

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓
+

𝑘𝑑,𝑟

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓

)𝑟
𝜕𝑇

𝜕𝑟
] +

𝜕

𝜕𝑧
[(

𝑘𝑛𝑓

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓
+

𝑘𝑑,𝑧

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓

)
𝜕𝑇

𝜕𝑟
] 

  

 و رسانايی مؤثر: 

𝑘𝑒𝑓𝑓 = 𝑘𝑛𝑓 + 𝑘𝑑 

رسانايی گرمايی نانوسيال است. با صرفنظر از پخش در  𝑘𝑛𝑓رسانايی گرمايی پراکندگی و  𝑘𝑑که 

جهت محوري و پراکندگی، معادله انرژي براي جريان آرام کاملاً توسعه يافته در يک تيوب دايره اي با 

آب و در اعداد پلکه مختلف حل شده است که نتايج  – cuoآب و  – cuآب و  – 3O2Alهاي نانوسيال

 جربی مطابقت دارند. به دست آمده با يافته هاي ت

بينی رفتار جريان نانوسيال در جابجايی راه حلی را براي پيش ]32[و همکاران "بهزاد مهر"      

اجباري توربولانت همراه با شار حرارتی ثابت ديواره و با استفاده از مدل دو فازي که هر فاز سرعت 

بود.  cuحجمی  %1خودش را داراست، ارايه دادند. نانو سيال متشکل از آب به عنوان سيال پايه و 

و دانسيته مخلوط  (𝜑)منتوم و انرژي برحسب مقادير متوسط، نسبت حجمی معادلات پيوستگی، م

(𝜌𝑚)  :نوشته شدند 

𝜌𝑚 =∑𝜑𝑘𝜌𝑘

𝑛

𝑘=1
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(1-51)  

(1-1)  (1-52)  

(1-53)  

(1-54)  

(1-55)  

(1-56)  

𝜇و 
𝑚

 ويسکوزيته مخلوط است.  

𝜇𝑚 = ∑ 𝜑𝑘𝜌𝑘
𝑛
𝑘=1  

نمايانگر فاز دوم، نانو ذرات، است. سرعت لغزشی، سرعت ذره نسبت به سرعت فاز سيال پايه  kکه 

 گردد: معرفی می

𝑢𝑝𝑓 = 𝑢𝑝 − 𝑢𝑓 

 سرعت شناوري با سرعت نسبی رابطه دارد: 

𝑢𝑑𝑟,𝑝 = 𝑢𝑝𝑓 −∑
𝜑𝑘𝜌𝑘
𝜌𝑚

𝑛

𝑘=1

𝑢𝑓𝑘 

 آيد: سرعت لغزشی نيز از معادله زير به دست می

𝑢𝑝𝑓 =
𝜌𝑝𝑑𝑝

2(𝜌𝑝 − 𝜌𝑚)

18𝜇𝑓𝑓𝑑𝑟𝑎𝑔𝜌𝑝
 

 داده شده است: "ناومن"و  "شيلر"توسط  𝑓𝑑𝑟𝑎𝑔که 

𝑓𝑑𝑟𝑎𝑔 = {
1 + 0.15𝑅𝑒𝑝

0.687   𝑅𝑒𝑝 ≤ براي1000

 0.0183𝑅𝑒𝑝      𝑅𝑒𝑝 >            براي1000
 

 و شتاب 

𝑎 = 𝑞 − (𝑢𝑚. 𝛻)𝑢𝑚 

𝑘ويسکوزيته مؤثر جامد برحسب نسبت حجمی جامد داده شده است. توربولانس نيز توسط مدل  − 𝜀 

سازي شده است. در اين پژوهش، مدل تک فازي نيز به براي مخلوط شبيه "اسپالدينگ"و  "لاندر"

اند. از مقايسه با نتايج تجربی به کار رفته است و معادلات حاکم نيز با همان مدل توربولانسی حل شده

 اين نتيجه می رسيم که مدل دو فازي بسيار دقيق تر از مدل تک فازي است. 

نانو ذرات را در جريان آرام و جابجايی ترکيبی نانو  تأثير سايز ]32[ "بهزادمهر"و  "ميرمعصومی"      

سيال در يک تيوب افقی به صورت عددي مطالعه کردند. مدل مخلوط دو فازي براي محاسبه و شبيه 

 سازي جريان جابجايی ترکيبی کاملاً توسعه يافته نانوسيال
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 3O2Al – در حضور شار حرارتی  آب، استفاده شد. معادلات پيوستگی، ممنتوم و انرژي براي مخلوط

يکنواخت در ديواره به کار گرفته شدند. روش هاي مشابه ديگري نيز در اين مورد توسط وي امتحان 

 شدند. 

 

 

 



 

 
 

 

 

 دومفصل       

 

 

 معادلات فیزیکی
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 مقدمه

نانومتر در يک مايع قراردادي مانند  111تا  1نانوسيال ترکيبی است از نانو ذرات جامد به قطر        

بسته به شکل، اندازه و خواص گرمايی نانو ذرات جامد، رسانايی گرمايی آب، روغن يا اتيلن گليکول. 

افزايش يابد. نانو سيال پايدار  %41( تا حدود  %3تا  %1تواند در درصدهاي پايين حجمی )بين می

هايی ها عبور کند. گاهی نيز تثبيت کنندهتواند از نانو کانالکند و میاست و افت فشار کمی ايجاد می

و همکارانش، با  "ژوان"شوند. اسيد اولئيک براي پايدار کردن نانوذرات جامد به سيال اضافه میمانند 

و قطر  %3/2مس را تا درصد حجمی  -هاي متعدد رسانايی گرمايی نانوسيال آباستفاده از آزمايش

 %3نانوسيال تا چنين متوجه شدند که . آنها، هم]3[نانومتر، مورد بررسی قرار دادند 111ذرات مس 

و همکارانش خواص انتقالی  "ژاوان"ماند. ساعت بدون تغيير و پايدار باقی می 31حجمی تا حدود 

نانوسيال را امتحان کردند و به اين نتيجه رسيدند که پراکندگی گرمايی، که در اثر جابجايی تصادفی 

ن سيال و ديواره بازي شود، نقش بسيار مهمی را در افزايش انتقال حرارت بيذرات ايجاد می

. اين پديده نيازمند يک ضريب پراکندگی گرمايی است که هنوز ناشناخته مانده است. ]3[کندمی

اي ميان ذرات و نانو ذرات می توانند همچنان به عنوان يک حرکت براونی ذرات، پديده انتقال پرتابه

اهده کردند که رسانايی گرمايی و همکارانش مش "داس "دليل ممکن براي اين افزايش مطرح باشند. 

مس و آب  –هاي آبچنين پايداري نانوسيال. آنها هم]14[يابدنانو سيال با افزايش دما، افزايش می

3O2Al بينی رسانايی گرمايی را بررسی کردند. به علت فقدان يک تئوري معتبر و قوي در زمينه پيش

بينی رسانايی گرمايی ظاهري مخلوط دو راي پيشموثر نانو سيال، محققين زيادي، روابط مختلفی را ب

ارائه  "وانگ"و  "بروگمن"، "ماکسول" "هميلتون و کروسر"هايی که توسط اند. مدلفازي، ارائه کرده

 شد، نتوانست در 
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بينی دقيق رسانايی گرمايی مؤثر، موفق باشد. نتايج تجربی و آزمايشگاهی موجود، رسانايی پيش

مدل  "چويی"و  "يو"دهند. ها، نشان میهاي تئوري آني را نسبت به يافتهگرمايی بسيار بيشتر

ماکسول را با در نظر گرفتن ضخامت لايه مايع تعميم دادند. اما به علت وابستگی رسانايی گرمايی به 

و همکاران مدلی را ارائه دادند که رسانايی  "کومار". ]41[دما اين مدل نيز با شکست مواجه شد

و همکارانش نشان دادند که بالا بردن  "پراشر". ]42[باشدبعی از قطر ذرات و دما میگرمايی تا

جايی براونی محلی ذرات وابسته ( نانو سيال، به طور مؤثري به جابهkeffرسانايی گرمايی موثر )

جايی ناشی از و همکارانش مدلی را ايجاد کردند که طبق آن تأثيرات ميکرو جابه "پاتل". ]43[است

شد که افزايش حرکت براونی با گونه توجيح می. تأثيرات دما اين]44[شدجابجايی ذرات، لحاظ می

کرد. مدل بالا براي شود که اين نيز، خود عوامل ديگري را در جابجايی دخيل میافزايش دما ايجاد می

رات را نيز در باشد. همچنين اين مدل اثرات سايز ذترکيبات با درصد حجمی پايين قابل کاربرد می

گرمايی را  وجود دارد که وابستگی دمايی رسانايی موثر "C"گيرد. در اينجا يک ثابت تجربی نظر می

 411از مرتبه  Cسازد. از مقايسه نتايج تجربی بدست آمده، ثابت به حرکت براونی ذرات مربوط می

واهد شد.همچنين شرايط شود. توضيحات مربوط به اين ثابت مهم در بخش بعدي ارائه خمحاسبه می

مرزي مختلفی از شار حرارتی و دماي ثابت ديواره در اين بخش مورد بررسی قرار می گيرد. شرط 

 مرزي دماي ثابت ديواره، صرفا جهت مقايسه و نتيجه گيري ارائه شده است.

 

 بررسی شرایط کلی مسأله 2-9

مس را  –طور که قبلاً نيز اشاره شد، قصد داريم تا انتقال حرارت جريان آرام نانو سيال آبهمان      

در يک کانال دو بُعدي و تحت شرايط مختلف مرزي مانند شار ديواره ثابت و دماي ديواره ثابت مورد 

 بررسی قرار دهيم. چنين هندسه و شرايط مرزي کاربرد بسيار 



 پیوست الف                                                                  محاسبه شرط مرزی خروج جریان برای معادله انرژی

 

28 
 

اي ميکروکانال دارد. جائيکه نتايج تجربی و تئوري کمی درخصوص آنها مشاهده هزيادي در جريان

هاي حرارتی و افزايش ميزان انتقال شود. همچنين اين هندسه کاربرد وسيعی در زمينه مبدلمی

 حرارت آنها دارد.

به کار  "پاتل"مدل  keffنانوسيال را به عنوان يک سيال نيوتنی در نظر ميگيريم. براي محاسبه       

بدست آمده  "ژوان"که در مورد آن بحث شد، با استفاده از نتايج تجربی  Cگرفته شده و ثابت 

توانند به تنهايی تمامی موارد نمی keffهاي موجود براي محاسبه  . از آنجايی که ساير مدل]3[است

خود جاي دهند، مدل به کار  کليدي مانند سايز، شکل، حرکت براونی، خواص ترموفيزيکی و ... را در

باشد. هر چند که در ادامه نتايج چند هاي موجود میگرفته شده فوق بهترين انتخاب در ميان مدل

مدل معروف نيز با يکديگر مقايسه خواهند شد. ويسکوزيته نانوسيال نيز با استفاده از مدل معروف 

 محاسبه شده است. "برينکمن"

 هندسه مساله 2-2

( نشان داده شده است. اين هندسه متشکل از دو صفحه تخت 1-2مورد بحث در شکل ) هندسه      

و طول  wموازي به عرض بينهايت است که ايجاد يک کانال افقی مستطيلی می کنند. ارتفاع کانال 

است. عرض کانال نيز در مقايسه با ارتفاع آن بسيار بزرگ است. بدين ترتيب تقريب دو بُعدي  lآن 

 ان، مناسب می باشد.جريبودن 

 

 (  جريان بين دو صفحه تخت موازي1-2شکل )     
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(2-3)  

 (2-4)  

(2-5)  

بُعد خود حل باشند و معادلات نيز در فرم بیدر هندسه فوق تمامی ابعاد و معادلات به فرم بی بعد می 

 شوند.می

𝑤بُعد کانال ارتفاع بی       =
𝑤

𝑤
𝐿بٌعد کانال نيز خواهد بود. طول بی 1و هميشه برابر   =

𝑙

𝑤
 111و  

 شود.به فضاي بين دو صفحه وارد می 𝑢𝑖𝑛بُعد کانال است. سيال با سرعت برابر ارتفاع بی

شود که است. فرض می nm111نانوسيال مورد بررسی مخلوطی از آب و نانو ذرات مس به قطر       

آرام و تراکم ناپذير نانوذرات شکل و اندازه يکسان دارند و نانوسيال نيز همگن است. جريان نانوسيال 

شوند که مايع و جامد در تعادل گرمايی چنين معادلات با اين فرض حل میشود. همدر نظر گرفته می

 هستند و خواص ترموفيزيکی سيال و ذرات مس نيز ثابت هستند.

 

 معادلات حاکم 2-8

معادلات حاکم اين مسأله پيوستگی، ممنتوم و انرژي هستند که در حالت دوبُعدي، پايدار و       

 شوند:شوند. معادلات حاکم به صورت زير معرفی میجريان آرام حل می

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 

ρnf (u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
) = −

∂p

∂x
− [

∂τxx

∂x
+
∂τyx

∂y
] 

𝜌𝑛𝑓 (𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
− [

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝜏𝑦𝑦

𝜕𝑦
] 

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑑𝑖𝑣(𝑇𝑉⃗
 ) = 𝑑𝑖𝑣 (𝑘𝑛𝑓𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑇)) 

براي سيال نيوتنی تراکم ناپذير روابط ميان تنش برشی و نرخ برش در حالت دو بُعدي و در مختصات 

 :]43[کارتزين

𝜏𝑥𝑥 = −2𝜇𝑛𝑓 (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
) 

 

 

(2-1)  

(2-2)  
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(2-6)  

(2-7)  

(2-8)  

(2-9)  

(2-11)  

(2-11)  

(2-12)  

(2-13)  

(2-14)  

𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 = −𝜇𝑛𝑓 (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
) 

𝜏𝑦𝑦 = −2𝜇𝑛𝑓 (
𝜕𝑣

𝜕𝑦
) 

 ( داريم:3-2( و )2-2معادلات ) دربا قرار دادن روابط بالا 

𝜌𝑛𝑓 (𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
− [

𝜕

𝜕𝑥
(−2𝜇𝑛𝑓 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)) +

𝜕

𝜕𝑦
(−𝜇𝑛𝑓 (

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
))] 

 

𝜌𝑛𝑓 (𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
− [

𝜕

𝜕𝑥
(−𝜇𝑛𝑓 (

𝜕𝑥

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)) +

𝜕

𝜕𝑦
(−2𝜇𝑛𝑓 (

𝜕𝑣

𝜕𝑦
))] 

 

 پس از ساده سازي دو معادله فوق و فرض 
∂uj 

∂xj
=  از معادله پيوستگی:  0

𝜌𝑛𝑓 (𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜇𝑛𝑓 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
) 

𝜌𝑛𝑓 (𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜇𝑛𝑓 (

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
) 

 بُعدپارامترها و معادلات بی 2-8-9

بٌعد شده و سپس گسسته سازي خواهند شد. بعٌد، بیمعادلات حاکم توسط پارامترهاي بی      

 اند: بٌعد مورد استفاده بدين صورت در نظر گرفته شدهپارمترهاي بی

𝑥∗ =
𝑥

𝑤
   ,   𝑦∗ =

𝑦

𝑤
   ,   𝑢∗ =

𝑢

𝑢𝑖𝑛
   ,   𝑣∗ =

𝑣

𝑢𝑖𝑛
    ,   𝑝∗ =

𝑝

𝜌𝑛𝑓.𝑢∞
2   

 براي حالت دماي ثابت ديواره:

𝑇∗ =
𝑇 − 𝑇𝑐
𝑇ℎ − 𝑇𝑐

 

 و براي حالت شار ثابت ديواره : 

𝑇∗ =
𝑇−𝑇𝑐
𝑤𝑞′′

𝑘𝑓
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(2-15)  

(2-16)  

(2-17)  

(2-18)  

(2-21)  

(2-21)  

(2-19)  

شار ثابت در  ′′qدماي هر يک از صفحات و  Thدماي سيال ورودي به کانال،  Tcدر پارامترهاي بالا، 

 ( در معادلات حاکم بر جريان سيال داريم: 13-2( تا )12-2باشد. با قرار دادن معادلات )ها میديواره

𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗
+
𝜕𝑣∗

𝜕𝑦∗
= 0 

 

𝜌𝑛𝑓
𝑢𝑖𝑛
2

𝑤
(𝑢∗

𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗
+ 𝑣∗

𝜕𝑢∗

𝜕𝑦∗
) = −

𝜌𝑛𝑓𝑢𝑖𝑛
∗2

𝑤

𝜕𝑝∗

𝜕𝑥∗
+ 𝜇𝑛𝑓

𝑢𝑖𝑛
𝑤2
[
𝜕2𝑢∗

𝜕𝑥∗
2 +

𝜕2𝑢∗

𝜕𝑦∗2
] 

 

𝜌𝑛𝑓
𝑢𝑖𝑛
2

𝑤
(𝑢∗

𝜕𝑣∗

𝜕𝑥∗
+ 𝑣∗

𝜕𝑣∗

𝜕𝑦∗
) = −

𝜌𝑛𝑓𝑢𝑖𝑛
∗2

𝑤

𝜕𝑝∗

𝜕𝑥∗
+ 𝜇𝑛𝑓

𝑢𝑖𝑛
𝑤2
[
𝜕2𝑣∗

𝜕𝑥∗
2 +

𝜕2𝑣

𝜕𝑦∗2
] 

 

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓
𝑢𝑖𝑛(𝑇ℎ − 𝑇𝐶)

𝑤
(𝑢∗

𝜕𝑇∗

𝜕𝑥∗
+ 𝑣∗

𝜕𝑇∗

𝜕𝑦∗
) = 𝑑𝑖𝑣 [

𝑘𝑛𝑓(𝑇ℎ − 𝑇𝑐)

𝑤2
(
𝜕𝑇∗

𝜕𝑥∗
+
𝜕𝑇∗

𝜕𝑥∗
)] 

 

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓
𝑢𝑖𝑛𝑞

"

𝐾𝑓
(𝑢∗

𝜕𝑇∗

𝜕𝑥∗
+ 𝑣∗

𝜕𝑇∗

𝜕𝑦∗
) = 𝑑𝑖𝑣 [

𝑘𝑛𝑓𝑞
"

𝑘𝑓
(
𝜕𝑇∗

𝜕𝑥∗
+
𝜕𝑇∗

𝜕𝑥∗
)] 

 

 : %0بُعد رينولدز و پرانتل براي جريان سيال با درصد حجمی اعداد بی

𝑅𝑒 =
𝜌𝑓𝑢𝑖𝑛𝑤

𝜇𝑓
   ,   𝑃𝑟 =

𝑣𝑓

𝛼𝑓
   ,   𝑎𝑓 =

𝑘𝑓

(𝜌𝐶𝑝)𝑓

 

( و اين فرض که برخی از خواص نانوسيال 12-2( تا )13-2هستند. با استفاده از اين اعداد و معادلات )

طبق رابطه معرفی شده در  𝑘𝑛𝑓نسبت به دما يا مکان ثابت هستند و   𝜇𝑛𝑓و  𝑛𝑓(𝜌𝐶𝑝)مانند 

  آيند:( با دما متغير است، فرم نهايی معادلات به شکل زير به دست می3-2بخش )

𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗
+
𝜕𝑣∗

𝜕𝑦∗
= 0 
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(2-22)  

(2-23)  

(2-24)  

(2-25)  

𝑢∗
𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗
+ 𝑣∗

𝜕𝑢∗

𝜕𝑦∗
= −

𝜕𝑝∗

𝜕𝑥∗
+
1

𝑅𝑒

𝜌𝑓
𝜌𝑛𝑓

1

(1 − 𝜑)2.5
[
𝜕2𝑢∗

𝜕𝑥∗2
+
𝜕2𝑢∗

𝜕𝑦∗2
] 

 

𝑢∗
𝜕𝑣∗

𝜕𝑥∗
+ 𝑣∗

𝜕𝑣∗

𝜕𝑦∗
= −

𝜕𝑝∗

𝜕𝑦∗
+
1

𝑅𝑒

𝜌𝑓
𝜌𝑛𝑓

1

(1 − 𝜑)2.5
[
𝜕2𝑣∗

𝜕𝑥∗2
+
𝜕2𝑣∗

𝜕𝑦∗2
] 

 

𝑢∗
𝜕𝑇∗

𝜕𝑥∗
+ 𝑣∗

𝜕𝑇∗

𝜕𝑦∗
= 𝑑𝑖𝑣 [

𝑘𝑛𝑓
𝑘𝑓

(𝜌𝐶𝑝)𝑓
(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓

1

𝑃𝑟. 𝑅𝑒
(
∂𝑇∗

𝜕𝑥∗
+
∂𝑇∗

𝜕𝑦∗
)] 

 

 

 شرایط مرزی 2-4

هاي قبل، بررسی شرايط مرزي مساله را با توجه به هندسه مسأله و موارد مطرح شده در قسمت      

در دو بخش بررسی می کنيم. ابتدا اين شرايط را به صورت تحليلی بررسی کرده و سپس نحوه اعمال 

 آنها را در معادلات گسسته شده به روش حجم محدود مورد  بررسی قرار می دهيم. 

 شرط ورود جریان 2-4-9

𝑣و عمود بر راستاي جريان،  𝑢𝑖𝑛تاي جريان و با سرعت در راس 𝑇𝑐سيال با دماي        = وارد  0

 شود. کانال می

} ورود
𝑢 = 𝑢𝑖𝑛
𝑣 = 0  
𝑇 = 𝑇𝑖𝑛

      
𝑥=0,0≤𝑦≤𝑤
→           

{
  
 

  
 
𝑢∗ =

𝑢𝑖𝑛

𝑢𝑖𝑛
= 1         

𝑣∗ =
𝑣

𝑢𝑖𝑛
= 0         

𝑇∗ =
𝑇−𝑇𝑐

𝑇ℎ−𝑇𝑐
= 0

𝑇∗ =
𝑇−𝑇𝑐
𝑤𝑞′′

𝑘𝑓

= 0
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(2-26)  

(2-27)  

(2-28)  

 شرط خروج جریان 2-4-2

بعد کانال در نظر گرفته شده است. بدين معنی که از برابر ارتفاع بی 111بعد کانال طول بی      

𝑣توسعه يافتگی جريان اطمينان حاصل شده است. در حالت توسعه يافته و براي جريان کانال  = 0 

 و تغييرات سرعت نيز برابر صفر خواهند بود. بنابراين: 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0    

𝑥∗=100 ,   0≤𝑦∗≤1
⇒               

𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗
= 0   

𝑣 = 0   ,    
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0    

𝑥∗=100 ,   0≤𝑦∗≤1
⇒               

𝜕𝑣∗

𝜕𝑥∗
= 0   

در خصوص شرايط مرزي خروجی جريان براي معادله انرژي به گونه ديگري رفتار خواهد شد. دو       

روش براي اين کار وجود دارد. ابتدا روشی را که در مقالات علمی ارائه شده با هندسه هاي مشابه 

 دازيم.وجود دارند بررسی کرده و سپس به روش دوم که از موازنه انرژي بدست آورده ايم، می پر

در روش اول فرض بر اين است که جريان در طول کانال از لحاظ حرارتی توسعه يافته باشد. پس اگر 

 : ]43[دماي  ثابت در ديواره داشته باشيم، در نهايت دماي سيال با دماي ديواره يکسان خواهد شد

 𝑇𝑒𝑥𝑖𝑡 = 𝑇𝑤𝑎𝑙𝑙  

 :]43[باشد، در ناحيه توسعه يافتهو اگر شار ثابت حرارتی در ديوار برقرار 

𝑑𝑇𝑚

𝑑𝑥
= 

𝑑𝑇ℎ

𝑑𝑥
= 𝑐𝑡𝑒  

 در روش دوم انرژي را که وارد کانال می شود، با انرژي که از کانال خارج می شود، موازنه می کنيم.

اختلاف انرژي هاي ورودي و خروجی، مقداري است که بايد به انرژي خروجی افزوده شود تا موازنه بر 

 ل انرژي که از کانال خارج می شود برابر است با:قرار گردد. ک

𝑞𝑜𝑢𝑡 = 𝑚̇𝐶𝑝𝑇𝑜𝑢𝑡 = (𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑜𝑢𝑡𝑇𝑜𝑢𝑡 

با توجه به اينکه سرعت در خروجی از معادله ممنتوم بدست آمده است و اطلاعات مربوط به انرژيهاي 

 بدست آورد.ورودي از شرايط مرزي در دست است، می توان اختلاف انرژي را در خروجی 
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(2-29)  

(2-31)  

Δ𝑞 = 𝑞𝑜𝑢𝑡 − 𝑞𝑖𝑛 = (𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑜𝑢𝑡𝑇𝑖𝑛𝑐 

دماي تصحيحی ايست که به دماي گره ها در خروجی اضافه می شود تا موازنه را  𝑇𝑖𝑛𝑐در رابطه بالا 

برقرار کند. محاسبات مربوط به هريک از شرايط را در ادامه بررسی می کنيم. انرژي هاي ورودي و 

 خروجی را در شکل  می بينيد.

 

 (  انرژي هاي وارد شده به سيستم2-2شکل )

 

خروج جريان براي هريک از حالات شار حرارتی ثابت روي ديواره و با استفاده از روش فوق شرط 

دماي ثابت ديواره به ترتيب به صورت زير بدست می آيند. اثبات روابط زير در پيوست )الف( ارائه شده 

 است.

 شار حرارتی ثابت :

𝑇𝑖𝑛𝑐
∗ =

∑ 𝑢∗(𝑛𝑖−1,𝑗)(𝜃+ 𝑇∗ ) Δ𝑦∗(𝑗)
𝑛𝑗−1
𝑗=2 − 2 

(𝜌𝐶𝑝)𝑓

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓
 
1

𝑃𝑟
 
1

𝑅𝑒
 𝑙∗

∑ 𝑢∗(𝑛𝑖−1,𝑗) Δ𝑦∗(𝑗)
𝑛𝑗−1
𝑗=2

−  𝜃 

 

 دمای ثابت دیوار:

⟹ 𝑇𝑖𝑛𝑐
∗ = 

∑ 𝑢∗(𝑛𝑖−1,𝑗)( 𝑇∗+𝜃) Δ𝑦∗(𝑗)
𝑛𝑗−1
𝑗=2 + 2  ∑ ( 

𝐾𝑛𝑓(𝑖,2)

𝐾𝑓
 
(𝜌𝐶𝑝)𝑓

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓
 
1

𝑃𝑟
 
1

𝑅𝑒
∆𝑥𝑖
∗ 
𝑑𝑇∗

𝑑𝑦∗
|
𝑤𝑎𝑙𝑙

  ) 𝑛𝑖
𝑖=1

∑ 𝑢∗(𝑛𝑖−1,𝑗) Δ𝑦∗(𝑗)
𝑛𝑗−1
𝑗=2

 −  𝜃 

 



 پیوست الف                                                                  محاسبه شرط مرزی خروج جریان برای معادله انرژی

 

35 
 

(2-31)  

(2-32)  

  شرط مرزی عدم لغزش روی دیواره 2-4-8

0 بازه  رسد. بنابراين درهاي کانال لغزش نداريم و سرعت نانوسيال به صفر میبر روي ديواره       ≤

𝑥 ≤ 𝑙 ،𝑦 = =yو  0 𝑤 هايسرعت 𝑢  و𝑣  ،صفر هستند𝑢 = 𝑣 = 0 . 

0پس براي  ≤ 𝑥∗ ≤ ∗𝑦و  100 = ∗𝑦و  0 =  نيز داريم: 1

𝑢∗ = 𝑣∗ = 0 

 هاگرمایی روی دیوارهشرایط مرزی  2-4-4

بُعد ، وجود داشته باشد، با استفاده از پارامتر بی′′qاگر شار حرارتی ثابت و برابر روي ديواره،       

 :  معرفی شده براي دما در حالت شار ثابت حرارتی

𝑇∗ =
𝑇 − 𝑇𝑐
𝑤𝑞"
𝑘𝑓

  ⟹     𝑇 =
𝑇∗𝑤𝑞′′

𝑘𝑓
+ 𝑇𝑐 

 مشتق می گيريم: y( نسبت به 31-2از معادله )

𝜕𝑇

𝜕𝑦
|
𝑦 = 0,𝑤

=
𝑤𝑞"

𝑘𝑓

𝜕𝑇∗

𝜕𝑦
|
𝑦 = 0,𝑤

=
𝑤𝑞"

𝑤𝑘𝑓

𝜕𝑇∗

𝜕𝑦∗
|
𝑦∗ = 0,1

 

                                                             =
𝑞"

𝑘𝑓

𝜕𝑇∗

𝜕𝑦∗
|
𝑦∗ = 0,1

 

⟹     
𝜕𝑇

𝜕𝑦
|
𝑦 = 0,𝑤

=
𝑞"

𝑘𝑓

𝜕𝑇∗

𝜕𝑦∗
|
𝑦∗ = 0,1

 

خواهد   "𝑞ضرب کنيم،سمت چپ رابطه بالا برابر با شار حرارتی   𝑘𝑛𝑓−اگر طرفين رابطه بالا را در

 که با ساده سازي به رابطه زير می رسيم: بود

 𝜕𝑇
∗

𝜕𝑦∗
|
𝑦∗ = 0,1

= −
𝑘𝑓

𝑘𝑛𝑓
 

 شرط مرزي بالا با اين فرض محاسبه شده است که سيال با عبور از کانال گرم شود. 

حاکم باشد، با توجه به پارامتر بی بعد تعريف   𝑇ℎها شرط مرزي دماي ثابت و برابر اگر روي ديواره

 شده براي حالت دماي ثابت ديواره، خواهيم داشت: 
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(2-33)  

(2-34)  

(2-35)  

𝑇𝑤 = 𝑇𝐻       
0≤𝑥∗≤100 ,   𝑦∗=0 ,   𝑦∗=1
⇒                    𝑇∗ =

𝑇𝐻−𝑇𝑐

𝑇𝐻−𝑇𝑐
= 1   

 

 نانوسیالویسکوزیته دینامیکی مؤثر  2-5

باشد. اما بررسی خواص نانوسيال به نانوسيال به صورت تک فازي و دو فازي قابل بررسی می      

صورت دو فازي بسيار مشکل و پيچيده خواهد بود. اغلب بسيار مفيد است اگر مخلوط را به عنوان يک 

دو بخش تعميم پيدا سيستم تک فازي در نظر بگيريم. با اين تفاوت که قانون ويسکوزيته نيوتن در 

شود و ديگر اين که جايگزين ويسکوزيته سيال پايه می 𝜇𝑒𝑓𝑓 کند، نخست ويسکوزيته مؤثرمی

شوند که بر روي حجمی که در هاي قابل قياسی تعريف میهاي سرعت و تنش به عنوان کميتمؤلفه

 شود. قياس با فاصله ذرات نانو، بزرگ و در مقياس با ابعاد کوچک است، متوسط گيري می

اولين تئوري مهم درخصوص ويسکوزيته محلول با ذرات معلق کروي، توسط انيشتين ارائه       

هاي صلب در نظر گرفت، به طوري که جابجايی يک کره، ولی را با استفاده از کره. او محل]42[شد

تأثير قرار ندهد. سپس مناسب اين بود که حرکت ها تحتجريان سيال را در نزديکی هر يک از کره

 سيال را اطراف يک کره به تنهايی تحليل شود. معادله انيشتين: 

𝜇𝑒𝑓𝑓 = 𝜇𝑏𝑓(1 + 2.5𝜑) 

𝜑اما اين فرمول فقط براي درصدهاي حجمی پايين ) است. ≅ ( قابل استفاده بود. براي محلول 0.02

با اعداد مناسب ديگر جايگزين  2.5ها کروي نيست، ضريب هايی که شکل ظاهري ذرات معلق آن

 : ]42[رابطه انيشتين را براي درصدهاي حجمی بالاتر به صورت زير تعميم داد "برينکمن"شوند. می

𝜇𝑒𝑓𝑓 =
𝜇𝑏𝑓

(1−𝜑)2.5
 

 : ]42[پيشنهاد دادند 1232رابطه زير را در سال  "آکريوس"و  "فرانکل"
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𝜇𝑒𝑓𝑓 = 𝜇𝑏𝑓
9

8

[
 
 
 
 (

𝜑
𝜑𝑚
)

1
3

1 − (
𝜑
𝜑𝑚
)

1
3

]
 
 
 
 

 

اثر حرکت براونی يک ذره صلب و کروي را نيز در نظر گرفت و فرمول زير را  1222در سال  "بچلر"

 : ]42[ارائه داد

𝜇𝑒𝑓𝑓 = 𝜇𝑏𝑓(1 + 2.5𝜑 + 6.5𝜑
2) 

 : ]42[تعميم داد 1221را در سال  "فرانکل"فرمول  "گراهام"

𝜇𝑒𝑓𝑓
𝜇𝑏𝑓

= 1 + 2.5𝜑 + 4.5

[
 
 
 
 

1

(
ℎ
𝑑𝑝
) (2 +

ℎ
𝑑𝑝
) (1 +

ℎ
𝑑𝑝
)
2

]
 
 
 
 

 

با توجه به روابط ارائه شده در بالا، ويسکوزيته مؤثر نانوسيال به ويسکوزيته سيال پايه و به نسبت 

دهند که دما، قطر ذره و آزمايشات نشان میحجمی ترکيب وابسته است. در عوض، مطالعات مبتنی بر 

توانند روي ويسکوزيته نانوسيال مؤثر باشند. در اين تحقيق براي ويسکوزيته مؤثر نوع نانو ذره نيز می

استفاده شده است. ويسکوزيته مؤثر نانوسيال در حل معادلات حاکم  "برينکمن"نانوسيال از رابطه 

 ستفاده خواهد بود. حرکت و نيز محاسبه تنش برشی قابل ا

 

 رسانایی گرمایی نانوسیال 2-6

هاي گوناگونی همانطور که در فصلهاي پيشين نيز اشاره شد، براي رسانايی گرمايی نانوسيال روش      

ها و روش ها از لحاظ دقت با توسط محققين مختلف تاکنون پيشنهاد شده است. اما اين فرمول

بسيار  مس را با دقت -يکديگر تفاوت دارند. يکی از روش هايی که رسانايی گرمايی نانوسيال آب 

. اين ]44[و همکارانش به دست آمده است "پاتل"خوبی محاسبه می کند، روشی است که توسط 

کنيم در انتقال حرارت به دست آمده است. فرض می "همانث"روش بر مبناي بهبود بخشيدن به مدل 

 نانوسيال، سه مؤلفه 
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(2-36)  

(2-37)  

(2-38)  

نانوذرات جامد و انتقال  مهم داشته باشيم. رسانايی هدايت در داخل مايع، رسانايی هدايت داخل

حرارت به روش همرفت که ناشی از حرکت براونی ذرات است. هم چنين نانوسيال کاملاً همگن و 

 شود: ذرات سيال و جامد کاملاً پيوسته هستند. انتقال حرارت کل به صورت زير نوشته می

𝑞𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑞𝑓 + 𝑞𝑝 + 𝑎𝑎𝑑𝑣

= (−𝑘𝑓𝐴𝑓 (
𝑑𝑇

𝑑𝑥
)
𝑚
) + (−𝑘𝑝𝐴𝑝 (

𝑑𝑇

𝑑𝑥
)
𝑝
) + (

1

3
ℎ𝐴𝑝∆𝑇) 

، A ،k ،Tدر اينجا، 
𝑑𝑇

𝑑𝑥
دما  ،رسانايی گرمايی ،به ترتيب نشان دهنده سطح عبور کننده حرارت 

 جايی است. نيز ضريب انتقال حرارت جابه hوگراديان دما هستد. 

فرض می کنيم ذرات سيال و نانو  ذرات جامد در تعادل گرمايی باشند و گراديان دما در ذرات       

شود. بنابراين جامد و درون سيال يکسان باشد. تنها يک جهت براي انتقال حرارت در نظر گرفته می

شيد که در تواند به افزايش نرخ انتقال حرارت کمک کند. توجه داشته باحرکت ذره در يک جهت می

از  ،شودتقسيم شده است. سرعت براونی ذره که باعث ايجاد جابجايی می 3بر عدد  hمعادله بالا 

ذرات به عنوان  𝑑𝑝است. به طوري که قطر  آمدهانيشتين به دست  -خش استوکسپمعادله ضريب 

جايی می شده است. بنابراين اختلاف دما موثر در انتقال حرارت جابه گرفتهطول مشخصه در نظر 

 در نظر گرفته شود.  𝑑𝑝تواند به عنوان حاصلضرب گراديان دما در مايع و

 بنابراين نرخ افزايش انتقال حرارت در نانوسيال به صورت زير در می آيد: 

𝑞

(−𝑘𝑓𝐴𝑓(
𝑑𝑇

𝑑𝑥
))
= 1 +

𝑘𝑝𝐴𝑝

𝑘𝑓𝐴𝑓
+
1

3
ℎ𝑑𝑝

𝐴𝑝

𝑘𝑚𝐴𝑚
 

 شود: و عدد ناسلت براي جريان عبوري از روي کره به صورت زير تعريف می

𝑁𝑢 = 2 + 0.56𝑃𝑒 + 𝑜(𝑃𝑒2) 

 

 با رابطه: (Pe)که عدد پلکه 
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(2-39)  

(2-41)  

(2-41)  

(2-42)  

(2-43)  

𝑃𝑒 =
𝑢𝑝𝑑𝑝
𝑎𝑝

 

سرعت براونی نانوذرات است و با فرمول زير به  𝑢𝑝 ،خش گرمايی سيالپضريب  𝑎𝑝شود. تعريف می

 آيد: دست می

𝑢𝑝 =
2𝑘𝐵𝑇

𝜋𝜇𝑓𝑑𝑝
2 

1.3807ثابت بولتزمان و برابر  ،𝑘𝐵در رابطه بالا،  × 10−23  
𝑗

𝑘
 است. 

است و بنابراين سرعت بروانی بسيار کوچک ميباشد. در نتيجه  11-2و  11-2سايز ذرات از مرتبه       

𝑃𝑒2  نسبت به𝑃𝑒  جايی که آناز مرتبه بسيار کمتري برخورداري بوده و قابل صرفنظر کردن است. از

فقط مؤلفه همرفت  ،محاسبه شده اند 𝑞𝑝و  𝑞𝑓هدايت داخل سيال و در ذرات به طور جداگانه توسط 

 شود: ( به صورت زير خلاصه می32-2س معادله )پبراي ما قابل ملاحظه خواهد بود. 

𝑁𝑢 = 0.5𝑃𝑒 

  ،جايگزين کنيم 'cحال اگر رسانايی گرمايی سيال را با رسانايی گرمايی جامد ضريب 

 خواهيم داشت: 

𝑁𝑢 =
ℎ𝑑𝑝

𝑐′𝑘𝑝
 

 

 ( داريم: 41-2( و )41-2از مقايسه روابط )

ℎ𝑑𝑝 = 𝑐′𝑘𝑝
𝑃𝑒

2
 

 (:32-2( در معادله )42-2با قرار دادن رابطه )

𝑞

(−𝑘𝑓𝐴𝑓(
𝑑𝑇

𝑑𝑥
))
= 1 +

𝑘𝑝𝐴𝑝

𝑘𝑓𝐴𝑓
+ 𝑐𝑘𝑝𝑃𝑒

𝐴𝑝

𝑘𝑓𝐴𝑓
 

⟹
𝑘𝑒𝑓𝑓
𝑘𝑓

= 1 +
𝑘𝑝𝐴𝑝
𝑘𝑓𝐴𝑓

+ 𝑐𝑘𝑝𝑃𝑒
𝐴𝑝
𝑘𝑓𝐴𝑓
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(2-44)  

(2-45)  

𝜙درصد حجمی 

 :آنکه در 

𝐴𝑝
𝐴𝑓
=
𝑑𝑓
𝑑𝑝

𝜑

1 − 𝜑
 

توسط آزمايشات  cنسبت حجمی ترکيب است. ثابت  𝜑قطر ذرات مايع و  ،𝑑𝑓 ،قطر ذره جامد 𝑑𝑝و 

 1222مس در سال  -آبتجربی قابل محاسبه خواهد بود. اين آزمايشات براي ترکيبات نانوسيال 

بينيد. اين آزمايشات براي نانوذرات مس ( می3-2انجام گرفته است. نتايج را در شکل ) "ژوان"توسط 

( به ازاي 43-2معادله ) . با توجه به نتايج تجربی موجود و]43[نانومتر انجام شده است111به قطر 

3.7در حدود  "c"ضريب  ،مقادير معلوم ×  به دست می آيد. 104

 

 مس-براي نانوسيال آب "ژوان"آزمايشات انجام شده توسط (  نتايج 3-2شکل )

 بُعد روی صفحهمحاسبه عدد ناسلت بی 2-7

 :]43[براي جريان کانال محلی طبق تعريف عدد ناسلت      

𝑁𝑢𝑥 =
ℎ𝑥𝐷ℎ
𝑘𝑓

 

ضريب انتقال حرارت جابه جايی محلی نانوسيال است و در حالتی که گرمايش داشته باشيم  ،ℎ𝑥که 

 شود: به صورت زير تعريف می

𝑞" = ℎ𝑥(𝑇𝑠 − 𝑇𝑚)   
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(2-46)  

(2-47)  

Ts  دماي سطح و𝑇𝑚  دماي ميانگين مقطع است و با فرمول زير که از روش موازنه انرژي بدست می

 آيد:

𝑇𝑚 =
1

𝐴𝑐𝑢𝑖𝑛
∫ 𝑢 𝑇 𝑑𝐴𝑐
𝐴𝑐

 

، قطر هيدروليکی است که براي جريان بين دو  𝐷ℎسطح مقطع جريان عبوري است.همچنين 𝐴𝑐که 

 است. 2𝑤صفحه تخت موازي، 

 حالت شار ثابت دیواره 2-7-9

 بُعد براي حالت شار حرارتی ثابت روي ديواره به شکل زير تعريف شد:در قسمت قبل دماي بی      

𝑇∗ =
𝑇 − 𝑇𝑐
𝑤𝑞′′
𝑘𝑓

|

𝑤𝑎𝑙𝑙

=
𝑇𝑠 − 𝑇𝑐
𝑤𝑞′′
𝑘𝑓

 

 س پ

𝑞′′ =
𝑇𝑠 − 𝑇𝑐
𝑇∗𝑤

𝑘𝑓 

 ( قرار دهيم: 43-2اگر مقدار بالا را در رابطه )

ℎ𝑥 = 2(
𝑘𝑓
𝑇∗𝑤

) (
𝑇𝑠 − 𝑇𝑐
𝑇𝑠 − 𝑇𝑚

) 

 ( داريم:44-2( در )43-2با قرار دادن رابطه )

𝑁𝑢𝑥 = 2(
𝑇𝑠 − 𝑇𝑐
𝑇𝑠 − 𝑇𝑚

)
1

𝑇∗ |
𝑤𝑎𝑙𝑙

 

 حالت دمای ثابت دیواره 2-7-2

 بُعد را به شکل زير تعريف کرديم:هاي قبل دماي بیدر بخش      

𝑇∗ =
𝑇 − 𝑇𝑐
𝑇ℎ − 𝑇𝑐

 

 مشتق ميگيريم: yاز طرفين رابطه بالا نسبت به 
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(2-48)  

(2-49)  

(2-51)  

𝑑𝑇

𝑑𝑦
= (𝑇ℎ − 𝑇𝑐) 

𝑑𝑇∗

𝑑𝑦
=
(𝑇ℎ − 𝑇𝑐)

𝑤
 
𝑑𝑇∗

𝑑𝑦∗
 

 بنابراين:

𝑞" = −𝑘𝑛𝑓
𝑑𝑇

𝑑𝑦
= −𝑘𝑛𝑓

(𝑇ℎ − 𝑇𝑐)

𝑤
 
𝑑𝑇∗

𝑑𝑦∗
 

 بُعد براي دما داريم:ارامترهاي بیپو   (43-2( و )44-2حال با استفاده از روابط )

𝑁𝑢𝑥 = −2
𝑘𝑛𝑓

𝑘𝑓
 
(𝑇ℎ−𝑇𝑐)

(𝑇ℎ−𝑇𝑚)
 
𝑑𝑇∗

𝑑𝑦∗
|
𝑦∗ = 0 , 𝑤

 

جايگزين شده  𝑇ℎدماي صفحه بود که با مقدار واقعی خود، يعنی   𝑇𝑠 شود که در محاسبات بالادقت 

 است. عدد ناسلت متوسط نيز از انتگرال گيري روي کل بازه تعريف مساله بدست می آيد:

𝑁𝑢̅̅ ̅̅ =
1

𝐿
∫ 𝑁𝑢𝑥  𝑑𝑥
𝐿

0
 

 

 بُعد روی سطحمحاسبه تنش برشی بی 2-3

-2( تا )3-2مقادير تنش برشی را که در رابطه ) ،براي محاسبه تنش برشی نانوسيال روي سطح      

( قرار می دهيم. چون هدف به دست آوردن 4-2( و )2-2در معادلات حرکت سيال ) ،( ارائه شد2

 ممنتوم مورد استفاده خواهد بود.  xتنها معادله در راستاي  ،تنش برشی روي سطح است

𝜌𝑛𝑓 (𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = 

                       −
𝜕𝑝

𝜕𝑥
− [

𝜕

𝜕𝑥
(−2𝜇𝑛𝑓 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)) +

𝜕

𝜕𝑦
(−𝜇𝑛𝑓 (

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
))] 

 

بُعد و ساده سازي و اين فرض که خواص ارامترهاي بیپبُعد کردن معادله بالا با استفاده از س از بیپ

 داريم: ،سيال بدون تعيير و ثابت هستند

𝑢∗
𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗ +
𝑣∗
𝜕𝑢∗

𝜕𝑦∗
= 
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(2-51)  

(2-52)  

𝜏𝑥𝑤𝑎𝑙𝑙 

(2-53)  

(2-54)  

(2-55)  

 

−
𝜕𝑝∗

𝜕𝑥∗
−
1

𝑅𝑒

𝜌𝑓

𝜌𝑛𝑓
[
𝜕

𝜕𝑥∗
(−2

𝜇𝑛𝑓

𝜇𝑓
(
𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗
)) +

𝜕

𝜕𝑦∗
(−
𝜇𝑛𝑓

𝜇𝑓
(
𝜕𝑢∗

𝜕𝑦∗
) −

𝜇𝑛𝑓

𝜇𝑓
(
𝜕𝑣∗

𝜕𝑥∗
))] 

 

معادل با همان تنش برشی است که روي ديواره  ،اي که در سمت راست معادله بالا قرار داردمؤلفه

 عمل می کند: 

𝜏𝑥𝑤𝑎𝑙𝑙 =
𝜇𝑛𝑓

𝜇𝑓
(
𝜕𝑢∗

𝜕𝑦∗
) |
𝑦∗ = 0,1

 

هاي گوناگونی که قبلاً نانوسيال است که با  روش 𝜇𝑒𝑓𝑓همان  𝜇𝑛𝑓 ،در معادله تنش برشی بالا

تنش برشی متوسط نيز از انتگرال گيري روي کل بازه مساله به دست می آيد.  ،توضيح داده شد

 بدست می آيد:

 𝜏̅ =
1

𝐿
∫ 𝜏𝑥𝑤𝑎𝑙𝑙 𝑑𝑥
𝐿

0
 

 

 سایر خواص ترموفیزیکی نانوسیال 2-1

 :]3[ضريب پخش حرارتی نانوسيال و چگالی موثر آن توسط رابطه اي زير محاسبه می شوند

𝛼𝑛𝑓 =
𝑘𝑛𝑓

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓
 

𝜌𝑛𝑓 = (1 − 𝜙)𝜌𝑓 + 𝜙𝜌𝑝 

 .]3[محاسبه می گردد "ژوان"توسط ظرفيت حرارتی نانوسيال نيز از رابطه ارائه شده

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓 = (1 − 𝜙)(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓 + 𝜙(𝜌𝐶𝑝)𝑝 



 

 
 

 

 

 سومفصل          

 

 

معادلات حاکم  به  گسسته سازی

 روش حجم محدود
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  :مقدمه 

حل عددي انتقال حرارت ، جريان سيّال و ساير فرآيندهاي مربوط به آنها وقتی می تواند انجام       

فرآيندها به زبان رياضی ،  معمولاً بر حسب معادلات ديفرانسيل ، بيان گيرد که قوانين حاکم بر اين 

شده باشند . هدف ما در اين فصل آشنايی با شکل و محتواي معادلات به کار رفته در حل مساله و 

همچنين ساير معادلات و روشهايی است که می توانند در حل معادلات موجود بکار روند.اما به دليل 

گاه به علت کاهش سرعت همگرايی مورد استفاده قرار نگرفته اند. نشان داده خواهد  دقت پايين تر و

شد که تمام معادلات مربوط به فرآيندهاي مورد نظر داراي شکل مشترک می باشند . تشخيص اين 

موضوع اولين گام در جهت ساختن يک روش حل کلی می باشد . عموم مطالبی که در اين فصل در 

 استخراج شده اند. ]32،41[می شود، از مراجعمورد آنها بحث 
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 معادلات دیفرانسیل حاکم  8-9

معادلات ديفرانسيلی که با آن مواجه هستيم بيان کننده يک اصل بقاء معين می باشند. هر       

معادله يک کميت فيزيکی معيّن را به عنوان متغير وابسته خود به کار برده و يک موازنه بين عوامل 

 مختلف اثر کننده بر متغيّر مذکور را بيان می کند . 

اثر می گذارد . حجم کنترلی را در  ري کند که بر يک متغير مانند دلالت بر شا Jفرض کنيد       

وارد می شود ، در  dydzاز يک وجه با مساحت  xJباشد . شار  dz,dy,dxنظر بگيريد که داراي ابعاد 

dxxJJحالی که شار ترک کننده از وجه مقابل به صورت  xx )/(   ، خارج می شود . بنابراين

dxdydzxJبرابر است با :  xجريان خالص در امتداد  x )/(  . 

حجم المان در نظر  dxdydzبه همان طريق و توجه به اين که   z , yبا در نظر گرفتن امتدادهاي      

 گرفته شده می باشد ، داريم : 

             divJ
z

J

y

J

x

J zyx 












  جريان خالص براي واحد حجم = 

بسيار مفيد خواهد بود زيرا ، همان گونه که خواهيم ديد روش عددي ما توسط  Jاين تعبير       

 برقراري موازنه روي يک حجم کنترل ساخته می شود . 

 

 

 

 موازنه شار روي حجم کنترلی (1-3شکل )

 

يک معادلۀ ديفرانسيل مجموعه اي است از جملاتی که هر کدام نشان دهنده تأثيري خاص بر       

واحد حجم می باشد و مجموع آنها دلالت بر موازنه يا بقاء يک کميت می کنند . حال ما به عنوان 

 ميکنيم.  مثال بعضی از معادلات ديفرانسيل را مورد بررسی قرار می دهيم و بعد شکل کلی آن را بيان

 

(3-1)  

𝑗𝑥 + 
𝜕𝑗𝑥
𝜕𝑥
 𝑑𝑥 
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 معادله بقای جرم  8-9-9

، بقاء  uدلالت بر کسر جرمی يک گونه شيميايی کند . در حضور ميدان سرعت  1mفرض کنيد       

1m   :به صورت زير بيان می شود 

                      1111 )()( RJumdivm
t





 

11 tm  /)( 1در اينجا دلالت بر نرخ تغيير در واحد زمان دارد . کميتum  شار جابه جايی گونه

نمايندۀ شار پخش  1Jحمل می شود . علامت  uاست يعنی شاري که توسط ميدان جريان عمومی 

حاصل می شود . ديورژانس دو شار  ) جابه جايی و  1mاست ، که معمولاً به وسيله گراديان هاي

در طرف راست نشان دهندۀ نرخ  1Rپخش( جمله دوم معادلۀ ديفرانسيل را تشکيل می دهد . کميت 

 توليد بر واحد حجم است . 

 با استفاده از قانون فيک براي پخش بيان شود ، می توان نوشت:  1Jاگر شار پخش 

                                    
111 gradmJ  

 ( خواهيم داشت : 3-3( در )2-3ضريب پخش است . با جانشين کردن از معادله )  1که درآن 

                                   11111 )()()( Rmgraddivumdivm
t





 

 معادله مقدار حرکت  8-9-2

معادله ديفرانسيل حاکم بر بقاي مقدار حرکت در يک امتداد معلوم و براي يک سيّال نيوتونی می       

تواند مشابه معادلات قبلی نوشته شود، اماّ با پيچيدگی بيشتر . زيرا اولاً تنش هاي برشی و تنش هاي 

يچيده تر از قانون فيک يا عمودي هر دو بايد مورد توجه قرار گيرند ، ثانياً قانون گرانروي استوکس پ

باشد ، معادله مقدار حرکت به صورت زير نوشته  xمؤلفه سرعت در امتداد  uقانون فوريه است . اگر 

 می شود : 

           xx VB
x

p
ugraddivudivu

t










)()()(  

(3-2)  

(3-3)  

(3-4)  

(3-3)  
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نيروي جرمی بر  xنشان دهندۀ مؤلفه  xB، فشار ،  P، لزجت ديناميکی ،  که در رابطۀ فوق       

نمايانگر جمله هاي ناشی از لزجت می باشد . اين مولفه ها علاوه بر آنهايی است که  xVواحد حجم و 

)(توسط  ugraddiv   . بيان شدند 

 معادله انرژی  8-9-8

معادلۀ انرژي در کلی ترين شکلش شامل مولفه هاي زيادي است . براي يک جريان پايا  با سرعت       

 کم که اتلافات ناشی از حرکت در آن ناچيز باشد ، معادلۀ انرژي می تواند به صورت زير نوشته شود : 

             hSTgradkdivuhdiv  )()( 

نمايانگر آهنگ  hSنشان دهنده دما ، و     Tهدايت حرارت ،،ضريب  k، آنتالپی مخصوص،  hکه در آن 

)(حجمی توليد حرارت می باشد . جمله Tgradkdiv  نيز نشان دهندۀ انتقال حرارت از طريق هدايت

 در داخل سيّال است . 

 براي گازهاي ايده آل و نيز براي جامدات و مايعات ، می توان نوشت : 

                  hgradgradc T   

 گرماي ويژه در فشار ثابت است . با جاگذاري اين ، معادله انرژي داريم :                  cکه در آن 

              hShgrad
c

k
divuhdiv  )()( 

 به صورت زير ساده می شود :  Tبر حسب  hثابت باشد ، رابطۀ  cاگر 

                              h=cT 

 و سپس :

              
c

S
Tgrad

c

k
divuTdiv h )()( 

صفر باشد  uبدين طريق آنتالپی و دما می توانند به عنوان متغير وابسته انتخاب شوند . وقتی سرعت 

 حالت هدايت حرارت پايا به دست می آيد . 

                      oSTgradkdiv h )( 

(3-3)  

(3-2)  

(3-2)  

(3-2)  

(3-11)  

(3-11)  
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 معادلۀ دیفرانسیل کلی   8-2   

از بررسی مختصر بعضی معادلات ديفرانسيل در بخشهاي قبل به نظر می رسد تمام متغيرهاي       

نشان  وابستۀ مورد نظر اينجا از يک اصل بقاء کلی تبعيت می کنند . اگر متغير وابسته به وسيلۀ 

 داده شود ، معادله ديفرانسيل کلی چنين می شود : 

                          Sgraddivudiv
t





)()()(  

 جمله چشمه می باشد .  Sضريب پخش و  که در آن 

چهارجملۀ موجود در معادلۀ ديفرانسيل عمومی عبارتند از جمله وابسته به زمان ، جمله جابه       

می تواند به جاي انواع مختلفی از کميت ها  جايی ، جمله پخش و جمله چشمه . متغيّر وابسته 

به  ظاهر شود . هر بار که متغيرّ  مانند کسر جرمی گونه شيميايی ، آنتالپی يا دما و مؤلفه سرعت ،

و  عنوان يکی از اين کميت ها استفاده شود ، بايد معنايی مناسب با کميت مذکور به ضريب پخش 

 داده شود .  Sجمله چشمه 

کنند. به هر حال، به کار بردن تمام شارهاي پخش، از گراديان متغير مربوطه تبعيت نمی      

𝑑𝑖𝑣(𝛤𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙)  به عنوان جمله پخش موجب محدود شدن معادله عمومیϕ  به فرآيندهاي پخش

د شود. هر جمله اي که مناسب قرار گرفتن در جمله پخش نباشايجاد شده توسط گراديان متغير، نمی

توانيم ضريب تواند به عنوان يک قسمت از جمله چشمه بيان شود )در صورت تمايل میهمواره می

ظاهر می  Sرا مساوي صفر قرار دهيم(. مانند شرايط مرزي مساله که در مولفه هاي چشمه  Γپخش 

 شوند.

 

 مفهوم انفصال  8-8

جواب عددي براي يک معادله ديفرانسيل عبارت است از يک سري اعداد که با استفاده از آنها،       

بدست می آيد. دامنه پيوسته مساله به نقاطی با فواصل معين)گره ها( يا المان  توزيع متغيير وابسته

موجود در گره ها ، اطلاعات پيوسته اي که هايی با حجم  معين تقسيم ميگردد. با تمرکز روي مقادير 

(3-12)  
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در حل دقيق معادله ديفرانسيل وجود دارد، با مقادير جدا از هم جايگزين شده است . بنابراين توزيع 

 را ناپيوسته کرده ايم و مناسب است که اين دسته از روش هاي عددي به عنوان روش هاي انفصال

 ده شوند . يا گسسته سازي نامي

در گره هاي انتخابی را که از معادلات  از اين پس معادلات جبري شامل مقادير مجهول       

به دست می آيند ، معادلات انفصال می ناميم . براي به دست آوردن اين  ديفرانسيل حاکم بر 

چگونه بين گره ها تغيير می کند، لازم است . اگر چه   که  معادلات ، بعضی فرض ها در مورد اين

می تواند طوري انتخاب شود که براي همه حوزه محاسباتی تنها يک عبارت جبري  « پروفيل » 

به طوري که هر  کافی باشد ، اما اغلب علمی تر است که از پروفيل هاي قطعه به قطعه استفاده شود،

در گره هاي اطراف آن منطقه  را روي فقط منطقه کوچکی بر حسب مقادير  قطعه تغيير 

تشريح کند . لذا معمولا ميدان محاسباتی را به تعدادي ميدان هاي کوچک يا اجزاء تقسيم می کنند 

به طوري که بتوان براي هر ميدان کوچک يک پروفيل جداگانه فرض کرد . اين نوع انفصال ، امکان 

ي، که تقريباً به راحتی حل می شوند ، جايگزين کردن معادلات ديفرانسيل را با معادلات ساده جبر

 فراهم می کند . 

 ساختمان معادلۀ انفصال  8-8-9

مربوط به دسته اي از گره ها را  يک معادلۀ انفصال عبارت است از يک رابطۀ جبري که مقادير       

به دست می آيد بنابراين  به هم ارتباط می دهد . چون اين معادله از معادله ديفرانسيل حاکم بر 

می تواند همان اطلاعات فيزيکی را ارائه کند که معادله ديفرانسيل دارد . اين که فقط تعداد کمی از 

نفصال شرکت می کنند يک نتيجه از قطعه به قطعه بودن ماهيت پروفيل هاي گره ها در يک معادلۀ ا

روي گره هاي بسيار نزديک   يک گره فقط بر توزيع  انتخابی می باشد. با معادلۀ انفصال ، مقدار 

انتظار می رود جواب معادلۀ انفصال به به آن اثر می گذارد . وقتی تعداد گره ها خيلی زياد می شود، 

بين  جواب دقيق معادلۀ ديفرانسيل نزديک شود .زيرا وقتی گره ها به هم نزديکتر می شوند ، تغيير 

 گره هاي همسايه کوچکتر شده ، و در نتيجه جزئيات پروفيل فرضی بی اهميت می شود . 
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فصال استفاده از پروفيل هاي فرضی مختلف و نيز تفاوت در روش علت اختلاف در معادلات ان       

 هاي به دست آوردن آنها می باشد . 

 روش های به دست آوردن معادلات انفصال  8-8-2

براي يک معادلۀ ديفرانسيل معين ، معادلات انفصال لازم از طرق بسياري می توانند به دست       

 آيند . که در اينجا فقط به ذکر نام و توضيحی اجمالی درباره آنها بسنده می کنيم . 

 فرمول بندی با استفاده از سری تیلور  8-8-2-9

محدود عبارت است از نزديک شدن به مشتقات  روش معمول براي به دست آوردن معادلات تفاضل   

 موجود در معادلۀ ديفرانسيل از طريق يک سري تيلور برش داده شده . 

𝜙1 = 𝜙2 − ∆𝑥 (
𝑑𝜙

𝑑𝑥
)
2
+
1

2
(∆𝑥)2 (

𝑑2𝜙

𝑑𝑥2
)
2
−⋯ 

𝜙3 = 𝜙2 − ∆𝑥 (
𝑑𝜙

𝑑𝑥
)
2
+
1

2
(∆𝑥)2 (

𝑑2𝜙

𝑑𝑥2
)
2
+⋯ 

 خواهيم داشت: با حذف جمله سوم به بعد و ساده سازي معادله

(
𝑑𝜙

𝑑𝑥
)
2
=
𝜙3−𝜙1

2∆𝑥
 

(
𝑑2𝜙

𝑑𝑥2
)
2

=
𝜙1 + 𝜙3 − 2𝜙2

(∆𝑥)2
 

  9روش باقیمانده های وزنی  8-8-2-2

يک روش قوي براي حل معادلات ديفرانسيل روش باقيمانده هاي وزنی است ، که جزئيات آن       

 شرح داده شده است . اگر معادله ديفرانسيل را به صورت زير نمايش دهيم: "فينلی سون"توسط 

𝐿(𝜙) = 0 

 و جواب تقريبی را به صورت زير فرض کنيم:

𝜙̅ = 𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎2𝑥
2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑥

𝑚 

( 12-2در نظر می گيريم و در رابطه ) Φضرايب پارامترها می باشند. اگر مقداري اوليه براي  aکه 

 قرار می دهيم:

                                                           
1- Weighted Residual Method 

(3-13)  

(3-14)  

(3-13)  

(3-13)  

(3-12)  

(3-12)  
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𝑅 = 𝐿(𝜙̅) 

هدف کوچک تر کردن مقدار باقيمانده می باشد.بنابراين پيشنهاد می  باقيمانده ناميده می شود. Rکه 

 شود که از روش زير استفاده شود:

∫𝑊𝑅 𝑑𝑥 = 0 

شود. با نمايانگر يک تابع وزنی بوده و انتگرال روي حوزه مورد نظر محاسبه می Wکه در آن      

شود. اين انتخاب يک رشته توابع وزنی، تعداد معادلاتی که جهت پارامترها لازم است توليد می

معادلات جبري که حاوي پارامترها به عنوان مجهولات می باشند ،حل می شوند تا جواب تقريبی براي 

هاي خاصی شناخته می ديفرانسيل به دست آيد. شاخه هاي مختلف اين شيوه )که به ناممعادله 

 شوند. شوند( از انتخاب مختلف توابع وزنی حاصل می

 فرمول بندی با استفاده از حجم کنترلی   8-8-2-8

در اين روش که روش اصلی و اساسی به کار گرفته شده در حل معادلات حرکت نانوسيال در اين       

پروژه است، ميدان محاسباتی به تعدادي حجم کنترلی به گونه اي تقسيم می شود که هر گره را يک 

له حجم کنترل احاطه کرده و حجم ها کنترلی داراي حجم هاي مشترک با يکديگر نباشند . معاد

ديفرانسيل روي هر يک از حجم هاي کنترلی انتگرال گرفته می شود . پروفيل هاي قطعه به قطعه که 

 را بين گره ها بيان می کنند براي محاسبه انتگرال ها استفاده می شوند .  تغيير 

را براي حجم کنترلی محدود بيان می دارد، درست  ϕي انفصال به دست آمده اصل بقاء معادله      

کند. )در اندازه کوچک بيان میي ديفرانسيل آن را براي يک حجم کنترلی بیهمان گونه که معادله

ي انفصال حجم کنترلی از طريق انتگرال گرفتن معادله ديفرانسيل روي واقع، به دست آوردن معادله

 تاً غيرمستقيم است.يک حجم کنترلی محدود يک فرآيند نسب

هايی مهمترين مزيت فرمول بندي با استفاده از روش حجم کنترلی اين است که بقاء کامل کميت      

هاي کنترلی و البته براي کل حوزه محاسباتی مانند جرم، مقدار حرکت و انرژي را براي همه حجم

نوان روشی براي شبيه سازي برقرار می باشد.يکی از دلايل بسيار مهم در انتخاب اين روش به ع

(3-12)  

(3-21)  
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ها و حتی براي وقتی که تعداد حرکت نانوسيال همين مورد است. اين خاصيت براي هر تعداد از گره

ها کم( موازنه ها کم شود، صادق است. بنابراين، حتی جواب مربوط به شبکه خشن هم )تعداد گرهگره

 دقيقی را نشان خواهد داد. 

ها به دست آيد. نتيجه به دو ل می شوند که مقادير متغير وابسته در گرهوقتی معادلات انفصال ح      

هاي باقيمانده تواند مورد برسی قرار گيرد. در روش اجزاء محدود و در بيشتر روشطريق مختلف می

هاي( بين يابی )يا پروفيلاي و توابع درونکه شامل مقادير گره ϕوزنی، تغيير فرض شده براي 

 ϕاي شود. اما، در تفاضل محدود فقط مقادير گرهعنوان جواب تقريبی در نظر گرفته میهاست، به گره

گيرد. ما نيز در تقريب خود با استفاده از روش حجم کنترلی، به عنوان جواب مورد ملاحظه قرار می

هاي اي جستجو خواهيم کرد. فرمولپذيريم و جواب را فقط در شکل مقادير گرهاين نظريه را می

لازمند و در خلال محاسبات به  هاها به عنوان روابط کمکی براي محاسبه انتگرالپروفيليابی يا روند

تواند فراموش شود. اين کار خواهند رفت. وقتی معادلات انفصال به دست آمدند، پروفيل فرضی می

ت مختلف هاي مختلف پروفيل براي انتگرال گرفتن جملانقطه نظر آزادي کامل را در اتخاذ فرض

 کند. ي ديفرانسيل، فراهم میمعادله

براي اين که بحث فوق را عملی تر نشان دهيم، در ادامه معادلۀ انفصال را با استفاده از روش       

 حجم کنترلی براي يک وضعيت ساده به دست می آوريم.

آن حاکم است مورد  به عنوان مثال هدايت حرارت يک بعدي پايا را که معادله ديفرانسيل زير بر      

 بررسی قرار می دهيم : 

              oS
dx

dT
k

dx

d








 

 نشان دهندۀ نرخ توليد حرارت بر واحد حجم است .  S،دما و  T، ضريب هدايت ،  kکه در آن 

( را به کار می بريم . 2-3براي بدست آوردن معادلۀ انفصال ، گره هاي نشان داده شده در شکل )      

را به عنوان همسايه هايش داراست، متمرکز می کنيم. خط  Wو  E، که گره هاي  Pتوجه را روي گره 

(3-21)  
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بحث مهم چين ها وجوه حجم کنترلی را نشان می دهند ، که مکان دقيق آنها در اين مرحله از 

 دلالت بر چنين وجوهی دارند . w,eنيست، حروف 

 

 

 

 

 

 دسته گره استفاده شده براي مسأله يک بعدي( 2-3شکل )

 ( روي حجم کنترلی انتگرال بگيريم ، خواهيم داشت :  21-3اگر از معادلۀ )

                     odxS
dx

dT
k

dx

dT
k

e

wwe


















 

( دو پروفيل 3-3براي پيشبرد کار نياز به فرض يک پروفيل يا يک تابع درون يابی داريم . در شکل )

در يک گره بر  Tساده فرضی نشان داده شده است . ساده ترين امکان اين است که فرض کنيم مقدار 

داده شده در حجم کنترلی که آن را احاطه کرده است، حاکم می باشد . اين پروفيل پله اي نشان 

dTالف(را می دهد . براي اين پروفيل شيب   3-3شکل )

dx
تعريف  ) eيا  wيعنی در  (در وجوه کنترلی   

ب( می باشد. 3-3نمی شود . پروفيلی که اين مشکل را ندارد پروفيل خطی قطعه به قطعه شکل )

 اينجا، بين گره ها از توابع درون يابی خطی استفاده می شود . 

 

 

 دو فرض ساده براي پروفيل )الف( پروفيل پله اي و )ب( پروفيل خطی قطعه به قطعه( 3-3شکل )

∆𝑥 

(𝛿𝑥)𝑤 (𝛿𝑥)𝑒 

(3-22)  

(الف) (ب)   
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dTاگر مشتقات 

dx
( را از پروفيل خطی قطعه به قطعه محاسبه نماييم ،  22-3ظاهر شده در معادلۀ )  

 معادلۀ زير به دست خواهد آمد : 

                 oxS
x

TTk

x

TTk

e

wpw

e

PEe 





)(

)(

)(

)(


 

 ( را به فرم زير می نويسيم:  23-3در حجم کنترلی است .حال معادلۀ انفصال) S، متوسط S̅که در آن 

                       bTaTaTa WWEEPP  

 که در آن : 

            
e

e
E

x

k
a

)(
 

                    
W

W
W

x

k
a

)(
 

                WEP aaa  

             xSb  

 رفتار جمله چشمه :  8-8-2-4

( را قدري مورد  21-2در معادله )  Sقبل از اين که قواعد اصلی را بيان کنيم ، جملۀ چشمه       

می باشد و بنابراين در  Tتوجه قرار می دهيم . اغلب ، جمله چشمه ، تابعی از خود متغير وابسته 

ساختن معادلۀ انفصال مطلوب خواهد بود اين وابستگی را بشناسيم . ما بعداً خواهيم ديد که معادلات 

ت جبري خطی حل می شوند ، پس عملاً می توانيم انفصال فقط به وسيله روش هاي مربوط به معادلا

را  Sفقط يک ارتباط خطی براي وابستگی مذکور به حساب آوريم . در اينجا کافی است مقدار متوسط 

 به صورت زير بيان کنيم . 

              ppC TSSS    

 Sنمايانگر  pS می باشد . بديهی است ،  pTضريب  pSو  Sنمايانگر قسمت ثابت  cSکه در آن 

 نيست .  Pمحاسبه شده در نقطۀ 

(3-23)  

(3-24)  

(3-23)  

(3-23)  

(3-22)  

(3-22)  

(2-22)  (3-22)  
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دهد که فرض کرده ايم مقدار  ( نشان می22-3در معادله ) Tp، حضور  S̅در بيان مقدار متوسط       

Tp الف(  3 -3اي نشان داده شده در شکل )بر حجم کنترل حاکم است، به عبارت ديگر، از پروفيل پله

dTاستفاده شده است. بايد توجه داشت در حالی که براي جمله 

dx
از پروفيل خطی قطعه به قطعه  

 اي استفاده کرد.توان براي جمله چشمه از پروفيل پلهاستفاده می کنيم، می

 ساده سازي و مرتب کردن معادلات فوق خواهيم داشت: با 

𝑎𝑝𝑇𝑝 = 𝑎𝐸𝑇𝐸 + 𝑎𝑊𝑇𝑊 + 𝑏 

 که در آن: 

𝑎𝐸 =
𝑘𝑒

(𝛿𝑥)𝑤
 

𝑎𝑊 =
𝑘𝑤

(𝛿𝑥)𝑤
 

𝑎𝑝 = 𝑎𝐸 + 𝑎𝑤 − 𝑆𝑝∆𝑥 

𝑏 = 𝑆𝑐∆𝑥 

 کند. بندي معادلات انفصال فراهم میبحث مقدماتی فوق، زمينه لازم را براي فومول

 چهار قاعده اصلی در روش حجم محدود 8-8-2-5

سازگاري در وجوه حجم کنترلی : وقتی يک وجه بين دو حجم کنترلی مجاور مشترک  : 9قاعده 

است ، شار عبور کننده از آن در معادلات انفصال مربوط به دو حجم کنترلی، با عبارت يکسان نشان 

 داده می شود . 

 ( بايد مثبت باشند.  31-3( در معادله )aکليه ضرايب به کار رفته) : 2قاعده 

S̅=sCوقتی جمله چشمه به صورت  :8قاعده  + sPTP شود، ضريب خطی میSp  هميشه بايد کمتر

 يا مساوي صفر باشد.

رسد اختياري نيست. بيشتر فرآيندهاي فيزيک حتماً داراي يک اين قاعده آن گونه که به نظر می      

مثبت بود، وضعيت  Spباشند. در واقع اگر رابطه با شيب منفی بين جمله چشمه و متغير وابسته می

افزايش  Tpمثبت دلالت بر اين موضوع دارد که هر وقت   Spفيزيکی می توانست بی ثبات باشد. يک 

شود، يعنی اگر ساز و کار برداشت حرارت موجود نباشد، ممکن است پيدا کند جمله چشمه زياد می

(3-31)  

(3-31)  

(3-32)  

(3-33)  

(3-34)  
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 Spسباتی، منفی نگهداشتن شده و اين عمل تکرار شود. از نظر محا Tpاين خود منتهی به افزايش در  

 هاي فيزيکی غيرمنطقی، ضروري است. ها و جوابجهت جلوگيري از ظاهر شدن بی ثباتی

مجموع ضرايب همسايه : اغلب معادلات ديفرانسيل حاکم شامل فقط مشتقات متغير  : 4قاعده 

يک ثابت  C) که  T+C، و Tنمايانگر متغير وابسته باشد ، توابع  Tوابسته ي باشند . بنابراين ، اگر 

اختياري است ( هر دو در معادله ديفرانسيل صدق می کنند . اين خاصيت معادلۀ ديفرانسيل بايد به 

ها به   nbTو تمام  pT( نيز وقتی که  31-3وسيلۀ معادلۀ انفصال نيز منعکس شود .بنابراين ، معادلۀ )

 يک اندازه افزايش پيدا می کنند ، بايد معتبر باقی بماند . 

 بنابراين رابطه زير حتما بايد ارضا شود : 

         nbP aa 

 مکان وجوه حجم کنترلی 8-8-2-6

هاي شبکه در کجا تاکنون، هيچ گونه بحثی در مورد اين که وجوه حجم کنترلی نسبت به گره      

اي به دست آمده که جملات آن کلی و قابل اجرا بر انفصال به گونهنشده است. معادله ، گيرندمی قرار 

هاي ممکن و بسيار، ما دو حالت هر مکانی که وجوه حجم کنترلی قرار دارند، باشد. از ميان رويه

 Bي و رويه Aي دو حالت را رويهها بحث می کنيم. اين مختلف را مدنظر قرار داده و در مورد آن

ناميم. براي سادگی، وضيعت دو بُعدي را تشريح خواهيم کرد، هر چند مفاهيم حاصل از آن، در می

 هاي يک و سه بُعدي نيز قابل اجرا خواهد بود. وضيعت

 هاي مختلف: وجوه در وسط فاصله بين گرهAي رويه

ي بين فاصله« وسط»ها را در ت که وجوه آنهاي کنترلی اين استرين روش ساختن حجمبديهی

ها مشخص (مشاهده می کنيد.خط چين4-3هاي همسايه قرار دهيم.  شبکه فوق را در شکل )گره

هاي کنترلی می باشند. شبکه با دقت ترسيم شده تا کاملاً غير يکنواخت باشد، کننده وجوه حجم

شان داده شده است، در مرکز هندسی حجم از شبکه، که در شکل ن Pنتيجه اين که هر گرهی مانند 

 کنترلی که آن  را احاطه کرده است قرار ندارد. 

(3-33)  
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 هاي مختلف: وجوه در وسط فاصله بين گرهAي رويه (4-3شکل )

 کنترلی هايهاي شبکه در مراکز حجم: گرهBي رويه

کنترلی را رسم  هاي( نشان داده شده( اين است که ابتدا مرزهاي حجم3-3رويه ديگر )در شکل )      

هاي کرده سپس در مراکز هندسی هر حجم کنترلی يک گره قرار دهيم. در اين طرح وقتی اندازه

 رد.گيها در وسط فاصلی بين نقاط شبکه قرار نمیکنترلی غير يکنواخت باشد، وجوه آن هايحجم

ي فوق کنترلی( دو رويه هايهاي يکنواخت حجمهاي يکنواخت )يا اندازهبايد توجه داشت براي شبکه

 ها غير يکنواخت باشند. شوند. بنابراين، مقايسه دو رويه فقط وقتی معنا دارد که شبکهمشابه می

شتري در محاسبه شار شود، دقت بيها قرار داده میي گرهکه وجوه در وسط فاصله Aي در رويه      

ذکر شد، شبيه پروفيل  3-2-3-3شود. همان گونه که در بخش حرارت عبور کننده از وجوه حاصل می

ها خطی قطعه به قطعه دما به طور اتفاقی با شيب هر پروفيل سهمی شکل که در وسط فاصله بين گره

شود اما نتايج آن بسيار شبيه محاسبه شود يکسان است. بنابراين اگر چه از پروفيل خطی استفاده می

 باشد. تر، يعنی سهموي مینتايج پروفيل دقيق
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 کنترلی هايهاي شبکه در مراکز حجم: گرهBي رويه( 3-3شکل )

( در مرکز هندسی حجم 4-3در شکل )  Pاز طرف ديگر، اين حقيقت که امکان ندارد گره       

تواند به عنوان يک نماينده نمی Tpکنترلی قرار گيرد، مبين يک نقص است. زيرا در اين صورت دما 

هاي ديگر باشد. حتی مناسب حجم کنترلی در محاسبه جمله چشمه ، ضريب هدايت، و ساير کميت

بدون اشکال نيست. زيرا به عنوان  Aهاي کنترلی، رويه در محاسبه شارهاي حرارت از وجوه حجم

( در مرکز وجهی که بر آن واقع شده، قرار ندارد. بنابراين، فرض اين که 4-3در شکل ) eمثال نقطه 

 شود. بر سراسر وجه غالب است ،باعث ايجاد خطا می eشار 

ارد، و نقاطی در مرکز حجم کنترلی قرار د  Pها را ندارد، چون طبق تعريف، نقطه اين نارسايی Bرويه 

 ( را ببينيد(.3-3در مرکز وجوه مربوط به خودشان قرار دارند )شکل )  eمانند 

، Aگيرند و بنابراين، بر خلاف رويه هاي شبکه قرار نمیبه هر حال، وجوه در وسط فاصله بين گره      

 برد. ، از خاصيت پروفيل اتفاقی سهموي، سود نمیBرويه 

تر هاي مطلوب قرار گيرند مشکلاي که در مکانوجوه حجم کنترلی به گونه ، تنظيمAي در رويه      

 خواهد بود، زيرا ابتدا بايد وضعيت نقاط شبکه را مشخص نمود. 

منتهی به  Aهاي کنترلی مجاور با مرزهاي سيستم، نياز  به توجه بيشتري دارد. رويه ايجاد حجم       

، مناسب است حوزه محاسبه را به Bشود. در رويه ي میهاي مرزحول گره«نيمه»هاي کنترلی حجم

هاي کنترلی هاي مرزي را روي وجوه حجمهاي کنترلی معمولی کاملاً پر کرده و گرهوسيله حجم
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مجاور قرار دهيم. در گسسته سازي معادلات جريان نانوسيال نيز به علت نياز به دقت بالاتر در 

 استفاده شده است. Aاز رويه محاسبه شار عبوري از وجوه حجم کنترل،

 

 جابجایی و پخش 8-4

جابه جايی توسط جريان سيّال به وجود می آيد . در اين فصل روشهاي موجود بدست آوردن       

در حضور ميدان جريان ) يعنی مؤلفه هاي سرعت و جرم مخصوص ( را بررسی  جوابی براي 

 ميکنيم. 

بايد به خاطر داشت کلمه پخش اينجا در يک معناي عمومی مورد استفاده قرار می گيرد که فقط       

منحصر به پخش گونه هاي شيميايی ) که در اثر تغييرات غلظت حاصل می شود ( نيست . شار پخش 

xبه صورت حاصل از گراديان متغير عمومی  /   می باشد ، که براي معانی خاص  شار ،

پخش گونه هاي شيميايی ، شار حرارت ، تنش ناشی از لزجت و غيره را نشان می دهد . معادله 

)/(( شامل جمله  32-3ديفرانسيل کلی ) jx  )/( jxعنوان جمله پخش  می باشد ، که به

 معرفی می شود.

پخش مورد بررسی قرار می گيرد . از آنجايی که  –در اينجا سيمايی از وضعيت جابه جايی       

 ميدان جريان داده شده بايد در معادلۀ پيوستگی صدق نمايد : 

                             ou
xt

p
j

j










)( 

 کلی :و معادله ديفرانسيل 

                      S
xx

u
xt jj

j

j




















)()()(


 

 بنابراين :

                            S
xxx

u
t jjj

j 


















)(





 

(3-33)  

(3-32)  

(3-32)  
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,,,از اين معادله چنين نتيجه گرفته می شود که براي يک توزيع معلوم      juS    هر جواب  و

( صدق می کنند . تحت اين شرايط ،  32-3به علاوه يک ثابت (، هر دو در معادله ) تغيير آن )

 ( قابل اجرا می باشد .  4قاعده اصلی مربوط به مجموع ضرايب ) قاعده 

ر نظر حال يک وضعيت يک بعدي پايا را که در آن فقط جملات جابه جايی و پخش حضور دارند د     

 می گيريم . معادلۀ ديفرانسيل حاکم به صورت زير است : 

               









dx

d

dx

d
u

dx

d 
 )( 

 ثابت، می شود: uمی باشد. همچنين، معادلۀ پيوستگی براي xنمايانگر سرعت در امتداد  uکه در آن 

           ou
dx

d
)( 

( را مورد 2-3براي بدست آوردن معادلۀ انفصال ، دسته گره سه تايی نشان داده شده در شکل )      

از حجم کنترلی بر فرمول بندي نهايی تأثير  wو  eاستفاده قرار خواهيم داد . گرچه مکان عملی وجوه 

 P , Wفاصله بين در وسط  wو ,P Eدر وسط فاصله بين  eنخواهد داشت ، اما بهتر است فرض کنيم 

 قرار داده شده اند .

 روشهای گسسته سازی مولفه های جابجایی  8-4-9

حال به بررسی طرح هاي موجود براي گسسته کردن مولفه هاي جابجايی در معادلات حاکم و       

 انتخاب طرح مناسب براي انجام اين پروژه می پردازيم. 

 9روش بالا دست 8-4-9-9

يک امکان خوب شناخته شده براي گسسته سازي مولفه هاي جابجايی معادلات حاکم جريان،       

-Upstreamو  Upwind-Differenceهاي باشد، که به عنوان طرحطرح آپ ويند يا بالادست می

Difference  و روشDonor-Cell شود. اين طرح ابتدا توسط کورانت و همکارانش و غيره شناخته می

ه شده و مرتباً به وسيله جن بري و همکارانش،  باراکات و کلارک و رانشال و ولفشتين اصلاح و ارائ

                                                           
1- Upwind Scheme 

(3-32)  

(3-41)  
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بندي اوليه شود. نقطه ضعف در فرمولمورد استفاده مجدد قرار گرفت. در طرح بالادست مشخص می

ϕاين است که خاصيت جابجايی 
e

ϕمتوسط  ترک مساويشدر وجه م 
E

ϕو  
p

فرض شده است و لذا  

بندي جلمه پخش بدون تغيير باقی می ماند، اما جمله کند. فرمولبهتري را پيشنهاد میروش 

 شود: جابجايی از فرض زير محاسبه می

باشد، در گره بالادست )آپ ويند( آن وجه می ϕدر يک وجه مشترک مساوي با مقدار  ϕمقدار 

 بنابراين: 

ϕ
e
= ϕ

p      
Fe اگر > 0 

ϕ
e
= ϕ

E      
Fe اگر < 0 

ϕمقدار 
W

 به صورت مشابه تعريف شود.  

تر شوند. ما را ( می توانند خلاصه42-3( و )41-3با تعريف يک عملگر جديد، روابط شرطی )     

⟦A, B⟧  تعريف می کنيم که نشان دهنده بر مقدار بزرگترA  وB  :است. بنابر طرح بالادست داريم 

Feϕe = αp⟦Fe, 0⟧ − ϕ
E
⟦−FE, 0⟧ 

 شود: ي انفصال به فرم زير تبديل می( با اين مفهوم تعويض شود، معادله32-3ي )وقتی معادله

αPϕ
P
= αeϕe + αWϕ

W
 

 به طوريکه: 

αE = De + ⟦−Fe, 0⟧ 

αW = DW + ⟦−FW, 0⟧ 

αP = De + ⟦−Fe, 0⟧ + DW + ⟦−FW, 0⟧ = αE + αW + (Fe − FW) 

ها از ( هيچ ضريب منفی حاصل نخواهد شد. بنابراين، جواب42-3( تا )43-3بديهی است، از معادلات )

 نظر فيزيکی همواره واقعی خواهند بود. 

  9روش نمایی 8-4-9-2

dxdو شار پخش  uکه ترکيبی از شار جابه جايی  Jاگر شار کلی        /  می باشد را به

 صورت زير در نظر بگيريم : 
                                                           

1- Exponential Scheme 

(3-41)  

(3-42)  

(3-43)  

(3-44)  

(3-43)  

(3-43)  
(3-42)  
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dx

d
uJ


  

 ( می شود : 32-3با اين تعريف ، معادله ) 

             o
dx

dJ
 

( انتگرال گرفته شود، به معادله زير ميرسيم : 2-3که اگر روي حجم کنترلی نشان داده شده در شکل )

              =0wJ-eJ 

( 42-3استفاده می کنيم. واردکردن اين پروفيل در معادله ) E,Pحال می توان از پروفيل بين نقاط     

 را می دهد .  eJرابطۀ مربوط به 

                             













1)exp( e

Ep

pee
P

FJ


 

 که در آن :

               
e

e

e

ee
e

D

Fxu
P 




)()(  

                      ee uF )( 

                        
e

e
x

D
)(


 

(  31-3در معادله ) wJ( و به کار بردن عبارت مشابهی براي 31-3سرانجام ، با جايگزينی از معادله )

 خواهيم داشت : 

          o
P

F
P

F
w

pw

ww

e

Ep

pe 






























1)exp(1)exp(





 

 و آن را می توان به شکل معمولی نوشت : 

                  WWEEpp aaa   

 که: 

                 
1)/exp( 


ee

e
E

DF

F
a 

(3-42)  

(3-42)  

(3-31)  

(3-31)  

(3-32)  

(3-33)  

(3-34)  

(3-33)  

(3-33)  

(3-32)  
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1)/exp(

)/exp(




ee

wwW
W

DF

DFF
a 

                    )( weWEp FFaaa  

اين عبارات ضرايب طرح نمايی را تعريف می کنند . وقتی اين طرح براي مسأله يک بعدي پايا       

استفاده شود ، جواب دقيق را براي هر مقدار عدد پکله و براي هر تعداد از گره هاي شبکه تضمين می 

ها گران تمام می کند . اين طرح علی رغم رفتار بسيار مطلوب ، کاربرد زيادي ندارد زيرا محاسبۀ نما

شود و چون طرح براي وضعيت هاي دو و سه بعدي چشمه هاي غير صفر دقيق نيست، هزينه اضافی 

 جهت محاسبه نماها موجه به نظر نمی رسد . 

  9روش پیوندی 8-4-9-8

 ( داريم : 32-3از معادلۀ )

            
1)exp( 


e

e

e

E

P

P

D

a 

 

 نسبت به عدد پکله Eaتغييرات ضريب ( 3-3شکل )

همسايه  E، گره  ePدر شکل نشان داده شده است . براي مقادير مثبت  ePنسبت به  e/DEaتغييرات 

منفی است ،  ePکاهش پيدا می کند . وقتی   ePپايين دست بوده و ديده می شود که اثرش با افزايش 

E  همسايه بالا دست می باشد و اثر زيادي دارد . ويژگی هاي معينی از تغيير دقيقe/Dea  را ) که در

 شکل با خط پر نشان داده شده است ( می توان به صورت زير بيان کرد : 

                                                           
1- Hybrid Scheme 

(3-32)  

(3-32)  

(3-31)  
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  eP( براي 1

            ;o
D

a

e

E  

 eP( براي 2

        ;e

e

E P
D

a
 

oPeدر -3   با ساده کردن داريم 

2
1 e

e

E p

D

a
 

 پس با بررسی ترسيمی شکل به سه حالت زير می رسيم : 

 2ePبراي 

e

e

E P
D

a
 

22براي    eP 

                 
2

1 e

e

E p

D

a
 

 2ePبراي  -3

              o
D

a

e

E  

 روابط فوق را می توان به شکل خلاصه اي درآورد : 

             ]]2,
2

1,[[ e
eeE

P
PDa  

                ]],
2

,[[ o
F

DFa e
eeE  

 به معنی بزرگترين مقدار است. [[ ]]که در آنها علامت 

 پخش می تواند براي طرح پيوندي به صورت زير نوشته شود :  –اکنون معادلۀ انفصال جابه جايی 

(3-31)  

(3-32)  

(3-33)  

(3-34)  

(3-33)  

(3-33)  

(3-32)  

(2-32)  
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                             wwEEpp aaa   

 به طوريکه : 

              ]],
2

,[[ o
F

DFa e
eeE  

]],
2

,[[ o
F

DFa w
wwW  

              )( wewEp FFaaa  

بايد به خاطر داشت اين فرمول بندي براي هر مکان اختياري وجوه مشترک بين نقاط شبکه معتبر 

 بوده و به وجوه مشترکی که در وسط قرار گرفته اند، محدود نمی باشد . 

  9روش قاعده توانی 8-4-9-4

نسبتاً زياد است ، همچنين به نظر می رسد  2ePانحراف طرح پيوندي ازجواب دقيق در      

 بيشتر شد آثار پخش را مساوي صفر قرار دهيم .  2از  e|P|مناسب نيست به محض اين که 

گرچه روابط طرح قاعده توانی تا اندازه اي پيچيده تر از طرح پيوندي می باشد ، اماّ محاسبه آنها ) به 

 بی از رفتار طرح نمايی را ارائه می دهند. ويژه ( گران نيست، به علاوه نمايش بسيار خو

 را می توان چنين نوشت .  Eaروابط قاعده توانی براي 

  eP>-10براي 

                        e

e

E P
D

a
 

 ، -0eP 10>براي  

               ee

e

E PP
D

a
 5)1.01( 

            ،eP 1     10براي 

                       5)1.01( e

e

E P
D

a
    

                                                           
2- Power-Law Scheme 

(3-32)  

(3-21)  

(3-21)  

(3-22)  

(3-23)  

(3-24)  

(3-23)  
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             10eP<براي  

                                                                                         0
e

E

D

a 

، طرح قاعده توانی   e|P| 10<( مشاهده می کنيم ، که براي33-3از مقايسه اين روابط با معادله )      

( می تواند به 23-3( تا )23-3مشابه طرح پيوندي می شود . شکل خلاصه شده اي از معادلات )

 صورت زير نوشته شود :         

                                                            ]],0[[]]
1.0

1.0[[ e

e

e
eE F

D

F
Da  

که ما نيز در گسسته سازي معادلاتمان از اين روش استفاده کرده ايم. به طوري که اگر منحنی       

جوابهاي طرح هاي مختلف را رسم کنيم ، جوابهاي بدست آمده با روش توانی مطابقت بيش تري با 

 پاسخ هاي تحليلی نسبت به ساير روشها دارند.

 

 جزئیات به دست آوردن معادلۀ انفصال   8-5

 ( را می توان به صورت زير نوشت : 2-3فرم دو بعدي و پاياي معادلۀ )      

S
y

J

x

J yx 








 

 شارهاي کلی ) جابه جايی و پخش ( هستند و به صورت زير تعريف می شوند:   yJو  xJکه در آن 

x
uJ x







 

 و : 

y
uJ y







 

می کنند . محاسبه انتگرال معادلۀ  y,xدلالت بر مؤلفه هاي سرعت در امتدادهاي  vو  u به طوريکه

 ( روي حجم کنترلی:  3-41)

      yxSS PPC  )(   Js -Jn  + Jw-  Je        

 

(3-23)  

(3-22)  

(3-22)  

(3-22)  

(3-21)  

(3-21)  
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مشابه ، می توانيم انتگرال معادلۀ که جمله چشمه با روش معمولی خطی شده است . به طريق 

 ( را روي حجم کنترلی محاسبه نماييم و خواهيم داشت : 1-3پيوستگی )

 𝐹𝑒  −  𝐹𝑤 +  𝐹𝑛 −  𝐹𝑠 =  0      

 مقادير جريان جرم از وجوه حجم کنترلی می باشند  و می توان نوشت :  e, Fw, F n, F sFکه در آن 

yuF ee  )( 

 و به طور مشابه ، 

           yuF ww  )( 

            xuF nn  )( 

                  xuF ss  )( 

(کسر نماييم،  21-3ضرب کرده و آن را از معادله )p( را در 23-3( تا )24-3حال چنانچه معادلات )

 خواهيم داشت : 

  
yxSS

FJFJFJFJ

PPC

psspnnpwwpee





)(

)()()()(




 

فرض يکنواختی بر روي هر وجه از حجم کنترلی ما را قادر می سازد تا رويه هاي يک بعدي را       

peeبراي وضعيت دو بعدي به کار بريم . حال براي بيان جملاتی مانند  FJ   وpww FJ   از

 روشهايی که در بخشهاي قبلی به آن پرداخته شد، استفاده می کنيم : 

               )( EpEpee aFJ   

              )( pwwpww aFJ   

 که : 

            ]]0,[[|)(| eeE FPADa  

             ]]0,[[|)(| wwW FPADa  

(3-22)  

(3-23)  

(3-24)  

(3-23)  

(3-23)  

(3-22)  

(3-22)  

(3-22)  

(3-21)  

(3-21)  
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می باشند . با عبارات  wو  eمربوط به وجوه  yحاوي سطح  eFو  wFمانند  eDو wD در اينجا 

pnnPssمشابه براي FJFJ   در موقعيتی قرار داريم تا شکل نهايی معادلۀ انفصال را   ,

 بنويسيم . 

 

 معادلۀ انفصال نهایی  8-6

 اکنون می توان معادله انفصال دو بعدي را به صورت زير نوشت :       

        baaaaa SSNNWWEEpp   

 که در آن : 

            ]]0,[[|)(| eeE FPADa  

             ]]0,[[|)(| wwW FPADa  

                                                                   ]]0,[[|)(| nnN FPADa  

               ]]0,[[|)(| ssS FPADa  

                 yxSb C  

         yxSaaaaa PSWNEP  

( تعريف شده اند . ضريب رسانش 23-3( تا ) 24-3در معادلات )  sFو  e, F w, F nFمقادير جريان 

 مربوط به آنها توسط روابط زير تعريف می شوند : 
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
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 و اعداد پکله مربوط از روابط زير به صورت زير بدست می آيند : 

(3-22)  

(3-22)  

(3-24)  

(3-23)  

(3-23)  

(3-22)  

(3-22)  

(3-23)  

(3-111)  

(3-111)  

(3-112)  
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 : طبق قاعده اي توانی داريم

         ]]|)|1.01(,0[[|)(| 5PPA  

( به  22-3ملاحظه می شود حتی در اين مرحله اهميت فيزيکی ضرايب مختلف در معادلۀ )      

اثر جابه جايی و پخش را در چهار وجه حجم  Naو  F, a W, a Naسادگی بيان می گردد . ضرايب 

 نشان می دهند. Dو ضريب هدايت کلی  Fکنترلی )حالت دو بعدي( بر حسب نرخ جريان 

 

 محاسبه میدان سرعت و فشار 8-7

در حضور يک ميدان در بخش هاي پيشين روشی براي حل معادله ديفرانسيل کلی براي      

جريان معلوم ارائه شد. اما به جز در شرايطی بسيار خاص ، مشخص کردن ميدان جريان امکان ندارد ، 

که بايد مؤلفه هاي سرعت محلی و ميدان جرم مخصوص را از معادلات مناسب حاکم بر جريان بل

محاسبه نمود . مؤلفه هاي سرعت از معادلات مقدار حرکت ، که حالتهاي خاصی از معادله ديفرانسيل 

uمی باشند ) با کلی جهت    ( تبعيت می کنند . ,

اما مشکل واقعی در محاسبۀ ميدان سرعت ، مجهول بودن ميدان فشار می باشد . گراديان فشار       

قسمتی از جمله چشمه را در هر معادلۀ مقدار حرکت تشکيل می دهد . اماّ ، هيچ معادلۀ مشخصی 

 براي به دست آوردن فشار وجود ندارد . درست است که اگر ميدان فشار معلوم باشد هيچ مشکل

خاصی در حل معادلات مقدار حرکت وجود ندارد اماّ نحوه معلوم شدن ميدان فشار نسبتاً مبهم به نظر 

 می رسد . 

ميدان فشار به طور غير مستقيم از معادلۀ پيوستگی بدست می آيد. هنگامی که ميدان فشار       

پيوستگی صدق می  صحيح در معادلات مقدار حرکت استفاده شود ،  ميدان سرعت حاصل در معادله

کند. اما مشخص کردن غير مستقيم براي اهداف ما زياد مفيد نيست مگر اين که جواب مستقيمی از 

(3-113)  

(3-114)  
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دستگاه معادلات انفصال مربوط به معادلات مقدار حرکت و پيوستگی به دست آوريم . از آن جا که 

براي تمامی مؤلفه هاي  براي حل معادلات انفصال روش تکرار را انتخاب کرده ايم. پس ، حل مستقيم

 سرعت و فشار موضوعيت ندارد .

 نشان دادن جمله گرادیان  8-7-9 

در وضعيت يک بُعدي نشان  xاگر شروع به ساختن شکل گسسته معادله مقدار حرکت در امتداد       

پس از انتگرال گرفتن  𝑑𝑝/𝑑𝑥( کنيم، تنها نکته جديد نشان دادن جمله 2-3داده شده در شکل )

𝑃𝑊باشد. سهم حاصل براي معادله انفصال، اُفت فشار روي حجم کنترلی می − 𝑃𝑒 باشد، که اين می

𝑃𝑊باشد. براي بيان برآيند نيروي فشاري وارد بر حجم کنترلی با سطح مقطع واحد می − 𝑃𝑒  برحسب

از  wو  eبه علاوه، چنانچه وجوه  توان پروفيل خطی را قطعه به قطعه فرض کرد.فشارهاي گره، می

هاي مربوط به خود قرار گيرند، ]اين حجم کنترلی طوري انتخاب شوند که در وسط فاصله بين گره

فرض در اينجا فقط براي ساده شدن محاسبات جبري اتخاذ شد. وقتی وجوه حجم کنترلی در وسط 

شود. بنابراين فرض در تري ظاهر مینباشد، مشکلات مورد بحث اينجا برطرف نشده، بلکه با وضوح کم

 کند[ داريم: وسط بودن وجوه عامل بروز مشکلات نبوده، بلکه دنبال کردن بحث را ساده می

𝑃𝑊 − 𝑃𝑒 =
𝑃𝑊 + 𝑃𝑃
2

−
𝑃𝑃 + 𝑃𝐸
2

=
𝑃𝑊 − 𝑃𝐸
2

 

 

 دسته گره سه تايی( 2-3شکل )

  

ي مقدار حرکت حاوي اختلاف فشار بين دو گره متناوب خواهد بود و اين بدان معناست که معادله     

اي است که که خشن تر از شبکه می شوداي گرفته نه بين دو گره مجاور. يعنی در واقع فشار از شبکه

ري با تغيير شود که از دقت جواب کم شود. چنين ميدان فشاعملاً اتخاذ شده است؛ اين موجب می
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هاي تواند به عنوان واقعيت مورد ملاحظه قرار گيرد، اما چون مقادير فشار در گرهبسيار تند نمی

PWمقدار  Pمتناوب همه جا يکسان است، براي هر گره  − PE  .مربوط به آن مساوي صفر است

بنابراين، نتيجه مخرب اين است که چنين ميدان فشار مواّجی توسط معادله مقدار حرکت مانند ميدان 

 فشار يکنواخت احساس خواهد شد. 

توان ديد که مشکل در وضعيت دو بُعدي وخيم تر است. درست همان گونه که معادله مقدار می      

𝑃𝑊وسيله به  xحرکت در امتداد  − 𝑃𝐸 گيرد، معادله مقدار حرکت در امتداد تحت تأثير قرار میy 

𝑃𝑠تحت اثر  − 𝑃𝑁 شود. بدين ترتيب فشار واقع می𝑃𝑝  نقشی در محاسبات ندارد. با در نظر گرفتن اين

(، که از چهار مقدار اختياري 2-3توان نتيجه گرفت ميدان فشار نشان داده شده در شکل )موضوع، می

 توليد نخواهد کرد. yيا  xشار بوجود آمده است، هيچ نيروي فشاري در امتداد ف

 

 

 ميدان فشار مواج دو بعدي( 2-3شکل )

بنابراين، شکل انفصالی معادلات مقدار حرکت با ميدان فشار بسيار غيريکنواخت مانند              

ميدان فشار يکنواخت رفتار خواهد کرد. اگر چنين ميدان فشاري در خلال حل به طريق تکرار ظاهر 
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يد، زيرا ها تا همگرايی نهايی جلوگيري نماشود، چيزي وجود نخواهد داشت تا از باقی ماندن آن

 ها آگاه نخواهد شد. معادلات مقدار حرکت از حضور آن

( داراي معنی خاصی نبوده بلکه فقط طرحی 2-3بايد توجه داشت اعداد استفاده شده در شکل )      

توان تصور کرد طرح مربوط شوند. به سادگی میکنند که از اعداد اختياري ساخته میرا مشخص می

تر خواهد بود، در حالی که معادلات مقدار حرکت آن را نيز به پيچيدهبه وضعيت سه بُعدي حتی 

 عنوان ميدان فشار يکنواخت تعبير خواهند کرد.

 نمایش معادله پیوستگی 8-7-2

ي پيوستگی را به دست شود که شکل گسسته معادلهيک نوع مشکل مشابه وقتی پديدار می      

 خصوص ثابت، معادله پيوستگی به شکل زير نوشته می شود: آوريم. براي حالت يک بُعدي پايا با جرم م

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 0 

 ( انتگرال بگيريم، داريم: 2-3اگر از اين معادله روي حجم کنترلی نشان داده شده در شکل )

𝑢𝑒 − 𝑢𝑤 = 0 

 و در وسط قرار دادن وجوه حجم کنترلی داريم: uبا استفاده از پروفيل خطی قطعه به قطعه براي 

𝑢𝑝 + 𝑢𝐸

2
−
𝑢𝑊 + 𝑢𝑝

2
= 0 

 يا: 

𝑢𝐸 − 𝑢𝑤 = 0 

هاي متناوب و نه در ها را در گرهبدين ترتيب، شکل منفصل معادله پيوستگی تساوي سرعت      

هاي سرعت از نوع نشان داده شده در شکل کند. نتيجه اين است که ميدانهاي مجاور ايجاب میگره

( 112-3) باشند، حتماً در معادله انفصال حاصل از معادله پيوستگی( که به هيج وجه واقعی نمی3-2)

هاي سرعت هاي مشابه براي تمام مؤلفهتوان طرحهاي دو و سه بُعدي میکنند. در وضعيتصدق می

ها را به عنوان توان آنکنند اما به سختی میايجاد کرد که هر چند در معادله پيوستگی صدق می

 هاي منطقی پذيرفت. جواب

(3-113)  

(3-113)  

(3-112)  

(3-112)  
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 ميدان سرعت مواج( 2-3شکل )

بندي کند، بتوان فرمولهاي سرعت و فشار را محاسبه میقبل از اين که روش عددي که مؤلفه      

توان يافت که توجه خاصی به هايی میکرد، اين مشکلات بايد برطرف شوند. در منابع موجود، روش

در مرزها، هاي غيرواقعی احتمالی توسط بعضی رفتارهاي خاص ها، از جوابکنند. آناين مشکلات نمی

با بيشتر مشخص کردن شرايط مرزي، به وسيله به کار بردن زير تخفيف نسبت به يک حدس اوليه 

هاي فشار و سرعت از ها ميدانکنند. اما بيشتر اين روشمناسب يا برخورد مناسب ديگر، جلوگيري می

می پذيرند و در بخش هاي رضايت( را به عنوان جواب2-3(،)2-3هاي )نوع نشان داده شده در شکل

 هايی وجود دارد. هاي خاص، همواره خطر رسيدن به چنين جوابحلغياب راه

پيش از اين که گامی در جهت برطرف نمودن اين مشکلات برداريم، توجه شود موانع سخت در       

تحليل عددي ناشی از مشتقات درجه اول می باشند. رفتار مشتق دوم همواره درست بوده و هيچ 

توان تمام پيچيدگی هاي معادلات حاکم را به مشتق آورد. از طرف ديگر، میی را به وجود نمیمشکل

جايی است نسبت داد و بنابراين مشتقات درجه اول فشار )در درجه اولی که نماينده جمله جابه

 اند. معادلات مقدار حرکت( و سرعت )در معادلات پيوستگی( زحمت زيادي را ايجاد کرده

 بکه جابه جا شده ش 8-7-8

مشکل در محاسبه ي ميدان هاي فشار و سرعت با اين تشخيص که الزامی به محاسبه تمام       

متغير ها براي گره هاي يکسان نيست ، بر طرف می شود . اين امکان وجود دارد تا براي هر متغير 

تی از اين انتخاب آزادانه وابسته يک شبکه متفاوت با شبکه هاي ديگر استفاده کنيم . البته ، در صور

 استفاده خواهيم کرد که مفيد باشد . 

در شبکه جابه جا شده ، مؤلفه هاي سرعت براي نقاطی که روي وجوه حجم هاي کنترلی قرار       

می  x، در وجوهی که عمود بر امتداد  uسرعت،  xدارند محاسبه ي شود . بنابراين مؤلفه در امتداد 
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( با بردارهاي کوتاه نشان داده شده، 11-3در شکل ) uباشند ، محاسبه می شود . مکان هاي مربوط به 

در حالی که گره ها ) که از اين به بعد آنها را گره هاي اصلی می ناميم ( به وسيله دايره هاي کوچک 

م مشخص شده اند . خطوطی که به صورت خط چين ترسيم شده اند، مشخص کننده وجوه حج

جابه جا شده  xفقط در امتداد  uکنترلی می باشند. توجه شود ، نسبت به گره هاي اصلی ، مکان هاي 

که دو گره اصلی مجاور را به هم متصل می کند،  xروي خطی در امتداد  uاند به عبارت ديگر ، مکان 

ر بستگی به چگونگی دقيقاً در وسط فاصله بين گره ها قرار دارد يا خي uقرار دارد. اين که آيا محل 

بايد روي وجه حجم کنترلی قرار داشته باشد ، اين که آيا   uتعريف حجم هاي کنترلی دارد . مکان

 وجه مذکور به طور اتفاقی در وسط فاصله بين گره ها قرار گرفته يا خير ، مهم نيست . 

 

 

 

 

 

      

 

روي  vو  u( يک طرح شبه دو بعدي نشان داده شده است ، که در آن مکان هاي 11-3در شکل )

وجوه حجم کنترلی مشخص شده است .اولين نتيجه اي که از شبکه جابه جا شده به دست می آيد 

اين است که نرخ جريان جرم از وجوه حجم کنترلی بدون هرگونه ميانيابی براي مؤلفه سرعت ، 

شود . هر چند اين سيماي شبکه جابه جا شده امکان مناسبی را جهت به دست آوردن محاسبه می 

 فراهم می کند ، اما مزيت مهم شبکه جابه جا شده نيست .  معادلۀ انفصال براي 

( 11-3در واقع دو مزيت مهم وجود دارد ، اولّ اينکه براي يک حجم کنترلی نمونه که در شکل )      

هاشور مشخص شده است، به آسانی می توان ديد که شکل انفصال معادلۀ پيوستگی حاوي تفاضل 

مؤلفه هاي سرعت مجاور می باشد ، که اين، خود از صدق کردن يک ميدان سرعت موّاج در معادله 

مکان هاي جابه جا شده براي ( 11-3شکل ) u و   v 
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امکان « منطقی » پيوستگی جلوگيري خواهد کرد . در شبکه جابه جا شده ، فقط ميدان هاي سرعت 

يرفته شدن جهت معادله پيوستگی را خواهند داشت . مزيت مهم دوم شبکه جابه جا شده آن است پذ

که  تفاضل فشار بين دو گره مجاور ، نيروي محرک عادي براي مؤلفه سرعت واقع بين اين گره ها را 

 ايجاد می کند . 

 

 uحجم کنترلی براي ( 11-3شکل )

 معادلات مقدار حرکت  8-7-4

متمرکز شود ، هيچ  u( مشاهده شد، اگر توجه فقط روي مکان هاي 11-3همانطور که در شکل )      

و مکان هاي  eچيز غير عادي در مورد اين حجم کنترلی وجود نخواهد داشت . وجوه آن بين نقطۀ 

حاطه هاي همسايه قرار دارند . بنابراين ، حجم کنترلی نسبت به حجم کنترلی معمولی ا uمربوط به 

می باشد ، به طوري که وجوه عمود  x، جابه جا شده است . جابه جايی فقط در امتداد  Pکنندۀ گره 

عبور می کنند . اين طرح يکی از مزيت هاي اصلی شبکه  Eو  Pبر امتداد مذکور از گره هاي اصلی 

می تواند جهت محاسبه نيروي فشار وارد شونده بر  EP-pPجابه جا شده را مشخص می کند : تفاضل 

 استفاده می شود .  uحجم کنترلی مربوط به 

 معادله انفصال حاصل به صورت زير نوشته می شود : 

           eEpnbnbee APPbuaua )(  

در اينجا تعداد جمله هاي همسايه بستگی به چند بعدي بودن مسأله خواهد داشت . براي       

مشخص  u(، در خارج از حجم کنترلی چهار همسايه 11-3وضعيت دو بعدي نشان داده شده در شکل)

(3-112)  
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اثر ترکيب  nbaوارد خواهد شد . ضرايب همسايه  uشده است . براي حالت سه بعدي ، شش همسايه 

(  22-3طبق معادلات ) bپخش در وجوه حجم کنترل را وارد محاسبات می کنند .جمله  –جابجايی 

گنجانده نمی شود .  pSو  cSتعريف می شود ، اما گراديان فشار در کميت هاي جمله چشمه يعنی 

اين که  ( شده است . با توجه به 112-3گراديان فشار موجب ظاهر شدن آخرين جمله در معادله )

قرار است نهايتاً ميدان فشار نيز محاسبه شود ، قرار دادن فشار در جمله چشمه معادله حرکت، کار 

 e Aرا نشان می دهد. uنيروي فشار مؤثر بر حجم کنترلی   n)AEP-p(Pدرستی نخواهد بود . جمله 

 سطحی است که اختلاف فشار بر آن وارد می شود . 

 

 vحجم کنترلی براي ( 12-3شکل )

حجم  (12-3با معادلات مقدار حرکت ساير امتدادها نيز به طور مشابه رفتار می شود .شکل )      

جابه جا شده است .  yنشان می دهد ، که در امتداد  yکنترلی را براي معادله مقدار حرکت در امتداد 

 ( به صورت زير نوشته می شود:  y ) معادله ي سرعت در جهت nVبه طور مشابه معادلۀ انفصال براي  

       nNpnbnbnn APPbaa )(       

 نيروي فشاري مربوطه می باشد .   n)ANP-p(Pکه 

معادلات مقدار حرکت فقط وقتی می توانند حل شوند که ميدان فشار معلوم و يا به طريقی       

برآورد شود . ميدان سرعت حاصل از حل معادلات مقدار حرکت ، زمانی در معادلۀ پيوستگی صدق 

يک   P*می کند که ميدان فشار استفاده شده صحيح باشد . بنابراين براي هر ميدان فشار حدسی 

(3-111)  
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نشان داده خواهد شد . اين ميدان  *vو  *uيدان سرعت غير کامل به دست می آيد که به وسيله م

 از حل معادلات انفصال زير حاصل می شود : « ستاره دار » سرعت 

          eEpnbnbee APPbuaua )**(**  

          nNpnbnbnn APPbaa )**(**   

 تصحیح فشار و سرعت   8-7-5

است. به طوري که ميدان سرعت ستاره  *pهدف ما پيدا کردن راهی جهت اصلاح فشار حدسی       

دار حاصل از آن، هموراه به سمت صدق کردن در معادله پيوستگی پيش رود . پيشنهاد می شود 

 ميدان فشار صحيح از رابطه زير به دست آيد : 

                            p=p*+p' 

می توانند به  'vو  'uناميده می شود . تصحيحات سرعت مربوطه يعنی « تصحيح فشار »  'pکه در آن 

 روش مشابه معرفی شوند : 

            '*'*   uuu 

 ( کسر شود ، داريم :  112-3( از معادلۀ )111-3اگر معادلۀ )

     eEpnbnbe APPuaau )''(''  

در اينجا ، جمله nbnbua  را از معادله حذف می کنيم .پس داريم :  '

                     
eA

E
PpPeuea )''('  

 يا:  

                )''(' Epee PPdu  

 که در آن : 

            

e

e
e

a

A
d  

 ( فرمول تصحيح سرعت ناميده می شود ، که آن را می توان چنين نوشت :  112-3معادله )

)''(*
Epeee PPduu  

(3-111)  

(3-112)  

(3-113)  

(3-114)  

(3-113)  

(3-113)  

(3-112)  

(3-112)  

(3-112)  
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*رابطه بالا نشان می دهد سرعت ستاره دار 
eu  در پاسخ به تصحيحات فشار چگونه بايد تصحيح گردد

 به دست آيد .   euتا 

 فرمولهاي تصحيح براي مؤلفه هاي سرعت در ساير جهت ها نيز به طور مشابه بدست می آيند : 

)''(*
Npnnn PPd  

 معادله تصحیح فشار 8-7-6

در اينجا معادلۀ پيوستگی را به معادله اي براي تصحيح فشار تبديل می کنيم . ابتدا فرض می        

مستقيماً به فشار بستگی ندارد آنچه در اينجا به دست می آوريم براي  کنيم جرم مخصوص 

 وضعيت دو بعدي می باشد ، معادله پيوستگی براي حالت پايا به صورت زير نوشته می شود:

o
yx

u









 )()(  

( با هاشور مشخص شده محاسبه می کنيم. 13-3انتگرال اين معادله روي حجم کنترلی که در شکل ) 

 يادآوري می شود همين حجم کنترلی نيز براي به دست آوردن معادله انفصال مربوط به متغير کلی 

  . مورد استفاده قرار گرفت 

 داريم :

     oxyuu snwe  ])()[(])()[(  

حال اگر از عبارات داده شده توسط فرمول تصحيح سرعت براي تمام مؤلفه هاي سرعت، مقدار 

 به دست خواهيم آورد :  'pبگذاريم، پس از منظم کردن ، معادلۀ انفصال زير را براي 

     + bSp' S+aNp' N+aWp' W+aEp'E = a pp' pa 

 

(3-121)  

(3-121)  

(3-122)  

(3-123)  

 معادله پيوستگیحجم کنترلی براي ( 13-3شکل )
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 که در آن : 

           yda eeE    

                yda wwW        

xda nnN   

        xda ssS   

                            s+ aN+ aw+ aE= a pa 

         xuuyuub nsew  ]*)(*)[(]*)(*)[(  

معمولاً فقط در گره هاي اصلی قابل محاسبه می باشند ، جرم  چون مقادير جرم مخصوص       

مخصوص هاي وجوه مشترک مانند 
e می توانند با ميانيابی مناسبی به دست آيند. روش ميانيابی هر

چه باشد ، مقدار 
e  بايد براي هر دو حجم کنترلی که وجه مشترک به آنها متعلق است، يکسان باشد 

را نشان می دهد که آن را تصحيح هاي فشار ) از طريق تصحيح هاي « چشمه جرم » يک  bجمله 

 ربوطه ( بايد از بين برند . سرعت م

 

 الگوریتم سیمپل  8-3

الگوريتم سيمپل روشی است که براي حل معادلات گسسته شده حرکت سيال به کار می رود .       

 سيپمل نمايانگر روش نيمه ضمنی براي معادلاتی است که توسط فشار به هم مرتبط می باشند . 

 مراحل اين الگوريتم بررسی می کنيم : 

 را حدس می زنيم .  *pتدا ميدان فشار اب -1

را از  *v*,u( را حل می کنيم تا  112-3( و )111-3معادلات مقدار حرکت ، مانند معادلات ) -2

 مقادير ستاره دار آنها محاسبه کنيم . 

 را حل می کنيم .   'p معادلۀ  -3

4- P ( با اضافه کردن 113-3را از معادله )p'  بهp* .  محاسبه می کنيم 

(3-123)  

(3-124)  

(3-123)  

(3-122)  

(3-122)  

(3-122)  
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را از مقادير  v,u( مقادير  121-3( و ) 112-3با استفاده از فرمول هاي تصحيح سرعت ) -3

 ستاره دار آنها محاسبه می کنيم . 

 ها را حل می کنيم .  معادلۀ انفصال مربوط به ساير  -3

می گرديم بر 2استفاده کرده ، به گام  *pرا به عنوان فشار حدسی جديد  pفشار تصحيح شده  -2

 و تمام روش را تکرار می کنيم تا جواب همگرا شده به دست آيد . 

 

 استفاده از زیر تخفیف و فوق تخفیف در معادلات انفصال  2-1

در حل به شيوه تکرار معادلات جبري و يا در طرح تکرار کلی که جهت رفتار با غير خطی ها       

اتخاذ می شود ، اغلب مطلوب است که تغيير مقادير متغير وابسته از تکراري به تکرار ديگر تسريع و يا 

کند گردد به ترتيب کند شود . اين فرآيند را بسته به اين که تغييرات متغير ، شتاب داده شود و يا 

فوق تخفيف يا زير تخفيف می نامند . براي مسائل غير خطی زير تخفيف يک وسيله بسيار مفيد می 

باشد که معمولاً در حل به طريق تکرار معادلاتی که شديداً غير خطی می باشند به کار می روند تا از 

 واگرايی جلوگيري شود . 

راه هاي زيادي جهت وارد کردن فوق تخفيف يا زير تخفيف  به معادلات ،وجود دارد که بعضی از آنها 

 را در اينجا شرح می دهيم.فرم گسسته معادلات به صورت زير معرفی می شوند: 

                      bTaTa nbnbpP 

 از تکرار قبلی در نظر گرفته می شود .  pTبه عنوان مقدار  *pTهمچنين ، 

 ( می تواند به صورت زير نوشته شود : 131-3با استفاده از ضريب تخفيف معادلۀ )

                     
p

nbnb

p
a

bTa
T

 
 

 اضافه و کم کنيم ، داريم .  *pTاگر به طرف راست معادله بالا ، 

               )( **

p

p

nbnb

pp T
a

bTa
TT 



 

(3-131)  

(3-132)  

(3-131)  
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را نشان می دهد که در جريان عمل تکرار حاصل شده است اين  pTمقدار داخل پرانتز ، تغيير در 

 اصلاح شود ، به طوري که :  تغيير می تواند توسط وارد کردن ضريب تخفيف 

                      )( **

p

p

nbnb

pp T
a

bTa
TT 





 

Tpمساوي   pTابتدا بايد توجه داشت وقتی تکرار ها همگرا می شوند که 
∗

(  133-3شود ، معادلۀ )  

( صدق می کند .  131-3حتماً در معادلۀ اصلی )  Tمبين اين موضوع است که مقادير همگرا شدۀ 

البته ، هر طرح تخفيف بايد اين خاصيت را داشته باشد يعنی جواب همگرا شدۀ نهايی ، هر چند از 

طريق به کار بردن ضرايب تخفيف اختياري يا ابزار مشابه به دست آمده باشد ، باز هم بايد در معادلۀ 

 انفصال اصلی صدق نمايد . 

( بين صفر و يک باشد اثر آن ، زير تخفيف است  133-3در معادلۀ ) وقتی ضريب تخفيف       

pبا اختلاف کمتري نسبت به  pTيعنی مقادير 
*T محاسبه می شوند . براي يک مقدار کوچک  ،

از يک بزرگتر باشد ، فوق تخفيف  از تکراري به تکرار ديگر بسيار آهسته می شود . وقتی   pTتغيير 

 حاصل می شود. 

يکسان نگهداشته شود . مقدار آن می تواند از تکراري  نيازي نيست در تمام محاسبات مقدار       

به تکرار ديگر تغيير کند . در واقع ، گرچه آسان نيست ولی مجازيم براي گره هاي مختلف شبکه 

 انتخاب نماييم .  مقادير متفاوتی براي 

 الگوریتم اصلاح شده ی سیمپل  8-91

الگوريتم سيمپل بسيار استفاده شده و وظيفه خود را به خوبی انجام داده است.اما ، در کوشش       

هاي انجام شده جهت اصلاح نرخ همگرايی آن ، حالتی به دست آمده که سيمپلر ناميده می شد و 

 نمايانگر سيمپل اصلاح شده است .  

 معادله فشار  8-91-9

 ( را به صورت زير می نويسيم : 112-3فشار ، معادلۀ مقدار حرکت )براي به دست آوردن ميدان     

(3-133)  
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           )( Epe

e

nbnb
e ppd

a

bua
u 



 

را توسط رابطه زير  eû( تعريف شده است . حال سرعت کاذب  112-3در معادلۀ ) edکه در آن 

 تعريف می کنيم : 

       
e

nbnb
e

a

bua
u

 
ˆ 

ترکيبی است از سرعت هاي  eûبدست می آيد. می بينيم که n̂به همين ترتيب نيز سرعت کاذب 

 ( می شود : 134-3و شامل هيچ فشاري نمی باشد . حال معادله ) nbuهمسايه 

         )(ˆ
Epeee ppduu  

 به طور مشابه می توان نوشت : 

              )(ˆ
Npnnn ppd  

( را مشاهده کرد . در 121-3( و )112-3به سادگی می توان تشابه بين اين سه معادله و معادلات )

uvاينجا،  را می گيرد . اگر عملياتی که در  'p، جاي  pظاهر می شوند و فشار   *v* , uبه جاي ˆ,ˆ

فشار  –براي بدست آوردن معادلات تصحيح فشار صورت گرفت با روابط جديد سرعت  3-2-3بخش 

uvکه حاوي می باشند انجام گيرد ، معادله اي براي فشار بدست می آيد. اين معادله به صورت زير  ˆ,ˆ

 نوشته می شود : 

     + b Sp S+aNp N+aWp W+aEpE = a pp pa 

از رابطۀ  b( داده می شوند و 122-3( تا )124-3توسط معادلات)  E, a W, a N, a Sa که در آن ضرايب 

 زير به دست می آيد : 

             xuuyuub nsew  ])ˆ()[(])ˆ()[( 


 

(، 123-3( و معادلۀ تصحيح فشار ) 132-3بايد توجه داشت که تنها اختلاف بين معادلۀ فشار )      

uv، از سرعت هاي کاذبb( براي  132-3می باشد . عبارت )  bدر عبارت مربوط به  استفاده می  ˆ,ˆ

 اره دار محاسبه شد . بر حسب سرعت هاي ست bکند ، در حالی که براي معادلۀ تصحيح فشار ، 

(3-134)  

(3-133)  

(3-133)  

(3-132)  

(3-132)  

(3-132)  
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گرچه معادله فشار و معادلۀ تصحيح فشار تقريباً مشابه می باشند ،اما يک اختلاف مهم وجود       

دارد. در محاسبۀ معادله فشار هيچ تقريبی وارد نشده است . بنابراين ، اگر براي محاسبه سرعت هاي 

 وراً مقدار فشار صحيح را می دهد . کاذب از يک ميدان سرعت صحيح استفاده شود ، معادلۀ فشار ف

 الگوریتم سمیپلر  8-91-2

الگوريتم اصلاح شده سيمپل شامل حل معادلۀ فشار ، جهت به دست آوردن ميدان فشار و حل       

معادله تصحيح فشار ، فقط براي تصحيح سرعت ها می باشد . رشته عمليات مربوطه را می توان به 

 صورت زير بيان کرد : 

 س ميدان سرعت شروع می کنيم . با حد -1

uvضرايب را براي معادلات مقدار حرکت محاسبه کرده و با توجه به آنها  -2 را از معادلاتی ˆ,ˆ

 ،محاسبه می نماييم .  nbu( با به کار بردن مقادير سرعت هاي همسايه  133-3مانند معادله ) 

( را محاسبه کرده و از حل آن ميدان فشار را به دست می  132-3ضرايب معادله فشار ) -3

 آوريم . 

، معادلات مقدار حرکت را حل می کنيم تا  *pبا به کار بردن اين ميدان فشار به عنوان  -4

v*,u*  . به دست آيد 

تصحيح فشار را  ( [ و با استفاده از آن معادلۀ122-3را محاسبه کرده ] معادلۀ ) bچشمه جرم  -3

 حل می کنيم . 

( ميدان سرعت را تصحيح می کنيم ، ولی  121-3( تا ) 112-3با به کار بردن معادلات ) -3

 فشار را تصحيح نمی کنيم . 

 ها را حل می کنيم .  در صورت لزوم معادلات انفصال ساير  -2

 و عمل را تکرار می کنيم تا همگرايی حاصل شود .  2بر گرديم به گام  -2

معادله تصحيح فشار به دست آمده در اين بخش نيز مستعد واگرايی است ، مگر اين که از روشهاي 

 زير تخفيف استفاده شود .
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 حل دستگاه معادلات خطی 8-99

ها منجر به بحث شد. اين روشدر فصل هاي قبل درخصوص روش هاي گسسته سازي معادلات       

يچيدگی و اندازه معادلات به ابعاد مسأله پشود که نياز به حل دارند. دستگاهی از معادلات خطی می

اي خطی وجود دارند. دسته اول روش هاي حل ه. دو تکنيک کلی براي حل اين دستگاهداردبستگی 

قيم يا روش هاي تکرار شونده است. هاي غير مستمستقيم و دسته ديگر روش حل غيرمستقيم يا روش

 هاي حل مستقيم دستور کرامر و روش حذفی گاوس است.هاي ساده از روشمثال

اي از معادلات حاکم بر مسأله هايی هستند که بر مبناي تکرار دستهروش هاي تکرار شونده روش      

سايدل است. اين  -نقطه گوس ها روش ژاکوبی و روش تکرار نقطه بهقرار دارند. معروف ترين اين روش

يوتري قابل اجرا هستند. اما زمانی که دستگاه معادلات حاکم بزرگ پهاي ساده کامروش ها با برنامه

روشی را براي همگرايی بسيار سريع تر  1242ايينی دارند. توماس در سال پسرعت همگرايی  ،باشد

شود. اين  روش در واقع شناخته می TDMAيشنهاد کرد که اکنون به نام پهاي سه قطري دستگاه

هاي يک بعدي است، اما با استفاده از روش خط به خط می تواند با استفاده از تکرار براي براي سيستم

يدا کند. مزيت اين روش سرعت و حجم کم حافظه اشغال پهاي دو يا سه بعدي نيز تعميم سيستم

حل  TDMAز گسسته سازي توسط روش س اپشده است. معادلات حاکم بر حرکت نانوسيال نيز 

 اند. سيستم معادلات را به شکل زير در نظر بگيريد:شده

= 𝐶1 𝜑1 

= 𝐶1         −𝛽2𝜑1 + 𝐷2𝜑2 − 𝛼2𝜑3 

= 𝐶1                          −𝛽3𝜑2 + 𝐷3𝜑3 − 𝛼3𝜑4 

= 𝐶1                                        −𝛽4𝜑3 + 𝐷4𝜑4 − 𝛼3𝜑5 

= …                                  …………………………… 

𝐶𝑛=                                                   −𝛽𝑛𝜑𝑛−1 + 𝐷𝑛𝜑𝑛 − 𝛼𝑛𝜑𝑛+1 

= 𝐶𝑛+1 𝜑𝑛+1 
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مقادير معلوم در مرزها هستند. فرم کلی هر يک از معادلات به  𝜑𝑛+1و  𝜑1در مجموعه معادلات بالا 

 تنهايی: 

−𝛽𝑗𝜑𝑗−1 + 𝐷𝑗𝜑𝑗 − 𝑎𝑗𝜑𝑗+1 = 𝑐𝑗 

 مجموعه معادلات بالا به فرم زير ساده می شوند:

𝜑2 =
𝑎2
𝐷2
𝜑3 +

𝛽2
𝐷2
𝜑1 +

𝐶2
𝐷2

 

𝜑3 =
𝑎3

𝐷3
𝜑4 +

𝛽3

𝐷3
𝜑2 +

𝐶3

𝐷3
 

𝜑4 =
𝑎4

𝐷4
𝜑5 +

𝛽4

𝐷4
𝜑3 +

𝐶4

𝐷4
 

………………………… 

𝜑𝑛 =
𝑎𝑛
𝐷𝑛
𝜑𝑛+1 +

𝛽𝑛
𝐷𝑛
𝜑𝑛−1 +

𝐶𝑛
𝐷𝑛

 

φحذف پيشرو با برداشتن  ،سروپيشرو و جانشينی پتوانند با حذف اين معادلات می      
2

از معادله  

 شود:( شروع می141-3( و جانشينی از معادله )3-142)

𝜑3 = (
𝑎3

𝐷3 − 𝛽3
𝛼2
𝐷2

)𝜑4 +(
𝛽4(
𝛽2
𝐷2
𝜑1 +

𝑐2
𝐷2
) + 𝑐3

𝐷3 + 𝛽3
𝛼2
𝐷2

) 

 

 اگر نامگذاري زير را لحاظ کنيم:

𝐴2 =
𝛼2
𝐷2
   ,   𝑐′2 =

𝛽2
𝐷2
𝜑1 +

𝑐2
𝐷2

 

 ( می تواند به شکل زير نوشته شود:144-3معادله )

𝜑3 = (
𝛼3

𝐷3 − 𝛽3𝐴2
)𝜑4 + (

𝛽3𝑐
′
2 + 𝑐3

𝐷3 − 𝛽3𝐴2
) 

 

 اگر قرار دهيم

𝐴3 =
𝛼3

𝐷3 − 𝛽3𝐴2
   , 𝑐′3 =

𝛽3𝑐′2 + 𝑐3
𝐷3 − 𝛽3𝐴2

 

 ( می تواند به صورت زير درآيد:143-3معادله )

(3-141)  

(3-142)  

(3-143)  

(3-144)  

(3-143)  

(3-141)  



 

86 
 

𝜑3 = 𝐴3𝜑4 + 𝑐′3 

φ( اکنون می تواند براي حذف 143-3فرمول )
3

از به کار رود. اين روش می تواند تا معادله آخر ادامه  

 يشرف است. پيابد. اين همان مرحله حذف 

 ( را استفاده می کنيم: 143-3فرم کلی معادله ) ،سروپبراي جانشانی 

𝜑𝑗 = 𝐴𝑗𝜑𝑗+1 + 𝑐′𝑗 

𝐴𝑗 =
𝛼𝑗

𝐷𝑗−𝛽𝑗𝐴𝑗−1
 

𝑐𝑗 =
𝛽𝑗𝑐′𝑗−1 + 𝑐𝑗

𝐷𝑗 − 𝛽𝑗𝐴𝑗−1
 

𝑗اين فرمول براي اعمال نقاط مرزي  = 𝑗و  1 = 𝑛 + ساخته  ′𝑐و  𝐴با قرار دادن مقادير زير براي  1

 شود:می

𝐴1 = 0 , 𝑐′1 = 𝜑1 

𝐴𝑛+1 = 0 , 𝑐
′
𝑛+1 = 𝜑𝑛+1 

βکنيم.( مرتب می141-3را به فرم معادله ) آنابتدا  ،براي حل سيستمی از معادلات
j
 , αj c′j , Dj    به

jمتعاقباً با شروع از  c′jو  Ajوجود می آيند. مقادير  = jو ادامه دادن تا  2 = n  با استفاده از معادلات

n) ،در مرز شبکه φجايی که مقدار آنشوند. از ( محاسبه می142-3( و )3-142) + مشخص  ،(1

φمقادير  ،است
j

فرض بر  ،بالا TDMAشود. در روش ( محاسبه می142-3ها توسط فرمول بازگشتی ) 

داده شده اند. اگر گراديان ثابت مانند شار در شرط مرزي  𝜑𝑛+1و  𝜑1اين است که مقادير مرزي 

βضريب  ،وجود داشته باشد
2

در معادله سطر دوم دستگاه معادلات خطی بالا صفر در نظر گرفته شده  

 گردد.اضافه و محاسبه می c2و شار عبور کننده از ديواره در مؤلفه 

 

 اعمال شرایط مرزی در فرم گسسته معادلات:  8-92

در بخشهاي گذشته در خصوص روشهاي موجود براي گسسته سازي معادلات حاکم بر جريان       

 سيال بحث شد. اما چگونگی اعمال شرايط مرزي در اين معادلات بررسی نشد.

(3-143)  

(3-142)  

(3-142)  

(3-142)  
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 شار عبور از وجه غربی

 شار عبوري از وجه شرقی

 

 شار عبوري از وجه جنوبی 

 

 شار عبوري از وجه شمالی

 

به صورت زير تعريف  φهمانطور که ديديم معادله حرکت سيال در حالت دوبعدي براي يک متغيير 

 می شود:

𝑑

𝑑𝑥
(𝜌𝑢𝜑) +

𝑑

𝑑𝑦
(𝜌𝑢𝜑) =

𝑑

𝑑𝑥
(𝛤
𝑑𝜑

𝑑𝑥
) +

𝑑

𝑑𝑦
(𝛤
𝑑𝜑

𝑑𝑦
) − 𝛻𝑝 

 ( انتگرال می گيريم:3-3از معادله بالا روي حجم کنترل نشان داده شده در شکل ) 

(𝜌𝑢𝐴𝜑)𝑒 − (𝜌𝑢𝐴𝜑)𝑤 + (𝜌𝑣𝐴𝜑)𝑛 − (𝜌𝑣𝐴𝜑)𝑠 = [𝛤𝑒𝐴𝑒 (
𝜕𝜑

𝜕𝑥
)
𝑒
− 𝛤𝑤𝐴𝑤 (

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)
𝑤
] 

                                                                  + [𝛤𝑒𝐴𝑒 (
𝜕𝜑

𝜕𝑦
)
𝑛

− 𝛤𝑠𝐴𝑠 (
𝜕𝜑

𝜕𝑦
)
𝑠

] + 𝑠̅∆𝑉 

 

 

 (  سرعت ها در وجوه حجم کنترل14-3شکل )

شار پخش عبوري از هريک از وجوه حجم کنترلی از انتگرال گيري مجدد هريک از مولفه هاي سمت 

 راست معادله بالا بدست می آيد:

𝛤𝑤𝐴𝑤
𝜕𝜑

𝜕𝑥
|
𝑤
= 𝛤𝑤𝐴𝑤

(𝜑𝑝 − 𝜑𝑤)

𝜕𝑥𝑝𝑤
 

𝛤𝑒𝐴𝑒
𝜕𝜑

𝜕𝑥
|
𝑒
= 𝛤𝑒𝐴𝑒

(𝜑𝐸−𝜑𝑝)

𝜕𝑥𝑒𝑝
 

 

𝛤𝑠𝐴𝑠
𝜕𝜑

𝜕𝑦
|
𝑠
= 𝛤𝑠𝐴𝑠

(𝜑𝑝−𝜑𝑠)

𝜕𝑦𝑝𝑠
 

 

𝛤𝑛𝐴𝑛
𝜕𝜑

𝜕𝑦
|
𝑛
= 𝛤𝑛𝐴𝑛

(𝜑𝑁 − 𝜑𝑝)

𝜕𝑦𝑛𝑝
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𝜙پس ممنتوم فرض بر اين بود که روي ديواره ها لغرش نداريم.در معادله  = که به ترتيب روي  0

 وجوه پايينی و بالايی:

𝛤𝑠𝐴𝑠
(𝜑𝑝−𝜑𝑠)

𝜕𝑦𝑝𝑠
= 2

𝛤𝑠𝐴𝑠
𝜕𝑦𝑝𝑠

𝜑𝑝 

 

𝛤𝑛𝐴𝑛
(𝜑𝑁 − 𝜑𝑝)

𝜕𝑦𝑛𝑝
= 2

𝛤𝑛𝐴𝑛
𝜕𝑦𝑝𝑠

𝜑𝑝 

به اين دليل ظاهر شده است که فاصله  2در معادلات بالا بايد به اين نکته توجه داشت که ضريب       

𝜕𝑦𝑝𝑠  در حقيقت فاصله نقطهP ،تا مرکز حجم پايينیS.اما چون روي وجه پايينی حجم  ، است

 قرار دارد،کنترلی، سرعت صفر است و وجوه حجم کنترلی در وسط فاصله بين دو حجم کنترل مجاور 

همچنين  ( به خوبی نشان دهنده اين موضوع است.13-3تقسيم می شود. شکل ) 2بر عدد  𝑦𝑝𝑠��مقدار

 شرط مرزي به صورت زير اعمال می شود: است، Thدر معادله انرژي که دماي ديوار

𝛤𝑠𝐴𝑠
(𝜑𝑝−𝜑𝑠)

𝜕𝑦𝑝𝑠
= 𝛤𝑠𝐴𝑠

(𝜑𝑝 − 𝑇𝑐)

𝜕𝑦𝑝𝑠
2
⁄

= 2
𝛤𝑠𝐴𝑠
𝜕𝑦𝑠𝑝

(𝜑𝑝 − 𝑇𝑐) 

،اين کار صحيح نمی باشد و کل فاصله تا مرکز  Vاما بايد دقت داشت که براي محاسبه شرايط مرزي 

( 13-3را در شکل) Yحجم بالايی يا پايينی لحاظ می گردد.شرط مرزي براي معادله حرکت در جهت 

 مشاهده می کنيد. محاسبه شرايط مرزي در صفحه بالايی نيز به همين صورت انجام می شود.

 

 u(  شرايط مرزي براي حجم کنترل13-3کل )ش
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 v(  شرايط مرزي براي حجم کنترل 13-3شکل )

 

 .قرار می دهيم حال اگر روي مرز شار ثابتی داشته باشيم، مقدارش را در معادله

 
𝑑∅

𝑑𝑦
|
𝑤𝑎𝑙𝑙

= ±𝐶 

روي مرز می باشد.بنابراين مولفه پخش در وجه جنوبی به شکل زير ساده  ∅شار ثابت متغيير  Cکه 

 می شود:

𝛤𝑠𝐴𝑠
𝜕𝜑

𝜕𝑦
|
𝑠
= ±𝛤𝑠𝐴𝑠  C 

 

 T(  شرايط مرزي براي حجم کنترل 12-3شکل )

 اگر با عبور جريان،سيال گرم شود،علامت منفی و اگر سيال سرد شود،علامت مثبت استفاده می شود.
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 سرعت معلوم در مرز

 شرایط مرزی برای معادله تصحیح فشار  8-98

معمولاً شرايط موجود در مرزها ، دو نوع می باشند . يا فشار در مرز معلوم است ) و سرعت       

 مجهول می باشد ( يا مؤلفه عمود بر مرز سرعت مشخص است . 

در مرز طوري تنظيم شود که  *pاگر ميدان فشار حدسی  معلوم بودن فشار در رمز : 8-98-9

 در مرز صفر خواهد بود .  'pباشد ، در اين صورت مقدار  p*=pمعلوم، 

اگر شبکه طوري طراحی شده که مرز ، منطبق بريک  معلوم بودن سرعت عمود بر مرز : 8-98-2

( نشان داده شده است، می گردد . در 12-3وجه حجم کنترلی شود ، وضعيت مانند آنچه در شکل )

براي حجم کنترلی نشان داده  'pمعلوم است . در به دست آوردن معادلۀ  eu مرز حجم کنترلی، سرعت

و تصحيح مربوط به آن بيان شود ، بلکه بايد بر  eu*شده ، نرخ جريان از وجه مرزي نبايد بر حسب 

صفر  'pدر معادلۀ  Eaظاهر نخواهد شد ،به عبارت ديگر  'Epبيان گردد . بنابراين ،  euحسب خود 

 خواهد بود 

 

  

 

 

 

 

 

 سرعت معلوم در مرز -حجم کنترلی مرزي براي معادله تصحيح فشار( 12-3شکل )

 



 

 
 

 

 

 چهارمفصل       

 

 

  بررسی و تحلیل نتایج
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 مقدمه

روابط رياضی و چگونگی حل  در فصل هاي گذشته به طور مفصل به نانوسيال، خواص فيزيکی،      

در اين فصل به ارائه نتايج بدست آمده از حل معادلات می پردازيم.  معادلات حاکم پرداخته شد.

مقايسه آنها با نتايج تحليلی و تجربی موجود بحث و همچنين در خصوص صحت نتايج بدست آمده و 

نتيجه گيري خواهد شد. ذکر اين نکته ضروريست که به علت ازدياد تعداد حالت هاي مورد بررسی و 

مهمترين و  مقايسه آنها، تعداد نمودارها نيز بسيار زياد می باشد که سعی شده است در انتخاب آنها،

براي برنامه  MATLABهمچنين از نرم افزار  دقيق تر انتخاب شوند. بهترين نمودارها به جهت مقايسه

 معادلات ممنتوم و انرژي نيز کوپله می باشند. نويسی و تهيه نتايج و نمودارها استفاده شده است.

 

 ( Φ=0%سیال خالص )   4-9

 شبکه بندی 4-9-9

استفاده شده است. شبکه  در شبکه بندي بازه مساله مورد بحث، از حجم هاي کنترل مستطيلی      

 ( می بينيد.1-4طراحی شده را در شکل )

 

 گره 211×31شبکه بندي بازه مساله،  (1-4شکل )
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 211×21، 211×41، 411×31، 311×31، 211×31شبکه بندي با تعداد گره هاي مختلفی مانند 

 مورد بررسی قرار گرفت. نتايج نشان می دهند که نمودارهاي عدد ناسلت 

 )الف(

 )ب(

 Re=500تغييرات عدد ناسلت محلی روي صفحه در شبکه بندي هاي مختلف،  (2-4شکل )

موضعی روي ديواره در شبکه هاي مختلف و شرايط يکسان مساله تفاوت چندانی با يکديگر ندارند. 

 211بنابراين مساله مستقل از نوع شبکه بندي است و به دليل سهولت در محاسبات، بازه مساله به 

تقسيم بندي شده است. همچنين شبکه غيريکنواخت است.  yگره در جهت  31و  xگره در جهت 

 له بين گره ها طوري تنظيم شده است که فاص
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در نزديکی ديواره ها و در ناحيه ورودي به يکديگر نزديکتر هستند. زيرا، گراديان هاي دما و سرعت در 

 xاين نواحی بيشتر است و نياز به دقت بيشتري می باشد. ضريب انبساط شبکه براي گره ها در جهات 

به علت تقارن مساله، فاصله گره ها از هريک از  yجهت  در نظر گرفته شده است. در y  ،111/1و 

 بيش تر می شود. 111/1ديواره هاي کانال تا خط مرکز بين صفحه با ضريب 

 بررسی نتایج سیال خالص  4-9-2

پس از شبکه بندي مساله اکنون به حل معادلات بی بعد حاکم بر مساله می پردازيم. اعداد بی       

می باشندکه قبل از شروع حل  Prو  Re( دخالت دارند، 24-3( تا )21-3اکم )بعدي که در معادلات ح

براي برنامه تعريف می  1311تا  21بايد به برنامه داده شوند. اعداد رينولدز در محدوده وسيعی از 

در نظر گرفته  12/2شوند و عدد پرانتل سيال نيز در تمام فرآيند حل براي سيال خاص و نانو سيال 

RMSشرط همگرايی و توقف فرآيند تکرار  شده است. < 11
−2

براي يک ماتريس  RMSاست که  

 :]32[به صورت زير تعريف می شود 𝐴𝑛×𝑚فرضی 

 𝑅𝑀𝑆 =  √
∑ ∑ |𝐴𝑖,𝑗−𝐴

𝑝
𝑖,𝑗|

𝑚
𝑗=1

𝑛
𝑖=1

𝑛×𝑚
 

به ترتيب نشان دهنده ماتريس نتايج در مرحله کنونی و مرحله قبلی تکرار  Apو  Aکه در رابطه بالا 

بررسی می شوند و تا زمانی که تمام  Tو  ρو  vو  uهستند. همگرايی براي هريک از ماتريس هاي 

RMSماتريس ها به شرط  < 11
−2

برسند، برنامه به تکرارهاي خود ادامه خواهد داد. نتايج را در  

 ه می کنيد.شکل هاي زير ملاحظ

11به سمت  u  ،RMSهنگامی که در ماتريس سرعت       
−2

نسبت به مراحل  uميل کند، تغييرات  

𝑚̇ قبلی کمتر می شود و با توجه به  = ρuAs  که شار جرم عبوري از هر حجم کنترل در جهتx 

 است، اختلاف ميان شارهاي عبوري در مراحل تکرار نيز 
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 10-7، دقت خطا  u,v,p,Tدر تکرارهاي متوالی براي  RMSتغييرات  (3-4شکل )

 

کمتر شده و بنابراين جرم باقيمانده در هر حجم کنترل به سمت صفر ميل می کند. در ناحيه توسعه 

ثابت است و از آنجايی که براي جريان آرام بين دو صفحه تخت  xيافته، تغييرات فشار نسبت به 

𝑢maxموازي  =
3

2
𝑢𝑖𝑛 ( رابطه تحليلی زير براي پروفيل سرعت در 1-3هندسه شکل ) و با توجه به

 :]42[ناحيه توسعه يافته بدست می آيد

𝑢 =  
−6𝑢𝑖𝑛𝑦

2

𝑤
(
1

𝑤
−
1

𝑦
) 

( ملاحظه می کنيد. از طرفی 4-4مقايسه نتايج حل عددي و حل تحليلی جريان را در شکل )    

ارائه شده   "دورست"معيار توسعه يافتگی هيدروديناميکی جريان نتايج تجربی است که توسط 

( طول توسعه يافتگی را که توسط نتايج تجربی بدست آمده با نتايج عددي در 1-4. جدول )]42[است

 vو  uد رينولدز مختلف مقايسه می کنند. همچنين ساير نمودارهاي تغييرات مربوط به کانتورهاي اعدا

( نشان داده شده اند. براي بررسی صحت حل معادله انرژي 3-4در شکل )  yو xدر جهات  Tو  ρو 

 عدد ناسلت را بررسی کرده ايم.
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 x*85=و  Re=500مقايسه حل تحليلی و حل عددي در  (4-4شکل )

 مقايسه طول توسعه يافتگی هيدروديناميکی بی بعد با نتايج تجربی ( 1-4)جدول

 

 

 

 

 

𝐾𝑛𝑓عدد ناسلت در فصل گذشته، براي سيال خالص  شده طبق روابط معرفی = 𝐾𝑓  در رابطه قرار می

در شکل نشان داده  xگيرد. در اعداد رينولدز مختلف نمودارهاي عدد ناسلت محلی به صورت تابعی از 

شده است. حل تحليلی براي بدست آوردن عدد ناسلت در ناحيه توسعه يافته در کانال، همراه با شار 

. همان طور ]43[همگرا می شود 34/2و 233/2حرارتی ثابت و دماي ثابت ديواره به ترتيب به اعداد 

رتی در طول بازه مساله اتفاق که ملاحظه می کنيد، در اعداد رينولدز پايين که توسعه يافتگی حرا

افتاده است، نمودار عدد ناسلت در نهايت به سمت عدد مذکور ميل می کند. اما در اعداد رينولدز 

 بالاتر، جريان در طول کانال به توسعه يافتگی حرارتی نرسيده است. در مراجع موجود سري

 

Re حل عددی 
نتایج 

 آزمایشگاهی
 درصد خطا

21 

31 

111 

211 

311 

1111 

1311 

17221 

27313 

4722 

2732 

23713 

43742 

32722 

17122222 

27321422 

47341331 

27221322 

22714332 

4472312 

33732413 

272 

473 

374 

372 

3712 

272 

372 
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 ارائه شده اند. اما تنها جملاتهايی براي حل تحليلی عدد ناسلت موضعی در ناحيه در حال توسعه 

 

 ،شار حرارتی ثابت ديوارهTت(دما  pپ( فشار  vب(سرعت  uکانتورها   الف(سرعت (3-4شکل )

 ،دماي ثابت ديوارهTث( دما

 

 )الف(

(ب)  

(پ)  

(ت)  

(ث)  



 برای معادله انرژیپیوست الف                                                                  محاسبه شرط مرزی خروج جریان 

 

97 
 

توسعه محدودي از اين سري ها در دست می باشند و براي محدوده خاصی از طول ناحيه در حال 

 . روابط زير براي عدد ناسلت روي ديواره هاي کانال ارائه شده اند.]43[صادق می باشند

 

)الف(

 )ب(

 تغييرات عدد ناسلت محلی روي ديوار در اعداد رينولدز مختلف   الف(شار حرارتی ثابت ديواره  (3-4شکل )

 رهب(دماي ثابت ديوا 

 شار حرارتی ثابت:الف( 

𝑁𝑢𝑢𝑝 = 
𝑁𝑢𝑖𝑖

1 − (
𝑞′′
𝑑𝑜𝑤𝑛
𝑞′′
𝑢𝑝
)𝜃∗𝑖
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𝑁𝑢𝑑𝑜𝑤𝑛 =  
𝑁𝑢𝑜𝑜

1 − (
𝑞′′
𝑢𝑝

𝑞′′
𝑑𝑜𝑤𝑛

)𝜃∗𝑜

 

′′𝑞که 
𝑢𝑝

′′𝑞و  
𝑑𝑜𝑤𝑛

 به ترتيب نشان دهنده شار حرارتی روي صفحه بالايی و پايينی 

کانال می باشند. اگر در هر دو صفحه شارهاي حرارتی برابر داشته باشيم، نسبت دو شار به يکديگر 

( آمده اند. همچنين در روابط 2-4در جدول ) 𝜃∗𝑜و  𝜃∗𝑖 و  𝑁𝑢𝑜𝑜و 𝑁𝑢𝑖𝑖برابر يک خواهد بود. مقادير 

 بالا

𝑥+ = 
2(
𝑥∗

𝐷ℎ
)

𝑅𝑒. 𝑃𝑟
 

 شار حرارتی ثابت –ثابتهاي روابط ارائه شده براي عدد ناسلت موضعی  (2-4جدول)

𝑥+ 𝑁𝑢𝑖𝑖 𝑁𝑢𝑜𝑜 𝜃∗𝑖 𝜃∗𝑜 
171113 

17113 

1712 

171 

1723 
∞ 

2373 

1172 

2742 

3733 

3732 

3732 

2373 

1172 

2742 

3733 

3732 

3732 

1711123 

17133 

171421 

17322 

17343 

17343 

1711123 

17133 

171421 

17322 

17343 

17343 

 

 ب( دمای ثابت دیواره:

سري زير براي حالتی که ديواره هاي کانال در دماي ثابت نگه داشته شوند، ارائه شده است. حل       

 هاي طول ورودي حرارتی به وسيله انتگرال گيري عددي براي سطح دما ثابت به دست آمده اند. 

𝑁𝑢𝑥 =
∑ 𝐺𝑛 𝑒𝑥𝑝 (−𝜆𝑛

2𝑥+)∞
𝑛=0

2∑ (𝐺𝑛/𝜆𝑛2) 𝑒𝑥𝑝 (−𝜆𝑛2𝑥+)
∞
𝑛=0

 

 که ثابت ها از جدول زير محاسبه می شوند:

 دماي ثابت ديوار –ثابتهاي روابط ارائه شده براي عدد ناسلت موضعی ( 3-4جدول)

𝑛 𝜆𝑛
2  𝐺𝑛 

1 

1 

2 

13712 

12173 

422 

17212 

17132 

17232 
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 هاي بزرگتر  nو براي 

𝜆𝑛 = 14√
1

3
+ 
20

3
√
1

3
 

𝐺𝑛 = 2.68 𝜆𝑛
−
1
3 

مطابقت ها يی را که در دامنه تعريف روابط بالا بوده  صادق می باشند. +x >11/1روابط بالا تنها براي 

 ( ارائه شده اند.2-4اند، در شکل )

 

)الف(

 

 )ب(

مقايسه حل عددي و تحليلی عدد ناسلت محلی روي ديواره  الف( شار حرارتی ثابت ديواره  ب(دماي ثابت  (2-4شکل )

 ديواره
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اگر شار حرارتی ثابت روي ديواره هاي کانال برقرار باشد، در ناحيه توسعه يافته حرارتی که عدد حال، 

 :]43[ناسلت و ضريب انتقال حرارت جابجايی اعداد ثابتی هستند، داريم

𝑞′′ = ℎ𝑥(𝑇𝑚 − 𝑇𝑠) 

→     
𝜕

𝜕𝑥∗
(
𝑞′′

ℎ𝑥
) =  

𝜕𝑇∗𝑚

𝜕𝑥∗
−
𝜕𝑇∗𝑠

𝜕𝑥∗
 

→     
𝜕𝑇∗𝑚

𝜕𝑥∗
 =  

𝜕𝑇∗𝑠

𝜕𝑥∗
 

پس گراديان هاي دماي ميانگين و دماي صفحه در ناحيه توسعه يافته حرارتی با يکديگر برابرند. اين 

تنش برشی محلی بی بعد روي صفحه نيز درناحيه ( قابل مشاهده است. 2-4امر به وضوح در شکل )

 .]31[می باشد 3توسعه يافته طبق نتايج موجود درمنابع برابر با 

 

 

الف(شار حرارتی ثابت   Re=200تغييرات دماي ديوار و دماي متوسط در طول کانال، (2-4شکل )

 ديواره  ب(دماي ثابت ديواره

 (الف)

 (ب)
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 تغييرات تنش برشی محلی روي صفحه (2-4شکل )
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 آب -نتایج نانوسیال مس 4-2

از آنجايی که پارامترها و خواص نانو سيال که در معادلات ممنتوم حاکم دخيل هستند، وابستگی       

به دما ندارند، لذا در طول فرآيند حل و تحت هريک از شرايط مرزي شار حرارتی ثابت يا دماي ثابت 

و سيال شاهد ديواره و شرايط هيدروديناميکی يکسان، رفتارهاي يکسان هيدروديناميکی را از نان

خواهيم بود. بنابراين ابتدا به بررسی هيدروديناميکی نانوسيال و تغييرات آن نسبت به سيال خالص 

 پرداخته و سپس معادلات انرژي را در شرايط مرزي مختلف بررسی خواهيم کرد.

 بررسی رفتارهای هیدرودینامیکی 4-2-9

رسم شده  1،1،3،3با درصدهاي حجمی 1311و  21،111،311خطوط جريان در اعداد رينولدز       

اند. چنانچه مشاهده می شود، خطوط جريان نسبت به حالت سيال خالص تفاوت چندانی را نشان 

( به توسعه يافتگی می رسند. بنابراين با 1-4نمی دهند و نهايتا در همان فاصله ارائه شده در جدول )

جريان که از معادله زير بدست آمده اند،  اضافه کردن نانوذرات فلزي مس به سيال پايه آب خطوط

 تغيير نکرده و ثابت باقی خواهند ماند.

𝑢∗ =
∂ψ

∂y∗
    ,     𝑣∗ = −

∂ψ

∂x∗
 

𝜓(𝑥∗, 𝑦∗) = ∫ 𝑢∗𝜕𝑦∗ + 𝜓(
𝑦∗

𝑦0
∗

𝑥∗, 𝑦0
∗) 

 در مرزهاي جامد خطوط جريان صفر در نظر گرفته می شوند.

نمودارهاي تنش برشی روي ديواره کانال در محدوده گسترده اي از اعداد رينولدز و درصدهاي       

( نشان می دهند که در جريان آرام داخل 13-4حجمی ترکيب مورد بررسی قرار گرفته اند. شکلهاي )

دهد که کانال با افزايش درصد حجمی نانوذرات جامد، تنش برشی به مقدار اندکی افزايش نشان می 

 . ]22[مطابقت دارد "مايگا"اين امر با يافته هاي 
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 Re=20خطوط جريان براي درصدهاي حجمی مختلف و  (11-4شکل )              

 

 

 

 

 Re=100خطوط جريان براي درصدهاي حجمی مختلف و  (11-4شکل )             
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 Re=500خطوط جريان براي درصدهاي حجمی مختلف و  (12-4شکل )     

 

 

 

 

 Re=1500خطوط جريان براي درصدهاي حجمی مختلف و  (12-4شکل )       
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 Re=50تغييرات تنش برشی روي ديوار براي درصدهاي حجمی مختلف   الف( (13-4شکل )

 Re=1000 پ( Re=200 ب(

 (الف)

 (ب)

 (پ)
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𝜙تغييرات تنش برشی روي ديوار در اعداد رينولدز مختلف الف( (14-4شکل ) = 𝜙 ب(  0.02 = 0.04

 

 توزيع تنش برشی متوسط روي ديوار در اعداد رينولدز و درصدهاي حجمی مختلف (13-4شکل )

 (الف)

 (ب)



 برای معادله انرژیپیوست الف                                                                  محاسبه شرط مرزی خروج جریان 

 

107 
 

مشاهده می شود که در ناحيه توسعه يافته تنش برشی روي سطح همچنان در طول کانال بدون تغيير 

باقی می ماند. يکی از دلايل افزايش تنش برشی با افزايش درصد حجمی نانو ذرات جامد، افزايش 

( با افزايش درصد حجمی، ويسکوزيته موثر 34-3ويسکوزيته موثر نانو سيال است. طبق رابطه )

انوسيال نيز افزايش می يابد و افزايش ويسکوزيته موثر، منجر به بيشتر شدن تنش برشی روي سطح ن

می شود. اما در يک درصد حجمی ثابت، با تغيير عدد رينولدز، تغييري در نمودار تنش برشی در ناحيه 

نش برشی توسعه يافته هيدروديناميکی ايجاد نمی شود. در رينولدزهاي بالاتر، حتی شاهد کاهش ت

 "سانترا"ثابت هستيم. اين نتايج با نتايج بدست آمده توسط  𝜙محلی در ناحيه توسعه يافته و در يک 

. تغييرات تنش برشی متوسط در طول کانال را در اعداد ]31[براي نانو سيال نيوتنی مطابقت دارد

در شکل نشان داده شده اند. ملاحظه می کنيد  0.05و تا  0.0رينولدز مختلف و درصد هاي حجمی 

 نمودار با سرعت بيشتري رشد می کند.  𝜙 که در اعداد رينولدز بالاتر، با بالا رفتن مقدار

 شرط مرزی شار حرارتی ثابت دیواره 4-2-2

بررسی معادله انرژي در محدوده گسترده اي از اعداد رينولدز و درصدهاي حجمی مخلوط انجام       

( ترسيم شده اند، ملاحظه 12-4( تا)13-4ه است. پس از بررسی خطوط همدما که در شکلهاي )شد

می شود که با افزايش درصد حجمی نانوذرات به سيال پايه، اين خطوط تغييرات قابل ملاحظه اي از 

خود نشان می دهند. خطوط همدما به سمت خط مرکزي کانال تغيير مکان داده اند. بنابراين ضخامت 

لايه مرزي حرارتی در يک فاصله يکسان از ورودي کانال، با افزايش درصد حجمی نانوذرات، افزايش 

داشته است. همانطور که از آزمايشات مختلف توسط محققين بدست آمده بود، افزودن نانوذرات به 

د. بنابراين سيالهاي پايه مانند آب، رسانايی گرمايی اين سيالات را به ميزان قابل توجهی بالا می بر

 انتقال حرارت از ديواره به سيال عبورکننده از کانال افزايش يافته و باعث
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 Re=20خطوط همدما براي درصدهاي حجمی مختلف و  (13-4شکل )                            

 

 

 

 

 Re=100خطوط همدما براي درصدهاي حجمی مختلف و  (4-12)



 برای معادله انرژیپیوست الف                                                                  محاسبه شرط مرزی خروج جریان 

 

109 
 

 

 

 

 
 Re=500خطوط همدما براي درصدهاي حجمی مختلف و  (4-12)                            

 

 

 

 
 Re=1500خطوط همدما براي درصدهاي حجمی مختلف و  (4-12)
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 Re=1000 ب(  Re=50تغييرات عدد ناسلت براي درصدهاي حجمی مختلف الف( (21-4شکل )

افزايش ضخامت لايه مرزي شده و طول توسعه يافتگی حرارتی کاهش می يابد. از طرفی عدد ناسلت 

موضعی نيز در طول کانال با افزايش درصد حجمی نانوذرات، تغييرات زيادي از خود نشان می دهد. 

( رسم شده اند. مشاهده می شود که اين تغييرات در 21-4در شکل ) Re=50,1000اين تغييرات براي 

اعداد رينولدز بالاتر کمتر می باشد. همچنين در يک درصد حجمی ثابت، افزايش عدد رينولدز باعث 

افزايش عدد ناسلت موضعی شده است. درصد تغييرات عدد ناسلت متوسط روي صفحه در اعداد 

( موجود می باشد. با 3-4از درصدهاي حجمی نانوذرات در جدول)رينولدز مختلف و محدوده وسيعی 

توجه به توضيحات بالا و نتايج جدول می توان نتيجه گرفت که تغييرات عدد ناسلت متوسط در اعداد 

 رينولدز بالاتر، با افزايش درصد حجمی نانوذرات کمتر است.

 (الف)

 (ب)
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𝜙اعداد رينولدز مختلف الف(تغييرات عدد ناسلت در  (21-4شکل ) = 𝜙 ب(  0.02 = 0.04 

 

 شار حرارتی ثابت -درصد افزايش عدد ناسلت متوسط روي صفحه نسبت به سيال خالص ( 4-4)جدول

 
Re 

𝝓 20 50 100 200 500 1000 1500 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0.01 9.594372 8.922051 8.332477972 7.602959 6.887971 6.651622 6.570746 

0.02 18.10855 16.87733 15.77481802 14.38191 12.97184 12.4984 12.33248 

0.03 25.9045 24.18291 22.61733019 20.60682 18.5117 17.79635 17.53987 

0.04 33.18495 31.01916 29.02572052 26.43138 23.65583 22.69162 22.33858 

0.05 40.07714 37.50038 35.10521303 31.95285 28.49822 27.27689 26.82119 

 (الف)

 (ب)
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 توزيع عدد ناسلت متوسط در اعداد رينولدز و درصدهاي حجمی مختلف (22-4شکل )

 

 شرط مرزی دمای ثابت دیواره 4-2-8 

در اين قسمت هم شاهد افزايش انتقال حرارت و عدد ناسلت با افزايش درصد حجمی نانوذرات       

هستيم. تمامی دلايل مربوط به اين تغييرات همانند قسمت قبل می باشند. تفاوت تنها در مقدار و 

و  درصد افزايش انتقال حرارت می باشد. درصدهاي افزايش عدد ناسلت متوسط در اعداد رينولدز

 ( آورده شده اند. 4-4درصدهاي حجمی مختلف در جدول)
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 Re=20خطوط همدما براي درصدهاي حجمی مختلف و  (23-4شکل )            

 

 

 
 Re=100خطوط همدما براي درصدهاي حجمی مختلف و  (24-4شکل )     
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 Re=500خطوط همدما براي درصدهاي حجمی مختلف و  (23-4شکل )         

 

 

 

 
 Re=1500خطوط همدما براي درصدهاي حجمی مختلف و  (23-4شکل )          
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 Re=1000 ب(  Re=50تغييرات عدد ناسلت براي درصدهاي حجمی مختلف الف( (22-4شکل )

 دماي ثابت ديوار -درصد افزايش عدد ناسلت متوسط روي صفحه نسبت به سيال خالص ( 3-4)جدول

 
Re 

𝝓 20 50 100 200 500 1000 1500 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0.01 10.46805 10.21389 9.680835604 8.935598 7.952148 7.606396 7.541251 

0.02 19.54491 19.20876 18.21529406 16.79604 14.85842 14.1526 14.01289 

0.03 27.65847 27.40781 26.00191923 23.95878 21.09174 20.01459 19.79306 

0.04 35.01929 35.04134 33.25761187 30.62789 26.85167 25.39249 25.08232 

0.05 41.73397 42.25134 40.11608619 36.92852 32.25957 30.40762 30.00196 

 (الف)

 (ب)
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𝜙تغييرات عدد ناسلت در اعداد رينولدز مختلف الف( (22-4شکل )  = 𝜙 ب(  0.02 = 0.04 

 
 توزيع عدد ناسلت متوسط در اعداد رينولدز و درصدهاي حجمی مختلف (22-4شکل )

 (الف)

 (ب)
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آنچه که از آزمايشات و نتايج عددي مختلف برمی آيد اين است که، تکنولوژي استفاده از       

نانوذرات می تواند تا حد زيادي به بالابردن نرخ انتقال حرارت در سيالات  با رسانايی گرمايی اندک، 

افزايش داشته می تواند  %41کمک کند. بسته به نوع کاربري و هندسه مورد نياز، انتقال حرارت تا 

باشد. گرمايش توسط مقاومت الکتريکی، تشعشع و انرژي هسته اي در رآکتورهاي هسته اي از 

مصاديق کاربرد عملی شرط مرزي گرمايی شار حرارتی ثابت ديواره و همچنين مواردي از مبدلهاي 

حرارتی ديواره حرارتی مانند تبخير کننده ها و کندانسورها، دماي ثابت سطح را به عنوان شرط مرزي 

به خود می بينند. اما همچنان نياز به مطالعات و تحليل هاي زيادي است تا بتوان به درستی و با دقت 

بالا در مورد رفتارهاي نانوسيالات در شرايط گوناگون اظهارنظر کرد. از آن جمله می توان به بحث 

پايداري بالا توليد کرد تا بتوان در  پايداري نانوسيال اشاره کرد که بايد در عمل هم نانوسيالاتی با

 سيستم هاي انتقال حرارت از آنها استفاده کرد.



 

 
 

 

 

 

پیوست الف
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 محاسبه شرط مرزی خروج جریان برای معادله انرژی

 و خروجی استفاده شده است.همانطور که گفته شد در اين روش از موازنه انرژي هاي ورودي 

 

 انرژي هاي وارد شده به سيستم

 

 شار حرارتی ثابت روي ديواره:

𝑞𝑖𝑛 = 𝑚̇𝐶𝑝𝑇𝑖𝑛 + 2𝑞
"𝑙 = (𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛𝑇𝑖𝑛 + 2𝑞

"𝑙  

𝑞𝑜𝑢𝑡 = (𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓 ∑ 𝑢(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) 𝑇(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) Δ𝑦(𝑗)

𝑛𝑗−1

𝑗=2

 

Δ𝑞 =  (𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓 𝑇𝑖𝑛𝑐 ∑ 𝑢(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) Δ𝑦(𝑗)

𝑛𝑗−1

𝑗=2

 

⟹  𝑇𝑖𝑛𝑐 =
(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓 ∑ 𝑢(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) 𝑇(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) Δ𝑦(𝑗)

𝑛𝑗−1
𝑗=2 −  2𝑞"𝑙 − (𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛𝑇𝑖𝑛 

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓  ∑ 𝑢(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) Δ𝑦(𝑗)
𝑛𝑗−1
𝑗=2

 

𝑇 = 𝑇𝑖𝑛 +
𝑤𝑞"

𝐾𝑓
 𝑇∗ 

𝑇𝑖𝑛𝑐 = 𝑇𝑖𝑛 +
𝑤𝑞"

𝐾𝑓
 𝑇𝑖𝑛𝑐
∗     ⟶ 𝑇𝑖𝑛𝑐 =

𝑤𝑞"

𝐾𝑓
(
𝑇𝑖𝑛
𝑤𝑞"

𝐾𝑓

+ 𝑇𝑖𝑛𝑐
∗  )       𝑖𝑓    𝜃 =

𝑇𝑖𝑛
𝑤𝑞"

𝐾𝑓

   ⟶ 𝑇𝑖𝑛𝑐 =

𝑤𝑞"

𝐾𝑓
(𝜃 + 𝑇𝑖𝑛𝑐

∗  )  
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(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓 ∑ 𝑢(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) 𝑇(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) Δ𝑦(𝑗)

𝑛𝑗−1

𝑗=2

= (𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛(
𝑤𝑞"

𝐾𝑓
) ∑ 𝑢∗(𝑛𝑖 − 1, 𝑗)(𝜃 + 𝑇∗ ) Δ𝑦∗(𝑗)

𝑛𝑗−1

𝑗=2

 

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛𝑇𝑖𝑛 = (𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤
2𝑢∗  

𝑇𝑖𝑛 − 𝑇𝑖𝑛
𝑤𝑞"

𝐾𝑓

= 0 

2𝑞"𝑙 = 2𝑞"𝑤𝑙∗ = (𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛 (
𝑤𝑞"

𝐾𝑓
)

[
 
 
 2𝑞"𝑙∗

𝑞"

𝐾𝑓
(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛]

 
 
 

       

= (𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛 (
𝑤𝑞"

𝐾𝑓
) [

2𝐾𝑓𝑙
∗

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛
] 

⟹  2𝑞"𝑙 = (𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛 (
𝑤𝑞"

𝐾𝑓
) [2 

𝐾𝑓

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓

 ×
(𝜌𝐶𝑝)𝑓

(𝜌𝐶𝑝)𝑓

× 
𝜌𝑓

𝜌𝑓
× 
𝜇𝑓

𝜇𝑓
 ×

𝑙∗

𝑤𝑢𝑖𝑛
]

= (𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛 (
𝑤𝑞"

𝐾𝑓
) [2 

(𝜌𝐶𝑝)𝑓

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓

× 
1

𝑃𝑟
× 
1

𝑅𝑒
 × 𝑙∗] 

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓  ∑ 𝑢(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) Δ𝑦(𝑗)

𝑛𝑗−1

𝑗=2

= (𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛 ∑ 𝑢∗(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) Δ𝑦∗(𝑗)

𝑛𝑗−1

𝑗=2

 

⟹      𝜃 + 𝑇𝑖𝑛𝑐
∗

=

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛 (
𝑤𝑞"

𝐾𝑓
) [∑ 𝑢∗(𝑛𝑖 − 1, 𝑗)(𝜃 + 𝑇∗ ) Δ𝑦∗(𝑗)

𝑛𝑗−1
𝑗=2 −  2 

(𝜌𝐶𝑝)𝑓
(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓

 
1
𝑃𝑟 

1
𝑅𝑒 𝑙

∗]

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛 (
𝑤𝑞"

𝐾𝑓
)∑ 𝑢∗(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) Δ𝑦∗(𝑗)

𝑛𝑗−1
𝑗=2

 

𝑇𝑖𝑛𝑐
∗ =

∑ 𝑢∗(𝑛𝑖 − 1, 𝑗)(𝜃 + 𝑇∗ ) Δ𝑦∗(𝑗)
𝑛𝑗−1
𝑗=2 −  2 

(𝜌𝐶𝑝)𝑓
(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓

 
1
𝑃𝑟 

1
𝑅𝑒 𝑙

∗

∑ 𝑢∗(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) Δ𝑦∗(𝑗)
𝑛𝑗−1
𝑗=2

−  𝜃 

 دماي ثابت ديواره

𝑇∗ =
𝑇 − 𝑇𝑖𝑛
𝑇ℎ − 𝑇𝑖𝑛

  ⟶    𝑇 = 𝑇∗(𝑇ℎ − 𝑇𝑖𝑛) + 𝑇𝑖𝑛 
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𝑞 = −𝐾𝑛𝑓 𝑙 
𝑑𝑇

𝑑𝑦
|

𝑤𝑎𝑙𝑙

    

  

𝑇𝑖𝑛𝑐

=

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓 ∑ 𝑢(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) 𝑇(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) Δ𝑦(𝑗)
𝑛𝑗−1
𝑗=2 +  2 𝑙 𝐾𝑛𝑓  

𝑑𝑇
𝑑𝑦
|

𝑤𝑎𝑙𝑙

   − (𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛𝑇𝑖𝑛 

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓  ∑ 𝑢(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) Δ𝑦(𝑗)
𝑛𝑗−1
𝑗=2

 

 

  

⟹     𝑇𝑖𝑛𝑐
∗ (𝑇ℎ − 𝑇𝑖𝑛) + 𝑇𝑖𝑛

=

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛
∑ 𝑢∗(𝑛𝑖 − 1, 𝑗)(𝑇∗(𝑇ℎ − 𝑇𝑖𝑛) + 𝑇𝑖𝑛 ) Δ𝑦

∗(𝑗)
𝑛𝑗−1
𝑗=2 +  2 (𝑇ℎ − 𝑇𝑖𝑛) ∑ ( 𝐾𝑛𝑓(𝑖, 2) ∆𝑥𝑖

∗ 𝑑𝑇
∗

𝑑𝑦∗
|

𝑤𝑎𝑙𝑙

)   𝑛𝑖
𝑖=1

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛 (
𝑤𝑞"

𝐾𝑓
)∑ 𝑢∗(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) Δ𝑦∗(𝑗)

𝑛𝑗−1
𝑗=2

 

𝑖𝑓    𝜃 =
𝑇𝑖𝑛

(𝑇ℎ − 𝑇𝑖𝑛)
    

⟹   𝑇𝑖𝑛𝑐
∗ + 𝜃

=

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛 [
∑ 𝑢∗(𝑛𝑖 − 1, 𝑗)(𝑇∗ + 𝜃 ) Δ𝑦∗(𝑗)
𝑛𝑗−1
𝑗=2 +  2  ∑ (

 𝐾𝑛𝑓(𝑖, 2)

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛
 ∆𝑥𝑖

∗ 𝑑𝑇
∗

𝑑𝑦∗
|

𝑤𝑎𝑙𝑙

)  𝑛𝑖
𝑖=1 ]

(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓𝑤𝑢𝑖𝑛 (
𝑤𝑞"

𝐾𝑓
)∑ 𝑢∗(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) Δ𝑦∗(𝑗)

𝑛𝑗−1
𝑗=2

 

 

⟹ 𝑇𝑖𝑛𝑐
∗ = 

∑ 𝑢∗(𝑛𝑖 − 1, 𝑗)( 𝑇∗ + 𝜃) Δ𝑦∗(𝑗)
𝑛𝑗−1
𝑗=2 +  2  ∑ ( 

𝐾𝑛𝑓(𝑖, 2)
𝐾𝑓

 
(𝜌𝐶𝑝)𝑓
(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓

 
1
𝑃𝑟
 
1
𝑅𝑒
∆𝑥𝑖

∗  
𝑑𝑇∗

𝑑𝑦∗
|

𝑤𝑎𝑙𝑙

  ) 𝑛𝑖
𝑖=1

∑ 𝑢∗(𝑛𝑖 − 1, 𝑗) Δ𝑦∗(𝑗)
𝑛𝑗−1
𝑗=2

 –  𝜃 
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Abstract 

      Nanofluid is a suspension of nanoparticles (10-100 nm) in a conventional basic fluid such as 

water, oil and ethylene glycol and enhances the heat transfer. In this paper, cu-water nanofluid 

flow in a horizontal channel with infinite depth was investigated. Equal, non-equal constant flux 

and constant temperature as boundary conditions on the channel walls were considered. The 

governing equations, continuity, momentum and energy for laminar flow in non-dimensional 

form are being discretized using finite volume approach using power-low profile approximation. 

Well-Known SIMPLER algorithm by “Patankar” is employed to solving the equations in implicit 

scheme using iterative method. Thermal conductivity of Nanofluid is a function of temperature. 

Results are presented for wide range of Reynolds numbers, 20<Re<1500, and different volume 

fractions of nanoparticles, 0<∅<0.05. It has been observed that increasing the volume fraction of 

nanoparticles causes to increase the heat transfer rate. Heating by electrical resistant, radiation 

and nuclear activities in nuclear reactors are important applications of constant heat flux 

boundary conditions. Also kinds of heat exchangers like evaporators and condensers are 

examples of constant temperature boundary conditions. 
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