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 چكيده

 

مسائل هدايت حرارتي را مي توان به دو نوع مستقيم و معكوس تقسيم نمود. در مسائل مستقيم که 

تر به کار مي روند، هندس ه، ر رايم مر، ، ررايم اوهيه و همينيخ اوات ترموزيکيكي عموما بيش 

معلوم و هدف مسئله محاسبه تابع تو،يع دما در ناحيه مورد بررسي با استفاده ا، حل معادلات حاکم 

مي بارد. روش کلي در حل مسائل معكوس ، تعريف يك تابع هدف که مجموع مربعات اطا      مي 

 ساندن آن به کمتريخ مقدار با استفاده ا، يك روش تكرار  مي بارد. بارد و ر

در ايخ پروژه با استفاده ا، روش گراديان مکدوج، رار حرارتي رو  ديواره  کره تخميخ ،ده مي رود 

و داده ها  آ،مايشگاهي با استفاده ا، ازکودن اطا به مقادير دقيق )روش مستقيم( ربيه سا،  مي 

ژه با هم مقايسه و نتاي  آن بررسي رده ه ا، روش مستقيم و معكوس در ايخ پرور ود. نتاي  حال ل

  است.

 

 کلمات کليد  : روش گراديان مکدوج، مسائل معكوس هدايت حرارتي، رار حرارتي
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 چكيده

 

مستقيم و معكوس تقسيم نمود. در مسائل مستقيم که  نوع مسائل هدايت حرارتي را مي توان به دو

، هندس ه، ر رايم مر، ، ررايم اوهيه و همينيخ اوات ترموزيکيكي عموما بيش تر به کار مي روند

 ادلات حاکمتو،يع دما در ناحيه مورد بررسي با استفاده ا، حل مع تابع محاسبه مسئله معلوم و هدف
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 مي     يك تابع هدف که مجموع مربعات اطا  ، تعريف مسائل معكوسدر حل  روش کليمي بارد. 

 مي بارد.  رساندن آن به کمتريخ مقدار با استفاده ا، يك روش تكرار  وبارد 

وش گراديان مکدوج، رار حرارتي رو  ديواره  کره تخميخ ،ده مي رود در ايخ پروژه با استفاده ا، ر

و داده ها  آ،مايشگاهي با استفاده ا، ازکودن اطا به مقادير دقيق )روش مستقيم( ربيه سا،  مي 

 بررسي ردهژه با هم مقايسه و نتاي  آن تقيم و معكوس در ايخ پروسنتاي  حال له ا، روش م .ر ود

  است.
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 مقدمه : فصل اول

 

 

 

 



 

1 

 

 
 مقدمه -1-1

ه ک ميمسائل مستق حل . درمي روندم يم و معكوس تقس يمس تقنوع به دو يت حرارتيمس ائل هدا

معلوم  يكيکيخ اوات ترموزيه و همينيم اوهي، ررا م مر،يازته اند، هندسه، رراي  شتريکاربرد ب

 يبا استفاده ا، حل معادلات حاکم م يه مورد بررس يع دما در داال ناحيبوده و هدف محاس به تو،

 اند، ازتهي کين  ادي،  ش تر قرار گرزته و کاربردهايراً مورد توجه بيبار د. در مس ائل معكوس که اا

خ آنها با استفاده يتخم ا، حل معادلات نامعلوم بوده و هدف در نواحي مر،   خ اطلاعاتيا، ا  تعداد

 رزتاربد ياض يخ نوع مس ائل ا، نرر ريبار د. ا يه حل مير ده در داال ناح  رياندا،ه گ  ا، دماها

خ مسائل ، يدر حل ا يکل  بار ند. اس ترات  يم حس اس  رياندا،ه گ  بوده و به ر دت به اطاها

ر ود، با استفاده  يك تابع هدف که معمولاً مجموع مربعات اطا انتخاب ميمم کردن ينيمتعريف و 

 بارد.  يم  ك روش تكراريا، 

 :دبار يا، مير نيبه دو ابکار ، يحل مسائل معكوس بطور کل  طاهب گفته رده برابا توجه به م

 م يحل مسئله مستق  برا  سا،گسسته ك روش ي -0

  برا  ك روش تكراريکه معمولاً ر  امل  رزتاردار کردن مس  ئله بد يپا  ك روش معكوس، براي -2

 بارد . يك تابع هدف ميمم کردن ينيم

  مسائل هدايت حرارتي معكوسمورد استفاده در  یمجزاساز یروش ها - 1-2

روش  حل نمود. يليا تحليو   عدد  توان به روش هايرا م يت حرارتيمعادلات حاکم بر مسائل هدا

ايخ  كهيدر حاه .بارند يم و رزتار اطي ساده هندس ه بال مس ائ  ش تر مناس ب برايب يليتحل  ها

كار ب  عدد  روش ها و ناگکير در ايخ گونه مسائل رورها در مورد مسائل پيييده تر کارايي ندارته

 بارند.  ير مورد توجه مي،  ارهاي، مع ك روش عددي يابيدر ار، مي روند.

   اريده و ابعاد ااتيييبا هندسه پ يت اعمال روش به مسائليقابل -0
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قابليت اعمال روش به مس ائل مر،  بدون محدوديت در انتخاب نوع و تعداد ررايم مر،   -2

 رده در طول مر، اعمال 

 قابليت اعمال روش به مسائل غيراطي  -2

 دقت و ،مان کامپيوتر  مورد نيا، روش -4

 خاب استرات   مناسب جهت گسسته سا،  معادلات متناسب با زيکيك مساههانت -4

روش ها  عدد  ال  لي که در مس  ائل مختلف انتقال حرارت و مكانيك س  يالات، ا، جمله مس  ائل 

 ر ميروند به ررح ،ير مي بارند.هدايت حرارتي معكوس به کا

 (FDM)روش ااتلاف محدود  -0

 (FVM)روش حجم محدود  -2

 (FEM)روش اهمان ها  محدود  -2

 (BEM)روش اهمان ها  مر،   -4

عنوان مكمل  به توانيها را م ك ا، آنيهر  و بارند يم ي کاملاً عموم هاخ روريك ا، ايگرچه هر      

 هاخ رور  يا، ا يكيمس  ئله اات ممكخ اس  ت که  كيگر در نرر گرزت. در واقع در يد  روش ها

  ن مثال، گرچه روش اهمان هاابارد. به عنو و برتريهايي ها ضعف  گر دارايد  نس بت به روش ها

 يازته اند وهيتابع دما توسعه  يكيکيبا اوات ترموز يراطيمحدود به مس ائل غ  و اهمان ها  مر،

، ا استفاده ايبارد و  يگونه مسائل مناسب تر مخ يا  رس د که روش ااتلاف محدود برا يبه نرر م

در روش حجم محدود  بارد.با هندسه نامنرم ممكخ است مشكل  يروش ااتلاف محدود در مسائل

ک ه در واقع نس   خه ا  ا، روش ااتلاف محدود اس   ت، نيا،  به کنترل معادلات بقا  نبوده و ايخ 

مي تواند در اص  وت حل مس  ائلي با محيم  معادلات به طور اودکار برقرار اواهند بود. ايخ روش

ل به منرور ح  ا، به ربكه بندين زوق ذکر رده ها در رور غير همگخ به س هوهت بكار برده رود.

 مر، ل  ورت  زقم بر رو  خ ر  بكه بنديا  مر،  در روش اهمان ها يبار  د وه يمعادلات حاکم م
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  گر داراينس  بت به دو روش د  مر،  خ مس  ئله باعش ر  ده اس  ت که روش اهمان هايرد. ايگ يم

 ا،ات قابل توجه بارد. يامت

 

 

 

  يت حرارتيمعكوس هدا یش هاور -1-3

م نمود يو تمام دامنه تقس يتوان به دو دس ته متواه يرا م يت حرارتيمعكوس هدا  روش ها       

همکمان  خ به لورتيازته اند ، تخميه توسعه يتمام دامنه که عمدتاً در کشور روس  [. در رورها0]

كا توسعه ي، که عمدتاً در آمريمتواه  در روش ها يرد وهيگ يلورت محل  يتمام زال له ،مان  برا

 معكوس   سه رورهايمقا در اصوتگردد.  يخ به ل ورت گام به گام انجام ميدا نموده اند، تخميپ

 [ اراره نمود. 2توان به مرجع ] يم جمله نوجود دارد که ا، آمقالات متعدد  

 تمام دامنه هستند.  ر نسبت به روش هايا،ات ،يامت  دارا يمتواه  رورها

 هستند. مكانتابع  يكيکيکه اوات ترموز يدر مسائل  سا، يامكان اط -0

مس  ئله را  يقبل يگام ،مان  در دماها يكيکيتوان با محاس  به اوات ترموز يخ نوع مس  ائل ميدر ا

 نمود.   سا، ياط

 يقيبا ،مان حق يائلامكان استفاده ا، روش در مس -2

 براوردار است.   اديت ،يا، اهم يکنتره  به اصوت در مورد کاربردها يخ کارائيا

 دارند.   کمتر  وتريا، به ،مان و حازره کامپيمعمولاً ن يمتواه  روش ها -2

خ روش ابتدا يب ار   د. ا يم يخ توابع متواهيموجود، روش تخم يخ روش معكوس متواهيمهمتر      

[. 2ازت ]يک توسعه ين  بعداً اس تفاده ا، آن به مس ائل دوبعد يارائه ر د وه  ك بعديئل مس ا  برا

 رود. در ياستفاده م يراطيخ مسائل غيو همين خ پارامتريتخممسائل   خ روش برايخ ا، ايهمين
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  داريو پاخونيم تيب روش با روش تنريتوان با ترکيم،بارد يبالا م  رياندا،ه گ  که اطاها يمسائل

 .ديرا بهبود بخش حل

 شيرايو  خ روش داراياست. ا يمكان گامد به آن اراره نمود روش يکه با  گريد يروش متواه       

. دو نوع روش تمام ازته استي، کاربرد نيخ توابع متواهيبه اندا،ه روش تخم ياس ت وه  متعدد  ها

خ يند. ابار يم  م تكرارينرت  خونو و روش هايم تيازته اند، روش تنري  ش تريدامنه که کاربرد ب

  ان روش هايبراوردار هستند. ا، م  بهتر  داريا، پا يخ توابع متواهيدو روش نسبت به روش تخم

ا،  يش متواهيراي[. و4بارد ] يع تر ميسر يهمگرائ  مکدوج دارا  ان هاي، روش گراد  م تكراريتنر

ش  تر يخ روش بيا يش متواهيرايونش  ان داده ر  ده اس  ت که  يده اس  ت وهيک ارائه گرديخ روش نيا

  .دهد يم ا،اتش را ا، دست يامت
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های روش اصول : دومفصل 

 معكوس هدايت حرارتي
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 مقدمه -2-1

ها  زيکيكي را تسريع کرده ها  عدد  برا  مدل سا،  پديدهتوس عه کامپيوترها، ررد روش       

بار   د.  كي به يك مدل رياض   ي و يك روش حل نيا، مياس   ت.برا  مدل س   ا،  يك پديده زيکي

ها  رياض ي معمولا به ل ورت يك سر  معادلات ديفرانسيل و يا روابم انتگراهي داده زرمولاس يون

س  ا،  مس  ائل هدايت س  ا،  نمود.  مدلتوان پديده زيکيكي را مدلر  وند، که با حل آنها ميمي

د.  بار   آن امكان پذير مي بر ي با حل معادلات حاکمحرارتي نيک ب ه م انند ديگر پديده ها  زيکيك

 برا  حل مسائل هدايت حرارتي اطلاعات ،ير مورد نيا، است:

 هندسه ناحيه حل -0

 ررايم اوهيه -2

 ررايم مر،   -2

 اوات ترموزيکيكي -4

 (وجود )در لورت به لورت تابعي ا، ،مان و مكان ترمها  منبع -4

آيد.  ايخ نوع مس  ائل را ال ناحيه حل به دس  ت ميبعد ا، حل معادلات حاکم تو،يع دما در دا     

 اند.  ايخها پيش توس  عه يازتهها  حل مس ائل مس  تقيم ا، س الگويند.  روشمس ائل مس  تقيم مي

گردند.  ها  حل مسائلي با هندسه پيييده و همينيخ مسائل غير اطي نيک ميها ر امل روشروش

 ها  اوهيه عمدتا برها نيک بررسي گرديده است.  روشعلاوه بر ايخ پايدار  و يكتائي جواب ايخ روش
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ها بيش تر برا  مس ائل اطي و با هندسه ها  ساده قابل ايخ روشاند. ها  تحليلي بودهمبنا  حل

ها  عدد  که عمدتا با توس  عه کامپيوترها توس  عه يازته اند، دارا  ايخ اس  تفاده هس  تند.  روش

هر چند که ايخ دها  مهندس  ي بيش  تر مورد توجه هس  تند. بنابرايخ برا  کاربرو  محدوديت نبوده

رورها نيک با نكات مهمي نرير پايدار  و سرعت همگرايي روبرو بوده و برا  حل مسائل مي بايست 

  مدنرر قرار گيرد.   

دس   ته ا  ديگر ا، مس   ائل که در س   اهها  ااير مورد توجه قرار گرزته اند، مس   ائل معكوس      

نوع مس   ائل يك و يا تعداد  ا، اطلاعات مورد نيا، برا  حل مس   تقيم، موجود  بار   ند. در ايخمي

بارد. در عوض اطلاعات اضازي که معمولا رامل دماها  اندا،ه گير  رده در داال ناحيه حل نمي

بيان  "معلول"ا، طريق اندا،ه گير   "علت"توان به يازتخ بوده، معلوم هستند. ايخ نوع مسائل را مي

 گيرد.يخ زصل مباني اوهيه حل مسائل معكوس هدايت حرارتي مورد بررسي قرار ميکرد. در ا

 

 تقسيم بندی مسائل معكوس هدايت حرارتي -2-2

ها  مختلف دس  ته بند  نمود.  در يك روش تقس  يم بند ، توان به روشمس  ائل معكوس را مي

 توان به دو دسته ،ير تقسيم کرد:مسائل معكوس را مي

 رامترمسائل تخميخ پا -0

 مسائل تخميخ تابع -2

بارد. ايخ تقسيم بند  را برا   مسائل معكوس هدايت تقس يم بند  بالا يك تقسيم بند  کلي مي

 توان به تقسيم بند  ،ير توسعه داد:حرارتي مي

 مسائل تخميخ ررط مر،  مجهول -0

 مسائل تخميخ پارامتر -2

 مسائل تخميخ ررط اوهيه -2

 مسائل تخميخ هندسه ناحيه حل -4
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 ئلمساساير  -4

مس  ائل تخميخ ر  رط مر، ، معمولا ر  امل تخميخ ر  ار حرارتي مجهول بر حس  ب دماها  اندا،ه 

به اطاها  اندا،ه گير  حساس  گير  ر ده در داال ناحيه حل هس تند. ايخ نوع مسائل به ردت

بارند ،يرا در ايخ نوع در حقيقت مس ائل تخميخ ر رط مر،  نوعي مس ئله تخميخ تابع مياس ت.

 معمولا تابع ،مان و يا مكان است.   ثابت نبوده و  مسائل ررط مر،

ها  معكوس، عمدتا تخميخ رار حرارتي مورد توجه است. ،يرا با تخميخ ررط در توس عه روش     

توان دما و يا ضريب انتقال حرارت را نيک به دست آورد.  ايخ توان به راحتي ميمر،  رار حرارتي مي

 رود.  تعييخ ررطعلوم بودن دما  سيال در تماس با مر، انجام ميکار به وسيله حل مستقيم و با م

تواند به عنوان يك مسئله معكوس مستقل انجام رود. وهي نشان داده رده است مر،  دما، اود مي

که تخميخ ر  ار حرارتي ا، رو  ايخ دما مش  كل بوده و به يك مس  ئله نيمه معكوس منجر  ] 4،1[

ه در مطاهعات انجام ر ده بر رو  تخميخ ر  ار حرارتي بوده است. ر ود. بنابرايخ بيش تريخ توجمي

توان به دو روش انجام داد. در روش اول همانطوريكه قبلا گفته رد، تخميخ ض ريب جابجائي را مي

تواند ا، طريق محاس به ر ار حرارتي انجام گيرد. راه دوم تخميخ ضريب جابجائي به ايخ تخميخ مي

بار د. در ايخ روش مس ئله، تبديل به يك مسئله غير اطي ميوس يله يك روش مس تقل معكوس 

اود  ]2[توان نش ان داد که در مس ائل تخميخ ضريب جابجائي، ضريب حساسيتگردد؛ ،يرا ميمي

تابعي ا، جواب مس ئله است. استفاده ا، ايخ روش ،ماني قابل توجيه است که بتوان با آن تعداد اجکا 

 مجهول را کاهش داد.  

ل تخميخ پارامتر، ر امل تخميخ يك پارامتر اس ت که بيانگر اوات زيکيكي يك سيستم مس ائ     

بار  د.  در ايخ نوع مس  ائل معمولا تعداد پارامترها  تخميني محدود هس  تند. حتي در حرارتي مي

مسائل غير اطي، مثلا تخميخ ضريب هدايت حرارتي به لورت تابعي ا، دما، معمولا حداکثر سه يا 

ر  وند. ايخ نوع مس  ائل معمولا غير اطي هس  تند؛ حتي اگر معادلات ر تخميخ ،ده ميچهار پارامت
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حاکم بر حل مس  تقيم آنها اطي بار  ند. پارامترهائي که معمولا تخميخ آنها مورد توجه هس  تند، 

 بارند.  ضريب هدايت حرارتي، جرم مخصوت، گرما  وي ه و ضريب نفوذ حرارتي مي

به ندرت مورد بررس  ي قرار گرزته اند ،يرا ايخ نوع مس  ائل کاربرد مس  ائل تخميخ ر  رط اوهيه      

کمتر  نسبت به ديگر مسائل معكوس دارند. در ايخ نوع مسائل، تخميخ ررط اوهيه با کمك تعداد  

بار  د. يكي ا، اوهيخ کارها  گکارش ر  ده در ،مينه مس  ائل دما  اندا،ه گير  ر  ده مورد نرر مي

است که در آن کار تلاش رد دما  اوهيه سطح ،ميخ با استفاده ا،  معكوس تخميخ ررط اوهيه بوده

 دما  زعلي آن تخميخ ،ده رود.     

بارد، مسئله مورد بررسي يك مسئله تخميخ هندسه ،مانيكه هندس ه حل کاملا مش خن نمي     

توان به تخميخ محل س  طح جامد در يك ماده مذاب در حال بار  د.  ا، ايخ دس  ته مس  ائل ميمي

تواند تخميخ محل يك سوراخ با اعمال رار نجماد با اندا،ه گير  دما ار اره کرد.  مس ئله ديگر ميا

 حرارتي معلوم و اندا،ه گير  دما در چند نقطه بارد.  

   در داال دامنه حل مي بارد. ترم منبع تابعدسته ديگر ا، مسائل معكوس، تعييخ 

 

 مشكلات حل مسائل معكوس هدايت حرارتي -2-3

بودن آنها به مانند اکثر مس  ائل معكوس   رزتارمش  كل حل مس  ائل هدايت حرارتي معكوس بد     

بار د.در ايخ قسمت دلايل بدوضع بودن ايخ مسائل ا، نرر رياضي ررح داده اواهد رد و سپ  مي

 گردد.با يك مثال مشكلات حل مسائل معكوس هدايت حرارتي بيان مي

اوهيخ بار به  رزتاربار ند. مفهوم مسائل اوش مي رزتاراوش  مس ائل مس تقيم هدايت حرارتي     

بارد، اگر حل آن مسئله مي رزتاربيان گرديد.  طبق تعريف و  يك مس ئله اوش  وس يله هادامارد

 ررايم ،ير را ارضا نمايد:

 حل وجود دارته بارد.-0

 حل يكتا بارد.-2
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 رد.حل در برابر تغييرات کوچك در ورود  ها  حل پايدار با-2

در مسائل هدايت حرارتي وجود و يكتائي جواب مسئله با دلايل و تجربيات زيکيكي نشان داده        

ها يعني دما ها  رده است.  مشكل موجود در مسائل معكوس عدم پيوستگي حل نسبت به ورود 

لا ابار د.  به عبارتي مس ائل معكوس دارا  سوميخ ررط ا، رروط سه گانه باندا،ه گير  ر ده مي

تواند باعش ناپايدار  حل مس   ئله گردد.  نيس   ت؛  بنابرايخ اطاها  کوچك در اندا،ه گير  دما مي

برا  نشان  .اهميت ايخ حس اسيت به ايخ علت است که اندا،ه گير  دما هميشه با اطا همراه است

 ددادن مش كلات حل مس ائل معكوس يك جس م نيمه بينهايت با دما  اوهيه لفر را در نرر بگيري

 .گيردجسم در معرض رار حرارتي پريوديك ،ير قرار مي  0t . برا  ،مان(0-2)ركل

(2-0) ,cos)( 0 tqtq  

 

 ابارد. بعد ا، گذرت ررايم گذربه ترتيب دامنه و زرکان  رار حرارتي اعمال رده مي و  0qکه 

 باردو رسيدن به ررايم ربه پايا، تو،يع دما در جسم به لورت ،ير مي

 (2-2) 
,

42
cos

2
exp),( 0
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
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
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

























xtx

k

q
txT 

 بارند.  به ترتيب ضريب نفوذ حرارتي و ضريب هدايت حرارتي مي kو که در رابطه بالا 

اس   دمائي نس بت به ررط مر،  اعمال رده ميرا گرديده و ( نش ان ميدهد که پ2-2) رابطه       

اثر  رود.  ايخ دوبارد.  به عبارت ديگر پاس  دمائي با تااير دريازت ميهمينيخ دارا  تااير زا، مي

 يابند. يعني عمق ازکايش مي x و ميرائي ميگويند که هر دو اثر با ازکايش  را به ترتيب تااير

توان به ايخ نتيجه رسيد که برا  تخميخ يك رار حرارتي که در ،مان ا، بررسي تاثير تااير مي      

t ها  که  روشها  آينده اس  تفاده نمود.  به ايخ دهيل اس  تر  ود بايد ا، دماها  ،ماناعمال مي

با استفاده ا، دماها  قرائت رده در هميخ  xمستقيمي که در آنها ررط مر،  اعمال رده در ،مان 

 روند، ناپايدار هستند.  ،مان تخميخ ،ده مي

 ( را در نرر بگيرد2-2) دامنه نوسانات دما در رابطه ،برا  بررسي اثر ميرائي     
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











 

(2-2) 

 

 

 رارتي پريوديك قرار گرفته است.يك جسم نيمه بينهايت كه در معرض يك شار ح ت1-2رشكل 

 

و يا زرکان  نوسانات به لورت نمائي کاهش x رود که ايخ دامنه نيک با ازکايش عمق مش اهده مي

گير  ر  ده يابد. به ل  ورت معكوس اگر هدف تخميخ ر  ار حرارتي با اس  تفاده ا، دماها  اندا،همي

دما  اندا،ه گير  رده بارد، دامنه ايخ اطا به لورت نمائي  در دامنه اطائي بارد، در لورتي که

 هدما  اندا،ه گير  ردنورتخ دامنه رار حرارتي بر حسب  توان باگردد. ايخ مسئله را ميتشديد مي

 .مشاهده نمود
























2
exp)(0 xxTkq 

(2-4) 

ر   ار حرارتي تخميخ تواند به اطاها  بکرگي در به عبارتي يك اطا  کوچك در اندا،ه گير  مي

 ،ده رده منتهي گردد. 

 

 های معكوسمعيارهای مقايسه روش -2-4



 

12 

 

در دو دهه ااير تعداد ،ياد  روش معكوس هدايت حرارتي به وسيله محققيخ ارائه رده است.        

معيارها  ،ير را پيشنهاد نمود. نكته اينكه در بسيار  ا،  ] 8و 08 [ها، بك برا  مقايس ه ايخ روش

بار د.  بلكه ايخ معيارها، مقياسي ها  معكوس هدايت حرارتي تمام معيارها  ،ير موجود نميروش

 ها  ارائه رده است.  برا  بررسي روش

دما و يا رار حرارتي تخميخ ،ده رده بااستفاده ا، دماهائي بدون اطا  اندا،ه گير ، دارا  دقت -0

 بالائي بارند.

 گير  حساس نبارد. روش بايد نسبت به اطاها  اندا،ه-2

ر نمايد که دروش بايد برا  گامها  ،ماني کوچك پايدار بارد.  ايخ مسئله ايخ امكان را زراهم مي-2

يك زالله ،ماني مشخن بتوان اطلاعات بيشتر  را نسبت به حاهتيكه گامها  ،ماني بکرگ انتخاب 

 روند به دست آورد.مي

 بيشتر دماسن  را دارته بارد. روش بايد قابليت استفاده ا، يك يا تعداد-4

روش نبايد محدوديت پيوسته بودن مشتق اول رار حرارتي را دارته بارد.  به عنوان مثال روش -4

 بايد امكان تخميخ يك رار حرارتي پله ا  و يا مثلثي را دارته بارد

 نبايد در روش نيا، به دارتخ ،مان دقيق اعمال رار حرارتي مجهول را دارت.-1

 بايد محدود به هيچ تعداد مشخصي مشاهده بارد.روش ن-7

 بارد. )چند جنسي( مرکب ها ديوارهروش بايد قابل اعمال به -8

 روش بايد قابل اعمال به مسائلي با اوات ترموزيکيكي تابع دما بارد.-4

 روش بايد قابل اعمال به مسائل با مقاومت تماس بارد.-01

 تر  نمود.بايد بتوان به سهوهت روش را کامپيو-00

 ،مان کامپيوتر  مورد نيا، نبايد ايلي بالا بارد.-02

اس تفاده کننده نبايد نيا،مند اطلاعات بسيار بالا در رياضي به منرور در  و استفاده ا، روش را -02

 دارته بارد.
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 روش بايد قابليت اعمال به انواع سيستمها  مختصات را دارته بارد.-04

 مسائلي که در آنها بيش ا، يك سطح زعال وجود دارد، دارته بارد. روش بايد قابليت اعمال به-04

و  اطاها  اندا،ه گير  روش بايد دارا  پايه آمار  بوده و بتوان انواع زرض  يات آمار  را بر ر-01

 اعمال کرد

 

 مفهوم ضريح حساسيت -2-5

ا،ه غير  که اندض ريب حس اسيت اوهيخ بار به وسيله بك معرزي گرديد و  به عنوان مشتق مت      

گردد.  ايخ ض  ريب اهميت ر  ود، تعريف مير  ود نس  بت به متغير  که تخميخ ،ده ميگير  مي

رود.  علاوه بر ،ياد  در حل مس ائل معكوس دارد و باعش ايجاد سهوهت در حل مسائل معكوس مي

 معكوس را قبل ا، حل تحليل نمود.   توان با استفاده ا، آن مسئلهايخ مي

 گردد.ب حساسيت تعريف ميدو نوع ضري

ض ريب حس اس يت نس بت به ررط مر،  که در زالله ،ماني نامحدود  اعمال گردد. که به آن -0

 ضريب حساسيت پله ا  ميگويند.

1ضريب حساسيت نسبت به ررط مر،  که در زالله ،ماني محدود  -2 MM tt  اعمال گردد. که

 ند.گويبه آن ضريب حساسيت پاهسي مي

 رودضريب حساسيت پله ا  نسبت به رار حرارتي به لورت ،ير تعريف مي

 
,

q

T
Z

k

i,mk

i,m





 

(2-4) 

 اندي  موهفه رار حرارتي است.   k ها  ،مان و دماسن  وبه ترتيب اندي  iو mکه در رابطه بالا 

(2-1) lx0  
,

t

T1

x

T
2

2











 

(2-7) 0t  
),t(q

x

)t,0(T
k 1




 
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(2-8) 0t  
),t(q

x

)t,l(T
k 2




 

(2-4) lx0  ).x(T)0,x(T 0 

 q1(t)( نسبت به 4-2با مشتق گرزتخ ا، روابم) q1(t)روابم حاکم بر ضريب حساسيت نسبت به 

 آيدبه لورت ،ير به دست مي

(2-01) lx0  
,

t

Z1

x

Z
2

2











 

(2-00) 0t  
,0.1

x

)t,0(Z
k 




 

(2-02) 0t  
,0

x

)t,l(Z
k 




 

(2-02) lx0  .0)0,x(Z  

 رودضريب حساسيت پاهسي نسبت به رار حرارتي به لورت ،ير تعريف مي

(2-04) 
,

q

T
X

k

i,mk

i,m



 

 

1 ر  ار حرارتي اعمال ر  ده در زال  له ،ماني kqکه در رابطه بالا زرض بر ايخ اس  ت که  MM tt  

 بارد.مي

( 1-2در ايخ حاهت معادلات حاکم برا  محاس به ضريب حساسيت پاهسي با مشتق گرزتخ ا، روابم)

 آيدبه لورت ،ير در مي

(2-04) lx0  
,

t

X1

x

X
2

2











 

(2-01) M1M ttt  
,0.1

x

)t,0(X
k 




 

(2-07) othrewise 
,0.0

x

)t,0(X
k 




 

(2-08) 0t  
,0

x

)t,l(X
k 





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(2-04) lx0  .0)0,x(X  

ر ود که محاس به هر دو نوع ض ريب حساسيت معادل مدل کردن يك رو  حرارتي مش اهده مي

سئله هدايت حرارتي گذرا بار ند.  در مورد ض ريب حساسيت پاهسي، معادهه حاکم مشابه يك ممي

1اس ت که در آن يك ر ار حرارتي در زالله ،ماني   MM tt   اعمال رده است. ايخ تعبير اهميت

رود در توان زهميد رار حرارتي که در ايخ زالله ،ماني اعمال مي،ياد  دارد ،يرا با محاسبه آن مي

تواند به منرور آناهيک پايدار  حل معكوس به مي  چه زال له ،ماني به دماس ن  ميرسد.  ايخ مسئله

 کار برده رود.

نكته ديگر اينكه روابم بالا برا  محاس به ض ريب حساسيت يك مسئله با اوات ترموزيکيكي ثابت 

بارد.  نكته ديگر که در ارتباط يا ضريب بارد.  در يك مسئله غير اطي ايخ ضريب تابع دما ميمي

 ها  معكوس ا، جمله روش تخميخ توابع متواهيه، در بسيار  ا، روشحس اس يت اهميت دارد اينك

يك ماتري    1T 
ZZ ر ود.  که وارد روابم ميZ بارد.  هر چه ماتري  ض رايب حس  اس  يت مي

ZZمقدار دترمينان 
T

معكوس کرد.  بنابرايخ پارامترها  توان تر ميبکرگتر بارد، ماتري  را آسان 

 حل بايد به نحو  انتخاب گردند که ايخ دترمينان برابر لفر نگردد. 

ر ود که در مورد ض ريب حس اس يت پاهسي مقدار ضريب بعد ا، رسيدن به يك مقدار مش اهده مي

ماند وهي در مورد ض  ريب حس  اس  يت پله ا  ايخ ض  ريب به ازکايش اود ادامه ماککيمم، ثابت مي

بارد.  به عبارتي در بيشتر ر ود که مقدار دو ض ريب بسيار نکديك به هم ميدهد. مش اهده ميمي

،مان حل دو ضريب وابسته اطي هستند.  ا، هحاض زيکيكي ايخ به آن مفهوم است که دماسن  قادر 

 بار  د و يا به عبارتي در ل  ورت تغييرکوچك در هر موهفه، دماس  ن به تفكيك دو موهفه ا، هم نمي

قادر نيس ت تش خين دهد، ايخ تغيير در کدام موهفه اتفاق ازتاده اس  ت.  ايخ مسئله که در مسائل 

 ها در سطحازتد، با ازکايش زال له دماس ن  تا س طح زعال و يا ريکتر ر دن اهماندوبعد  اتفاق مي

ه بتواند به عنوان مش كل س وم حل مس ائل معكوس مطرح رود گرچه نيا، زعال ازکايش يازته و مي

 مطاهعه بيشتر در ايخ مورد است.
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 كاربردهای روش های معكوس در مهندسي -2-6

در سال ها  ااير روش ها  معكوس کاربردها  ،ياد  در لنايع يازته اند.  محققيخ دانشگاهي     

آناهيک و ايجاد روش ها  عدد  جديد را مورد توجه قرار داده  ،و ل نعتي مسائل مختلف مدل سا، 

و دانشگاه رو به  گير ، کاربرد مس ائل معكوس در ل نعتها  اندا،هوجه به پيش رزت روشاند.  با ت

ازکايش اس ت.  ايخ روش ها علاوه بر مس ائل مهندسي در مسائل مربوط به علوم طبيعي نيک کاربرد 

 يازته اند.

 توان تقسيم کرد.کاربردها  روش ها  معكوس در مسائل حرارتي را به سه دسته ،ير مي

 ربرد در مسائل تعييخ و رنااتکا-0

 کاربرد در مسائل طراحي-2

 کاربردها  کنترهي-2

بارد.  ايخ نوع مسائل رامل تحليل تريخ کاربرد مسائل معكوس مربوط به دسته اول ميمتداول       

بارد و آناهيک داده ها  تجربي مي بارد.  در ايخ دسته ا، مسائل هدف تعييخ يك تابع و يا ثابت مي

اندا،ه گير  مستقيم آن مشكل و يا غير عملي است.  دسته دوم مسائل که رامل مسائل طراحي که 

بار د، معمولا رامل اندا،ه گير  نمي بارند.  بلكه رسيدن به يك طراحي و يا بهينه سا،  يك مي

 بار  د.  به عنوان مثالطرح ا، طريق مينيمم کردن يك تابع، تعريف کننده يك مس  ئله معكوس مي

د.  با باراراره کرد.  در بعضي مواقع انجماد با سرعتي اات مورد نرر مي توان به مسئله استفانمي

توان سرعت انجماد مورد نرر را تاميخ کرد.  مسائل کنترهي سوميخ تعييخ ر رط مر،  مجهول مي

ا ببار ند.  در ايخ نوع مسائل هدف تعييخ علت)پارامتر کنترل کننده( دس ته ا، مس ائل معكوس مي

بار د.  در بس يار  ا، مسائل ا، ايخ نوع، بايد يك مسئله معكوس را حل اندا،ه گير  يك متغير مي

 نمود. 



 

17 

 

تريخ کاربردها  مس ائل معكوس تعييخ ررط مر،  مجهول و يا تخميخ يك پارامتر يكي ا، متداول

ا، به ايخ ضريب نيتوان به تعييخ ض ريب جابجائي اراره نمود.  تعييخ بار د.  به عنوان نمونه ميمي

 تعييخ دما  سطحي، دما  سيال و رار حرارتي با توجه به رابطه ،ير دارد

(2-21) ),TT(hq as  

بار  د.  تعييخ ضريب ر ار حرارتي مي qبه ترتيب دماها  س طحي و س يال بوده و  Taو Tsکه 

ارد.  دماها  اندا،ه گير  رده به حرارتي با اس تفاده ا، رابطه بالا نيا، به اندا،ه گير  دما  س طح د

وسيله دماسنجي که بر رو  سطح قرار گرزته است، حاو  اطا  بالائي است.  ايخ اطا در موارد  

استفاده ا، يك روش  ”h “ابد.  راه مناسبتر برا  محاسبه يبارد، ازکايش ميکه سرعت سيال بالا مي

 بارد.  معكوس مي

که راهي برا  قرار دادن ييخ ض   ري ب انتق ال حرارت ،م انيي ك روش برا  تع ]4[ در مرجع     

دماس ن  داال جسم وجود ندارد ارائه گرديده است.  در ايخ روش جسم مورد نرر را در داال يك 

زلک م ايع ب ا نقط ه انجماد پائيخ غوطه ور ميكنند.  در نتيجه يك لايه ا، زلک رو  جس   م به وجود 

توان با حل يك مس ئله استفان برا  سطح اارجي به را ميآيد.  ض ريب انتقال حرارت  مجهول مي

 ((4-2دست آورد. ايخ روش برا  اجسام بسيار نا،  نيک کاربرد دارد.)ركل)

بار د. ايخ دس  ته ا، مسائل ها  معكوس، تخميخ ر ار حرارتي مييكي ديگر ا، کاربردها  روش    

توان ا، ( وسيله ا  را که مي4-2).  در ركلهستند بس يار نکديك به تخميخ ض ريب انتقال حرارت

نشان داده رده است.  ايخ وسيله ا، يك سيلندر نا،  با  ،آن برا  تعييخ ر ار حرارتي استفاده کرد

تواند عايق بارد.  در لورتيكه انتها  آن ديواره ها  عايق تش كيل رده است که انتها  آن نيک مي

 بارد، دو دماسن  مورد نيا، است.عايق بارد، حداقل يك دماسن  و در لورتيكه عايق ن
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 hيك روش تجربي برای تعيين  ت4-2رشكل

 

 وسيله تخمين شار حرارتي ت5-2شكلر

محل  (1-2).  در ركل]4[مثال ديگر ايخ کاربرد، تخميخ رار حرارتي بر رو  ديواره يك کوره است

توان رار حرارتي را يقرار گير  دماس ن  نشان داده رده است.  با زرض انتقال حرارت يك بعد  م

ها  معكوس اس   ت.  انتقال حرارت در داال اجس   ام متخلخل کاربرد ديگر روش  .به دس   ت آورد

 مسائل مورد بررسي در اجسام متخلخل، تعييخ ررط مر،  مجهول يا اوات ترموزيکيكي است. 
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 هات محفظه احتراق همراه با دماسنج6-2شكلر

 

 

 

 

روش های معكوس :  سوم فصل

 ت حرارتي متوالي توابعهداي
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     IHCPتنظيم سازی در  -3-1

مس ئله معكوس منجر به يك جواب ناپايدار  رود . برا  رزع ايخ مشكل به  ،بودن رزتاربه علت بد 

 دنبال راهكار  جهت بهبود در جوابها مي باريم.

 تنريم را بصورت ،ير تعريف مي کنيم .

U اندا،ه گير  رده  دماها  q رار حرارتي محاسبه رده   

 

 

اپراتور ناپايدار : 

  اپراتور پايدار : 

0,0    

 کنترل کننده تفاوت دواپراتور مي بارد : 

 

qU

qU



 




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 IHCPانوا  تنظيم در - 3-2

سائل هدايت حراراتي معكوس رورها  گوناگوني برا  تنريم جهت پايدار نمودن معادلات در م       

   .سه نوع تنريم که کاربرد بيشتر  دارند به ررح مي بارند.وجود دارد

 تغيير در ررط مر،   -0

 

                                                                         121 ....   rmmmM qqqq 

 تغيير در معادهه ديفرانسيل حاکم  -2

وان تدر ايخ گونه ا، مسائل نيک با تغيير در معادهه حاکم ميتوان تنريم را انجام دهيم.به طور مثال مي

  اراره کرد. (weber)روش هدايت حرارتي يپربوهيك کردن معادلاتاهبه 

                                            00
2

2

2

2

2

2















 










x

T
a

t

T

t

T
k

x

T

t

T 

                              hyperbolicparabolic 

 تغيير در تابع هدف  -2

بار   د که با تغييراتي در معادهه هدف به نوع ديگر ا، تنريم س   ا، ، تنريم در معادهه هدف مي    

 ] 01 [ روش تنريم تيخونو مانند  کنيم.پايدار  مسئله کمك مي

 

 روش تخمين متوالي توابع -3-3 

عمدتا برا  تخميخ ررط مر،  با استفاده ا، دماها  قرائت رده  (FSM)روش تخميخ توابع      

بار د.  به ايخ منرور برا  تغييرات ،ماني ررط مر،  مورد بررسي در داال ناحيه حل مناس ب مي

تعداد  ضرايب مجهول بوده که با  ر ود.  تابع در نرر گرزته ر ده رامليك تابع در نرر گرزته مي

ر   وند.  ايخ روش را ميتوان برا  اس   تفاده ا، کمينه کردن مجموع مربعات اطاها تخميخ ،ده مي

 بارند.مسائل تخميخ پارامتر نيک به کار برد وهي نتاي  به دست آمده ،ياد رضايت نمي

 بارد:روش تخميخ متواهي توابع دارا  دو ويرايش مي
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دامنه که در آن تمام پارامترها  مجهول در کل زالله ،ماني حل به لورت همکمان ويرايش تمام -0

 روند.تخميخ ،ده مي

 ويرايش متواهي که در آن تخميخ به لورت متواهي و يا به عبارتي گام به گام لورت ميگيرد. -2

ار گويند که در ايخ قس مت مورد بررسي قرمي (SFSM)روش دوم را روش تخميخ متواهي توابع 

 گيرد.مي

ارائه گرديد. به لورت همکمان  ]01-04["بك"روش تخميخ متواهي توابع در ابتدا به وس يله       

ويرايش تمام دامنه ايخ روش را ارائه نمودند.  بك اوهيخ کس  ي بود که   ]02[و داوي  ]02[زرانك

وش اود را به ب ه اهميت دماها  آينده برا  تخميخ يك ر   رط مر،  پي برد.  او و همكارانش، ر

دهد، ارائه مس ائل غير اطي نيک تعميم داده و مفهوم ض ريب حساسيت که محاسبات را کاهش مي

 .  ] 4[نمودند.  ايخ روش بعدا به وسيله محققيخ ديگر توسعه يازت

توانند به کار در روش تخميخ متواهي توابع تمام رور ها  عدد  موجود برا  حل مستقيم مي      

ر حقيقت هدف ا، حل مس  تقيم يازتخ رابطه ا  بيخ مجهولات و داده ها  مس  ئله گرزته ر  وند. د

به منرور پايدار نمودن نتاي  ميتوان ا، دماها  قرائت رده در ،مان  "بك"بار د.  بر طبق روش مي

آينده استفاده نمود. ايده حاکم بر روش ايخ است که دماها  اندا،ه گير  رده در ،مان آينده حاو  

بار  ند. ايخ مس  ئله با بررس  ي پديده تااير که در در مورد ر  رط مر،  اعمال ر  ده مياطلاعات 

 ( ررح داده رد، قابل در  است.2زصل)

 به منرور بررسي روش زرم يك بعد  روش تخميخ متواهي توابع ارائه اواهد رد.      

 

 مسئله معكوس مرزی يك بعدی -3-4

 رودعادهه ،ير حالل ميتو،يع دما در يك مسئله يك بعد  ا، حل م    

(2-0) .
t

T
)T(c)T(]

x

T
)T(k[

x 













 



 

23 

 

( را ميتوان به 4-0برا  يك مسئله اطي که در آن ضريب هدايت حرارتي تابعي ا، دما نبارد رابطه)

 لورت ،ير نورت

(2-2) 
t

T
c

x

T
k











2

2

 

مر،  کامل رده و  (  با معلوم بودن ررايم اوهيه و2-2( يا )0-2که در يك مس ئله مستقيم رابطه)

بارند.  ررط مر،  ميتواند ا، هر نوعي بارد وهي برا  سادگي ررط مر،  نيومخ و به قابل حل مي

 لورت ،ير را که کاربرد زراواني دارد در نرر ميگيريم

),t(q
x

T
k 



 

lx  (2-2-)اهف 

),t(f
x

T
k 



 

0x  (2-2-)ب 

)(0 xTT  0t  (2-2-)ج 

 بارد.طول ناحيه حل مي  lرار حرارتي و tq)( و tq)(( 2-2که در روابم)

  مجهول بوده و در عوض ( و يا هر دو ررط مر،2-2در يك مس ئله معكوس يكي ا، ررايم مر، )

 بارند.تعداد  دما در داال ناحيه حل معلوم مي

د داده تواننبارند که به لورت ،ير ميميدماها  قرائت رده بصورت توابع مكاني و ،ماني منفصلي 

 رده بارند

(2-4) Ii ,...,1 Jj ,...,1 ,Y)t,x(T j,iij  

ها تعداد دماسن  Jمجموع گامها  ،ماني و  Iدماها  اندا،ه گير  رده بوده و  Yبالا که در رابطه 

 بارند.مي

بارد. تخميخ رار حرارتي مشكل تر مجهول مي اهف( -2-2رود که ررط مر،  در رابطه )زرض مي

 خ ،دا، تخميخ دما است.  علاوه بر ايخ با تخميخ رار حرارتي ميتوان به راحتي دما  مر،  را تخمي

و با معلوم بودن دما  سيال ضريب جابجائي را محاسبه نمود. وهي نشان داده رده است که تخميخ 

ر ار حرارتي با اس تفاده ا، مقادير تخميني دما ميتواند به نتاي  ناپايدار منتهي گردد.  ايخ مسئله را 
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د ا، هر نوعي .  ر  رط مر،  معلوم )س  طح غير زعال( ميتوان]4[گوينديك مس ئله نيمه معكوس مي

 انتخاب گردد.

بع روند، تابا توجه به اينكه دماها  اندا،ه گير  رده به لورت توابعي منفصل ا، ،مان داده مي      

 رود.  آسانتريخ راه استفاده ا، يك تابع پله ا  يعني   مجهول نيک به لورت تابعي منفصل تقريب مي

(2-4) ),t(qq ii  

.  هدف تخميخ بارندمعلوم مي 1Mtرود مقادير تو،يع دما و رار حرارتي تا ،مان ميزرض . باردمي

Mqيعني ر ار حرارتي در ،مانMt را به لورت ،ير  (4-2) بارد.  بنابرايخ ررط مر،  در رابطهمي

 ميتوان نورت

constqq M  MM ttt 1 (2-1-)اهف 

)()( thtqq  
Mtt  (2-1-)ب 

 بارند.  مي th)(مستقل ا، تابع   Mt( تو،يع دما و رار حرارتي در ،مان 1-2نكته اينكه در رابطه )

مفهوم ضريب حساسيت را تعريف کرد.   مفهوم ضريب  "بك"ل برا  تخميخ ررط مر،  مجهو    

 ( ررح داده رد.  ايخ ضريب به لورت ،ير 2حساسيت در زصل)

(2-7) 
M

ij

Mij
q

T
Z






,

,, 

 رود. تعريف مي Mtدر ،مان  Mqمجهول 

 (7-2گردد.  که در رابطه)يت تعريف ميحساسگفته رد، دو نوع ضريب  (2)که در زصل همانطور 

 ا، تعريف ضريب حساسيت نسبت به رار پله ا  استفاده رده است.

بارد.  بنابرايخ دما را ميتوان به ا،ا  رار تو،يع دما به ل ورت پيوسته ا  وابسته به رار حرارتي مي

 مجهول با استفاده ا، بسم تيلور حول يك رار حرارتي معلوم نورت.  يعني

(2-8) 
,)qq(

q

T
TT *

MM

qqM

Mi,j*

M,jMi,j

*
M








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* (8-2که در رابطه )

,MijT  دما در ،مان Mt و مكانjx  با زرض*

MM qq   در زال  لهkk ttt 1  

 بارد.  مي

بارند.  برا  مسائل غير ا  مس ائل اطي برابر ل فر مي( بر8-2) ها  مرتبه بالاتر در رابطهمش تق

( ا، مشتق ها  بالاتر ا، 8-2) رود که در آن در رابطهس ا،  اس تفاده مي اطي ا، يك روش اطي

رود.  در ايخ حاهت ضريب حساسيت تابع دما بوده و دما تابع رار حرارتي تخميني يك لرزنرر  مي

 بارد.  تعداد  سعي و اطا  اضازي مياست.  بنابرايخ در حل مسئله نيا، به 

 داريم (8-2با معرزي ضريب حساسيت در رابطه )

(2-4) )( *

,,

*

,, MMMMjMijMj qqZTT  

که تنها مجهول ر   ار حرارتي اس   ت.  به عبارت ديگر با معلوم بودن دما در داال ناحيه حل که با 

 دماسن  اندا،ه گير  رده است ميتوان نورت

(2-01) MM YT ,1,1  

MYکه مقادير  ( 4-2( در رابطه)01-2بارند.  با جايگکيني رابطه)مقادير اندا،ه گير  ر ده دما مي 1,

 ميتوان رار حرارتي را محاسبه کرد

(2-00) 

MMj

MM

MM
Z

TY
qq

,,

*

,1,1*


 

محاسبه نمود که اود به عنوان ررط  ktبا تخميخ ر ار حرارتي ميتوان تو،يع دما را در گام ،ماني 

 رود.اوهيه برا  گام ،ماني بعد به کار برده مي

رس  د که مس  ئله معكوس حل گرديده اس  ت وهي در واقع چنيخ نيس  ت ،يرا  به علت به نرر مي 

طبيعت بدايم مس ئله، جواب ها  حالل ا، ايخ روش به هيچ وجه رضايت بخش نبوده و به ردت 

 بارند.  گير  حساس مي به اطاها  اندا،ه

يك راه برا  بهبود جوابها، اس  تفاده ا، تعداد بيش  تر دماس  ن  نس  بت به موهفه ها  ر  ار حرارتي 

رود.  چنيخ مسئله ( تعداد معادلات ا، تعداد مجهولات بيشتر مي4-2بارد.  در نتيجه در رابطه)مي

 حل نمود. ا  را ميتوان با کمينه کردن مجموع مربعات اطا يعني تابع ،ير
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(2-02) 
,min)TY(S

J

1j

2

Mi,jMi,j


 

ميتوان  kq( و کمينه کردن مجموع مربعات اطا نسبت به 02-2( در رابطه )4-2با جايگکيني رابطه)

 نورت

(2-02) 
0)]([ ,,

*

,,

1

*

,, 


MiMjMMMiMj

J

j

MijMij ZqqZTY 

 آيد.به دست مي که با ساده کردن آن رابطه

 

(2-04) 











J

j

MMj

J

j

MjMjMiMj

MM

Z

TYZ

qq

1

2

,,

1

*

,,,,

*

)(

)(

 

د.  گردممكخ اس ت به نرر آيد که هرچه تعداد دماس ن  بيش تر بارد، نتاي  بهتر  حالل مي       

بار   د.  ،يرا در مس   ائل معكوس، اطا  اندا،ه گير  ا، اهميت ،ياد  وهي در واقع ايخ چنيخ نمي

کردن  بارند و با اضازهبراوردار اس ت. دماها  اندا،ه گير  ر ده به وسيله دماسن  حاو  اطا مي

رود.  علاوه بر ايخ دماسن  هائي ها، مقدار اطا  وارد ر ده در محاسبات بيشتر ميتعداد دماس ن 

عملا دارا  اطلاعات کمتر  هستند.  در واقع  ،که در زالله دورتر  نسبت به سطح زعال قرار دارند

اد  نها، کمك ،يبارند، بنابرايخ اضازه کردن آها کوچك ميضرايب حساسيت مربوط به ايخ دماسن 

نمايد.  نكته ديگر اينكه قرار دادن تعداد ،ياد دماس   ن ، در تو،يع دما در داال به حل مس   ئله نمي

ناحيه حل اثر گذار  ته و ا، نرر عملي نيک ممكخ اس  ت امكان پذير نبار  د. نتيجه اينكه  ايخ روش 

 گردد.  توليه نمي

، دماها  اندا،ه گير  رده آينده بوده که اوهيخ برا  پايدار کردن حل، استفاده ا موثريك روش      

بار به وسيله بك معرزي رده است.  مبنا  ايخ روش بر ايخ اساس پايه رده است که، دماها  اندا،ه 

121گير  ر  ده در ،مانها   ,...,,  Rkkk ttt  حاو  اطلاعات در مورد ر  ار حرارتي اعمال ر  ده در

 2ارد.  در نرر گرزتخ ايخ دماها در واقع در نرر گرزتخ پديده تااير است که درزصل بمي kt،مان 

 مورد بررسي قرار گرزت.   
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ikTحل گرديده است.  يعني مقادير  1ktرود که مسئله تا ،مان مشابه روش قبلي زرض مي      ,1 و

1kq بارند.  علاوه بر ايخ دما در ميمعلومr گام ،ماني آينده نيک معلوم هستند. يعني 

(2-04) r,...,2,1i  ,YT 1,1iM,11iM,1   

گرزتخ  بار  د.  به منرور اس  تفاده ا، ايخ دماها، نيا، به در نررتعداد گامها  ،ماني آينده ميr که 

يك تابع برا  تغييرات ر ار حرارتي در ايخ زال له ،ماني است. بك استفاده ا، زرض هحره ا  ثابت 

 ارتي يعنيبودن رار حر

(2-01) ,q...qq 1rM1MM   

 .را در ايخ زالله ،ماني را پيشنهاد کرد

ر  ود.  مجددا با اس  تفاده ا، زرض مي به کار گرزته Mqنكته اينكه ايخ زرض زقم برا  محاس  به 

 .کمينه کردن مجموع مربعات اطا ميتوان نورت

(2-07) 



 
r

i

iMiM TYS
1

2

1,11,1 min)( 

رابطه  Mq( و کمينه کردن مجموع مربعات اطا نسبت به 07-2) ( در رابطه4-2با قرار دادن رابطه )

 .آيد،ير به دست مي

(2-08) 
0)]([ ,,

*

,,

1

*

1,11,1 


 MiMjMMMMj

r

i

iMiM ZqqZTY 

 که بعد ا، مرتب کردن، رابطه 

 

(2-04) 








 


r

i

MMj

r

i

iMjiMjMM

MM

Z

TYZ

qq

1

2

,,

1

*

1,1,,,1
*

)(

)(

 

-2) رود.  اگر مسئله اطي بارد رابطهگردد. ايخ روش حل برا  هرگام ،ماني تكرار ميحال ل مي

برا  مس ائل غير اطي ضريب حساسيت تابعي ا، دما بوده و   جواب نهائي برا  مس ئله اس ت. (04

-2ار تا رسيدن به همگرائي رابطه)بارد.  در ايخ حاهت در هر تكرا، به تكرار  ميبرا  حل مس ئله ني

 رود.محاسبه مي (04
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ايخ روش را به راحتي ميتوان برا  مسائلي با تعداد دماسن  بيشتر تعميم داد.  برا  ايخ نوع مسائل 

 ميتوان نورت

(2-21) 
,min)TY(S

J

1j

r

1i

2*

1iM,j1iM,j
 

 

 

 گرددفر قرار دادن رابطه ،ير حالل ميکه با مشتق گرزتخ و برابر ل

 

(2-20) .

)Z(

Z)TY(

qq
J

1j

r

1i

2

M,M,j

J

1j

r

1i

M,M,j

*

1iM,j1iM,j

*

MM





 

 

 



 

ر ود.  همانطوريكه گفته رد در انتخاب تعداد دماسن  ا، ايخ رابطه برا  حل معكوس اس تفاده مي

بايد بس   يار دقت نمود.  ،يرا دماها  اندا،ه گير  ر   ده حاو  اطا بوده و اس   تفاده ا، تعداد ،ياد 

 د مشكلاتي را در دقت و پايدار  حل ايجاد نمايد.دماسن  ميتوان

 بارد:به دست آمد به لورت ،ير مي روند حل برا  يك مسئله يك بعد  که روابم آن

*0qو زرض  1M قرار دادن 

M   10در زالله ،ماني tt   

*مح اس   ب ه 

1iM,jT 
r,..,1iبرا      وJ,..,1j    ايخ ک ار ميتواند با اس   تفاده ا، هر روش حل

 مستقيمي انجام رود.  برا  ايخ کار مراحل ،ير لورت ميگيرد:

 ( 2-2سا،  روابم)گسسته  .0

*استفاده ا، ررط مر،   .2

Mq   به جا)(tq 

 (ب-2-2ا، ررط مر، ) استفاده .2

1Mاستفاده ا، ررط اوهيه  .4

*

1M TT    1کهkT .در گام ،ماني قبل محاسبه رده است 

 (20-2( يا )04-2ا، روابم ) Mqمحاسبه  .4

م با و يا انجام حل مس   تقي (4-2) محاس   به تو،يع دما در ناحيه حل با اس   تفاده ا، رابطه .1

 .(2-2) سا،  رده روابمگسسته استفاده ا، زرم 

1MMجايگکيني  .7  و رزتخ به مرحله بعد محاسبات 
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ر بارد.  همانطوريكه دنكته اينكه در مسائل غيراطي نيا، به تكرار  مرحله دوم و سوم محاسبات مي

مر،  و ررايم اوهيه  ر رح داده ر د ااتلاف يبخ محاس بات ض ريب حس اس يت و دما در ر رايم

همگخ هستند. سمت راست  بار د.  ررايم اوهيه و مر،  برا  محاسبه ضريب حساسيت ررايممي

که بيانگر ر رط مر،  مجهول اس ت برا  محاس به ضريب حساسيت برابر يك قرار  ج(-2-2رابطه)

 گرددرود.  بنابرايخ روابم ،ير برا  محاسبه ضريب حساسيت حالل ميداده مي

 اهف(-2-20)
,

t

Z
c

x

Z
k

2

2











 

lx ب(-2-20)    ,0.1





x

Z
k

 

0x ج(-2-20)   ,0





x

Z
k

 

0t د(-2-20)   0),( txZ 

( 4-2ميتوان با روش مشابه مسئله مر،  ) بيان گرديده است را (20-2مس ئله مر،  که در روابم )

رود روابم حاکم و ررايم له معكوس با يك روش متواهي حل ميمجکاس ا،  نمود.  وقتي يك مسئ

روند، برا  گام ها  ،ماني مختلف اوهيه و مر،  که برا  محاس  به ض  ريب حس  اس  يت به کار مي

گام ،ماني محاس  به r برا   مانند.  در نتيجه ض  ريب حس  اس  يت زقم يك بار ويكس  ان باقي مي

رود.  در واقع وقتي ضريب حساسيت يك بار محاسبه رد برا  تمام گامها  ،ماني به کار گرزته مي

ر ود.  در مس ائل غيراطي اينينيخ نيس ت.  در ايخ نوع مس ائل چون ض  ريب حس  اسيت تابع مي

 تند بايد در هر گام ،ماني مجددا محاسبه گردند.  اوات ترموزيکيكي بوده و ايخ ضرايب تابع دما هس

بار  د.  س  وال ديگر  که بايد پاس    داده ر  ود نحوه محاس  به تعداد گام ها  ،ماني آينده مي     

متاس فانه جواب عمومي برا  ايخ سوال وجود ندارد.  بسيار  ا، محققيخ روش سعي و اطا را برا  

  که در ايخ ارتباط بايد اراره رود ايخ است که مطاهعات بك اند.  نكته اايخ انتخاب پيشنهاد نموده

نشان داده است که به علت اصوليات مسائل معكوس گذرا به ا،ا  ،مانها  طولاني تاثير دو موهفه 
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بار  د.  بنابرايخ  برا  تخميخ يك ر  رط مر،  مجهول بايد ا، دماهائي متواهي قابل تش  خين نمي

 ،ماني قرار گرزته اند. استفاده کرد که در زالله نکديك

در روابم به دس ت آمده ا، تابع ثابت برا  رار حرارتي استفاده گرديد.  ممكخ است ايخ تصور       

گردد.  وهي بررس  ي ها  ل  ورت به وجود آيد که اس  تفاده ا، توابع پيييده تر باعش بهبود نتاي  مي

ردد که گطي به جا  ثابت باعش ميگرزته به وس يله بك نشان داده است که استفاده ا، يك تابع ا

گردد که دقت حل کاهش حد پايدار  گامها  ،ماني ازکايش يابد.  ايخ مسئله به نوبه اود باعش مي

ويرايش جديد  ا، روش تخميخ متواهي توابع را ارائه نمود که در  يابد. اايرا سوميارت چانتاسيروان

ميتوان دقت را بهبود داد.  او روش اود را  آن نش  ان داده ر  ده اس  ت با اس  تفاده ا، يك تابع اطي

برا  مس ائل يك بعد  ارائه داد وهي بعدا آنرا برا  مسائل دوبعد  نيک گسترش داد.  نكته اينكه در 

مقاهه او برا  ر بيه سا،  دماها  اندا،ه گير  رده ا، يك رار حرارتي اطي استفاده رده است و 

ده است.  ايخ امكان وجود دارد که بهبود حالل در س پ  ايخ رار با يك تابع اطي تخميخ ،ده ر

نتاي  به ايخ علت بوده است.  نكته ديگر در ارتباط با روش او اينكه دارا  پيييدگي بيشتر  نسبت 

ه تواند در نرر گرزتبه روش بك است.  که ايخ مسئله اود به عنوان يك نقطه منفي برا  روش مي

 رود.

 

 دايت معكوس در حل مسائل ه weberروش  -3-5

 .برا  حل مس ائل پارابوهيك معكوس در انتقال حرارت راهها  گوناگوني پيش نهاد ر ده است       

Weber  روش حل معادلات غيک اطي را در يك بعد  در مسائل معكوس توسعه داد او به جا  حل

    ] 00و4 [ داات.يپربوهيك پرامعادهه پارابوهيك در انتقال حرارت به حل معادهه ه

در مسائل معكوس به علت وجود اطا  مسئله راهها  گوناگوني برا  کاهش ايخ اطا پيشنهاد      

يك روش به ايخ لورت است که مي توان با انتخاب يك اطا  کوچك در معادهه حاکم  .رده است

 به آن پرداات.Weber در معادهه حاکم به يك جواب پايدار برسيم ايخ روري بود که  تغييراتي و



 

31 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ت كاركرد روش وبر در حل معادلات1-3شكلر

0 به جا  معادهه پارابوهيك انتقال حرارت  
2

2











x

T

t

T
  ،  Weber ترم

2

2

x

T
k


   به معادهه

به زيکيك مسئله ادره ا  وارد نكرد بلكه حتي آن  زوق اضازه نمود . اضازه نمودن ترم زوق نه تنها

 را به زيکيك نکديكتر نمود . 

کيررهف محدود بودن سرعت موج گرما در جسم را نديده گرزته است  -ديدگاه کلاسيك زوريه      

در معادهه پارابوهيك .و ايخ حقيقت در بس يار  ا، مس ائل مهندس ي نيک ا، آن چشم پوري مي رود

مسئله در ارتباط نمي  زيکيك زرض با بي نهايت در جس م منتقل مي ر ود که ايخ گرما با س رعت 

ار در جسم منتشر مي ويپربوهيك گرما ، گرما با سرعت محدود به لورت موج اما در معادهه هبار د 

 رود بنابرايخ به زيکيك مسئله نيک نکديكتر مي رويم . 

 خطا به علت 

 اضافه کردن

ترم 
2

2

t

T




 

qexact 

 کوسمعادله مع جواب

Parabolic         

 معادله معکوس جواب

Hyperbolic       

 

q 

t 
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(2-22) 
0

2

2

2

2
















x

T

t

T

t

T
k 
 

 ررايم مر،  

(2-22) )(),0( 0 xTxT  

(2-24) )(),( tuLtT  

(2-24) )(),( tfLt
x

T




 

(2-21) )(),( xTxtT tt  

        

يپربوهيك دارد و تأثير چنداني بر حل مسئله اکه زقم سهمي کوچكي را در معادهه ه (21-2) ررط  

را يك تابع  xTt)(به قدر کازي کوچك بار   د در نتيجه مي توان تابع kوارد نمي کند و اگر مقدار 

-2) تا  (22-2) يپربوهيك يعني معادلاتادهخواه ا، متغيرها انتخاب نمود. همينيخ مس  ئله مر،  ه

خ مس ئله پايدار اوش وض ع هس تند و تس ت حل آنها نيک اوش امتخان مي بارد علاوه بر اي (21

 .روش عدد  نيک برا  مسائل هيپربوهيك نيک بسيار مؤثر و کارآمد و دقت بالائي دارند

راهها  گوناگوني را برا  گس  س  ته س  ا،  معادلات هيپربوهيك وجود دارد . با انتخاب جداس  ا،  

 مرکک  برا  هر دو متغير مكان و ،مان مي توان بدست آورد که

(2-27) 





 )(
2

1
)2( ,1,1,1,,12 ikIkikikik TT

t
TTT

t

K

1,,1,2
2(  


ikikik TTT

x

a 

 

(2-28) 
1

2















t

x

a

K
 

ايلي کوچك انتخاب رود مطمئناً ررط زوق نيک لادق اواهد بود  Kمي بارد . بنابرايخ اگر مقدار 

,1را بر حسب  (27-2). معادهه  ikT .مرتب مي کنيم 
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(2-24) 
  1,,1,,11,

2

1
12

2

1
 








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






 ikikikikik TTTTT 


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
 

2xکه 

ta






 

مربوط به نورها  مر،  ناحيه حل مي بار   د  i = Iمربوط به ر   رايم اوهيه ،  k = 0مق دار 

ر  روع  k = 1 , 2 , . . . . , k – 1و در ،مانها   i = I.محاس  بات اود را مي توانيم ا، نور 

 کنيم . 

 رد . نشان داده  Beckنمودار ،مان و مكان روش زوق اوهيخ بار توسم 

 

 

: دمای معلوم  Oگام زماني k = 7نقاط گره و  I = 7؛  weberشبكه مكان و زمان برای روش ت 2-3شكل ر

, :X  دمای غير قابل محاسبه #دمای در حال محاسبه و 

 

  RMو  FSMتركيح روشهای  -3-6

تعداد  ر رايم مشخن رده را اعمال مي کنيم  Regularization (RM)در روش        

خ ر رايم ، مقادير  نامعلوم ا، ر ار حرارتي و مشتقات اول و دوم آنها که ايخ مشتقات مرتبه که اي
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  Function (FSM)روش را ت ع ي ي خ م ي ک ن  د، ا، ط رف ديگر ب  ا انتخ  اب روش 

Specification  Method گرزته  که با زرض ر  ار حرارتي در هر گام  برابر و ثابت در نرر

ترکيب رود در لورت انتخاب  FSMلفر مي تواند با روش  مرتبه RMبنابرايخ زقم  ر ود.مي

بايد ر ار حرارتي بصورت اطي انتخاب روند  FSMترکيب کردن آنها با  RMمرتبه ها  بالا  

 . ]4[غير ثابتياو يا توابع پارابوهيك و

به کارگرزته رد و يك مسئله مر،  معكوس يك بعد  را  Murioو  Beckايخ رور ها توس م 

ايخ مس ئله يك ورق نيمه بي نهايت بودکه آنها مقدار رار حرارتي را رو   ند،رار دادمورد بررس ي ق

 .  دندسطوح اارجي بدست آور

 زرم تابعي به ركل ،ير انتخاب رد :

(2-21) P

prk rArArAAq  ...2

2101
 

RrqA که K ,...,2,1,0   . اگرp = 0  قرار دهيم يك رار حرارتي ثابت و اگرp = 1  يك رار

 آيد . روش تنريمي مرتبه لفر نيک در اينجا به کار گرزته مي رود . رارتي اطي بدست ميح

(2-20) 
 
 

 
R

r

R

r

rkrkrk qUTS
1 1

2

1

2

1,11,1 )( 

 
 

ikUکه عبارت  . . . . مقادير  و A1و  A0پارامتر تنريم اس   ت ض   ريب  مقادير دما  معلوم و  ,

 هستند . مجهول 

يا عدد  n + 1ا  ،ماني بعد  برا  حل مسائل بايد کوچكتريخ مساو  تعداد گله Rدر ايخ مرتبه 

معمولاً در ايخ روش  .انتخاب رود تا بتوان روش کاهش مربعات را به کار برد n + 1،وج بکرگتر ا، 

و هدف تقريب  kt-1مقادير  معلوم در ،مان k,jq  زرض مي رود که مقادير مؤهفه ها  زشار حرارتي

موهفهُ ر ار حرارتي به لورت ،ير  RMدر مرتبه ها  بالاتر  .مي بار د ktن ،دن مجهولات در ،ما

 بيان مي رود
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(2-22) 
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q
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 
 


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1,0تعداد گامها  ،ماني بعد  است اگر  R که 021   مقادير رار ثابت زرض رده است

11اگر    12اطي زرض رده و اگر  گردد يك مقدار پارابوهيك نيک به معادهه رار اضازه مي

 امكان پذير است.  pدر حاهت کلي هر ترکيبي ا، 

به  ktاست مجهولات زقم در ،مان  FSMيك ترکيب ال لي در روش  ( 22-2)ر كل معادهه     

انها  بعد  مي تواندبه طور مستقيم در معادهه يكديگر وابسته اند هر اطلاعات اضازي ا، دما و در ،م

گيرد. تعداد مجهولات کردن انجام مي Smootlingب ه ک ارگرزت ه ر   ود که ايخ کار به کمك 

 و . . . . دارد.  1Aو  0Aبستگي به تعداد ضريب  Murioو  Beckدرروش 

اگر ا، مرتبه ها   مؤهفه ها  رار حرارتي هستند که مقادير  مجهوهند و (22-2)در حقيقت معادهه 

نيک بايد محاسبه روند .به مثال  j-kq , 2و  j-kq , 1بالا  تنريم س ا،  اس تفاده مي رود مقادير  

  .،ير توجه کنيد

 معادهه ديفرانسيل حاکم

(2-22) ),(
),( 2 trTa

t

trT




 

 ضريب نفوذ  aمتغير مكاني است و  rکه بردار

 ررايم مر، 

(2-24) 
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n

T





  

(2-24) 
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مقدار  Bq (r , t)مقدار رار مجهول    q (r , t)بردارنرمال اارجي رو  مر، است و  nکه بردار 

BAباردومي BSو  ASرار معلوم بر رو  مر،  SS  جموع سطح اارجي را تشكيل مي دهد .م 

   بصورت ،ير مي بارد:و دماها  معلوم در داال ناحيه حل  ررط اوهيه

(2-21) 
0

)(),( 0





t

tTtrT
 

(2-27) 

مكان ،مانها  مورد بررسي در با،ه ،ماني  Kتعداد گره ها  داالي ناحيه حل اس ت و  Iکه مقدار 

نيم ،مان و مكان متغيرهائي هستند که بايد جداسا،  روند حل مي بارد همانطور که ا، قبل مي دا

را بدست آوريم  k , jqو مؤهفه ها  رار  k , iUو  K , iTو ا، نتاي  ايخ جداسا،  مي توانيم مقادير 

. 

(2-28) 
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 ،يرا سطح  بيان رده اند ( 22-2)به کمك معادهه  که که بيان کننده مؤهفه ها  ر ار حرارتي است

 تقسيم رده است اهمان مر،   Jبه 

 بارد . jبايد بکرگتر مساو  ا،  Iتعداد دماها  اندا،ه گير  رده 

(2-24) jI  

 همينيخ ضريب حساسيت به لورت ،ير تعريف مي رود .

(2-41) 
jk

imjk

im
q

T
Z

,

,,

,



 

Ii

Kk

rtTU ikik

,...,2,1

,...,2,1

),(,









 

37 

 

مربوط به  iوmها  مر،  مرتبم با رار حرارتي و  مربوط به ،مان و تعداد گره jو  kکه انديسها  

 ،مان و گره ها  ناحيه داالي حل که سنسور دما در آنها قرار گرزته مي بارند . 

 در مسائل مر،  برا  تعييخ مقدار ضريب حساسيت مشابه معادهه ،ير به کار گرزته مي رود . 

(2-40) 
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(2-42) 
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(2-42)  0t         برا

 0),(, rtZ jk  

ستون   Jبعد ا، اينكه ض رائب حساسيت محاسبه رده اند مي توان آنها را بصورت يك  ماتري  که 

I  . سطر دارد نورت 

(2-44) 
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jکه هر ،ير ماتري  

iZ  ،اR  سطر وR  . ستون تشكيل رده است 

(2-44) 
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jبرابر با لفراست در نتيجه ،ير ماتري   m < kهر ضريب برا  (2-42)طبق ررط اوهيه 

iZ تبديل

 به يك ماتري  پاييخ مثلثي که همه مؤهفه ها  قطر اللي آن برابر با لفر هستند . 

    ررس  ي يك مس  ئله معكوس که رابم اطي بيخ مؤهفه ها  زش  ار حرارتي آن وجود داردحال به ب

 مي پردا،يم .  

(2-41)    qqZTT 

 ،ير بردار  Iرامل  Tبردار  I  Rکه 
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(2-47) T

ITTTT ],...,,[ 21 

 که  iTبا هر 

(2-48)  TjiRkjrkjkiki TTTTT ,,1,1, .............,  

 ،ير بردار Jامل که ر qبردار که  R  Iو 

(2-44)  TJqqqq ,....,, 21 

 و

(2-41)  TjRkjrkjkjkj qqqqq ,1,1,1, ...................,  

مي بارد .  q = q*نيک تو،يع دما  متناظر با  *Tيك زش ار حرارتي دهخواه و ااتيار  و  q*که 

 اگر به تو،يع دما و دجاها  ديگر احتياج بود در آن نقطه يك سنسوره دما مي گذاريم. 

 مي توان بصورت انديسي نيک نورت : (41-2)معادهه 

               
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(2-40)                                             
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مربوط به گام ،ماني برا  مؤهفه ها  ر  ار حرارتي اس  ت و مؤهفه ها  ر  ار حرارتي ا،  k،ير نوي  

1 Ktt 2 تاkt  . . . 1و Rkt  (22-2) کردمي توان تعييخ 

(2-42) jrjkrjrk qkq ,,,1  
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  ( داريم 41-2)در ( 44-2)و ( 42-2)و  (42-2)با جانشيني معادهه ها  

(2-44)   qZYXQTT 

 kt = tمقدار مؤهفه رار حرارتي مجهول در ،مان  jرامل  Qکه بردار 
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(2-41)  Tjkkk qqqQ ,2,1, .......,, 

 بعني  jxبردار نورت  jرا مي توان با  Xو ماتري  

(2-47)  JXXXX ,...,, 21 

 ورود  است .   I Rرامل jx  رکه ه

(2-48)  Tj
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jjj XXXXXX 1,,1,1,21,1 ,.....,,.....,,, 

 ورود   R  Iرامل  Yو بردار 
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j

irX ,
irYو     مؤهفه ها  هستند که مي توان ا، رابطه ،ير محاسبه کرد . ,

(2-11)                                                   









r

m

m

jm

ir

j

ir

Jj

Ii

Rr

kZX
1

,

,,

,...,2,1

,...,2,1

,...,2,1

 

(2-01)                                        
  




J

j

r

m

jm

jm

irir
Ii

Rr
ZY

1 1

,

,

,,
,...,2,1

,...,2,1
 

استفاده رود  kt = tحل رود و ا، ايخ حل در ،مان  k t= t– 1در مس ائل معكوس بايد مسئله در 

1231گام ،ماني بعد  Rبا  ,,...,  kkkRk tttt 

 رود پ  مي توان نورت : مينيممبايد  Sتابع 

 

 (2-12)  

min)()()()().().(.)()( 224

2

112

1  












 qHqH

t
qHqH

t
qHqHTUTUS TTTT 

 

که مربوط به مرتبه تنريم سا،  است(  ( PH p = 0 , 1 , 2 يا  2Hو  1Hو  0Hماتريسها  

 ،ير ماتري  . J  jماتريسها  تنريم سا،  رامل 
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































000...0000

000...0000

121...0000

........................

000...1210

000...0121

2

jH 

                                                                           





















j

P

P

P

P

H

H

H

H

.....00

....................

0.....0

0.....0
2

1

 

 

jاست هر ،ير ماتري  يك ماتري  لفر 0که 
P(j = 1 , 2 , . . . , J) H  راملR  رديف وR 

 ستون است

 مي توان نورت :  pبرا  همه  

for    P = 0                        H0j = I 

 ماتري  واحد است Iکه 

 

    p = 1   برا  

 

 p = 2  برا  

 

 

 

 

 

 ه طور همکمان ارضا رود .مي توان ديد گام ،مانهايي که به کار برده مي رود بايد ب

kR   )تنريم مرتبه لفر( P = 0برا   1 

12   )تنريم مرتبه يك( P = 1برا    kR  

23   )تنريم مرتبه دو( P = 3برا    kR 































00...000

11...000

..................

00...110

00...011

1

jH
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 تعداد گامها  ،ماني است . Kکه 

 سر انجام بدست مي آوريم .  (12-2) در معادهه  (44-2)با جانشيني معادهه 

)(
221100 4

2

2

1
0 YTUXQXX

t
XX

t
XXXX T

H

T

HH

T

HH

T

H

T 





















 



 (2-12)             












 

224

2

112

1

000 H

T

HH

T

HH

T

H

T YX
t

YX
t

YXqZX


 

بايد  0و مرتبه  Rmin = 1برابر با ل  فر و  2و  1برا  تنريم س  ا،  مرتبه ل  فر بايد مقادير 

1   2و  برابر با يك وRmin = 2  12و برا  مرتبه دوم   3وmin R 

مش  اهده  (12-2) که در معادهه  HPY (P = 0 , 1 , 2)و مقادير بردار  HPXماتري  جديد 

  مي بارند که  HP X ( P = 0 , 1 , 2)ميشوند بصورت يك سااتار عمومي ا، 

(2-14)                                       




















j

HP

HP

HP

HP

X

X

X

X

...00

............

0...0

0...0
2

1

  

jيك بردار لفر است و بردار  0که 

HPX . رامل مؤهفه ها  ،ير مي بارد 

(2-14)                                         Tj

HP

j

H

j

HP

j

HP

j

H RXXXXX ,....,,....,, Pr21Pr  

 ورد که مي توان ا، معادهه ،ير بدست آ

(2-11)                                                                   m

r

m

j

mpr

j

rHP kHX 



1

, 

 را ميتوان بصورت ،ير ماتريسهايي به ركل ،ير تعريف نمود .  HPYهمينيخ بردار 

(2-17)                                           Tj

HPHPHP

j

H YYYY ,........,, 21

Pr  

(2-18)                              Tj

RHP

j

HP

j

HP

j

HP

j

HP YYYYY ,......,,.........,, 2 

(2-14)                                                   



r

m

jm

j

mpr

j

rHP HY
1

,,  
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 FSMدر  k t = t– 1را مي توان ا، راهها  س اده ا  بدست آورد يعني ا، مقادير  qمقادير بردار 

kkخ با،ده با تخميخ مؤهفه رار حرارتي مي توان بي ttt 1  در  نيک رسيد و برا  هر ،مان بعد

 ايخ زالله مي توان ايخ مؤهفه ها را محاسبه کرد. 

 اهگوريتم حل برا  حل مسائل مر،  رامل مراحل ،ير است. 

و تقريب زرم توابع رار حرارتي يعني  Pيعني انتخاب عدد  RMزرض مرتبه تنريم سا،  در  -0

 P انتخاب عدد

  Zطبق مرتبه تنريم سا،  و محاسبه ضرائب حساسيت  Hpايجاد ماتري   -2 

01و  K = 1جايگکيني  -2 


rkq  براr = 1 , 2 , . . . , R  وj = 1 , 2 , . . . , J 

10برا  زالله ،ماني  tt   

پ    K = 1( و زرض اينكه اگر (42-2) )معادهه  rKمحاسبه  r = 1 , 2 , . . . ,Rبرا   -4

, K  = 2 021   ،02   . و با وجود اينكه زرم توابع رار حرارتي انتخاب رده است 

 ( 14-2) و ( 14-2) )معادهه   HPX( (11-2)و ( 48-2)و ( 47-2) )معادهه  Xمحاسبه ماتري   -4

 ( (11-2) و 

irمحاسبه  -1 ,    براr = 1 , 2 , . . . , R  وj = 1 , 2 , . . . , J  (   (44-2) )معادهه 

-2)و( 18-2) و ( 17-2) )معادهه  HPY( و (10-2) و معادهه (44-2) )معادهه  Yمحاسبه بردار  -7

14) ) 

  i –1  –k + rمحاس  به  -8
*T    براr = 1 , 2 , . . . , R  و. . , Ii = 1 , 2 ,   ا، مس  ائل

 مر،  

  (22-2) *معادهه ديفرانسيل 

),(   با  (24-2) * ررايم مر،  
,1

rtqq
jrk





 

 (24-2) * ررايم مر،  
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* ررايم اوهيه 
jkjk TT ,1,1 



   وقتي کهjkT ,1  12تخميخ ،ده رده در زالله ،ماني   kk ttt 

 (21-2) يا  ررط 

برا  مقادير  (42-2) ( ا،معادهه 41-2) )معادهه  j  = 1 , 2 , . . . . . , Jبرا   kqمحاسبه  -4

 ا، پارامتر تنريم سا،   متفاوت

jrkqمحاسبه  -01 ,1,    براr = 1 , 2 , . . . ,R  (42-2) ا، معادهه  

 (40-2) يا  ( 41-2) ، معادهه تعييخ تمام تو،يع دماها ا -00

و   k +1 kجايگکيني  -02
jrkjrk qq ,2,1, 

  

و گرنه برويد و به  (4) کنيد محاس  به مقادير را ا، مرحله س  پ  تكرار k = 3و  k = 2اگر  -02

 (1)مرحله 

  انجام دهيم. 00تا  8تكرارهايي ا، مرحله  بايد ،اگر مسائل غير اطي بارند 

 

 

 

روش گراديان :  چهارمفصل 

 مزدوج در حل مسائل معكوس
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 مقدمه -4-1

يك روش تكرار  0در ايخ زصل يك روش برا  تخميخ پارامتر مجهول ارائه رده است. گراديان مکدوج

قو  و س   اده برا  ح ل مس   ائ ل معكوس اطي و غير اطي مي بار   د. در زرآيند تكرار در هر 

جهت ريب به منرور کمينه کردن تابع هدف محاسبه مي رود.  مرحله،اندا،ه گام مناسب در امتداد

 ايخ روش رامل مراحل ،ير است:

 مسئله مستقيم 

 مسئله معكوس 

 زرآيند تكرار 

 ملا  توقف 

 اهگوريتم محاسبه 

                                                           
1 . Conjugate Gradient Method 
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 در ،ير به ررح هر يك ا، مراحل نام برده با استفاده ا، يك مسئله نمونه مي پردا،يم.

ا  با ض  خامت واحد بي بعد مفروض اس  ت. دما  اوهيه  هدايت حرارت غير دائم اطي در ل  فحه

، يك منبع حرارتي با  0tعايق مي بارد. در ،مان  1xو  0xلفحه لفر و مر، ها  آن در 

tg)(توان  p  5.0بر واحد سطح، که در نقطه ميانيx  (0-4، انرژ  پخش مي کند.)ركل 

 

 هندسه و مختصات صفحه با منبع حرارتي -ت 1-4شكل ر

 مدل رياضي مسئله به ركل بي بعد بصورت ،ير است:

 اهف(-4-0)
0,10  tx t

txT
xtg

x

txT
p








 ),(
)5.0()(

),(
2

2


 

 ب(-4-0)
0,0  tx 

0
),0(






x

tT

 

 ج(-4-0)
0,1  tx 

0
),1(






x

tT

 

 د(-4-0)
10,0  xt 

0)0,( xT 

 

 تابع دهتا  ديرا  مي بارد. (.)که 

 

 مسئله مستقيم -4-2
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موض وع مسئله مستقيم که در بالا ررح داده رد ، تعييخ تو،يع دما  txT با مشخن بودن منبع  ,

حرارتي   tg p .مي بارد 

 

 مسئله معكوس -4-3

در مس   ئل ه معكوس، منبع حرارتي  tg p   بعنوان مجهول و دماها  اندا،ه گير  ر   ده در نقطه

meanxx   در ،مان ها ،Iiti ,...,2,1, معلوم در نرر گرزته مي ر   وند. برا  حل چنيخ  ، بعنوان

مسئله ا  تابع مجهول  tg p ( اطي مي رود:2-4با استفاده ا، رابطه ) 

(4-2)   



N

j

jjp tCPtg
1

)(

 
 ، پارامترها  مجهول هستند.jP، توابع معلوم و jCکه در آن 

( تخميخ تابع 2-4وجه به رابطه )با ت tg p با تخميخ N  پارامتر مجهولjP  معادل اس  ت . چنيخ

 حل مي رود: 2تخميخ پارامتر  با کمينه کردن نرم حداقل مربعات

(4-2)        PTYPTYPS
T

 

 

 فرآيند تكرار : -4-4

د تكرار در روش گراديان مکدوج برا  کمينه کردن رون  PS : طبق رابطه ،ير است 

(4-4) kkkk dPP 1

 

عدد تكرار  kمي بار  د و بالا نوي   4، جهت ر  يبkdو  2، اندا،ه گام جس  تجو kدر رابطه زوق 

 است. جهت ريب ا، رابطه ،ير محاسبه مي رود:

(4-4) kkkk dPSd  )( 

                                                           
2 . Least Squares Norm 

3 . Search Step Size 

4 . Direction Of Descent 
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 Ribiere-Polakموجود مي بار   د که ا، بيخ آنها رابطه  عب ارات متف اوتي برا  ض   ريب 

  :بصورت ،ير

(4-1) ,...2,1k 00  

    

 
















N

j

j

k

N

j

j

kk

j

k

k

PS

PSPSPS

1

21

1

1

)(

)()()(



 

 مي بارد.بصورت ،ير  Fletcher-Reevesو رابطه 

(4-7) ,...2,1k 00  

 

 














N

j

j

k

N

j

j

k

k

PS

PS

1

21

1

2

)(

)(



 

( ،عب  ارت 7-4( و )1-4در روابم )  j

kPS موهف  ه ،j  در تكرار   4ام گرادي  ان مس   يرk ام

محاسبه مي  jP( نسبت به پارامترها  مجهول 2-4اس ت.گراديان مس ير با مشتق گير  ا، رابطه )

 رود.

(4-8)       kTkk PTYJPS  2 
kJاست که توسم رابطه ،ير تعريف مي رود: 1، ماتري  حساسيت 

(4-4)  
T

T

P

PT
PJ 














)(

 
 ام گراديان مسير با رابطه لريح ،ير قابل محاسبه است:jبنابر ايخ موهفه 

 (4-01) Nj ,..,1      k

ii

I

i j

k

i
j

k PTY
P

T
PS 




 

1

2

 

( برا  مس ائل اطي معادل يكديگر مي بار  ند، اما ر  واهد نشان مي دهد که 7-4( و )1-4روابم )

 سائل غير اطي همگرايي بهتر  دارند.( برا  م1-4رابطه )

( ظاهر مي رود با کمينه کردن تابع 4-4که در رابطه ) kاندا،ه گام جس تجو  1kPS   نسبت به

k : تعييخ مي رود 

                                                           
5 . Gradient Direction 

6 . Sensitivity Matrix 
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(4-00)        111 minmin   kTkk PTYPTYPS
kk  

 ( :00-4( در رابطه    )4-4ا، رابطه ) 1kPبا جايگکيخ کردن 

(4-02)        kkkTkkkk dPTYdPTYPS
kk




 minmin 1

 
بردار دما   kkk dPT   را با بس م س ر  تيلور اطي کرده و س پ  نسبت بهk  کمينه مي

 کنيم:

 اهف(-4-02)

  



























































I

i

k

T

k

i

i

k

i

I

i

k

T

k

i

k

d
P

T

YPTd
P

T

1

2

1



 

 که

 ب(-4-02)
































k

N

i

k

i

k

i

T

k

i

P

T

P

T

P

T

P

T
,...,,

21 
-4)       ام ماتري  حساسيت است. بنابرايخ ، رابطه iب( سطر -02-4توجه کنيد که بردار معادهه )

 اهف( به ركل ماتريسي بصورت ،ير است:-02

 ج(-4-02)    
   kkTkk

kTkk
k

dJdJ

YPTdJ 


 

ن مس  ير، گرادياkJبعد ا، محاس  به ماتري  حس  اس  يت  kPS ض  ريب مکدوج،k  و اندا،ه گام

( تا برقرار  ر رط توقف که بر اس  اس الل ااتلاف 4-4، زرآيند تكرار توس م رابطه )kجس تجو

 است، انجام مي رود.

 

 معيار توقف -4-5

(، با اندا،ه گام جستجو7-4ا )( ت4-4زرايند تكرار داده رده توسم روابم )
kبدست آمده ا، رابطه ، 

( هکوما روش گراديان مکدوج پايدار  را جهت کمينه کردن تابع هدف زراهم نمي کنند. ،يرا 4-02) 

 دما  اندا،ه گير  رده ذاتا رامل اطاها  تصادزي مي بارد. 
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است در طول زرآيند کمينه کردن تابع هدف  بخاطر اص يصه بد وضع بودن مسائل معكوس، ممكخ

در تعييخ  7"الل ااتلاف "نوس انات بکرگي را در جواب ها مشاهده کنيم. به هر حال، با بكار بردن 

 معيار توقف ، ممكخ است روش گراديان اوش وضع رود.

 ، زرآيند تكرار وقتي متوقف مي رود که ررط ،ير بر قرار بارد: "الل ااتلاف"بر اساس 

(4-04)   1kPS 

بگون ه ا  انتخ اب مي ر   ود ک ه منجر به حل پايدار گردد. در اينجا، وقتي  ک ه مق دار تلران  

باقيمانده بيخ مقادير اندا،ه گير  رده و مقاديرتخميخ ،ده رده هم مرتبه با بکرگي اطاها  اندا،ه 

 د:گير  بارد، تكرار متوقف اواهد ر

(4-04) 
iimeani txTtY  ),()( 

اس   ت. برا  انحراف  itاطا  اندا،ه گير  در ،مان  8انحراف اس   ت اندارد  iک ه در رابط ه زوق، 

tconsiاستاندارد ثابت، tan( داريم:2-4( در رابطه )04-4، با قرار دادن رابطه ) 

(4-01) 2

1

2  I
I

i

i 
 

 

 الگوريتم روش گراديان مزدوج -4-6

دماها  اندا،ه گير  ر  ده  IYYYY ,...,, 21  در ،مانها ،Iiti ,...,1,   .0مفروض اس  تP  ،

 قرار داده و سپ : 0kمي بارد. Pحدس اوهيه برا  بردار مجهول 

موجود و تعييخ بردار دما   kP( با استفاده ا، 0-4حل مسئله مستقيم ) I

k TTTPT ,...,,)( 21. 

 ( و ادامه در لورت عدم مصداق.04-4بررسي لحت معيار توقف ا، رابطه )

محاسبه ماتري  حساسيت 
kJ( 4-4، ا، رابطه.) 

                                                           
7 . Discrepancy Principle 

8 . Standard Deviation 
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محاس به گراديان مس  ير kPS( با اس تفاده ا، 8-4، ا، رابطه )
kJ،Yو kPT  س  پ  محاس  به .

ضريب مکدوج 
k ( 7-4( يا )1-4ا، رابطه.) 

محاسبه جهت ريب 
kd ( 4-4با استفاده ا، رابطه.) 

محاس به گام جس تجو 
k ( و مقادير 02-4با استفاده ا، رابطه )

kJ  ،Y  و kPT و
kd محاسبه .

1kP (.4-4طه )با استفاده ا، راب 

 و رزتخ به گام اول. kبه جا   1kجايگکيخ کردن 

 

 

 

 

 

 

 

حرارتي  شارتعيين :  پنجمفصل 

 روی ديواره كره
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 مقدمه -5-1

در ايخ زص  ل به تول  يف يك مس  ئله زيکيكي و ر  بيه س  ا،  رياض  ي آن با اس  تفاده ا، معادلات 

 نسيل و در نهايت حل آن با يك روش عدد  مي پردا،يم ديفرا

 

 مسئله مستقيم -5-2

ا، آنجاييكه حل مسئله مستقيم جک  لاينفك هر مسئله معكوس مي بارد، هذا دقت ايخ بخش بسيار 

حائک اهميت اس ت. دقت مس ئله مستقيم اود به دو عامل وابسته است. يكي ايده آل سا،  مسئله 

يت منجر به يك معادهه رياضي قابل حل مي رود، دوم روري است که برا  زيکيكي است که در نها

 حل آن معادهه مورد استفاده قرار مي گيرد.

 

 توصيف فيزيك مسئله  -5-2-1
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در يك  0tطي يك عمليات حرارتي ا، هحره  0Tو با دما  اوهيه  Rزرض کنيد کره ا  به رعاع

حرارت داده مي رود. هدف مسئله مستقيم محاسبه تو،يع دما  qبا،ه ،ماني محدود و با ر ار ثابت 

 در داال ميله و در هر هحره مي بارد.

تول  يف زيکيكي يك مس  ئله ، بيان يك رويداد با ر  رايم واقعي اس  ت. برا  آنكه مس  ئله با ،بان 

ل يف ر ود، نيا، به س اده سا،  و زرضيات ايده آل سا،  مي بارد. اينكه دما  اوهيه رياض يات تو

جس م بطور يكنواات تو،يع ر ده اس ت و يا جسم با رار حرارتي ثابت حرارت داده مي رود زرض 

 هايي ا، ايخ قبيل هستند.

 

 

 

 توصيف رياضي مسئله -5-2-2

با يك مسئله در ،مينه انتقال حرارت مواجه با توجه به توليف زيکيكي مسئله مي توان دريازت که 

هس تيم. و ا، آنجاييكه قطعه يك کره اس ت، دس تگاه مختص ات کرو  برا  تول يف رياضي بسيار 

 مناسب مي بارد.

 به ركل ،ير است : کرو لورت کلي معادهه انتقال حرارت در دستگاه مختصات 

(4-0) 
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
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
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222

2
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نرخ توهيد يا  q، ض   ريب پخش حرارت ض   ريب هدايت حرارت،  kدما،  Tکه در معادهه زوق 

پارامتر مربوط به بعد ،مان و  tجذب حرارت،  ,,r كان در دس  تگاه پارامتر ها  مربوط به بعد م

   مي بارند.کرو

( با اعمال زرض ها  ايده آل س  ا،  به ر  كل س  اده تر  در اواهد آمد. زرض ها  0-4معادهه )

 مسئله ا، ايخ قرار است :
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 توهيد يا جذب حرارت در جسم وجود ندارد

 ثابت و در کل جسم يكنواات مي بارند. ,kپارامتر ها  زيکيكي 

 ررايم مر،  جسم دارا  تقارن محور  است هندسه و

 با اعمال زرضيات زوق معادهه کلي, به معادهه ،ير تبديل مي رود:

(4-2) 
t

T

r

T
r

rr 






















11 2

2
 

( يك معادهه مرتبه دو و غير دائم اس  ت که برا  حل آن احتياج به دو ر  رط مر،  در 2-4معادهه )

 راستا  رعاعي و يك ررط اوهيه مي بارد.

 م مر،  و ررط اوهيه بصورت ،ير است:رراي

 آ( -4-2)
0

0






rr

T
k

 
 ب( -4-2)

s

Rr

q
r

T
k 




 

(4-4) 0)0,( TrT  

 

 مجزاسازی -5-2-3

برا  حل هر مسئله ررط مر،  به روش عدد , احتياج به يك روش مجکاسا،  است تا با استفاده 

و ر رايم مر،  آن به يك معادهه جبر  تبديل ر ود. س پ  با مشبند  ا، آن معادهه ديفرانس يل 

کردن ناحيه مجهول ، زض ا  پيوس ته مجهول تبديل به يك زض ا  گس سته مي رود. با با،نويسي 

معادهه ديفرانس يل مجکا ر ده به ا،ا  هر مجهول، به يك دس تگاه معادلات جبر  مي رسيم. که با 

 بصورت گسسته بدست مي آيد. حل آن تابع ديفرانسيل در ناحيه حل

در اينجا ا، روش تفاض ل محدود مرتبه دو برا  گسسته سا،  معادهه ديفرانسيل استفاده مي رود. 

عبارات 
r

T



 ،
2

2

r

T



 ،
t

T



  را که در معادهه ديفرانس  يل ظاهر مي ر  وند با روابم ،ير جايگکيخ مي

 کنيم.
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(4-4) 
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(4-7) 
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


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
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)(لا،م به ذکر اس  ت که در روابم زوق مش  تق مكاني با تفاض  ل مرکک  مرتبه دو , 2hO و مش  تق ,

 , مجکا مي روند. hO)(،ماني با تفاضل پيشرو  مرتبه دو ,

( و جايگذار  7-4( تا )4-4با استفاده ا، روابم ) 1kبا محاس به تمامي مش تقات مكاني در ،مان 

 ( و مرتب سا،  به رابطه ،ير مي رسيم:2-4آنها در معادهه )

 

 

(4-8) k
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i DTCTBTAT  
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(4-01) 
rrr
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
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(4-00) 















tr
C



12
2

 

(4-02) 
t

D





1 

برا  مجکا س  ا،  ر  رايم مر،  بايد مرتبه عبارت 
r

T



 ,ا، مرتبه دو )( 2hO بار  د. ،يرا تمامي ,

ه در رو  مر،ها به علت عدم تقارن در مع ادلات و جملات آنه ا ب ايد هم مرتبه بار   ند. ا، آنجاييك

اطلاعات گره ها , نمي توان ا، تفاضل مرکک  استفاده کرد, بايد ا، تفاضل پيشرو و پسرو  مرتبه دو 

, بصورت , و اپراتور تفاضل پسرو,بر اساس اپراتور تفاضل پيشرو, Dاستفاده کرد. تعريف اپراتور 

 ،ير است :



 

55 

 

(4-02) 

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

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
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(4-04) 
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 ...

32

1 32
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 : Tبا احتساب دو جمله ا، بسم زوق اطا  مرتبه دو بدست مي آيد. با اعمال ايخ اپراتور بر تابع 

(4-04)  21 3
2

4
 
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
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r

TTT
hr

T
 

(4-01)  2143
2

1
 




iii

r

TTT
hr
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 ( تفاضل پسرو مي بارد.01-4( تفاضل پيشرو و )04-4رابطه )

 ( :2-4( در عبارت )01-4( تا )04-4با قرار دادن روابم )

 اهف( -4-07) 
210

3

1

3

4
TTT  

 ب( -4-08)
k

rq
TTT MMM

3

2

3

1

3

4
21


  

( برا  8-4ه حل و نورتخ رابطه )( بصورت ضمني مي بارد. بعد ا، ربكه بند  ناحي8-4زرم رابطه )

 Tقطر  به دست مي آيد. با حل دستگاه تو،يع تابع  س ههر گره  يك دس تگاه با ماتري  ض رائب 

 بصورت گسسته و در نقاط گره بدست مي آيد.

 

 

 كد نويسي و اعتبار آن -5-2-4

حرارت دو بعد , در دستگاه مختصات  در ايخ قسمت با کمك يك تابع رياضي که در معادهه انتقال

اس توانه ا  و با زرض همگخ بودن نمونه ل دق کند و همينيخ کليه ر رايم اوهيه و مر،  را ارضا 

 نمايد به ربيه سا،  مسئله مي پردا،يم.
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همانطور که ذکر ر د معادهه ديفرانسيل حاکم بر مساهه , ررايم مر،  و ررايم اوهيه مطابق رابطه 

است. بنابر ايخ نيا،مند تابع رياضي هستيم که ايخ معادلات را ارضا نمايد. برا  ايخ  (2-4( و )4-2)

 منرور تابع ،ير را در نرر مي گيريم:

(4-04) CtrtrT   6),( 2 

 

1,1با زرض   k ( را ارض   ا مي کند. با اعمال ر   رايم مر،  بر 2-4( معادهه )04-4, معادهه )

 ( داريم:04-4معادهه )

(4-21) 
R

qs

2
 

(4-20) 3.0C 

Cو  مق ادير ث ابت هس   تند ، بطوريكه با مقدار دهي به ثابتC  در واقع دما  گره ها در هحره

،راهد ازکايش يا کاهش دما با گذرت ،مان اواهيم ي به ثابت رروع و با مقدار دهي مثبت يا منف

 بود.

انجام رد که متخ کد  MATLABکد نويسي برا  حل معادهه مجکا رده با استفاده ا، نرم ازکار 

  در پيوست آورده رده است.
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 ت مقايسه حل عددی و حل تحليلي5-5شكل ر

 

 مسئله معكوس -5-3

له معكوس تخميخ رار حرارتي مجهول رو  ديواره جسم با استفاده ا، ديگر پارامتر ها  هدف مسئ

 معلوم مسئله مستقيم، با استفاده ا، روش گراديان مکدوج که در زصل سوم توضيح داده رد.

qPT][زرض مي کنيم که برا  تخميخ بردار مجهول    دما ها  اندا،ه گير  ر   ده توس   م يك

قرار دارد موجود مي بار د. ا، زص  ل س  وم مشخن  مرکک کرهوکوپل که در داال جس م و رو  ترم

( بايد بکرگتر يا مساو  با تعداد پارامتر Iاس ت که تعداد دما ها  اندا،ه گير  ر ده در هر هحره )

NI( بارد يعني Nها  مجهول )  ا، آنجاييكه تنها پارامتر مجهول مسئله .q  مي بارد بنابرايخ

1N : اواهد بود و پارمتر ها  مسئله بصورت ،ير تعريف مي روند 

][qP   ،بردار مجهول 1yY   ،بردار دماها  اندا،ه گير  رده 1TT   بردار دماها  محاسبه

 رده.
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تخميخ پارامترمجهول با کمينه کردن نرم حداقل مربعات حل انجام مي رود. برا  ايخ منرور روش 

ه ا  گون اگوني در محاس   بات عدد  وجود دارد که هر کدام ا، آنها مکيتها و معايب اات اود را 

طورکه در زصل دوم ذکر رد، روش گراديان مکدوج دارند که با ر رايم مس ئله متغير هس تند. همان

جکو روش ها  تنريم تكرار  است و دارا  همگرائي سريع تر مي بارد به هميخ ااطر در اينجا ا، 

 آن استفاده رده است. 

YTبا قرار دادن بردار   ( داريم :2-4در رابطه ) ,

(4-22)    
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ii TYPS

 

 

رار در روش گراديان مکدوج برا  کمينه کردن روند تك PS ( است .4-4طبق رابطه) 

(4-4) kkkk dPP 1

 

    ( محاس  به 4-4( و )02-4، جهت ر  يب ا، روابم )kd، اندا،ه گام جس  تجو و  kدر رابطه زوق 

 مي روند.

(4-4) 1)(  kkkk dPSd  

 ( احتياج به محاسبه ماتري  حساسيت مي بارد. 8-4( و )7-4طبق روابم ) برا  محاسبه ضريب 

 ( بصورت ،ير تعريف مي رود:4-4ماتري  حساسيت طبق رابطه )
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kP][ا، آنجاييكه بردار مجهولات يك بعد  و   : مي بارد 
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 ( داريم :8-4( در رابطه )04-4با قرار دادن رابطه )
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 ( :7-4( در رابطه )24-4با قرار دادن رابطه ) 
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YTبا قرار دادن بردار   اهف( داريم : -02-2در رابطه ) ,
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
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 ( تا برقرار  ررط توقف،انجام مي رود.4-4بعد ا، محاسبه روابم زوق، زرآيند تكرار توسم رابطه )
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 بررسي نتايج :  ششمفصل 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مقدمه  -6-1

در ايخ زص ل با استفاده ا، اهگوريتم ارائه رده در زصل قبل، حل يك مسئله با استفاده ا، داده ها  

 واقعي و بررسي نتاي  آن ارائه رده است.
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 فيزيك مسئله -6-2

cmRقطعه ا  کرو  به رعاع 1    و مشخصات ترموزيکيكيCkg

J
C

.
449

  ،3
7870

m

kg


  ،

Cm

W
k

.
2.80

CTو با دما  اوهيه   00   0طي عمليات حرارتي ا، هحرهt  در يك با،ه ،ماني

 60,0 ft  2با رار ثابت به ترتيب ثانيه و

4101
m

W
q 
2و   

3105
m

W
q 
2و  

3101
m

W
q 
 

قرار  5.0rو  1rو   0rدر مختصات به ترتيب  1TCيك ترموکوپل به نام   گرم مي ر ود.

 دارند.

و به روش تفاضل محدود ضمني که در  ، با اس تفاده ا، حل مس ئله مستقيمexactYداده ها  دقيق ،

 محاسبه مي روند. 1.0tو  2.0rزصل چهار توضيح داده رد بر مبنا  

 

 ت شماتيك فيزيك مسئله1-6شكل ر

 

 

 نشان مي دهد.حالات زوق تغييرات دما با ،مان را برا  ( 01-1تا )( 2-1ركل ) 
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و به ازای  0rدر ی ترموكوپلدما ت تغييرات2-6شكل ر
2

4101
m

W
q   از حل دقيق 

 

و به ازای  0rدر ی ترموكوپلت تغييرات دما3-6شكل ر
2

3105
m

W
q   از حل دقيق 
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به ازای و  0rدر ی ترموكوپلت تغييرات دما4-6شكل ر
2

3101
m

W
q   از حل دقيق 

 

cmrدر ی ترموكوپلت تغييرات دما5-6شكل ر 1  و به ازای
2

4101
m

W
q   از حل دقيق 
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cmrدر ی ترموكوپلت تغييرات دما6-6شكل ر 1  و به ازای
2

3105
m

W
q   از حل دقيق 

 

cmrدر ی ترموكوپلت تغييرات دما8-6شكل ر 1  و به ازای
2

3101
m

W
q   از حل دقيق 
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cmrدر ی ترموكوپلت تغييرات دما7-6شكل ر 5.0  و به ازای
2

4101
m

W
q   از حل دقيق 

 

cmrدر ی ترموكوپلت تغييرات دما9-6شكل ر 5.0  و به ازای
2

3105
m

W
q   از حل دقيق 
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cmrدر ی ترموكوپلت تغييرات دما12-6شكل ر 5.0  و به ازای
2

3101
m

W
q   از حل دقيق 

 

 شبيه سازی ترموكوپل -6-3

 ، ربيه سا،  مي رود.exactYبه مقدار دقيق،، دما  ترموکوپل با اضازه کردن ترم اطا، 

(1-0)  exactmeasured YY 

در با،ه  يك عدد تص   ادزي اس   ت. برا  تو،يع اطا  نرمال،  ، انحراف اس   تاندارد و که 

576.2576.2    قرار دارد. برا  ايجاد اعداد تص  ادزي مي توان ا، رويهDRNNOR  ا، توابع

 استفاده کرد.  IMSLکتابخانه ا  

ثانيه نمايش  ]1,0[( دما ر بيه سا،  رده ترموکوپل با روش زوق را برا  با،ه ،ماني 00-1ر كل )

ايخ کار برا   خ مقادير بعنوان داده ها  اندا،ه گير  ر  ده اس  تفاده اواهيم کرد.مي دهد. ما ا، اي

 تمامي حالات تكرار مي رود.
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 ت دمای شبيه سازی شده در نقاط ترموكوپل11-6شكل ر

 

 بررسي نتايج -6-4

داده ها  ر  بيه س  ا،  ر  ده در بخش قبل به منکهه دماها  آ،مايش  گاهي اوانده ر  ده توس  م 

وجود اواهد دارت. با استفاده ا،  Yبارد. بنابرايخ در هر هحره يك مقدار برا  بردار  ترموکوپل مي

 ايخ مقدار بايد مقدار ضريب هدايت حرارتي در هر هحره ا، ،مان تخميخ ،ده رود. 

و برا   sec60ftدر ،مان  يحرارتر  ار ( اروجي برنامه کامپيوتر  را برا  تخميخ 0-1جدول )

 حدس اوهيه کوچكتر و بکرگتر ا، مقدار دقيق نشان مي دهد.

 Dو  Cو درحاهت  0، مقدار Bو  Aبرن ام ه برا  چهار حاهت متفاوت اجرا ر   د. در حاهت 

به منکهه عدم وجود اطا در مقادير اوانده رده ا، ترموکوپل مي بارد  0اس ت.  1مقدار 

 به مقادير دقيق وارد مي رود. ( اطايي به اندا،ه 0-1با توجه به رابطه ) 1وهي در حاهت 
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برا  حدس اوهيه بکرگتر ا، مقدار   Bبرا  ح دس اوهيه کوچكتر ا، مقدار دقيق و حاهت   Aح اه ت 

 دقيق آورده رده است.

41eqر مقدار دقيق  0rدر برای يك ترموكوپلت خروجي برنامه 1-6جدول ر ت 

q S Iteration#  Initial Guess  

5245.16 

6345.52 

7456.23 

9456.48 

9986.46 

10000.49 

0.3299 

0.065142 

0.039598 

8.7793e-5 

1.4329e-6 

1.3859e-9 

1 

5 

10 

15 

20 

23 

0 q=5000 A 

14053.84 

13145.98 

12159.84 

11607.48 

10598.46 

10000.48 

0.30733 

0.054768 

0.038228 

0.00024901 

4.6276e-8 

9.624e-9 

1 

5 

10 

15 

20 

25 

0 q=15000 B 

5456.46 

6184.23 

8165.45 

9486.32 

9194.55 

9865.51 

0.4189 

0.075141 

0.019598 

6.7293e-5 

1.5328e-6 

1.1128e-9 

1 

5 

10 

15 

20 

27 

1 q=5000 C 

14053.84 

13145.98 

12159.84 

11607.48 

10598.46 

10042.18 

0.30733 

0.054768 

0.038228 

0.00024901 

4.6276e-8 

9.624e-9 

1 

5 

10 

15 

20 

24 

1 q=15000 D 
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 حاهت زوق انجام رد که نتاي  آن در جدول ،ير مشاهده مي رود. 4روند زوق برا  هر 

35eqر مقدار دقيق  0rدر  برای يك ترموكوپلت خروجي برنامه 2-6جدول ر ت 

q S Iteration#  Initial Guess  

4999.75 1.1459e-9 12 0 q=1000 A 

5000.24 8.645e-9 11 0 q=9000 B 

4906.49 1.2456e-9 14 1 q=1000 C 

5078.16 9.664e-9 13 1 q=9000 D 

 

31eqر مقدار دقيق  0rدر  برای يك ترموكوپلت خروجي برنامه 3-6جدول ر ت 

q S Iteration#  Initial Guess  

1000.25 1.1459e-9 9 0 q=500 A 

1000.25 8.645e-9 9 0 q=1500 B 

975.49 1.2456e-9 10 1 q=500 C 

1056.26 9.664e-9 11 1 q=1500 D 

 

cmrدر  وپلبرای يك ترموكت خروجي برنامه 4-6جدول ر 5.0  41ر مقدار دقيقeq ت 

q S Iteration#  Initial Guess  

9999.45 1.051e-9 23 0 q=5000 A 

10000.24 8.165e-9 23 0 q=15000 B 

9954.49 1.9846e-9 25 1 q=5000 C 

10055.16 9.456e-9 26 1 q=15000 D 
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cmrدر  برای يك ترموكوپلت خروجي برنامه 5-6جدول ر 5.0  35ر مقدار دقيقeq ت 

q S Iteration#  Initial Guess  

4999.15 1.495e-9 12 0 q=1000 A 

5000.21 7.156e-9 11 0 q=9000 B 

4916.49 1.485e-9 14 1 q=1000 C 

5088.16 9.987e-9 13 1 q=9000 D 

 

 

 

cmrدر برای يك ترموكوپلت خروجي برنامه 6-6جدول ر 5.0  31ر مقدار دقيقeq ت 

q S Iteration#  Initial Guess  

998.98 1.456e-9 9 0 q=500 A 

1000.24 6.984e-9 9 0 q=1500 B 

950.46 1.1645e-9 10 1 q=500 C 

1056.47 9.948e-9 11 1 q=1500 D 

 

 

 

cmrدر  برای يك ترموكوپلت خروجي برنامه 8-6جدول ر 1  41ر مقدار دقيقeq ت 

q S Iteration#  Initial Guess  

9998.98 1.154e-9 23 0 q=5000 A 

10000.24 4.415e-9 24 0 q=15000 B 

9959.41 1.670e-9 26 1 q=5000 C 

10023.16 9.545e-9 27 1 q=15000 D 

 

cmrدر  برای يك ترموكوپلت خروجي برنامه 7-6جدول ر 1  35ر مقدار دقيقeq ت 
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q S Iteration#  Initial Guess  

4999.08 1.165e-9 12 0 q=1000 A 

5000.78 9.147e-9 11 0 q=9000 B 

4951.49 1.165e-9 14 1 q=1000 C 

5056.21 9.481e-9 13 1 q=9000 D 

 

cmrدر  برای يك ترموكوپلت خروجي برنامه 9-6جدول ر 1  31ر مقدار دقيقeq ت 

q S Iteration#  Initial Guess  

999.54 1.1459e-9 9 0 q=500 A 

1001.01 8.645e-9 9 0 q=1500 B 

961.23 1.2456e-9 11 1 q=500 C 

1049.52 9.664e-9 10 1 q=1500 D 

 

 نتيجه گيری و پيشنهادات -6-5

گرايي را س   ريع مي کند وهي حدس ب ا توج ه ب ه داده ه ا در مي يابيم که حدس اوهيه بکرگتر هم

, درل  د اطا تقريبا 0کوچكتر همگرايي دقيق تر  دارد. ا، نتاي  مش  اهده مي ر  ود که برا  

برابر ل  فر اس  ت. ايخ بديخ معني اس  ت که اگر ترموکوپل ها هيچ اطايي در اندا،ه گير  ندار  ته 

درل  د  2.0مقدار اطا برابر  1واهد بود. اما برا  بار  ند, مقدار تخميني برابر با مقدار دقيق ا

 است.

تعداد ترموکوپل ها همواره بايد بکرگتر يا مس  او  با تعداد مجهولات مس  ئله بار  د. بر الاف انترار 

، ازکايش تعداد 0ازکايش تع داد ترموکوپ ل ه ا منجر ب ه تخميخ دقيق تر نخواهد ر   د. برا  

، 1ترموکوپل در دقت مسئله تاثير قابل توجهي ندارد وهي همگرايي را تسريع اواهد کرد. برا  

ازکايش تعداد ترموکوپل دقت را کاهش مي دهد ،يرا با ايخ کار اطا  بيش  تر  وارد محاسبات مي 

 رود.

 ررسي رد محدود به يك ركل هندسي و ررايم مر،  اات بود. مسئله ا  که در ايخ پايان نامه ب
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مي توان هميخ مس  ئله را برا  مواد مختلف با اوات و رزتار متفاوت بررس  ي کرد. تخميخ ض  ريب 

پخش ، چگاهي و ظرزيت گرمايي جکو مسائلي هستند که مي توانند برا  يك ررايم حرارتي اات 

 مورد بررسي قرار گيرند.
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