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مي،ضمن سپاس بيكران خداوند از لازم مدانم دت افتخار شاگردي تمامي اساتيدي كه در اين

هاي مغربي كه با ارائه راهنمائي محمد جوادآقاي دكتر جناب استاد محترمايشان را داشتم، بويژه

و سرپرستي اين،مدبرانه و قدرداني نمايم، را به عهده داشتندنامه پايان نظارت . صميمانه تشكر

بناب جهت اختصاص همچنين جاي دارد از دوستان گرامي خود، مهندس محمد حسين ديبايي

و و اختصاص كامپيوتر شخصي خود براي انجام اين پروژه  وقت فراوان براي راهنمايي اينجانب

و همچنين دوست گرامي  سركار خانم الهه مهندس محمود نوروزي به خاطر راهنمايي هاي فراوان

از نژاد حسين جهت ويرايش چندين بار اين پايان و و اختصاص وقت تشكر نمايم  درگاه خداوند نامه

.طلب موفقيت در تمامي مراحل زندگي را براي ايشان خواستارم

 كامران مرادي
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 چكيده
و تجربي را ندارند، بلكـه در مـدت زمـان حلهاي عددي نه تنه ا هزينه روشهاي آزمايشگاهي

در اين پايان نامه نيز سعي شده. كمتري نيز مي توانند نتايج مفيد با جزئيات زيادي را بدست آورند

. عـددي حـل شـود بوسيلة روش شبيه سـازي مـستقيم)بين دو صفحه(داخلي است تا جريانهاي 

 روشهاي عددي اين است كه نياز به مدل خاصـي بـراي مدلـسازي مزيت اين روش نسبت به ساير

و در نتيجه حـل بـا توربولانس ندارد ولي يكي از معايب آن اين است كه حجم محاسبات بالا بوده

 حالتهايي از جريان هستند كـه اسـتفاده داخليجريانهاي.بر خواهد بود استفاده از اين روش زمان

و همچنين روند؛ ليكن حـل دقيـق در مدلسازي مسائل پيچيده نيز به كار مي صنعتي زيادي دارند

.تواند در موارد فوق مشكل گشا باشد اين جريانها مي

 بـا اسـتفاده از داخلي استوكس براي جريانهاي-در اين تحقيق فرم چرخشي معادلات ناوير

و تفاضلات محدود فشرده ة تطبيقـيو تفاضلات فشرد)x( در جهت اصلي جريان1روشهاي عددي

و با انجام آزمايش در آزمايشگاه تونل باد دانـشگاه توانـستيم اند در جهت عمود بر جريان حل شده

و عمـود بـر جريـان دامنة حل مسئله در جهت جريـان داراي طـول. بعضي از نتايج را تاييد كنيم

.دشابمحدود مي

 با شبكة محاسباتي)y( در جهت يك به يك براي مرتبط نمودن شبكة فيزيكي2ياز نگاشت

ζو چهـار. به طول واحد استفاده شده است براي حل ما نياز به چهار شرط مرز در جهـت جريـان

دي.شرط مرزي در جهت عمود بر جريان روي ديواره ها داريم  ريـشله در مرز ورودي شـرط مـرزي

 
1 Padé compact finite difference 
2 Mapping 
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و در مرز خروجي در مرز خروجي. اعمال شده است مرزي كاملا توسعه يافتگي شرط براي سرعت

كهو ورودي ، شرط نيومن =0 علاوه بر شرط فوق
∂
∂
x
v0 ودر مرز خروجي شرط نيومن=

∂
∂

x
uكه 

محاسبات در دامنة زمان با استفاده از روش فشردة. اعمال شده استشرط توسعه يافتگي مي باشد

. شده استرانگ كوتاي مرتبة سوم انجام

نتايج بدست آمده از اين تحقيق نشان مي دهد وقتي كه نرم افزار با پارامترهاي مناسب اجرا

ضمناً تحليل جوابها در دستگاه مختصات. گردد، نتايج بدست آمده از دقت بسيار خوبي برخوردارند 

.خودمشابه، خود تشابهي ترمهاي سرعت را بخوبي نمايان مي نمايد

، روش تفاضـلات محـدود فـشرده، تفاضـلات محـدود داخليوش مستقيم عددي، جريانر: كلمات كليدي

، معادلة پواسون، خود تشابهي  فشردة تطبيقي
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 مقدمه
و اسـتفاده از همانطور كه مي دانيم براي بررسي جريان يكي از روشـهاي متـداول آزمـايش

ها. داده هاي تجربي است  و آزمايشگاهي با وجود اينكه داده  بسيار كارآمـد هـستند ولـيي تجربي

و سرسام آور آن باعث شده است تا دانشمندان به دنبال روشهايي باشند تا بتوانند هزينه بسيار بالا

و با هزينه كمتر پيش بيني كنند  كه. نتايج يك رخداد فيزيكي را بدون آزمايش يكي از اين روشها

، استفاده از روشهاي عددي جديداً در همة علوم علي الخصوص مه ندسي مكانيك استفاده مي شود

و نه تنها هزينة سخت افزاري كمتري لازم دارد بلكههااين روش. است  محدوديت آزمايش را نـدارد

و يكـي از روشـهاي. مسئله را تحليل كرد مي توان براي شرايط مرزي مختلف از آن استفاده كرده

امستقيم عددي مرسوم، روش حل   استوكس بـدون هـيچ-ست؛ در اين روش معادلات ناويرعددي

شوسمدل توربولان  اسـتوكس بـه صـورت مـستقيم-چون در اين روش معادلات ناوير.دن حل مي

 گره ها در دامنه به مقدار قابل توجهي زياد باشـد كافي بايد تعداد مي شوند؛براي داشتن دقت حل

آن بايد گام زما CFLكه در نتيجه براي ارضاي عدد بـه ايـن دليـل هزينـة. كوچـك باشـد نيز ني

.عددي بالاستمستقيم محاسبات در روش 

يكـي از وسـيلة بـه داخلي لزج غير قابل تـراكم سعي شده است تا جريان در اين پايان نامه

تفاضلات به روشبه ترتيبyوxدر جهت در اين حل مشتقات مكاني. روشهاي مستقيم حل شود

 محاسبه شده است در جهـت عمـود بـر جريـان از يـكت فشردة تطبيقيو تفاضلا محدود فشرده 

و مختـصات محاسـباتي توزيع گره ها يك به يك براي مرتبط نمودن نگاشت در مختصات فيزيكي

.استفاده شده است

شدداخلي درفصل اول مطالعات انجام شده قبلي بر روي جريانهاي اين فصل. بررسي خواهد

و  .دقيقي است كه به روش تشابه ارائه شده استبيشتر شامل حل تحليلي



��............................................................................................................................................ مقدمه

 راجع صل بعدفدر. بحث خواهيم كردمستقيم عددي، مختصري راجع به روش دومدر فصل

و همچنين مزايا. به روشهاي تقسيم دامنه بحث خواهد شد در اين فصل انواع مختلف تقسيم دامنه

و زمـاني روش محاسبة چهارمدر فصل.و معايب هر كدام بحث خواهد شد   مشتقات جزئي مكـاني

 محاسبه شـده اسـت ايـن روش تفاضلات محدود فشرده به روش مشتقات مكاني. بحث خواهد شد

مـشتقات زمـاني بـه. يك روش مناسب اسـت مستقيم عددي دقت بالايي دارد وبراي حل به روش

سيل كوتاي مرتبة سوم محاسبه شده است در ايـن روش بـراي حـل معادلـة ديفرانـ–روش رانگ 

، مسئله در سه زير بازة زماني حـل خواهـد شـد كـه ايـن∆tشامل زمان در يك پيشروي به اندازة 

حاكم بر حركت سيال ديفرانسيل معادلات پنجمدر فصل. روش نيز از دقت مناسبي برخوردار است

شد-دلات ناويراكه همان مع نتوم را به فرمي تبديل ابتدا معادلة موم. استوكس هست بررسي خواهد

فـشار از معادلـة كه ترم فشار از معادلة مومنتوم حذف شود بـا اعمـال ايـن تغييـرات خواهيم كرد 

مي مومنتوم حدف مي  مي شود ولي مرتبة مشتقات جزئي بيشتر شود شود كه اين به نوبة خود باعث

و اعمال شرايط مرزي سخت  ه نحوة گسسته سـازي در ادم. تر شود كه هزينة محاسبات بيشتر شده

معادلات را بررسي خواهيم كرد كه در نتيجة گسسته سازي معادلة پواسـون بـه معادلـة ماتريـسي

AX+XB=C در نهايـت نتـايج حاصـل از حـل.رسيم كه نحوة حل آن نيز بررسي خواهد شـد مي 

و بررسي قرار گرفته است و نتايج مورد بحث .عددي ارائه شده است
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برم-1فصل  گذشتهكارهاي روري

:مقدمه-1-1

دو داخل هاي جرياندر در اين فصل مروري از روشهاي عددي بررسي شده ي ماننـد بـين

و  داخلـي برخي بحث هاي ويژه در خصوص اهميت بررسي جريانهـاي. لوله آورده مي شود صفحه

قر. نيز آورده خواهد شد .ار خواهد گرفتاهميت بررسي اين موضوع به صورت اجمالي مورد بررسي

 روش عددي-1-2

از اوايل قرن هفدهم، بررسي هاي عددي جريان سـيالات تبـديل بـه يـك وسـيله بـسيار

 يـا شـبيهDNS(1(شبيه سازي هاي عددي مـستقيم. گرانبها در مطالعه جريان آشفته شده است 

كت يك سازي جريانات سيال بدون استفاده از هيچ مدلي براي مشخص كردن كوچكترين ابعاد حر

سيال، به وسيله اي تبديل شده اند كه كاربرد اين موضوع را زماني كه جزئيـات فيزيكـي جزئيـات 

و فيزيكي جريانات كاملا آشفته از اهميت اوليه اي برخوردارند براي مـا آسـان مـي كنـد   كـه خـو

و پاتريـ)57(همكاران و آزمايـشگاهي مقايـسه كـرده انـد و نتايج اين روش را با نتايج تجربـي ك

1 Direct Numerical Simulations 
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.. در مورد جريان هاي داخلي انجام داده اند)59(همكارانش

و محاسباتي در چند سال اخير رشد زيادي داشـته انـد، بطوريكـه شـبيه محققان حرفه اي

سازي هاي عددي بيشتر به عنوان مكملي براي تحقيقات تجربي به شمار مي رفت، ولي امروزه بـه 

صات كردن فيزيك جريان هاي بسيار بغـرنج اسـتفاده طور مستقل مي توانند وسيله اي براي مشخ 

جريانات، اكثرا غير قابل تراكم ها، با يك مسير غيـر همگـن متـداول هـستند، مـسير هـاي. شوند

هـر دوي. فرض مي شوند كه باعث كاهش بغرنج بودن محاسبات مي شـوند2همگن اكثرا دوره اي 

 شبيه سـازي شـده DNS با استفاده از روش5و جريانات داراي مرز4 يا بدون برشي3جريانات آزاد 

و معين: اند، كه از كارهاي انجام شده عبارتند از  DNS كه يك كانال انحنا دار را توسط)34(موزر

و كيم و موزر)33(كار كرده اند، معين و موزر)27(و كيم، معين )45( يك كانال مستقيم، راجرز

و مغربي يك جريان اختلاطي آشفته كاملا توسعه يافت شـبيه سـازي جريـان ويـك،)7(ه، ديبايي

و مغربي  و جت را در حالت لايه اي، ضرغامي و پايـداري خطـي)8(اختلاتي يك جريان اختلاطي

و برور  و سـوندرگارو)39(آن، سوليوان  رشد ناآرامي ها در جريان لوله را مورد مطالعه قرار داده اند

يك)49(  بـراي ديـدن. صفحه ويك را مورد بررسي قـرار داده انـد تاثيرات شرايط اوليه را در رشد

د و حسيني ادي ها و)25(ر سيال روش هاي رياضياتي مختلفي وجود دارد كه جيانگ و يا چانگ

و يا حركت اين ادي ها توسـط)20(همكاران و خواص آنها  در دسته بندي جريان هاي سه بعدي

و همكاران و توضيح قرار به صورت تفصيلي مورد برر)42(پري را. گرفته است سي اين بررسي هـا

 
2 Periodic 
3 Unbounded 
4 Free Shear 
5 Bounded 
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شـبيه) الـف: انجام مي شوند عمدتا به دو نوع مي توان تقسيم بندي كـرد DNSكه توسط روش

و تغييرات آن اختـصاص مـي يابـد كـه در  سازي منطقه گذرا كه اهميت عمده آن به شرايط اوليه

ا  شـبيه)ب. ين نـوع تحقيقـات مـي باشـد نهايت امر تبديل گذرا به آشفته اين جريان هدف نهايي

و موقعيت نهايي هميشه مد نظر مي  سازي جريان آشفته كاملا توسعه يافته كه بسيار معمول است

.باشد، لذا توجه كمي به منطقه گذرا مي شود با اصلا در نظر گرفته نمي شوند

 معمـولا در كاربرد هـاي مهندسـي DNSهنوز به خاطر هزينه هاي بالاي استفاده از روش

از آنجـايي كـه ابعـاد).و در دهه هاي آتي نيز بعيد به نظر مـي رسـد(مورد استفاده قرار نمي گيرد

بسيار كوچك با افزايش عدد رينولدز كوچكتر نيز در نظر گرفته مي شود، لذا فقط جرياناتي با عدد 

 بيانگر آن نيست كه اين. رينودز پايين در اشكال آسان با كامپيوتر هاي امروزي قابل بررسي هستند

DNS استفاده كاربردي ندارد، به عنوان مثال براي كاربرد هاي DNS مـي تـوان بيـان كـرد كـه 

 DNSبيشتر بررسي هاي جريان هاي آشفته با استفاده از مدل هاي آشفتگي موجود توسط نتايج

و ارزيابي مي شوند و منـ. مقايسه و)44(صور به عنوان مثال مي تـوان اشـاره بـه تحقيقـات رودي

و معين ، كيم . كرد)31(منصور

و همكـارانش[)LES 6(همانند روش شبيه سازي و اكثـرا معـادلات])30(نتايج منـصور

 براي تعيين يـك شـكل8، مدل ابعادي زير شبكه ايRANS(7(ناوير استوكس رينولدز ميانگين

 كـردن بيـشتر غيـرو يك مدل آشفتگي بـراي مـشخص) LES(بهتري براي حركت در معادلات

6 Large Eddy Simulations 
7 Reynolds Averaged Navier-Stokes Equations  
8 Subgrid eddy Model 
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. مورد استفاده قرار مي گيرندRANSيكنواختي ها در مورد

 مطالعه اجمالي روش هاي عددي-1-3

 را براي يررسي انتخاب كرديم، به علت اينكه دقت بالاي ايـن9روش اختلاف محدود فشرده

امترهـاي روش ما را در به دست يافتن به ابعاد بسيار كوچك حركت سيال مي كنـد، مـشتقات پار

، به صورت دقيق آورده شده است  اين روش در ميدان هاي پيوسته بيشتر. جريان، همانند چرخش

.كاربرد دارد، همانند جريانات آشفته غير قابل تراكم

: موفقيت در استفاده از اين روش در مختصات استوانه اي منوط به اثبات دو اصل مي باشـد

د–اولي و دومي ارضا كردن معدله پيوستگي با در بدست آوردن مقادي–قت بالا و يكتـا ر مناسـب

حل كردن مساله در مختصات استوانه اي به صورت عددي دشـواري ).r=0(ه قسمت مركزي لول

با اعمال مساله معادله پيوستگي زماني روشن مي شود كه معادلـه غيـر قابـل تـراكم. بسياري دارد 

از آنجـايي كـه معادلـه پيوسـتگي بـه عنـوان يـك قيـد. اهيم حل كنـيم ناوير استوكس را مي خو 

سينماتيكي در ميدان سرعت مطرح مي گردد، لذا تحميل مساله قيد معادله پيوستگي به خوبي تـا 

و خواننده مي تواند به نتايج كانتو   يـا جانـسون)24(، هـوگز)19(و همكارانكنون بيان شده است

. مراجعه كند براي كسب اطلاعات بيشتر)26(

روش هاي مختلفي تا كنون براي مطالعه جريان هاي آشفته كاملا توسعه يافته در مختصات

 
9 Compact Finite Difference  
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و 10تمامي اين روش ها از توابع انتقالي فوريه در هر دو جهت جريان. استوانه اي انجام گرفته است

.بعضي شكل هاي ديگر بسط ها در جهت شعاعي استفاده كرده اند

و ري براي حل آنها در و همچنـين لئونـارد بـه تنهـايي()29(جريان گذرا در لوله، لئونارد

) نه از روش گالركين( با استفاده از روش باقيمانده هاي وزني 11از توابع بسط ديورژانس آزاد))28(

را. استفاده كرده اند با استفاده از توابع بسط ديورژانس آزاد كار ما در حل صريح معادله پيوسـتگي

م  و استفاده از انتگ.ي كند راحت و بسط جملات جملـه. ال گيري جزئيربا اعمال شرط عدم لغزش

و فقط دو مولفه مجهول سرعت در حالت سه بعدي باقي مـي مانـد  . فشار از معادله خارج مي شود

بـا تغييـرات. براي جهت شعاعي آنها از چند جمله اي هاي ژاكوبي انتقال داده شده استفاده كردند

و همكاران. اندكي  بـه جـاي چنـد جملـه اي هـاي 12 از چند جمله اي هـاي چبيـشف)35(موزر

از. ژاكوبي براي حل جريان در كانال هاي انحنادار استفاده كردند از نقطه نظر عـددي ايـن جريـان

و همكاران(جهاتي آسانتر از جريان داخل لوله براي حل است .82پاتريك (

و بـرور در آناليز رشد ناآرامي هاي هم خط و هم غير خطي در جريان داخل لوله اسوليوان ي

و پاترا)39(  با توابع بسط داده شده اسـكالر بـه 13 از يك روش كولاكوسيون)38(و اخيرا اورسزاق

و فـشار بـه طـور. جاي بسط هاي برداري استفاده كردند كه نتيجتا هر يك از مولفه هـاي سـرعت

اي. جداگانه نمايان مي گردند   هاي چبيشف در جهت شعاعي مورد استفاده قرار گرفتـه چند جمله

.اند

10 Azimuthal 
11 Divergence-free expansion functions 
12 TChebyshev Polynominals 
13 Collacation 
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و كلز 14پيشروي در زمان توسط جزء جزء  انجام گرفته است كه در آن گراديان)37( اورساق

و جملات لزجت در سه مرحله انتگرال گيري مي شوند جمله غير خطي از روش مرتبـه دوم. فشار

ريد. انتيگرال گيري شـده انـد 15باش فورس-آدامز و  اطلاعـات)29(ر حـالي كـه روش لئونـارد

و فشار در منطقه بسط داده شده به ما مي داد .كمتري از سرعت

 از روش طيفي براي شبيه سازي خود در جريان كـاملا توسـعه يافتـه)58(و همكاران ژاك

ري. داخل لوله استفاده كرد و  اسـتفاده آنها نيز از چند جمله اي هاي ژاكوبي)29(همانند لئونارد

 بـه صـورت تركيبـي بـا روش صـريح 16حركت در زمان را نيز از روش مرحله اي كسري. كرده اند

و خروجـي جريـان يـا. مرتبه دوم انجام دادند در روش آنها امكان تعيين مرزهـاي ورودي جريـان

و هـيچ  و شرايط مرزي مورد نظر به صـورت مـشخص نـشده تعيـين نـشده پيشروي مكاني سيال

. كار آنها پخش نشده استگزارشي از

و همكارانش  از تكنيك اختلاف محدود مرتبه دوم در جهت شعاعي بـراي شـبيه)23(ايگلز

اگـر چـه اسـتفاده از روش. سازي يك جريان داخل لوله كاملا توسعه يافته آشفته استفاده كردنـد

م  بسته.ي باشد اختلاف محدود از روش هاي ديگر از جمله روش هاي طيفي ساده تر براي بررسي

بـه. نقاط زيادي براي مش بندي در مقايسه با روش طيفـي لازم مـي باشـد. به دقت خواسته شده 

و اين باعث مـي شـود كـه عـدد رينولـدز را  علت اينكه سخت افزار لازم براي دقت هاي بالا نيست

.كاهش دهيم

14 Splitting 
15 Adams-Bashforth Scheme 
16 Fractional Step Method 
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در)21(بور لاين يك روش عددي بسيار دقيقي است كه روش هاي استفاده از آنرا-پي-اس

و همكاران. كتابش آورده است  مدل جـالبي)32(براي تحليل توربولانس در نزديك ديواره منصور

و اورلانـدو. را بررسي كرده اند كه نتايج آن در نوع خود بينظير است  همچنـين يـك)54(ورزاكـو

 بـا مـساله يكتـا آنها. روش اختلاف محدود از مرتبه دوم را براي مختصات استوانه اي توسعه دادند

روي شبكه تناوبي شـده برخـوردار كردنـد كـه ) rru( با معرفي يك شار شعاعي 17بودن مختصات

سـپس معـادلات توسـط يـك روش. نتيجتا فقط شار شعاعي در آن ناحيه مد نظر قرار مـي گيـرد 

و روش هاي كسري تقريبي حل مي شود  مر. كسري تبه دوم هم در مكـان البته با استفاده از روش

و فاتيكا.و هم در زمان   در شبيه سازي جريان آشفته كاملا توسـعه)36(اين روش توسط اورلاندو

و اورلانـدو و همچنـين ورزيكـو يافته در يك لوله با ديواره هاي چرخان مورد استفاده قرار گرفـت

ك)53( .ردند نيز از همين روش براي شبيه سازي جريان جت گرد گذرا استفاده

و همكارانش هيچ اقدامي براي كاهش تاثير قيد حركت در زمان انجـام در كل برخلاف ايگل

.نداده اند

و كاناللولهدر جريان-1-4

جريان لوله اي بدون شك از جمله جريانهايي مي باشد كه بسيار مورد مطالعـه قـرار گرفتـه

 پارامتر معروف خـود)43( به تنهايي رينولدز.و يكي از پر كاربردترين مسائل مهندسي است. است

اي. توسط آزمايشات تجربي روي جريان لولـه اي توسـعه داد ). با نام عدد رينولدز(را جريـان لولـه

 
17 Coordinate Singularity 
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از آنجايي كـه. يكي از جريان هايي است كه بهترين گزينه براي اعمال روش هاي عددي مي باشد

و نتايج خـود را لذا به آساني. نتايج تجربي به مقدار وفور موجود است  مي توان با اين نتايج مقايسه

در اين مقدمه سعي شده مي شود به تمام كارهايي كه در مورد جريان لولـه اي صـورت. تاييد كرد 

و تفاوت اين نوع جريان را با يكي ديگر از جريان هاي معروف مورد مطالعـه قـرار  گرفته اشاره شود

.18در كانالهاآورده شود كه عبارت است از جريان. گرفته

دو(جريان داخل لوله از جهات متفاوتي با جريان در داخل كانال فرق مي كند جريـان بـين

و هد ). صفحه كه در اين ) Re( ديده شد كه در رينولدز هاي پايين)41(اولين تفاوت توسط پاتل

باج. تحقيق نيز روي اين محدوده از عدد رينولدز بحث خواهد شد  ريان لوله اي كاملا توسعه يافته

آنها بـه ايـن نتيجـه رسـيدند كـه عـدد رينولـدز بايـستي بـه. تطابق نمي كند 19قانون لگاريتمي 

Re=10000)و قطر لوله برسد قبـل از اينكـه سـرعت ميـانگين از قـانون) بر اساس سرعت بالك

 براي جريان داخل Re=3000در حالي كه در يك عدد رينولدز پايين مثل. لگاريتمي تبعيت كند 

.اين اتفاق مي افتد) بر اساس فاصله بين دو صفحه(كانال

و همكـاران  صـورت)22(به هر حال جديدترين مطالعه روي جريان لوله اي توسط دورسـت

 به اين نتيجه رسـيدند كـه در عـدد رينولـدز LDA 20گرفته كه با استفاده از دقت بالاي تكنيك

دومـين. توسعه يافته داخل لوله از قانون لگـاريتمي تبعيـت مـي كنـد جريان آشفته كاملا. 7442

و  تفاوت بين اين دو جريان زماني روشن مي شود كه كه جريان از آرام به آشفته تبديل مـي شـود

 
18 Ducts 
19 Log-Law 
20 Laser Doppler Anemometry 
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هد. در حالت گذرا قرار دارد و  به اين نتيجه رسـيدند كـه جريـان داخـل لولـه تـا عـدد)41(پاتل

Re=2000 ناحيه گذرا تقريبا تـا. سپس وارد ناحيه گذرا مي شود. مي باشد به صورت خالص آرام

 باقي مي ماندكه پس از آن به طور ناگهاني تبديل به جريان كاملا آشفته Re=3000عدد رينولدز 

 اتفاق مي Re=1350براي جريان كانال آنها مشاهده كردندكه ايجاد گذرش در رينولدز. مي شود

و جريان در ازReافتد رژيـم گـذرا بـراي جريـان. تبديل به كاملا آشفته مي شـود 1800 بيشتر

و چامپاگن  و همكـاران)55(داخل لوله با جزئيات كامل نيز توسط ويكناسكي )56(و ويگنانسكي

ول( آنها دريافتند كه منطقـه گـذرا. مورد مطالعه قرار گرفته است) را نيز ببينيد)18(مرجع كانت

م  و 21پفـي:ي باشد كه دو نوع جريان مختلف متناوبـا بوجـود مـي آينـد يك فرآيند بسيار پيچيده

.22ضربه اي

آنها ديلي ايجاد اين حالـت. ديده مي شود 2700 تا 2000جريان پفي در رينولدز هاي بين

از. را نوساناتي با شدت زياد در ورودي لوله يافتند   3200جريان ضربه اي در رينولـدز هـاي بـالاتر

و تو با. سط نوسانات كوچك لايه مرزي در ورودي لوله ايجاد مي شوندديده مي شوند جريان همراه

و مي تواند در طول كلي لوله توسعه يابـد  . ضربه بسيار مشابه آشفتگي كاملا توسعه يافته مي باشد

و ري . شبيه سازي كنند2200 توانستند جريان پفي را در رينولدز)28(و لئونارد)29(لئونارد

ريان داخل لوله را مي توان گفت به صورت خطي نسبت به ناآرامي هاي كوچكج. در نهايت

محققان متعددي سعي كرده اند كه تحقيق خود را روي پيـدا كـردن مـدهاي خطـي. پايدار است 

 
21 Puff 
22 Slug 
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(ناپايدار در جريان لوله اي متمركز كنند و بروور. در تحليل به روش).)39(به عنوان مثال ساليوان

و همكـاران(فـي هاي عددي همانند طي  و همكـاران)50(اسـپالارت  FEMو))51(و اسـتاناوي

. تا كنون مي توان گفت هيچ مد خطي غير پايـداري پيـدا نـشده اسـت))52(استرانگ با فيكس(

در اين نـوع. جريان داخل كانال به صورت خطي نسبت به ناآرامي هاي بسيار كوچك ناپايدار است

بـراي. مي باشدكه بالاتر از اين مقدار جريان ناپايدار مي شـود 11544جريان عدد رينولدز بحراني 

و باعث تقويـت آنهـا. تنها فرآيندي كه رشد ناآرامي ها را باعث مي شود يا كانال جريان داخل لوله 

و انفعالات غير خطي است در.)59( مي شود فعل نتايج پايداري در داخل لوله يا كانال را مي توان

و  و گروش)46(همكاران منابع سالوان و موزر)47(و سالوان  پيدا كـرد كـه نتـايج)48(و شريف

و در عين حال كارا پيدا كرد اين تحليل را مي توان طبق فرمول بندي كه مغربـي. بسيار ارزشمند

سامرفيلد انجام داده است در جريان هاي داخلي نيـز پيـاده- براي جريان ويك از معادله اوور)12(

.سازي كرد

 اهداف-1-5

:اهداف اين پروژه در سه گروه تقسيم بندي مي شوند

توسعه يك روش عددي بر اساس روش اختلاف محدود فشرده كه در مقايـسه بـا•

و سهولت استفاده خاصي مي باشد .روش هاي ديگر داراي دقت

دو هماننـد جريـان داخـل. كارتزين در مختصات هاي سيالمطالعه رفتار اساسي•

.صفحه
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شب• يو داشتن معادلات پايه براي جريان داخل ـDNSيبه سازي توسط روش يك

.براي مطالعات آتي

در ضمن مقايسه هاي خوبي براي تاييد نتايج اين تحقيق آورده شده است كه با روش هـاي

. يا تجربي مقايسه شده استDNSمختلف 



�� 

ا-2فصل  مستقيم عددي بر روشيمقدمه

:مقدمه-2-1

و نبود امكانات كـافي در گذشـته حل جريان تو ربولانس، بعلت پيچيدگي ماهيت جريان

تـرين جريانهـاي توربـولانس چندان مورد توجه نبوده است، زيرا يك حل تحليلي، حتي براي ساده 

و(جريـان توربولانس كه در آن متغيرهـاي يك توصيف كامل از جريان. وجود ندارد  يعنـي سـرعت

زم)فشار   اسـتوكس_ان يا مكان شناخته شوند، تنها با حل عددي معادله نـاوير، بعنوان توابعي از

 يا به اختصار1سازي مستقيم عددي حل عددي استفاده شده در اين تحقيق، شبيه. باشدممكن مي

D.N.Sباشد مي .

توربـولانس بـدون اسـتفاده از هيچگونـه مـدل حـل معـادلات بـراي جريـان D.N.S هدف اصـلي

و براي اين منظور مي باشتوربولانسي مي   استوكس بدون هيچگونه سـاده_بايستي معادلات ناويرد

. سازي مورد استفاده قرارگيرند

توان جريانهاي توربولانس كاملاٌ توسعه يافته را بـه كمـك در حال حاضر با ظهور ابركامپيوترها مي

و خواص آنرا بدست آوريم D.N.Sروشهاي   سـازي يـك سته جهت گسـ. بطور دقيق تحليل كنيم

1 - Direct Numerical Simulation 
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و كامل مورد احتياج است شبكه  احتيـاج بـه مـدت D.N.Sبنابراين، اجراي هر برنامـه. بندي دقيق

پـذير فقط تـا رينولـدزهاي متوسـط امكـان D.N.Sتا امروز محاسبات بنابراين،. زمان طولاني دارد

. استبوده

 مستقيم عدديكاربردهاي روش-2-2

و پترسون براي اولين بار D.N.Sاستفاده از در مركز تحقيقات اتمسفريك) 1972(2توسط اورزاگ

 محاسـبه جريـان توربـولانس 332 بـراي انجـام3اين اشخاص از روش طيفـي. گرفتآمريكا صورت 

35Reايزوتروپيك در . كردند، استفاده)بر اساس مقياسهاي تيلور(=

تحقيقـات بعـدي توسـط. برداشـته شـد) 1981(4ينـه توسـط روگـالو گام مهم بعـدي در ايـن زم

را. انجام گرفت) 1988(5اسپالارت او با استفاده از يك روش ابتكاري، جريان لايه مرزي توربولانس

. كردبر روي يك صفحه تخت، تحت گراديان فشارهاي مختلف حل

و لايه مرزي توربولانس در دهـه اخيـر جريانات محدود به ديواره مانند جريان تراكم پذير در كانال

از. مورد توجه قرار گرفته است  جهت بررسي لايه اختلاطي توربولانس با سرعت D.N.Sبه تازگي

و توربولانس استفاده مي و عمل متقابل بين موجهاي شوك  شودزياد

د مستقيم عددي شبيه سازي و و تئوريهاي آن ر موارد براي مطالعه فيزيك آشفتگي، توسعه مدلها

و تحليل جريان هاي مورد علاقه در مهندسي استفاده مي گردد همچنـين  خاص، براي پيش بيني

2 - Orszag & Patterson 
3 - Spectral Method 
4 - Rogallo 
5 - Spalart 
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 در بررسي ساختار آشفتگي ومقايسه داده هـاي تجربـي اسـتفاده مـي مستقيم عددي شبيه سازي

از. شود ) به خصوص دراعداد رينولدز پايين( در مدلسازي مستقيم عدديحل اطلاعات بدست آمده

.ليبره كردن وسايل اندازه گيري به كار گرفته مي شودو كا

مـشكلات. در حال حاضر يكي از كاربردهاي ابر كامپيوترها مـي باشـد مستقيم عددي شبيه سازي

موجود در انجام اين محاسبات به دليل وجود محدوده بسيار وسـيع مقياسـهاي طـولي وزمـاني در 

. گرفته شوندجريان آشفته است كه بايد در محاسبات در نظر 

براي بدست آوردن نتايج دقيق در ديناميك جريان آشفته، لازم است تغييرات جريان در مقياسهاي

افتـد، بسياري ازپديده هـايي كـه دريـك جريـان آشـفته اتفـاق مـي. بسيار كوچك محاسبه شوند 

بـ10تا4فركانسهاي در حدود  سيار كيلو هرتز دارند ومقياس مكـاني ايـن تغييـرات در محـدوده

. ميكرومتر مي باشد100تا10كوچكي در حدود 

و هاي زمـاني بـسيار كوتـاه مـي گامبا درنظرگرفتن اين تغييرات نياز به شبكه محاسباتي بسيار ريز

. باشد، كه به اين ترتيب احتياج به انجام محاسبات طولاني براي اين امرمشخص مي شود

در بدسـت آوردن اطلاعـات لازم بـراي مطالعـه انجام آزمايشات فيزيكي يكي از روشـهاي معمـول

عددي مزيتهاي بسياري نسبت به مستقيم در اين ميان استفاده از شبيه سازي. جريان سيال است 

يكي از مهمترين مزيتها در اين ميان بدسـت آوردن اطلاعـات بـراي. انجام اين نوع آزمايشات دارد 

و انـدازه گيـري پارامترهـاي در حاليكـه. مطالعه جريان در نزديكي ديواره است  انجـام آزمايـشات

و  مـي توانـد اطلاعـات مستقيم عددينتايج. با خطا همراه است جريان در اين ناحيه بسيار مشكل

كاملي ازاين پارامترها بدست آورد، ازطرف ديگر در مدلـسازي آشـفتگي نيـاز اسـت كـه اطلاعـات
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ت باشد، كه درآزمايشات نمـي تـوان مختلفي از جريان در يك نقطه ودر يك زمان مشخص در دس

مشكل ديگـر عـدم. در يك لحظه ودريك نقطه همه پارمترهاي مختلف جريان را اندازه گيري كرد

 كميت فيزيكي،امكان اندازه گيري بعضي از پارامترهاي موجود در مدلهاست كه نمي توان براي آن 

م .جدد از اين دسته مي باشندقابل اندازه گيري در نظر گرفت كه جملات اتلاف تنش وتوزيع

بـه با اين وجود به دليل محدوديتهاي موجود در توان محاسباتي كامپيوترهاي امروزي، محاسـبات

 تنها منحصر به بعضي جريانهاي با هندسه ساده واعداد رينولدز پـايين اسـت مستقيم عددي روش 

م مستقيم عددي روش وبنابراين استفاده از در در جريان آشفته منحصر به و كـاربرد طالعه بنيادي

.مدلسازي مي باشد

 بـراي يـك جريـان سـاده در مستقيم عـددي در شبيه سازي به عنوان مثال براي انجام محاسبات

و دررينولدز بالا گردابه هـاي بـه ابعـاد10/1*10/1*10/1كانال به ابعاد  ميكرومتـر 100-10 متر

و با تشكيل خواهند شد  گره احتيـاج اسـت كـه بتوانـد 1012 تا 106بنابراين به شبكه محاسباتي

همه فرآيند آشفتگي جريان را مشخص كند، از طرف ديگر سريعترين تغييرات در چنـين جريـاني

در10فركانسي در مرتبه   زمان بـا اسـتفاده از قـدمهاي بستر كيلو هرتز دارد كه نياز است معادلات

م. ميكروثانيه گسسته سازي شوند 100زماني  مـستقيم عـددية شبيه سازي حاسبهمچنين براي

 ميليون بار10 به كامپيوتري احتياج است كه توان محاسباتي 500000داخل لوله در عدد رينولدز

 موجود داشته باشد به ايـن ترتيـب احتيـاج بـه مدلـسازي Crayبيشتراز سريعترين كامپيوترهاي

و استفاده از ا كامپيوترجريان آشفته دامه خواهد داشت ونيازبه تـصحيح در انجام محاسبات تا سالها

.وطراحي مدلهاي بهتر همچنان احساس مي شود



�18...........................................................................................مقدمه اي بر روش مستقيم عددي

:ديدگاه عددي-2-3

و سـرعت D.N.Sتر به كمك جهت تحليل جريانهاي پيچيده  احتياج به كامپيوترهـايي بـا حافظـه

و الگوريتم هاي سريعتر مي و همچنين استفاده از برنامه هاي هوشمندتر . باشدبيشتر

 استفاده مي شود، در حاليكه7 در جهت شبيه سازي زمانيFFT6يانهاي پريوديك از روش براي جر

-، معمـول مـي9 استفاده از روشهاي تفاضل محدود مرتبه بـالا8براي استفاده از شبيه سازي مكاني

. باشد

، استفاده D.N.S در بسياري از روشهاي)Lele )10اخيراٌ از روش تفاضل محدود فشرده مرتبه بالا

، جهت گسسته سـازي مكـاني در هندسـه هـاي 11و روشهاي جمعي 10المانهاي طيفي. شده است

از چندجمله ايهاي چبيشف در جريانهاي غير پريوديـك، لايـه مـرزي وكانـال. رودپيچيده بكار مي

. شوداستفاده مي

..و14 بشفورد_، آدامز 13 نيكلسون_، كرانك 12 كوتا_ در گام زماني از روشهايي همچون رانج .)3(

و نيـومن( معمولاً معادلات پواسون يا هلمهولتز. شوداستفاده مي در طـي) شرايط مرزي ديريشله

 
6 - Fast Fourier Transformation 
7 - Temporal 
8 - Spatial 
9 - High order finite difference 
10- Spectral elements  
11- Collocation method  
12- Runge - Kutta  
13- Crank - Nicolson  
14- Adams - Bashford  
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و الگوريتم. بايستي حل شوند D.N.Sاستفاده از هاي مختلفي تاكنون براي حل معـادلات پواسـون

و استفاده شده . استهلمهولتز آزمايش

:15روش طيفي-2-4

ه مير روش عددي، محاسبه دقيق مشتق مساله اصلي در و اين علت اصلي استفاده تقريباً ها باشد

مي D.N.Sتمام  زيـرا ايـن روش،. باشـد هاي انجام شده اخير در زمينه توربولانس، از روش طيفي

و يك ابزار مناسب جهت محاسبه مشتق هاي عبارات گسسته شده مي  . باشديك روش بسيار دقيق

و ميروش طيفي يك فضاي . آورداقعي با استفاده از سريهاي توابع متعامد براي شبيه سازي فراهم
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ممكن است اين انتخاب كمـي. است 16انتخاب معمول براي توابع متعامد استفاده از سريهاي فوريه

. شوند به راحتي محاسبه ميfهاي مكاني پيچيده به نظر برسد، اما با اين انتخاب مشتق

)2-2(
j

1

0

1

0

1& ni
N

n
nj

ti
N

n
nj ef

N
feff ωω −

−

=

∧−

=

∧

∑∑ ==

و تبديل فوريه مي : داريمfحال با مشتق گيري. باشد عبارت بالا به ترتيب تبديل معكوس فوريه
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مي)1-2( رابطهfبنابراين براي محاسبه مشتق هاي )2-2(كند، رابطـه تبديل فوريه را محاسبه

و رابطه محاسبه تبديل معكوس فوريه سريهاي جديد را انجـام)3-2(محاسبه ضرايب جديد فوريه

. دهدمي

15- Spectral Method 
16- Fourier Series 
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: 17شرايط مرزي-2-5

و حساس ميD.N.Sدر  داخليبراي جريانهاي. باشد، انتخاب شرايط مرزي يك انتخاب مهم

ش ميخروجي رايط مرزي در مرزهاي انتخاب ناپذير براي جريانات تراكم. باشديك برآورد مشكل

باشند، مانند جهت عرضي لايه مرزي دو بعدي، معمولاً شرايط كه داراي جهات آماري هموژن مي

اما بسياري از جريانات پيچيده توسعه يافته، در جهت جريان. شوندمرزي پريوديك اعمال مي

همچنين تراكم پذير. ه، كه بنابراين احتياج به انتخاب شرايط مرزي مناسب دارندغيرهموژن بود

و توليد حرارت در سيال منجر به اعمال شرايط مرزي اضافي  بودن جريان، واكنش پذيري سيال

.شوند مي

17- Boundary condition 
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 هاي تقسيم دامنه روش-3فصل

:مقدمه-3-1

هاي عددي براي حل معادلات حاكم بر حركت سيال امروزه با پيشرفت كامپيوترها، توسعه الگوريتم

بي شك توليد شبكه مهمترين مبحث در حل معادلات. با استقبال زيادي روبرو گرديده است

ميئديفرانسيل جز بدون داشتن يك شبكه مناسب رسيدن به يك حل قابل قبول. باشدي

رانسيل حاكم بر فيزيك مسئله، اين بنابراين اولين قدم در حل معادلات ديف. پذير نخواهد بود امكان

معادلات كلي حاكم بر حركت سيال،. بندي گردد است كه هندسه مورد نظر به درستي شبكه

مي معادلات ناويرـ نظر رياضي، اين معادلات جزء معادلات غير خطي از نقطه. باشند استوكس

مي طبقه هاي حل اين معادلات يكي از راه. باشد شوند كه حل تحليلي آنها موجود نمي بندي

مي استفاده از روش هاي پيچيده، به منظور حل عددي ميدان جريان در هندسه. باشد هاي عددي

بي توان از شبكه هم مي  با تمهيدات خاص2هاي باسازمانو هم از شبكه1سازمان هاي محاسباتي

ن شبكه عددي مناسب بندي باسازما هاي شبكه چنانچه بتوان با استفاده از روش)3(.استفاده نمود

1 Unstructured Grid 
2 Structured Grid 
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بي را توليد كرد، استفاده از آنها به جاي روش مي هاي هاي در شبكه. شود سازمان ترجيح داده

شود باسازمان معمولاً از سه روش زير جهت توليد شبكه محاسباتي در دامنه هندسي استفاده مي

مي كه هر كدام از اين روش و مزاياي خاص خود را دارا :باشند ها معايب

3اي وش تك بلوكي يا تك ناحيهر

4اي روش چند ناحيه

5روش چند بلوكي

.شود كه در ادامه به توضيح هر يك پرداخته مي

 شبكه بندي-3-2

كه بتوانيم يك ميدان فيزيكي مورد نظر را به درستي مدل كنيم بايد يك شبكه مناسب براي آن

شب روش. روي ميدان توليد كنيم :كه وجود داردهاي مختلفي براي توليد

 باسازمان يا منظمهاي شبكه

 سازمان يا نامنظمبيهاي شبكه

6 تركيبيهاي شبكه

حل هر كدام از اين شبكه و انتخاب هر كدام از آنها و محاسن خاص خود بوده ها داراي معايب

ت ميأجريان را تحت .دهد ثير قرار

3 Single-Block/Zone 
4 Multi-Zone 
5 Multi-Block 
6 Hybrid Grid 
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ح توليد شبكه باسازمان تك بلوكي باعث مي اما اين.ل جريان بسيار راحت گرددشود تا الگوريتم

عنوان مثال اگر قرار باشد قسمتي از حل با شبكه ريزبه. روش از مشكلات خاصي برخوردار است

انجام دهيم ناگزيريم تا تمام ميدان را با شبكه ريز مدل كنيم در حالي كه ممكن است نياز به 

د. چنين شبكه ريزي در سراسر ميدان نداشته باشيم ر حالاتي كه هندسه جسم پيچيده همچنين

مي مي و حتي گاهي عملاً توليد شبكه باسازمان گردد، توليد شبكه باسازمان به سختي صورت  گيرد

.بود پذير نخواهد امكان

مي شبكه بي اين روش بسيار. باشد سازمان بهترين روش براي توليد نقاط در دامنه محاسباتي

مي انعطاف و به راحتي و در جايي كه نياز نيستتو پذير بوده ان در جايي كه نياز است از شبكه ريز

بي. از شبكه درشت استفاده كرد مي اما توليد شبكه شود تا در جايي كه جريان سازمان باعث

هاي درثاني توسعه روش. غيرهمگن داريم مانند لايه مرزي، حل از دقت كافي برخوردار نباشد

بي مرتبه بالا روي شبكه ميسازما هاي بي. باشدن كار دشواري سازمان به معني بالا همچنين شبكه

و مشكلات ديگري از قبيل سخت بودن رفتن حافظه مورد نياز، بالا رفتن پيچيدگي ساختار داده اي

و ديگر الگوريتم هايي مانند چند شبكه اعمال روش مي اي در حال حاضر، روش. باشد هاي پيشرفته

بيتركيبي كه از مزاياي هر دو و مي روش باسازمان برد مورد توجه سازمان به طور هم زمان سود

.محققان قرار گرفته است

بي توانند تركيبي از شبكه شبكه هاي بلوكي مي و در. سازمان باشند هاي باسازمان بدين صورت كه

مي هر بلوك به صورت محلي از شبكه باسازمان يا بي ها شود، اما خود بلوك سازمان استفاده

بي مي و آن را بپوشانند توانند به صورت اين خاصيت باعث. سازمان در كل ميدان پخش شده
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و توانايي روش شبكه و استفاده از آنها را مورد توجه محققان قرار افزايش كاربرد هاي بلوكي شده

.داده است

بي)1-3(در شكل و باسازمان بلوكي روي تعدادي استوانه نمايش توليد شبكه داده شده سازمان

مي. است دهند كه هر دو روش قادر به توليد شبكه روي مرزهاي پيچيده اين اشكال نشان

مي مي و .هاي پيچيده استفاده كرد توان ازآنها براي توليد هندسه باشند

ب الف

الف پيچيده با استفاده از روشهاي توليد شبكه روي هندسه:1-3شكل .سازمانبي: سازمان،باب: هاي،

اي روش تك بلوكي يا تك ناحيه-3-3

بندي درست هندسه اولين قدم براي حل معادلات ديفرانسيل حاكم بر فيزيك مسئله، شبكه

بندي دامنه هندسي هاي شبكه تر شود يكي از روش بنابراين اگر هندسه كمي پيچيده. باشد مي

تكج و تحليل عددي جريان، روش تك بلوكي يا هت حل عددي معادلات حاكم بر حركت سيال

هاي ساده نويسي آن براي هندسه از مزاياي اين روش، ساده بودن الگوريتم برنامه. اي است ناحيه

هاي پيچيده، اين باشد، با توجه به دشوار بودن توليد شبكه به صورت تك بلوكي براي هندسه مي
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و هندسه به خوبي مدل نميروش من و7براي حل عددي از دو روش صريح. شود اسب نبوده

مي8ضمني و پايداري حل روش. شود استفاده  صريح كه هاي ضمني نسبت به روشهاي دقت

و پيشروي به جلو است، بيشتر مي .باشد روش حل آن نقطه به نقطه

اي روش چند ناحيه-3-4

د هاي يكي ديگر از روش امنه هندسي به منظور حل عددي معادلات حاكم بر حركت سيال تقسيم

اي با توجه به اين كه هندسه در روش چند ناحيه. اي است وتحليل عددي جريان، روش چند ناحيه

و با روش دلخواه شبكه به نواحي ساده تقسيم و در هر ناحيه به طور مستقل بندي بندي شده

ميهمچنين چون حل معادلات. گيرد صورت مي گيرد، حاكم در هر ناحيه به طور مستقل صورت

صوت كاربرد دارد كه سيال از وجود اطلاعات هاي مافوق بنابراين اين روش فقط براي جريان

بي پايين مي دست جريان .باشد اطلاع

و تحليل عددي جريان حول هندسهاي، هاي چند ناحيه شبكه هاي فرآيند توليد شبكه باسازمان

ميپيچيده را مي و روان بندي مرزهاي جديدي بين نواحي همسايه بنام در اين نوع شبكه. سازد سر

و قابل پايدار اي محتاج يك روش درونيابي پردقت، حل مرز ناحيه.دآيمي به وجود9اي مرز ناحيه

)17(يرآروشي مطلوب با خواص فوق توسط.الخط است هاي مختصات منحني تعميم به سيستم

و هاي چند ناحيه بكار گيري ايده.ي دوبعدي ابداع شده استها براي هندسه اي موجب تقويت

 
7 Explicit 
8 Implicit 
9 Zone Boundary 
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هاي اي اغلب به دو دسته شبكه هاي چند ناحيه شبكه. هاي باسازمان شده است توسعه كاربرد شبكه

و شبكه مي هاي وصله انطباقي يابي ندارد ولي براي دسته شوند كه دسته اول نياز به درون اي تقسيم

هر ان اگر تعداد نقاط مرزي يكي نباشد از درونتو دوم مي يابي استفاده كرد كه در ادامه به توضيح

.شود يك از اين دو دسته پرداخته مي

 روش چندبلوكي-3-5

به تاكنون الگوريتم هاي متعددي به منظور توليد شبكه وتقسيم ميدان حل براي تحليل جريان

و به انجام رسيده است كه و هر كدام از آنها داراي قابليتصورت عددي ارائه هاي مخصوص خود

بي از ميان تمام اين الگوريتم. باشند همچنين معايب خاص خود مي ترين شك يكي از كاربردي ها،

از. باشد آنها، روش چندبلوكي مي اين روش كه امروزه با استقبال بسيار زيادي روبرو شده است،

ب پذيرترين الگوريتم انعطاف و هايي كه به منظور شبيه سازي ميدانا اعمال آن، قابليت برنامهها بوده

مي جريان به كار مي يابد تا به اين حد كه اعمال روش چندبلوكي، روند به نحو چشمگيري افزايش

و صنعتي شود تا اين برنامه باعث مي ها از حالت تحقيقاتي صرف به يك برنامه كاملاً كاربردي

ميمشاهده مقالا. تبديل گردد بهت ارائه شده، مشخص سازد كه تمام محققان درصدد دستيابي

مي الگوريتم به هاي چند بلوكي هاي خصوص مقالاتي كه در آنها تحليل جريان روي هندسه باشند،

و صنعتي صورت گرفته، بدون شك داراي الگوريتم چند بلوكي مي در اين روش،. باشند حقيقي

س هندسه به چندين بلوك كوچك و ميتر مي. گردد اده تقسيم كه اين نواحي طوري انتخاب گردند

. نويس است ها دست برنامه انتخاب اين بلوك. ترين شكل هندسي را داشته باشند المقدور ساده حتي
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هاي ساده هاي ساده، توليد شبكه سطحي روي اين بلوك بعد از تقسيم دامنه هندسه به قسمت

و حل ميدان جريان ساده صورت مي ميگيرد كه. گردد در هر بلوك به طور جداگانه انجام از آنجا

، لازم است تا تبادل اطلاعات هر بلوك است ها تشكيل شده هندسه كل، از مجموعه تمام اين بلوك

مي. گيرد هاي مجاور صورت با بلوك و طولي تقسيم توان جسم را به بلوك به طور كلي هاي عرضي

و اين تقسيم دلبندي نمود ميكاملاً هاي چند بلوكي از جهات مختلفي استقبال از روش. باشد خواه

مي قابل بررسي مي .شود باشدكه در ذيل به ذكر برخي از اين دلايل پرداخته

 نياز به حافظه كافي براي جريان روي هندسه كاربردي-3-5-1

و كاربردي، مي و بايست شبكه در تحليل جريان روي هندسه حقيقي  نقاط بسيار اي با ابعاد بزرگ

مي. ريز توليد شود حل اين موضوع سبب شود تا شبكه توليدي بسيار بزرگ بوده به طوري كه براي

هاي پيچيده، جهت تحليل جريان حول هندسه. جريان در آن با كمبود حافظه مواجه خواهيم شد

كه. عملاً حافظه كافي براي محاسبات كامپيوتر در دسترس نخواهد بود باعث شد اولين انگيزه

گونه كه با تجزيه بدين. چند بلوكي مورد مطالعه قرار گيرد، غلبه بر مشكل فوق بودهاي روش

و اطلاعات مربوط هندسه به بلوك هاي مناسب، در هر لحظه تنها به حل يك بلوك پرداخته شده

مي به بلوك مي. شود هاي ديگر در حافظه جانبي ذخيره  شود تا سرعت گرچه اين موضوع باعث

.باشد اجراي برنامه كم شده، ولي به عنوان تنها راه غلبه بر مشكل حافظه، بسيار سودمند مي
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 هاي پيچيده توليد شبكه روي هندسه-3-5-2

هاي هاي عددي براي حل جريان به كمك روش توان گفت كه اولين الگوريتم از لحاظ تاريخي مي

به. تفاضل محدود صورت گرفته است روش تفاضل محدود بتوان جريان درون يك براي اين كه

و حول جسم توليد نمود همين. دامنه هندسي را مدل كرد، نياز است تا يك شبكه منظم روي بدنه

هنگامي كه هندسه پيچيده. باشد مسئله يكي از بزرگترين مشكلات موجود براي حل جريان مي

مي شود، مخصوصاً در حالت مي توليد شبكه منظم يا باسازمان روي باشد، هايي كه جسم سه بعدي

و همچنين توليد شبكه سه بعدي روي ميدان به سختي صورت مي .گيرد بدنه

بي هاي منظم، شبكه بر خلاف شبكه مي پاسخسازمان هاي نامنظم يا . باشند گوي اين مسئله

مي شبكه سه هاي نامنظم داراي اين خاصيت هستند كه به كمك آنها را توان هر گونه هندسه بعدي

از ديگر نميها مشكل اصلي اين است كه باكمك اين شبكه. بندي كرد توسط آنها شبكه توان

به براي اين منظور الگوريتم. هاي تفاضل محدود استفاده كرد الگوريتم هاي حل معادلات سيال

و توسعه يافته كمك روش و حجم محدود تدوين وه به كمك اين الگوريتم. اند هاي المان محدود ا

كه اي را شبكه توان هر هندسه شبكه نامنظم مي و حل نمود، ولي در عمل مشاهده شده است بندي

و المان محدود استفاده هاي منظم حتي هنگامي كه از الگوريتم استفاده از شبكه هاي حجم محدود

مي. شود، از دقت بيشتري برخوردارند مي  با هاي مناسبي گردد تا بتوان روش لذا همچنان سعي

و سه بعدي به دست آورد توليد شبكه منظم روي هندسه بربي. هاي پيچيده شك تنها راه غلبه

.باشد مشكل موجود، استفاده از روش چند بلوكي مي
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 حل حاصل از اندركنش جريان خارجي با جريان داخلي-3-5-3

ناگزيريم تا از در حالاتي كه بخواهيم تاثير جريان داخلي را روي جريان خارجي حساب كنيم،

براي آنكه. به عنوان مثال جريان روي هواپيما را در نظر بگيريد. كنيم روش چندبلوكي استفاده

تاثير نيروي ناشي از موتور جت را روي ضرايب آيروديناميكي هواپيما به دست بياوريم، ناگزيريم تا 

 كرده ونتايج آن را به جريان داخل نازل موتور را كه يك جريان داخلي است را با يك بلوك حل

و تاثير آن را روي ضرايب هواپيما به دست بياوريم )2(.شبكه حول هواپيما داده

ميهاي حل جريان در مسائلي كه داراي مقياس-3-5-4  باشند طولي متفاوت

مي در بسياري از مسائل فيزيكي حقيقي، به مقياس كنيم كه از جمله هاي طولي متفاوتي برخورد

و وجود گردابه وان به جريانت آنها مي  در چنين)6(.ها اشاره كرد هاي با سرعت زياد، با گراديان بالا

مي مسائلي لازم است تا در هر كجا كه مقياس در ها عوض شوند شبكه محاسباتي را فشرده يا

اي به وسيله شبكه باسازمان توليد چنين شبكه. تري استفاده كرد صورت نياز از شبكه درشت

ميبلو تك و پر هزينه و اغلب با تقريب كي كاري بسيار سخت اين. هاي زيادي همراه است باشد

مي دليل نيز اهميت روش چند آن بلوكي را بالا و كارهاي متعددي توسط محققان مختلف روي برد

مي. انجام شد گردد همانطور كه گفته شد در اين روش، هندسه مورد نظر به چندين بلوك تقسيم

ميي كه مجموع بلوكا به گونه و در هر بلوك به طور جداگانه ها، كل هندسه را تشكيل دهند
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هاي بندي مورد نياز را انجام داد به طوري كه بسته به نياز هر ناحيه بتوان مقياس توان شبكه مي

.طولي مورد نياز را ارضا كرد

 امكان پردازش موازي-3-5-5

و طولاني تنه كه اين به نوبه. پذير بودا روي ابر كامپيوترها امكاندر دهه گذشته محاسبات زياد

هاي بسيار زيادي گردد زيرا ابر كامپيوترها داراي هزينه خود مساله بسيار بزرگي محسوب مي

امروزه پردازش موازي به عنوان يكي از مهمترين ابزارها براي تحليل جريان مطرح شده. باشند مي

و وسايل ارتباط اطلاعات، امكان موازياست، تا چندي پيش به علت ضعف كامپ سازي يوترها

و امكان تبادل سريع اطلاعات. كامپيوترهاي شخصي فراهم نبود اين مشكل با توسعه سخت افزارها

بلوكي، قابليت يكي ديگر از مزاياي اصلي روش چند. بين كامپيوترهاي شخصي مرتفع گرديده است

هاي ايجاد گونه كافي است كه هر كدام از بلوك بدين.دباش ذاتي اين روش براي پردازش موازي مي

و اطلاعات مورد نياز در روي مرزها بين كامپيوترها  شده، روي يك كامپيوتر جداگانه تحليل شوند

. منتقل شوند

 مشكلات موجود در زمينه روش چند بلوكي-3-5-6

.تر شدن الگوريتم حل عددي پيچيده.1

مي تبادل اطلاعات بين بلوك.2 در روش. باشد ها، بزرگترين مساله در روش چند بلوكي هاي موجود

:باشد تبادل اطلاعات به شرح زير مي
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اين كار با جايگزيني مقادير نقاط مرزي از بلوك همسايه به بلوك: هاي منطبق در بلوك-الف

).يابي عدم نياز به ميان(پذير است حاضر امكان

ودر: يابي خطي استفاده از ميان-ب  جاهايي كه گراديان متغيرهاي جريان كم است

و هايي نظير موج ضربه ناپيوستگي .وجود ندارد... اي، برگشت جريان

در جاهايي كه گراديان متغيرهاي جريان زياد است،: يابي با دقت بالاتر استفاده از روش ميان-ج

و موج ضربه مي نظير لايه مرزي .باشد اي، كارآمد

م-د اي، برگشت هايي نظير موج ضربه در جاهايي كه ناپيوستگي10يابي ابقايي يان استفاده از

و  مي ميان: داريم... جريان با. باشند يابي بقايي به منظور ارضاء كردن معادلات بقاء در مرزها مثلاً

و انرژي عبوري از يك بلوك به بلوك ديگر مقادير متغيرهاي  مساوي قرار دادن جرم، اندازه حركت

بهجريا مين روي مرزها .آيد دست

 بندي بلوك-3-5-7

مي بلوك و بيشترين زمان لازم براي بندي مناسب ميدان جريان از اهميت بسياري برخودار باشد

در يكي از روشهاي خودكار،. شود تحليل عددي جريان حول اجسام پيچيده، صرف ايجاد شبكه مي

بندي كرده سپس در هر بلوك شبكه باسازمانوكبل11سازمان ابتدا ميدان جريان را به صورت بي

هاي پيچيده، استفاده هر چند كه روش موثر براي حل ميدان جريان روي هندسه. نمايند ايجاد مي

تك از شبكه بي هاي بندي جريان با استفاده از شبكه بلوكي است، ولي تركيب بلوك سازمان

 
10 Conservative Interpolation 
11 Unstructured 
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بي تري براي شبكه باسازمان جانشين مناسب ميسازم هاي در دهه اخير تحقيقات. باشد ان

و استفاده از شبكه گسترده هاي توليد شبكه، روشهاي، روش هاي چندبلوكي اي در زمينه توليد

و همچنين تهيه نرم دسته و زمان بندي اطلاعات افزارهاي توليد شبكه، براي كاهش نقش كاربر

.است هاي پيچيده هندسي انجام گرفته توليد شبكه بويژه براي شكل

:به طور كلي دو نوع شبكه بلوكي وجود دارد

12هاي منطبق شبكه

مي13منطبق هاي غير شبكه :شود كه خود به سه دسته زير تقسيم

14اي هاي وصله شبكه

هم شبكه 15پوشان هاي

16پوشانهم-اي هاي وصله شبكه

مي انواع مختلف شبكه)2-3(شكل .دهد هاي بلوكي را نشان

12 Matched Grids 
13 Unmatched Grids 
14 Patched Grids 
15 Chimera Grids 
16 Patched- Chimera Grids 
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ان:2-3شكل .هاي بلوكي واع مختلف شبكهنمايش

 روش انطباقي-3-5-7-1

و هاي منطبق بلوك در شبكه و نقاط مرزي با يكديگر مشترك مي باشند هاي مجاور در مرز

هم هيچ و توربو اين نوع شبكه. پوشاني ندارند گونه ماشين بسيار سودمند ها در مسائل هوافضايي

و شبكه اي شبكهه در اين روش در مقايسه با روش. باشند مي بي بندي باسازمان سازمان، بندي

مي هندسه براحتي مدل مي و قوانين بقايي را در مرزها براحتي اما اين روش. توان اعمال كرد گردد

:باشد داراي معايب زير مي

مي از آنجا كه بلوك و نقاط مرزي با يكديگر مشترك در باشند، انعطاف ها در مرز پذيري اين روش

مي دسهتوليد هن مي. شود هاي پيچيده كم به شود تا بلوك اين قيد باعث ها هم در تعداد نقاط
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و هم در مكان نقاط روي مرز داراي قيد باشند اين قيد ممكن است به پايين. يكديگر وابسته بوده

و حتي در مرزها شرط تعامد شبكه را نتوان به درستي اعمال كرد .آمدن كيفيت شبكه منتهي شود

مي ها به بلوك جا كه تعداد بلوكاز آن باشد، بايد از الگوريتم مناسبي جهت تعيين هاي مجاور وابسته

.تعداد نقاط مناسب در هر بلوك تعيين گردد تا در مناطق مورد نياز فشردگي شبكه رعايت شود

 روش غير انطباقي-3-5-7-2

ب هاي غيرمنطبق از انعطاف هاي منطبق، شبكه برخلاف شبكه هاي شبكه. يشتري برخوردارندپذيري

مي غيرمنطبق را عموماً به دو دسته تقسيم :كنند بندي

اي هاي وصله شبكه

هاي هستند كه در آنها دو بلوك مجاور تنها در يك مرز با يكديگر اي شبكه هاي وصله شبكه

و نقاط مرزي آنها لزوماً روي يكديگر قرار ندارند .مشترك هستند

هم شبكه  پوشان هاي

همكهشب هايي هستند كه در آنها دو بلوك مجاور هم، با يكديگر هيچ ارتباط پوشان شبكه هاي

و كاملاً آزادانه مي از. توانند روي يكديگر حركت كنند هندسي ندارند بنا به اين خاصيت، با استفاده

هم شبكه مي هاي و جريان را روي توان به راحتي هرگونه هندسه را شبكه پوشان  آنها بندي كرده

مي اما انتقال اطلاعات بين بلوك. حل نمود و ارضاي شارها در نقاط مرزي ها به سختي صورت گيرد

.بسيار مشكل خواهد بود
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است، اما همچنان مشكلات هاي غير منطبق صورت گرفته هاي زيادي روي شبكه اگرچه فعاليت

ها، توليد شبكه به صورتكتوان به انتقال اطلاعات بين بلو زيادي وجود دارد كه از جمله مي

و مسائل با مرز متحرك اشاره كرد هاي انواع شبكه)د-3-3(تا) الف-3-3( در شكل.اتوماتيك

به) الف-3-3(شكل. شودمي هاي مختلف مشاهده توليد شده توسط روش يك ميدان حل را وسيله

مي. بندي كرده است بلوك باسازمان شبكه شبكه از كيفيت مناسب شود اين همانطور كه ملاحظه

به)ب-3-3(شكل. باشد برخوردار نمي بندي هاي منطبق شبكه وسيله بلوك همان ميدان را

مي همان. است كرده با شود، بلوك طور كه در اين شكل ملاحظه و هم در نقاط مرزي ها هم در مرز

به)ج3-3( شكل. يكديگر مشترك هستند وص وسيله بلوك همان ميدان را بندي اي شبكهلههاي

و نقاط مرزي به صورت در اين حالت بلوك. است كرده ها تنها در مرزها با يكديگر در اشتراكند

مي همان. اند دلخواه روي مرزها تقسيم شده را طور كه ملاحظه شود تعداد نقاط در هر بلوك

و محدوديت حالت قبلي وجود ندارد مي همان)د-3-3(شكل. توان به طور دلخواه تعيين كرد

هم ميدان را به وسيله بلوك مي. بندي كرده است پوشان شبكه هاي كه در اين شكل ملاحظه شود

و هيچ ها به دلخواه يكديگر قرار گرفته بلوك هر بلوك به طور دلخواه. گونه محدوديتي ندارند اند

مي شبكه و حتي .و حل نمودبندي توان هر بلوك را در دستگاه مختصات مناسب شبكه بندي شده

هم در حالت كلي، بلوك اي هاي وصله پذيري بيشتري نسبت به بلوك پوشان از انعطاف هاي

مي هاي وصله ها نيز داراي معايبي نسبت به بلوك گرچه اين بلوك. برخوردارند از. باشند اي بعضي

از معايب بلوك :هاي هم پوشان عبارتند
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ازnدر يك مساله  بعديnيابي يك بلوك به بلوك ديگر نيازمند درون بعدي براي انتقال اطلاعات

اين. بعدي خواهيم بود(n-1)يابي اي نيازمند درون هاي وصله هستيم در حالي كه در حالت بلوك

و هم در دقت شرايط مرزي بلوكي تاثير مي .گذارد مساله هم در سرعت

هم ارضاي معادلات بقايي در حالت بلوك مي هاي .باشد پوشان بسيار سخت

و سرعت همگرايي محاسبات در اين حالت بستگي به ميزان هم .پوشاني دارد دقت

و سرعت همگرايي موثر است اندازه نسبي بلوك .ها نيز در دقت

هم اما به هر حال انعطاف پوشان در توليد شبكه بويژه در حالت سه بعدي باعث شده پذيري روش

و يا جرياني. ها مورد توجه قرار گيرند است تا اين بلوك همچنين در مسائلي مانند جريان غير دايم

و مرز متحرك است، كارآيي بلوك كه در آن حركت نسبي بين هندسه هاي هاي مختلف وجود دارد

.بيشتر استپوشان هم

الف توليد شبكه سازمان يافته به روش:3-3شكل ب شبكه: هاي مختلف، ج: باسازمان،  شبكه: شبكه بلوكي منطبق،
د بلوكي وصله هم: اي، .پوشان شبكه بلوكي
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 مرزهاي بلوكي-3-5-8

مي اولين قدم در حل به روش چند بلوكي، شكستن ميدان حل به بلوك اين. باشد هاي مختلف

مي تقسيم شود كه در ميدان حل مرزهايي به وجود بيايد كه به نام مرزهاي بلوكي بندي باعث

ميميدان حل بين)4-3(شكل. معروفند هاي مختلف تقسيم دهد كه به بلوك دو ايرفويل را نشان

توليد شبكه تك بلوكي در اين ناحيه كه يك ناحيه همبند چند گانه است بسيار مشكل. شده است

مي. به همين منظور، ناحيه مورد نظر را به پنج بلوك تقسيم شده است. باشد مي كه ملاحظه شود

ميهر كدام از اين نواحي يك ناحيه همب مي ند ساده با چهار مرز ساده و به راحتي هر باشند توان

مي. بندي كرد بلوك را شبكه باشند كه در فصل در اين شكل، مرزهاي بلوكي به طور مشخص

مي. اند مشترك دو بلوك ايجاد شده به اين مرزها باعث  هنگامي كه با راحتيِ شوند تا حل جريان

.يك بلوك سروكار داريم، نباشد

.تقسيم ناحيه ما بين دو ايرفويل به پنج بلوك:4-3شكل
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)5(: محاسبه مقادير روي مرزهاي بلوكي بايد طوري صورت گيرد كه

.حل پايدار باشد

.الخط قابل اعمال باشد روي مختصات منحني

شود، خطوط شبكه در دو بلوك مجاور از آنجا كه هر بلوك به طور جداگانه شبكه بندي مي

ي مي يا اينكه اين خطوط در يك راستا) هاي منطبق شبكه(ك راستا باشند توانند در

هاي منطبق نيز تغيير ناگهاني در فواصل شبكه بين حتي در شبكه). هاي غير منطبق شبكه(نباشند

 در شكل). هاي با متريك ناپيوسته شبكه( ها شود تواند باعث پرش در متريك دو بلوك مجاور مي

مي شبكهانواع مختلف اين)3-5( به. شود ها ديده براي آن كه اطلاعات از يك بلوك به بلوك ديگر

و با دقت منتقل شود، لازم است تا تبادل اطلاعات روي مرزها با دقت صورت گيرد براي اين. خوبي

مي عمل نياز به روش .گردد هاي بادقت بالاي درونيابي احساس



�39................................................................................................................ روشهاي تقسيم دامنه

بمرز با پيو: الف. انواع مرزهاي بلوكي:5-3شكل نا: مرز با پيوستگي متريك،ج: ستگي شبكه، پيوستگي مرز با
د  مرز با ناپيوستگي شبكه: متريك،
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 محاسبه مشتقات جزئي به روش عددي-4فصل

 مقدمه-4-1

شدةدر اين فصل نحوة محاسب روش محاسـبة. مشتقات جزئي به روش عددي بحث خواهد

م روشدر مختصات مكاني اين مشتقات  اسـت كـه در همـين فـصل نحـوه حدود فشرده تفاضلات

و مي توان براي محاسبه برخوردار است دقت بالايي از اين روش. شود محاسبة آنها توضيح داده مي 

 كوتـا–براي محاسـبة مـشتق زمـاني از روش رانـگ. مشتقات از هر مرتبه اي از آن استفاده كرد

و بـه تفاضلات محدود فشرده روشضي به در انتهاي فصل مشتق چند تابع ريا. استفاده مي شود

و نتايج آن با روش تحليلي مقايسه شده است .صورت عددي محاسبه شده است

 براي محاسبة مشتقاتتفاضلات محدود فشرده روش-4-2

و هم عمود بر جهت جريان از روش تفاضـلات محـدود مشتقات جزئي هم در جهت جريان

در ايـن روش مـشتق اول. ارائه شده است)Lele )10 محاسبه شده است اين روش توسط فشرده

: شود به صورت زير محاسبه ميf(x)تابعي دلخواه مانند 
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و كه در رابطة بالا علامت پريم نمايانگر مشتق مرتبة اول مي دهندة شمارة شبكة مورد نشانjباشد

Jj(باشد نظر مي )/1(و)1≥≥ −=∆ JLx x.3/1با جاگذاري=α4/1و=αترتيب دقت به 
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و چهاربه دست مي كه. آيد مرتبة شش  باشد قطر اصلي در طـرفα=3/1 وياα=4/1هنگامي

كتر از دو قسمت ديگر هستند، كه اين موضوع بيـانگر ايـن راست معادلة بالا چهار يا سه برابر كوچ

حل براي رفع اين مشكل اين است كه دو طرف يك راه. است كه معادلة بالا شرايط ناهنجاري دارد 

در)1-4(رابطة  مي. ضرب كنيمα/1را )2-4(بـه صـورت رابطـة)1-4(شود رابطة اين كار باعث

:تغيير يابد
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باشد،روش ضمني يك طرفة درجة سه براي تقريب ) j=Jو j=1يعني در جائيكه(در مرزهاي جريان

:شود كه به صورت زير است مشتق اول به كار برده مي
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شود با ايـن تفـاوت شكل كلي معادله به كار برده مي ) j=J-1و j=2يعني(در نزديكي مرزها

ميپيشنهادي   α.Lele=4/1كه  در مطرح  تغييراتي را انجـام j=J-3و j=3كند مبني بر اينكه

.شود به صورت زير تعريف ميα' جاگذاري كنيم كهα' را باαدهيم به طوريكه

)4-5()140(/)3216(' −+= ααα

 در مـواردي كـه معادلـه بـهرا اين عمل به اين دليل است كه اين جاگذاري پايداري حـل عـددي

)صورت ) ( ) )(// ufxut ، بيشتر مي∂∂=∂∂ . كند است

ه در آن از مرتبـة اسـت ك ـf(x)معادلة زير نمايانگر مشتق مرتبة دوم تـابعي دلخـواه ماننـد

: استفاده شده استتفاضلات محدود فشردهچهارم شكل
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كه در آن
4
1=α.در)6-4(در اينجا نيز براي غلبه بر شرايط ناهنجار هر دو طرف رابطة α/1را

شد)7-4(كنيم كه در نتيجه رابطة ضرب مي . حاصل خواهد
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:شود كه به صورت زير است در مرزهاي جريان، حالت مرتبة سوم يك طرفه به كار برده مي
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:داريم)3-4(با مشتق گيري از طرفين رابطة
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:توان نشان داد معادل رابطة زير است كه به راحتي مي
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(3-4(با جاگذاري طرف چپ رابطة بـراي ترمهـاي داخـل پـارانتز در رابطـة)α=4/1با فـرض)

مي)4-11( :رسيم به رابطة زير
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مي)12-4(ادلةمع و مـشتق آنهـا موجـود زماني در داخل مرزها به كار برده شود كـه مقـادير تـابع

مي.باشند در مشابه اين روابط را و مـشتق آن توان براي جريان خروجي ازمـرز، هنگـامي كـه تـابع

:دسترس است به كار برد يعني
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تفاضلات مرتبة دوم از معادلات) j=J-1و j=2 در() جهت جرياندر(در نزديكي مرزهاي جريان

ميمحدود فشرده  يك ارزيابي از مشتق مرتبة چهار،.α=10/1با)7-4(شود يعني رابطة استفاده

.مورد استفاده در روابط اين است كه مشتقات مرتبه دوم را دوبار بر روي معادلات اعمال كنيم

)Algebraic mapping(جبرييك به يك نگاشت-4-3

، بايد اين توانايي را داشته باشيم كـه در روش عددي براي حل مسائل لايه مرزي توربولانت

سازي كنيم كه يك مقياس فاصله بندي شدة خاصي نزديك اي شبيه يك ساختار در جريان به گونه

ك اين شبيه. ديواره داشته باشيم  ها نزديك ديـواره خيلـي ريـزه فاصلة گره سازي نيازمند اين است

شد. باشد  داخلياين عمل در مورد جريان. اين عمل باعث صرفه جويي در هزينه محاسبات خواهد

.نيز صاق است كه در همين فصل بحث خواهد شد

 جريان بين دو صفحهبرايتابع نگاشت-

)3(تابع نگاشت زير مفروض است
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]l[0,yto]1,0[.كند اين نگاشت جبري ناحيه محاسباتي را به صورت زير نگاشت مي y∈∈η

و ميزان كشيدگي را تعيين مي0y)14-4(در رابطة كه يك شبكه بندي. كند پارامتر نگاشت است

:معكوس رابطة بالا به صورت زير است. دهد منظم را ارائه مي
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،ηيك شبكه بندي منظم در فواصل
yN

1,,0, =∆=∆= ηηη yi Niiباعث ايجاد يك شبكة 

ــر روي يــك شــبكه كــشيده توزيــع گــره)1-4(شــكل. مــي شــودyكــشيده شــده در هــا را ب

100N,25.1L,08.1با ) Stretched(شده yy0 ===yمي را نش .دهد ان

با:1-4شكل 100N,25.1L,08.1توزيع شبكه در يك شبكه بندي كشيده شدة جبري yy0 ===yبا 
)14-4(استفاده از تابع نگاشت

:مشتقات جزيي به صورت زير هستند
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عبارتهـاي. شـوند به هم مـرتبط مـي1زنجيريمشتقات در فواصل فيزيكي به وسيلة قانون

و چهارم در فواصل فيزيكي تابعي از مشتقات در دامنة محاسباتي به صورت رابطة  ، دوم مشتق اول
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مش-4-4  تق در حالت استفاده از تابع نگاشت استخراج اپراتورهاي

مشتقات جزئي كه در قسمت قبل براي محاسبة مشتقات در جهت جريان به كار بـرده شـد

 مشتقات به كار رود اگر معادلات بـسط يافتـه را در نظـر تواند براي محاسبة در اين قسمت نيز مي 

:بگيريم مشتقات به صورت زير است

1 Chain 
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:حال اگر اين معادلات را به صورت ماتريسي بنويسيم داريم

)4-22(fB
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dfA 11 =
η

و
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2211هــاي كـه در ايــن معــادلات مـاتريس ,,, BABAبدســت)21-4(و)20-4( از رابطــة

جه مي ميآيند در :توانيم معادلات مشابه را ارائه كنيم كه به صورت زير استت عمود بر جريان نيز
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ηبايد دقت داشت كه شـرايط. است جريان داخل كانال براي

مي مرزي به صورت پيش  و آخـرين عـضو در مـاتريس هـاي قطـري فرض ارضا شوند چرا كه اولين

12 , ΛΛ3وΛبرابر صفر است .
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و تست كدهاي-4-5  نوشته شده براي محاسبة مشتقاتارزيابي

، مشتق توابع رياضي زيـر را حـساب براي تست كدهاي نوشته شده براي محاسبة مشتقات

و با مشتق تحليلي مقايسه كرده كرده  ايم كه نتايج به صورت زير است ايم

 محاسبه مشتق اول تابع-1

xexxfبه عنوان اولين تست تابع .)( آن در نظر گرفته= و رفتـار شده است كه نمودار تابع

:موجود است)2-4(در شكل

xexxfنمودار تابع:2-4شكل .)( =



���..................................................................................مشتقات جزئي به روش عددي محاسبة

 محاسبه شده است همراه با مشتق كه بـه تفاضلات محدود فشرده مشتق اول اين تابع كه به روش

و قابل مقايسه است)3-4(روش تحليلي محاسبه شده است در شكل .رسم شده

xxنمودار مشتق اول تابع:3-4شكل eexxf += ) گره150()(.
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)گره 150با(xدر جهت مشتق اول در دار خطا نمو:4-4شكل

 محاسبه مشتق دوم تابع-2

و هم روش تحليلي محاسبه شده است كـه مشتق دوم تابع قسمت قبل هم به روش عددي

:نتايج به صورت زير است
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2مشتق دوم تابع نمودار:5-4شكل

)( xexf )گره100با(=

.رسم شده است)6-4(همچنين نمودار خطاي نسبي مشتق دوم در شكل

نمودار خطاي نسبي مشتق دوم تابع:6-4شكل
2

)( xexf )گره100با(=

 با حل تحليلي مقايسه مشتق محاسبه شده در تابع نگاشت-3

و دوم در اين قسمت مانند  تابع رياضي را كه در محاسبه مشتقيك قسمت قبل مشتق اول

و با حل تحليلي مقايسه كرده ايم .آنها از تابع نگاشت استفاده شده است ،بررسي كرده
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 بـه جريـان داخلـي همانطور كه در قسمت هاي قبل اشاره شد نگاشت مورد اسـتفاده بـراي

:صورت زير در نظر گرفته شده است
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 همراه با تابع نگاشت، مـشتق تفاضلات محدود فشرده براي تست محاسبة مشتقات به روش

: محاسبه شده است كه نتايج به صورت زير است زيرتابع

2مشتق اول تابع)7-4(شكل

)( yeyf . نشان مي دهد نگاشت را با اعمال=

او:7-4شكل ل تابعنمودار مشتق
2

)( yeyf )گره100با(25-4 رابطه نگاشتبا اعمال=

:نمودار مشتق دوم همين تابع را نشان مي دهد)8-4(و شكل
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نمودار مشتق دوم تابع:8-4شكل
2

)( yeyf )گره100با(25-4 رابطه نگاشتبا اعمال=
و عددي را به :صورت زير مي بينيممقادير تفاضل بين حل تحليلي

مشتق اول تابعدر خطانمودار:9-4شكل
2

)( yeyf )گره100با(25-4 رابطه نگاشتبا اعمال=

: مشتق دوم همين تابع را نشان مي دهد خطاي نمودار10-4و شكل
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نمودار خطا در مشتق دوم تابع:10-4شكل
2

)( yeyf )گره100با(25-4رابطه نگاشتبا اعمال=

 الگوي پيشروي در زمان-4-6

و پيشروي در زمان از روش رانج  Wrayكوتا مرتبة سـوم كـه توسـط-براي انجام محاسبات

و در سه زير)1-4(كاربرد اين روش در معادله مدل زير در جدول. كنيم ارائه شده است استفاده مي

.مرحلة زماني آورده شده است

)4-26()(uR
dt
du =

 كوتا مرتبة سوم–الگوي پيشروي در زمان رانج:1-4جدول
Second locationFirst location Time 

)( nuRnunt

)(uRR ′=′tRcuu n ∆+=′ 1tctt n ∆+=′ 1

)(uRR ′′=′′tRdRcuu ∆+′+′=′′ )( 22tdctt ∆++′=′′ )( 22

tRdRuu n ∆′+′′+′′=+ )(c 33
1

ttt nn ∆+=+1
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)∆t(بوسيلة پيشرفت زمـاني)26-4(دهد كه پيشرفت زمان در معادلة اين جدول نشان مي

در هر زير بازة زماني، زمـان بـا. سه زيربازة زماني استدر)R(نيازمند محاسبة طرف راست معادله

tdcرابطة  ii ∆+ و افزايش مي)( و زير بازة زمـانيR بوسيلة تركيبي خطي ازuيابد  درزمان جاري

. آيد قبلي بدست مي

)(ضرايب استفاده شده در روش پيشروي زمان ii dc به متغيـر با بسط سري تيلور نسبت+

و مساوي قرار دادن ضرايب هم مي زمان :آيد، پس داريم مرتبه به دست
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كـ. بيني شود تا حل كامل شود روابط بالا مقدار دو پارامتر بايد پيشرد ه در شروع حل واضح است

d=0 .  يك جواب از دستة جوابهـا. آيد پس بقية پارامترها به صورت تابعي از يك پارامتر بدست مي

:تواند به صورت زير باشد مي
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dc

dc

dc

و همچنين بررسي ميزان دقت آن معادلة زيـر را در نظـر براي تست روش ذكر شده در بالا

و آن را به روش عددي حل مي :كنيم گرفته

-1u(0) ,)( =−= tu
dt
du 
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tetuدانيم كه جواب حل تحليلي معادلة بالا بـه صـورت مي مـاگزيمم خطـاي. اسـت)(=−

و حل دقيق در شكل  اين شكل به طور واضح ميزان دقت اين. رسم شده است)12-4(نتايج عددي

.دهد روش را كه از مرتبة سه است نشان مي

)11( الگوي پيشروي زمانمرتبه دقت:12-4شكل




	 

و الگوريتم حل عددي آنهاديفرنسيل معادلات-5فصل  حاكم

 مقدمه-5-1

و نـاوير و-در اين فصل معادلات حاكم بر حركت سيال يعني معادلات پيوستگي اسـتوكس

در ابتـداي ايـن فـصل بـا. همچنين روشهاي حل مستقيم عددي اين معادلات بررسي خواهد شـد 

مي-چند اپراتور برداري معادلات ناويراعمال  آن استوكس را به صورتي ديگر تبديل كنيم تا بوسيلة

و آن را به روش عددي حل كنيم  مشتقات جزئـي بـه. بتوانيم مجهولات را در اين معادله كم كرده

مي4همان روشي كه در فصل  .شود بررسي شد، محاسبه

 استوكس- معادلة ناويرچرخشي شكل-5-2

: در نظر گرفتن رابطه برداري مشخص زيربا

)5-1()()().().().( BAABBABBBA ×∇×+×∇×+∇+∇=∇

و مساوي بردارBوA وبا فرض اينكه بردارهاي : باشد، داريمU با هم برابر

),,( WVUUBA ===

)5-2().(
2
1).( VVVVV ∇+×=∇ ω

:كه در آن

V×∇== ),,( 321 ωωωω
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:مي باشد)3-5( شده معادله ناوير استوكس به صورت رابطه ازطرفي مي دانيم كه فرم بي بعد

)5-3()(
Re
1).( 2VpVV

t
V

∇+−∇=∇+
∂
∂

:خواهيم رسيد)4-5(به رابطه)3-5(و)2-5(با درنظر گرفتن رابطه

)5-4()(
Re
1

2
. 2VVVpH

t
V

∇+





 +∇−=

∂
∂

:كه در آن

ω×== UHHHH ),,( 321

: داريم×∇)(در بردار كرل)4-5(با ضرب طرفين معادله

)5-5()(
Re
1

2
.)( 2 VVVPH

t
V ×∇∇+






 +∇×∇−×∇=

∂
×∇∂

)(0از طرفي مي دانيم كه =∇ scalarبه فرم معادله)5-5(درنتيجه معادله. مي باشد 

شد)5-6( :تبدل خواهد

)5-6(ωω 2

Re
1

∇+×∇=
∂
∂ H

t

:هيم رسيدبه معادله زير خوا)6-5(با تكرار عمل ضرب بالا در معادله

)5-7(( )( )VV
t

V ×∇×∇∇+×∇×∇=
∂

×∇×∂∇ 2

Re
1)()(

).(0با بكار بردن معادله پيوستگي =∇Vو رابطه رياضي مشخص زير

)5-8(VVV 2).()( ∇+∇∇=×∇×∇

:خواهيم رسيد)9-5(به رابطه محاسباتي

)5-9(( ) VH
t
V 4

2

Re
1

∇+×∇×∇=
∂

∂∇ 

از)9-5(مزيت رابطة و مي توان- معادلة ناويردر اين است كه ترم فشار  استوكس حذف شده

اما از طرفي ديگر چون مرتبة. سازي معادله بدست آورد را بعد از گسستهn+1سرعت در لحظة

و اعمال شرايط مرزي نيز سخت،مشتقات بزرگتر شده است  تر شده هزينه محاسبات بيشتر شده

.است
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 روش حل عددي معادلات-5-3

مي)9-5(ة براي حل عددي معادل :كنيم ابتدا سرعت را به صورت اجزاي زير تفكيك

)5-10(),,,(),,,( tzyxvtzyxV =

 با اين.. همان ترم محاسباتي است كه بايد به روش عددي محاسبه شودمعادل ترم كه در رابطة بالا

:را به صورت زير نوشت)9-5(توان معادلة تفكيك مي

)5-11(VH
t
V 4

2

Re
1)( ∇+×∇×∇=

∂
∂∇ 

ارائه دهيم، ابتدا طرف راست)11-5(براي اينكه يك روش عددي مناسب براي حل معادلة

 شامل مشتقات جزئي است را به روش تفاضلات محدود فشردهدر حقيقت يك عبارت كه معادله را 

كه محاسبه مي mn يك ماتريس نتيجه كنيم مـي نمـايش RHS خواهد بود اين ماتريس را بـا×

و گسسته سازي. دهيم  مي)11-5(طرف چپ معادلةبا اين عمل :رسيم به معادلة زير

)5-12(n
nn

RHS
t

vv =
∆

∇−∇ + 212

:شود از رابطة زير محاسبه ميn+1و يا به عبارت ديگر سرعت در لحظة

)5-13()( 212 nnn vRHStv ∇+∆=∇ +

خـواهيم است در اين قسمت مـي در حقيقت همان معادلة پواسون دو بعدي)13-5(معادلة

تفاضـلات محـدود بـه روش سـازي مـشتقات جزئـي اثبات كنيم كه معادلة پواسون بعد از گسسته 

.شود تبديل ميAX+XB=C، به فرم ماتريسي فشرده
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 معادلة پواسون دو بعدي سازي گسستهروش-5-4

:در حالت كلي معادله پواسون دو بعدي به صورت زير است

)5-14(),(2

2

2

2

yxR
y
v

x
v =

∂
∂+

∂
∂

خواهيم معادله پواسون را براي يك دامنه حل كنيم كه يـك شـبكه حال فرض كنيم كه مي

JI ميبه صورت شكل زير را× :دهد تشكيل

J

J

JIII

vvv
vvv

vvv

×××

×××

×××

12111

22212

21

K

K

MNMM

K

م داريتفاضل محدود فشردهشود حال از معادلات در نظر گرفته مي[uij] به صورتuپس

Xمشتق دوم در جهت) الف

)5-15(BvAvxx =

: است معادلة بالا به شكل ماتريس به صورت زير استX مشتق دوم در جهت vxxكه در آن

)5-16(T
JIJJJJ

T
JxxI

T
JIJJ

T
JxxIJJ vBAvvBvA ××

−
×××××× =⇒= )( 1

:برسيم)17-5( تا به رابطةكنيم حال يك بار ديگر ترانهادة طرفين رابطة بالا را محاسبه مي

)5-17(VBBAvv T
JJJJJIJxxI == ×

−
××× )( 1

Yمشتق دوم در جهت)ب

BvAvyy =

)18-5( است معادلة بالا به شكل ماتريس به صـورتY مشتق دوم در جهت vyyكه در آن

:است

)5-18(AVvBAvvBvA JIIIIIJyyIJIIIJyyIII ==⇒= ××
−
×××××× )( 1
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و تبديل JIR به فرم ماتريسي يعنيRبا جاگذاري اين روابط :در معادلة پواسون داريم×

)5-19(RVBAV =+

 AX+XB=C ماتريسية حل معادل-5-5

و ماتريس مجهول در اين قسمت مي  را محاسبهXخواهيم معادلة ماتريسي زير را حل كرده

)9(.كنيم

)5-20(CXBAX =+

mكـه.هـستند×nmو×nnو×mmبا ابعـاد ماتريسهاي حقيقيA،B،Cدر رابطة بالا

مي از سابروتين. استx تعداد گره در جهتnو y تعداد گره در جهت توان براي هاي اضافي موجود

:نيز استفاده كرد)21-5(حل معادله

)5-21(CXAXAT =+

در حل مـستقيم معادلـه پواسـون)20-5(معادله. متقارن مي باشدCا ماتريس كه در اينج

.كاربرد دارد 

، مقـادير ويـژه؛فقط يك راه حل دارد)20-5(كاملا آشكار است كه معادله و فقط اگـر اگر

mααα ,....,, nβββوAماتريس21 ,....,, : شرط زيررا ارضا كندBماتريس21

)5-22(),....,2,1;,....,2,1(0 njmiji ==≠+ βα

مقـدار ويـژه، روش حل بر مبناي يك روش محاسباتي مي باشد اما اگـر شـرايط سيـستم

روش پيشنهاد شده در اينجا اسـتفاده از روش كـاهش. ناهنجار باشد روش حل ناپايدار خواهد بود 

)14(.متعامد مي باشد شبه با استفاده از تبديل Schurمثلثي 

حل)20-5(معادله .مي شود به اين صورت

ماننـد Lower Schur بـه مـاتريس حقيقـيUشبه متعامد تبديل با استفاده ازA ماتريس

A′كاهش مي يابد.



و الگوريتم حل عددي آنها �61 .......................................................... معادلات ديفرانسيل حاكم

)5-23(
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و نيز با استفاده از روش فـوقBماتريس. مي باشد2 حداكثر از مرتبه′iiAكه هر ماتريس

.يابد كاهش مي′B مانند Upper Schurبه ماتريسVاستفاده از ماتريس متعامد با

)5-24(
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 اگر. باشدمي2 نيز حداكثر از مرتبه′iiB كه ماتريس

)5-25(
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:با معادلة زير هم ارز مي شود)20-5(آنگاه معادله

CBXXA ′=′′+′′

ABCXاگر قسمت هاي ′′′′ :باشند آنگاه)Conformal( همانند,,,
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112111222 معادله براي مقادير اين XXXXX p ′′′′′  حل مي شود آنگاه حل معادله ...,,,,...,,

TVXUXبويسله)5-20( . داده مي شود=′

 با استفاده از روش هاي استاندارد انجام شده Schur به شكل حقيقيBوAكاهش ماتريس

ــت ــاتريس. اس ــتفاده از روشBم ــا اس ــدر ب ــاوس هول ــالا ) Householders(ه ــاتريس ب ــه م ب

 با استفاده از الگـوريتميبرگسنهبالا آنگاه ماتريس. كاهش پيدا مي كند ) Hsesenberg(رگيسنبه

QR به فرم حقيقي Schur نتيجه اين تبديل در كاهش به شكل ماتريس. تبديل مي شودVمـورد

 با استفاده از كـاهش Schurيين مثلثي حقيقيپابه فرمA ماتريستبديل. گيرد استفاده قرار مي

. مسير مي شودزو سپس عمل عكس ترانسپوSchur به بالا مثلثيAماتريس ترانهاده

، كاهش عناصر QRاز آنجائيكه الگوريتم  استفاده شده در اينجا يك روش تكراري مي باشد

ه ازسنبزير قطري ماتريس بالا مثلثي ، نياز به استفاده  وقتـي، فرضياتي براي محاسبهرگ به صفر

. دارد، مي شودمقدار يك عنصر ناچيزكه

 اگر داراي مقداري كمتر ازHاز المانهردر اين برنامه
∞

HHεكردن باشد ،قابل صرفنظر

ده از اين فرض اگـر استفا. مقدار ثابتي است كه توسط كاربر اعمال مي شودHε كه در اينجا.است

، فرض مناسبي مي باشد اما اگر اين عناصر در يك طيفHعناصر   داراي اندازه هاي يكساني باشند

و المان هاي كوچك مهم باشند . احتياج به فرضيات ديگري مي باشد. وسيعي باشند

KLXحل حل)27-5( در′ در ايـن. دارد)20-5(ماتريسي به شـكل معادلة هنوز احتياج به

حل. هستنددو از مرتبه حداكثر′LLBو′KKAحالت ماتريس  را مي تـوان بـا حـل)27-5(از اينرو

KKLLبراي مثال اگر. سيستم خطي از مرتبه حداكثر چهار بدست آورد  AB ′′  هـر دو از مرتبـه دو,

. باشند

:آنگاه
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ijijijكه abx ′′′ KKLLLK المان هاي عناصر,, ABX ′′′ و,,  المان هـايijdرا مشخص مي كنند

. هستند)20-5(سمت راست معادله

حل ) Crout(بدست مي آيد با استفاده روش كاهش كروت)27-5(دستگاهي كه از معادله

)13(. شود مي

 بـهAاتي براي كاربر در نظر گرفته است تا در آن مرحلة تبديل مـاتريسدتمهي اين برنامه

 توسـط كـاربر وارد شـودA حدف شود در نتيجه چنانچه ماتريس تبديل شـده Schurفرم حقيقي

وانبراحتي امكUو′A محاسبة ماتريس هاي حـل يـك تـوان بـراي مـي از آنها بـراي پذير بوده

.نمود مختلف استفادهCوBدستگاه جديد با ماتريس هاي 

)21-5(بـراي حـل سيـستم هـاي متقـارن را الگوريتم توصيف شـده در بـالا توان عملاً مي

AUUAود متعامـUاگر. مشاهده كرد تقارن را مزيتتوانمي در نتيجهدوبكاربر T=′بـه شـكل 

، آنگاه مقادير Schurفرم بالا مثلثي حقيقي CUUCو′A باشد T=′وXUUX T=′به شـكل 

:زير خواهند بود
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T

ــه 111111كـ AXC ′′′ ــود,, ــد بـ ــه دو خواهنـ ــداكثر از مرتبـ از. حـ ــاه ــه آنگـ معادلـ

CAXXA T : داريم′′+′′=′

211212212222222222 XAAXCAXXA TT ′′−′′−′=′′+′′

1121هنگاميكه بنابراين , XX . ساله مي تواند كاهش يابدم اندازه محاسبه شدند،′′

21Xماتريس ، مانند روش توصـيف شـده′ . توانـد محاسـبه شـود بـالا مـيدر در حالت كلي

11Xماتريس . معادله متقارن را ارضا مي كند′

)5-29(
1111111111 CAXXA T ′=′′+′′
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، حل اين معادله′11Aكه اگر  از مرتبه′11Aهنگاميكه اما. مي باشدآسان از مرتبه يك باشد

رادوباشد، 11X براي سه المان متفاوت معادله فوق يك سيستم جديد مرتبه سه . معرفي مي كند′

و خواننـده را بـراي را ذكر مـي برنامه خلاصةبراي پرهيز از توضيح جزئيات در اينجا كنـيم

)1و4(.كنيم مطالعة بيشتربه مراجع راهنمايي مي

BوAاده از با استف. هدايت مي كند)20-5( برنامه را براي حل معادله AXPXB زير برنامه

Aمـاتريسيين حقيقي پاي شكل. شود بازنويسي ميX با ماتريس جوابC، ماتريس داده شدهCو

كـاربر. را بازنويـسي مـي كنـدB، مـاتريسB مـاتريس يي بـالا Schurو شكل A ،خود ماتريس

و مرحلة تبديل را حذف كندSchur تواند فرم مي سا. را خود آماده كرده  هاي بروتيناين زير برنامه

HSHLDR  وBCKMLT،SCHUR،SHRSLVوSYSSLV مي .كند را احضار

ATXPXA:از. هدايت مي كند)21-5( برنامه را براي حل معادله  دادهCوAبـا اسـتفاده

. شود بازنويسي ميX با ماتريس جوابCشده،، ماتريس  ،خـودAشكل حقيقـي بـالايي مـاتريس.

مي.د را بازنويسي مي كنAماتريس و مرحلـة تبـديل را Schurتواند فرم كاربر  را خود آماده كـرده

وBCKMLT،SCHUR،SYMSLVو  HSHLDR هـاي اين زيـر برنامـه سـابروتين. حذف كند

SYSSLV مي .كند را احضار

HSHLDR:ماتريس Aه ويبرگسنهبالا اين فرم. كاهش مي دهديبرگسن را به شكل بالا

، تاريخچة بA تبديل . ازنويسي مي كند را

BCKMLT:ماتريسAرا كه به فرم بالا هسنبرگي ، و مـاتريس متعامـد است  راUگرفتـه

. محاسبه مي كند

SCHUR:بالاي شكل حقيقيSchur هيك ميسنماتريس بالا مثلثي .كند برگ را محاسبه

SHRSLV:در حاليكه،را حل مي كند)20-5( معادله Aبه شكل Schur وي حقيقي پايين

Bبه شكل Schurمي باشديي حقيقي بالا .
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SYMSLV:را حل مي كند در حاليكه)21-5( معادلهAبه شـكل Schur يي حقيقـي بـالا

.است

SYSSLV :دستگاه معادله خطي را حل مي كند.

: تست حل عددي معادلة پواسون-5-5-1

ازهمانطور كه در قسمتهاي قبل توضيح داده شد گسسته سازي به فرم، معادلة پواسون پس

مي)20-5(معادلة و اعمال شرايط مرزي مناسب تبديل شود در اين قسمت براي تست اين مراحل

و نتايج با روش)34-5(تا)31-5(با شرايط مرزي)30-5(معادلة پواسون به روش عددي حل شده

:تحليلي مقايسه شده است

)5-30(xeyx
y
f

x
f +−=

∂
∂+

∂
∂ )2(sin 2

2

2

2

2

)5-31(0x6)( ==yf

)5-32(2x52sin)( 22 =++= eyyf

)5-33(05)( =+= yexf x

)5-34(3y5sin9)( =++= xexyf

 داراي حل تحليلي است كه جواب آن به همانطور كه مي دانيم اين معادلة ديفرانسيل

),(5sin صورت 2 ++= xexyyxfم5-5روش حل ارائه شده در قسمت. است ناسبي از دقت

. وظيفة حل معادلة پواسون را داردPoissonSolverسابروتين. براي اين حل برخوردار است

 نحوة اعمال شرايط مرزي-5-6

و پيوستگي براي متغير هاي محاسباتي حل مي شوند به دليل اينكه معادلات ناوير استوكس

يك معادله ديفرانسيل)9-5(معادله. شرايط مرزي بر روي متغيير هاي محاسباتي اعمال مي شوند 

، در نتيجه نياز به اعمال چهار شرط مرزي داريم  وuمقادير. درجه چهار مي باشد  در مرز ورودي
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همچنين با توجه به معادله پيوستگي. مرز خروجي مجموعه محاسباتي مشخص مي باشد
x
u

∂
 هم∂

م و خروجي مجموعه اين شرايط مـرزي بـه شـرايط. حاسباتي معلوم مي باشند در مرزهاي ورودي

و نيومن معروف مي باشند . دريچلت

)16(. استفاده شده است توسعه يافتگيدر مرز خروجي هم از شرط مرزي
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 شرط اوليه-5-7

 بـه عنـوانxدر حالت پايدار زماني يك پروفيل سرعت يكنواخت براي تمام مقاطع مختلـف

. جريان انتخاب شده است شرط اوليه براي

 الگوريتم حل عددي-5-8

به در فرم چرخشي الگوريتم كاري براي حل معادله ناوير استوكس و4 با توجه  شرط مرزي

: در زير توضيح داده شده استv براي يك شرط اوليه

. محاسبه مي شودu، مقدارv با توجه به شرط اوليه مشخص براي-1

x

y
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و براي حالت دو بعديU×∇=ωبا توجه به اينكه-2 0,0 است == xy ωω،است 

مقدار
y
U

x
V

z ∂
∂

−
∂
∂== ωωحساب مي شود .

=×ωمقدار-3 UH0 حالت دو بعدي مي باشد كه براي=zHاست مقادير 

ωω .H,. x vuH y . محاسبه مي شود=−=

2محاسبه ترم هاي غير خطي در معادله كه به صورت-4

22

x
H

yx
H yx

∂
∂

−
∂∂

. است∂

v4محاسبه ترم هاي لزجتي در معادله كه به صورت-5

Re
1

. است∇

، با توجه به روش رانج كوتاي مرتبه سوم-6 خطي تركيب بعد از محاسبه طرف راست معادله

2)(است معادلة ديفرانسيل به عنوانرمقادير سمت  v∆∇محاسبه مي شود .

ميزماني براي مرحلة∆vوvشرط مرزي براي-7 .گردد جديد محاسبه

2)(با مشخص شدن-8 v∆∇مقدار v∆و پس از آنvميدر مرحلة جديد . شود استخراج

از-9  توليد شده در مرحله قبلv تمام مراحل ذكر شده در بالا براي يك گام زماني است كه

. به عنوان شرط اوليه استفاده مي شود

، بايد قادر به انجام اعمال زير باشيم9-5براي حل معادله : طبق الگوريتم بالا

 محاسبه مشتقات مادي-1

uانتگرال گيري از معادله پيوستگي به منظور بدست آوردن-2

ها-3 ي غير خطي محاسبه ترم

 حل معادله پواسون براي حالت دو بعدي-4

بدست آوردن داده هاي جديد كه در اصل آنها به صورت شرط اوليه براي( پيشرفت زماني-5

.)زمان بعدي مورد استفاده قرار خواهد گرفت
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 نتايج-6فصل

 مقدمه-6-1

و قـسمتهاي مختلـف ابتدا نرم افزار نوشته شده براي حل عددي معرفي شـد در اين فصل ه

داخلـي بـين دو صـفحه سـپس نتـايج حاصـل از جريـان. اين نرم افزار مورد بررسي قرار مي گيرد

. مورد بررسي قرار خواهد گرفتبينهايت

 جريان هاي داخليمعرفي-6-2

تفكرات بسياري از محققين را بـه خـود مـشغول. توسعه جريان لايه اي در ورودي يك لوله

و زلدين)تواي(. كرده است  و لندن1)1969(مطالعات زيادي توسط اشميت  روي2)1978(و شاه

.اين مساله صورت گرفته است

يك. نشان داده شده است1-5در شكلa هندسه جريان ورودي براي يك لوله با شعاع در

در. ورودي مدور constuu. تقريبـا يكنواخـت اسـت x=0 پروفيل سرعت ==
−

فـ. درو ايـن رض

 
1 Schmidt & Zeldin 1969 
2 Shah & London 1978 
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آن. در ورودي جريان. معمول است. مطالعات تئوري . يك لايه مرزي شكل مي گيرد كه رفتار اوليه

اما بـه علـت. شبيه به پاسخ بلازيوس براي صفحه مسطح مي باشد. مي باشدa<<δهنگامي كه

 هسته غير لزج كه سبب خواهد شد كه سرعت. كاهش سرعت در نزديكي ديواره. برقراري پيئستگي

از) گراديان موافق(در مركز لوله قرار دارد افزايش يابد و اين مساله باعـث مـي شـود لايـه مـرزي

. نازك تر شود1-5رابطه. تخمين بلازيوس

)5-1(Re
0.5%99 =

x
δ

و كل لوله را در بر مي گيرنـد. كمي جلوتر در پايين دست . لايه هاي برشي به هم مي رسند

آنك و پروفيل سـهموي پوازيـه را بـه.x=XLدر. مي جلوتر از جريان كاملا نوسعه يافته مي شود

LXxناحيه. خود خواهد گرفت  در. را ناحيه ورودي مـي نـاميم0≥≥ مـسائلي كـه در مهندسـي

:مورد اين داحيه براي ما مهم است

 افزايش افت فشار نسبت به جريان پوازيه•

Dي طول ورود•
X Lمي باشد .

اي. همين مسائل در جريانهاي مغشوش نيز رخ مي دهد در آنجا لايه هاي مرزي ابتدا لايـه

. ولي قبل از آنكه در پايين دست به هم برسند تبديل به مغشوش مي شوند. هستند
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 بين دو صفحهجريان لايه اي در ورودي:1-6شكل

ب. افزايش افت فشار و همين طـور شـتاب هـسته به رش اضافه شده در لايه مرزي ورودي

در. مركزي وابسته است همچنـين فـرض كنيـد. باشـد0P برابر با x=0 فزض كنيد فشار ورودي

a
u pµτ آن. تنش برشي در جريان توسعه يافته پوازيه باشـد=4 2)1(كـه در 22 aruu p −=

−

LXxو هر  x=0تحليل مومنتم در حجم معيار بين. باشدمي  تساوي زيـر را نتيجـه خواهـد≤

:داد

( ) ∫∫ −+−+=−
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ppx adxrdruuaxaPP
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0 2)(2)(2 πττπρπτπ

و آن را اصطكاك : ناميد"ظاهري"اين رابطه را مي توان به فرم بدون بعد زير نوشت
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DfpCكه Re16=و Kجملـه. قطـر لولـه اسـت D=2a فاكتور اصطكاك پوازيـه اسـت

آن. افزايش افت فشار به علت ناحيه ورودي است افت فشار لازم براي شـتاب گـرفتن.  2/3كه در

كـه.ت توزيع برش اضافه شده اسـKبخش انتگرالي. يك جريان يكنواخت به شهموي پوازيه است 

)4/(جملـه. x>>D. بايد توجه كرد كه براي يك لولـه بلنـد. مي باشد0,6تقريبا  DxC fp افـت 

.فشار اصلي را نشان خواهد داد

نظ2-5اگر معادله  آغاز شده x=0 از صفر در  K=K(x). بگيريمر را براي ناحيه ورودي در

 محاسبات اختلاف2-5شكل. در جريان توسعه يافته رشد مي كندK∞مقدار حدي ثابتو تا يك

و زلدين و بين صفحات مـوازي را نـشان مـي  K(x) را براي3)1969(محدود اشميت  در لوله ها

رفتـار. كه نشان مي دهـد جريـان ورودي. توجه بايد بكنيم كه تاثير عدد رينولدز اندك است. دهد

 با آنكه طبق محاسبات صورت گرفته براي جريان درون لوله كـه.لايه مرزي از خود نشان مي دهد 

نتــايج. بدســت آمــده اســت 1.40 تــاK∞=31.1. نيــز نــشان داده شــده اســت3-5در شــكل

K∞=25.1نشان مي دهـد كـه در حالـت واقعـي) 1978(آزمايشگاهي صورت گرفته توسط شاه 

.صحيح است

ب DDxراي هر مقطع لوله با يك متغير از نوع گراتز با نـام اصطكاك كل Re/)/(=ςارائـه 

با) 1978(شاه. مي شود و فرمول زير را پيشنهاد داد كه از ميانيابي نتايج تجربي بدست آمده است

: درصد براي تمامي انواع كانالها معتبر است±2دقت 

)5-3(
2, /1

/44.34/Re44.3Re
ς

ςς

ς c
KC

C fp
appf +

−+
+≈ ∞

KCc∞كه fp و در جدول,, بـراي مقـاطع غيـر. داده شده اند1-5 متناسب با هندسه بوده

.استفاده شود ReDhوDhدايروي مي بايست از قطر هيدروليكي 

3 Schmidt & Zeldin 
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 نتايج حل عددي-6-3

 توزيع سرعت جريان توسعه يافته بين دو صفحه را در دستگاه مختصات خودتشابه2-6شكل

از. دهدنشان مي centerlineUUوhDدر اينجا و سرعت استفاده=  به ترتيب براي بي بعدسازي طول

.شده است

 در مختصات خود تشابه براي شبيه سازي جريان بين دو صفحه بدونuپروفيل سرعت:2-6شكل
 اغتشاش ورودي در ناحيه توسعه يافته

ك جريان بين دو صفحه در ناحيه توسعه،ه قبلاً توضيح داده شد طبق نتايج تئوري همانطور

تحليلــيو روي پروفيــل ســرعت خــود تــشابه اســتيافتــه
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: درمي آيد)4-6( به صورت شكلu ولي در ناحيه در حال توسعه پروفيل سرعت)16(.افتد
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شuپروفيل سرعت::3-6شكل بيه سازي جريان بين دو صفحه بدون اغتشاش ورودي در ناحيه در حال براي
 توسعه
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 در طول كانال براي شبيه ورودي در مختصات خود تشابه در نواحي مختلفuپروفيل سرعت::3-6شكل
 سازي جريان بين دو صفحه بدون اغتشاش ورودي در ناحيه در حال توسعه
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 براي شبيه سازي جريان در نواحي مختلف در طول كانالر مختصات خود تشابهدuپروفيل سرعت::4-6شكل
 بين دو صفحه بدون اغتشاش ورودي در ناحيه در حال توسعه

جواب دقيقي براي ناحيه در حال توسعه وجود ندارد ولي پروفيل هاي بدست آمده بايستي طـوري

 را در حـال توسـعه در ورودي بـهvسرعت باشند كه شرايط مرزي را ارزا شده ببينيم، لذا پروفيل 

: مي بينيم5-6صورت زير در شكل
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پروفيل سرعت براي شبيه سازي جريان بين دو صفحه بدون اغتشاش ورودي در ناحيه در حال::5-6شكل
 توسعه

در ورودي براي شبيه سازي جريان بين دو صفحه بدون در مختصات خود تشابهvپروفيل سرعت:6-6شكل
 اغتشاش ورودي در ناحيه در حال توسعه

 در مختصات خود تشابه براي شبيه سازي جريان بين دو صفحه بدون اغتشاشvپروفيل سرعت:7-6شكل
 ورودي در ناحيه توسعه يافته
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 جريان چهv مختصات خود تشابهي نشان داديم، براي سرعت جريان بين دو صفحه را در دستگاه

و چه در ناحيه توسعه يافته خود تشابه است ولي سرعت  در ناخيـه درuدر ناحيه در حال توسعه

 حال توسعه در چند ناحيه خود تشابه مي باشد،

 بدون اغتشاش ورودي جريان بين دو صفحهدر مختصات خود تشابه براي شبيه سازيωپروفيل:6-6شكل

7-6بـه صـورت زيـر در شـكل دو بعدي آرام بين دو صفحه سرعت خط مركزي در جريان

.نشان داده مي شود
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ن اغتشاش ورودي بدوجريان بين دو صفحهبراي شبيه سازي خط مركزيuسرعت:7-6شكل

نشان مي دهيم كه طبق)8-6(را در ناحيه كاملا توسعه يافته در شكلvسرعت همچنين

نتايج تحليلي بايستي مقدار صفر را مي داشت كه مقادير بدست آمده را مي تـوان خطـاي عـددي 

همان مقدار صفر را نتيجه مي دهد، صرف نظر كنيم−510فرض كرد كه اگر اين مقدار خطا يعني 

در نهايت به مقدار صفر مطلق مي رسد كه شرط مرزي خروج در مساله ما مي باشد كـه خودمـان 

.اعمال كرده ايم
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 براي شبيه سازي جريان بين دو صفحه بدون اغتشاش ورودي در ناحيه كاملاvپروفيل سرعت:8-6شكل
 توسعه يافته

) را به صورت كـانتور در طـول بـازه بـي بعـدuاگر بخواهيم توزيع پروفيل سرعت )40 ≤≤ xو

( )11 +≤≤− yمي توان نشان داد)9-6(نشان دهيم به صورت شكل :

uپروفيل سرعت:9-6شكل

 را بـه صـورت كـانتور در طـول بـازه بـي بعـدvچنين اگر بخواهيم توزيـع پروفيـل سـرعتو هم

( )40 ≤≤ xو( )11 +≤≤− yمي توان نشان داد)10-6(نشان دهيم به صورت شكل :
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vپروفيل سرعت:10-6شكل

ه اي داخلي علاوه بر نتايج بالا يكي از مهمترين نتايج پيدا كردن توزيع فشار است كه بـا در جريان

و نوشتن معادلات ناوير استوكس مي توان توزيع فشار را در طول بـازه-يك پست  پراسسينگ ساده

:نشان داده مي شود)11-6(آناليزي پيدا كرد كه توزيع آن به صورت زير در شكل 

ع فشارتوزي:11-6شكل
dx
dpدر راستاي جريان 

 ديده مي شود،11-6همانگونه كه در شكل
dx
dp در ناحيه توسعه يافته يه يك عـدد خاصـي ميـل 

 كه در كتاب وايت مي توان رابطه مي كند
Ddx

dp
Re
12

در. را مشاهده كرد=− از آنجاييكه اين حـل
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400Re =Dحل شده است لذا بايستي 
dx
dp ميل كند كه در نمودار اين رابطـه بـه03.0 به عدد 

 مي توان استنباط كـرد كـه فـشار در ناحيـه ورودي بـا11-6 از شكل.وضوح قابل رويت مي باشد

و در نهايت به يك عدد ثابتي مي رسد شيب زيادي افت مي كند ولي رفته رفته اين شيب كم شد ه

. كه نمايانگر شروع ناحيه توسعه يافتگي است
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 استوكس-بدست آوردن شكل چرخشي معادله ناوير) ضميمة الف

:آوريم معادلات ناوير استوكس را بدست مي62در اين ضميمه فرم چرخشي

ت فرم بي ميبعد معادله ناويراستوكس براي جريانهاي غير قابل :باشدراكم به صورت زير

)(
Re
1).( 2UpUU

t
U rrr
r

∇+−∇=∇+
∂
∂ )1(

:با توجه به رابطه زير

)()().().().( BAABBAABBA ×∇×+×∇×+∇+∇=∇ )2(

),,(براي مورد WVUUBA ===
rداريم ،:

).(
2
1).( UUUUU

rrrrrr
∇+×=∇ ω )3(

),,(كه zyx ωωωω =
r.مي1 در معادله3اگر معادله :آيد جايگزين گردد معادله زير بدست

)(
Re
1)

2
.( 2UUUpH

t
U r

rr
r

r

∇++∇−=
∂
∂ )4(

ωكه
rrr

×== UHHHH zyx :، داريم4 در طرفين معادله 63با اعمال عملگر كرل.),,(

62- Rotational Form                                                  
63- Curl Operator 
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)(
Re
1)

2
.()( 2 UUUpH

t
U r

rr
r

r

×∇∇++∇×∇−×∇=
∂
×∇∂ )5(

ا ينكه با توجه به 0)( =∇×∇ scalar : تبديل مي شود6 به رابطه5، معادله 

ωω rrr
2

Re
1

∇+×∇=
∂
∂ H

t
)6(

:، معادله زير بدست خواهد آمد6با اعمال مجدد عملگر كرل از معادله

))((
Re
1)()( 2 UH

t
U rr
r

×∇×∇∇+×∇×∇=
∂

×∇×∂∇ )7(

ستگي با توجه به معادله پيو )0.( =∇U
r

:و به كار بردن رابطه زير

UUU
rrr

2).()( ∇−∇∇=×∇×∇ )8(

. تبديل مي گردد9 به معادله7معادله

UH
t
U rr
r

4
2

Re
1)( ∇+×∇×∇=

∂
∂∇  )9(

كه ω
rrr

×== UHHHH zyx ),,( .خطي هستند جملات غير

و مزيت استفاده از اين فرم معادلات ناوير استوكس، اولأ كاهش تعداد متغير هاي مستقل

و ثانيا عدم احتياج به تعيين فشار در مرزهاي مساله  درنتيجه كاهش فضاي ديسك مورد نياز
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ر در عين حال در مقابل اين دو مزيت، تغيير درجه معادله ديفرانسيل حاكم از دو به چها. باشد مي

.را بايد تجربه كرد

:چون جريان دوبعدي فرض شده است لذا براي مولفه هاي سرعت داريم

)10([ ]


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==

z
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wvuU 0

:در كتاب سيالات بيان نموده داريم() طبق آنچه وايت
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: صفر مي يابيم، لذا داريمبرابر راyωوxω بعدياز روابط بالا براي جريان دو

)12(
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: را به صورت زير تعريف مي كنيمHاز آنجايي كه
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:لذا داريم
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: به صورت زير تعريف مي شودكارتزيناپراتور كرل در مختصات
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مهم است، لذا براي جمله غيرyيي كه براي ما فقط جمله غير خطي در جهتااز آنج

: خطي داريم
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: بدست آوريم را از نظر رياضياتي∇4براي محاسبه جمله لزجت نيز بايستي اپراتور
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=0: كه در آن به علت دوبعدي بودن جريان داريم
∂
∂
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:به صورت زير در مي آيد)17(لذ معادله
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.دز جمله لزجت معادله نيز بدست مي آيدل رينوو به اين ترتيب با تقسيم عبارت بالا به عدد



�89....................................................................................................ماتريس هسنبرگ) ضميمةب

 ماتريس هسنبرگ)بضميمة

)Hessenberg Matrix()15(تعريف ماتريس هسنبرگ

 ماتريس بالا هسنبرگي-

nnبه يك ماتريس مربعي  ماتريس بالا هسنبرگي گوييم هرگاه بجز اولين قطر زير قطـر×
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 تحليل خطا) ضميمةج

، بـسط سـري تيلـور به منظور تعيين مرتبة دقت يك روش عددي براي ارزيابي يك تـابع

اجازه بدهيد خطاي عددي در يك نقطة خاص از يك مجموعـه را بـه. گيرده قرار مي مورد استفاد 

و مقدار تقريبي تابع در آن نقطه تعريف كنيم  هـاي در تقريـب. صورت اختلاف بين مقدار حقيقي

اولـين. عددي با استفاده از سري تعداي از جملات بسط سري تيلور مورد استفاده قرار مي گيـرد 

ميه از بسط در تقريب عددي مي ترم بريده شد  توانـد توان تخمين خيلي خوبي براي خطا باشد كه

 اگر. مرتبة دقت را نشان دهد

)()1-ج(
!

)/()( )(
i

n
n

i xf
n
NLxE ≅

)(كه ixEخطا در ارزيابي ،)( ixfدر ixو در به ترتيب برابر طولNوL است و تعداد تقسيمات

.دامنه مي باشند

:مي رسيم)2-الف(به معادلة)1-الف(با گرفتن لگاريتم از هر دو طرف معادلة

)log()log()2-ج( max NnCE −≅

)log(به وضوح نشان مي دهد كه شيب خط در نمودار)2-الف(معادلة. يك ثابت استCكه maxE

. ميباشد كه برابر مرتبة خطاي تقريب مي باشدn– برابر Nlogبر حسب
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:مراجعفهرست
؛ آناليز عددي كاربردي براي) ترجمة علي محمد پورپاك(جرالد، وتيلي.1 ، محاسبات عددي

و علوم همراه بـا رشته و PascalوC كـامپيوتري بـه زبانهـاي برنامـة 100هاي مهندسي
Fortran  وBasic جهاد دانشگاهي 300شامل ، .1380 مسئله با جواب

، انتـشارات ). ترجمـة مهنـدس عليرضـا انتظـاري( ايروينگ اچ شيمز.2 مكانيـك سـيالات
.1372دانشگاه آزاد اسلامي واحد كرج، 

ديناميـك سـيالات محاسـباتي بـراي ). ترجمة دكتر احمد رضا عظيميـان( هافمن.ا.ك.3
، مركز نشر دانشگاه ي صنعتي اصفهانمهندسان

م.4 ، انتشارات جهاد90، برنامه نويسي در فرترن)ترجمة دكتر محمود مشعل(اسميت. يان
،  1382دانشگاهي تهران

ال.5 سي. بوردن،ج.ريچارد –ترجمـة علـي اكبـر عـالم زاده( رينولـدز.دوگلاس فيرز، آلبرت
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Abstract 
 

The non-dimensional forms of Navier-Stokes equations for two dimensional 
plane duct flow are solved using direct numerical simulation. The length scale and the 
velocity scale of the base flow at the inlet boundary of computational domain are used 
as two characteristics to define the flow Reynolds number. These two characteristics are 
the duct diameter and the maximum velocity or velocity at the centerline in cross 
section. The governing equations are discretized in streamwise using a sixth order 
compact finite difference scheme  and cross stream direction using a mapped compact 
finite difference scheme, respectively. A mapping is used to relate the physical domain 
to the computational domain. The third order Runge-Kutta method is used for the time-
advancement purpose. The numerical results show a very good accuracy and agreement 
with the exact solution of the Navier-Stokes equation. Results in self-similar coordinate 
were also investigated which indicate that the time-averaged statistics for velocity and 
vorticity tend to collapse on top of each other at the flow downstream locations. The 
pressure distribution is found by Navier-Stokes equation, which must reaches to a 
constant value related to the flow Reynolds number in fully developed region. The 
result of pressure analysis shows a good agreement with this exact solution.  

Key words: Duct Plane Flow, Compact Finite Difference, Mapped Finite 
Difference, Self-Similarity.  
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