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 تشکر و قدردانی از جناب آقای دکتر اردشیر کرمی محمدیکمال با 

 

 

 چکیده

برنولی با شرط انتهایی دمپر تحت بار رونده و -نامه، ارتعاشاا  تیر لزج یک سر گیردار اولردر این پایان

 د بررسی قرار گرفته است. پاسخ دینامیکی آن مور

یافته بدست آمده و سپس با استفاده معادلا  حرکت سیستم با استفاده از روش اصل همیلتون تعمیم

از روش جداساازی متییرها و اممال شارایم مرزی، مسااله مردار مرزی حاصاال شااده است. معادلا  

و توابع ویژه از حل مددی مساله  جابجایی جانبی تیر یا شکل مودهای تیر با بدست آوردن مرادیر ویژه

 شوند.مردار ویژه نتیجه می

گردد تا شکل مساله متمایز از مسایل متداول موجود وجود میرایی لزج گساترده در وول تیر بام  می

 گشته، در نتیجه تحلیل مودال و روند حل معادلا ، متفاو  از روشهای استفاده شده تاکنون باشد.

تعامد توابع ویژه، از جمله ویژگیهایی است که مد نظر قرار گرفته، شرط شارط وودالحاقی سایستم و 

 تعامد توابع ویژه بدون استفاده از نمادگذاری پارامتری بدست آمده است.

پاسخ دینامیکی نیروی رونده تناوبی با سرمت ثابت، هم به صور  تحلیلی و هم مددی در کانون توجه 

تحلیل، وصااوصااا زمانی که شاارایم اولیه  یرصاافر وارد معادلا  ها قرار دارند. در هر دو این بررساای

شااده که با اسااتفاده از زیرروالها در حل مددی آنها، جوابی گردند، حل ضاامنی معادلا  پیدیده می

 مناسب و مورد سنجش فراهم آمده است.
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توان با تیییر شرایم مرزی و اولیه، بخشاد که میشاده میشاایساته به درو و فهم موضاوما  م ر 

مشاخصا  تیر و نو  بارگذاری مواردی مشابه و حتی متفاو  از این موضو  را مورد بررسی و محاسبه 

 قرار داد.
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  .................. به ازای مرادیر سرمتهای پایین در مود سوم (x=L)نمودار تیییرا  جابجایی انتهایی تیر  .8-4شکل 

  ................... به ازای مرادیر سرمتهای بالاتر در مود سوم (x=L)مودار تیییرا  جابجایی انتهایی تیر ن .9-4شکل 

  ................به ازای مرادیر فرکانسهای پایین در مود اول m/s 0.2= 1Vنمودار جابجایی تیر در سرمت  .11-4شکل 

  ................ ر مود اولبه ازای مرادیر فرکانسهای بالاتر د m/s 0.2= 1Vنمودار جابجایی تیر در سرمت  .11-4شکل 

  ............... به ازای مرادیر فرکانسهای پایین در مود دوم m/s 0.2= 1Vنمودار جابجایی تیر در سرمت  .12-4شکل 

  ................ به ازای مرادیر فرکانسهای بالاتر در مود دوم m/s 0.2= 1Vنمودار جابجایی تیر در سرمت  .13-4شکل 

  ................... فرکانسهای پایین در مود اول به ازای مرادیر m/s 1=2Vنمودار جابجایی تیر در سرمت  .14-4شکل 

  .................... به ازای مرادیر فرکانسهای بالاتر در مود اول m/s 1=2Vنمودار جابجایی تیر در سرمت  .15-4شکل 

  ................... به ازای مرادیر فرکانسهای پایین در مود دوم m/s 1=2Vنمودار جابجایی تیر در سرمت  .11-4شکل 

  ................... ازای مرادیر فرکانسهای بالاتر در مود دوم به m/s 1=2Vنمودار جابجایی تیر در سرمت  .17-4شکل 
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 مقدمه  - 6-6

های تیرها در بارگذاری باشند.های مهندسای تیرها میساازه های مهم کشاساان در اک رضاویکی از م

از وود ومش، پیدش و کمانش یا ترکیبی از  (ی، مرضی، محوری، وولدینامیکی -)اساتاتیکی مختلف

 .دهنداینها را نشان می

 های پیوسته بیانشاان بوسایله پارامترریاضای ارتعاش سایساتم هایلشاا  تیرها که مدسای ارتعابرر

های باشد، زیرا سیستمشرایم اولیه گوناگون موضومی دروور م العه می شود، تحت شرایم مرزی ومی

توان وودرو و  یره وجود دارند که می ،ی چون مهندسی سازه، هواپیمایهازمینه ارتعاشای درگوناگون 

 .بوسیله تیر در شرایم مختلف مدل نمود ها راآن

ها و فنرها در های گساساته مانندف جرملفهوصارفنظر نمود که وجود م توانالبته از این م لب نیز نمی

توان آنها های پیوساته هم وجود دارند و ووشبختانه در موارد بسیار میلفهوهمراه م به ،دنیای حریری

 نمود.های پیوسته تبدیل لفهوبه م را

 ( و نوشتنیکینامی)دی اضایآوردن مدل ربدساتیک مدل مکانیکی، قدم در بررسای ارتعاشاا   نیاول

 یامدلهای مکانیکی در سیستمهای ارتعاشی به دو دسته ممده مدل پارامتره باشد.یمعادلا  حرکت م

 گردند؛ترسیم می 2پذیریا توزیع ستهپیو یاو پارامتره 1یا منفرد گسسته

نند شده مایا توزیع وستهیپ یستمهایسو  و دمپرهای منفرد جرمها, فنرها مانندسته گس یساتمهایسا

 یولفه هابه م لیگسسته قابل تبد یستمهایسشده و... هستند؛ که های الاستیک، جرم توزیعتیرها، پی

 باشند.یم وستهیپ

                                                           
1- Discrete or Lumped-Parameter Models  

2- Continuous or Distributed-Parameter Models  
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ا گردد. بص میبساته به تعداد جرمهای متمرکز در سیستمهای گسسته تعداد درجا  آزادی آنها مشخ

ه نهایت درجباشد، دارای بیاین توصایف سایساتمهای پیوسته که جرم در آنها به صور  گسترده می

توان آنها را با افزایش و توزیع مولفه های پیوساته مانند سایساتمهای گساسته باشاند و میآزادی می

 تری بدست آورد.حلهای سادهترریب زده، راه

زیر  در ند.یآهای گوناگون بدست میحرکت آنها به روش ا ابتدا معادلا ا لب در بررسی ارتعاشا  تیره

 اندفبروی از این روشها معرفی شده

 فیافته همیلتوناصل تعمیم -الف

 
2

1

0)(
t

t
nc dtWVT                     0),( txw  ,  21,ttt                          )1-1( 

 کار مجازیل اص -ب

0.
1




N

i

ii rFW                                   )2-1( 

 یافتهاصل دالامبر تعمیم -ج

0.)(
1




N

i

iiii rrmF                                           )3-1( 

 روش لاگرانژ -د

knc

kkk

Q
q

V

q

T

q

T

dt

d


























                    k=1, 2,…, n                                 )4-1( 

 نیوتنقانون دوم  -ه

dt

d
F  (mv)                                          )5-1(  

که شااامل یک یا چند معادله  ،یزرم شاارایمبوساایله  سااتهای پیوسااته بایاین معادلا  در ساایسااتم

 دند. زهای سیستم ارضا گرمر در نواحی و ،باشنددیفرانسیل جزیی می
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است  ویژهله مردار انیازمند حل مس ،همزمانمعادلا  دیفرانسایل )تحلیل مودال( به صاور  حل این 

عامد ت واصیت ویژهاین دسته از توابع . آیندنامتناهی بدست می ویژهو توابع  ویژه مرادیرآن با حل که 

های ماتریس در سیستم توان واصیتی شبیه به ترارنمی ،وودالحاقیواصایت دارند و با درنظرگرفتن 

 .گسسته را در آنها نشان داد

 بررسی ارتعاشات تیر  - 6-2

سایساتمهای ارتعاشی بسته به پاسخشان به تحریک ورودی، به سیستمهای و ی و  یرو ی ترسیم 

 گردند. پاسخ سیستمهای و ی در دو حوزه فرکانسی و زمانی قابل بررسی است.می

ای، هارمونیک یا گیرد که تابع تحریک ورودی، تابعی دورهبررساای حوزه فرکانساای وقتی صااور  می

 رود.تصادفی باشد. رهیافت حوزه زمانی نیز جهت بررسی توابع تحریک اولیه و دلخواه بکار می

 فیابد که مبارتند ازتعمیم می تحلیل ارتعاشا  تیرها در سه حوزه

 فگوناگون شرایم مرزی و شرایم اولیه - 1-2-1

توان در شکلهای زیر مشاهده گاه ساده، لیزنده و درگیر را میا به صور  آزاد، تکیهشارایم مرزی تیره

 نمود.

 

 

 

 گیردار -لیزنده د -گاه ساده جتکیه -آزاد ب -شرایم مرزی مختلف در سمت چر تیرها ف الف -1-1شکل 

 

 ب الف

 د ج
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نمود. این  مشاهده 2-1 توان در شاکلهای گساساته و پیوساته در مرزها را نیز میوجود بروی مولفه

آن  ای ازها و شرایم مرزی قبل به صور  معادلا  دیفرانسیل جزیی در هر من ره از تیر یا ناحیهمولفه

 شوند.نوشته می

 

 

 

 

 

 پی کشسان -دمپر ج -فنر ب -شرایم مرزی مختلف ف الف -2-1شکل 

 مرزی ناهمگناین شرایم در صورتی که برابر صفر باشند شرط مرزی همگن و در  یراین صور  شرط 

 نامیده می شوند.

 باشد.شرایم اولیه وجود جابجایی یا سرمت اولیه می

 فمتفاو  ی و برونیروننیروها و بارهای د - 1-2-2

نیروهای درونی مانند نیروهای تنشاای و برشاای و نیروهای برونی مانند نیروهای گسااترده و متمرکز 

یبی از اینها اممال شوند. تحلیل تیر نیز برحسب هستند، حال چه به صور  ثابت، متناوب، رونده یا ترک

( گاهی نیز بر اثر حذف یک مضااو ذویره 3-1 گیرد. )شااکلنو  بارگذاری و راسااتای نیرو صااور  می

 کار برد.توان نیروی معادل یا مشترا  آن را بهکننده یا تلف کننده انرژی می

  

 ب الف

 ج
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 شرایم بارگذاری مختلف -3-1شکل 

 

 فوواص فیزیکی مختلف و  تیر از لحاظ شکل هندسی ون - 1-2-3

وانند تس ح مر ع، جرم، مدول کشسانی، گشتاور س ح و بسیاری از وواص هندسی و فیزیکی تیر می

 در مراوع مختلف تیر متفاو  بوده یا تابعی از وول تیر باشند.

دهای مختلف مورد بررسی های یادشاده در مرالا  گوناگون و کاربرحوزه م العه در یک یا ترکیبی از

 و تا روند بررسای ارتعاشاا  تیر روشن گرددهایی م ر  مینمونه فصال دومدر  که قرار گرفته اسات

 .گردد ترواضح

 

 بررسی مساله مقدار ویژه در سیستمهای پیوسته - 6-8
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ا رد که بآوگونه که در مردمه بیان شد، ارضا نمودن شرایم مرزی، معادلا  دیفرانسیلی بوجود میهمان

آیند. برای حل مساله مردار ویژه در حل آنها مساله مردار ویژه حل شده و از آنجا توابع ویژه بدست می

، روش 3سایساتمهای گساساته و پیوساته روشهای گوناگونی موجود است؛ به منوان م ال روش توانی

باشد. در وارج می و... برای سیستمهای گسسته وجود دارند که از موضو  بح  5، روش کیوآر4ژاکوبی

 باشند. این نوشتار روشهای حل برای سیستمهای پیوسته مورد بررسی می

کند تا نمودن از نمادگذاری پارامتری در نوشتن معادلا  و شرایم مرزی کمک میدر ضامن اساتفاده

بندی نمود و نتایج مربوط به یک گروه کلی از بسایاری از سیستمهای ارتعاشی را به شکل ساده دسته

 آنها را نیز به یک شکل نشان داد.

یوسته سازی ناپسازی معادلا  آنها به روشهای گسستهگام نخست در حل سیستمهای پیوسته، گسسته

باشد. نمونه روش اول که در حل مسایل ارتعاشا  پیدشی کاربرد دارد روش سازی سری میو گسسته

باشد. می 7مونه روش دوم که در حل مسایل ارتعاشا  ومشی کاربرد دارد، روش میکلستندو ن 1هولذر

 توان به کار برد.()روش هولذر را برای ارتعاشا  مرضی تار و ارتعاشا  محوری میله نیز می

نمودن وارج و کمینه 8سازی سری بر دو پایه بنا نهاده شده است. اول اصول تیییرا روشاهای گسسته

نمودن و اهای رود. دوم بر پایه کمینهبکار می 11ریتز -اساات که با منوان روش ریلی 9رایلیقساامت 

 11شااود و مهمترین آنها روش گالرکینها شااناوته میحل ترریبی اساات که با منوان روش وزنی مانده

روش اول واص سیستمهای وودالحاقی و روش دوم هم برای سیستمهای وودالحاقی و هم  باشاد.می

 رود.دالحاقی بکار می یروو

باشااد وود نسااخه دیگری از روش المان محدود نیز که روش ترریبی برای حل مسااایل مردار ویژه می

 باشد.ریتز می -روش ریلی

                                                           
3- Power Method  

4- Jacobi Method  

5- QR Method  

6- Holzer’s Method  

7- Myklestand’s Method 

8- Variational principles  

9- Rayleigh’s Quotient  

10- Rayleigh-Ritz Method  
11- Galerkin’s Method  
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 بررسی مساله - 6-4

ی ، صلبیت ومشℓبرنولی به وول   –گردد ارتعاشا  جانبی تیر اولر ای که در اینجا بررسی میمسااله

EI  وول و جرم بر واحدm  یافته و لزج وارجی با ضریب میرایی باشد. تیر دارای میرایی تعمیممی 

 F(t)به وور لزج میرا گردد. نیروی   bباشد که قرار است با یک دمپر در انتهای تیر با ثابت میرایی می

 (4-1. )شکلشوداز سر تیر درحال حرکت بر آن وارد می  xو فاصله  vبا سرمت ثابت 

 

 

 

 

 

 

 

یکسرگیردار با   تیر -4-1 شکل

 بار رونده

 

قبلاً  ،که در انتهای آن یک دمپر وجود دارد بررسای پاسخ دینامیکی تیر یک سر گیردار با میرایی لزج

 .است مورد بررسی قرار گرفته [3]در مرجع 

باشد که یکو مدلی از تیر متوان گفت که تیر تیموشنبرنولی با تیر تیموشنکو می -در مرایساه تیر اولر

 باشد.شی و اثرا  تیییر شکل برشی میمدربردارنده اینرسی و

بنابراین تیییر شااکل تیر شااامل دو جمله اساات که یکی بر اثر ومش و دیگری به ملت برش بوجود 

 آیدفاند؛ یعنی شیب تیییر شکل در هر نر ه از راب ه زیر بدست میآمده
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),(),(
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txtx
x

txw
 



                                                                       )1-1( 

),(که در آن  tx  زاویه گردش حاصل از ومش و),( tx باشد.زاویه اموجاج حاصل از برش می 

نکو به شااکل زیر باشااد برای تیر تیموشااانرژی جنبشاای که حاصاال گردش و جابجایی اجزای تیر می

 باشدفمی
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 دهد، اجزای تیر حین اموجاج، چروشی ندارند.چون برش والص رخ می

برنولی انرژی جنبشی با در نظر گرفتن انرژی حاصل از چروش اجزای تیر به شکل زیر  -برای تیر اولر

 باشدفمی

 

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xmtT                                    )8-1( 

 انرژی پتانسیل تیر تیمو شنکو را می توان بدین صور  بیان نمودف

 















0
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1
)( dxtxxGAkdx

x
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xEItV 


                                    )9-1( 

kدر مبار  فوق   تیر بستگی دارد. این  ضاریب برشای تیموشانکو نام دارد و به شاکل ساا ح مر ع

ای ضریب برای مر ع دایره
10

و برای مر ع مست یلی برابر  9
6

  [1]باشد.می  5

به ترتیب ممان اینرساای   J(x)و   I(x)ساا ح مر ع تیر، A(x) جرم واحد وول،   m(x)در فرمولهای فوق 

و  Eحرکت و گذرنده از مرکز جرم اجزای دیفرانسیلی تیر، سا ح و جرم حول محوری ممود بر صفحه 

G باشند.  نیز به ترتیب مدول کشسانی و مدول برشی می 

 

 



 بررسی نتایج                                                                                                                                      فصل چهارم  

 

 9 

 

 کاربرد: - 6-5

کند بررسی چنین تیری در مهندسی سازه مانند پلها و ریلهایی که از آنها وودرو یا لوکوموتیو مبور می

 باشد. گذرند( و مهندسی ریل، مهم میی سریع میهایی که از آنها ق ارهاآهن، پلهای راه)پل

سمه و ، تارتعاشا  دینامیکی هایجاذب ،پذیر روتورهای انع افپرهارتعاشا  تییه و دیسک در توربینها، 

، های توربینهای کا ذگردان، پرهها، دستگاهبندیزنجیر متحرو، نوارهای میناویسی، اره نواری، بسته

ساااازی تیر های دیگری از کاربرد و مدلپرواناه هواپیما و بازوی رباتها نمونههاای روتور چروباال، پره

 دهند.مرتعش را نشان می

روند. واصااایت های مختلف بکار میپذیری نیرو و جابجایی ساااازهمعمولا دمپرها جهت کاهش انترال

 (.5-1دهد )شکل دمپر)بدون جرم( آن است که سرمت را تیییر می

 باشد.ضریب میرایی می  c سرمت و xنیرو،  F در شکل زیر

 

 

 

 

 

 تیییر سرمت توسم دمپر. -5-1 شکل

 

ر و های سبکتتوان سازهیابد و میپذیری نیرو و جابجایی س ح، نیروی مجاز کاهش میبا کاهش انترال

تمانهای مرتفع، تری وراحی نمود. ضامنا در بسایاری از سایساتمها م ل وودرو، هواپیما و ساوسااده

 دمپرها همدنان یکی از قسمتهای بحرانی هستند.
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به  یهای ساده که با پی کشسانگاهتکیه واداشته سیستم دو تیر با یارتعاشات عرض - 2-6

  [6].یکدیگر متصلند

ارتعاشاا  مرضی واداشته و نامیرا در سیستمی متشکل از دو تیر که به  ه به بررسای و تحلیلالاین مر

وسم ت بررسی ارتعاشا  آزاد دو تیر که پردازد.اند، میر وصل شدهکشاسان به یکدیگ وسایله یک ماده

قبلاً در مرجع  ،های ساده قرار دارندگاهتکیه روی اند وبه هم متصل شده( 12ای کشسان )لایه وینکرلایه

                                                           
1- Winkler Layer 
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مورد بررسی  [2] قرار گرفتااه

ارتعاااشااااا   همدنین . اساات

ای که سااااده  واداشاته سیستم

دو تاوسااام   جساام الاستیک

در  اساااات، یاازان سااایاام آو

گیرند قرار می مرضی مورد بررسی ا نشاان داده شاده اسات. تیرهایی که در ارتعاش [5، 4، 3]مرجع 

 فشودمموما در چهار دسته مدل می

 11تیموشنکو ، د. تیر(15هگو، ج. تیر برشی )فل14ب. تیر رایلی ،13برنولی -رالف. تیر اول

و باریک است که در چهار  وریشر همگن، منسیستمی که در این مراله بررسی شده است شامل دو تی

 (1-2)شکل اند.گاه سادهانتها روی تکیه

 فباشداین جفت تیر به صور  زیر می معادلا  دیفرانسیلی حاکم بر

                          (2-1)  

                          (2-2)  

 

 

 

 

 

                                                           
2- Euler - Bernoulli 

3- Rayleigh 
4- Shear Beam (Flügge) 

5- Timoshenko 
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 کشسان به یکدیگر متصلند.دو تیر با تکیه گاههای ساده که با پی  – 1-2شکل 

 

 فکه در آنها

       

                  (2-3)  

 فآیداممال شرایم مرزی به شکل زیر در می له به روش جداسازی متییرها واحل مس

                 (2-4)  

        (2-5)  

بدین  ،گیرندیمورد بررساای قرار مو شااوند ساایسااتم اممال می که به یمراله نیروهای دلخواهاین در 

 فشرحند

 فباشدنیروهای توزیع شده دلخواه می نیروهای هارمونیک ساکن که حالتی کلی از اممال -الف

 نیروی هارمونیک یکنواوت -1-الف

الف(-2-1)                                           

 نیروی هارمونیک متمرکز -2-الف

ب( -2-1)       
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تیر به سمت راست در راستای تیر حرکت  ه با سرمتی ثابت از سمت چرک هنیروهای متمرکز روند -ب

 فکنندمی

 نیروی ثابت رونده -1-ب

                                         الف(    -2-7)                           

 نیروی هارمونیک رونده -2-ب

               ب(                       -2-7)                         

هندسای و فیزیکی دو تیر را برای سادگی یکسان در نظر گرفته است، حل  نهایتا با ارایه م الی که وواص

( انجام شده و نمودار تشدید 1-الفاممال نیروی هارمونیک یکنواوت توزیعی )حالت  مددی آن در حالت

 (2-2 )شکل شده است. آن ترسیم

 

 

 یر با بار هارمونیک یکنواوت در نزدیکی مود اول و سوم.نمودار تشدید دو ت – 2-2شکل 
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دهد که فرکانس نیروی هارمونیک با یکی از فرکانسهای وبیعی سیستم مساوی میتشدید هنگامی رخ 

 شودف

23132111 ,,, p                                                            )8-2( 

جهت  توان از آنباشد که میارتعاشی سیستم دینامیکی پیوسته می جاذب این نو  تیر نو  جدیدی از

 . های شامل تیر متناظر استفاده نموداضافی در سیستم جلوگیری از ارتعاشا 

در  -که نرش مهمی در کاربردهای مهندساای دارند -پیوسااته های ارتعاشاای دینامیکیدر مورد جاذب

  شاااا ، [13، 3، 2]تار  ، [12، 11، 11، 9، 8، 7، 1]تیر جهت انوا  م العا  زیادی مراجع گونااگون

 .شده استانجام  [11] و پوسته [15، 13]ها ، صفحه [14، 13]

 

 دمپر -فنر -درجه آزادی جرم دو تحلیل ارتعاشات آزاد تیرهایی که تعدادی سیستم - 2-2

 [61])جرم معادل(.شوندرا شامل می

دمپر با مجمومه  -فنر -ستم دو درجه آزادی جرم در این مراله روشای برای جایگزین نمودن یک سای

توان فرکانسهای وبیعی تیری که با این روش جرمهای معادل در میجرمهای موثر معرفی شده است و 

    (3-2آن جایگزین شده اند را بدست آورد. )شکل 
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 جرمهای موثر دل آن باسیستم معا -و بدمپر  -فنر -جرم سیستم دو درجه آزادی  -الف – 3-2شکل 

 

با نتایج  (EMM)برای آنکه امتبار این روش مشااخص گردد، تمام نتایج محاساابا  از روش جرم موثر 

باشد. از مزایای میمرایسه شده اند و نتیجه بسیار قابل قبول  (FEM)محاسابا  مرسوم اجزای محدود 

آزادی نیاز به افزودن حافظه ای برجساته این روش آن است که با افزودن تعداد سیستمهای دو درجه 

باشد میباشاد.یکی از کاربردهای این روش بدست آوردن مشخصه های ارتعاشی میجهت محاسابا  ن

 که در وراحی ماشینها و سازه های مهندسی اهمیت بالایی دارد.

 ف[18]شوندمیمعادلا  حرکت به روش نیوتن در ارتعاشا  آزاد به صور  ماتریس زیر داده 

 الف

 ب
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(2-9) 

 با نوشتن کلیه متییرها بر حسب مشتم دوم و فرضف

 ,              ,       

                                           (2-11)   

 توان  معادله ماتریسی فوق را به صور  زیر نوشتفمی

                                                        (2-11)  

 که در آنف

                            (2-12)  

                                 (2-13)  

                                    (2-41)  

باشااد و ضاارایب آن به میدمپر  -فنر -که               ماتریس جرمی ساایسااتم دو درجه آزادی جرم

 صور  زیراندف

الف(-2-15)         

 

 ب(-2-15)
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Ref.[20] 

 ج(-2-15)

(د-2-15)        

 که در آنهاف

الف(-2-11)                 

ب(-2-11)                      

ج(-2-11)                              

         

 (2-17) 

الف و ب(-2-18)                               

 (.1-2)جدول  شده است حل EISPACK [19]در این مراله مساله مردار ویژه توسم یک زیرروال 

 

مپر د -فنر -اولین پنج مردار ویژه برای تیر یک سرگیردار یکنواوت تحت میرا که یک سیستم دو درجه آزادی جرم - 1-2جدول 

 به آن متصل شده است.
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a- Effective Mass Method 

b- Finite Element Method 

)شکل زیر( ارایه شده در همین مراله مرایسه نتایج آن با حل مددی اجزای محدود برای مساله نمونه و 

 .شده اند

 

 

 

 

 

 

 

 

 .دمپر که به صور  مددی حل شده است -فنر -جرم شکل مساله نمونه  – 4-2شکل 

 

 جرم توده ای ارایه شده استف -ضریب میرایی -پس از این مرایسه، تاثیر تیییر ثوابت فنر

 برد.میرا بالا اضافه نمودن ثابت فنر فرکانس وبیعی سیستم  -الف

شااود مرادیر ویژه مختلم باشااند که قساامت حریری وجود میراکننده در تیر بارگذاری بام  می -ب

دهد، تیییر آندنان های وبیعی میراشااونده را نشااان میپارامتر کاهش و قساامت مختلم که فرکانس

 کند.مین



 بررسی نتایج                                                                                                                                      فصل چهارم  

 

 19 

 دهد.میتیییر تیییر در جرم توده ای فرکانس وبیعی را به وور قابل ملاحظه ای  -ج

دمپر، مکان اتصال سیستم دو درجه آزادی به تیر نیز مهم بوده و بر  -فنر -ملاوه بر سه پارامتر جرم -د

 گذارد.فرکانس وبیعی تیر بارگذاری تاثیر می

 

روتور با میرایی کولمب ناشی از  پذیر یکهای انعطافهای دینامیکی پرهمشخصصخه - 2-8

 [26].هااصطکاك لبه پره

اشاینهای با کارایی بالا، مسااله اصا کاو یکی از مشاکلا  ممومی است. این اص کاو بین در توربوم

یابد. مکس العمل میاجزای روتور و اساااتاتور با کم نمودن لری مابین نوو تییه ها و محفظه افزایش 

دینامیکی تییه ها و محفظه آنها وی اصااا کاو، با وبیعت و مردار میرایی که در سااایساااتم ظاهر 

او که حاصل اص ک میرایی درونیتواند به دو صور  می، بسایار تاثیرپذیر اسات. این میرایی گرددمی

میرایی و مشااابه آن  -م ل واصاایت ارتجامی و لزجتی که در محور و مواد تییه ها اساات -مواد اساات

ظاهر  -م ل اصاا کاو کولمب که در نوو تییه ها یا  دیگر اتصااالا  و در تکیه گاهها اساات -وارجی

 .گردد

وی کند که با استفاده از برمیوبیعت ناپایساتار سایستم میرا پیدیدگیهای زیادی را در مساله ایجاد 

 توان معادلا  حرکت را از حالت کوپل شده درآورد. میساده سازیها و فرضیا ، 

 اتوان تحلیل مودال رمییکی از این سااده سازیها فرض میرایی  یریکنواوت است که با استفاده از آن 

 انجام داد.

به صور  ترکیب و ی از  [C]در روش اجزای محدود یک وریم معمول در نظرگرفتن ماتریس میرایی 

 باشد )میرایی تناسبی(فمیبه صور  زیر  [K]و ماتریس سختی  [M]ماتریس جرم 

     KMC                )19-2( 
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باشااد و تحت نیروی گریزازمرکز که می L اندازه ساارگیردار سااتونی به رفتار تییه ها مانند یک تیر یک

که در وول محوری تیر اممال  aF شااود و نیروی اصاا کاکیمیتولید  Ωتوساام روتور با اندازه ساارمت 

 شود قرار دارند.می

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 پره های روتور در توربوماشین که بوسیله تیر یک سرگیردار ستونی مدل می شوند. – 5-2شکل 

 

),(با  t از ریشه تییه در زمان sبی در فاصله تیییر شکل جان ts  شود و معادله حرکت مینمایش داده

در چهارچوب موجود نساابت به چهارچوب مرجع که به تییه های در حال گردش متصاال اساات بدین 

 گرددفمیصور  

  

(2-21) 

 که در آنف
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             (2-21)  

 شوند که میرایی داولی آن مردار بحرانی زیر را داشته باشدفمیگرفته مواد تییه ووری در نظر 

                    (2-22)  

را به صااور   (b )توان ضااریب میرایی بی بعدمی (tC)به ازای هر میرایی لزج موجود در لبه تییه ها 

 زیر تعریف نمودف

c

t
b

C

C

2
                      )23-2( 

 بدین شکل استف (s=L)شرایم مرزی برای هر تییه و لبه آن 

                                 (2-24)  

                 (2-25)  

 ام به صور  تابع شکل زیر در نظر گرفته شده استف jو تیییر شکل جانبی برای تییه 

                 (2-21)  

های فرکانس با استفاده از روش گالرکین معادلا  حرکت ساده سازی و به صور  تحلیلی حل شده اند.

 اندفدر جدول زیر آمده DMوبیعی بی بعد به ازای جرمهای مختلف دیسک 
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 فرکانسهای وبیعی بی بعد به ازای جرمهای مختلف دیسک - 2-2جدول 

 

 باشدفمیدینامیکی روتور به صور  زیر شکل مدهای تیییر و 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الف

 ب
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 نیروهای وارجی و اولین تیییر شکل پیدشی محور یک سرگیردار با دیسک صلب -الف – 2-1شکل 

 شکل مد با وجود تکیه گاههای مختلف -ب – 2-1شکل 

شخخرایم مرزی گوناگون که نیروی  مغناطیسخی با -تحلیل ارتعاشخات تیر کشخسخان - 2-4

  [22].است بر آن اعمال شدهمحوری و خارجی 

در این مراله مدل فیزیکی تیری با شاارایم مرزی کلی واقع در یک میدان میناویساای، مورد بررساای قرار 

 (7-2گیرد. )شکل می

 

 

 مدل تیری روی پی کشسان تحت بار میناویسی – 7-2شکل 

 

باشد که نیروی می Lو وول  h، ممم dتیر از مواد کشاسان)و ی( به مرض 

و میدان میناویسااای تناوبی  در جهت  xراساااتای  اوبی و محوری  در تناا

دارد و فنرهای  yشود که میرایی لزج و ی در راستای میمرضای )نیروی وارجی مرضی( بر آن وارد 

معادله حرکت به شکل زیر در  [23]به آن وصل شده اند. با استفاده از اصل همیلتون  kو ی با ثابت 

 آیدفمی
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(2-27) 

  xتحلیل این معادلا  تیییر شااکل تیر به صااور  چندجمله ای های متعامد ویژه در راسااتای  برای

 درنظرگرفته شده استف

          (2-28)   

کند و بوسیله تابع وزنی میچند جمله ای  مشخصه ایست که شرایم مرزی را ارضا       که 

w(x)  کندفمیشرط تعامد زیر را ارضا 

                     (2-29)  

و مشترا   kqپس از جایگزاری و حل، دسته ای از معادلا   یرو ی مرتبه دو که به صور  ترکیبی از 

باشند؛ نیز در حالت ارتعاشا  اجباری روش میکوتا قابل حل آیند که به روش رنجمیآن هستند، بدست 

 رود.میکوتا مرتبه چهار برای حل به کار رنج

باشد و ارتعاشا  آزاد و مینوشتار ارتعاشا  یک تیر فولادی کم کربن  مساله نمونه حل شده این

میراشونده این تیر در حالا  تکیه گاهی ساده و گیردار با اثرا  مختلف نیروهای محوری، پی کشسان 

 و میدان میناویسی بررسی شده است.

ی به سمت میراینتیجه آنکه با فرض تیر  یرقابل تعمیم، حرکت تیر در میدان میناویسی مرضی 

ه به ک - یرو ی متمایل است که متناسب با مجذور بزرگنمایی و کمی هم کاهش صلبیت سیستم 

است. بنابراین تاثیر میدان میناویسی تنها کاهش تیییر شکل  -باشدمیوور و ی وابسته به بزرگنمایی 

 دهد. مینیست بلکه فرکانس وبیعی سیستم را هم کاهش 
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بر میرایی سیستم به ازای بزرگنمایی های مختلف میدان ) یدان میناویسیمتاثیر  – 8-2شکل 
mB).  تکیه گاه سادهورف تیر دو 

 تیر در دو ورف ثابت )سمت راست()سمت چر( و 

 

تحت شاارایم پایدار هنگامیکه پارامترهای  یر تشاادید مدنظر گرفته شااوند، بیشااترین افزایش میدان 

شترین جابجایی و کاهش فرکانس وبیعی وجود دارد. ضمنا وقتی نیروی محوری بزرگ میناویسی، بی

یابد. تاثیر پی کشسان نرش ت بیت کننده کل میشاود، جابجایی افزایش و فرکانس وبیعی کاهش می

 سیستم را دارد.

 

ارتعاش تیرها تحت بارگذاری  طراحی جاذب ارتعاشخخات دینامیکی برای جداسخخازی - 2-5

  [24].ای و ممتدنقطه



 بررسی نتایج                                                                                                                                      فصل چهارم  

 

 26 

در این مراله اثرا  یک جاذب ارتعاشاای مناسااب )یک جاذب دینامیکی ارتعاشااا ( برای جداسااازی 

ای و ممتد در شاارایم مرزی گوناگون بررساای شااده اساات. جاذب ارتعاش تیر تحت بارگذاری نر ه

 دینامیکی متشکل از نومی جاذب و ی و نومی جاذب چروشی است. 

مددی )المان محدود( و نیز انجام آزمایش بررسی شده است. مدل در این مراله مسااله به صور  حل 

 باشدفمیاجزای محدود به شکل زیر 

 

 

 

 

 

 

 ا  دینامیکیجاذب ارتعاش مدل اجزای محدود - 9-2شکل 

 

 باشدفمیو معادله آن تحت تحریک نیروی وارجی بدین شکل 

                      (2-31)  

گذارند. نتایج حل مددی در مددی هر دو بر فرضایا  نظری صحه مینتایج آزمایش تجربی و نیز حل 

 سه حالتف

 بدون جاذب ارتعاشی،  -1

 جاذب ارتعاش و ی -2

 جاذب ارتعاشی مرکب )و ی و چروشی(  -3

 نیروها و گشتاورهای گسسته تناوبی

 شماره المان

 شماره گره
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دهد که کارآیی جاذب ارتعاشی مرکب در کاهش و جداسازی اندازه ارتعاشا  از در شکل زیر نشان می

رفت که بدون ارتعاشا  باشد دارای ارتعاشاتی با البته بخشای که انتظار میدو حالت دیگر بهتر اسات. 

 باشد.بسیار کم می دامنه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مرایسه کارآیی جاذب و ی و مرکب و بدون جاذب در کم نمودن دامنه ارتعاشی سیستم – 11-2شکل 

 

 [25].61محوری های روندهخواص دینامیکی سیستم - 2-1

روند در ای کاه برای انتراال مواد و نیرو به کار مینعتی اجزای لیزنادهدر بسااایااری از تولیادا  صااا

های رونده محوری جای دارند. تسااامه و زنجیر متحرو، نوارهای میناویسااای، اره نواری، سااایساااتم

                                                           
1- Axial Moving Systems 

 بدون جاذب

 

 

 

 جاذب و ی

 

 

 

 جاذب مرکب
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هایی هستند که حین انترال محوری جرم در آنها های کا ذگردان بروی نمونهها، دساتگاهبندیبساته

 دهد. ارتعاشا  مرضی رخ می

پولی با کشش ثابت و پولی وارج از مرکز برای  -در شاکل زیر نمونه آزمایشای یک سایساتم تسامه 

 سازی قابل استفاده است. شبیه

 

 

 

 

 پولی -سیستم تسمه مدل دینامیکی  - 11-2شکل 

 

 ف[26,27]باشدمعادلا  حرکت حاکم به صور  زیر می

 

(2-31)  

 شرایم مرزی نیز بدین صور  استف

  

(الف و ب و ج-2-23)              

های اند. دینامیک سیستمبعد و شارط مرزی اول به شکل همگن در آورده شدهمعادلا  به صاور  بی

رونده محوری به شد  از سرمت محوری تأثیرپذیر است، بویژه پایداری پیکربندی تعادل راست ممکن 
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ن افزایش سرمت محوری زیاد شود، که این است از بین برود و چندگانگی نراط تعادل ممکن است حی

 مسأله وابسته به مرادیر بحرانی سفتی پیدش و تنش اولیه است. 

سازی مدل و تحلیل مددی میزان جابجایی با استفاده از توابع کامل و شرایم مرزی به برای گساساته

همگرایی به صور  زیر در نظر گرفته شده است که وواص  [28، 27، 21] صاور  همگن وبم مرجع

 ووبی داردف

                     (2-33)  

 شودفمعادله دینامیک ابعادی زیر حاصل می 18با استفاده از روش کالرگین

                              (2-34)  

است وقتی میرایی و نیروی اجباری وجود ندارد. )ر.و.  19شاود که سایستم فوق همیلتونینو ثابت می

بندی همیلتونین در این است که با استفاده از روش (. مزیت فرمول118الی  111صفحه  [25]ضمیمه 

 ای دست یافت.توان به معادلا  دیفرانسیلی چندمرتبهکالرگین می

ی شده گیرهای زمانی  یرو ی، ارتباط ابعادی و افزایش لیاپانوف اندازهدر این مراله با بکارگیری سری

 است. 

توان میکند که بوسااایله مدل ابعادی کوچکی الت پراکنده ثابت میهاای زمانی در حتحلیال ساااری

معادلا  اساسی دینامیکی را استخراج نمود. نهایتاً با تحلیل اولاما  تجربی، برای بهبود اساسی، نحوه 

 سوق داده شود. 21های فیلترسازی  یرو ی بر پایه فنون جاسازیپردازش اولاما  باید به روش

تحت هارمونیک ساایسااتمهای رونده محوری پراکنده از مدل یک بعدی و  به وور واص، پاسااخهای

گردند؛ برمکس، پاسخهای تصادفی به یک مدل، میپاساخهای شابه تناوبی از مدل دو بعدی استنتاج 

 گسیخته ابعادی کوچک وابسته اند.

                                                           
18- Galerkin 
19- Hamiltonian 
20- Embeding 
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 الف

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ب

 

 

آزاد تیری که چندین سیستم  روش اسختااده از دمپر معادل جهت تحلیل ارتعاشات - 2-1

 [22].شودشامل می دمپر را -فنر -زادی جرمدرجه آ دو

دمپر با یک سری دمپرهای  -فنر -موضو  این مراله جایگزین نمودن اثر سیستم دو درجه آزادی جرم 

جهت تایید قابلیت امتماد نظریه ارایه شااده، تمام نتایج مددی که از روش دمپرهای  باشااد.معادل می

مرایسااه شااده و نتایج قابل قبولی  (FEM)لمان محدود آید با روش معمول ابدساات می (EDM)معادل 

 حاصل شده است. 

دهد، زیرا اثرا  همدنین روش دمپر معاادل انتخاابی متنو  جهات جاذبهای ارتعاشااای موثر ارایه می

میرایی به وواص فیزیکی ق عا  ساازنده بستگی دارد )م ل فنرها، دمپرها و جرمهای توده ای( و این 

 اله توجه به مواد سازنده را مورد م العه قراردهد. کوشد تا مسمراله می

دمپر با چهار دمپر موثر و نهایتا یک جفت دمپر  -فنر -در این مراله هر سایستم دو درجه آزادی جرم 

 (12-2معادل جایگزین شده است.)شکل 
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سیستم معادل آن با  -دمپر موثر، ج 4ل آن با سیستم معاد -، بدمپر -فنر -جرمسیستم دو درجه آزادی  -الف – 12-2شکل 

 یک جفت دمپر

 

و  vو چروشاااها  vu, ku, iuمعادلا  حرکت به روش نیوتن بدسااات آمده اسااات و جابجایی های 

ام به صور   kام و  iمشتراتشان برحسب مشتم اول نوشته و مرتب شده اند تا نیروهای وارد بر اجزای 

 زیر درآیندف

       

                                    (2-35)  

 موجود است.  [29]که ضرایب ماتریس میرایی در مرجع 

دمپر را شاامل است به صور  زیر  -فنر -تعداد سایساتم جرم pمعادله حرکت برای تیر یکنواوت که 

 ف[31، 31]باشدمی

             (2-31)    
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 باشدفمییسی زیر به شکل ماتر (EDM)و شکل معادله مرادیر ویژه در روش 

                   (2-37)  

 به صور  زیرف (FEM)و در روش 

                    (2-38)  

شاود. اولین پنج مردار ویژه در جدول زیر نمایش داده شده میحل  EISPACK [32 ،33]که با زیرروال 

 اندف

 

 برای مساله نمونه حل شده اولین پنج مردار ویژه - 3-2جدول 

 

 

 

 

 

 

 باشدفمی 13-2این مرادیر برای حل مساله نمونه در شکل 

 

 

 

Ref. 34 
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 که به صور  مددی حل شده است. دمپر -فنر -جرمشکل مساله نمونه  – 13-2شکل 

 

معادله  (order)ساااریعتر بوده و مرتبه  (FEM)از روش المان محدود  (EDM)ساااازی دمپر روش معادل

مخصاوصاا در ارتعاشا  واداشته که زمان بستگی به تعداد اسات؛  (FEM)حرکت در این روش کمتر از 

های انتخابی دارد. اثر افزودن ثابت فنر افزایش فرکانس وبیعی سیستم است و افزودن یک سیستم گام

دهد. با میدمپر باه انتهاای آزاد تیر فرکاانس وبیعی آنرا ب ور قاابل ملاحظه ای کاهش  -فنر -جرم 

یابد اما تیییر محسوسی در فرکانس وبیعی میل تیر بارگذاری افزایش افزودن ضارایب میرایی نرخ زوا

 کند. افزودن جرم توده ای کاهش فرکانس وبیعی را به دنبال دارد.میایجاد ن

 

 ینیلیدنتوسم حسگرهای پلی و ای با پارامترهای گسستههای سازهودجداسخازی م - 2-3

 26.[85](PVDF)فلورایددی

نند پلها یا آسمانخراشها، فرکانس های اساسی ارتعاشی کمتر از یک در بسایاری از سازه های واقعی ما

کنند، کافی میهرتز هساااتناد و معمولا جهات کنترل مود یا مودهایی که از و را  زلزله جلوگیری 

 باشند.می

در این تحریم تجربی یک مدل آسمانخراش بیست وبره مورد بررسی قرار گرفته است که حسگرهای 

توزیعی به آن متصال شاده اند. یک تحریک پایه ای بوسیله یک ماشین تکان  به صاور  PVDFنازو 

                                                           
1- Polyvinylidene defluoride (PVDF) 
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ووری اساات که  PVDFشااود. فرآیند وراحی حسااگرهای میاممال  xدهنده به این سااازه در راسااتای 

 مودهای مهم سیستم را مشاهده کند.

 ی توزیعدر این مراله ساه بررسی تحلیلی، مددی و تجربی برای تحلیل مودال جهت وراحی حسگرها

 رود.میپذیر بکار 

 باشدفمیدر رهیافت تحلیلی معادله حرکت به صور  زیر 

           (2-39)  

باشد. با انترال مختصا  فیزیکی به مختصا  مدال با استفاده مکان آن می Eورودی ا تشااش و  vکه 

 از تبدیل زیرف

             (2-41)  

 فتوان معادله مدال را بدین صور  نوشتمی

             (2-41)  

هر بردار مدال در نراط جرمی بر شکل مود موردنظر ممود است. بنابراین با استفاده از بردارهای مودال 

توان شاکل حساگرها را یافت، اما به واور مشاکل بودن پیش بینی ضااریب سفتی و میرایی برای می

 رود.میکل حسگرها بکارنساوتمانهای ویلی بلند، رهیافت تحلیل در اینجا برای وراحی ش

با شاابکه بندی یک سااانتیمتری و فرض تیر  FEMبه روش مددی با اسااتفاده از روش اجزای محدود 

 آلومینیومی، مدل تحلیلی اجزای محدود در شکل زیر نشان داده شده استف
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 )راست( PVDFمدل ساوتمان بلند جهت قرار دادن حسگرهای  – 14-2شکل 

 شکل مودها و نیروی وارده که توسم روش اجزای محدود بدست آمده است. )چر(

سانتیمتر یک جرم قرار  15راست( ساوتمانی با ارتفا  سه متر که در هر  14-2به روش تجربی )شاکل 

شااود، شااکل مودها با اندازه گیری میداده شااده اساات و در هر یک سااانتیمتر جابجایی اندازه گیری 

 باشدفمیبه شکل زیر  PVDFی حسگرها
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 PVDFشکل مودها و نیروی اندازه گیری شده توسم حسگرهای  - 15-2شکل 

 

گردد شاکل بدست آمده از روش مددی و تجربی ترریبا یکسانند و برای وراحی یک میهمانگونه که مشااهده 

به  PVDFستفاده از حسگرهای نازو باشد و نتیجه آنکه امیحسگر مودال اولین گام ساوت یک سازه هوشمند 

 صور  توزیعی دستاورد ووبی است تا به جای حسگر مودال استفاده شوند.

 

 [81].فنر -های دینامیکی تیر و سیستم ممتد جرممشصصه - 2-2

فنرهای ممتد در نظر گرفته شده  -در این مراله تیری با سا ح مر ع متییر به همراه سایساتم جرم 

 است.)شکل زیر(

 

                       

 

 

 ب                         الف 
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 مدل جز کوچک آن -، بوول آن درتوزی شده فنرهای  -جرم  وس ح مر ع متییر تیر با  -الف - 11-2شکل 

 

 باشدفمیمعادله دیفرانسیل حاکم بر یک جز کوچک به صور  زیر 

           (2-42)        

ستم در سه حالت زیر های تبدیل و اممال شارایم مرزی معادله مشااخصااه ساایبا اساتفاده از ماتریس

 آیدفبدست می

 ارتعاش آزاد تیر والی -الف

الف(-2-43)               

 حل همگن تیر استاتیکی روی پی کشسان -ب

ب(-2-43)                   

 حل همگن تیر استاتیکی -ج

  ج(-2-43)                  

یین های پافنر ممتد در مرتبه -جرم دهد که کوپلینگ ارتعاشااا  تیر و نتایج تحلیل اولیه نشااان می

، یعنی در مرتبه های بالا، تیر و افتدمیجفتهای فرکانساای، مخصااوصااا در جفت فرکانس اول، اتفاق 

 کنند.های وبیعی وودشان ارتعاش میفنر به وور مسترل در فرکانس -سیستم جرم 

فنرهای ممتد به  -جرم گردد. در این بخش تیر و در بخش بعد بررساای پارامتری موضااو  م ر  می

های وبیعی کوپلینگ و تاثیر کم و زیاد نمودن جرم بندی شده و در هر گروه فرکانسهایی ترسیمگروه

 گردد؛فنرهای ممتد و همدنین تأثیر نسبت جرم و سفتی فنر بررسی می -
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ق عه،  2فنرهای ممتد و یکنواوتی است که هر بار روی  -و در بخش نهایی بررسی روی سیستم جرم 

 باشندفمیشوند. بروی نتایج این مراله بدین شر  ق عه و بیشتر، روی تیر اممال می 3

باشااد؛ هرچند که امکان دارد اگر میفنر یکنواوت شاابیه شااکل مود تیر  -در هر جز شااکل مود جرم

 فنر در دو جز متفاو  باشند، شکل مود آن بین دو جز ناپیوسته باشد. -فرکانسهای وبیعی جرم

توان ترریبا با یک سااری ساایسااتم میفرکانس وبیعی را  nفنر ممتد و  -تعداد جز جرم nیک تیر با 

n+1 .درجه آزادی تخمین زد 

n فنرهای  -فنر ممتد( که به وور موازی به پایه جرم -فنر گسااسااته )یک ساایسااتم جرم -تعداد جرم

با ی مه ای برای تبدیل سیستدهد. بدینوسیله اصول نظریمیممتد متصال شاده اند، یک تیر را نشاان 

گردد. این نتیجه جهت ساده سازی و م العه میفنرهای ممتد به چندین سیستم گسسته مهیا  -جرم

 باشد.میسازه های مهندسی روشی قابل استفاده 

فنر ممتد قابل استفاده جهت مساله های دیگری نیز هست که از آن جمله تیر  -حل نیرو سیستم جرم

 باشد.مییر با جرم صلب توزیعی با پی کشسان و ت

 

 [81].تاب دلصواهپیش بینی ارتعاشات تیرهای چرخشی میراشده باپیش - 2-61

تیرهاای چروشااای اهمیت بسااازایی در کاربردهای اجرایی از جمله پره های توربین، پره های روتور 

 چروبال، پروانه هواپیما و بازوی رباتها دارند.
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ناپایداری تیر چروشااای با پیش تاب دلخواه، که بن آن با پی در این مراالاه ارتعاشاااا  تحت میرا و 

کشاساان محدود شاده بررسای شده است. مختصا  و هندسه این تیر در شکل زیر نمایش داده شده 

 استف

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 که توسم تیری که بن آن پی کشسان است مدل شده است. تابپره توربین با پیش - 17-2شکل 

 

باشد. پس از نوشتن معادلا  حرکت و اممال شرایم مرزی حرکت به میسرمت گردشی این تیر ثابت 

 دو بخش تناوبی و  یر تناوبی ترسیم شده است. 

در حرکت تناوبی روابم مابین ضریب میرایی و نرخ زوال مودها، تعیین فرکانس حرکت و ارتباط آن با 

اری و مدم پایداری شااوند. در حرکت  یرتناوبی پایدمیضااریب میرایی و اینرساای گردشاای بررساای 

شاود. در این م العه اگر نرخ زوال بزرگتر از صفر شود سیستم پایدار است و اگر میسایساتم بررسای 

ضاریب میرایی به سامت مردار بحرانی وود افزایش یابد، فرکانس وبیعی میراشااونده به ساامت صفر 

 رود. می
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فر، ناپایداری در واگرایی تیر تحت اگر فرکانس وبیعی میرایی برابر صافر شاود و نرخ زوال کمتر از ص

دهد که ضاااریب ارتجامی در بن تیر قابل میدهد. به مبار  دیگر این ناپایداری وقتی رخ میمیرا رخ 

 چروش یا انترال، کمتر از مردار بحرانی شود. 

 

 لفتاب و نشست مختتابیده رایلی با زاویه های پیششونده دو تیر پیشفرکانس وبیعی میرا - 4-2جدول 

 اولی به روش مددی ارایه شده و دومی به روش سیستمهای معمول

 

 

 

یابد. دو فرکانس و راب ه میدهد که با افزایش زاویه نشاسات فرکانسها افزایش مینتایج مددی نشاان 

گردشای در جدول فوق آمده اسات. در شکل زیر تاثیر ضریب  22بین میرایی دو تیر پیش تابیده رایلی

تابیده بدون در نظرگرفتن اینرسای گردشای نشاان داده شده یژه در تیر باریک پیشمیرایی بر مردار و

 دهد.؛ افزایش ضریب میرایی، فرکانسهای اصلی را کاهش میاست

 

                                                           
1- Rayleigh 
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 برای مود دوم ---برای مود اول  ___تاب تاثیر ضریب میرایی بر مردار ویژه در تیر باریک با پیش – 18-2شکل 

 برای ضریب میرایی بزرگ -یرایی کوچک، ببرای ضریب م -الف

 

 تاب بر روی میرایی بحرانی و فرکانسها بسیار زیادنتیجه دیگر این م العه آن است که تاثیر زاویه پیش

 دهد.افزایش سرمت چروش میرایی بحرانی را افزایش می است.

 

اده از ا استابارهای رونده قرار دارند ب گاه ساده که تحتکنترل ارتعاشات تیر با تکیه - 2-66

 [83].28دمپرهای لزج سیال

شود آهن بررسی میهای راهگاه ساده مانند پلدر این مراله کاهش ارتعاشا  تشدید در تیرهای با تکیه

که ملت آن افزایش سااارمت در و وط جدید و اساااتفاده مجدد از و وط قدیمی جهت کاربردهای 

 شودفشود تشکیل میمتصل میترابری است. سیستم پخش نیرو از دو قسمت که به تیر 

 گاه ساده که زیر قسمت اصلی تیر جای داده می شود.تیر کمکی با تکیه -1

                                                           
23- Fluid Viscous Dampers 



 بررسی نتایج                                                                                                                                      فصل چهارم  

 

 42 

شود که اتصال، رابم حرکا  ممودی تیر ( که به تیر متصل میسایال)دمپرهای لزج  FVDتعدادی  -2

 (ف19-2باشند. )شکل اصلی و کمکی با یکدیگر می

 

 

 

 باشد()در زیر پل تیر کمکی به همراه دمپرهای لزج سیال می آهنمدل تیر پل راه – 19-2شکل 

 

در شاااکل زیر  پیکربندی ممکن تیر کمکی و دمپرهای متصااال به آن در یک ریل تک از و وط پل 

 آهن نشان داده شده است.راه
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 آهنریل پل راهتک در یک لزج سیال پیکربندی تیر کمکی و دمپرهای  - 21-2شکل 

 

پوشی از اثر تیییر شکل برشی و اینرسی رکت برای تیر سااده تحت بارهای رونده )با چشاممعادلا  ح

 ( به شکل زیر استفYچروشی و در نظر گرفتن ترارن در مر ع 

               (2-44)  

 

 آیدفامین فرکانس تیر به شکل زیر درمیn های سینوسی با در نظر گرفتن تیییر شکل

                   (2-45)  

 

دهد( نیز به شکل تعداد آنها را نشااان می DNهای متصاله )FVDمعادلا  حرکت حاکم بر تیر کمکی و 

 باشدفزیر می

 

        (2-41)  

                  (2-47)  

       (2-48)  
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باشااد، بنابراین ساایسااتم تحت بارهای در این مراله، تأکید بر کاهش پاسااخ تشاادید در تیر اصاالی می

دهد گردد. در بروی کاربردهای واص، تشدید با بارهای ثابت گذرنده رخ مین تناوبی تحلیل میگوناگو

 گذرند. هایی است که از آنها ق ارهای سریع میو این مشکل نومی پل

یابد تا به مردار )نساابت میرایی مکمل( کاهش می Dحداک ر بزرگنمایی تشاادید به وور یکنواوت با 

 شود.ر ثابت دمپر مساوی صفر شود هیچ واکنشی بین دو تیر انجام نمیحداقل وود برسد. و اگ

توان دهد. مینسبت فرکانسی( حداک ر پاسخ رخ می =1های اصالی دمپر برابر شاوند )وقتی فرکانس

الساایر بدست مرادیر بهینه دمپر را از راب ه زیر باری مراصاد مختلف از جمله حرکت ق ارهای سااریع

 آورد.

   

                      (2-49)  

یابیم که پاسااخ ساایسااتم بدون رساایدن به حداک ر ظرفیت دمپر یا در نتیجه با تحلیل مددی درمی

توان بدساات آورد که تشاادید تیر ها میFVDای از باشااد و مرادیر بهینهحداک ر نرش تساالیم تیرها می

ار هایی است که اساساً رفتبرای سازهرسانند. نتایج این مراله قابل استفاده اصالی )پل( را به حداقل می

اوتی بعدی پیدیده بایست مدل متفگاه ساده دارند و برای ارتعاشا  پیدشی یا رفتارهای سهتیر با تکیه

 در نظر گرفت.

 

ه تصادفی رونده با یک ارتعاشگر ب تحلیل ارتعاش تیری با یک لولای میانی که نیروی  - 2-62

 [82].شودآن اعمال می

د. تیر شوتیر با یک لولای داولی، که یک اسایلاتور حرکت تصادفی بر آن اممال میتحلیل ارتعاشاا  

 ای از آن یکارتجامی ممتد است که در نر ه پیمورد نظر نیز دو سار گیردار با یک لولا در بین آن و 
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دمپر )با مرادیر اتفاقی( و سرمت و شتاب )تصادفی(  -فنر  -اسایلاتور حرکت تصادفی متشکل از جرم 

 شود.ر آن اممال میب

 

 

 

 

 

 

 

 حرکت تصادفی کشسان تحتو پی  داولی یتیر دو سر گیردار با لولا - 21-2شکل 

 

 سازی جاده، وودرو )ق ار، ریل( و پی آن استفاده نمود.توان جهت شبیهاز این مدل می

و روش  اند )آنالیز مودالمعادله حرکت، معادله مشااخصااه، مرادیر ویژه و شااکل مودها محاساابه شااده

 (. معادله حرکت بدین شکل استفGalerkinکالرگین 

       (2-51)  

به واور مبور یک وودرو با ،  F(w,x,t)ارتعاشا  یک بعدی سیستم با تیر یکنواوتی که نیروی وارجی 

 سرمت متییر، مدل شده استف

          (2-51)  
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وپل شااده حرکت با مرادیر تصااادفی برای حل معادلا  دیفرانساایل ک Perturbationروش بهبود یافته 

( در نظر گرفته شده است که یک روش المان Muscolinoهای آماری ویز تیر( )توسم )تعیین مشخصه

 های و ی است. محدود آماری جهت تحلیل دینامیکی سیستم

. این نتایج جهت تعیین ایمنی و قابلیت استشده مرایسه Monte Carloساازی نتایج این حل با شابیه

 Monte Carloسازی نماید )که به نظر بهتر از نتایج شبیهها نرش مهمی ایفا میامتماد در تخمین سازه

 باشند(.می

 

که در انتهای آن یک دمپر وجود  پاسخ دینامیکی تیر یک سر گیردار با میرایی لزج  - 2-68

 [41].دارد

لزج وجود لزجت با ضریب میرایی است. منظور از تیر  24برنولی -در این مراله تیر مورد نظر یک تیر اولر

 شود.باشد، که لزجت آن با دمپر انتهایی میرا میتعمیم یافته در وول تیر می 

 

 

 

 یتیر لزج یک سرگیردار با دمپر انتهای - 22-2شکل 

 

                                                           

 7و  1ر.و. فصل اول، صفحه   -1
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را  w(x,t) یبه واور وجود نیروهای لزج میراشاونده از متییرهای مختلم استفاده شده و جابجایی جانب

 باشدفدر نظر گرفته شده است. معادله حرکت به شکل زیر می  z(x,t)بخش حریری مردار مختلم 
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 برای حل معادله فوق حلی به شکل زیر در نظر گرفته شده استف







1

)()(),(
s

ss txZtxz                 )53-2( 

 رزی مبارتند ازفدر این مساله شرایم م

0),(),0(),0(  tLztztz            )54-2( 

),(),( tLzbtLzEI               )55-2( 

 برای حل با استفاده از روش جداسازی متییرها پاسخ به شکل زیر در نظر گرفته شده استف

t
exZtxz


)(),(                                                     )51-2( 

 باشدفمعادله مشخصه سیستم، دترمینان ماتریس زیر می

0

)()()1()1(

11

1111

















 ii

ii

eieiee

eeee

ii
       )57-2( 

 ندفآیآید. اولین و دومین شرط تعامد نیز به شکل زیر درمیبا حل معادله فوق مرادیر ویژه بدست می

0)()()(
0

  LZLbZdxZmZ nm

L

nmnm            )58-2( 

شود، میاز لبه گیردار برآن وارد  Lγکه در فاصله   F(t)ر با نیروی برای تعیین پاسخ فرکانسی سیستم، تی

 گردد.تحریک می
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با مسااوی صافر قرار دادن دترمینان ماتریس سفتی دینامیکی سیستم مشخصه های ارتعاشی سیستم 

افتند( و در مختصا  اصلی شرایم میآید. )تحت میرایی و فوق میرایی همزمان کجا اتفاق میبدسات 

 کند.می (Decoupling)معادلا  حرکت را جداسازی  تعامد،

 بدست آمده استف (Receptance)تابع پاسخ فرکانسی مختلم توسم فرمول بندی ماتریس کاهشی 

 

(2-

59 ) 

جهت تحلیل دینامیکی در حوزه زمان تابع پاساخ ضاربه سایستم بدست آمده است. با حل یک نمونه 

تهای اسااتفاده شااده در این مراله و حل مددی را مرایسااه و توان رهیافمی (BVP)مساااله مردار مرزی 

 تصدیم نمود. 

 

 [46].پیچیده ه تیر رایلی با سطح مقطع هندسیمگاn  تحلیل - 2-64

 باشدفمیو فنر  متمرکزتیر مورد نظر در انتها متصل به یک جرم 

 

 

 

 

 

 

 

 .فنر متصل استکه به هر جز آن یک جرم و  پیدیده تیر رایلی با س ح مر ع هندسی - 23-2شکل 
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قسمت و اینکه انتهای هر قسمت به یک جرم و فنر متصل است ارتعاشا  وولی آن  nبا ترسیم آن به 

 باشدفمیشود و معادله حرکت از روش همیلتون به صور  زیر میبررسی 

      (2-11)  

ستفاده بع ویژه با امرادیر ویژه برای دو تیر با س ح مر ع باریک شونده و س ح مر ع توانی، و تعامد توا

 بدست آمده است. (Green)از تابع سبز 

 [42]پاسخ تیرها روی پی ویسکوالاستیک غیرخطی به بارهای رونده هارمونیک.  - 2-65

در این مراله پاساخ تیرهای نامتناهی که پی آنها ویسکوالاستیک  یرو ی است با روش مستریم حل 

 (24-2ی ریل کاربرد دارد. )شکل اند که در مهندسپیشرو در حوزه فرکانس م العه شده
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 بار رونده هارمونیکتحت پی ویسکوالاستیک  یرو ی روی تیر تیموشنکو  - 24-2شکل 

 

معادلا  حرکت با اساتفاده از اصال همیلتون و بکارگیری فرضاایه تیر تیموشنکو بدین صور  بدست 

 آیدفمی

 

                (2-11)  

       (2-12)  

fP  دهد که برای پی  یرو ی بدین صور  در الرا شده توسم پی بر واحد وول تیر را نشان مینیروی

 آیدفمی

       (2-13)  

 پونکار پاسخ تیر اینگونه بدست آمده استف -با استفاده از روش ا تشاش لیندستد 

      (2-14)  

     (2-15)  

 استفبکار رفته برای یافتن پاسخ حالت ماندگار تیر تبدیل هم رتبه گالیله

                 (2-11)  

 باشندفشرایم مرزی تیر بی نهایت به صور  زیر می

  

 



 بررسی نتایج                                                                                                                                      فصل چهارم  

 

 51 

                              (2-17)  

 

ین توابع آیند که ضرایب ابا اساتفاده از تبدیل فوریه مختلم و انتگرال کانولوشن، توابع سبز بدست می

 اند.ولی محاسبه و در جدولی تنظیم شدهبرن -برای تیرهای تیموشنکو و اولر

 توان معادله حرکت را به شکل زیر نوشتفها میبا استفاده از قضیه مردار مانده

                                               (2-18)  

 اند.نتایج مددی با استفاده از وواص فیزیکی و هندسی ریلی که در جدول زیر لیست شده

 

 

 UIC60 ،[43 ،44] ریلجاده و وواص فیزیکی و هندسی  - 5-2جدول 
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هرتز در این جدول لیسااات  1-51همدنین مراادیر  یرو ی و و ی معاادل در پهنای فرکانسااای 

 [44، 43]اند.شده

متر )مراکز  11به منوان اولین م ال، تیییر شکل یک نر ه از تیر تیموشنکو وقتی دو بار مجزا به فاصله 

گذرد در نظر گرفته شاده است. حل تحلیلی و روش بر هم نهی در نمودار زیر مرایسه از آن میبوژی( 

 اند.شده

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 جابجایی یک نر ه از تیر هنگام مبور دو بار پی در پی - 25-2شکل 

 

ها دهد که نر ه ماکسایمم تیییر شکل یکتا نیست اما تیییر شکلکه مرایساه این دو روش نشاان می

 متفاوتند. در این مراله رفتار فوق هارمونیک و تأثیر فرکانس بر آن تیییر شااکل یک نر ه از تیر کاملاً

 های زیر نشان داده شده است.تیموشنکو در شکل
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 (HzΩ 1=جابجایی یک نر ه از تیر تحت فشار ) - 21-2شکل 
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 (HzΩ 10=جابجایی یک نر ه از تیر تحت فشار ) - 27-2شکل 

 

 

 (HzΩ 50=جابجایی یک نر ه از تیر تحت فشار ) - 28-2شکل 

 

 اند. ها نشان داده شدهاین نتایج برای مدل و ی معادل هم در این شکل

شود که بیشینه تیییر شکل مدل  یرو ی بیش از مدل معادل و ی است. اما در میها دیدهاز شاکل

 ج دیگر این مراله به شر  زیرندفترریباً یکسان هستند. نتای( Hz 30بزرگتر از )های بالا فرکانس

 وجود دارد.  3 ×1)-2(n… , 5,هایفوق هارمونیک به ازای فرکانس تحریک  -

باشاااد که در مردار ییکی از موارد نام لوب افزایش مردار فرکانس با افزایش مردار سااارمت بار م -

 دهد.بیشینه پاسخ رخ می

باشد. برنولی بیش از تیر تیموشنکو می-های گشتاور ومشی در تیر اولیبزرگنمایی تمام هارمونیک -

 برنولی در وراحی ریل وبم استحکام دینامیکی و وستگی قابل قبول است.-پس استفاده از تیر اولی
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( به مردار ساارمت بار وابسااته 30Hz<های بالا )نسها پاسااخ در فرکابزرگنمایی کلیه هارمونیک -
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 مقدمه - 8-6

پردازد. ابتدا فرضیاتی که برای مساله در نظر گرفته این فصل به بررسی حل تحلیلی و مددی مساله می

 اند مرور وواهند شد. این فرضیا  مبارتند از فشده

 σوول  در وول تیر است و به صور  میرایی بر واحد 25تیر لزج، لزجت گساترده وارجی -الف -3-1

 شود.درنظرگرفته می

 اندفدر شکل زیر جهت تیییر شکل تیر و نیروهای وارد بر آن نمایش داده شده

 

 تیر یک سرگیردار لزج با دمپر در انتها تحت بار رونده - 1-3شکل 

 

در نظر گرفته شاده اسات و همان گونه که در شااکل مشخص است جهت تیییر  xراساتای تیر محور 

باشاد. تیر در یک سار وود )مبدا( گیردار است و در سر دیگر مود بر این محور میم w(x,t)شاکل تیر 

به ساامت راساات  v که با ساارمت ثابت F(t)نیروی رونده  باشااد.)انتها( به یک دمپر ساااده متصاال می

 شود.از مبدا وارد می xصله درحرکت است در فا

 

ی ندارد و تیییر شکلهای اموجاجومش تیر مورد نظر یک تیر اولر برنولی است، یعنی حین  -ب -3-1

 گردد.منظور نمیبرشی در آن 

                                                           
25- Distributed External Viscous Damping    



 بررسی نتایج                                                                                                                                      فصل چهارم  

 

 59 

شود که به صور  باشد صرفنظر میای  که شامل انرژی جنبشی حاصل از چروش میبنابراین از جمله

 باشدفزیر می
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1
)( dx

xt

txw
xJtT                                                           )1-3( 

 باشد.شتاور اینرسی ق بی تیر بر واحد وول تیر میگ J(x)که 

در این تحلیل تنها انرژی جنبشاای حاصاال از تیییر مکان اجزای کوچک تیر اساات که در نظر گرفته 

 شود.می

تواند به تیر وارد شاود که در این صور  جزو نیروی محوری نیز مانند نیرویهای وارجی می -ج -3-1

 باشدفبه صور  زیر می انرژی پتانسیل دروواهد آمد که

  
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0
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شود و در این تحلیل در نظر نیروی محوری دلخواهی اسات که در راستای وولی تیر وارد می P(x)که 

 شود.گرفته نمی

 

 استصراج معادلات حرکت سیستم - 8-2

 توان معادلا  حرکت سیستم را بدست آوردفمی یلتونماصل تعمیم یافته هاستفاده از با 

 
2

1

0)(
t

t
nc dtWVT                                                                     )3-3( 

0),( txw    ,     21,ttt   

 آیدفر در میانرژی جنبشی سیستم به صور  زی

 
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 شوند.رو به بالاست و نیروی لزجی و نیروی دمپر در جهت مکس وارد می  F(t)جهت نیروی 

 ایگذاری در معادله همیلتونفجبا 
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 آیندفبا متحد قرار دادن معادله فوق با صفر معادله حرکت و شرایم مرزی بدست می

 معادله حرکتف
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 باشند.به ترتیب گشتاور ومشی و نیروی برشی می Qو  Mدر معادلا  فوق 

 

 تحلیل ارتعاشات آزاد سیستم - 8-8
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ثابت در نظر گرفته   EI(x) ,m(x). همدنین مرادیر 21در نظر گرفته شاده اسات w(x,t)جابجایی جانبی  

 شود، بنابراینفمی
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 شودف( به شکل زیر می11-3معادله حرکت )
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 و مشترا  آنهاف

)()(),(

)()(),(

)()(),(

)()(),(

tGxZtxw

tGxZtxw

tGxZtxw

tGxZtxw







 

                              )17-3( 

)()(),( )()( tGxZtxw IVIV   

 آیدف( به صور  دیفرانسیلی زیر در می14-3پس از جایگذاری در معادله )

0),(),(),( )(  txwtxEIwtxwm IV                             )18-3( 

                                                           

توان از متییرهای مختلم اسااتفاده نمود؛ بنابراین ای لزج میراشااونده )میرایی لزج( میدر اینجا به واور وجود نیروه -1

 بایست، بخش حریری متییر مختلم درنظرگرفت.جابجایی را می
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 آیدف( به شکل زیر درمی17-3که با وارد کردن معادلا  )

0)()()()()( )(  tGxZxEIZtGxmZ IV                                 )19-3( 

 و پس از جداسازیف











)(

)(

)(

)(1

)(

)()(

tG

tG

tG

tG
m

EIxZ

xZ IV 
            )21-3( 

 شوندفتوان مساوی مرداری منفی در نظر گرفت که معادلا  زیر حاصل میورفین تساوی فوق را می

4
)(

)(

)(


xZ

xZ IV

                                                         )21-3( 

4

)(

)(

)(

)(1
 










tG

tG

tG

tG
m

EI


              )22-3( 

 به صور  زیر در نظر گرفته شودف  G(t)که اگر 

tAetG )(                                                                )23-3( 

 و مشترا  آنف

)()( tGtG                           )24-3( 

)()( 2 tGtG   

 آیدف( به شکل زیر در می22-3معادله )

  421
 m

EI
                        )25-3( 

 و از آنجاف

042   EIm                                                )21-3(        

 یا
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 42

21 4
2

1
,  mEI

m
                                                     )27-3( 

 آیدفبنابراین پاسخ ممومی قسمت زمانی به صور  زیر در می

CONSTANTGG

eGeGtG
tt



 

21

21

,

)( 21 

                     )28-3( 

 گردند.توسم اممال شرایم اولیه تعیین می GG,21مرادیر 

42کال زیر رادیدر صورتی که مردار  4  mEI ( بزرگتر یا مساوی صفر باشد، از 27-3در معادله )

 وابجمردار منفی بوده و هر دو این باشد؛ بنابراین باشند، پاسخ میرا میآنجا که هر دو ریشه منفی می

21, موهومی بوده و بخش حریری آنها منفی استف 

2

4

21
22

, 












mm

EI
i

m





                       )29-3( 

 و از آنجاف

 tGGitGGetG t  sin)(cos)()( 2121            )31-3( 

 که در آنف

24

2











m

EI

m           )3-31-الف-ب(                      

 باشد. با در نظرگرفتنف فرکانسهای وبیعی تیر مورد نظر می در معادلا  فوق  





sin)(

cos

21

21

AGGi

AGG




                        )32-3( 

 آیدف( به شکل زیر در می23-3معادله )

)cos()(   tAetG t                       )33-3( 
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 آیدف( بدین شکل در می21-3معادله )

0)()( 4)(  xZxZ IV                                                                )34-3( 

 باشدفجواب ممومی معادله فوق به صور  زیر می

xcxcxcxcxZ  coshsinhcossin)( 4321             )35-3( 

( ثوابت حریری هساااتند که با اممال شااارایم مرزی بدین صاااور  تعیین  i=1…4 ها ) icمرادیر 

 گردندفمی

042  cc                

031  cc  

0coshsinhcossin 4321   cccc                                         )31-3(  

0)sinhcosh()coshsinh()sincos()cossin( 4321   cccc که

 در آن ف

         ,                               )38-3( 













m

b

EI

b
3

                                                 )39-3( 

 فآیدبدست می 1cپس از حل بر حسب 

 

  
T

4321 ccccC                                                                   )41-3(   

T




























coshcos

sinhsin
1

coshcos

sinhsin
1 

 باشدف( می33-3معادله مشخصه سیستم، دترمینان ماتریس ضرایب معادلا  )
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0

sinhcoshcoshsinhsincoscossin

coshsinhcossin

0101

1010










 

   (3-41)  

 آیند.بدست می mبا حل معادله فوق مرادیر ویژه 

( توابع ویژه به صاور  زیر بدست 32-3( در معادله )34-3( از ) i=1…4 ها ) icو با جایگزینی مرادیر 

 آیند.می

xcxcxcxcxZ mmmmmmmmm  coshsinhcossin)( 4321     

(3-42) 

 یا

   












 xxxxcxZ mmmmmm 




 coshcos

coshcos

sinhsin
sinhsin)(

 

 (3-43)  

 گرددفبه منوان نمونه م ال زیر در اینجا م ر  می

______________________________________________________

____ 

 : 6-8مساله نمونه 

فرکانسااهای وبیعی تیر  یک ساارگیردار لزج با دمپر لزج در انتها تحت شاارایم اولیه صاافر م لوب 

 اندفآمده 1-3 ه تیر در جدولباشد؛ مشخصا  نمونمی

 1-3مشخصا  تیر مساله نمونه  -1-3جدول 
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 یکا مردار فرمول مشخصه

  1 m وول تیر

 m 0.675 Kg/m جرم واحد وول تیر

 EI 36458 2Nm سفتی پیدشی

 σ 100 Kg/ms ضریب میرایی لزج

 b 10 Kg/s ثابت میرایی

 

بدساات ویژه نوشااته شااده اساات مرادیر  MATLABکه در   P_beam_F.mEVابتدا توساام زیرروال 

 ف27آیدمی

 

 %         Eigen value problem - Free vibration 

clc;clear; 

%         Interpolation 

BETA=0; 

for m=[1:5] 

    x1=m;x2=x1+1;x3=(x2+x1)/2; 

    F1=F(x1);F2=F(x2); 

    Error=1e-3; 

    while abs(F(x3))>Error 

        S=F1; 

        x3=(x1*F2-x2*F1)/(F2-F1); 

        if F1*F(x3)<0 

            x2=x3; 

            F2=F(x3); 

            if S*F(x3)>0 

                F1=F1/2; 

            end 

        else 

            x1=x3; 

                                                           

 [1]است.شده، حل شدهیابی اصلا در این برنامه معادله مشخصه که یک معادله  یرو ی است توسم روش درون -1



 بررسی نتایج                                                                                                                                      فصل چهارم  

 

 68 

            F1=F(x3); 

            if S*F(x3)>0 

                F2=F2/2; 

            end 

        end 

        S=F(x3); 

    end 

    BETA(m)=x3;sprintf('BETA(%d)= %1.4f\n',m,BETA(m)) 

end 

 آیندفبدست می هاm ویژه تیر یا پس از اجرا مرادیر

BETA(1)= 1.8720 

   

BETA(2)= 4.6939 

  

BETA(3)= 7.8547 

 

BETA(4)= 10.9955 

 

BETA(5)= 14.1372 

 

 F.mدر این برنامه توسم زیر روال  F(x)در نظرگرفته شاده است. تابع  Error=1e-3مردار و ا  

 ستفتعریف شده ا

 

function F=F(beta) 

L=1;%m    

EI=36458.33;% 

m=0.675;%Kg/m 

b=10;%Kg/ms 

sigma=100;%Kg/s 

%-------------------------------------- 

Landa=.5/m*(-sigma+(sigma^2-4*m*EI*beta^4)^.5); 
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mio=b*Landa/EI/beta^3; 

bL=beta*L; 

AA=[0,         1,           0,             1; 

   1,         0,           1,           0; 

  -sin(bL),          -cos(bL),        sinh(bL),       cosh(bL); 

  mio*sin(bL)+cos(bL),mio*cos(bL)-sin(bL),mio*sinh(bL)-cosh(bL),mio*cosh(bL)-

sinh(bL)]; 

F=real(det(AA)); 

 

 آیندفمیکانسهای وبیعی تیر بدست ردیرفو از آنجا مرا

  547654012744
2

1
, 424

21   imEIi
m

 

74
2





m


     

547654012 42
4

 



m

EI
 

 با قرار دادن اولین مردار ویژه در مبارا  بالاف

8720.11   

1.811547654012

74
2

4

1

1













m  

4.81454012بااشاااد کاه با این اولین فرکاانس وبیعی تیر مورد نظر می 4

1   رکانس که ف

)0(وبیعی همین تیر بدون وجود میرایی لزج در وول آن   باشد، تفاو  اندکی دارد.می 

 اندفآمده 2-3 فرکانسهای وبیعی دیگر تیر و تیر بدون لزج در جدول

 

 مرادیر ویژه، فرکانسهای وبیعی تیر ساده و تیر لزج درمودهای مختلف - 2-3جدول 

 



 بررسی نتایج                                                                                                                                      فصل چهارم  

 

 71 

m β ω ψ ω-ψ 

1 1.8720 814.4357 811.0669 3.3688 

2 4.6939 5120.5050 5119.9703 0.5347 

3 7.8547 14338.5203 14338.3293 0.1910 

4 10.9955 28097.9798 28097.8823 0.0974 

5 14.1372 46448.5257 46448.4667 0.0589 

 

 دفآیبه صور  زیر درمی (n=1)شکل مودها نیز به منوان م ال برای مود اول 

 

 

 تیییر شکل تیر در مود اول - 2-3 شکل

 

 آیدفکه تیییرا  جانبی آن از معادله زیربدست می

xcxcxcxcxZ 1411311211111 coshsinhcossin)(    

 آیدفبدین صور  درمی 1cضرایب بر حسب 

 TC 3622.113622.11   
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   xxxxxZ 8720.1cosh8720.1cos3622.18720.1sinh8720.1sin)(1   

 آیدفمیشکل مودهای دیگر نیز به همین ترتیب بدست 

 

 

 

 

 در مودهای بالاتر 1-3نمودار تیییرا  جانبی تیر مساله نمونه  - 3-3 شکل

 

 اندفترسیم شده  mode_shape.mشکل مودها نیز توسم زیرروال 

 

 

%               mode shape 

clc;clear; 

L=1; 
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BETA=[1.8720 4.6939 7.8547 10.9955 14.1372]; 

%----------------------- 

K(1:5)=0; 

for p=1:5     

    K(p)=(sin(BETA(p)*L)+sinh(BETA(p)*L))/(cos(BETA(p)*L)+cosh(BETA(p)*L)); 

    figure(p); 

    for x=0:0.01:1         

        z=(sin(BETA(p)*x)-sinh(BETA(p)*x))-K(p)*(cos(BETA(p)*x)-

cosh(BETA(p)*x)); 

        plot(x,z,'ko'); 

        title(['n=',num2str(p)]) 

        xlabel('x/L') 

        ylabel('Z') 

        hold on; 

    end     

end 

 

______________________________________________________

____ 

 23بررسی شرط خودالحاقی - 8-4

 معادله جابجایی جانبی تیر در نظر گرفته شده استف

0)()( 4)(  xZxZ IV                         )44-3( 

 شودفاین معادله در شکل اپراتوری به صور  زیر می

MZLZ                          )45-3( 

                                                           
28- Self Adjoint 
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 31و اپراتور جرم 31باشند و به ترتیب اپراتور سفتیمی 29همگن اپراتورهای دیفرانسیلی و ی M و Lکه 

 شودفپارامتر نامیده می شوند و نامیده می

4

4

dx

d
L   ,  1M  , 4               )41-3( 

 کنندف شرایم مرزی نیز بایست در معادلا  زیر صدق

0ZBi    ,   ZCZB ii                 )47-3( 

 آیندفدهند و بدین شکل در میاین شرایم در نواحی مرزی رخ می

@ 0x     :    11 B       ,  
dx

d
B 2                          021 CC  

@ x     :   
2

2

1
dx

d
B    ,  

3

3

2
dx

d
B                     01 C  ,  2C      )48-3(                                     

 هستند. 32ها  اپراتورهای مرزی دیفرانسیلی و ی و همگنiCو   iBکه 

 باشدفبرای این سیستم به صور  زیر می Mو  Lشرط وود الحاقی اپراتورهای 





2

1 00

2

1 00 i

i

i

i udxvBvLudxvdxuBuLvdx



         )49-3( 





2

1 00

2

1 00 i

i

i

i udxvCvMudxvdxuCuMvdx



                   )51-3( 

 آیندفکه بدین صور  در می





2

1 000

2

2

2

22

1 00

)()(
i

i

i

i udxvBvLudxdx
dx

vd

dx

ud
vu

EI

b
vdxuBuLvdx






      )51-3( 

                                                           
29- Linear Homogeneous Differential Operators  

30- Stiffness Operator 

31- Mass Operator 

32- Linear Homogeneous Differential Boundary Operators 
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



2

1 000

2

1 00 i

i

i

i udxvCvMudxuvdxvdxuCuMvdx



                  )52-3( 

باشد، در نتیجه هر دو دارای واصیت وودالحاقی می  Lو اپراتور   Mشود  اپراتور همانگونه که دیده می

 باشد.سیستم یا مساله مردار مشخصه دارای واصیت وودالحاقی می

 

 بررسی شرط تعامد - 8-5

 ( به صور  زیر نوشتف34-3توان از معادله )را می nZو  mZعادلا  دیفرانسیل حاکم بر شکل مودهای م

0)()( 4)(
 xZxZ nn

IV

n                                     )53-3(          

0)()( 4)(
 xZxZ mm

IV

m                                   )54-3(  

 توان دیدفمی  Lتا  0و انتگرالگیری از  nZ( در 54-3و معادله )  mZ( در 53-3با ضرب معادله )

0
0

4

0

)(
 



dxZZdxZZ mnnm

IV

n                                          )55-3( 

0
0

4

0

)(
 



dxZZdxZZ nmmn

IV

m                                         )51-3( 

 شودفمعادلا  زیر منجر می ( به51-3( و )55-3با دو بار انتگرالگیری جز به جز معادلا  )

0)()(
0

4

0
 



 dxZZdxZZZZ mnnmnmn                                       )57-3( 

0)()(
0

4

0
 



 dxZZdxZZZZ nmmnmnm                                        )58-3( 

 آیدفشود و معادلا  پس از بازنویسی بدین شکل در میشرایم مرزی نیز بر این معادلا  اممال می

0)()(
0

4

0
 



 dxZZZZ
EI

b
dxZZ mnnmn

n
mn 


                                 )59-3( 

0)()(
0

4

0
 



 dxZZZZ
EI

b
dxZZ nmmnm

m
nm 


                                 )11-3( 
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 که در آن ف

iii i                                                                )11-3( 

 ف( کم شود59-3( از )11-3اگر معادله )

0)()()()(
0

44  


 dxZZZZ
EI

b
nmnmnmnm                              )12-3( 

mnدر صورتی که در معادله فوق    آیدفباشد اولین شرط تعامد به شکل زیر در می 

0)()()(
0

  


nmnmnm ZbZdxZmZ                                     )13-3( 

 یاف

0)()(
)( 440




 


nm

nm

nm ZZ
EI

bm
dxZmZ


                           )14-3( 

و کم نمودن این دو از هم معادله زیر حاصل  n( در 11-3و معادله ) m( در 59-3با ضرب معادله )

 شودفمی

0)()(

)()(

0

4

0

0

4

0
















dxZZZZ
EI

b
dxZZ

dxZZZZ
EI

b
dxZZ

nmnmnm
nm

nmn

mnmnmn
mn

mnm











                   )15-3( 

mnدر صورتی که در معادله فوق    آیدفباشد دومین شرط تعامد به شکل زیر در می 

0
00

 


dxZZdxZZEI nmnmmn                                            )11-3( 

 

 :به بار رونده پاسخ سیستم عیینت - 8-1

از لبه گیردار   xکه در فاصله   vبا سرمت ثابت رونده   F(t)برای تعیین پاسخ سیستم، تیر با یک نیروی 

 گردد.شود، تحریک میبر آن وارد می
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 توان به صور  زیر نوشتفحرکت را می معادله









 )()()()(),(),(),()(

v
tHtHvtxtFtxwtxwmtxEIw IV 

            )17-3(   

 شودفمعادله فوق به صور  زیر در نظر گرفته می

),(),(),(),( txftxwCtxwMtxLw                                    )18-3( 

 که در آنف

4

4

dx

d
EIL     ,   C    ,    M=m   ,  









 )()()()(),(

v
tHtHvtxtFtxf


                               )19-3( 

 توان به صور  زیر نیز نوشتفرا می vرونده با سرمت ثابت   F(t)معادله نیروی 














vt

vtvtxtF
txf

0

0)()(
),(


                                    )71-3(    

 شوندفو شرایم مرزی در شکل اپراتوری بدین شکل می

@ 0x     :    11 B       ,  
dx

d
B 2                          021 CC  

@ x     :   
2

2

1
dx

d
B    ,  

3

3

2
dx

d
EIB                  01 C  , bC 2       )71-3( 

 گیریمفبرای حل معادله فوق حلی به شکل زیر در نظر می







1

)()(),(
s

ss txZtxw                                                                          )72-3(   

)(ts و 33مختصاا  تعمیم یافته)(xZ s ها توابع ویژه و متعامد سایسااتم  یرمیرا هستند که با قرار

 اندفآیند و توسم چگالی جرمی نرمالیزه شده( بدست می18-3در معادله   ) 0دادن 

                                                           
33- Generalized Coordinates 
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rssr dxxZxmZ 


0

)()(                        )73-3( 

 شودفنامیده می 34دلتای کرانکر  rsکه










sr

sr
rs

0

1
                        )74-3( 

 ( به صور  ترریبی زیر در نظر گرفته شده استف72-3معادله )





n

s

ss txZtxw
1

)()(),(                            n                          )75-3(   

 شودف( مبار  زیر حاصل می71-3( و در نظرگرفتن معادله )18-3با اممال معادله فوق در معادله )

 









 




vt

vtvtxtF
txZtxmZtxEIZ

n

r

rrrrr

IV

r
0

0)()(
)()()()()()(

1


   

(3-71) 

 آیدفمعادله زیر بدست میو انتگرال گیری در وول تیر  xZs)(با ضرب ورفین معادله فوق در 









 



n

r

srrsrrs

IV

rr dxxZxZtdxxZxZtmdxxZxZtEI
1 000

)()()()()()()()()(



 

















vt

vtdxxZvtxtF s

0

0)()()(
0

                    )77-3( 

 شودف( حاصل می55-3از معادله )

 



0

4

0

)(
)()()()( dxxZxZdxxZxZ srrs

IV

r                      )78-3( 

 شودف( معادله زیر حاصل می77-3دله بالا در معادله )ابا قرار دادن مع

                                                           
34- Kronecker Delta 
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 
















 

 






vt

vtvtZtF
dxxZxZttmtEI

s
n

r

srrrrr
0

0)()(
)()()()()(

1 0

4     

(3-79) 

24در مبار  اول معادله فوق 

rr mEI   باشد، بنابراینفمی 





























 

 






vt

vtvtZtF
dxxZxmZt

m
tt

s
n

r

srrrrr
0

0)()(
)()()()()(

1 0

2 


  )81-3( 

باشد مبار    r=sدر معادله فوق هر گاه  


0

)()( dxxZxmZ sr  برابر یک و در  یر این صور  برابر صفر

 شود، بنابراینفمی









 )(

0

0)()(
)()()( 2 tN

vt

vtvtZtF
tt

m
t s

s

ssss



 


        )81-3( 

 توان به شکل زیر هم نوشتفمعادله فوق را می





n

r

rrrsrsr tNttCt
1

2 )()()()(                       r,s = 1,2,…,n           )82-3(   

 

 د.باشفرکانسهای وبیعی سیستم تیر یک سرگیردار بدون میرایی لزج به شکل زیر می rکه 

m

EI
ii

2
                           )83-3( 

 شوندف( نیروی مدال و ضریب میرایی به ترتیب از معادلا  زیر حاصل می82-3در معادله )

















  




vt

vtvtZtF
dx

v
tHtHvtxtFxZtN

s

rr
0

0)()(
)()()()()()(

0

    

(3-84) 
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


0

)()( dxxZxZC srrs                                                                        )85-3(         

باشد که با وجود میرایی، معادله )بی نهابت( می n( یک دساتگاه معادلا  دیفرانسیل با 82-3عادله )م

باشاد. برای حل این معادله ابتدا لازم است نو  میرایی مشخص شود که از دساتگاه معادلا  مدال می

تور نابراین اپراباشااد. بنو  میرایی تناساابی )میرایی درونی و میرایی وارجی( یا میرایی ساااوتاری می

 اندفدر حالا  زیر در بررسی شده  Cمیرایی 

 : 85میرایی تناسبی - 8-1-6

بیان   Mو اپراتور جرم   Lبه صاااور  ترکیبی و ی از اپراتور سااافتی  Cدر این حالت اپراتور میرایی 

 شود؛ یعنیفمی

MLC                                     )81-3( 

 آیدف( به شکل زیر در می85-3باشند و معادله )ثوابت مددی )اسکالر( می  و   که 

rsrr

n

s

rsC 2
1




                                                  )87-3( 

 شودف( بدین شکل ولاصه می82-3و معادله )

)()()(2)( 2 tNttt rrrrrrr                                          )88-3( 

 باشدفشرایم اولیه به شکل زیر می

0)0,( wxw                                                                     )89-3( 

0)0,( vxw                                                                             )91-3(   

 و به همین ترتیبف

                                                           
35- Proportional Damping 
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


0

0)()0( dxwxMZrr                                                                     )91-3(  





0

0)()0( dxvxMZrr                                                                 )92-3(   

 باشدفبه شکل زیر می( 88-3)حل معادله پس 

)(sin)(
1

)( 0

0

tdtetNt r

t

drr

dr

r
rr 


 

 


 

                                                                                 r =1, 2, 3… n            (3-93)  

 که در آنف

 





















tttet dr

dr

r
dr

dr

rr
drr

t

r
rr 









 

sin
0

sincos)0()(0


 ,  

21 rrdr                                                 r =1, 2, 3… n                )94-3( 

 آیدف( پاسخ به شکل زیر در می72-3و با قرار دادن معادله فوق در معادله )

)(sin)(
1

)(),( 0

01

tdetNxZtxw r

t

drr

drr

r
rr 




 






                )95-3( 

 باشدفتوان نوشت که از وواص انتگرال کانولوشن میمعادله فوق را به صور  زیر نیز می

)()(sin)(
1

)(),( 0

0

)(

1

tdteNxZtxw r

t

dr

t

r

drr

r
rr 




 






        )91-3( 

0)(در صورتی که شرایم اولیه صفر در نظرگرفته شود، مردار  tr گردد.برابر صفر می 

 گردد. ترسیم می 37و میرایی وارجی 31میرایی تناسبی وود به دو بخش میرایی درونی

                                                           
36- Internal Damping 

37- External Damping 
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چگالی جرمی  m، که است M=mمیرایی وارجی حالتی است که اپراتور جرم یک تابع محض به صور  

 باشدفمی mو اپراتور جرم متناسب با چگالی جرمی   0باشد. در این حالت می

  mC                         )97-3(  

حل مسایل ، 38یم یافتهدر این نو  میرایی لزج تعمفرض فوق باشد. تابع چگالی میرایی لزج می که 

 د.کنمی آسانبسیاری را 

 دهند. شود که مواد از وود رفتار ویسکوالاستیک نشان میمیرایی درونی هنگامی فرض می

می  39ویت -گیرد، مدل کلوینیکی از ممومی ترین مدلهای ویسکوالاستیکی که مورد استفاده قرار می

 ش به شکل زیر راب ه داردفباشد و به موجب آن تنش ممودی با کرنش و نرخ کرن




















xt

w
k

x

w
EkEN

2

)(             )98-3(  

 ضریب ثابتی است که داده شده است.  kمدول یانگ و  Eکه 

برنولی، با فرض ثابت ماندن صفحا  ومش حین تیییر شکل، با در  -در ارتعاشا  تیر تحت ومش اولر

توسم راب ه زیر با جابجایی ومشی  شاود که گشاتاور ومشیویت دیده می -نظر گرفتن مدل کلوین

 در ارتباط استف




















2

3

2

2 ),(
)(),(

xt

w
k

x

txw
xEItxM            )99-3( 

 توان حالت واصی از میرایی تناسبی را به شکل زیر بدست آوردفبنابراین می

4

4

dx

d
kEIkLC                                       )111-3( 

 باشد.می 0و  kکه در این حالت 

                                                           
38- Distributed Viscous Damping 

39- Kelvin -Voigt 
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 : 41میرایی ساختاری - 8-1-2

توان مشاااابه میرایی لزجی در نظر گرفت که تابع تحریک آن تناوبی رفتاار میرایی سااااوتاری را می

 شودف( به شکل زیر در نظرگرفته می18-3باشد. در این حالت معادله )می

tiexftxwtxwMtxLw  )(),(),(),(           )111-3( 

فرکانس حرکت  باشد و شاد  بزرگنمایی تابع تحریک است و معمولا مرداری مختلم می  f(x)که 

 باشد. پاسخ حالت ماندگار تناوبی استفمی

),(),( txwitxw                       )112-3( 

 بنابراینف

tiexftxwMtxCwitxLw  )(),(),(),(                                 )113-3( 

در سایساتمهای گسسته ماتریس میرایی ساوتاری متناسب با ماتریس سفتی بود؛ در اینجا نیز اپراتور 

 باشدفمی  Lمتناسب با اپراتور سفتی  Cمیرایی 

LC





                       )114-3( 

( راب ه زیر حاصاال 113-3با اممال راب ه فوق در معادله ) ضااریب میرایی ساااوتاری اساات. که  

 گرددفمی

tiexftxwMtxLwi  )(),(),()1(                              )115-3( 

( و قرار دادن آن در معادله فوق، دسااتگاه معادلا  دیفرانساایل مدال به 72-3با درنظرگرفتن راب ه )

 آیدفبدست می 41حالت مجزا

ti

rrrr eNtit  )()1()( 2                             r=1, 2, 3…    )111-3( 

                                                           
40- Structural Damping 

41- Decoupled 
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باشند؛ نیروی مدال نیز به شکل ثوابت بزرگنمایی زیر ها فرکانسهای وبیعی ارتعاشا  نامیرا میrکه 

 باشدفمی




0

)()( dxxfxZN rr                               r=1, 2, 3…      )117-3( 

 باشدف( به شکل زیر می115-3ادله )حل مع

22)1(
)(






r

ti

r
r

i

eN
t


                             r=1, 2, 3…     )118-3( 

 آیدف( پاسخ به شکل زیر در می72-3با قرار دادن معادله فوق در معادله )











1
22

)(
)1(

),(
r

r

r

ti

r xZ
i

eN
txw


        )119-3( 

______________________________________________________

____ 

 : 2-8مساله نمونه 

پاساخ فرکانسای تیر یک سارگیردار لزج با دمپر در انتها تحت بار رونده با سارمت ثابت، تحت شرایم 

 باشد؛زیرم لوب می

 

 2-3مشخصا  تیر مساله نمونه  - 3-3جدول 

 

 یکا مردار فرمول مشخصه

 وول تیر  1 m 

 m 9.72 Kg/m رجرم واحد وول تی

 EI 75600 Nm2 سفتی پیدشی

 σ 100 Kg/ms ضریب میرایی لزج

 b 10 Kg/s ثابت میرایی
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 v 2 m/s بار رونده سرمت

 w0 0.01 m اولیهجابجایی 

 v0 1 m/s اولیهسرمت 

 F 20 N ی واداشتهبزرگنمایی نیرو

 p π/6 1/s فرکانس نیروی واداشته

 

 گیردفبررسی قرار می مورد هارمونیک رونده یرونینسبت به پاسخ نیروی واداشته 

6sin20sin)( tptFtF   

 باشندفمرادیر ویژه، ضرایب میرایی و فرکانسهای وبیعی تیر به صور  زیر می

 

 2-3مرادیر ویژه، ضرایب میرایی و فرکانسهای وبیعی تیر مساله نمونه  - 4-3جدول 

 

R β Ω ζ ζd 

1 1.8720 309.0576 0.0166 309.0148 

2 4.6939 1943.1013 0.0026 1943.0944 

3 7.8547 5441.1033 0.0009 5441.1009 

4 10.9955 10662.4678 0.0005 10662.4665 

5 14.1372 17626.0326 0.0003 17626.0319 

 

 در این تیر فرض می شاود که میرایی تناسابی، از نو  میرایی وارجی یا میرایی لزج گسترده به شکل

MLC   باشدفمی 

0   ,    3.10
m


  

 به منوان نمونه پاسخ سیستم در مود اول بدست آورده شده استف

)()(95516.6)(10.3)( 1111 tNttt     
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















  5.00

5.00)2(6sin20
)()()()()()(

1

0

11
t

ttZt
dx

v
tHtHvtxtFxZtN





  

    t3.744t3.7441.36223.744tt3.744ttN coshcossinhsin6sin20)(1                

5.00  t        

1034.0)()0(

1

0

011   dxwxMZ                                                

3407.10)()0(

1

0

011   dxvxMZ  

 ttet
t

310sin0351.0310cos1034.0)(
1440.5

10 


  

)(310sin)(0032.0)( 10

0

1440.5

11 tdtetNt

t




 


 

)(310sin)()(0032.0),( 10

0

1440.5

111 tdtetNxZtxw

t




 
  

1),( مردار مبار  txw  به ازایx  ها وt  آمده است. 5-3 ولدر جد اول موددر های مختلف  
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 نمودار سه بعدی نمایش جابجایی تیر در زمانهای مختلف در مراوع تیر در مود اول - 4-3شکل 

1)(مردار انتگرال t حل شاده است؛ شکل دیگر این معادله در  42گیری مددی رامبرگبه روش انتگرال

 زیر آمده استف

)()(310sin)(0032.0)( 10

0

)(1440.5

11 tdteNt

t
t




 
  

ی تیر مورد نظر در زمانهای مختلف نسااابت به نیروی رونده در مراوع جابجای 4-3شاااکل نموداردر 

و تیییرا  زمان  01.0xدر این نمودار مردار تیییرا  وول تیر مختلف تیر نمایش داده شده است.

0001.0t  است. در نظر گرفته شده 

 جانبی تیر ترسیم شده استف  تیییرا نمودار سه بعدی moving.mتوسم زیر روال 

%---------------moving load------------- 

clc;clear; 

tic 

L=1;%m 

for r=1:5 

    figure(r) 

    for t=0:1e-4:1e-2 

        sprintf('time=%.1f s\nt=%.4f',toc,t) 

        for x=0:15e-3:L 

            w=WW(x,t,r); 

            plot3(t,x,w,'k')             

            hold on 

        end 

    end 

    title(['r=',num2str(r)]) 

    xlabel('t (s)') 

    ylabel('x (m)') 

                                                           
42- Romberg 

 دهد که در پیوست آمده است.گیری را انجام میمملیا  مربوط به این انتگرال romberg.mزیرروال 
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    zlabel('w') 

end 

toc 

گردد که به به ثانیه محاسبه میو کل زمان انجام مملیا  در زیرروال فوق زمان محاسابه هر جابجایی 

به ازای مرادیر  tr)(همدنین مردار بااشاااد. می s 5940ان برای مود اول برابر منوان م اال این زما

 اند.شوند که در پیوست آمدهو زیرروالهای دیگر محاسبه می  etta.mتوسم تابع  rمختلف 

 .اندها نمایش داده شدهمود در دیگر این تیییرا   9-3 تا 1-3 ولادر جد

جابجایی جانبی تیر در زمانهای مختلف نسااابت به نیروی رونده در  8-3تا  5-3شاااکل هایدر نمودار

 اند.مراوع مختلف تیر و مودهای بالاتر نمایش داده شده

 

 

 

 نمودار سه بعدی نمایش جابجایی تیر در زمانهای مختلف در مراوع تیر در مود دوم - 5-3شکل 
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 زمانهای مختلف در مراوع تیر در مود سوم نمودار سه بعدی نمایش جابجایی تیر در - 1-3شکل 

 

 

 

 نمودار سه بعدی نمایش جابجایی تیر در زمانهای مختلف در مراوع تیر در مود چهارم - 7-3شکل 
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 نمودار سه بعدی نمایش جابجایی تیر در زمانهای مختلف در مراوع تیر در مود پنجم - 8-3شکل 

 r=1 در مود اول tو  xرادیر مختلف تیییرا  جانبی تیر به ازای م – 5-3جدول 

 

r=1 

x t w(x,t) x t w(x,t) x t w(x,t) 

0 

0 0 

0.2 

0 0.017938 

0.4 

0 0.064574 

0.001 0 0.001 0.018841 0.001 0.067827 

0.002 0 0.002 0.017948 0.002 0.064612 

0.003 0 0.003 0.015361 0.003 0.0553 

0.004 0 0.004 0.011344 0.004 0.040837 

0.005 0 0.005 0.006291 0.005 0.022647 

0.006 0 0.006 0.000693 0.006 0.002495 

0.007 0 0.007 -0.004913 0.007 -0.017687 
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0.008 0 0.008 -0.009996 0.008 -0.035985 

0.009 0 0.009 -0.014079 0.009 -0.050682 

0.01 0 0.01 -0.016784 0.01 -0.060419 

x t w(x,t) x t w(x,t) x t w(x,t) 

0.6 

0 0.12956 

0.8 

0 0.203877 

1 

0 0.281083 

0.001 0.136088 0.001 0.214149 0.001 0.295244 

0.002 0.129637 0.002 0.203999 0.002 0.28125 

0.003 0.110954 0.003 0.174598 0.003 0.240716 

0.004 0.081935 0.004 0.128934 0.004 0.177759 

0.005 0.045439 0.005 0.071504 0.005 0.098581 

0.006 0.005006 0.006 0.007878 0.006 0.010862 

0.007 -0.035488 0.007 -0.055844 0.007 -0.076991 

0.008 -0.0722 0.008 -0.113615 0.008 -0.15664 

0.009 -0.101687 0.009 -0.160016 0.009 -0.220612 

0.01 -0.121225 0.01 -0.190761 0.01 -0.263 
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 r=2در مود دوم  tو  xتیییرا  جانبی تیر به ازای مرادیر مختلف  - 1-3جدول 

 

r=2 

x t w(x,t) x t w(x,t) x t w(x,t) 

0 

0 0 

0.2 

0 0.024488 

0.4 

0 0.055595 

0.001 0 0.001 -0.007638 0.001 -0.01734 

0.002 0 0.002 -0.018706 0.002 -0.04247 

0.003 0 0.003 0.021105 0.003 0.047915 

0.004 0 0.004 0.003233 0.004 0.007341 

0.005 0 0.005 -0.02323 0.005 -0.05274 

0.006 0 0.006 0.01362 0.006 0.030923 

0.007 0 0.007 0.01313 0.007 0.029809 

0.008 0 0.008 -0.022988 0.008 -0.052191 

0.009 0 0.009 0.00365 0.009 0.008287 

0.01 0 0.01 0.02011 0.01 0.045656 

x t w(x,t) x t w(x,t) x t w(x,t) 

0.6 

0 0.047954 

0.8 

0 -0.005686 

1 

0 -0.081328 

0.001 -0.014957 0.001 0.001773 0.001 0.025367 

0.002 -0.036633 0.002 0.004343 0.002 0.062128 

0.003 0.04133 0.003 -0.0049 0.003 -0.070093 

0.004 0.006332 0.004 -0.000751 0.004 -0.010738 

0.005 -0.045492 0.005 0.005394 0.005 0.077152 

0.006 0.026673 0.006 -0.003162 0.006 -0.045236 

0.007 0.025712 0.007 -0.003049 0.007 -0.043607 

0.008 -0.045018 0.008 0.005338 0.008 0.076348 

0.009 0.007148 0.009 -0.000847 0.009 -0.012122 

0.01 0.039382 0.01 -0.004669 0.01 -0.066789 

 



 بررسی نتایج                                                                                                                                      فصل چهارم  

 

 92 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 r=3وم سدر مود  tو  xزای مرادیر مختلف تیییرا  جانبی تیر به ا - 7-3جدول 

 

r=3 

x t w(x,t) x t w(x,t) x t w(x,t) 

0 

0 0 

0.2 

0 0.029944 

0.4 

0 0.026052 

0.001 0 0.001 0.019411 0.001 0.016888 

0.002 0 0.002 -0.003914 0.002 -0.003405 

0.003 0 0.003 -0.024399 0.003 -0.021228 

0.004 0 0.004 -0.02846 0.004 -0.024761 

0.005 0 0.005 -0.013565 0.005 -0.011802 

0.006 0 0.006 0.010192 0.006 0.008867 

0.007 0 0.007 0.026932 0.007 0.023432 

0.008 0 0.008 0.025603 0.008 0.022276 

0.009 0 0.009 0.007272 0.009 0.006327 
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0.01 0 0.01 -0.015704 0.01 -0.013663 

x t w(x,t) x t w(x,t) x t w(x,t) 

0.6 

0 -0.023467 

0.8 

0 -0.019561 

1 

0 0.049532 

0.001 -0.015213 0.001 -0.012681 0.001 0.032109 

0.002 0.003067 0.002 0.002557 0.002 -0.006474 

0.003 0.019121 0.003 0.015939 0.003 -0.04036 

0.004 0.022304 0.004 0.018592 0.004 -0.047077 

0.005 0.010631 0.005 0.008862 0.005 -0.022439 

0.006 -0.007987 0.006 -0.006658 0.006 0.016859 

0.007 -0.021107 0.007 -0.017594 0.007 0.044551 

0.008 -0.020065 0.008 -0.016726 0.008 0.042352 

0.009 -0.005699 0.009 -0.004751 0.009 0.012029 

0.01 0.012307 0.01 0.010259 0.01 -0.025977 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 r=4در مود چهارم  tو  xتیییرا  جانبی تیر به ازای مرادیر مختلف  - 8-3جدول 
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r=4 

x t w(x,t) x t w(x,t) x t w(x,t) 

0 

0 0 

0.2 

0 0.026654 

0.4 

0 -0.011158 

0.001 0 0.001 -0.008918 0.001 0.003733 

0.002 0 0.002 -0.020579 0.002 0.008615 

0.003 0 0.003 0.022216 0.003 -0.0093 

0.004 0 0.004 0.005915 0.004 -0.002476 

0.005 0 0.005 -0.025837 0.005 0.010816 

0.006 0 0.006 0.010955 0.006 -0.004586 

0.007 0 0.007 0.018445 0.007 -0.007721 

0.008 0 0.008 -0.022843 0.008 0.009563 

0.009 0 0.009 -0.003394 0.009 0.001421 

0.01 0 0.01 0.024818 0.01 -0.010389 

x t w(x,t) x t w(x,t) x t w(x,t) 

0.6 

0 -0.011545 

0.8 

0 0.022738 

1 

0 -0.035359 

0.001 0.003863 0.001 -0.007608 0.001 0.01183 

0.002 0.008914 0.002 -0.017556 0.002 0.0273 

0.003 -0.009623 0.003 0.018952 0.003 -0.029471 

0.004 -0.002562 0.004 0.005046 0.004 -0.007847 

0.005 0.011191 0.005 -0.022041 0.005 0.034274 

0.006 -0.004745 0.006 0.009345 0.006 -0.014533 

0.007 -0.007989 0.007 0.015735 0.007 -0.024468 

0.008 0.009895 0.008 -0.019487 0.008 0.030303 

0.009 0.00147 0.009 -0.002895 0.009 0.004502 

0.01 -0.01075 0.01 0.021171 0.01 -0.032922 
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 r=5م پنجدر مود  tو  xتیییرا  جانبی تیر به ازای مرادیر مختلف  - 9-3جدول 

 

r=5 

x t w(x,t) x t w(x,t) x t w(x,t) 

0 

0 0 

0.2 

0 0.018141 

0.4 

0 -0.019157 

0.001 0 0.001 0.006041 0.001 -0.006379 

0.002 0 0.002 -0.013865 0.002 0.014641 

0.003 0 0.003 -0.015368 0.003 0.016229 

0.004 0 0.004 0.003316 0.004 -0.003501 

0.005 0 0.005 0.017456 0.005 -0.018434 

0.006 0 0.006 0.008539 0.006 -0.009017 

0.007 0 0.007 -0.011495 0.007 0.012139 

0.008 0 0.008 -0.016236 0.008 0.017145 

0.009 0 0.009 0.000383 0.009 -0.000404 

0.01 0 0.01 0.016329 0.01 -0.017243 

x t w(x,t) x t w(x,t) x t w(x,t) 

0.6 

0 0.019259 

0.8 

0 -0.016514 

1 

0 0.027504 

0.001 0.006413 0.001 -0.005499 0.001 0.009159 
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0.002 -0.014719 0.002 0.012621 0.002 -0.02102 

0.003 -0.016315 0.003 0.01399 0.003 -0.023299 

0.004 0.00352 0.004 -0.003018 0.004 0.005027 

0.005 0.018532 0.005 -0.015891 0.005 0.026465 

0.006 0.009065 0.006 -0.007773 0.006 0.012946 

0.007 -0.012203 0.007 0.010464 0.007 -0.017428 

0.008 -0.017236 0.008 0.01478 0.008 -0.024615 

0.009 0.000406 0.009 -0.000349 0.009 0.00058 

0.01 0.017335 0.01 -0.014864 0.01 0.024756 

 

______________________________________________________

____ 

 

 تیر تیموشنکو:استصراج معادلات حرکت سیستم با  - 8-1

-3الف و  -1-3فرضیا   و دباشمیتیر تیموشنکو ب  -1-3 فرضدر این قسامت تبر معرفی شده در 

 باشند.همدنان پابرجا می ج -1

 شودفبه شکل زیر نوشته می  xشیب وم تیییر شکل در نر ه 

),(),(
),(

txtx
x

txw
 




                    )111-3( 

),(که در آن  tx  و),( tx  و به ترتیب زاویه گردش حاصل از ومش و زاویه اموجاج حاصل از برش

),( txw  باشد.میتیییر شکل کل 

 آیدفانرژی جنبشی سیستم به صور  زیر در می

 



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
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

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)( dxxGAkdx
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tx
xEItV 


                   )111-3( 
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





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
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


2

1
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00
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x
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



              )112-3( 
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dtdx
x

xEI
xx

w
xGAkw

x

w
xGAk

x 


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


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
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
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
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











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





 


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  

 و انرژی پتانسیلف

 









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  
















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t
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t

xJw
t

w
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




                     )114-3( 

به ترتیب ممان اینرسی   J(x)و   I(x)مر ع تیر،  مساحتA(x) جرم واحد وول،   m(x) دو معادله فوقدر 

و  Eسا ح و جرم حول محوری ممود بر صفحه حرکت و گذرنده از مرکز جرم اجزای دیفرانسیلی تیر، 

G باشند. نیز به ترتیب مدول کشسانی و مدول برشی می 

k'  تیموشنکو نام دارد و به شکل س ح مر ع تیر بستگی دارد. این ضریب برای مر ع  تیرضریب برشی

 ایدایره
10

و برای مر ع مست یلی برابر  9
6

 باشد.می  5

 به شکل زیر می باشدف ممان اینرسی س ح و جرمارتباط مابین 

)(
)(

)(
)( xI

xA

xm
xJ                           )115-3( 

 فدر معادله زیر نشان داده شده است کار نیروهای ناپایستار
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
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 فمی باشدبه صور  زیر   vرونده با سرمت ثابت  F(t)معادله نیروی که در آن 













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vtvtxtF
txf

0
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 ست آوردفتوان معادلا  حرکت سیستم را بدمی یلتونماصل تعمیم یافته هبا استفاده از 

 
2

1

0)(
t

t
nc dtWVT                                                              )118 -3( 
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0),( txw    ,     21,ttt   

 فبدین شکل درمی آید معادله حرکتکه 
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 شرایم مرزیفو 

0
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 یا به صور ف
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 فدباشمیبه صور  زیر نیروی برشی  Qو  دباشمیگشتاور ومشی  Mفوق  هدر معادل













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w
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 شود، بنابراینفثابت در نظر گرفته می  m(x), EI(x), GA(x), J(x)مرادیر 

mxm )(         EIxEI )(                      )125-3( 

JxJ )(          GAxGA )(                    )121-3( 

 فآیددرمیزیر جدید ( به شکل 119-3معادله حرکت )و 
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 فجدید شرایم مرزیو 
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 فنیز بدین صورتند معادلا  در شکل پارامتری
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(3-132) 

 

 بررسی ارتعاشات آزاد - 8-3

 برای حل با استفاده از روش جداسازی متییرها پاسخ به شکل زیر در نظر گرفته شده استف

texWtxw )(),(                    )133-3( 

textx  )(),(                   )134-3( 

 آیدف( به صور  دیفرانسیلی زیر در می127-3پس از جایگذاری در معادله )
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مردار 
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d   آیدفزیر بدست می به صور  (الف -135-3) از معادله 

2
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dx

Wd
W

dx

d



             )131-3( 

 که در آنف









2m
           )137-3( 

 و

GAk                         )138-3( 

 گیری از آنفبا مشتم

3

3

2

2

dx

Wd

dx

dW

dx

d



           )139-3( 

 ف (ب -135-3)با قراردادن آن در معادله 

0)(
3

3


dx

dW

EIdx

Wd

dx

dW 
         )141-3( 

 که در آنف

EI

J )( 2 



                           )141-3( 

 آید، یعنیفبدست می از معادله فوق مردار 



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




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)(
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 گیری از آنفبا مشتم
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
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 آیدفبدست می (131-3)با قرار دادن معادله فوق در معادله 

2

2

2

2

4

4

)(
1

dx

Wd
W

dx
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EIdx

Wd









 





       )144-3( 

 و مشتراتش وجود دارند. Wکه در معادله فوق تنها تابع 

 سازیفکه پس از ساده

0
2

2

4

4

 W
dx

Wd

dx

Wd
           )145-3( 

 که در آنف

EI

J 2
   ,            )141-3( 

 باشدفو معادله مشخصه آن به شکل زیر می

024  rr            )147-3( 

 و جوابهای آن بدین شکلندف

2

4
...

2

41

 
rr           )148-3( 

 باشدفبه شکل زیر می (145-3)و پاسخ ممومی معادله 

xrxrxrxr
eCeCeCeCxW 4321

4321)(          )149-3( 

 ( به قرار زیرندف142-3و معادله ) (129-3) (،128-3شرایم مرزی از معادلا  )

0)0( W  , 0)0(   
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0)(  L  , )()()( LW
b

LWL



        )151-3( 

 آیندفمیبه شکل زیر در W(x)سازی بر حسب که پس از مرتب

0)0( W             )151-3( 

0)0()0()(  WW
EI


           )152-3( 

0)()(  LWLW            )153-3( 

0)()()(  LW
b

LWLW



          )154-3( 

  زیر معادلا (149-3)در معاادله  (154-3)و  (153-3)، (152-3)(، 151-3)باا قرار دادن معاادلا  

 شوندفحاصل می

0414313212111  CCCC          )155-3( 

0424323222121  CCCC           )151-3( 

0434333232131  CCCC          )157-3( 

0444343242141  CCCC            )158-3( 

 آیندفمعادلا  فوق در شکل ماتریسی بدین صور  درمی

0C                        )159-3( 

 به قرار زیرندف و  Cکه در آن ماتریسهای 

 TCCCCC 4321                )111-3( 

}{ ij     i, j= 1, 2, 3, 4        )111-3( 

 که مرادیر آن در پیوست آمده است.
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می باشااد که وقتی برابر صاافر قرار گیرد معادله مشااخصااه بدساات  تابعی از  دترمینان ماتریس

 آیدفمی

0)(*                          )112-3( 

نسهای وبیعی باشاند که جذر آن فرکاکه بدین ترتیب بدسات وواهند آمد مرادیر ویژه می مرادیر 

 دهد.سیستم را بدست می

nn      n= 1, 2, 3, ...          )113-3( 

 

 بررسی شرط خودالحاقی - 8-2

 باشدفشرط وودالحاقی به صور  زیر می

 
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 را به صور  زیر درنظر گرفتف Vو  Uتوان متییرهای می
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به شااکل زیر  Bاپراتور شاارط مرزی  داده شااده اساات. (132-3)قبلا توساام معادله  L اپراتور ساافتی

 باشدفمی
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 شودفبررسی می (114-3)سمت چر معادله مبار  اولین ابتدا 
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 آیدفپس از اممال شرایم مرزی بدین شکل در می (117-3)معادله 
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 با یکدیگر برابرندف (114-3)مبارا  دوم معادله 
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باشد و الحاقی نمی دارای واصیت وود Lباشاند بنابراین اپراتور سافتی ولی چون مبارا  اول برابر نمی

 .باشندیمحریری نویژه و توابع ویژه  یراددر نتیجه مر
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 پیوست آ

 نیز بدین شکلندف (149-3)مشترا  معادله 
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 باشندف به شکل زیر می های ماتریسو درایه

114131211   
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 ثیر ثابت میرایی بر فرکانس طبیعی تا – 4-6

 اند. در جدول زیر مرادیر فرکانس وبیعی اول و دوم به ازای مرادیر مختلف ثابت میرایی محاسبه شده

 فرکانس وبیعی اول و دوم به ازای مرادیر مختلف ثابت میرایی -1-4جدول 

 

1530 1500 1000 100 10 b 
1.01 2.82 462.95 786.29 811.06 ω1 

5055.79 5057.04 5077.94 5116.10 5119.97 ω2 
 

و این  باشااادهای بالاتر میبا افزایش ثابت میرایی، میزان کاهش فرکانس وبیعی اول بیش از فرکانس

 شود. به صفر بسیار نزدیک می 1535مردار به ازای ثابت میرایی برابر 
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 ل و دوم به ازای مرادیر مختلف ثابت میراییفرکانس وبیعی او -1-4شکل 

 

 فرکانس طبیعی بر  ضریب میرایی لزج ثیرات -4-2

 ضریب میرایی لزجفرکانس وبیعی اول و دوم به ازای مرادیر مختلف  -2-4جدول 

 

1 E +6 1 E +5 1 E +4 1000 100 σ 
813.76 813.62 812.14 786.29 811.06 ω1 

5120.28 5119.36 5108.59 5116.10 5119.97 ω2 
 

های مردار فرکانسابتدا ( مشااخص اساات با افزایش ضااریب میرایی لزج 2-4همانگونه که از جدول )

رساااد و ساااپس دوباره افزایش یافته و در کاهش یافته و به مردار کمینه وود می وبیعی اول و دوم

 کند. تیییر چندانی نمیمرادیر بالاتر 
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 لزج میراییضریب دوم به ازای مرادیر مختلف فرکانس وبیعی اول و  -2-4شکل 

 

 بر فرکانس طبیعی ساتی پیچشی ثیر ات -4-8

رریبا ثابت توان آنرا تیابد که میسفتی پیدشی فرکانس وبیعی به میزان ناچیزی افزایش میبا افزایش 

 فرض نمود.

 سفتی پیدشیفرکانس وبیعی اول و دوم به ازای مرادیر مختلف  -3-4جدول 

 

1 E +10 1 E +7 1 E +5 36458 18229    EI 

813.78 813.77 812.79 811.06 808.37 ω1 
5120.39 5120.38 5120.23 5119.97 5119.52 ω2 
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 سفتی پیدشیفرکانس وبیعی اول و دوم به ازای مرادیر مختلف  -3-4شکل 

 

ی بیشترین تاثیر را بر شود، ثابت میرایدیده می (3-4)الی  (1-4)همانگونه که از نمودارهای شاکلهای 

توجهی در  توان تاثیر قابلدمپر انتهای تیر میگذارد، بنابراین با تیییر فرکانساهای وبیعی سیستم می

 ایجاد نمود. فرکانس وبیعی

 افته تیرلزجت تعمیم ی با تیییر د اماضاریب میرایی لزج تاثیر کمی بر فرکانسهای وبیعی سیستم  دار

 نزدیک نمود. ،یمورد نظر وراحو یا بیشینه  کمینهرا به مرادیر توان فرکانسهای وبیعی می

 

  مقدار جابجاییبر  رعتسثیر ات -4-4

در این قساامت تاثیر ساارمت بر میزان جابجایی انتهای آزاد تیر در سااه مود اول وی زمانهای مختلف 

-4)شکلهای و  (1-4)الی  (4-4)سرمت در جداول  هشتمورد بررسای قرار گرفته است. مرادیر برای 

 اند.نمایش داده شده (9-4)الی  (4

و اندازه نیروی واداشته  متفاو  است 2-3از مساله نمونه  (3-3)ها مرادیر زیر با جدول در این بررسای

 مرداری ثابت است.

mmw 01.00    جابجایی اولیه                                                                                   
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smmv /01.00    سرمت اولیه                                                                                  

GNF 10   بزرگنمایی نیروی واداشته                                                                    

ها در هنگام شرو  اولیه شود این جابجاییدیده می (9-4)الی  (4-4)گونه که از نمودار شاکلهای همان

 گردند.باشند و وصوصا در سرمتهای بالا سریعتر میرا میحرکت بار رونده قابل توجه می



 

 

 ر مود اولسرمت دبه ازای مرادیر مختلف  (x=L)تیییرا  جابجایی انتهایی تیر  -4-4جدول 

 

r=1 

V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) 

0 

0.00 0.28108 

0.01 

0.00 0.28108 

0.05 

0.00 0.28108 

0.2 

0.00 0.28108 

0.20 0.05011 0.20 0.05011 0.20 0.05011 0.20 0.05011 

0.40 -0.01744 0.40 -0.01744 0.40 -0.01744 0.40 -0.01744 

0.60 -0.01283 0.60 -0.01283 0.60 -0.01283 0.60 -0.01286 

0.80 -0.00250 0.80 -0.00250 0.80 -0.00251 0.80 -0.00254 

1.00 0.00072 1.00 0.00072 1.00 0.00072 1.00 0.00072 

1.20 0.00058 1.20 0.00058 1.20 0.00058 1.20 0.00055 

1.40 0.00012 1.40 0.00012 1.40 0.00013 1.40 0.00022 

1.60 -0.00003 1.60 -0.00003 1.60 -0.00007 1.60 -0.00060 

1.80 -0.00003 1.80 -0.00003 1.80 -0.00004 1.80 -0.00028 

2.00 -0.00001 2.00 -0.00001 2.00 -0.00001 2.00 -0.00001 

V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) 

0.5 
0.00 0.28108 

1 
0.00 0.28108 

2 
0.00 0.28108 

5 
0.00 0.28108 

0.20 0.05011 0.10 0.14465 0.05 -0.20909 0.02 0.25174 



 

 

0.40 -0.01745 0.20 0.05010 0.10 0.14465 0.04 0.22305 

0.60 -0.01301 0.30 0.00041 0.15 -0.09134 0.06 0.19544 

0.80 -0.00272 0.40 -0.01749 0.20 0.05009 0.08 0.16922 

1.00 0.00072 0.50 -0.01831 0.25 -0.02034 0.10 0.14465 

1.20 0.00039 0.60 -0.01288 0.30 0.00044 0.12 0.12188 

1.40 0.00063 0.70 -0.00668 0.35 0.01151 0.14 0.10101 

1.60 -0.00294 0.80 -0.00323 0.40 -0.01762 0.16 0.08210 

1.80 -0.00127 0.90 -0.00048 0.45 0.01914 0.18 0.06509 

2.00 -0.00001 1.00 0.00072 0.50 -0.01831 0.20 0.05004 
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 ر مود اولد های پایینسرمتبه ازای مرادیر  (x=L)نمودار تیییرا  جابجایی انتهایی تیر  -4-4شکل 
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 ر مود اولد های بالاترسرمتبه ازای مرادیر  (x=L)نمودار تیییرا  جابجایی انتهایی تیر  -5-4شکل 



 

 

 ر مود دومدسرمت به ازای مرادیر مختلف  (x=L)تیییرا  جابجایی انتهای تیر -5-4جدول 

 

r=2 

V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) 

0 

0.00 -0.08133 

0.01 

0.00 -0.08133 

0.05 

0.00 -0.08133 

0.2 

0.00 -0.08133 

0.20 -0.01710 0.20 -0.01710 0.20 -0.01710 0.20 -0.01710 

0.40 0.00317 0.40 0.00317 0.40 0.00317 0.40 0.00317 

0.60 0.00352 0.60 0.00352 0.60 0.00353 0.60 0.00360 

0.80 0.00108 0.80 0.00108 0.80 0.00109 0.80 0.00117 

1.00 0.00001 1.00 0.00001 1.00 0.00001 1.00 0.00001 

1.20 -0.00014 1.20 -0.00014 1.20 -0.00015 1.20 -0.00031 

1.40 -0.00006 1.40 -0.00006 1.40 -0.00009 1.40 -0.00047 

1.60 -0.00001 1.60 0.00000 1.60 0.00008 1.60 0.00103 

1.80 0.00000 1.80 0.00000 1.80 0.00002 1.80 0.00012 

2.00 0.00000 2.00 0.00000 2.00 0.00000 2.00 0.00000 

V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) 

0.5 
0.00 -0.08133 

1 
0.00 -0.08133 

2 
0.00 -0.08133 

5 
0.00 -0.08133 

0.20 -0.01710 0.10 -0.04330 0.05 0.06111 0.02 -0.02933 



 

 

0.40 0.00320 0.20 -0.01710 0.10 -0.04329 0.04 0.04520 

0.60 0.00389 0.30 -0.00267 0.15 0.02860 0.06 0.05624 

0.80 0.00143 0.40 0.00325 0.20 -0.01708 0.08 0.00347 

1.00 0.00001 0.50 0.00436 0.25 0.00864 0.10 -0.04329 

1.20 -0.00067 0.60 0.00339 0.30 -0.00280 0.12 -0.03382 

1.40 -0.00105 0.70 0.00195 0.35 -0.00107 0.14 0.01104 

1.60 0.00192 0.80 0.00156 0.40 0.00329 0.16 0.03542 

1.80 -0.00004 0.90 0.00036 0.45 -0.00416 0.18 0.01642 

2.00 0.00000 1.00 0.00001 0.50 0.00436 0.20 -0.01709 
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 ر مود دومد های پایینسرمتبه ازای مرادیر  (x=L)نتهایی تیر نمودار تیییرا  جابجایی ا -1-4شکل 
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 ر مود دومد های بالاترسرمتبه ازای مرادیر  (x=L)نمودار تیییرا  جابجایی انتهایی تیر  -7-4شکل 



 

 

 ر مود سومسرمت دبه ازای مرادیر مختلف  (x=L)تیییرا  جابجایی انتهای تیر -1-4جدول 

 

r=3 

V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) 

0 

0.00 0.04953 

0.01 

0.00 0.04953 

0.05 

0.00 0.04953 

0.2 

0.00 0.04953 

0.20 0.00595 0.20 0.00595 0.20 0.00595 0.20 0.00595 

0.40 -0.00490 0.40 -0.00490 0.40 -0.00490 0.40 -0.00491 

0.60 -0.00193 0.60 -0.00194 0.60 -0.00195 0.60 -0.00210 

0.80 0.00016 0.80 0.00016 0.80 0.00015 0.80 0.00005 

1.00 0.00029 1.00 0.00029 1.00 0.00029 1.00 0.00029 

1.20 0.00005 1.20 0.00005 1.20 0.00008 1.20 0.00034 

1.40 -0.00003 1.40 -0.00002 1.40 0.00007 1.40 0.00081 

1.60 -0.00001 1.60 -0.00002 1.60 -0.00015 1.60 -0.00109 

1.80 0.00000 1.80 -0.00001 1.80 -0.00015 1.80 -0.00083 

2.00 0.00000 2.00 0.00000 2.00 0.00000 2.00 0.00000 

V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) V (m/s) t (s) w (mm) 

0.5 
0.00 0.04953 

1 
0.00 0.04953 

2 
0.00 0.04953 

5 
0.00 0.04953 

0.20 0.00595 0.10 -0.02421 0.05 -0.01154 0.02 -0.01887 



 

 

0.40 -0.00494 0.20 0.00594 0.10 -0.02422 0.04 -0.02591 

0.60 -0.00248 0.30 0.00270 0.15 0.01819 0.06 0.03515 

0.80 -0.00014 0.40 -0.00498 0.20 0.00593 0.08 -0.00576 

1.00 0.00029 0.50 0.00377 0.25 -0.01368 0.10 -0.02422 

1.20 0.00039 0.60 -0.00185 0.30 0.00286 0.12 0.02318 

1.40 0.00035 0.70 0.00063 0.35 0.00687 0.14 0.00200 

1.60 0.00011 0.80 0.00019 0.40 -0.00489 0.16 -0.02041 

1.80 0.00068 0.90 -0.00018 0.45 -0.00176 0.18 0.01395 

2.00 0.00000 1.00 0.00029 0.50 0.00377 0.20 0.00596 
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 ر مود سومد های پایینسرمتبه ازای مرادیر  (x=L)نمودار تیییرا  جابجایی انتهایی تیر  -8-4شکل 
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 ر مود سومد های بالاترسرمتبه ازای مرادیر  (x=L)نمودار تیییرا  جابجایی انتهایی تیر  -9-4شکل 

 

  جابجایی یزانمبر  فرکانس نیروی واداشتهثیر ات -4-5

های ده از نو  تناوبی و با فرکانساهای مختلف در نظر گرفته شده است. بررسیبار رون بخشدر این 

 استف با در نظر گرفتن موارد زیر بدست آمدهاین بخش 

 شرایم اولیه صفر در نظر گرفته شده است. -1

 بار رونده به صور  زیر در نظر گرفته شده استف -2

)sin()( 00 tFtF                   )1-4( 

 که در آنف

GNF 100   

 )m/s 1= 2Vm/s  ,   0.2= 1V(باشد. سرمت بار برای دو حالت مد نظر می -3

تیییر داده شاده است و نمودار جابجایی در  0در دو سارمت مد نظر، فرکانس بار رونده  -4

 اند.مودهای اول و دوم تیر نمایش داده شده

 .1دباشباشد، بنابراین میرایی از نو  تحت میرا میچکتر از یک میدر اینجا کو ζضریب میرایی 

                                                           
1- Underdamping 
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برای هر فرکانس تحریک از انتهای تیر بیشااترین مردار جابجایی ، جهت بررساای مساااله تشاادید

  .است( نمایش داده شده11-4نمودار )هرتز روی  π451ا  فرکانس صفر ت

و دوم در نظرگرفته شااده و در مود اول  1V( ابتدا مردار ساارمت 31-4( الی )11-4در نمودارهای )

شده  نمایش داده در فرکانسهای پایین و بالاتر آنت بار رونده بر جابجایی تیر در مراوع تاثیر حرک

 .است

در نظرگرفته شده و در مودهای اول و  2V( مردار سرمت 71-4( الی )31-4ساپس در نمودارهای )

 .آن نمایش داده شده است عراومر بار رونده بر جابجایی تیر د دوم تاثیر حرکت

شاااود، هنگام وروج بار رونده از تیر )انتهای تیر( هماانگوناه کاه در تماام این نمودارهاا دیده می

 دهد.بیشترین جابجایی در آن رخ می
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r =1 , V =0.2 (m/s)

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

20

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/L

w
(x

,t
) 

x
1
E

3
 (

m
m

)

10π 50π

96.5π 150π

200π

 

 

 اولر مود د پایینهای سفرکانبه ازای مرادیر  m/s 0.2= 1Vدر سرمت  نمودار جابجایی تیر -11-4شکل 
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 ر مود اولد های بالاترسفرکانبه ازای مرادیر  m/s 0.2= 1Vدر سرمت  نمودار جابجایی تیر -11-4 شکل
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 ر مود دومد های پایینسفرکانبه ازای مرادیر  m/s 0.2= 1Vدر سرمت  نمودار جابجایی تیر -12-4شکل 
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r =2 , V =0.2 (m/s)
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 ر مود دومد های بالاترسنفرکابه ازای مرادیر  m/s 0.2= 1Vدر سرمت  نمودار جابجایی تیر -13-4شکل 
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 اولر مود د های پایینسفرکانبه ازای مرادیر  m/s 1=2Vدر سرمت  نمودار جابجایی تیر -14-4شکل 
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 ر مود اولد های بالاترسفرکانبه ازای مرادیر  m/s 1=2Vدر سرمت  نمودار جابجایی تیر -15-4شکل 
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r =2 , V =1 (m/s)
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 ر مود دومد های پایینسفرکانبه ازای مرادیر  sm 1=2V/در سرمت  نمودار جابجایی تیر -11-4شکل 
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 ر مود دومد های بالاترسفرکانبه ازای مرادیر  m/s 1=2Vدر سرمت  نمودار جابجایی تیر -71-4شکل 
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 ه الفضمیم

 

 باشدفمی (93-3) مددی راب همردار تابعی برای محاسبه  etta.mزیرروال 

 

function etta=etta(r,t) 

global EI M sigma BETA wn xi wd L 

L=1;%m 

v=2;%m/s 

EI=75600;%nm^2 

M=9.72;%kg/m 

sigma=100;%kg/s 

BETA=[1.8720 4.6939 7.8547 10.9955 14.1372]; 

wn=BETA.^2*(EI/M)^.5; 

xi=sigma/2/M./wn; 

wd=wn.*(1-xi.^2).^.5; 

syms ta 

if t>=0 && t<=L/v 

    etta=1/wd(r)*romberg(r,0,t)+KK(r,t); 

else 

    etta=KK(r,t); 

end 

%------------------------- 

    function kk=KK(r,t) 

    global wn xi wd  

    syms x 

    [etta0 Detta0]=ettaZ(r,x); 

    kk=exp(-xi(r)*wn(r)*t)*... 

        (etta0*(cos(wd(r)*t)+xi(r)*wn(r)/wd(r)*sin(wd(r)*t))... 

        +Detta0/wd(r)*sin(wd(r)*t)); 

    %-------------------------------------- 

        function [etta0 Detta0]=ettaZ(r,x) 

        global M L 
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        W0=0.01;%m 

        V0=1;%m/s 

        syms x 

        etta0=eval(M*W0*int(ZZ(r,x),x,0,L)); 

        Detta0=eval(M*V0*int(ZZ(r,x),x,0,L)); 

 

 باشد؛می 0)0(و  0)0(جهت محاسبه مرادیر ettaZ(r,x)تابع در زیرروال فوق 




0

0)()0( dxwxMZrr                                                                     )91-3(  





0

0)()0( dxvxMZrr                                                                 )92-3(   

0)(جهت محاسبه  KK(r,t)تابع  tr باشد؛می 

 





















tttet dr

dr

r
dr

dr

rr
drr

t

r
rr 









 

sin
0

sincos)0()(0


 ,  

21 rrdr                                                 r =1, 2, 3… n                )94-3( 

 باشد؛می tr)(جهت محاسبه  ,r)t)ettaتابع 

)(sin)(
1

)( 0

0

tdtetNt r

t

drr

dr

r
rr 


 

 


 

                                                                                 r =1, 2, 3… n            (3-93)  

 فباشدمی فوقتابعی برای محاسبه مددی مردار انتگرال راب ه  romberg.mزیرروال 

 

function quad=romberg(r,a,b) 

n=5;tol=.1; 

mm=1;h=b-a;err=1;jj=0; 

ta=a; 

f1=eval(char(tav(r,a))); 

ta=b; 
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f2=eval(char(tav(r,b))); 

R(1,1)=h*(f1+f2)/2; 

while ((err>tol) && (jj<n)) || (jj<4) 

    jj=jj+1; 

    h=h/2; 

    s=0; 

    for p=1:mm 

        x=a+h*(2*p-1); 

        ta=x; 

        f3=eval(char(tav(r,x))); 

        s=s+f3; 

    end 

    R(jj+1,1)=R(jj,1)/2+h*s; 

    mm=2*mm; 

    for kk=1:jj 

        R(jj+1,kk+1)=R(jj+1,kk)+(R(jj+1,kk)-R(jj,kk))/(4^kk-1); 

    end 

    err=abs(R(jj,jj)-R(jj+1,kk+1)); 

end 

quad=R(jj+1,jj+1); 

 

 باشدفمی (91-3) راب ه انتگرال کانولوشنتابعی برای محاسبه  مردار  tav.mزیرروال 

 

function tav=tav(r,t) 

syms ta 

tav=Fs(r,ta)*Gs(r,t-ta); 

%---------------------------- 

    function N=Fs(r,t) 

    v=2;%m/s 

    N=FF(t)*ZZ(r,v*t);     

    %------------------------ 

        function F=FF(t) 

        F=20*sin(pi/6*t); 

%---------------------------- 

    function GG=Gs(r,t) 
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    EI=75600;%nm^2 

    M=9.72;%kg/m 

    sigma=100;%kg/s 

    BETA=[1.8720 4.6939 7.8547 10.9955 14.1372]; 

    wn=BETA.^2*(EI/M)^.5; 

    xi=sigma/2/M./wn; 

    wd=wn.*(1-xi.^2).^.5; 

    GG=exp(-xi(r)*wn(r)*t)*sin(wd(r)*t); 

 

sin)(جهت محاسبه  Gs(r,t)تابع 
)( 




te dr

trr باشد؛می 

)(6sin20sinجهت محاسبه  FF(t)تابع  tptFtF  باشد؛می 

)()(جهت محاسبه  Fs(r,t)تابع  vtZtF s که مردار  باشد؛می)(xZr  توسم تابعZZ(r,x)  بدست

 آیدفمی

   












 xxxxcxZ mmmmmm 




 coshcos

coshcos

sinhsin
sinhsin)(

 

 (3-43)  

 

function Z=ZZ(r,x) 

L=1;%m 

BETA=[1.8720 4.6939 7.8547 10.9955 14.1372]; 

K(r)=(sin(BETA(r)*L)+sinh(BETA(r)*L))/(cos(BETA(r)*L)+cosh(BETA(r)*L)); 

Z=sin(BETA(r)*x)-sinh(BETA(r)*x)-K(r)*(cos(BETA(r)*x)-cosh(BETA(r)*x)); 

 

 فباشدمیراب ه زیر جهت محاسبه  tav(r,t)تابع 

tetN drr
rr  

sin)(


  

 فرودجابجایی تیر بکار میجهت محاسبه  WW(x,t,r)تابع 

)(sin)(
1

)(),( 0

01

tdetNxZtxw r

t

drr

drr

r
rr 




 






                )95-3( 
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function Wxt=WW(x,t,r) 

w=ZZ(r,x)*etta(r,t); 

Wxt=w; 
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Abstract 

 

This thesis concerns the study of vibrations of a viscous cantilever beam with a viscous end 

condition under moving load and its dynamic response. 

The equations of motion are obtained by extended Hamilton's principle and the Eigen value 

problem develop by applying the boundary conditions and the separation theorem. The 

equation of lateral displacement or mode shape of beam is effectiveness of numerical 

solution of Eigen value problem. Modal analysis and procedure of solving equations is 

differing from existing common problems due to presence of distributed viscously damping. 

The self-adjointness and orthogonality of eigen function is one of the considerable cases; The 

orthogonality of eigen function is obtained without parametric symbolization. 

The dynamic response of harmonic moving load with constant velocity in analytical and 

either numerical solution is in center focus of consideration. 

In both analyses, especially on non-zero initial condition, implicit solution will become 

complicated, appropriate solution and comparison is available with take advantage of 

subroutine. 

Discussion about tow instance problems and step by step numerical solution of them 

according to obtained formulas, give a reasonable approach to understanding the tabled 

topics; by varying the boundary and initial conditions, beam characteristics and loading type, 

we would can inspect and calculate similar cases even different matters. 
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