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 .در هیچ جا ارائه نشده است

« کلیه حقوق معنوي این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد و مقالات مستخرج با نام   •

به چاپ خواهد »  Shahrood  University  of  Technology« و یا » دانشگاه صنعتی شاهرود 

 .رسید

حقوق معنوي تمام افرادي که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان نامه تأثیرگذار بوده اند در مقالات  •

 .رعایت می گردد پایان نامهمستخرج از 

استفاده شده ) یا بافتهاي آنها ( در کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردي که از موجود زنده  •

 .ه استاست ضوابط و اصول اخلاقی رعایت شد

در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردي که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا  •

 .استفاده شده است اصل رازداري ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است

  تاریخ

  امضاي دانشجو

  
  

  

  چکیده
  

  چکیده
نامه حل عددي ارتعاش یک ورق متحرك ویسکوالاستیک تحت بار عرضی جهت به  در این پایان

براي این  .شود هاي آن بر پایه تئوري برشی مرتبه اول ارائه می ها و فرکانس دست آوردن جابجایی

براي جنس ماده به کمک  سیستم با فرض مدل استاندارد خطی زنر نوع دوم منظور معادلات حاکم بر

جهت . بخش هاي زمانی و مکانی آن جدا می شود، اصل هامیلتون استخراج شده و با روش گالرکین

بر حسب زمان است از روش  معادلات حاکم بر رفتار سیستم که یک دستگاه معادلات دیفرانسیلحل 

 مالکیت نتایج و حق نشر
اب، برنامه هاي رایانه اي، نرم افزار ها و مقالات مستخرج، کت(کلیه حقوق معنوي این اثر و محصولات آن  •

در این مطلب باید به نحو مقتضی . متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد) تجهیزات ساخته شده است 
 .تولیدات علمی مربوطه ذکر شود

 .بدون ذکر مرجع مجاز نمی باشد استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نامه •
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ت این مقادیر به پاسخ ورق در حین زمان حل و نیز حساسی. شود استفاده میضلات محدود تفا

همچنین فرکانس طبیعی . شود پارامترهاي هندسی ورق و نیز خواص ویسکوالاستیک بررسی می

  .گردد سیستم و وابستگی آن به هندسه و جنس ورق بررسی می

  کلمات کلیدي
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  علائم و اختصارات
zyx εεε ][  هاي نرمال کرنش  ,, iA  هاي ضرایب ماتریس  

ρ  چگالی  D  اپراتور مشتق زمانی  

τ  زمان رهایش، تنش برشی  dA  
مساحت سطح المان انتخاب 

  شده

t  مختصه زمانی  
21, EE  

سختی فنرها در مدل 
  رئولوژیکی

σσ ,  تنش نرمال،نرخ تنش  )(tG  مدول رهایش برشی  
η  ویسکوزیته برشی  K  مدول بالک  

zyx σσσ   ضریب تصحیح برشی  sK  هاي نرمال تنش  ,,
    P  فشار عرضی ثابت  
    T  نیروي کشش،انرژي جنبشی  
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  مقدمه -1-1
امروزه پیوستارهاي متحرك بطور وسیعی در کاربردهاي صنعتی مختلفی از جمله انتقال قدرت و بار 

هاي علمی و دقیقی مطلوب ها، بررسیوري بهینه از این سازهاز این رو جهت بهره. شوندمشاهده می

از طرفی، پیش از بررسی . باشدها، مدلسازي آنها میمشکل اصلی در بررسی این سازه. باشدمی

از این رو در این فصل ابتدا به معرفی . نمایدپیوستارهاي متحرك، شناخت انواع پیوستارها ضروري می

اي از حل سپس تاریخچه. شودانواع پیوستارها، کاربرد و مدلسازي پیوستارهاي متحرك پرداخته می

- در پایان برخی از مقالات منتشر شده در دهه اخیر و در زمینه. گرددها، به اختصار بیان میاین سازه

هاي تحت جرم و بار متحرك، پیوستارهاي هاي ویسکوالاستیک ساکن، ورقهاي مختلف ارتعاشات ورق

و همچنین  الاستیک و ویسکوالاستیک متحرك محوري، تیرهاي ویسکوالاستیک متحرك محوري

  .شوندبررسی می 1ارتعاشات ورق بر مبناي تئوري تغییر شکل برشی

 ]2و1[از پیوستارهاي متحرك برخیمعرفی  -1-2
- ترین عضو مکانیکی که فقط نیروي کشش ساده را در حالت یک بعد تحمل میساده :2رشته -الف

  .شوندها محسوب مییرها جزء رشتهطنابها، تارها و زنج. نامندکند، رشته می

یعنی نیروي کششی را در حالت دو بعدي (باشد غشاء تعمیم حالت دوبعدي رشته می :3غشاء -ب

جزء ورقها  این دسته از پیوستارها. باشندهاي نازك جزء غشاءها میکاغذها و ورق). کندتحمل می

 .شوندتقسیم می

تحمل کند، آن را تیر  زاگر رشته علاوه بر نیروي کششی، نیروي فشاري و لنگر خمشی را نی :تیر -ج

  .نامندمی

نامه  از آنجایی که روابط موجود در این پایان. بعدي را ورق گویندتعمیم تیر به حالت دو  :ورق -د

  .ها پرداخته شده است براي ورق است، بنابراین در پیوست الف به صورت کامل به تشریح ورق

                                                
1 Shear Deformation Theory 
2 String 
3 Membrane 
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نازك و مستطیل شکل مسطح را وب در حالت کلی، پیوستار متحرك محوري به شکل ورق  :1وب -ه

ها کاري ورقها و پارچههایی، در صنایع ساخت و رنگمسائل مرتبط با دینامیک چنین سازه. نامندمی

متر بر ثانیه نیز  50ها حتی به هاي ساخت، سرعت انتقال وبدر طی پروسه. باشدقابل مشاهده می

توانند منجر به ارتعاشات رزونانسی، هاي بالایی میتحت شرایط خاصی، چنین سرعت. رسدمی

ها را در خوردگی و شکست وبتوانند چیناین رفتارها نیز می. ناپایداري یا لرزش صفحات وب شوند

تواند تغییر کنند، میتغییرات نیروي کششی وب که از ارتعاشات آن پیروي می. طی حرکت ایجاد کنند

 .ق در حال ساخت را به همراه آورددر ضخامت ور

  پیوستارهاي متحرك کاربرد -1-3
ي این کاربردها ازجمله. باشندپیوستارهاي متحرك در کاربردهاي صنعتی مختلفی قابل مشاهده می

ي هاي پروسههاي نواري، سیستمي ارههاي انتقال بار، تیغههاي انتقال قدرت، تسمهتسمه: عبارتند از

  .يي منسوجات طی ساخت و فرآورنوارهاها، فرآیند ساخت و نقاشی روي پارچه، ساخت ورق

وري، گذاري بهینه و ارزش بهرهدر تمام کاربردهاي صنعتی مذکور، به منظور افزایش کارایی و سرمایه

البته رفتار . باشدقیمت و پیچیده، سرعت انتقال ماکزیمم مطلوب میدر دستگاهها و تاسیسات گران

هاي بنابراین براي ورق. کندجلوگیري میدینامیکی سیستم متحرك محوري، از دستیابی به آن 

هاي دینامیکی هاي بالاتر از آن ناپایداريشود که براي سرعتمتحرك یک سرعت بحرانی تعریف می

مختلفی، اغلب به صورت واگرایی، ارتعاشات اضافی، لرزش و یا حتی شکست صفحات وب قابل 

حقیقی مقادیر ویژه سیستم به  سرعت بحرانی، سرعت محوري است که در آن بخش. مشاهده است

همانطور که پیشتر نیز گفته . شودکنند و سیستم دچار ناپایداري به صورت کمانش میصفر میل می

) متر بر ثانیه 50(متر بر دقیقه  3000هاي متحرك، سرعت محوري حتی تا شد، در برخی از این سازه

یی، پاسخ و پایداري دینامیکی مربوط به هابنابراین در بررسی دینامیکی چنین سیستم. رسدنیز می

باشد و براي اطمینان از کارکرد سیستم در شرایط پایدار، باید تحلیل ارتعاشات عرضی حائز اهمیت می

                                                
1 Web  
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  .دینامیکی کاملی از آن به عمل آید

این مدلسازي از دو . باشدآن می هاي متحرك محوري، مدلسازيمهمترین مسئله در بررسی ورق

ماده مورد استفاده و دیگري از نظر ابعادي ) جنس(یکی از نظر خصوصیات : بررسی استدیدگاه قابل 

  ).هاي در نظر گرفته شده براي مسئلهمدل یا مختصه(

هاي متحرك محوري انجام شده، خصوصیات در بسیاري از مطالعاتی که تاکنون بر دینامیک پیوستار

سازي در مدل فرض که منجر به یک ساده این. مواد به صورت الاستیک در نظر گرفته شده است

اما . باشدشوند، مورد قبول میشود، در برخی از موادي که در عمل ملاحظه میریاضی مسئله می

امروزه با پیشرفت تکنولوژي و ظهور مواد جدید، پیوستارهایی از جنس مواد تقویت شده فلزي و 

سیاري از این مواد به طور ذاتی رفتارهاي ب. شوندسرامیکی، مواد پلیمري و مواد مرکب تولید می

ي ي بارگذاري در محدودهویسکوالاستیک از قبیل جریان ویسکوز و نرخ کرنش وابسته به سابقه

کنند بنابراین این مواد از قانون هوك پیروي نمی. دهندوسیعی از تنش و نرخ کرنش، از خود نشان می

همچنین براي بسیاري از . رفتاري مناسب مدل شود و باید رفتار ویسکوالاستیک آنها با معادلات

ي تر، که رفتار مادهروند، ارائه یک مدل کاملهاي حساس و حیاتی به کار میموادي که در موقعیت

هاي الاستیسیته و بنابراین در مواردي که تئوري. باشدمورد استفاده را شامل شود، ضروري می

باشند، تئوري مدل کردن رفتار سازه کافی نمیویسکوزیته، هر کدام به تنهایی، براي 

  .رودویسکوالاستیسیته به کار می

بعدي تئوري رشته متحرك و هاي یکتوان از مدلبراي مدلسازي پیوستارهاي متحرك محوري می

تري از اگرچه تئوري ورق، توصیف دقیق. هاي دوبعدي تئوري ورق استفاده کردتئوري تیر و یا مدل

دهد، اما معادلات حاکم از نظر ریاضی بسیار پیچیده بوده و حل تحلیلی آن ب ارائه میحالت فیزیکی و

هاي رشته متحرك و تیر در تعداد زیادي از مطالعات انجام شده براي تئوري. باشدبسیار دشوار می

که مطالعات صورت گرفته نشان داده است . اند هدوبعدي مورد استفاده قرار گرفت مدلسازي پیوستارهاي

هاي با سفتی بخصوص در ورق. شوداي منجر میسازي در اکثر موارد، به نتایج قانع کنندهاین ساده
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اما در بسیاري از موارد دیگر، . باشد، نتایج حاصله با نتایج تئوري ورق یکسان می)وب(خمشی کوچک 

در راستاي عرض مانند وقتی که پهناي ورق، خصوصیات اورتوتروپیکی سیستم، تغییر در توزیع بار 

گاهی مورد ملاحظه باشد، این هاي واسطه و یا نقاط تکیه، لایه)مرکب(هاي کامپوزیتی ورق، ورق

-هاي دینامیکی، استفاده از تئوري ورق ضروري میباشند و براي بررسیبخش نمیسازیها رضایتساده

  .نماید

  هاي متحرك محوري هاي مرتبط با سازه برخی مقالهمرور  -1-4
، خواص پایداري یک تیر الاستیک بینهایت و متحرك براي  SEM1)(توسط روش  ]3[ جانگو  لی

ساده  گاه تیر بر روي تکیه. یک بازه محدوده با ورودي و خروجی مشخص را مورد بررسی قرار دادند

  .یابد با افزایش سرعت فرکانس اصلی کاهش می ها نشان داد این بررسی. مبناي این بررسی بوده است

آنالیز عددي و تقریبی ارتعاشات اجباري غیرخطی تیرهاي ویسکوالاستیک  ]4[ چنگ و دین

ها نشان دادند مودهاي تشدید غیر اول روي حالت پایداري اثر  آن. متحرك محوري را انجام دادند

بسیار ضعیفی دارند، دامنه پایاي حالت پایداري با افزایش سختی فنرهاي چرخشی مرزي کاهش 

اگر دامنه تحریک به اندازه کافی بزرگ باشد و ضریب ویسکوزیته به اندازه کافی کوچک  و. یابند می

  .پرش وجود داردپدیده باشد 

هاي یافتن بررسی جامعی بر روي رفتار مواد ویسکوالاستیک و روش ]5[بشارتی و همکاران 

و سپس با تحلیل پاسخ فرکانسی که از روش آزمایشگاهی  دادههاي دینامیکی آن انجام مشخصه

در این روش  .کردندگیري براي یک ماده ویسکوالاستیک نمونه اندازهرا ها این مشخصه آید،بدست می

هاي بالاتر در ایجاد خطا بررسی شده است و با یک روش تحلیلی ي تشدید در فرکانساثرات پدیده

شود و هاي استاتیکی میسر نمیکردن مدول مختلط با روش آزمایش پیدا .شده استها حذف این خطا

بر روي یک نمونه  2در این جا روش غیر تشدید .توان آن را بدست آوردهاي دینامیکی میفقط با تست

                                                
1 Strip element method 
2 Non resonant method 
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ع فرکانسی و بکارگیري آن در فرکانس یامتیاز این روش رنج وس .ویسکوالاستیک بکار گرفته شده است

  .تشدید می باشدهاي قبل و بعد از 

رزونانس پارامتریک در ارتعاش عرضی براي تیرهاي ویسکوالاستیک متحرك  ]6[چن و یانگ 

معادله دیفرانسیل مشتق جزئی غیر خطی ارتعاش . محوري با سرعت محوري نوسانی را بررسی نمودند

رت کشش بدست آمده است و با در نظر گرفتن کشش به صو قانون دوم نیوتونعرضی با استفاده از 

براي محاسبه  1هاي چندگانه مقیاس روش. انتگرالی در آمده است –متوسط، معادله به فرم مشتق 

پذیري حلهاي تقریبی براي دامنه ارتعاش از شرایط حل. پاسخ حالت پایدار دو مدل ارائه شده است

غیر بدیهی با پایداري تعادل مستقیم و پاسخ حالت پایدار . هاي سکولار بدست آمده استحذف جمله

هاي عددي تأثیر سرعت با استفاده از حل. استفاده از تئوري پایداري خطی لیاپانوف تحلیل شده است

خطی بر پاسخ معادلات و هم چنین مقایسه نتایج دو مدل را ارائه غیر هاي جملهنوسانی ، ویسکوزیته و

  .اندکرده

هاي اصلی پارامتریک تیرهاي ویسکوالاستیک شتاب محوري با تمرکز بر  رزونانس ]7[ چن و تانگ

پارامترهاي ارتعاشی غیرخطی تیر با اثرات تغییر . هاي متغیر طولی را بررسی کردند شناخت تنش

افزایش تنش طولی . معادلات توسط روش هامیلتون استخراج شدند. کنند کشش طولی، تغییر می

نوسان پاسخ حالت پایا به . دهد اري را کاهش و دامنه نوسان پاسخ را افزایش میناحیه فرکانس ناپاید

فرکانس ناپایداري با افزایش سرعت و سختی تیر . گاه طولی وابسته نیست پارامترهاي سختی تکیه

  . یابد افزایش می

پایداري دینامیکی تیر ویسکوالاستیک متحرك محوري تحت رزونانس  ]8[و همکاران  چن

تأثیر تغییر شکل برشی و ممان چرخشی به وسیله تئوري تیر ضخیم . تریک را بررسی کردندپارام

. در روابط از مدل کلوین و مشتق مادي زمان استفاده شده است. تیموشنکو در نظر گرفته شده است

تبط روابط مرمعادلات دیفرانسیل با استفاده از قانون دوم نیوتون، قانون مومنتوم زاویه اي اویلري و 

                                                
1 Multiple scale 



7 
 

براي تعیین شرایط پایداري در رزونانس پارامتریک  هاي چندگانه مقیاس روش .استفاده شده است

شرط لازم و کافی براي پایداري از طریق معیار . مجموع و رزونانس پارامتریک اصلی استفاده شده است

مرزهاي پایداري هاي عددي تأثیر پارامترهاي مختلف روي با استفاده از حل. هرویتس تعیین شد–راث

  .بررسی شده است

هاي دو بعدي متحرك را بررسی پایداري و نوسان ورقمشخصات  ]9[ مارینوسکی و کاپیتانیاك

ي پایداري و تخمین سرعت ي شناخت محدودههاي یک بعدي مشابه ورق اجازهکاربرد تیر .کردند

، در نظر گرفتندرا ویت و برگر -براي جنس تیر دو مدل مختلف کلوینها آن .دهدبحرانی را می

تاثیرات براساس نتایج آنان  .کردندمقایسه را حل عددي کاملا غیرخطی و معادلات خطی همچنین 

هاي متحرك به صورت جزیی سرعت پیمایش خطی و میرایی داخلی بر روي دینامیک پایداري ورق

دهد که هر دو مدل نتایج مشابهی براي ت و برگر نشان میوی- لوینمطالعه عددي ک ،است مطالعه شده

یکی  ها را براي ضرایب میرایی کوچکتوان نتایج آندهد و میمقادیر کوچک میرایی داخلی می

  .دهدتري میبراي ضرایب میرایی بزرگتر مدل برگر نتایج قابل اطمینان .دانست

  ها ختلف در ورقهاي م کاربرد المان محدود و تئوريمروري بر  -1-5
هاي مستطیلی منتشر شده است که تاکنون کارهاي زیادي در مورد تحلیل ارتعاشات آزاد ورق

هاي نازك بر مبناي تئوري کلاسیک اختصاص دارد از ورق ش وسیعی از این مطالعات به تحلیلبخ

نظر میشود اینرسی دورانی صرف  هاي برشی ونجا که در تئوري کلاسیک ورق از اثر تغییر شکلآ

افزایش ضخامت ورق بر مقدار این خطا  هاي نازك بوده و باحوزه اعتبار این تئوري براي ورق بنابراین

  .افزوده میشود

تئوري برشی هاي ضخیم، بر پایه  بخش عمده مطالعات صورت گرفته در تحلیل ارتعاشات ورق

هاي برشی تئوري اثر تغییر شکلدر این . معرفی گردید 1توسط میندلین و رایزنر کهمرتبه اول است 

                                                
1 Reissner 
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عرضی در نظر گرفته شده است و با احتساب اثر اینرسی دورانی در معادلات دینامیکی، نتایج بهبود 

  .داده شده است

ها با تئوري اند و ضمن بررسی نتایج آنهاي ورق ارائه نمودهمروري از تئوري ]10[ قوگال و شیمپی

نیز هشت تئوري  ]11[نور و بورتون . هر یک را بیان کردند الاستیسیته سه بعدي، مزایا و معایب

ها را براي عوامل مختلف ورق را با یکدیگر مقایسه نمودند و نقاط قوت و ضعف هر یک از تئوري

، مرور جامعی از مطالعات صورت گرفته بر روي ارتعاشات ]12[ لیو و همکاران. مختلف بررسی کردند

با استفاده  از روش المان محدود ارتعاشات  ]13[باترا و جین . هاي مستطیلی ارائه نمودندآزاد ورق

ورق هاي مستطیلی ساخته شده از مواد هدفمند ناهمسانگرد را بر پایه تئوري برشی مرتبه اول مطالعه 

به روش المان نیز رفتار ارتعاشات ورق هاي کامپوزیتی لایه اي را  ]14[چاندراشخارا و آگاروال . کردند

، پس از استخراج ]15[ رستگار و همکاران. محدود و بر اساس تئوري برشی مرتبه اول تحلیل کردند 

، با استفاده از روش المان محدود، )TSDT( 1معادلات بر مبناي تئوري تغییر شکل برشی مرتبه سوم

از جمله  .ت آوردندهاي کامپوزیتی مربعی با شرایط مرزي مختلف را بدس هاي طبیعی ورق فرکانس

هاي مستطیلی همسانگرد اورتوتروپیک و  مطالعات صورت گرفته بر روي ارتعاشات آزاد ورق

اي و ساندویچی با شرایط مرزي مختلف به روش المان محدود و بر پایه تئوري مرتبه ناهمسانگرد لایه

با  ]18[لی و همکاران  .کرداشاره  ]17[و نایاك و همکاران  ]16[توان به کارهاي لیو بالاي ردي می

هاي کامپوزیتی چند لایه متقارن را بر پایه  بهره گیري از سه دسته تابع متفاوت ارتعاشات آزاد ورق

پاپازوگلو و همکاران . ریتز و کانتوروویچ تحلیل نمودند –تئوري برشی مرتبه اول با روش ترکیبی ریلی 

اي تابع تیر و چند جمله د جمله اي لاگرانژگیري از چنبهره به ترتیب با ]20[ و چونگ ]19[

همسانگرد به روش ریلی ریتز مطالعه اد ورق هاي ضخیم مستطیلی همگن ناتیموشنکو ارتعاشات آز

براي تحلیل ارتعاشات آزاد ورق هاي  2محدود نواراز جمله مطالعات صورت گرفته با روش . کردند

                                                
1 Third-order Shear Deformation Theory  
2 Finite Strip Method  
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 هاي به کار توانف بر پایه تئوري هاي برشی میکامپوزیتی چند لایه مستطیلی با شرایط مرزي مختل

ارتعاشات آزاد و اجباري  ]23[کیان و همکاران. اشاره کرد ]22[و اخرس و همکاران  ]21[ انگوداو و 

ورق هاي ضخیم ساخته شده از مواد هدفمند را بر پایه تئوري برشی مرتبه بالا و روش پتروف 

ي ضخیم چند لایه نامتقارن با هاارتعاشات گذراي ورق ]24[خدیر و ردي . گالرکین تحلیل کردند

  .دلخواه رامطالعه کردند یط مرزي تکیه گاه ساده تحت بارگذاريشرا

هاي برشی تقریباً همه کارهاي منتشر شده در با توجه به پیچیدگی معادلات حرکت درتئوري

اگر چه . یلی اختصاص داردلنیمه تح هاي عددي وهاي ضخیم به روشتحلیل ارتعاشات ورق ارتباط با

هاي مستطیلی ضخیم، پاسخ تحلیلی دقیق ارائه براي ارتعاشات آزاد ورق ]25[ هاشمی و ارسنجانی 

  .شدهاي همسانگرد محدود میقوربا وجود این، این تحلیل به . کردند

اي کامپوزیتی را  هاي اخیر آنالیز المان محدود براي صفحات لایه پیشرفت ]26[ژانگ و یانگ 

اي در کاربردهاي مختلف صنعتی به خاطر استحکام بسیار  هاي لایه استفاده از کامپوزیت. بررسی کردند

هاي شیمیایی در حال  بالا، نسبت مقاومت به وزن بالا، زمان خستگی طولانی، مقاومت به خورنده

ها تمرکز بر مرور روش المان محدود در دینامیک و ارتعاش آزاد، کمانش،  در مقاله آن. افزایش است

  .هندسه غیرخطی، آنالیز تغییر شکل زیاد و شکست و عیب صفحات کامپوزیتی مرور شده است

  ها دینامیک ورقمروري بر برخی مقالات  -1-6
ه نسبت ضخامت به طول ک ارتعاش ورق نسبتا ضخیمدر پژوهشی آنالیز  ]27[هاشمی و همکاران 

با تکیه گاه خطی داخلی با استفاده از روش ریلی ریتز را انجام ها بین یک صدم تا یک دهم است  آن

معادله بی بعد  ).ترکیبی از حالت گیر ساده و آزاد( حالت ممکن شرایط مرزي دارد 21ورق  .ندداده ا

با  .ي ورق ضخیم بدست آمده استهبراي مطالع 1ورق میندلیني پتانسیل و انرژي جنبشی بر پایه

روش عددي براي  .جایی فرض شده است اي قابل قبول براي جابهروش ریلی ریتز دو تابع چند جمله

گاه خطی تاثیرات تکیه .ها ارائه شده است ي وسیعی از نسبت اضلاع به هم و ضخامت به طول محدوده

                                                
1 Mindline plate 
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فرکانس با افزایش نسبت  .داده شده استو ضخامت به طول بر روي فرکانس به صورت گرافیکی نشان 

  .هاي ضخیم مناسب می باشدضخامت به طول کاهش می یابد و این روش فقط براي ورق

اجزاي محدود استاندارد و طیفی براساس نظریه کلاسیک ورق براي  روش ]28[حاتمی و همکاران 

ي و تحت اثر نیروهاي هاي دینامیکی داراي حرکت محور تحلیل ارتعاش و پایداري دینامیکی ورق

فرمولسازي اجزاي محدود استاندارد به کمک اصل هامیلتون استخراج شده . غشایی را توسعه دادند

  .اند ها دقت و مزایاي روش اجزاي محدود استاندارد و طیفی مقایسه شده در مقاله آن. است

رفتار و  جنس،اي و کاربرد صحیح هاي صفحهسازه با یک طراحی صحیح ]29[و همکاران خانا 

تکنولوژي محور  یک مدل ریاضی براي کاربرد مهندسی، .مقاومت صفحات را به طور دقیق تخمین زد

هاي مربعی تاثیرات دو بعدي دمایی روي فرکانس ارتعاش آزاد ورق .نیز تهیه شده است

 وار و تاثیرات در یکدر این مقاله ضخامت در دو جهت سهمی .ویسکوالاستیک بررسی شده است

روش ریلی ریتز براي تخمین فرکانس پایه استفاده شده  .جهت خطی و در جهت دیگر سهمی است

-هاي متغیر و گرادیانبراي ضخامت 1هاي محاسباتی متلبهر دو فرکانس توسط آخرین روش .است

  .هاي دمایی بدست آمده است

ري بر روي یک بر پایداري ارتعاش یک ورق ارتوتروپیک متحرك محو ]30[حاتمی و همکاران 

در  .ها استفاده شده استدر این مقاله از روش تئوري کلاسیک ورق .اندگاه الاستیک کار کردهتکیه

گاه تکیه با 3قسمتیبراي ورق چند  2FSM)( باریکه محدود ي روش دقیقپایهابتدا یک حل بر 

ورق انجام شده است سپس یک روش الحاقی براي بدست آوردن معادله کل  .الاستیک ارائه شده است

 FSM)(ها دو روش در مقاله آن .شده است آوردهمثال براي نشان دادن صحت روش  و در انتها چند

هایی ها محدودیتگاهروش دقیق در مورد نوع تکیه .ارائه شده که یکی دقیق و دیگري تقریبی است

                                                
1 Matlab  
2 Finite Strip Method  
3 Multi-span 
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گاه سختی تکیه اضلاع، تاثیرات نسبت .در حالی که روش تقریبی در هر حالت کارایی دارد دارد،

  .اي بر سرعت بحرانی و فرکانس طبیعی نیز بررسی شده استالاستیک و نیروهاي صفحه

آنالیز  ]31[گوپتا  .هاي مکانیکی دارنداي در سازهصفحات مربعی ویسکوالاستیک کاربرد گسترده

جهت  ارتعاش یک ورق مربعی ویسکوالاستیک با ضخامت متغیر خطی در یک جهت و سهموي در

روش ریلی ریتز  .او فرض کرده است که ورق در چهار جهت تکیه گاه گیردار دارد .دیگر را بررسی کرد

در این مقاله تاثیر تغییر ثابت مخروطی و نسبت اضلاع  .براي بدست آوردن معادله استفاده شده است

  .بر دوره ي تناوب و انحراف براي دو مد اول بررسی شده است

یک صفحه مستطیلی ویسکوالاستیک ارتوتروپیک تحت بارگذاري ناگهانی  ]32[ ولکو سوکاپ 

ها یک حل تحلیلی براي موج تنش منتشر شده در یک ورق نازك آن .عرضی را بررسی کردند

حل بر پایه تئوري تقریبی صفحات نازك  .ویسکوالاستیک ارتوتروپیک با بار ناگهانی ارائه کردند

 کسولاملات براي حالت دو بعدي خطی مدل ویسکوالاستیک ترکیب معاد .کریشهف و ریلی است

اي از صفحه وارد شده اي عرضی بر یک قسمت دایرهبار لحظه .مده استآبراساس جمع آثار بدست 

  .سرعت و مقادیر تنش بدست آمده است جابه جایی، شکلنتایج به  .است

بررسی را گاه ساده تحت بار داخلی  هاي ویسکوالاستیک با تکیه ناپایداري ورق ]33[چن و چنگ 

ادلات توسط روش گالرکین مع. کند ماده ویسکوالاستیک از رابطه غیرخطی لیدرمن پیروي می. اند کرده

  .نتایج عددي براي مقایسه با روش تحلیلی آورده شده است.. است حل شده

براي تحلیل ارتعاش آزاد ورق محوري متحرك  FSMاز روش  ]34[ حاتمی و همکاران

با استفاده از معادله حرکت یک ورق متحرك با سرعت ثابت و با . ویسکوالاستیک استفاده شده کردند

استفاده از روشی خاص ماتریس دقیق سختی که شامل مقادیر ویژه، نیروهاي داخلی، پارامترهاي 

هاي  با مونتاژ کردن تمام ماتریس. آید ، بدست میویسکوالاستیک، سرعت محوري و هندسه ورق است

آید، سپس با یک الگوریتم مناسب مقدار فرکانس طبیعی  سختی، ماتریس سختی کل بدست می
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اند تاثیر سرعت و پارامترهاي ویسکوالاستیک  ها در این مقاله سعی کرده آن. آوردند سیستم را بدست 

  .را بر ارتعاش ورق بررسی کنند

 .اندهاي ویسکوالاستیک با شتاب محوري را بررسی کردهدینامیک پایداري ورق ]35[ انگو و ژو

ي ویسکوالاستیک به صورت یک مقدار هارمونیک حول یک مقدار ثابت فرض سرعت محوري صفحه

شده  حلبر معادله دیفرانسیل جزیی حاکم بر ارتعاش عرضی  1سازي تفاضلیروش مربعبا  .شده است

ورق با دو  و (SSSS) سادهگاه  چهار تکیه دهد براي صفحاتها نشان میآن نتیجه مطالعه .است

با  یابد،محدوده پایداري کاهش می با افزایش زمان تاخیر )(CSCS گاه گیردار گاه ساده و دو تکیه تکیه

ي هاي مشابه محدودهدر کل براي پارامتر .ي پایداري کاهش می یابدمحدوده افزایش سرعت متوسط،

  .است (SSSS)کوچکتر از  )(CSCS پایداري

بر روي ارتعاش ورق متحرك محوري ویسکوالاستیک با ضخامت متغیر سهموي  ]36[مین  فنگ و

ت، با ضخامت متغیر وی- ک ورق مستطیلی توسط روش کلوینمعادلات ویسکوالاستی. کار کردند

هاي مختلف بدون بعد ورق ویسکوالاستیک با  فرکانس. اند بدست آمده yسهموي در راستاي محور 

هاي متنوع عرض به طول، پارامتر ضخامت و زمان تاخیر بدون  شرایط مرزي مختلف براساس نسبت

تاثیرات پارامترهاي مختلف بر ارتعاش ورق بحث شده . بعد توسط روش حداقل مربعات حل شده است

  .است

 و همکارانگوپتا ضلاع ویسکوالاستیک با ضخامت متغیر سهموي توسط الاارتعاش ورق متوازي

و ضخامت متغیر سهموي در  2داردر این مقاله فرض چهار تکیه گاه گیر .مورد بررسی قرار گرفت ]37[

روش ریلی ریتز براي بدست آوردن فرکانس معادله استفاده  .یک جهت در راستاي طولی ورق است

در این مقاله  .اندالاستیک اصول الاستیک و ویسکوز المان ها ترکیب شدهویسکوحالت براي  .شده است

آن ها  .آن موازي هستند استفاده شده است) دمپر(و ویسکوز) فنر(کلوین که المان الاستیک مدلاز 

                                                
1 Differential quadrature 
2 Clamped 
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نسبت اضلاع و ثابت باریک شدن  بسامد و انحراف در نقاط مختلف براي مقادیر مختلف زاویه ي کجی،

 .آلیاژي از آلومینیوم براي کلیه نتایج عددي استفاده شده است. انداول را بدست آوردهبراي دو مد 

در انتها این که تغییرات  .زمان نوسان در حالت تغییر سهموي ضخامت بیشتر از تغییر خطی است

  .تر استسهموي مفید

ر نمایی دو جهتی گاه گیردار ویسکوالاستیک با تغییارتعاش آزاد ورق مستطیلی تکیه ]38[گوپتا 

ها از مدل کلوین براي خاصیت ویسکوالاستیک که شامل یک فنر و  آن .بررسی کردندنیز ضخامت را 

یک معادله تقریبی اما کاملا مناسب با روش ریلی ریتز بدست آمده  .دمپر موازي است استفاده کردند

دیر متفاوت ثابت مخروطی کاهش لگاریتمی دوره تناوب و انحراف دو مد اول ارتعاش براي مقا .است

نویسندگان نتیجه گرفته اند که با  بعد از مقایسه، .شدن و نسبت طول به عرض محاسبه شده است

  .ي تناوب کاهش می یابدافزایش ثابت مخروطی شدن براي ضخامت متغیر نمایی دوره

نوسانی داخلی را گاه ساده تحت بار  ، همگن با تکیهناپایداري ورق ایزوتروپیک ، ]39[ چنچن و 

. کند اند، جنس ویسکوالاستیک در نظر گرفته شده و از رابطه غیرخطی لیدرمن پیروي می بررسی کرده

روش متوسط براي بدست آوردن شرایط ناپایداري بکار . آید معادلات به روش گالرکین به دست می

  .روش عددي با روش تحلیلی مقایسه شده است. برده شده است

اي از تئوري تغییر شکل برشی  استاتیکی و دینامیکی ورق کامپوزیتی لایه حلیلجهت ت ]40[ري 

وي از مقایسه نتایج خود با کارهاي قبلی دریافت که استفاده از . استفاده کرد) ZSDT( 1مرتبه صفر

  .دهد هایی با دقت کافی ارائه می هاي تغییر شکل برشی براي هر دو ورق نازك و ضخیم پاسخ تئوري

هاي  ، بر مبناي تئوري تغییر شکل مرتبه بالا، معادلات حاکم بر ورق ]41[صالحی و آقایی 

براي  و به حل آن پرداختند 2ویسکوالاستیک دایروي غیرمتقارن را استخراج و با استفاده از رهایی پویا

  .ر گرفتندظتوصیف حالت ویسکوالاستیک حالت جامد خطی استاندارد را در ن

                                                
1 Zeroth-order shear deformation theory  
2 Dynamic relaxation 
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  بندي جمع -1-7

ها و کاربردشان در صنعت پرداخته شد،  آن تفاوت  ن فصل ابتدا به معرفی پیوستارهاي مکانیک،در ای

 .مرور شدها  هاي ساکن و نیز حالت متحرك آن سپس مقالات و کارهاي انجام شده بر روي تیرها، ورق

ورق هاي مختلف  هاي عددي همچون المان محدود و نیز تئوري کارهاي مختلفی که با تمرکز بر روش

  .و خواص گوناگون جنس ورق انجام شده بودند آورده شد
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   2 فصل

استخراج معادلات
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  مهدمق -2-1
به واسطه سرعت، ارتعاشات عرضی در . ورقی ویسکوالاستیک با سرعتی ثابت در حال حرکت است

براي  سیستم با فرض مدل استاندارد خطی براي این منظور معادلات حاکم بر. ورق ایجاد می شود

سپس . استاستخراج شده و با در نظر گرفتن تئوري مرتبه اول جنس ماده به کمک اصل هامیلتون 

معادلات با در نظر گرفتن رفتار ماده به صورت الاستیک در اتساع و ویسکوالاستیک در برش به حالت 

  .مدل مورد استفاده در برش مدل زنر است. ویسکوالاستیک تعمیم داده شده است

یک متحرك محوري بر استخراج معادلات حاکم بر ارتعاشات وب الاست -2-2
  مبناي تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول

و فشار  T0، تحت کشش ثابت محوري  ρو دانسیته حجمی  h، ضخامت  b، عرض Lوبی با طول 

),,(0 عرضی ثابت PtyxP   .گیرد هاي مختلف قرار می  بر روي تکیه گاه cبا سرعت محوري ثابت  =

  
  ]42[شماتیک وب متحرك تحت بار عرضی و کشش طولی )1-2(شکل

  :شوند جهت استخراج معادلات حاکم، فرضیات زیر در نظر گرفته می

  .باشد و در کل سازه ثابت می 1ضخامت وب کم - 1

  .است 2هاي سازه کوچک تغییر شکل - 2

  .باشند فشار عرضی و نیروي کشش واحد حجم وارد بر سیستم داراي مقادیري ثابت می - 3

 .باشد به عرض وب بزرگ میسبت طول ن - 4

                                                
1 Thin web 
2 Small deflection 
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  .باشد وب داراي خصوصیات ایزوتروپیکی می - 5

  .شوند پدیده انتشار امواج الاستیک در صفحه وب در نظر گرفته نمی - 6

  .سازه همگن است - 7

 .باشند و فقط حالت غلتشی دارند ها بدون اصطکاك می غلتک - 8

  .و تنش کرنش خطی است رابطه کرنش جابه جایی - 9

  میدان جابجایی  -2-2-1
براساس تئوري تغییر شکل برشی براي بدست آوردن مقادیر تنش برحسب میدان جابجایی، ابتدا 

  :شود مرتبه اول، میدان جابجایی براي وب نازك به صورت زیر تقریب زده می

  

⎩⎨
⎧ ),,(),,(),,,( 10 tyxzutyxutzyxu +=

),,(),,(),,,( 10 tyxzvtyxvtzyxv +=

),,(),,,( 0 tyxwtzyxw =

  )2-1(  
  

 zو  x، yبه ترتیب سه مولفه جابجایی در راستاي سه محور مختصات  wو u ،v که در آن

داراي  1v و 1uهاي مجهول با بعد طول،  پارامتر) هاي صفحه میانی جابجایی( 0w و 0u، 0v. باشند می

ف وب به ، جابجایی نقاط مختل)1- 2(براساس رابطه . باشند بعد چرخش بوده و توابع مجهول می

صاف و عمود بر صفحه میانی، پس از  بنابراین هر مقطع. کند صورت تابع خطی از ضخامت تغییر می

در واقع تئوري تغییر شکل . مانند بر صفحه میانی باقی میتغییر شکل همچنان صاف ولی غیرعمود 

کرنش برشی (اش  برشی مرتبه اول، با در نظر گرفتن تغییر شکل عرضی در فرضیات سینماتیکی

  .را بهبود بخشیده است) CPT1(رق کلاسیک، تئوري و)عرضی ثابت نسبت به مختصات ضخامت

                                                
1Classic Plastic Theory 
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  ]43[لبه تغییر شکل یافته و بدون تغییر شکل در تئوري کلاسیک و مرتبه اول )2-2(شکل

ها در  هاي تغییر شکل برشی و تفاوت آن مربوط به تئوري ورق کلاسیک، تئوري توضیحات بیشتر

  .آمده استالف پیوست 

  هاي تنش منتجه  -2-2-2
جابجایی براي حالت خیز کوچک به صورت زیر  -  روابط کرنش، )1-2(با توجه به میدان جابجایی 

  :]44[آیند به دست می
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  :شود معادلات تنش بر حسب کرنش نوشته می
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  :شود نتیجه می) 3- 2(در معادلات ) 2- 2(حسب جابجایی از معادلات با جایگذاري مقادیر کرنش بر 
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  :شوند هاي تنش به صورت زیر تعریف می منتجه
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  .اند نشان داده شده )3- 2(هاي تنش فوق، در المان شکل  تجهمن
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  ]45[هاي تنش منتجههاي نشان دهنده  المان )3-2(شکل

باشد که در واقع اختلاف بین نیروي برشی عرضی  ضریب تصحیح برشی می sK، )5- 2(در روابط 

این ضریب علاوه . کند آید را تصحیح می واقعی و آنچه که با استفاده از روابط سینماتیکی  بدست می

هاي مستطیلی مقدار  براي ورق. باشد بر هندسه سازه، به بارگذاري و شرایط مرزي ورق نیز وابسته می

65=sK 46[ .در نظر گرفته شده است[  

  میلتوناهاستفاده از اصل   -2-2-3
براساس این . باید اصل هامیلتون را ارضا کند) tt,10(معادله حاکم بر حرکت وب در بازه زمانی 

  :اصل

)2-6(   0)(
1

0

=+−∫ dtWUT
t

t
sδ  

کار انجام شده توسط نیروهاي خارجی  Wانرژي کرنشی و  sUانرژي جنبشی،  Tکه در آن 

با جایگزینی روابط مربوط به انرژي کرنشی، جنبشی و کار نیروهاي خارجی در اصل . باشند سیستم می

میلتون، معادلات حاکم بر ارتعاشات وب الاستیک متحرك محوري تحت فشار عرضی یکنواخت، اه

هاي جابجایی، به صورت دستگاه معادلات  براي هر یک از مولفه ثابتکشش ثابت و سرعت انتقال 

  .آیند به دست میدیفرانسیل 
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  محاسبه انرژي کرنشی وب الاستیک متحرك  -2-2-4
  :شود یان میچگالی انرژي کرنشی به صورت زیر ب

)2-7(   )(
2
1

yzyzxzxzxyxyzzyyxxsU γτγτγτεσεσεσ +++++=  

dxdydzdAdzdVبا در نظر گرفتن المان حجم  انرژي روي آن گیري  انتگرالبراي وب و  ==

  :آید شود، رابطه انرژي کرنشی به صورت زیر به دست می کرنشی وب تعیین می

)2-8(   ∫ ∫ ∫
−

+++++=
b L h

h
yzyzxzxzxyxyzzyyxxs dxdydzU

0 0

2

2

)(
2
1

γτγτγτεσεσεσ  

  :ست باا برابربراساس تنش و کرنش تغییرات انرژي کرنشی 

)2-9(   
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2
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b L h

h
yzyzxzxzxyxyzzyyxxs dxdydzdtU δγτδγτδγτδεσδεσδεσδ

  

  :شود نتیجه می )9- 2(در رابطه ) 2-2(از رابطه ها  در ادامه با قرار دادن مقادیر کرنش
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، 0u ،1u، 0vضرایب هر کدام از تغییرات پنج پارامتر ) 5- 2(از رابطه هاي تنش  با قرار دادن منتجه

1v  0وw آید براي انرژي کرنشی بدست می.  

  محاسبه انرژي جنبشی وب الاستیک متحرك  -2-2-5
  :یعنی. باشد میتک ذرات آن  هاي جنبشی تک انرژي جنبشی سیستم، برابر با مجموع انرژي

)2-11(   ∫= dmVT
2
1  
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V المان جرم به صورت با در نظر گرفتن . باشد مقدار سرعت کلی یک المان جرم سیستم می

dVdm ρ= باشد، انرژي  هاي سرعت آن می و با توجه به اینکه سرعت کلی هر ذره برابر برآیند مولفه

  :تم برابر است باجنبشی کل سیس

)2-12(   ∫∫ ∫ ∫∫ ∫
− −

++==
A

h

h A

h

h
zyx dzdxdyVVVdzdxdyVT

2

2

2

2

2222 )(
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ρρ  

گیري  مشتق )لاگرانژي( 1باشند که با توجه به توصیف مادي می zV و xV، yVهاي سرعت  مولفه

  :گیرد زیر انجام میها به صورت  گیري متغیر ، مشتقدر توصیف لاگرانژي. شوند ها تعیین می متغیر

)2-13(   zxyxxxi ==== 321 ,,,3..1  t
x

xtdt
d i
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∂= .θθθ  

iدر رابطه فوق 
i v
t
x

=
∂
با توجه .]47[ باشد می ixسرعت انتقالی سیستم در راستاي محور  ivکه  ∂

  :شود بیان میهاي سرعت سیستم به صورت زیر  مولفه) 13- 2( به رابطه

)2-14(   
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  :)12- 2(در رابطه ) 1- 2(و  )14-2( رابطهقرار دادن مقادیر با 
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  .قابل محاسبه است )15- 2(تغییرات انرژي جنبشی به کمک رابطه 

  هاي خارجی اعمالی محاسبه کار حاصل از نیرو  -2-2-6

                                                
1 Material (Lagrange's) Description 
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و دیگري نیروي ) qW(هاي خارجی از دو قسمت، یکی مربوط به فشار عرضی  کار حاصل از نیرو

  .شود تشکیل می) pW(کششی 

شود و تغییرات آن  بر وب وارد می) عرضی(به طور عمودي  qWکار حاصل از بار فشاري یکنواخت 

  :برابر است با

∫∫ ==
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0),( wtxqWq δδ =  )2-17(  

  :آید و تغییرات آن به صورت زیر بدست مینیروي کشش بر واحد حجم  کار حاصل از
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  الاستیک متحركاستخراج معادله حاکم بر وب   -2-2-7
دستگاه معادلات ) 1- 2( در رابطه) 19- 2(و ) 17- 2(، )15- 2( ،)10- 2( روابطبا قرار دادن نتایج 

  .آید حاکم بر مساله بدست می
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، معادله حاکم بر ارتعاش یک وب الاستیک نازك داراي سرعت محوري )20- 2(دستگاه معادلات 

  .استمجهول  معادله دیفرانسیل مشتق جزئی و هشتاین دستگاه شامل پنج . باشد ثابت می
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=0 با استفاده از فرض نسبت طول به عرض بزرگ
∂
∂
y

با قرار دادن در ادامه . شود فرض می

، معادلات در شکل الاستیک به صورت زیر بدست ) 20- 2(در رابطه ) 5- 2(هاي تنش از رابطه  منتجه

  :آید می
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است سه معادله اول، دوم و پنجم مستقل از یکدیگر  شخصم) 21- 2(همانطور که از معادلات 

  .هستند و فقط دو معادله سوم و چهارم به هم کوپل هستند

  اعمال فرض ویسکوالاستیک به معادلات -2-3
در برش و اتساع، براي توصیف برش از مدل زنر نوع دوم  سکوالاستیکیورفتار ماده به دلیل تفاوت 

که در پیوست توضیح داده شده، استفاده شده است و براي اتساع حالت الاستیک در نظر گرفته 

  :شوند به صورت زیر تعیین می 1Qو  1Pبراي مدل زنر نوع دوم اپراتورهاي . شود می
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  نر نوع دوممدل ز )4-2(شکل
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KQ 32 =  

به صورت زیر به دست  Kو  G، پارامترهاي )24- 2(و ) 23- 2(و ) 22- 2(با استفاده از روابط 
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هاي تنش  ، مولفه)20- 2(در معادلات ) 25- 2(و ) 24- 2(، ) 23-2(و ) 22-2(با جایگذاري روابط 

شوند، سپس با  به صورت ویسکوالاستیک تعیین می) 2- 2(هاي تنش  معادل محاسبه و منتجه

  :آیند معادلات به صورت ویسکوالاستیک بدست می) 21- 2(جایگذاري در رابطه 



استخراج معادلات                                                                                     فصل دوم        

26 
 

)2-26(   

))),()(433()),((6)),((3

)),()(4334(

)),((6)),((3(
3

1

2
0

2

2
20

2

2
0

2

2
0

3

2
2

1

2
0

3

3
0

3

x
txuEKc

tx
txuc

t
txu

tx
txuEKcE

tx
txuc

t
txubhEq

∂
∂

++−+
∂∂

∂
−

∂
∂

−
∂∂

∂
++−

+
∂∂

∂
−

∂
∂

−=

ρρρ

τττρτ

τρρτ
τ

 

))),()(()),((2)),((

)),()((

)),((2)),(((2

2
0

2

2
20

2

2
0

2

2
0

3

2
2

1

2
0

3

3
0

3

x
txvEc

tx
txvc

t
txv

tx
txvEcE

tx
txvc

t
txvbhEq

∂
∂

+−+
∂∂

∂
−

∂
∂

−

∂∂
∂

+−

+
∂∂

∂
−

∂
∂

−=

ρρρ

ττρτ

τρρτ
τ

 

)),()),((

)),()(()),((2

)),(()),()((

)),((2)),(()),(((13

1
2

2
0

2

2
20

2

2
0

2

2
0

3

21
2

2
0

3

3
0

3

txq
x

txubhEK

x
txwbhEKhbcP

tx
txwhbc

t
txwhb

tx
txwbhEKbhEKhbcP

tx
txwcbh

t
txwbh

t
txqEq

s

s

ss

+
∂

∂
+

∂
∂

+−−+
∂∂

∂
−

∂
∂

−
∂∂

∂
++−−

+
∂∂

∂
−

∂
∂

−
∂

∂
=

ρρ

ρτττρτ

τρτρτ
τ

 

))),((36),(36

)),()(3636()),()(3636(

)),()(433()),((6

)),((3)),()(4343(

)),((6)),((3(
36

4

0
112

1
12

0
2

12

2
1

2

2
22221

2
2

2
1

2
2

2
1

3

2
22

1
222

2
1

3
2

3
1

3
2

x
txwEKtxuEK

t
txuEKEK

tx
txwEKEK

x
txuEhKhch

tx
txuch

t
txuh

tx
txuEhKhEhch

tx
txuch

t
txuhbhEq

ss

ssss

∂
∂

+

∂
∂

++
∂∂

∂
+−

∂
∂

−−+
∂∂

∂

+
∂

∂
+

∂∂
∂

−−−

+
∂∂

∂
+

∂
∂

−=

ττττ

ρρ

ρττττρ

τρτρ
τ

 

)),(12

)),()(1212()),()((

),((2)),(()),()((

)),((2)),(((
12

5

12

1
122

1
2

2
222

1
2

2
2

1
2

2
2

1
3

2
2

1
222

2
1

3
2

3
1

3
2

txvEK
t

txvEKEK
x

txvEhch

tx
txvch

t
txvh

tx
txvEhEhch

tx
txvch

t
txvhbhEq

s

ss +
∂

∂
++

∂
∂

−

∂∂
∂

+
∂

∂
+

∂∂
∂

−−

+
∂∂

∂
+

∂
∂

−=

ττρ

ρρτττρ

τρτρ
τ



استخراج معادلات                                                                                     فصل دوم        

27 
 

 
  :را به صورت ماتریسی زیر نوشت) 26- 2(توان معادلات  می
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  بندي جمع -2-4
در این فصل معادلات حاکم بر مساله با استفاده از تئوري برشی مرتبه اول براي حالت الاستیک 

استخراج شد، سپس از مدل زنر مرتبه دوم براي توصیف رفتار وب متحرك در برش و رفتار الاستیک 

در  معادلات حاکم که به صورت یک دستگاه معادله پنج معادله و پنج مجهول. در اتساع استفاده شد

صفر در نظر گرفته شد تا  yآمدند از فرض طول به عرض بزرگ استفاده شد و تغییرات نسبت به 

  .در فصل آینده به حل عددي این معادلات پرداخته شده است. مساله فقط تابعی از طول و زمان شود
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   3 فصل

اعمال روش گالرکین 
حل المان محدود  براي

مساله
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  مقدمه -3-1
براي مطالعه حرکت باید آن را مدل کرد، این مدل معمولا یک رابطه ریاضی است که موقعیت را بر 

براي . باشد کند و به شکل یک معادله دیفرانسیل یا معادله انتگرال می زمان توصیف میحسب مکان و 

  :حل معادلات حرکت دو روش وجود دارد

. دهد که یک فرمول ریاضی براي حل مساله و معادله دیفرانسیل به دست می 1روش تحلیلی .1

این روش در صورتی قابل استفاده است که شکل معادله ... هاي توانی و  مانند استفاده از سري

 .وشرایط مرزي آن ساده باشد

هاي پیچیده با  هاي محاسبات عددي است و براي مدل که مبتنی بر روش 2روش عددي .2

اعتبار نتیجه حل . مرزي پیچیده قابل اعمال است که نتیجه یک جدول از اعداد استشرایط 

هاي ریاضی، تجربی یا سایر  شوند مانند روش هاي دیگر کنترل می عددي به کمک روش

 .هاي عددي روش

 فرکانس هاي طبیعی را هدف طراحی یک المان است که به کمک آن بتوان پاسخ سیستم و

در این فصل معادلات وابسته به . بدست آورد) FSDT3( مرتبه اولشکل برشی براساس تئوري تغییر 

روش گالرکین جهت جداسازي قسمت مکانی استفاده شده . گردد زمان و مکان به روش عددي حل می

  .و سپس روش تفاضلات محدود جهت حل معادله تابع زمان باقی مانده استفاده شده است

  لرکینتعیین معادلات حاکم توسط روش گا -3-2
هاي عددي سبب  تر هستند اما سهولت و جامع بودن روش هاي تحلیلی دقیق که معمولا روش با این

به طور کامل به انواع و جزئیات ) ج( پیوستدر . هاي اخیر شده است ها طی سال گسترش کاربرد آن

  .شده است  ها پرداخته این روش

                                                
1 Analytical Method 
2 Numerical Method 
3 First Shear Deformation Theory 
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المان به صورت سه گرهی و . استورق ویسکوالاستیک متحرك محوري تحت بار عرضی مفروض 

هاي زمانی و مکانی معادلات توسط  براي حل مساله ابتدا بخش. هر گره، شامل پنج درجه آزادي است

  .شود روش گالرکین از هم جدا می

  :1معادله 
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حل مساله به تعریف . ورق برابر صفر خواهد بودبا فرض وب دو سر گیردار، خیز و شیب در دو سر 

  .براي این مساله از توابع شکل درجه دو به شکل زیر استفاده شده است. توابع شکل نیازمند است
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  :که داراي خاصیت زیر هستند

)3 -64(   

0)( 13 =xφ  0)( 12 =xφ  1)( 11 =xφ  

0)( 23 =xφ  1)( 22 =xφ  0)( 21 =xφ  

1)( 33 =xφ  0)( 32 =xφ  0)( 31 =xφ  

هاي  بدست آوردن ماتریسهاي معادلات بر حسب توابع شکل و  از مقادیر بالا براي محاسبه انتگرال

  .شود ضرایب استفاده می

  اعمال شرایط مرزي و محاسبه شار -3-4
بنابراین  .المان استفاده شده براي مسأله به صورت دو بعدي و با سه گره براي هر المان است

  .هاي معادلات لازم است مشتقات توابع شکل دو گره ابتدا و انتها براي محاسبه انتگرال

 
  المان دو بعدي مسأله با سه گره:  )1-3(شکل
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ijjiداراي خاصیت  iφتوابع شکل  x δφ با توجه به روابط فوق و استفاده از شرایط  .باشند می )(=

  :شود در این صورت نتیجه می. توان تعیین کرد را می 4Aتا  1Aمرزي مقادیر 
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  :براي یک المان و

)3 -69(   )),1(),3((2)),2(),1(( 0000
2 l

tu
l

tu
tx

tu
x

tu
t

A −
∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

−
∂
∂

=  

  :گره اول نیعیبا توجه به شرایط مرزي جابجایی و شیب صفر در گره مرزي 
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  :4Aطور براي  همین

)3 -71(   )),1(),3((2)),2(( 000
4 l

tu
l

tu
tx

tu
t

A −
∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

=  

  

  .شوند به همین شکل محاسبه می 4Fتا  1Fو  6Dتا  5C ،1Dتا  1Cو  4Bتا  1Bثوابت 

با در نظر گرفتن چندین المان براي پوسته، باید در هر المان و المان بعد شرط پیوستگی رعایت  

یعنی باید مقادیر شیب و جابجایی براي هر دو المان مجاور یکسان باشد که با توجه به روابط . گردد

یعنی . اهد شدهاي المان صفر خو هاي میانی پس از مونتاژ ماتریس فوق، مجموع مقادیر شار در المان

  :المان باشد در اینصورت دومثلا اگر ورق داراي 
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  :صفر است در دو گره مرزي اول و پنجماز آنجایی که شیب و جابجایی 

)3 -74(   01 =A  

  .، برابر صفر استFو A ،B ،C ،Dبنابراین شار کل براي تمام پارامترهاي 

  ها روند تشکیل و مونتاژ ماتریس -3-5
معادلات به شکل زیر در قالب ماتریس براي حل عددي مرتب پنج معادله به صورت یک دستگاه 

  .شود می
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}که در آن  }edcbay ,,,,= ،D ،M ،C ،K  ماتریس ضرایب وF  بردار نیرو است، که بر

  :شوند به صورت زیر تعریف می) 28- 2(و ) 27- 2(با استفاده از معادلات  jو  iهاي  حسب اندیس
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  :طور مثال براي یک المان
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  1روش تقریب تفاضلات محدود -3-6
جهت حل دستگاه معادلات به دست آمده بر حسب زمان از روش تفاضلات محدود استفاده 

افزارهاي عددي به صورت اتوماتیک مقدار گام زمانی را انتخاب  فرض نرم گرهاي پیش حل. گردد می

ها و گام زمانی بستگی  نها به شدت به تعداد الما کنند، از آنجا که در این مساله همگرایی جواب می

دارد، لازم است کدي با امکان کنترل بر گام حل و امکان تعمیم به حالت تعداد المان دلخواه آماده 

تر نسبت به زمان، طبق  با استفاده از روش تفاضلات محدود، مشتقات از درجه سوم و پایین. شود

شوند، سپس این  ي قبلی تقریب زده میها به صورت ترکیبی از مقادیري از تابع در زمان) 1- 3(  جدول

مقدار تابع بدست آمده در هر گام، در گام بعد به عنوان مقدار . گردد معادلات براي زمان بعدي حل می

  .رود قبلی تابع در نظر گرفته شده و حل در زمان پیش می

)((تفاضل محدود با خطاي مرتبه دو 2ضرایب روش پسروي )1-3( جدول 2ho(]48[  

)(xf  )( hxf −  )2( hxf −  )3( hxf −  )4( hxf −  )5( hxf −    
3  4-  1        )(2 xfh ′  
2  5-  4  1-      )(2 xfh ′′  
5  18 -  24  14 -  3    )(2 3 xfh ′′′  
3  14 -  26  24 -  11  2-  )()4(4 xfh  

  ]49[روند استخراج فرکانس طبیعی -3-7
iwtaey(کوپل با قرار دادن مقدار  دلاتامعهاي طبیعی  براي استخراج فرکانس در بخش همگن ) =

  :شود نتیجه می) 75-3(معادله 

)3 -83(   0)()()()( =+++ iwtiwtiwtiwt aeKaeCaeMaeD   

  :بنابراین

)3 -84(   0))(**( 23 =++−− iwteyKiwCMwDiw  

                                                
1 Finite difference Approximations 
2 Backward 
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هاي هم مرتبه و محاسبه  ها و جمع کردن این ماتریس ضرب کردن این ضرایب در ماتریس با

ها در یک  مقدار فرکانس. شود ها نتیجه می هاي دترمینان ماتریس ضرایب بدست آمده، فرکانس ریشه

همین روال براي سه معادله مستقل با چند المان اعمال شده و . تعداد المان بهینه بدست خواهد آمد

  .ها بدست خواهند آمد رکانسف

  بندي جمع -3-8
معادلات . در این فصل ابتدا به وسیله روش گالرکین بخش مکانی و زمانی معادلات از هم جدا شد

روش تفاضلات محدود جهت حل معادله مرتبه سوم زمانی . در قالب یک معادله جبري ریخته شد

هاي  زمان، ضرایب متغیرها در ماتریسبراساس مرتبه مشتق نسبت به . شود مساله به کار برده می

روش تفاضلات محدود براي حل این . شوند گیرند و مونتاژ می ضرایب این دستگاه معادله زمانی قرار می

در فصل بعد به بررسی نتایج حل دستگاه معادلات . شود دستگاه با کد کامپیوتري تعمیم داده می

  .شود پرداخته می
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  مقدمه -4-1
م براي حل مساله پرداخته هاي بیان شده در فصل سو در این فصل به بررسی نتایج حاصل از روش

تغییر مکان نقطه وسط وب در طی زمان، تاثیرات پارامترهاي مختلف هندسی، خواص . شود می

هاي طبیعی و بررسی تاثیر  ویسکوالاستیک و اندازه بارگذاري بر پاسخ نقطه وسط، تعیین فرکانس

  .ده در این فصل استها، از مباحث مطرح ش تغییر پارامترهاي هندسی، ویسکوالاستیک بر فرکانس

  پاسخ کلی سیستم به ازاي مقادیر اولیه -4-2
در ادامه در این پارامترها تغییراتی ایجاد و . باشند به صورت جدول زیر می مقادیر اولیه انتخابی

  :شود تأثیر آن بر پاسخ وب نمایش داده می
  خصوصیات ماده، بارگذاري و هندسه وب )1-4( جدول

   پارامترنماد   مقدار پارامتر  توضیح
 10e10  )(1 PaE   خصوصیات

ویسکوالاستیک مدل 
  زنر

 2.5e10  )(2 PaE  
 4e10  ).( sPaη  
 6.5e10  )(PaE  

  ν 0.3   خصوصیات الاستیک
 5.4167e10  )(PaK  
 0.027 )(mb  

  mh)(  0.01   خصوصیات هندسی
 0.5  )(mL  
 0.05  )/( smc  سرعت انتقال  

1*)1)1/)2(((  فشار عرضی sqrttHeaviside −−  )(PaP  27800 کشش  بارهاي اعمالی  )/( 3mNT  
 7800  )/( 3mkgρ  چگالی  

  :شوند قابل ذکر است مدول الاستیسیته و بالک وب الاستیک با توجه به روابط زیر تعیین می

)4 -1(  )1(2
2

ν+
=

EE  
  

)4 -2(   
)21(3 ν−

=
EK  
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  .شوند مقادیر خصوصیات الاستیک در تعیین پاسخ استاتیکی وب استفاده می
  پاسخ وبروند حل براي بدست آوردن   -2-1- 4

چند گلوگاه در بدست آوردن . افزار میپل براي حل مساله توسعه داده شد کد کامپیوتري در نرم

زمانی بهینه، توابع شکل از مرتبه مناسب و   ها تعداد المان و گام مهمترین آن. ها وجود داشت جواب

تعداد المان جهت بدست آوردن . رسیدن به یک روش عددي مناسب براي حل دستگاه معادله بود

بهینه، پاسخ خروجی از کد با شروع از یک المان و افزایش تعداد آن رسم شد، از یک تعداد المان به 

آمد، بنابراین این تعداد به عنوان تعداد المان بهینه  ها به وجود نمی بعد تغییر آنچنانی در مقادیر پاسخ

  .انتخاب شد

  
  ب تعداد المانبر حس در طی زماننقطه وسط وب  عرضیجابجایی  )1- 4(شکل

تا کوچکترین گام زمانی که بعد از آن دقت  ه استبراي گام زمانی بهینه هم همین روال تکرار شد

 .د، بدست آیدنک ها خیلی کم تغییر می پاسخ

-٣.٥٠ E-٠٧

-٣.٠٠ E-٠٧

-٢.٥٠ E-٠٧

-٢.٠٠ E-٠٧

-١.٥٠ E-٠٧

-١.٠٠ E-٠٧

-٥.٠٠ E-٠٨

٠.٠٠E+٠٠
٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

یی
جا

جاب
 

(m
)

(s) زمان

Transverse response (w0)-time

ele٤ ele٦ ele٨ ele١٠ ele١٢
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  گام زمانی حلبر حسب  در طی زماننقطه وسط وب  عرضیابجایی ج )2- 4(شکل

ها با دقت مناسب استخراج شدند، سپس تاثیر  با ترکیب تعداد المان و گام زمانی بهینه پاسخ 

براي زمان حل یک ثانیه، تعداد ده المان و بیست گام زمانی . ها بررسی شد پارامترهاي مختلف بر پاسخ

  :شود  بر وب وارد میزیر گسترده بار عرضی . حالت بهینه مساله هستند

  
 شماتیک بارگذاري عرضی و کششی وارد بر وب )3-4(شکل

  
 عرضی وب گسترده بارگذاري )4-4(شکل

-٣.٥ E-٠٧
-٣ E-٠٧
-٢.٥ E-٠٧
-٢ E-٠٧
-١.٥ E-٠٧
-١ E-٠٧
-٥ E-٠٨

٠
٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

یی
جا
جاب

 
(m

)

(s) زمان

t=٠.٢ t=٠.١ t=٠.٠٦٧

t=٠.٠٥ t=٠.٠٤ t=٠.٠٣٣

٠

٠.٢

٠.٤

٠.٦

٠.٨

١

١.٢

٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

(N
ی (

رض
ر ع

با

(s) زمان

transverse  load (P)

V

P

T T
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  نقطه میانی وب در طی زمانپاسخ   -2-2- 4
با قرار گرفتن . ثانیه آمده است 2پاسخ نقطه میانی وب براي زمان حل ) 6- 4(و ) 5- 4(در شکل 

یابد، سپس با برداشته شدن بار عرضی نقطه وسط  افزایش میبار بر روي وب، با گذشت زمان جابجایی 

گام زمانی و  40نتایج در نمودار زیر براي . کند وب به خاطر خاصیت دمپري به سمت صفر میل می

  .ده المان آمده است

  
  در طی زمانطولی نقطه وسط وب جابجایی  )5- 4(شکل

 :همین رفتار در جابجایی عرضی هم وجود دارد

  
 در طی زماننقطه وسط وب  عرضیجابجایی  )6- 4(شکل

-٣.٠٠ E-٠٨

-٢.٥٠ E-٠٨

-٢.٠٠ E-٠٨

-١.٥٠ E-٠٨

-١.٠٠ E-٠٨

-٥.٠٠ E-٠٩

٠.٠٠E+٠٠
٠ ٠.٥ ١ ١.٥ ٢ ٢.٥

(m
)
یی

جا
جاب

 

(s)  زمان

Axial response (u)-time

-٣.٥ E-٠٧

-٣ E-٠٧

-٢.٥ E-٠٧

-٢ E-٠٧

-١.٥ E-٠٧

-١ E-٠٧

-٥ E-٠٨

٠
٠ ٠.٥ ١ ١.٥ ٢ ٢.٥

(m
ی(

جای
جاب

 

(s) زمان

Transverse response (w0)-time
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  .که شکل پاسخ به شدت به شکل بارگذاري وابسته است توضیح دیگر این

  نقطه میانی وب در طی زمانپاسخ تاثیر بار محوري بر   -2-3- 4
شود که میزان  مشخص است، افزایش بار کششی سبب می) 8- 4(و ) 7-4(همانطور که در شکل 

  .وب بسیار کمتر شودها در طی زمان براي نقطه وسط  تغییرات جابجایی

  
  در طی زماننقطه وسط وب با بارهاي کششی متفاوت  طولیجابجایی تغییرات  )7- 4(شکل

  
  در طی زماننقطه وسط وب با بارهاي کششی متفاوت  عرضیجابجایی تغییرات  )8- 4(شکل

  نقطه میانی وب در طی زمانپاسخ تاثیر سرعت حرکت محوري وب  بر   -2-4- 4

-٨.٠٠ E-٠٨
-٧.٠٠ E-٠٨
-٦.٠٠ E-٠٨
-٥.٠٠ E-٠٨
-٤.٠٠ E-٠٨
-٣.٠٠ E-٠٨
-٢.٠٠ E-٠٨
-١.٠٠ E-٠٨

٠.٠٠E+٠٠
٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

(m
ی (

جای
جاب

(s) زمان  

Axial response (u)-time

P=١٠KN P=٢٠KN ٢٧.٨KN

P=٣٥KN P=٤٥KN P=٥٠KN

-٩ E-٠٧
-٨ E-٠٧
-٧ E-٠٧
-٦ E-٠٧
-٥ E-٠٧
-٤ E-٠٧
-٣ E-٠٧
-٢ E-٠٧
-١ E-٠٧

٠
٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

(m
ی (

جای
جاب

(s) زمان  

Transverse response(w0)-time

P=١٠KN P=٢٠KN P=٢٧.٨KN

P=٣٥KN P=٤٥KN P=٥٠KN
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1- 4(و ) 9- 4(با توجه به شکل هاي عرضی و طولی در  سرعت، مقدار تغییر شکلبا افزایش ) 0

شود، با افزایش سرعت این  هاي پایین کم می این تغییرات در سرعت. گردد طی زمان افزوده می

  .شویم شود، یعنی به وضعیت ناپایدار سیستم نزدیک می تغییرات به شدت زیاد می

  
  در طی زمانهاي محوري متفاوت  نقطه وسط وب با سرعت طولیجابجایی تغییرات  )9- 4(شکل

  
  در طی زمانهاي محوري متفاوت  نقطه وسط وب با سرعت عرضیجابجایی تغییرات  )10- 4(شکل

  نقطه میانی وب در طی زمانپاسخ تاثیر ضخامت وب بر   -2-5- 4

-١.٠٠ E-٠٧
-٩.٠٠ E-٠٨
-٨.٠٠ E-٠٨
-٧.٠٠ E-٠٨
-٦.٠٠ E-٠٨
-٥.٠٠ E-٠٨
-٤.٠٠ E-٠٨
-٣.٠٠ E-٠٨
-٢.٠٠ E-٠٨
-١.٠٠ E-٠٨

٠.٠٠E+٠٠
٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

(m
ی (

جای
جاب

(s) زمان

Axial respose(u)-time

c=٠.٢٥m/s c=١٠m/s c=٢٠m/s

c=٣٠m/s c=٤٠m/s c=٥٠m/s

-١.٢٠ E-٠٦

-١.٠٠ E-٠٦

-٨.٠٠ E-٠٧

-٦.٠٠ E-٠٧

-٤.٠٠ E-٠٧

-٢.٠٠ E-٠٧

٠.٠٠E+٠٠
٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

(m
)

 
ی 

جای
جاب

(s) زمان  

Transverse response(w0)-time

c=٠.٢٥m/s c=١٠m/s c=٢٠m/s

c=٣٠m/s c=٤٠m/s c=٥٠m/s
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smc(هاي پایین مثل  در سرعت با  حساسیت پاسخ به تغییرات ضخامت زیاد نیست اما) =25.0/

smc(افزوده شدن سرعت به طور مثال به  ، پاسخ به شدت با تغییر ضخامت تغییر کرده و بعد )=50/

  .شود از یک ضخامت خاص واگرا می

  
  در طی زماننقطه وسط وب با ضخامت وب متفاوت  طولیجابجایی تغییرات  )11- 4(شکل

  
  طی زمان درنقطه وسط وب با ضخامت وب متفاوت  عرضیجابجایی تغییرات  )12- 4(شکل

  :هاي بالا زیاد است اما این تغییرات براي سرعت

-٣.٠٠ E-٠٨

-٢.٥٠ E-٠٨

-٢.٠٠ E-٠٨

-١.٥٠ E-٠٨

-١.٠٠ E-٠٨

-٥.٠٠ E-٠٩

٠.٠٠E+٠٠
٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

(m
ی (

جای
جاب

(s) زمان

Axial response(u)-time ,(c=0.25m/s)

h=٠.٠٠٢m h=٠.٠٠٥m h=٠.٠١m

h=٠.٠٢m  h=٠.١m h=٠.٢m  

-٣.٥ E-٠٧
-٣ E-٠٧
-٢.٥ E-٠٧
-٢ E-٠٧
-١.٥ E-٠٧
-١ E-٠٧
-٥ E-٠٨

٠
٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

(m
ی (

جای
جاب

(s) زمان  

Transverse response(w0)-time,(c=0.25m/s)

h=٠.٠٠٢m h=٠.٠٠٥m h=٠.٠١m

h=٠.٠٢m h=٠.١m h=٠.٢m
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  هاي بالا با سرعت در طی زماننقطه وسط وب با ضخامت وب متفاوت  طولیجابجایی تغییرات  )13-4(شکل

mh(در ضخامت بالاتر از    :شود به سرعت پاسخ واگرا می) =01.0

  
  بالا  با سرعت در طی زماننقطه وسط وب با ضخامت وب متفاوت،  طولیجابجایی وگرایی  )14-4(شکل

  :طور براي پاسخ عرضی همین

-١.٠٠ E-٠٧

-٨.٠٠ E-٠٨

-٦.٠٠ E-٠٨

-٤.٠٠ E-٠٨

-٢.٠٠ E-٠٨

٠.٠٠E+٠٠
٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

Axial response(u)-time (c=50m/s)

h=٠.٠٠٢m h=٠.٠٠٥m h=٠.٠١m

٠.٠٠E+٠٠
١.٠٠E-٠٢
٢.٠٠E-٠٢
٣.٠٠E-٠٢
٤.٠٠E-٠٢
٥.٠٠E-٠٢
٦.٠٠E-٠٢
٧.٠٠E-٠٢
٨.٠٠E-٠٢
٩.٠٠E-٠٢

٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

Axial response(u)-time (c=50m/s)

h=٠.١m
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  هاي بالا با سرعت در طی زماننقطه وسط وب با ضخامت وب متفاوت  عرضیجابجایی تغییرات  )15-4(شکل

توجه داریم که مقدار برگشت جابجایی عرضی به حالت اولیه با افزایش ضخامت به نسبت جابجایی 
  .کمتر استطولی 

  نقطه میانی وب در طی زمانپاسخ تاثیر طول وب بر   -2-6- 4
هاي نقطه وسط وب  دهند، مقدار جابجایی با افزایش طول وب همانطور که نمودارهاي زیر نشان می

  .گردد هم افزوده می

  
  در طی زماننقطه وسط وب با طول وب متفاوت  طولیجابجایی تغییرات  )16- 4(شکل

-١.٢٠ E-٠٦

-١.٠٠ E-٠٦

-٨.٠٠ E-٠٧

-٦.٠٠ E-٠٧

-٤.٠٠ E-٠٧

-٢.٠٠ E-٠٧

٠.٠٠E+٠٠
٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

Transverse response(w0)-time (c=50m/s)

h=٠.٠٠٢m h=٠.٠٠٥m h=٠.٠١m

-١.٢٠ E-٠٧

-١.٠٠ E-٠٧

-٨.٠٠ E-٠٨

-٦.٠٠ E-٠٨

-٤.٠٠ E-٠٨

-٢.٠٠ E-٠٨

٠.٠٠E+٠٠
٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

(m
ی (

جای
جاب

(s) زمان

Axial response(u)-time

L=٠.١m L=٠.٢m L=٠.٥m

L=١m L=١.٥m L=٢m
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  در طی زماننقطه وسط وب با طول وب متفاوت  عرضیجابجایی تغییرات  )17- 4(شکل

  نقطه میانی وب در طی زمانپاسخ بر  1Eتاثیر پارامتر   -2-7- 4
گذارند، تغییر در خواص  برخلاف پارامترهاي هندسی که بیشتر بر اندازه پاسخ تاثیر می

11(در محدوده . ویسکوالاستیک به شدت بر شکل پاسخ موثر است
1

8 1010 << E (خ زیاد تغییرات پاس

12(است و براي 
1 10>E (1با زیاد شدن مقدار . کند پاسخ تغییري نمیE  عملا مدل زنر نوع دوم به

  .شود ماکسول نزدیک می

  
  در طی زمانمتفاوت  1Eنقطه وسط وب با  طولیجابجایی تغییرات  )18- 4(شکل

-٥.٠٠ E-٠٦
-٤.٥٠ E-٠٦
-٤.٠٠ E-٠٦
-٣.٥٠ E-٠٦
-٣.٠٠ E-٠٦
-٢.٥٠ E-٠٦
-٢.٠٠ E-٠٦
-١.٥٠ E-٠٦
-١.٠٠ E-٠٦
-٥.٠٠ E-٠٧

٠.٠٠E+٠٠
٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

(m
ی (

جای
جاب

(s) زمان

Transverse response(w0)-time

L=٠.١m L=٠.٢m
L=٠.٥m L=١m
L=١.٥m L=٢m

-٤.٠٠ E-٠٨
-٣.٥٠ E-٠٨
-٣.٠٠ E-٠٨
-٢.٥٠ E-٠٨
-٢.٠٠ E-٠٨
-١.٥٠ E-٠٨
-١.٠٠ E-٠٨
-٥.٠٠ E-٠٩

٠.٠٠E+٠٠
٥.٠٠E-٠٩

٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

(m
ی (

جای
جاب

(s) زمان  

Axial response (u)-time

E١=١e٩Pa E١=١e١٠Pa E١=١e١١Pa

E١=١e١٢Pa E١=١e١٣Pa
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  در طی زمانمتفاوت  1Eنقطه وسط وب با  عرضیجابجایی تغییرات  )19- 4(شکل

  نقطه میانی وب در طی زمانپاسخ بر  2Eتاثیر پارامتر   -2-8- 4
بر  2Eباشد تاثیر پارامتر  با توجه به مدل ویسکوالاستیک انتخاب شده که از نوع زنر مرتبه دو می

  :ها تقریبا صفر است بر مقادیر جواب 1Eخلاف 

  
  در طی زمانمتفاوت  2Eنقطه وسط وب با  طولیجابجایی تغییرات  )20- 4(شکل

-٤.٥ E-٠٧
-٤ E-٠٧
-٣.٥ E-٠٧
-٣ E-٠٧
-٢.٥ E-٠٧
-٢ E-٠٧
-١.٥ E-٠٧
-١ E-٠٧
-٥ E-٠٨

٠
٥E-٠٨

٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

(m
ی (

جای
جاب

(s) زمان

Transverse response(w0)-time

E١=١e٩Pa E١=١e١٠Pa E١=١e١١Pa

E١=١e١٢Pa E١=١e١٣Pa

-٣.٠٠ E-٠٨

-٢.٥٠ E-٠٨

-٢.٠٠ E-٠٨

-١.٥٠ E-٠٨

-١.٠٠ E-٠٨

-٥.٠٠ E-٠٩

٠.٠٠E+٠٠
٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

(m
ی (

جای
جاب

(s) زمان

Axial response(u)-time

E١=٢e٩Pa E٢.٥=٢e٩Pa E٢.٥=٢e١٠Pa

E١=٢e١١Pa E١=٢e١٢Pa
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  در طی زمانمتفاوت  2Eنقطه وسط وب با  عرضیجابجایی تغییرات  )21- 4(شکل

  نقطه میانی وب در طی زمانپاسخ بر  ηتاثیر پارامتر   -2-9- 4
گذارد، با افزایش دمپینگ سیستم مقدار بیشینه  ها تاثیر می پارامتر هم در شکل جوابتغییر این 

109(در نمودار زیر تاثیر گذاري بر شکل پاسخ در. یابد جابجایی به سرعت کاهش می 10*410*4 <<η

  .شود شدید بوده و در بیشتر از آن این تاثیر بسیار کم می) 

  
  در طی زمانمتفاوت  ηنقطه وسط وب با  طولیجابجایی تغییرات  )22- 4(شکل

  

-٣.٥ E-٠٧

-٣ E-٠٧

-٢.٥ E-٠٧

-٢ E-٠٧

-١.٥ E-٠٧

-١ E-٠٧

-٥ E-٠٨

٠
٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

(m
ی (

جای
جاب

(s) زمان

Transverse response(w0)-time

E١=٢e٩Pa E٢.٥=٢e٩Pa E٢.٥=٢e١٠Pa

E١=٢e١١Pa E١=٢e١٢Pa

-٤.٠٠ E-٠٨
-٣.٥٠ E-٠٨
-٣.٠٠ E-٠٨
-٢.٥٠ E-٠٨
-٢.٠٠ E-٠٨
-١.٥٠ E-٠٨
-١.٠٠ E-٠٨
-٥.٠٠ E-٠٩

٠.٠٠E+٠٠
٥.٠٠E-٠٩

٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

(m
ی (

جای
جاب

(s) زمان

Axial response(u)-time

eta=٤e٩Pa.s eta=١e١٠Pa.s eta=٤e١٠Pa.s

eta=٨e١٠Pa.s eta=١e١١Pa.s
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  در طی زمانمتفاوت  ηنقطه وسط وب با  عرضیجابجایی تغییرات  )23- 4(شکل

 فرکانس طبیعی -4-3
وجود دمپر در سیستم و بدون آن در جدول آمده براي دو معادله کوپل در حالت طبیعی فرکانس 

  .است

  معادله کوپلهاي دو  فرکانس )2-4( جدول

  حالت  )rad/s(فرکانس

  با وجود دمپر  1/672

  بدون دمپر  1103

  

  بندي جمع -4-4
در این فصل ابتدا پاسخ عرضی و طولی ورق براساس بار وارده بدست آمد، سپس حساسیت این 

ها به پارامترهاي هندسی ورق و نیز خواص ماده ویسکوالاستیک فرض شده براي جنس ورق  پاسخ

  .هاي طبیعی معادلات کوپل بدست آمد ادامه فرکانسدر . بررسی شد

-٤ E-٠٧
-٣.٥ E-٠٧
-٣ E-٠٧
-٢.٥ E-٠٧
-٢ E-٠٧
-١.٥ E-٠٧
-١ E-٠٧
-٥ E-٠٨

٠
٥E-٠٨

٠ ٠.٢ ٠.٤ ٠.٦ ٠.٨ ١ ١.٢

(m
ی (

جای
جاب

(s) زمان

Transverse response(w0)-time

eta=٤e٩Pa.s eta=١e١٠Pa.s eta=٤e١٠Pa.s

eta=٨e١٠Pa.s eta=١e١١Pa.s
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گیري و پیشنهادها نتیجه
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  مقدمه -5-1
نامه، به حل عددي معادله حاکم بر ارتعاشات وب ویسکوالاستیک متحرك محوري  در این پایان

در ابتدا، به کمک اصل هامیلتون و براساس تئوري تغییر . تحت فشار عرضی ثابت پرداخته شده است

شکل برشی مرتبه اول، معادلات حاکم بر ارتعاشات وب الاستیک متحرك محوري در حالت دو بعدي 

سپس با در نظر گرفتن مدل زنر نوع دوم جهت توصیف رفتار ویسکوالاستیک وب . اند خراج شدهاست

متحرك در برش و رفتار الاستیک در اتساع، با استفاده از شکل دیفرانسیلی معادلات بنیادین، معادلات 

اه معادلات حاکم به صورت یک دستگ. اند مذکور براي وب ویسکوالاستیک متحرك تعمیم داده شده

ها کوپل به  باشند که برخی از آن معادلات دیفرانسیل مشتق جزئی شامل پنج معادله و پنج مجهول می

که نسبت  باشد، با فرض این از آنجا که حل این معادلات در حالت دو بعدي مشکل می. باشند هم می

. برابر صفر قرار داده شد yطول به عرض به اندازه کافی بزرگ باشد، تغییرات نسبت به مختصه 

با اعمال روش گالرکین . باشند بنابراین معادلات حاصل فقط شامل متغیرهاي بعد طولی و زمان می

براي حل قسمت زمانی از روش تفاضلات محدود . شوند هاي مکانی و زمانی از هم جدا می قسمت

س اثر پارامترهاي مختلف شامل سپ. گام و تعداد المان بهینه براي حل بدست آمد. استفاده شد

ها استخراج  همچنین فرکانس. هندسه و خواص ویسکوالاستیک ورق بر پاسخ مکانی ورق بررسی شد

  .ها هم اثر پارامترهاي هندسی و خواص ویسکوالاستیک بررسی شد شد و براي آن

  نتایج -5-2
  :باشند نامه به صورت زیر قابل بیان می نتایج این پایان

 1چون استحکام. شود بیشینه جابجایی نقطه وسط وب کاهش یابد سبب میافزایش بار کششی  - 1

 .وب افزایش یافته است
در هر نوع بارگذاري، پس از باربرداري، وب به خاطر خاصیت دمپر خود به حالت اولیه  - 2

 .گردد برمی
                                                
1 Stiffness 
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با افزایش سرعت محوري مقدار جابجایی وب زیاد شده و به حالت ناپایداري سیستم نزدیک  - 3

 .شود می
هاي پایین مقدار کمی جابجایی وسط وب کمی تغییر  با افزایش ضخامت وب، در سرعت - 4

دهد و  هاي بالاتر، افزایش ضخامت به سرعت جابجایی را هم افزایش می اما در سرعت. کند می

 .گردد اگر باز هم ضخامت اضافه شود پاسخ واگرا می
 ها گذارند تا شکل جواب اثیر میها ت پارامترهاي هندسی وب بیشتر بر اندازه جواب - 5

تاثیري  2Eبا توجه به مدل ویسکوالاستیک زنر نوع دوم در نظر گرفته شده، مقدار پارامتر  - 6

 .تقریبا برابر صفر بر پاسخ دارد
ها با  ند، در این شرایط شکل پاسخگذار تاثیر به سزایی بر شکل پاسخ می ηو  1Eپارامترهاي  - 7

 .شوند هم شکل می 1Eیا افزایش  ηکاهش 
. شود ها واگرا می هاي حل، بیشتر یا کمتر از مقدار بهینه باشد جواب در حل عددي اگر گام - 8

اما باید تعداد المان بهینه گردد،  همچنین با افزایش تعداد المان زمان حل و دقت آن افزوده می

 .بدست آید تا بهترین زمان حل را داشت
 .افزاید ها، استفاده از توابع شکل درجات بالاتر بر دقت حل می در تشکیل ماتریس - 9

  پیشنهادها -5-3
  :گردد تر پیشنهاد می موارد زیر جهت شناخت و مطالعه جامع

 هاي بالاتر هاي تغییر شکل برشی مرتبه بررسی اثر تئوري - 1
 رسی دینامیکی وب ویسکوالاستیک متحرك با سرعت متغیر با زمانبر - 2
 بررسی اثرات شار مرزي در المان محدود مساله - 3

 بررسی پاسخ سیستم تحت فشار متغیر - 4



گیري و پیشنهادها نتیجه                                                                               فصل پنجم    

63 
 

 هاي مختلف ویسکوالاستیک بررسی اثر مدل - 5
 هاي کامپوزیتی متحرك محوري وب - 6
 هاي متحرك روي بسترهاي الاستیک و ویسکوالاستیک وب - 7

 وابع شکل مرتبه بالاتربررسی اثر ت - 8
 هاي حل عددي با دقت بالاتر استفاده از روش - 9

 هاي مختلف گاه بررسی اثر تکیه - 10
 بررسی پاسخ سیستم تحت بار کششی وابسته به زمان - 11

  حل دوبعدي ورق با بارهاي مختلف -12

  

  

  



 

64 
 

  

ها پیوست
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  ]50[هاي ورق بررسی تئوري-پیوست الف
ورق، تئوري تغییر شکل ) کلاسیک( 1تئوري کیرشهفهاي مختلف ورق، از  در این پیوست، تئوري

در . اند ها مطرح شده ورق) ردي(و در نهایت تئوري تغییر شکل مرتبه سوم  2مرتبه اول میندلین

هاي تغییر شکل برشی، اثر تغییر شکل برشی عرضی که در تئوري کیرشهف صرفنظر شده،  تئوري

و بر مبناي فرضیات سینماتیکی مطرح شده  3جازيهاي م با استفاده از اصل جابجایی. لحاظ شده است

ي حاکم و شرایط مرزي، براي ورق با ضخامت یکنواخت استخراج  هاي مورد مطالعه، معادله در تئوري

  .شده است

  ها هاي بررسی رفتار ورق مروري بر تئوري -1 -الف
  :توان به دو دسته تقسیم کرد تئوري ورق دوبعدي را می

  .از اثر تغییر شکل برش عرضی صرفنظر شده استتئوري ورق کلاسیک که در آن - 1

  .هاي تغییر شکل برشی ورق تئوري- 2

براي حالت خمش خالص، بر مبناي میدان جابجایی زیر ) CPT) (کیرشهف(تئوري ورق کلاسیک 

  :باشد می

 )1- الف(

),,( zyxu =- z
x

w
∂

∂ 0  

),,( zyxv =- z
y

w
∂

∂ 0  

),,( zyxw = ),(0 yxw  

),,( که در آن wvu هاي جابجایی در راستاي  به ترتیب مولفه),,( zyx  0 وwي میانی  خیز صفحه

ي  میدان جابجایی مذکور دلالت بر آن دارد که خط مستقیم عمود بر صفحه. باشند می) z=0 یعنی(

                                                
1 Kirchhoff 
2 Mindlin 
3 Virtual Displacements 
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xyدر فرض کیرشهف هر دو اثر برش عرضی و . ماند ، پس از تغییر شکل، مستقیم و عمود باقی می

  .نظر شده است اي، صرف صفحه دروننرمال عرضی، یعنی تغییر شکل حاصل از خمش وکشیدگی 

ترین آن،تئوري تغییر شکل برشی  هاي تغییر شکل برشی وجود دارند که ساده یک تعداد از تئوري

این تئوري . معروف است) 1951(باشد که همچنین به تئوري ورق میندلین  می) FSDT( مرتبه اول

  :باشد بر مبناي میدان جابجایی زیر می

 )2- الف(

),,( zyxu = z φx ),( yx  

),,( zyxv = z φy ),( yx  

),,( zyxw = ),(0 yxw  

با در نظر گرفتن  FSDT. باشند میyو  xهاي  به ترتیب چرخش حول محور φyو  φxکه در آن 

یعنی کرنش برشی عرضی ثابت نسبت به مختصات (اش  تغییر شکل عرضی در فرضیات سینماتیکی

شوند که  اي معرفی می هاي تصحیح برشی ، فاکتورFSDTدر . را توسعه بخشیده است CPT، )ضخامت

بدست  FSDTه با استفاده از روابط سینماتیکی اختلاف بین نیروي برشی عرضی واقعی و آنچه ک

ها علاوه بر هندسه سازه، به بارگذاري و شرایط مرزي ورق  که این پارامتر. کنند آیند را تصحیح می می

  .باشد نیز وابسته می

اي  اي در نظر گرفته و از شکل تنش صفحه ، حالت تنش را صفحهCPTو  FSDTدر هر دو تئوري 

  .فتاري استفاده شده استکاهش یافته معادله ر

هاي جابجایی  اي مرتبه بالاتر در بسط مربوط به مولفه هاي مرتبه دو و بالاتر، از چند جمله در تئوري

هاي مرتبه بالاتر پارامترهاي جدیدي معرفی می کنند که اغلب تعبیر فیزیکی  تئوري. شود استفاده می

  :گیرد ه صورت زیر درنظر میرا ب تئوري مرتبه دوم میدان جابجایی. آنها مشکل می باشد

 )3- الف(

),,( zyxu = z φx ),( yx ),(2 yxz xψ+  

),,( zyxv = z φy ),( yx ),(2 yxz yψ+  

),,( zyxw = ),(0 yxw  
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  :شود میدان جابجایی به شکل زیر فرض می نیز )TSDT( 1در تئوریهاي مرتبه سوم ردي

 )4- الف(

),,( zyxu = z φx ),( yx 







∂
∂

+−
x

wz x
03 ϕα  

),,( zyxv = z φy ),( yx 







∂

∂
+−

y
wz y

03 ϕα  

),,( zyxw = ),(0 yxw  

)3(4 2h=αمیدان جابجایی با . رسیم باشد و باصفر قراردادن آن، به تئوري مرتبه اول می می

هاي برشی در سطوح  تغییرات مرتبه دوم کرنش برشی عرضی در راستاي ضخامت و مقدار صفر تنش

در . نیاز به فاکتور تصحیح برشی ندارد FSDT ،TSDTبرخلاف . باشد بالا و پایین ورق، منطبق می

هاي مختلف نشان داده  سه اولیه و تغییر شکل یافته یک لبه ورق از دیدگاه تئوري، هند)1- الف(شکل 

  .شده است

  
  هاي مختلف هندسه اولیه و تغییر شکل یافته یک لبه ورق از دیدگاه تئوري )1 - الف(شکل

ي محاسباتی پایین، تئوري ورق مرتبه اول اغلب یک توصیف با دقت  علاوه برسادگی ذاتی و هزینه

هاي  براي ورق) هاي طبیعی ارتعاشات مانند خیز، بار کمانش و ففرکانس(مومی هاي ع کافی از پاسخ

هاي عمومی استفاده  از این رو از این روش براي تعیین پاسخ. آورد نازك یا ضخیم متوسط، فراهم می

                                                
1 Reddy 
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رغم افزایش زیاد هزینه محاسباتی، دقت نسبی را  علی FSDTي سوم، نسبت به  تئوري مرتبه. شود می

  .دهد کمی افزایش می به میزان

  )CPT(ورق ) کیرشهف(تئوري کلاسیک  -2 -الف
  :برابر است با) 1- الف(کرنش خطی وابسته به میدان جابجایی معادله 
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  .باشند کرنش برشی می xyγهاي عمودي و  کرنش yyεو  xxεکه در آن 

  :براي ورق کیرشهف نیز برابر است با Uانرژي کرنشی مجازي 
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 xxσ ،yyσضخامت ورق،  hي میانی ورق،  محدوده اشغال شده توسط صفحه 0Ωکه در آن 

  ))2- الف(شکل.(باشند میممان واحد طول  xxM ،yyM ،xyMتنش برشی و  xyσهاي عمودي،  تنش
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  ها در المان ورق نیروها و ممان )2 - الف(شکل

  :باشند ها نیز به قرار زیر می ممان

zdz )7- الف(
M
M
M h
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σ

 

==0از آنجا که در تئوري ورق کیرشهف  yzxz γγ، هاي  انرژي کرنشی مجازي مربوط به کرنش

  .برشی عرضی صفر است

),(انرژي پتانسیل مجازي ناشی از بارگذاري عرضی  yxq برابر است با:  

∫ )8- الف(
Ω

−=
0

0),( dxdywyxqV δδ  

 

ها نیز باید به  اي موجود باشند، انرژي پتانسیل مجازي آن هاي غیرصفر لبه اگر نیروها یا مومنتم

  :براساس اصل جابجایی مجازي. معادله فوق اضافه شود

=+=0 )9- الف( VUW δδδ  
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  :و با استفاده از آن، معادله تعادل حاکم بر تئوري ورق کیرشهف برابرست با

02 )10- الف( 2

22
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∂
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+
∂

∂ q
y
M

yx
M

x
M yyxyxx  

کرنش -ي تنش که ماده ورق ایزوتروپیک باشد و از قانون هوك پیروي نماید، معادله با فرض این

  :برابر است با

 )11- الف(
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  :شود و انتگرالگیري از روابط در راستاي ضخامت نتیجه می) 7- الف(با استفاده از روابط فوق و 
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که در آن 
)1(12 2

3

ν−
=

EhD هاي تنش  با جایگذاري منتجه. شود نامیده می ،سفتی خمشی ورق

  :شود ، معادله بایهارمونیک حاکم بر خمش ورق حاصل می)10- الف(در معادله )) 12- الف(معادله (

q )13- الف(
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  )FSDT(تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول  -3 -الف
  :خطی برابر است باهاي کرنش  مولفه) 2- ب(با توجه به میدان جابجایی داده شده در معادله 
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باشند، در  در راستاي ضخامت ورق خطی می) xxε,yyε,xyγ(هاي  همانطور که واضح است، کرنش

  .اند ثابت xzγو  yzγهاي برشی عرضی  حالی که کرنش

∂=∂+∂=0با استفاده از اصل جابجایی مجازي  VUW که در آن:  

 )15- الف(

( ) dxdydzU
h
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0),( δ  

yxw(با معرفی  δϕδφδ ي مربوط به  گیري از معادله هاي مجازي و انتگرال ، به عنوان جابجایی)0,,

  :رسیم هاي مجازي می زیر براي جابجایی ي اصل جابجایی مجازي، به سه معادله

 )16- الف(
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  :که در آن

dz )17- الف(
Q
Q h

h yz

xz

y

x ∫
− 








=






 2/

2/
σ
σ

 

از آنجا که در این تئوري کرنش برشی عرضی در ضخامت ورق ثابت در نطر گرفته شده است، 

هاي برشی  این مسئله با این حقیقت معروف که تنش. هاي برشی عرضی نیز ثابت خواهند بود تنش

این اختلاف بین . باشد کنند، در تضاد می عرضی در راستاي ضخامت به صورت سهمی تغییر می

بینی شده توسط تئوري  هاي برشی پیش هاي برشی عرضی و حالت ثابت تنش ي تنشتغییرات سهمو
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اما با . باشد ، در خود تئوري قابل تصحیح نمیFSDTهاي سینماتیکی  مرتبه اول، به دلیل محدودیت

توان نیروهاي  شود، می که فکتور تصحیح برش نامیده می KSدر یک پارامتر ) 17- الف(ضرب انتگرال 
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، از مساوي قرار دادن انرژي  KSفاکتور . کند ضریب فوق سختی برشی عرضی ورق را اصلاح می

هاي برشی عرضی  ، با انرژي کرنشی منتجه از تنشFSDTهاي برشی عرضی  کرنشی ناشی از تنش

  .شود بینی شده از تئوري الاستیسیته سه بعدي، محاسبه می پیش

  :ي ورق ایزوتروپیک باشد و از قانون هوك پیروي کند فرض اینکه مادهبا 
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  :شوند معادلات رفتاري به صورت زیر حاصل می

 )20- الف(

∫
− ∂

∂
+

∂
∂

==
2/

2/

)(
h

h

yx
xxxx yx

DzdzM
ϕ

ν
ϕ

σ  

∫
− ∂

∂
+

∂

∂
==

2/

2/

)(
h

h

xy
yyyy xy

DzdzM ϕ
ν

ϕ
σ  

∫
− ∂

∂
+

∂
∂−

==
2/

2/

)(
2

)1(h

h

yx
xyxy xy

DzdzM
ϕϕν

σ  

∫
− ∂

∂
+

+
==

2/

2/

0 )(
)1(2

h

h
x

s
xzsx x

wEhKdzKQ ϕ
ν

σ  

∫
− ∂

∂
+

+
==

2/

2/

0 )(
)1(2

h

h
y

s
yzsy y

wEhKdzKQ ϕ
ν

σ  



هاي ورق بررسی تئوري           پیوست الف                                                                         

73 
 

توان معادلات را  ، می)16-الف(در معادلات تعادل )) 20- الف(رابطه (هاي تنش  جایگذاري منتجه از

  :هاي جابجایی بیان کرد بر حسب مولفه
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  )TSDT(تئوري تغییر شکل برشی مرتبه سوم -4 -الف
  :رسیم ، به میدان کرنشی زیر می)3- ب(در این تئوري با استفاده از میدان جابجایی
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  :شوند مولفه جابجایی حاصل می
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  :کنیم هاي زیر را معرفی می که در آن پارامتر
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  :آید صورت زیر به دست میدر نهایت معادلات رفتاري ورق به 
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 ]51[معرفی مواد ویسکوالاستیک-پیوست ب

  مقدمه - 1 -ب
εσ.(کرنش در ناحیه الاستیک براي بسیاري از مواد تابع قانون هوك است- رابطه تنش E=  یا

σε j= ( کهE  مدول الاستیک وj در مقابل مواد الاستیک، سیال ویسکوز . است 1پذیري انعطاف

کرنش آن - وجود دارد که رابطه تنش
dt
dε

ησ . ویسکوزیته است ηتنش برشی و  σاست که  =

رفتار واقعیت این است که بسیاري از مواد به نوعی از قانون هوك انحراف دارند، مثلا علاوه بر 

کرنش - در مواد ویسکوالاستیک رابطه تنش. دهند الاستیک، رفتار ویسکوز مانند هم از خود نشان می

هر چند رفتار مواد ویسکوالاستیک به ساختار مولکولی ماده بستگی دارد ولی از روابط . تابع زمان است

ر برخی مواد انحراف از د. توان استفاده نمود تئوري الاستیسیته براي تحلیل مواد ویسکوالاستیک می

حالت الاستیک ناچیز است و در برخی مواد مانند پلیمرها، چوب، اجزاي بدن رفتار ویسکوالاستیک 

اي بر رفتار مواد ویسکوالاستیک داشته  تواند تاثیر قابل ملاحظه تغییرات دما می. زیادي وجود دارد

  .باشد

 خواص مواد ویسکوالاستیک - 2 -ب
است که از یک طرف رفتار ویسکوز مانند مایعات و از سوي دیگر  ماده ویسکوالاستیک، ماده اي

دو تابع مهم در ویسکوالاستیسیته، کامپلینس خزشی و  .رفتار الاستیک جامدات را نشان می دهد

هاي خزش و رهایش  دهند و از تست باشد، که تغییر شکل ویسکوالاستیک را ارائه می مدول رهایش می

  .آیند بدست می

  2خزش-1-2-ب

که  در ماده الاستیک پس از بارگذاري آنی تغییر شکل نیز به صورت آنی صورت خواهد گرفت و زمانی

ولی در مواد . بار از روي جسم برداشته می شود تغییر شکل به صورت آنی و کامل حذف می شود

                                                
1  Compliance 
2 Creep 
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الت در این ح. یابد ویسکوالاستیک اگر یک تنش ثابت به ماده اعمال شود، کرنش با زمان افزایش می

کرنش به صورت - رابطه بین تنش
0

)()(
σ
ε ttJ اگر بار . پذیري است انعطاف tJ)(است که در آن =

یابد، این کرنش ممکن است صفر شده یا نشود که به ماده  حذف شود، کرنش به تدریج کاهش می

  .بستگی دارد

  
 ]51[آن 1زمان براي خزش و بازیافت-نمودار کرنش )1 -ب(شکل

 2رهایش-2-2-ب

اگر در جسم ویسکوالاستیک کرنش آنی ایجاد گردد، ابتدا تنش ثابتی در جسم ایجاد خواهد شد و 

رابطه بین تنش کرنش در این حالت به صورت . پس از آن تنش به صورت تدریجی کاهش می یابد

0

)()(
ε

σ ttE   .مدول رهایش است tE)(است که در آن  =

                                                
1 Recovery 
2 Relaxation 
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  ]51[زمان براي رهایش و بازیافت آن-نمودار کرنش )2 -ب(شکل

 هاي مکانیکی مواد ویسکوالاستیک مدل - 3 -ب
ویسکوالاستیسیته خطی به طور معمول به صورت ترکیب اجزاء الاستیک و ویسکوز بیان شده و از فنر 

  .شود ي پاسخ ایده آل الاستیک و ویسکوز استفاده می و دمپر به ترتیب براي ارائه

قانون هوك بیان می کند که تنش نسبت خطی با تغییر . ز قانون هوك پیروي می کندجامد ایده ال ا

  .شکل دارد که به این نسبت خطی ثابت مدول الاستیسیته گفته می شود

   )1-ب(
مواد الاستیک را می توان با المان فنر مدل کرد و نشان داد که در برابر تنش ثابت، تغییر شکل ثابتی 

پاسخ به صورت آنی و بدون وابستگی به زمان است و مرحله بازیافت بعد از .دهداز خود نشان می 

  .حذف تنش به طور آنی و کامل انجام می شود
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 ]52[مدل مواد الاستیک )3 -ب(شکل

قانون نیوتون بیان می کند که تنش در سیال با . در مورد سیال ایده ال قانون نیوتون برقرار است

 :می نامد بنابراین ( )بت ثابت را ویسکوزیته نرخ تغییر شکل رابطه خطی دارد و نس

εησ  )2-ب( =  

پاسخ به صورت آنی اتفاق نمی افتد بلکه تغییر شکل . مواد ویسکوز را می توان با المان دمپر مدل کرد

  .بعد از حذف تنش وجود ندارد Recoveryوابسته به زمان است و مرحله 

  
 ]52[مدل مواد ویسکوز )4 -ب(شکل

  ماکسولمدل  -1 -3-ب
 .در مدل ماکسول از المان فنر و دمپر به صورت سري استفاده می شود
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  ]52[ .مدل ماکسول )5 -ب(شکل

 )تنش ثابت(  :پاسخ مدل ماکسول در خزش

  :تعادل

σσσ  )3-ب( == 21  

  :کرنش

21  )4-ب( εεε +=  

  :معادله

η  )5-ب(
σσ

ε +=
E


  

  :استکامپلینس خزش مدل ماکسول به شکل زیر 

ησ  )6-ب(
ε t

E
tJ +==

1)(
0

 

  )کرنش ثابت(  :پاسخ مدل ماکسول در رهایش

exp(0(  )7-ب( τ
εσ

tE −
=  

= که    :مدول رهایش مدل ماکسول به فرم زیر است .را زمان رهایش می نامند   

  )8-ب(
)(

0

)( τ

ε
σ t

EetG
−

==  
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برگشت آن پاسخ با رفتار مدل ماکسول در رهایش به طور تقریبی مناسب است ولی در خزش و 

  .رفتار مواد ویسکوالاستیک مطابقت ندارد

  
  ]52[رفتار مواد ویسکوالاستیک در مدل ماکسول )6 -ب(شکل

 مدل کلوین -2 -3-ب
  .در مدل کلوین از المان فنر و دمپر به صورت موازي استفاده می شود

  :تعادل

21  )9-ب( σσσ +=  

  :کرنش

21  )10-ب( εεε ==  

  :معادله

εηεσ  )11-ب( += E  
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  ]52[مدل کلوین )7 -ب(شکل

 )تنش ثابت(  :پاسخ مدل کلوین در خزش

exp(1(0((  )12-ب(

τ
σ

ε
t

E
−

−=  

= که      

  :کامپلینس خزش مدل کلوین به فرم زیر است

)exp(1(1)((  )13-ب(
0 τσ

ε t
E

tJ −
−==  

  
 ]52[رفتار مواد ویسکوالاستیک در مدل کلوین )8 -ب(شکل

  )کرنش ثابت(  :پاسخ مدل کلوین در رهایش

0εσ  )14-ب( E=  
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رفتار مدل کلوین در خزش و بازیافت خزش به طور تقریبی مناسب است ولی در رهایش 

  .پاسخ با رفتار مواد ویسکوالاستیک مطابقت ندارد

  مدل استاندارد خطی  -3 -3-ب
 .در مدل استاندارد از المان فنر و مدل کلوین به صورت موازي استفاده می شود

  
  ]52[مدل استاندارد خطی  )9 -ب(شکل

σσηεεη  )15-ب( )( 21211 EEEEE ++=+   

  )تنش ثابت(  :پاسخ مدل استاندارد در خزش

)exp(1((  )16-ب(
2

0

1

0

τ
σσε t
EE

−−+=  

= که       

 :کامپلینس خزش مدل کلوین به فرم زیر است

)exp(1(11)((  )17-ب(
210 τσ

ε t
EE

tJ −−+==  

  )کرنش ثابت(  :پاسخ مدل استاندارد در رهایش

))exp((  )18-ب( 12
21

01

τ
ε

σ
tEE

EE
E −

+
+

=  

  :مدول رهایش مدل استاندارد به فرم زیر است
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)())exp((  )19-ب( 12
21

1

0 τε
σ tEE

EE
EtG −+
+

==  

  .رفتار مدل کلوین در خزش ، بازیافت خزش و رهایش به طور تقریبی مناسب است

  
 ]52[رفتار مواد ویسکوالاستیک در مدل استاندارد خطی  )10 -ب(شکل

خزش و رهایش هر چند پاسخ مدل استاندارد از نظرکیفیت با پاسخ ماده ویسکوالاستیک در 

یکسان است ولی پاسخ ها از نظر کمیت متفاوتند وبا تغییر پارامترهاي مدل تنها نمودارها در راستاي 

براي رفع این مشکل رفتار مواد واقعی در خزش را می توان با ترکیبی از . محور زمان جابجا می شوند

ج مدل کلوین کافی است و نتایج معمولا استفاده از چهار یا پن. چند مدل کلوین و یک فنر مدل نمود

 .حاصل از مدل با داده هاي تجربی به خوبی منطبق می باشد

  مدل زنر نوع اول -4 -3-ب
زنر نوع اول . ارز هستند باشد که با یکدیگر هم مدل زنر از نظر ساختاري داراي دو نوع مختلف می

هاي بارز مدل زنر نوع  یکی از ویژگی. باشد شامل ترکیب مدل کلوین و یک المان فنر مطابق شکل  می

بطوري که کرنش الاستیک را با المان الاستیک و . بندي مشخص انواع کرنش در آن است اول تقسیم

  .کرنش ویسکوالاستیک را با المان کلوین نشان داده است
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  ]52[مدل زنر نوع اول )11 -ب(شکل

  .ویت- در این مدل، کرنش کل برابر است با مجموع کرنش دو قسمت فنر و کلوین

  :شود بین تنش کرنش آن با معادله زیر بیان میرابطه 

η  )20-ب(
εσ

η
σ 2

1

2

1

)()1(1)(1 E
dt

td
E
E

dt
td

E
+=++  

  :پاسخ مدل زنر نوع اول به تست خزش

)()11)1((  )21-ب(
)(

21
0

2 tE

e
EE

t ησε
−

−+=  

  .کند بینی می مدل زنر هر دو تابع خزش و رهایش را در حوزه زمان به خوبی پیش

 مدل زنر نوع دوم -5 -3-ب
استفاده شده است از ترکیب موازي یک فنر خطی با  نامه از آن مدل زنر نوع دوم که در این پایان

. هاي اعمالی برابر است با مجموع تنش فنر و ماکسول در این مدل تنش. شود مدل ماکسول بسته می

 :کرنش در این مدل برابر است با- رابطه تنش

εεησση  )22-ب(
221

11

)()()( E
dt

tdEE
Edt

td
E

++=+  
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  ]52[مدل زنر نوع دوم )12 -ب(شکل

  :پاسخ این مدل به تست رهایش

)()(  )23-ب(
)(

120

1 tE

eEEt τεσ
−

+=  
  :و پاسخ این مدل به تست خزش

)()1)1((  )24-ب(
2

1

21

0 τσε
t

e
E
E

EE
t

−

−+
+

=  

که در آن 
1E

ητ باشد که به صورت زمان لازم براي رسیدن به حد نهایی تنش  زمان رهایش می =

  .شود تفسیر می

  مدل ویچرت -6 -3-ب
. هاي بازیافت متفاوت است بنابراین زمانهاي مولکولی متفاوتی وجود دارند  در یک پلیمر واقعی بخش

توان به صورت زیر  براي در نطر گرفتن این موارد براساس مدل ویچرت یک ماده ویسکوالاستیک را می

  .مدل کرد
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  ]52[شماتیک مدل ویچرت )13 -ب(شکل

  :گردد کرنش در محیط لاپلاس به صورت زیر بیان می- بر این اساس رابطه تنش

  )25-ب(
∑ ∑

+
+=+=

j j

j

j

j
eje E

s

sE
Es )

)(
()(

η

σσσ  

اگر . شود کرنش با یک فانکشنال تعریف می- کلی در یک ماده ویسکوالاستیک رابطه تنش بطور

ها کوچک باشد این فانکشنال بر حسب معادلات دیفرانسیل با ضرایب ثابت قابل تعریف  تغییر شکل

  .است

)()()()(  )26-ب( tDQtDP εσ =  

kکه در آن 
n

k
kDaDP ∑

=

=
0

kو  )(
n

k
kDbDQ ∑

=

=
0

و  )(
t

D
∂
∂

مرسوم است جهت توصیف . است =

رفتار ویسکوالاستیک یک سیستم تحت کشش چند محوري، اثر مولفه برشی را از مولفه تغییر حجم 

این قاعده به دلیل پاسخ متفاوت ماده ویسکوالاستیک به برش در برابر حالت اتساع . خالص جدا کنند

  .باشد یا بالک، می

  )27-ب(
)()( 11 tQtP d

ij
d
ij γσ =  

)()( 22 tQtP iiii γσ =  

  :باشند اپراتورهایی به شکل کلی زیر می 2Qو  1P ،2P ،1Qمعرف بخش انحرافی و  dبالانویس 

n  )28-ب(

n

n t
p

t
p

t
ppP

∂
∂++

∂
∂+

∂
∂+= ...2

2

1101  
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  ]53[روش المان محدود - پیوست ج
  مهدمق -1 -ج

ها، منجر به خلق مسائل تازه و  زایش روز افزون نیازهاي بشر و تلاش براي برآورده ساختن آناف

هاي علمی و فنی شده که حوزه مهندسی مکانیک و سازه نیز از این امر  اي در همه زمینه پیچیده

  .مستثنی نبوده است

تحت  یدهچپیدر اغلب موارد، نیاز به طراحی و تحلیل قطعات با هندسه و اخیرا خواص 

به عنوان مثال تئوري الاستیسیته (هاي کلاسیک موجود هاي نامنظم است که بکارگیري روش بارگذاري

منجر به یافتن معادلات حاکم پیچیده با شرایط مرزي و اولیه متنوع است که ) در مورد توزیع تنش

  .سازد عملا حل این معادلات از روش تحلیلی را غیرممکن می

ها  اي عددي متنوعی براي حل معادلات دیفرانسیل حاکم به سیستمه از همین روست که روش

  .گیرند ایجاد و امروزه به طرز وسیعی مورد استفاده قرار می

، 2، اجزا محدود1هاي مختلفی نظیر حجم محدود بندي، روش بسته به نوع روش عددي و نوع المان

  .حاصل شده است... و  3تفاضل محدود

ها یک پدیده فیزیکی را به وسیله دستگاهی از معادلات دیفرانسیل  معمولا مهندسان و فیزیکدان

خاصی صادق است و شرایط مرزي و آغازین مناسبی را تامین  5که در محدوده 4اي معمولی و یا پاره

در واقع یک معادله دیفرانسیل با شرایط مرزي و اولیه مورد نیاز، خود یک . کنند کند توصیف می می

ها در شکل  براي یافتن توزیع متغیرهاي مورد نظر که ارتباط آن. یک پدیده استمدل ریاضی کامل از 

بایست معادله مذکور حل گردد تا بتوان مقادیر  گردد، می دیفرانسیلی توسط معادله حاکم بیان می

هاي  توان شکل که تنها می اما با توجه به این. عددي هر کمیت مرتبط را در نقاط دلخواه بدست آورد

                                                
1 Finite Volume 
2 Finite Element 
3 Finite Difference 
4 Partial 
5 Region 
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هاي تحلیلی حل نمود،  هاي هندسی بسیار ساده را با روش ساده این معادلات آن هم در ناحیه بسیار

  .در حل اغلب معادلات حاکم به روش تحلیلی با مشکل بزرگی مواجه هستیم

براي مقابله با چنین مشکلاتی و نیز جهت استفاده از قدرتمندترین وسیله موجود در قرن حاضر 

ها  ست که مساله مورد نظر در یک قالب کاملا جبري ریخته شود تا حل آنیعنی کامپیوتر، ضروري ا

هاي  توان از انواع مختلف روش براي دستیابی به چنین هدفی می. تنها نیازمند عملیات جبري باشد

در این . سازي یک مساله پیوسته تعریف شده به وسیله معادلات دیفرانسیل استفاده نمود گسسته

اي نامتنهاهی از اعداد نشان داد، به وسیله  ها را با مجموعه توان آن بع مجهول که میها تابع یا توا روش

گردند که طبیعتا در حالت کلی نوعی تقریب را در بر  تعداد متناهی از پارامترهاي مجهول جایگزین می

  .دارد

  :سه روش عمده در حل عددي یک معادله دیفرانسیل به شرح زیرند

  1دروش تفاضل محدو -1-1-ج

در این روش ناحیه مورد نظر به تعدادي زیر ناحیه . این روش مبتی بر مشتقات تابع مجهول است

شود و سپس بسط سري تیلور تابع مجهول حول نقاط مرکزي نواحی کوچک نوشته  کوچک تقسیم می

و به این وسیله تغییرات ) تقریب(شود  سپس از جملات مرتبه دوم به بالا صرف نظر می. شود می

پس از نوشتن بسط . شود وسته تابع بر حسب مکان یا زمان تبدیل به نوعی تغییرات گسسته میپی

تیلور 
dx
d  تبدیل به

x∆
اي از  ها مجموعه شود و با نوشتن بسط مذکور براي همه نقاط زیر بازه می ∆

این روش . باشند هاي عددي و توسط کامپیوتر قابل حل می معادلات جبري حاصل شده که از روش

  .شده است جهت حل مسائل انتقال حرارت و مکانیک سیالات قبلا استفاده می

  2وردشیروش  -2-1-ج

                                                
1 Finite difference method 
2 Variational Method 
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در این . کند انتگرال خاص از تابع مجهول است که یک عدد تولید میاین روش مبتنی بر یک 

تابعی که . شود توان قرار داد و هر بار یک عدد تولید می انتگرال توابع مختلفی را به عنوان تقریب می

. تواند تقریب مناسبی براي یک معادله دیفرانسیل خاص باشد کوچکترین عدد را تولید کند، می

  :ر نظر بگیریدانتگرال زیر را د

dxQ )1- ج(
dx
dyDH

y∫ 



 −=Π

0

2)(
2

 

xfy)(توان هر بار با تعیین تابعی مانند  را می Πمقدار عددي  حساب تغییرات . بدست آورد =

xgy)(دهد که تابعی مثل  نشان می را تولید کند، جواب معادله دیفرانسیل  Πکه کمترین عدد  =

)0(0زیر با شرایط مرزي  yy HyHyو  =   :است )(=

02 )2- ج(

2

=+ Q
dx

ydD  

  .شود در واقع در عملیات فوق از روي انتگرال به معادله دیفرانسیل مربوطه پی برده می

یعنی معادله دیفرانسیل داده شود و از روي آن یک انتگرال تعریف . تواند برعکس باشد فرآیند می

حاصل شد، آن تابع  Πگاه توابع مختلف در انتگرال قرار داده شود و هنگامی که کمینه  آن. شود

  .بهترین تقریب براي معادله دیفرانسیل خواهد بود

باشد، اما یک ایراد اساسی دارد و  هاي اجزا محدود می بندي بسیاري از فرمول روش وردشی مبناي

  .باشد که قابل اعمال براي معادلات دیفرانسیل داراي مشتق مرتبه اول نمی آن این

 1روش باقیمانده وزنی-3-1-ج

ها ابتدا یک تخمین براي  در این روش. باشند هاي باقیمانده وزنی نیز شامل یک انتگرال می روش

از آنجایی که تقریب اولیه در . گیرد شود و در معادله دیفرانسیل مربوطه قرار می جواب انتخاب می

xhy)(فرض کنید تابعی مانند . شود حاصل می Rکند، باقیمانده با خطایی مانند  معادله صدق نمی = 

  :رود در ابتدا به عنوان تقریب براي معادله دیفرانسیل زیر به کار 

                                                
1 Weighted Residual Methods 
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02 )3- ج(

2

=+ Q
dx

ydD  

  :شود با قرار دادن تابع در معادله نتیجه می

)()(0 )4- ج(
2

2

≠=+ xRQ
dx

xhdD  

  :باشدبایست رابطه زیر برقرار  هاي باقیمانده وزنی می در روش

∫ )5- ج( =
H

i dxxRxW
0

0)()(  

. بایست برابر صفر باشد ضرب شده است و انتگرال حاصلضرب می نیزوباقیمانده معادله در یک تابع 

توابع وزنی مختلفی را . تعداد توابع وزنی مورد نیاز برابر است با تعداد ضرایب مجهول در حل تقریبی

  :شود نمونه مشهورتر آن اشاره می توان براي حل انتخاب نمود که در زیر به چند می

)()(در ایت روش توابع ضربه : 1روش تجمعی • ii XxxW −= δ  به عنوان توابع وزنی انتخاب

بایست در نقاط خاصی مقدار باقیمانده صفر  این نوع انتخاب بیانگر این است که می. شوند می

 .تعداد این نقاط برابر تعداد ضرایب مجهول در حل تقریبی است. باشد

 

)(1هر تابع وزنی برابر واحد، : 2روش زیردامنه • =xWi شود انتخاب می، در یک ناحیه خاص .

اي از یک ناحیه،  بایست در طول فاصله این نوع انتخاب بیانگر این است که می

گیري برابر تعداد ضرایب  تعداد فواصل انتگرال. ها برابر صفر گردد باقیمانده) انتگرال(مجموع

 .نامعین در حل تقریبی است

                                                
1 Collocation Method 
2 Subdomain Method 
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شود، به  یبی استفاده میدر روش گالرکین همان تابعی که به عنوان حل تقر: 1روش گالرکین •

این رهیافت، مبناي روش اجزا محدود براي مسائل داراي . شود عنوان حل تقریبی استفاده می

 .مشتق مرتبه اول و بسیاري مسائل دیگر است

. شود به عنوان تابع وزنی استفاده می Rدر این روش مقدار خطاي : 2روش حداقل مربعات •

 :گردد گرال زیر حاصل میبنابراین انت

] )6- ج( ]∫=
H

r dxxRE
0

2)(  

از روش حداقل . شود این میزان خطا نسبت به ضرایب نامعلوم موجود در حل تقریبی، کمینه می

شود، اما این روش به اندازه روش وردشی  مربعات نیز جهت فرموله کردن حل اجزا محدود استفاده می

  .گیرد نمیو روش گالرکین مورد استفاده قرار 

  زاي محدودروش اج - 2 -ج

باشد که توسط معادله  روش اجزا محدود یک دستورالعمل عددي جهت حل مسائل فیزیکی می

هاي عددي متمایز  این روش داراي دو ویژگی است که آن را از سایر روش. شوند دیفرانسیل توصیف می

  :سازد می

 .شود جبري استفاده می بندي جهت ایجاد یک دستگاه معادلات در این روش از یک فرمول - 1

هاي مجهول استفاده  اي پیوسته جهت تقریب کمیت در این روش از توابع هموار به طور قطعه - 2

 .شود می

بندي انتگرالی دارند متمایز  هاي عددي که فرمول مشخصه دوم، روش اجزاي محدود را از سایر روش

  .سازد می

  :توان به پنج مرحله تقسیم کرد روش اجزاي محدود را می

                                                
 1 Galerkin's Method 
2 Least Square Method 
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ها  نقاط اتصال المان. 1تقسیم ناحیه مورد بحث به تعداد زیادي ناحیه کوچک موسوم به المان - 1

 .شود نامیده می 2به هم گره

تعیین تقریب اولیه براي حل به صورت یک تابع با ضرایب ثابت مجهول، پس از تعیین شدن  - 2

 .شود مرتبه تقریب اولیه، معادله حاکم در هر گره نوشته می

در صورت استفاده از روش گالرکین، تابع وزنی براي هر گره . تگاه معادلات جبرياستخراج دس - 3

گیري، براي هر گره یک  با انتگرال. گردد مشخص شده و سپس انتگرال باقیمانده تشکیل می

ها، دستگاه معادلات به  گردد که پس از استخراج معادلات همه گره معادله جبري ایجاد می

 .آید وجود می

 معادلات ایجاد شده حل دستگاه - 4

 .ها به کمک مقادیر گرهی محاسبه سایر کمیت - 5

در مرحله اول همانگونه که اشاره گردید، هندسه مساله به نواحی کوچک موسوم به المان تقسیم 

گفته  3هایش یک مش به مجموع المان با گره. باشند ها می ها، گره نقاط اشتراك المان. گردد می

همچنین بسته به بعد المان، اشکال مختلف . د یک، دو و یا سه بعدي باشندتوانن ها می المان. شود می

تواند به شکل مثلث، مربع و یا شکل دلخواه  یک المان دو بعدي می. براي یک المان قابل تصور است

باشد که مستلزم دقت و مهارت  سازي می بندي هندسه مساله از مراحل مهم مدل مش. دیگري باشد

  .باشد مناسب می

ر مرحله دوم، در واقع تقریب اولیه براي جواب مساله به صورت یک تابع با ضرایب ثابت مجهول د

شود و براي کل شکل مساله انجام  این تقریب در محدوده یک المان زده می. شود در نظر گرفته می

21به عنوان مثال .(گیرد نمی cxcu یک تقریب خطی براي توزیع جابجایی در یک المان یک بعدي  =+

توان ابعاد المان را بسیار ریز  شوند، چون می افزار حل می در خصوص مسایلی که توسط نرم.). است

                                                
1 Element 
2 Node 
3 Mesh 
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به عبارت دیگر تقریب اولیه براي . شود گاه تقریبی با درجه بیشتر از دو زده نمی انتخاب کرد، هیچ

  .رها یا خطی است یا سهمويافزا جواب همواره در نرم

هاي لازم، به  گیري ها نوشته شده و پس از انتگرال تک گره در مرحله بعد معادله حاکم براي تک

 1تر شدن موضوع به معرفی مفهوم تابع شکلی براي روشن. شود شکل یک معادله جبري تبدیل می

دا مقادیر گرهی کمیت مورد همانگونه که ذکر شد در یک تحلیل اجزاي محدود ابت. شود پرداخته می

توان مقدار کمیت مجهول را بدست  یابی هر نقطه دلخواه می گردد و سپس با میان نظر محاسبه می

. شود المان خطی یک بعدي در نظر گرفته می. یابی معلوم باشد بایست مرتبه میان آورد و بنابراین می

حاکم بر حسب آن است، در این المان حل تقریبی و یا همان کمیت مجهول باشد که معادله  ϕاگر 

  :یابی عبارتست از تابع میان

xaa )7- ج( 21 +=ϕ  

هاي  با موقعیت j و iدر صورتی که این المان بین دو گره . باشند مجهول می 2aو  1aکه در آن 

iX و jX  واقع شده باشد و مقادیر گرهیϕ با  برابرiφ و jφ ،1دو ضریب مجهول  باشدa  2وa  قابل

  .اند محاسبه

jj )8- ج( Xaa 21 +=φ  ii Xaa 21 +=φ  

  :که در نتیجه خواهیم داشت

 )9- ج(
ij

ji

XX
a

−
−

=
φφ

2  
ij

ijji

XX
XX

a
−
−

=
φφ

1  

  :را در رابطه اولیه قرار دهیم خواهیم داشت 2aو  1aحال اگر مقادیر 

j )10- ج(
i

i
j

L
Xx

L
xX

φφϕ 





 −

+






 −
=  

یابی است، زیرا  اي استاندارد براي میان رابطه بدست آمده فوق رابطه. طول المان است Lکه در آن 

این توابع خطی را . باشند می Xها نیز توابع خطی از  ترکیب خطی مقادیر گرهی است که ضرایب آن

                                                
1 Shape Function 
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در واقع هر گره، تابع شکلی مخصوص به خود را . نامند ها را توابع شکلی می دهند و آن می Nبا حرف 

بنابراین توابع شکلی به صورت زیر . باشد یابی می گره در میان  دارد که بیانگر سهم مقدار گرهی آن

  :باشند می

L )11- ج(
xXN i

j
−

=  
L

xX
N j

i

−
=  

  :توان به صورت زیر خلاصه کرد یابی را می و رابطه میان

jjii   )12- ج( NN φφϕ +=  

هر تابع شکلی در محل گره خود داراي مقدار . چند نکته در خصوص توابع شکلی قابل ذکر است

مجموع توابع شکلی در یک نقطه هموراه برابر یک . یک و در محل گره دیگر داراي مقدار صفر است

به عنوان مثال اگر حل تقریبی یا همان . یابی یکسان است همواره مرتبه توابع شکلی و میان. است

هاي توابع  از دیگر ویژگی. ها هم توابعی خطی خواهند بود یابی تابعی خطی باشد، توابع شکلی گره میان

  .برابر صفر است) xمانند (ها نسبت به یک متغیر  شکلی این است که مجموع مشتقات آن

گفته شد، ابتدا یک تخمین  همانگونه که. توان روش گالرکین را مورد بررسی قرار داد حال بهتر می

21به طور مثال ( cxcu براي معادله حاکم زده ) در خصوص توزیع تغییر مکان در المان یک بعدي =+

سپس با انتخاب تابع وزنی مناسب و به تعداد مجهولات موجود در تخمین اولیه، انتگرال . شود می

که عبارتی بر حسب ضرایب نامعلوم تابع تقریب  گردد حاصلضرب تابع وزنی و باقیمانده محاسبه می

به طور مثال یک المان خطی . باشند در روش گالرکین، توابع وزنی همان توابع شکلی می. خواهد بود

گردد و در نهایت دو معادله با  انتگرال حاصلضرب هر یک از توابع شکلی در باقیمانده محاسبه می

به دلیل . آید به عبارت دیگر به ازاي هر گره یک معادله بدست می. آید بدست می jφو  iφمجهولات 

که هر معادله شامل بیش از یک مجهول است، به تنهایی قابل حل نخواهد بود و باید به تعداد  این

  .گاه تمامی معادلات به صورت یکجا حل گردند ها معادله استخراج شود تا آن گره

ها نظیر  شود، سپس سایر کمیت از استخراج معادلات، این دستگاه معادلات جبري حل می پس

  .گردند کرنش، تنش، نیرو و گشتاور محاسبه می
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Abstract 

In this research numerical solve for vibration of a moving viscoelastic web under 

transfer loading for acquiring displacement and frequencies on the basis of first shear 

deformation theory is proposed. for this purpose governing equations on the assumption 

of standard linear model of Zener for material detection is derived by Hamilton and 

time and displacement are separated using Galerkin method. For solving governing 

equations dominated on the behavior of system which is a system of differential 

equation on the basis of time finite difference method is used. Web response during 

time is solved and the sensitivity of these values to geometrical parameters and 

viscoelastic characteristics are investigated. Also natural frequency of system and it's 

dependency to geometry and web material is investigated.  
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