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 چکیده

های جدار ضخيم در این تحقيق با استفاده از تئوری الاستيسيته مستوی به تحليل ترموالاستوپلاستيک کره

، با تغييرات توانی خواص مکانيکی که در معرض فشار داخلی FGساخته شده از مواد همگن و مواد ناهمگن 

اند ، پرداخته شده است. هدف بررسی تسليم کره با در نظر گرفتن حالت پایا قرار گرفتهو بار حرارتی در 

جایی شعاعی کره پلاستيک کامل( و یافتن وضعيت تنش، کرنش و جابه -رفتار الاستوپلاستيک )الاستيک

ند و از های جدار ضخيم متقارن محوری که ضخامت ثابتی داراست. ابتدا معادلات دیفرانسيل حاکم بر کره

اند و در معرض بار فشاری و حرارتی قرار دارند با مواد همگن و ناهمگن با تغييرات توانی خواص، ساخته شده

اند. سپس بر اساس معيارهای تسليم استفاده از تئوری الاستيسيته مستوی در حالت کلی استخراج شده

افزار المان محدود آباکوس به کمک نرم صورت عددی باصورت تحليلی و معيار تسليم فون ميزز بهترسکا به

جایی در ناحيه الاستيک و پلاستيک کره تسليم شده ها و جابهها، کرنشبررسی تسليم کره و توزیع تنش

با مشخصاتی  FGMپرداخته شده است. در نهایت برای ارزیابی بيشتر، به بررسی نتایج در یک کره همگن و 

 معلوم پرداخته شده است.

 

(، ماده PET(، تئوری الاستيسيته مستوی )FGMکره جدار ضخيم، ماده ناهمگن ) کلیدی:واژگان 

 پلاستيک کامل، معيار تسليم ترسکا، معيار تسليم فون ميزز -الاستيک
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 ، دانشگاه صنعتی اميرکبير.2932اسفند ماه  9 -2دوازدهمين کنفرانس هوافضای ایران، 

 ب( مقالات در دست داوری 

1- “Comparison between pressurized spherical and cylindrical shells 

yielding conditions made of homogeneous and nonhomogeneous (FG) 

materials”, Journal of Solid Mechanics (JSM), Islamic Azad University- 

Arak Branch. 
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 ها پوسته-1-1

-فراوانها ها در برابر سایر ابعادشان کوچک است. پوستههایی خميده هستند که ضخامت آنها سازهپوسته

های آشنا کنيم، از جمله پوستههایی هستند که در اطراف خود مشاهده میترین سازهترین و متنوع

ی هواپيما، مخازن تحت ی سر، لاک و صدف جانوران، بدنهعبارتنداز: حباب صابون، حباب لامپ، جمجمه

ای برخوردارند. ، از مقاومت مطلوب و ویژهها از لحاظ رفتاری در برابر نيروها و لنگرهاپوسته....  ها وفشار، لوله

ی نه چندان دور تا به امروز مورد توجه های مختلف از گذشتهکارگيری تئوری مطالعه این رفتارها و به

-ها، پوستهدانشمندان زیادی قرار گرفته و به دليل فراوانی کاربرد، همچنان ادامه دارد. از ميان انواع پوسته

پژوهان به دنبال اعمال تغييرات بر روی دیواره و ای دارند و همواره دانشویژه ، اهميتشکل های کروی

ها افزایش و وزن آنها را ها را در برابر بارگذاریاند که بتوانند مقاومت آنها بودهی این دسته از پوستهماده

 کاهش دهند.

 [1ها ]انواع پوسته -1-1-1

شوند. تقسيم میجدار ضخيم های نازک و پوستهجدار های ه پوستهها از نظر هندسی عمدتاً به دو گروپوسته

ای ی پوسته نياز به مشخص شدن حالت سطح ميانی و ضخامت آن است. پوستهبرای مشخص شدن هندسه

ای که ی جدار نازک و پوستهاست پوسته 15/1که نسبت ضخامت به شعاع انحنای سطح ميانی آن کمتر از 

-در نظر گرفته می جدار ضخيماست پوسته  15/1حنای سطح ميانی آن بيشتر از نسبت ضخامت به شعاع ان

 شود.

 ها های ارائه شده برای پوستهتئوری -1-1-2

های مختلفی توسط دانشمندان تئور جدار ضخيمنازک و جدار های برای مدل سازی ریاضی و تحليل پوسته

-ها پرداخته میین بخش به معرفی برخی از این تئوریارائه شده است که هر کدام مزایا و معایبی دارد. در ا

 شود.
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  نازکجدار های پوسته تئوری -1-1-2-1

ها بر مبنای تئوری الاستيسيته دو بعدی بنا شده است. درحقيقت به دليل کوچک های این پوستهتئوری

سازی روابط با سادهشود و ی سه بعدی استفاده نمیبودن یک بعد نسبت به ابعاد دیگر تئوری الاستيسيته

آید که دقت نتایج هر تئوری دست میها بهستهل این پوهای تحليلی تقریبی برای حيته روشالاستيس

( ارائه شد. 2851) 2ها توسط کيرشهفسازی آن دارد. اولين فرضيات در مورد ورقبستگی به درجه ساده

( معادلات عمومی 2888) 9فی کرد. لاوها را معرپوستهتئوری ( بر اساس فرضيات کيرشهف 2814) 1ارون

کيرشهف مشهور  -نازک یا تئوری لاوجدار های نازک را ارائه کرد که به تئوری کلاسيک پوستهجدار پوسته 

های حاصل از دوران متقارن محوری را با استفاده از فرضيات لاو ارائه ( تحليل پوسته2321) 4است. ریسنر

ی دو را با لحاظ کردن خيزهای کوچک ارائه نمود که ها با تقریب مرتبه( تئوری پوسته2391) 5نمود. فلوگه

های خاص شوند و فقط در حالتنازک شناخته می جدار هایاین معادلات به عنوان معادلات استاندارد پوسته

-وستهسازی معادلات فلوگه تئوری پیات فلوگه را تکميل کرد. با ساده( نظر2344) 6باشند. بيرنهقابل حل می

را  نازک جدارهای خطی پوسته( تئوری غير2351شود. نقدی )ل میی صفر و یک حاصها با تقریب مرتبه

 8مک اصل کار مجای پرداخت و نووژیلفها به کبندی پوسته( به فرمول2353) 1بندی کرد. سندرزفرمول

های عمومی ارائه شده نهایت تئوریهای مختلف نشان داد. در ها را به شکل( امکان ارائه نظریه پوسته2364)

 بندی نمود:ر تقسيمتوان به شکل زینازک را می جدارهای برای پوسته

هایی که سختی خمشی خيلی کمی دارند و ی صفر( : پوستهتئوری غشایی )تئوری با تقریب مرتبه -2

 شوند؛از نظر فيزیکی قادر به تحمل لنگرهای خمشی نيستند، با این تئوری تحليل می

                                                           
1 Kirchhoff  

2 Aron  

3 Love  

4 Reissner  

5 Flugge  

6 Byrne  

7 Sanders  

8 Novozhilov  
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هایی که سختی خمشی قابل توجهی داشته ی یک( : پوستهتئوری خمشی )تئوری با تقریب مرتبه -1

 ؛شوندشند، با این تئوری تحليل میباشند و از نظر فيزیکی قادر به تحمل لنگرهای خمشی با

 فلوگه )تئوری با تقریب مرتبه دو(.تئوری  -9

شود که این فرضيات در فرضياتی در نظر گرفته مینازک با تغيير شکل کم جدار های برای تحليل پوسته     

کيرشهف  -شوند. این فرضيات که به نام فرضيات لاوهای غشایی و خمشی نيز در نظر گرفته میتئوری

 مشهورند عبارتند از :

 نسبت ضخامت پوسته به شعاع انحنای سطح ميانی خيلی کمتر از واحد است؛ -2

 در مقایسه با ضخامت پوسته کوچک هستند؛  هاتغيير مکان -1

مقاطع مستوی عمود بر سطح ميانی پوسته پس از بارگذاری و تغيير شکل، مستوی و عمود بر  -9

های برشی و کرنش عمودی در توان از کرنشمانند که با این فرض میسطح ميانی باقی می

 سطح موازی با سطح ميانی صرف نظر نمود؛

 ی با سطح ميانی قابل چشم پوشی است.تنش عمود بر سطوح مواز -4

 جدار ضخيمهای تئوری پوسته -1-1-2-2

 جدار ضخيمهای يق استوانهحل دق 1ی دو بعدیده از تئوری الاستيسيتها( با استف2851) 2اولين بار لامه

 گرد را ارائه کرد.ی همگن و همسانخت داخلی از مادهمتقارن محوری با جدار ثابت تحت فشار یکنوا

 دست آورد.را ب جدار ضخيمهای ( با استفاده از معادلات اساسی الاستيسيته روابط پوسته2391) 9گلرکين

 جدار ضخيمهای ( با استفاده از تئوری الاستسيسته خطی معادلات قابل حلی برای پوسته2343) 4ولاسف

-ر شکل برشی را برای پوسته( با لحاظ اثر برش عرضی و اینرسی دورانی، تئوری تغيي2356ارائه کرد. نقدی )

                                                           
1 Lame  

2 Plane elasticity theory(PET)  

3 Galerkin  

4 Vlassov  
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ی ( با به کارگيری تئوری تغيير شکل برشی مرتبه2358) 2بنيان نهاد. ميرسکی و هرمان جدار ضخيمهای 

ی ( مقادیر ویژه2361) 1پنرا ارائه کردند. گرینس ای جدار ضخيمهای استوانهتعاشی پوستهاول، تحليل ار

مقایسه نمود. بنابراین  جدار ضخيمنازک و جدار های ف پوستههای مختلرا با تئوری جدار ضخيمهای استوانه

 مطرح شد. جدار ضخيمهای دو تئوری الاستيسيته مستوی )دو بعدی( و تغيير شکل برشی برای پوسته

  تئوری الاستيسته مستوی -1-1-2-3

ش معادله دله سينماتيک و شادله )سه معادله تعادل، شش معامع 25ی سه بعدی، در تئوری الاستيسيته

ی تانسور کرنش متقارن و سه مولفه مجهول )شش مولفه تانسور تنش متقارن، شش مولفه 25رفتاری( و 

شود ولی حل این معادلات بسيار پيچيده و در له میوجود دارد که منجر به حل دقيق مسأجایی( جابه

معادلات و تعداد مجهولات آنها  توان تعداد اینبسياری از موارد عملاً غير ممکن است. با کمک فرضياتی می

گيری تئوری الاستيسيته را کاهش داد و حل نمود. یک نمونه از این فرضيات ساده کننده منجر به شکل

شود که مقاطع مستوی و عمود بر سطح ميانی پس از بارگذاری و شوند. در این تئوری فرض میمستوی می

های های برشی و کرنشمانند. در حقيقت تنشاقی میتغيير شکل همچنان مستوی و عمود بر سطح ميانی ب

-شود. این تئوری به تئوری کلاسيک استوانهپوشی میی ميانی پوسته چشمبرشی بر سطح موازی با صفحه

 نيز مشهور است. جدار ضخيمهای 

 تئوری تغيير شکل برشی -1-1-2-4

جایی جایی سطح ميانی و جابهمجموع جابهیی هر نقطه به صورت جاجابهبا استفاده از بسط تيلور و تعریف 

ای نوشت. اگر جایی تئوری لامه را به صورت یک چند جملهتوان جابهآن نقطه نسبت به سطح ميانی می

های جدار ضخيم به کمک تئوری تغيير ای در نظر گرفته شود تحليل پوستهی اول چندجملهفقط جمله

ی های نازک است. اگر دو جملهشابه تئوری خمشی در پوستهشود که می صفر ناميده میشکل برشی مرتبه

های جدار ضخيم به کمک تئوری تغيير شکل برشی ای در نظر گرفته شود تحليل پوستهاول چندجمله

                                                           
1 Mirsky & Hermann 

2 Greenspon 
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توان های نازک است. به همين ترتيب میشود که مشابه تئوری فلوگه در پوستهی اول ناميده میمرتبه

بندی نمود. در این تئوری علاوه بر اثر نيروهای ی بالاتر را استخراج و فرمولهای تغيير شکل مرتبهتئوری

توان در نظر گرفت. تئوری ، اثر برش، خمش، پيچش، اینرسی دورانی و ميدان حرارتی را نيز میمحوری 

 هرمان نيز شهرت دارد که-ی اول ميرسکیی اول به تئوری تغيير شکل برش مرتبهتغيير شکل برشی مرتبه

  ها است.در ورق 1در تيرها و همچنين تئوری ميندلين 2تعميم تئوری تيموشنکو

ی اول مقاطع مستوی و عمود بر سطح ميانی پس از تغيير شکل در تئوری تغيير شکل برشی مرتبه     

مانند و این بدان معنی است که تنش و مانند ولی الزاماً عمود بر سطح ميانی باقی نمیمستوی باقی می

شوند. در تئوری تغيير شکل برشی ی ميانی صفر در نطر گرفته میصفحهرنش برشی در سطوح موازی ک

ی سوم مقاطع مستوی و عمود بر سطح ميانی چس از تغيير شکل الزاماً مستوی و عمود بر سطح مرتبه

 مانند.ميانی باقی نمی

 های کرویکاربرد پوسته -1-2

ای دارند. هستند که در برابر نيروها و لنگرهای وارد شده مطلوبيت ویژهای های خميدههای کروی سازهپوسته

-ها کاربرد بسياری در صنایع هوافضا دارند، اما این پوستههای ساخته شده از کامپوزیتدر حال حاضر پوسته

رفتار مواد، نتيجه تغيير ناگهانی در دليل تغيير ناگهانی ساختار ماده و درها بههای ساخته شده از کامپوزیت

شود ولی ها ایجاد میآید که تمرکز تنش و گسستگی در مرز لایهوجود میمسایل و نواقصی در پوسته به

دليل تغيير تدریجی خواص مکانيکی، حرارتی و مغناطيسی به FG های ساخته شده از مواد ناهمگنپوسته

ای و کروی بدليل های استوانه، پوستههااز ميان پوسته ها دارند.تری نسبت به کامپوزیتکاربرد مطلوب

، صنایع نظامی، هاهای مختلف مهندسی و صنعت از قبيل زیردریاییکاربردهای فراوانی که در زمينه

های نمونه بردار در کاربردهای عمرانی و راکتورهای تحت فشار آب و کاربردهای ماوراء زمينی، سيلوها، لوله

ی ی کروی جمجمهتوان به هندسهباشند. به عنوان چند نمونه طبيعی مییای م... دارند، دارای اهميت ویژه

                                                           
1 Timoshenko  

2 Mindlin 
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ها و ... اشاره کرد. در کاربردهای پشتی سخت لاکها و حتی پوستهی کروی سيارات و ستارهانسان، هندسه

ا سازی سيالات بوده که در صنایع مختلف کاربرد فراوانی پيدصنعتی، مخازن کروی از جمله تجهيزات ذخيره

 نموده است. 

ی کروی در تحمل فشارهای بالا از یک سو و نحوه ساخت آن از سوی دیگر شکل هندسی مناسب پوسته     

 دهد.کاربری این تجهيزات را تحت الشعاع قرار می

ای برخوردار هستند. ذخيره سازی گاز در در صنایع نفت و گاز و پتروشيمی مخازن کروی از اهميت ویژه     

باشد و مخازن کروی به تنها به روش متراکم سازی و مایع نمودن در فشار بالا امکان پذیر می طدمای محي

های توان از ترکيب پوستهباشند.در برخی موارد میدليل هندسه مناسب قادر به تحمل این فشارهای بالا می

 ای و کروی نيز استفاده کرد. استوانه

 

 نفت و گاز و پتروشيمی کاربرد پوسته کروی در صنایع -2-2شکل
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در صنایع ساختمانی نيز از شکل هندسی کره در توزیع مناسب نيروهای حجمی حاصل از وزن سازه در      

حتی امروزه نيز مهندسين از این ویژگی هندسی کره در توزیع  شود.ها و ... بسيار استفاده میگنبدها، طاق

 برند.میها بهره مناسب نيروهای حجمی در طراحی ساختمان

ای برخوردار هستند. بررسی تغيير شکل های چرخان نيز در کاربردهای مختلف از اهميت ویژهکره     

ی زمين در اثر دوران توسط بسياری از دانشمندان مورد بررسی قرار گرفته است. اخيراً ها از جمله کرهسياره

های های دورانی بالا در ماشينبا سرعتمهندسان از مخازن کروی چرخان ساخته شده از مواد کامپوزیتی 

 های پرنده کمتر و قابليت عمود پرواز بودن را دارد.اند که وزن آن از بسياری از ماشينپرنده استفاده کرده

 کرویهای معرفی چند روش ساخت پوسته -1-2-1

و جوشکاری های فولادی و برشکاری و مونتاژ دهی ورقروش متداول ساخت مخازن کروی به صورت شکل

های سنگين که دارای انحناء های پرس و استفاده از قالبدهی ورق معمولا به وسيله دستگاهباشد. شکلمی

های شکل داده شده جهت مونتاژ ها اقدام به برش ورقدهی ورقگيرد. پس از فرمباشد صورت میمناسب می

و پخ مناسب ی به صورت منحنی برش ها بایستشود. به علت شکل کروی قطعات لبه ورقبه یکدیگر می

باشد. در مخازن کروی با ضخامت بالا پس از اتمام بر و پر هزینه میبسيار زمان اعمال شود. این عمليات

 شود.مونتاژ و جوشکاری عمليات حرارتی به صورت درجا بر روی مخزن انجام می

دهی انفجاری ین روش که بر مبنای شکلباشد. در ادیگر روش توليد این نوع مخازن روش انفجاری می     

تر بوده و حداکثر به صورت قطعات مخروطی مخزن ها نسبت به حالت قبل سادهدهی ورقباشد. شکلمی

نياز به قالب مخزن به شکل کره گردد سپس با کمک انفجاری کنترل شده بدون فرم آماده میکروی پيش

 ساختار ، قالب بدون انفجاری دهی شکل روش به لشک کروی های پوسته ساختجهت  آید.کامل در می

 به که ساختار این چيدمان یک شماتيک طرح . باشد می ناقص مخروط چند از ترکيبی ، پوسته اولية

 .  است شده داده نمایش شکل در دارند شهرت  2چند مخروطی ساختارهای

                                                           
1
 Multi-Cone Structures 
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 طرح شماتيک یک چيدمان از ساختارهای چند مخروطی  -1-2شکل

 

.  است شده تهيه پایه فلز جنس از ناقص مخروط تعدادی حالت این در پيداست 1-2شکل از که همانطور    

 انفجار با و گردد می توليد کره شبه یک و شده داده جوش هم به شکل مخروطی ساختارهای این سپس

انفجار به این انرژی موج ناشی از  انتقالبا  و است گرفته قرار کرویشبه محفظة این وسط در که خرجی

 شود.محفظه، ساختار آن به یک کره تبدیل می

 

 

 دهی انفجاریمخزن ساخته شده به روش شکل  -9-2شکل
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 توان به شرح زیر برشمرد:مزایای این روش را می

 کاهش مراحل و زمان ساخت -2

 کاهش هزینه تمام شده -1

 عدم نياز به عمليات حرارتی -9

 کاهش و سهولت عمليات جوشکاری -4

 ساخت مخازن به صورت چند جدارهامکان  -5

1-3- FGM ها 

-ی همسانمادهو یکسان است  ایست که خواص آن در تمام نقاطماده 2ی همگندانيم مادههمانطور که می

در صنایع از که ها یکسان است. بيشتر موادی آن در تمام جهتمادی ی ایست که خواص هر نقطهماده 1گرد

ها، باشند. با پيشرفت سریع صنایع هوافضا، توربينگرد میهمگن و همسانکنيم موادی آنها استفاده می

ها نياز به موادی با مقاومت مکانيکی و حرارتی بالا به وجود آمده است. در صنایعی راکتورها و دیگر ماشين

برآورده های طراح را در مجاورت دماهای بسيار بالا قرار دارد استفاده از مواد همگن که خواسته که سازه

های زیاد فلزات و آلياژهای فلزی به شدت در معرض اکسيداسيون، خوردگی، کنند مشکل است. در حرارت

ی تنها از مواد با خواص ترمودیناميکی مطلوب گيرند و این در حالی است که استفادهخزش و... قرار می

-نمی هبرآوردرا استحکام بالا ها بسياری از خواص مورد نظر در طراحی مانند چقرمگی و همچون سراميک

آیند که ی مواد مرکب مطرح شد. این مواد  از ترکيب دو یا چند ماده به وجود میکنند. از این رو ایده

شوند یا مواد نرم با پوشانده می 9خواص فيزیکی متفاوتی دارند. به عنوان مثال فلزات با پوشش عایق حرارتی

گرد هستند. تغيير مواد از دید ميکروسکوپی ناهمگن و ناهمسانشوند. این الياف مستحکم پوشانده می

ها د به ویژه در مرز لایهاناگهانی مواد و در نتيجه خواص در مواد مرکب که موجب تغيير ناگهانی رفتار مو

ها در اثر هاست و باعث تمرکز تنش و ایجاد ترک گسيختگی در مرز لایهی آنشود از اشکالات عمدهمی

                                                           
1 Homogeneous 

2 Isotropic  

3 Thermal barrier coating (TBC)  
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ای مرکب که شود. با توجه به این مشکلات ساخت مادهزمان مکانيکی و حرارتی با دمای بالا میهمبارگذاری 

هم مقاومت حرارتی و مکانيکی بالا داشته و هم مشکلات ناشی از تغييرات ناگهانی خواص را نداشته باشد، 

واص در مقياس ای با تغييرات تدریجی خضرورت پيدا کرد واین بدان معنی است که نياز به ماده

2به وجود آمد. به این مواد اصطلاحاً ميکروسکوپی 
FGM شود. مفهوم گفته میFGM  اولين بار در سال

و همکارانش در یک پروژه ساخت فضاپيما در سازمان هوافضای ژاپن به عنوان  1در ژاپن توسط نينو 2384

د مختلف با توان حمل درجه حرارت ای برای ساخت سپر حرارتی مطرح شد که نياز به ترکيبی از مواماده

 2386متر بود. در سال ميلی 21کلوین در ضخامت  2111کلوین در سطح و تغييرات دمایی  1111

فناوری گسترش » ای با نام ی اول پروژهمطالعات بر روی امکان ساخت این مواد در ژاپن آغاز شد و مرحله

FGM »91یابی به هدف که ساخت قطعاتی به قطر اجرا و پس از دست 2383تا  2318های طی سال 

در سمپوزیومی در سندای به جهانيان ارائه شد. مرحله دوم  2331متر با خواص ذکر شده بود، در سال ميلی

متر و ميلی 911های مربعی به ضلع ی آن ساخت ورقاجرا شد که نتيجه 2332تا  2331این پروژه در سال 

ی فضاپيما بود که پس با خواص ذکر شده برای استفاده در ساخت دماغه مترميلی 51هایی به قطر نيم کره

فرانسيسکو برگزار شد. در سالهای اخير توجه در سان 2331در سال  FGM از آن دومين سمپوزیوم جهانی

 ها در اروپا، به ویژه آلمان به شدت گسترش یافته است. FGMبر روی 

 

 FGMای و مرکب لایهنمای زیرساختار مواد همگن،  -4-2شکل

      

                                                           
1 Functionally graded material 

2 Niino 
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شوند. سراميک به دليل این مواد عموماً از مخلوط سراميک و فلز و یا ترکيبی از فلزات مختلف ساخته می

خوار است و از شکستگی یا ترک به خاطر تنش رسانش گرمایی کم مقاومت حرارتی بالایی دارد و فلز چکش

ها اد ناهمگن و همسان گرد قرار دارند که خصوصيات آنی موها در زمره  FGMکند.حرارتی جلوگيری می

ای، عدم نسبت به مواد مرکب لایه FGMکند. از مزایای طور پيوسته از یک نقطه به نقطه دیگر تغيير میبه

ترکيب مواد پيوسته است. از  FGMباشد، زیرا همانطور که گفته شد در ها میتگی در محل اتصال لایهسگس

ای، نيروگاهی، الکترونيکی، پزشکی و... به عنوان ن در صنایع هوایی، فضایی، نظامی، هستهتوااین مواد می

ها، ی توپ، راکتورها، مخازن، پوشش پردازندهها و فضاپيماها، ساخت لولههای مختلف هواپيماپوشش بخش

ای شد. استخوان ماده مواد دندانپزشکی و ارتوپدی استفاده کرد و صدها کاربرد متنوع دیگر برای آنها متصور

طبيعی است که سطح خارجی محکمی دارد و در مرکز آن بافتی نرم وجود دارد که این موجب تغيير 

ای ناهمگن است. خواص مکانيکی  شود بنابراین استخوان مادهتدریجی خواص از داخل به خارج  استخوان می

گرد نيز هست. در ای ناهمسانتخوان مادهاستخوان در جهت طولی با سایر جهات متفاوت است بنابراین اس

 در نظر گرفت. FGMتوان آن را گردی استخوان مینظر از ناهمسانصورت صرف

 

 [1]برش طولی استخوان ران انسان -5 -2شکل 
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طور شود که خواص آن بهاز ترکيب چند ماده به طوری ساخته می FGی بنا بر آنچه گفته شد ماده     

های خاصی داشته باشند. ای ساخت که ویژگیتوان این مواد را به گونهکند به همين دليل میتدریجی تغيير 

 باشند:ها بدین شرح میبرخی از این ویژگی

 مقاومت زیاد در برابر گرادیان دمایی بالا؛ -2

 مقاومت بالا در برابر بارهای مکانيکی؛ -1

 کاهش اثر تمرکز تنش در نواحی دارای شکل هندسی خاص؛ -9

 جلوگيری از ایجاد و یا رشد ترک. -4

 ها  FGMهای ساخت روش -1-3-1

شود که به عملکرد، شرایط بارگذاری، شکل های مختلفی استفاده میاز روش FGامروزه برای ساخت مواد 

به صورت پوششی بر روی سایر مواد پوشانده  FGباشند. معمولا مواد ی توزیع خواص وابسته میقطعه و نحوه

 باشد:ها به شرح زیر میشوند. تعدادی از این روشساخته می FGMشوند و یا قطعاتی تماما می

  بر روی سطح مواد FGMساخت پوشش  -1-3-1-1

-نشينی بخار است که انواع مختلفی از جمله تهبر روی سطح مواد ته FGMی پوشش های تهيهیکی از روش

دارد. این روش ساختمان ميکروسکوپی  9نشينی فيزیکی بخارهو ت 1نشينی شيميایی بخار، ته2نشينی اسپاتر

های نازک است، به انرژی زیادی نياز دارد و آورد ولی فقط قادر به ایجاد پوششوجود میبسيار خوبی به

بر روی سطح مواد عبارتند از: پاشش  FGMهای های دیگر توليد پوششکند. روشگازهای سمی توليد می

و ...  5، سنتز خود انتقال دما بالا4نشينی به کمک پرتو یونبر روی الکترود، الکتروليز، تهنشينی پلاسما، ته

از نظر  FGM باشند. بنابراین برای توليد قطعات تماماًها کند و نيازمند انرژی زیاد میتمامی این روش

 باشند.اقتصادی نامناسب می

                                                           
1 Sputter deposition   

2 Chemical vapor deposition (CVD)  

3 Physical vapor deposition (PVD)  

4 Ion beam assisted deposition (IBAD)  

5 self-propagating high-temperature synthesis (SHS) 
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 FGM تولید قطعات -1-3-1-2

ی وزن و رود و طی سه مرحلهکار میبه FGMهایی است که برای توليد قطعات متالوژی پودر یکی از روش

-مخلوط کردن پودرها با توجه به توزیع خواص مورد نظر، ریختن مخلوط پودرها در قالب و فشرده کردن آن

ایجاد شود. برای ای میشود. روش متالوژی پودر منجر به ایجاد ساختار پلهانجام می 2ها و سينتر کردن

ساختاری پيوسته بهتر است از روش گریز از مرکز استفاده کرد. در این روش مخلوط مواد در قالبی چرخان 

به وجود  FGی شود که به دليل چگالی نابرابر مواد مخلوط و وجود نيروی گریز از مرکز یک مادهریخته می

قطعات حاصل از دوران است و اشکال آید. یکی از اشکالات این روش این است که فقط قادر به توليد می

 دیگر این روش عدم کنترل بر روی توزیع خواص است.

( CAD)افزارهای طراحی کامپيوتری روشی است که به کمک نرم 1ساخت جسم جامد به هر شکل     

های موجود پرینت سه بعدی اقدام به توليد قطعه کنند سپس به روش کمکطراحی میرا ی جسم هندسه

های ترین روشهای پرینت به کمک ليزر از رایجکنند. روشت لایه لایه با توزیع خواص مورد نظر میبه صور

 به کمک این روش است. FGMساخت 

ری نيز برای این کار وجود های دیگنيستند و روش FGهای توليد مواد های مطرح شده، تمام روشروش     

 .کنندمی پيشنهاد منظور این برای جدیدی هایروش محققان روز هر دارد و

 توزیع خواص  -1-3-2

 بعضی  باید مشخص شود که اجزای تشکيل دهنده به چه صورتی توزیع شده است، در FGM قبل از ساخت

  مواد توزیع پروفيل دیگر مواقع در. است کميت یک کردن بهينه به توجه با پروفيل یک یافتن هدف هامقاله

  .شودمی گرفته نظر در آن در بهينه اهداف برای پارامتر یک و شودمی انتخاب

 توان توابعص در طول ماده است میاز آنجا که هدف در ساخت این مواد ایجاد یک تابع پيوسته از خوا     

                                                           
1 sintering 

2 Solid freeform (SFF) fabrication method 
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 برای توزیع خواص در نظر گرفت. توابع رایج برای خواص مکانيکی و حرارتی، توانی و نمایی می مختلفی را 

 باشند. توزیع توانی عموماً به صورت جهت مختصات مورد نظر به توان ثابت ناهمگنی ضرب در مقداری ثابت 

 توان ثابت ناهمگنی ضرب در جهتشود و توزیع نمایی غالباً به صورت ثابتی در عدد نپر به در نظر گرفته می

 شود.مختصات مورد نظر، در نظر گرفته می 

 ضریب هدایت حرارتی و ضریب انبساطبرای مدول الاستيسيته، استحکام تسليم، معمولاً تابع توزیع خواص 

 ن در مقابل مدول الاستيسيته است.وسشود ولی نسبت پوایحرارتی در نظر گرفته م 

 گرفته( درنظر2-2ی )به صورت رابطه کره جهت شعاعصورت توانی در این تحقيق توزیع خواص به  در   

 شود:می

  i

i

r
M r M

r


 

  
 

  

 irخاصيت مورد نظر در سطح داخلی کره،  iM خاصيت مورد نظر در هر نقطه از کره، Mی فوق در رابطه  

 ثابت ناهمگنی است. شعاع داخلی کره و 

 

 رفتار پلاستیکی مواد -1-4

ی تنش و کرنش تا پيش از رسيدن به حد تناسب رفتاری خطی دارد و از دانيم رابطهطور که میهمان

کند. همچنين تا پيش از رسيدن به حد الاستيک در صورت حذف تنش ماده به قانون هوک تبعيت می

انجام شده در گردد ولی با گذر از مقاومت تسليم )حد الاستيک( مقداری از کار وضعيت اوليه خود باز می

آید بنابراین با برداشتن تنش ماده به جسم به گرما تبدیل شده و تغيير شکل دائمی در جسم به وجود می

ی تسليم موقعيتی از تنش و کرنش است که رفتار پلاستيک ماده آغاز گردد. نقطهنمیشکل اوليه خود باز

موادی که چنين رفتاری را از خود نشان  شود؛ برایشده است و در آن بدون افزایش تنش، کرنش زیاد می
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کرنش با خطی موازی در قسمت الاستيک نمودار که  از  -ی تسليم تقاطع نمودار تنشدهند نقطهنمی

شود. تغيير شکل مواد تا پيش از مقاومت تسليم که قابل گذرد در نظر گرفته میدرصد می 1/1کرنش 

که غير قابل بازگشت به شکل اوليه است را تغيير  بازگشت است را تغيير شکل الاستيک و پس از آن

 نامند.شکل پلاستيک می

 

 کرنش برای مواد نرم و ترد-نمودار تنش -6-2شکل 

 

از شکست ماده به موارد زیر  ی تنش و کرنش در نواحی الاستيک و پلاستيک تا پيشبرای تحليل رابطه     

 داریم:نياز 

 روابط الاستيک تنش و کرنش؛ -2

 دهد )معيار تسليم(؛تنش که شروع جریان پلاستيک را خبر میشرایط  -1

 .کرنش جزئی-کرنش پلاستيک یا روابط تنش-روابط تنش -9

 

 روابط تنش و کرنش؛ -1-4-1

هوک بر تنش و کرنش در حالت الاستيک حاکم است که تنش و کرنش را  قانوندانيم طور که میهمان

 کند.نرمی به هم مرتبط میی خطی به کمک ماتریس سفتی یا اتوسط رابطه
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 معیارهای تسلیم -1-4-2

دهيم. ی تسليم را تشخيص میی سنجشی است که به کمک آن رسيدن ماده به نقطهمعيار تسليم وسيله

ها پرداخته اند که در این بخش فقط به معرفی آنهای مختلف ارائه شدهمعيارهای مختلفی بر اساس تئوری

 شود:می

بيان شد که بر اساس  2معيار بر اساس تئوری بيشترین تنش اصلی توسط رانکينمعيار رانکين: این  -2

شود که بيشترین تنش اصلی برابر مقاومت  تسليم کششی یا این تئوری تسليم زمانی آغاز می

 کمترین تنش اصلی برابر مقاومت تسليم فشاری ماده شود؛

مطرح شده است،  1که توسط کلمبمعيار ترسکا: این معيار بر اساس تئوری بيشترین تنش برشی  -1

 د. بر اساس این تئوری تسليم زمانیشوشناخته می 4و گست 9های ترسکاپيشنهاد گردیده و به نام

 شود؛شود که بيشترین تنش برشی برابر مقاومت تسليم برشی ماده میآغاز می

-است بيان می : این معيار که بر اساس تئوری بيشترین کرنش اصلی ارائه شده5معيار سنت ونانت -9

کند که تسليم با رسيدن بيشترین کرنش اصلی به کرنش تسليم کششی یا رسيدن کمترین کرنش 

 شود؛اصلی به کرنش تسليم فشاری آغاز می

: این معيار بر اساس تئوری بيشترین انرژی کرنشی استوار است زمان آغاز تسليم را 6معيار بلترامی -4

 کند؛میرسيدن انرژی کرنشی به حد مشخصی بيان 

هنکی: این معيار بر اساس تئوری بيشترین کرنشی واپيچشی استوار است. این -معيار فون ميزز -5

آن را تکميل نمودند. این تئوری در صورت  3و هنکی 8پيشنهاد شد و فون ميزز 1تئوری توسط هابر

 دهد؛رسيدن انرژی کرنشی واپيچشی به حد مشخصی آغاز تسليم را خبر می

                                                           
1 Rankine 

2 Colomb 

3 Tresca 

4 Guest 

5 St. Venant 

6 Beltrami 

7 Haber 

8 Von Misess 

9 Henky 



18 
 

کند که وجهی استوار است و بيان میاین معيار بر اساس تئوری تنش برشی هشت معيار فون ميزز: -6

هنکی -ار فون ميززمعي وجهی به مقدار معينی برسد.شود که تنش برشی هشتتسليم زمانی آغاز می

 ط یکسانی دارند. و فون ميزز رواب

 

 کرنش پلاستیک  -روابط تنش -1-4-3

الت نهایی به ش و کرنش ارائه داد زیرا تنش در حمشخصی بين تنی توان رابطهدر تحليل پلاستيک نمی

مسير کرنش بستگی دارد از این رو روابط ارائه شده برای این منظور عمدتاً روابطی بين تنش و نمو کرنش 

گونه مسائل باید به تغيير تنش به طور باشد و برای تحليل این)ميزان افزایشی اندک در تنش و کرنش( می

ی ميزان تغيير در کرنش پرداخت و این عمليات را تا رسيدن به وضعيت نهایی ادامه پس محاسبهتدریجی س

 داد.

ی در ماده وجود ندارد ماندهاز آنجا که در این تحقيق فقط به بررسی بارگذاری اوليه که هيچ تنش پس     

ا برابر کل تنش و کرنش مورد باره اعمال نمود و نمو و تنش و کرنش رتوان تنش را یکشود میرداخته میپ

  نظر گرفت.

  های موادمدل -1-4-3-1

های مختلفی برای مواد از برای تحليل رفتار مواد پيش از هر چيز نياز به یک مدل ریاضی از ماده داریم. مدل

ها به ای از این مدلی تنش و کرنش ارائه شده است که هر کدام در موارد خاصی کاربرد دارند. پارهنظر رابطه

 باشند:شرح زیر می

 ؛شود گفته می جسم صُلب در واقع به جسمی که فاصله بين نقاط آن تغيير نکند، صلب: -2

 کند؛کاملاً الاستيک: به طور کامل از قانون هوک تبعيت می -1

ی تسليم صلب است از آن به بعد در تنش ثابت به صورت پلاستيک کاملاً پلاستيک: تا نقطه-صلب -9

 دهد؛تغيير شکل می
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ی تسليم صلب است از آن به بعد با خاصيت سخت شوندگی سخت شونده با کار: تا نقطه-صلب -4

 دهد؛ناشی از کار خطی یا غير خطی تغيير شکل پلاستيک می

ی تنش و کرنش خطی ی تسليم رایطهکاملاً پلاستيک)الاستوپلاستيک(: تا پيش از نقطه-الاستيک -5

 دهد؛ لاستيک تغيير شکل میاست پس از آن در تنش ثابت به صورت پ

ی تسليم تابع قانون هوک است بعد از آن با خاصيت سخت با کار: تا نقطه سخت شونده-الاستيک -6

 دهد؛شوندگی ناشی از کار تغيير شکل پلاستيک می

یسکو الاستيک: خواص این مواد ترکيبی از خواص الاستيک و لزج است و تنش و یا کرنش در ماده و -1

 سته است.به زمان نيز واب

 

 های موادکرنش و سيستم دیناميکی معادل مدل-نمودار تنش -1-2شکل 

 

 قانون جریان  -1-4-3-2

-ی پلاستيک حاصل یک بخش الاستيک که در باربرداری حذف میهر افزایش کرنش )نمو کرنش( در ناحيه

قانون عمومی هوک ش الاستيک از ماند است. بخشود و یک بخش پلاستيک که پس از باربرداری باقی می

شود. بر اساس این قانون نمو کرنش آید و بخش پلاستيک تابع قانونی است که جریان ناميده میدست میب
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ی تنش مورد نظر عمود بر شود که در نقطهبعدی در نظر گرفته مینه پلاستيک به صورت برداری در فضای 

های کند که جهت تنشریان بيان میسطح معيار تسليم بوده و جهت آن به سمت خارج است. قانون ج

باشند. همچنين شرط عدم تغيير حجم گرد یکسان میی همسانهای اصلی برای یک مادهاصلی و نمو کرنش

 های عمودی پلاستيک باید برابر صفر باشد.کند که مجموع نمو کرنشپلاستيک در این قانون بيان می

 روش اجزای محدود -1-5

د به یک روش قدرتمند برای حل عددی گستره وسيعی از مسائل مهندسی تبدیل اجزای محدو امروزه روش

ای را به کمک این روش حل توان مسائل پيچيدهشده است. با پيشرفت تکنولوژی کامپيوتر به راحتی می

های باشد به شکلنمود. در این روش تحليل، یک ناحيه پيچيده که مشخص کننده یک محيط پيوسته می

شود. روابط حاکم و مشخصات مواد، روی این شوند، تقسيم میکه اجزای محدود ناميده می هندسی ساده

شوند. پس از های هر جزء بيان میصورت نامعلوم در گوشهگيرند و مسائل بهاجزاء مورد بررسی قرار می

شود که حل این ای از معادلات نتيجه میآوری با در نظر گرفتن نوع بارگذاری و قيود، مجموعهفرایند جمع

 دهد.معادلات، رفتار تقریبی محيط پيوسته را به ما می

از روش اجزای  2افزار آباکوسصورت تحليلی، به کمک نرمدر این تحقيق، مسأله علاوه بر حل به        

سازی است، بنابراین برای مدلتعریف نشده FGافزار آباکوس ماده است. البته در نرممحدود نيز بررسی شده

 است.افزار استفاده شدهاین نرم UMATاین مواد از تعریف خواص مکانيکی و روابط رفتاری در زیربرنامه 

 

 ی پژوهشپیشینه -1-6

ی کروی از اهميت هایی که در بخش قبل بيان شد، مطالعه بر روی توزیع تنش در یک پوستهبدليل کاربرد

ی مستوی، حل دقيق با استفاده از تئوری الاستيسيته 2851سال ای برخوردار است. اولين بار لامه در ویژه

های تنش 2813در سال  1[. هوپکينسون9ای همگن را تحت فشار یکنواخت ارائه کرد ]های استوانهپوسته

                                                           
1
 Abaqus Software 

2 Hopkinson 
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با استفاده از تئوری  2314و همکارانش در سال  2[. چوانک4حرارتی در یک کره ایزوتروپ را بدست آورد]

 [. در همين5های توخالی را بررسی نمودند]ها، رفتار ترموالاستيک در حال گذار کرهستهی پواصلاح شده

های ها، رفتار ترموالاستيک کرهی پوستهبا استفاده از تئوری اصلاح شده 2314در سال  1زمينه راجو

گذار به ی کروی تحت انتقال حرارت [. یک حل تحليلی یک پوسته6جدارنازک توخالی را بررسی نمودند]

تئوری  2381در  4[. ليختنسکی1انجام شد ] 2381در سال  9ی منبع حرارتی چرخان توسط تاکيوتیوسيله

های ساخته شده از اجسام مرکب، بدليل تغيير [. در پوسته8الاستيسيته اجسام مرکب را پایه گذاری نمود]

شود. لذا تمرکز تنش و گسيختگی در مرز ناگهانی در ساختار ماده، تغييرات ناگهانی در رفتار مواد ایجاد می

ها ایجاد خواهد شد. از این رو مواد پيشرفته با تغييرات تدریجی خواص )مکانيکی، ترمودیناميکی، لایه

 اند.های اخير مورد توجه بسياری از مهندسين و دانشمندان قرار گرفتهدر سال FGMمغناطيسی( یا 

-ها و طراحی بهينهبر روی تنش FGدو جنس مختلف در مواد  ی اثر ترکيبهدف محققين بررسی و مطالعه

رو مطالعات زیادی در این زمينه انجام شده است. برای نمونه باشند. از اینای و  کروی میی مخازن استوانه

یک بررسی گسترده ای بر روی موارد مختلفی از مسائل ترموالاستيک و غير الاستيک  2335در  5تانيگاوا

هایی برای تحليل رفتار ترموالاستيک او یک ليست جامعی از مقالات گردآوری کرد که در آن مدلانجام داد. 

 [.3ارائه شده است ] FGمواد 

 FGهای توخالی ساخته شده از مواد های حرارتی در استوانه و کرهی تنشبه مطالعه 2334در سال  6اوباتا

ای و کروی تحت فشار ساخته شده دقيق مخازن استوانه[. حل 21در شرایط انتقال حرارت پایدار پرداختند ]

های شعاعی و [ انجام شد. در این تحليل تنش22] 1112و همکارش در سال  1از مواد توسط توتونچو

های مثبت و به ازای توان ی تحت فشار داخلی، با توزیع توانی مدول الاستيسيتهمحيطی در استوانه و کره

ی های حرارتی تحت تأثير انتقال حرارت یکنواخت در یک استوانهل تنشمنفی بررسی شده است. تحلي
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ای کردن استوانه [. این تحليل بر اساس روش چند لایه21ارائه شد ] 1111در  2توسط کيم FGMتوخالی 

 1با استفاده از تابع گرین انجام شد. شرایط مختلف بارگذاری حرارتی و بررسی ترکيب آنها در مطالعات ردی

[. آنها حل تئوری به همراه تحليل المان محدود 28-29ارائه شد ] 1119تا  1111های کارانش در سالو هم

 ها انجام دادند.ها و پوستهها، ورقرا برای استوانه

[. 23تحت فشار داخلی پرداختند] FGدر کاری مشابه، به تحليل مخازن کروی  1114و همکارانش در  9یو

در  FGهای ناهمگن های همگن در جدار داخلی و خارجی کره، و لایهتن لایهدر این کار، با در نظر گرف

تحت  FGMميانه، روابط مربوط به توزیع تنش ارائه شده است. یک کار تحليلی دیگر برای یک مخزن کروی 

و  4. وانگ[11ارائه شد ] 1115بعدی پایا توسط اسلامی و همکارانش در فشار در شرایط انتقال حرارت یک 

 [. 12های کروی پرداختند]به تحليل اثر بارگذاری الکترومغناطيسی در پوسته 1116مکارانش در ه

انجام شده است با فرض تغييرات نمایی در توزیع  1111در یک تحقيق جدید که توسط توتونچو در سال 

ها بدست و توزیع تنش ای تحت فشار داخلی پرداخته شده استبه تحليل مخازن استوانه FGخواص مواد 

یک روش جدیدی را برای تحليل تنش در استوانه،  1113[. در همين زمينه توتونچو در سال 11]آمده است

ها در شرایطی که بارگذاری فشاری جاییها و جابه[. در این کار تنش19ارائه دادند ] FGMی دیسک و کره

انجام و با  5همچنين روش توابع کامپليمنتریی مستوی و باشد، با استفاده از روش الاستيسيتهو متقارن می

 اند.هم مقایسه شده

و همکارانش در  1توسط قوش 6با استفاده از تئوری گرین ليندسی FGهای ترموالاستيک کرهعددی تحليل 

[. در این تحقيق سطوح داخلی و خارجی کره بدون فشار فرض شده و دما در جدار 14ارائه شد ] 1113سال 

ا زمان به صورت یک شوک حرارتی در نظر گرفته شده است، در حالی که دما در جدار داخلی متغير ب
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اثر ميدان مغناطيسی و  1113خارجی ثابت فرض شده است. در کاری دیگر، قربانپور و همکارانش در سال 

[. ایشان در این کار فرض کردند که خواص 15بررسی کردند ] FGMهای انتقال حرارت گذار را در کره

با استفاده  1113به صورت تابعی توانی در راستای شعاع کره تغيير کند. قناد و همکارانش در سال  انيکیمک

[. آنها 16های تحت فشار ناهمگن ارائه کردند ]ی مستوی، یک حل عمومی برای استوانهاز تئوری الاستيسيته

های ناهمگن تحت فشار را ارائه ستوانهها، تحليل ای پوستهدر همين زمينه، با استفاده از تئوری اصلاح شده

تحت بار حرارتی  FGپلاستيک دو بعدی مواد  -تحليل الاستيک 1113و همکاران در  2الانمت[. 11کردند ]

جایی و مقادیر تنش مربوط به دیسک، استوانه و توزیع ميدان جابه 1113[. توتونچو در 18را ارائه نمودند ]

با تغييرات توانی خواص ماده در راستای شعاع، تحت فشار داخلی با استفاده از روش  FGMکره توخالی 

PET [ جباری و همکاران در 13و روش تابع متتم تعيين نمود .]های مکانيکی و به بررسی تنش 1113

 الاستوپلاستيک تحليل [.91پرداختند ] FGMهای جدار ضخيم کوتاه حرارتی متقارن محوری در استوانه

[. در این تحقيق با فرض تغيير 92انجام شد] 1توسط آکيس 1113کروی در سال  فشار تحت FGخازن م

های کوچک و با استفاده از معيار تسليم ترسکا و با درنظر گرفتن حالت الاستيک پلاستيک کامل برای شکل

های جدار ضخيم حل کره 1121در سال  9بوریسو های پلاستيک و فشار تسليم بدست آمده است.ماده، تنش

FG [. در این کار فشار داخلی 91ای ارائه کرده است ]را تحت بارگذاری خارجی با استفاده از روش چند لایه

را تحت  FGMچگونگی تسليم کره  1122صادقيان و اختراعی طوسی در سال یکنواخت فرض شده است. 

رفتن حالت الاستيک پلاستيک کامل برای [. آنها با درنظر گ99بارگذاری مکانيکی و حرارتی بدست آوردند ]

 1122و همکاران در سال  بيات ماده به بررسی اثر فشار و حرارت بر گسترش ناحيه پلاستيک پرداختند.

و نتایج تحليلی و عددی را مقایسه  را بدست آوردندو حرارت تحت فشار   FGMها در کره توزیع تنش

بلند با  FGMپلاستيک در استوانه  -به ارائه تحليل تنش الاستيک 1122در  4ازترک و گولگس [.94] کردند

صادقيان و اختراعی طوسی در سال [. 95دو انتهای بسته در معرض توليد یکنواخت حرارت پرداختند]
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[. آنها با درنظر 96را تحت بارگذاری حرارتی بدست آوردند] FGMتحليل الاستوپلاستيک استوانه  1121

به بررسی اثر حرارت بر سرعت و رشد ناحيه پلاستيک  ،الاستيک پلاستيک کامل برای ماده گرفتن حالت

 پرداختند.
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 مقدمه -2-1

شامل روابط رفتاری، روابط سينماتيک، تئوری  کرویدر  این فصل روابط و فرضيات اساسی حاکم بر پوسته 

و شرایط متقارن محوری بيان شده است. با کمک این روابط و فرضيات معادلات حاکم  الاستيسيته مستوی

 دست آمده است.های مختلف بهبرای بارگذاری FGMهمگن و  کرویبر پوسته 

 خواص مکانیکی ماده -2-2

شامل مدول الاستيک، تنش تسليم، ضریب انبساط حرارتی و ضریب هدایت  FG کرهخواص مکانيکی 

 .گيریمصورت زیر در نظر میترتيب بهحرارتی را به

(1- 2) 
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 آید. در روابط بالا اگر ضرایب ناهمگنی صفر فرض شود، خواص ماده همگن بدست می      

 کرویمعادلات تعادل تنش در مختصات  -2-2

 [.91] است صورت زیرمعادله تعادل تنش در حالت کلی بهنيروی حجمی باشد،  Bاگر 

(1- 1) .σ B 0    

-صورت زیر بهبه کروی، معادلات تعادل تنش در مختصات کرویکه با بسط دادن این رابطه در مختصات    

 آیند.دست می
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(1- 9) 
  

1 1 1
03

r

rCot B
r r rSin r

  

   

  
  

  


  
   





 


  

 
 3

1 1 1
2 0r

rCot B
r r rSin r

 
  

 
 




 

 
    

 



  

 کرنش( -روابط رفتاری )تنش -2-3

 .[98صورت زیر است]به ساختاری تنش و کرنش برای ترموالاستيسيته خطیرابطه 

(1- 4)  2 3 2ij ij ij kk ij           

(1- 5) 

 
1

2 3 2 2
ij ij kk ij ij


    

   


  


  

 شوند.صورت زیر نوشته میهای لامه هستند و بهثابت و  که در این روابط    

(1- 6) 

  1 1 2

E


 


 
  

 2 1

E






  

 :آینددست میصورت زیر بهروابط به، کرویکرنش در مختصات -با نوشتن روابط تنش   

 

(1- 1) 
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(1- 8) 
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 کرنش(-روابط سینماتیک )تغییر مکان -2-4

(1- 3)   1

2

T

u u      

 شوند.صورت زیر ساده میی بهکروسينماتيک برای حالت  معادلات   

 

  مختصات کروی -2-1شکل
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(1- 21)                                                            
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 1مسائل متقارن محوری  -2-5

 و خواص نيز متقارن باشد ای است که در آن هندسه، بارگذاری، شرایط مرزیمسأله متقارن محوری، مسأله

توان با فرض توزیع نتيجه ميدان تغيير شکل و تنش، تقارن محوری داشته باشد. در اینجا نيز میو در 

بارهای حرارتی و مکانيکی در راستای شعاعی و متقارن در راستای مماسی، مسأله را متقارن محوری در نظر 

 :گرفت، بنابراین خواهيم داشت

(1-22) 
     0  ,      0

 

 
 

 
  ,   0u u     ,         

صورت ترتيب بهو معادلات رفتاری به ، معادلات تعادل تنشبا فرض تقارن محوری، معادلات سينماتيک    

 شوند.تبدیل می زیرروابط 

(1- 21)                    

                              

               0

r
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r

r r
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1
 Axisymmetric 
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(1- 29)  
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(1- 24) 
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(1- 25) 
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 تئوری الاستیسیته مستوی -2-6

پس  ،پوستهشود که مقاطع مستوی عمود بر محور مرکزی فرض می  2(PET)در تئوری الاستيسيته مستوی 

های ایجاد شده نسبت به مانند. تغيير شکلاز بارگذاری و تغيير شکل، همچنان مستوی و عمود باقی می

کند. تغيير مکان در امتداد تغيير نمی پوستهباشند و مقدارشان در امتداد طول ، متقارن میپوستهمحور 

جایی شعاعی فقط تابع شعاع جابهعبارت دیگر،  کند، بهمحيط  ثابت است ولی در راستای شعاعی تغيير می

های عمودی، ، محورهای اصلی و تنشدان معناست که محورهای کره. این باست. یعنی المان چرخش ندارد

   های اصلی هستند.تنش

(1- 26)       0r r        

 :های اصلیتنش   

(1- 21)    ,               ,     R      

                                                           
1
 Plane Elasticity Theory(PET) 
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و معادلات  (29 -1)، معادلات تعادل تنش (21 -1)بنابراین با فرض تقارن محوری، معادلات سينماتيک     

 شوند.تبدیل می (12 -1)تا  (28 -1)صورت روابط ترتيب بهبه (25 -1)و  (24 -1)رفتاری 

(1- 28)                    

                      

  r
r

r

u

r

u

r






















 

(1- 23) 
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r rB
r r




 


   


  

 
 صورت زیر خواهد بود.در غياب نيروهای حجمی معادله تعادل تنش به   

(1- 11)  
2

0r
r

r r



 


  


  

 صورت ماتریسی زیر تعریف کرد.توان بهکرنش را می-وابط تنشر

(1- 12) 
2

R

R A B C
E

B A B C












 
     

          

  

 

 آیند.دست میصورت زیر بهبه کره هندسههایی هستند که با توجه به ثابت  و   ،  ضرایب    

(1-11) 

     
1 ν ν 1

A     ,     B    ,    
1 ν 1 2ν 1 ν 1 2ν 1 2ν

C


  
    

  

 

  همچنين  
 

  
  و 

  

  
 .شعاع خارجی می باشد   ی کروی و شعاع در سطح داخلی پوسته   که      

 مساله انتقال حرارت -2-7

 [.93صورت زیر است ]به کرویشکل کلی معادله هدایت حرارتی در مختصات 
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(1-19) 
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2 2 2
sin

sin sin

1 1 1T T T T
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T ، توزیع دما :q ، توليد حرارت :ρ ،چگالی :c ،گرمای ویژه : kهدایت حرارتی : 

با فرض مساله در شرایط حالت پایا، متقارن محوری، فاقد منبع حرارتی و توزیع دما فقط در جهت شعاع،    

 صورت زیر خواهد بود.به کرهرابطه توزیع دما در 

(1-14) 
  2

2

1
0

d dT
k R R

R dR dR

 
 

 
  

 کره همگن -2-7-1

4nدر رابطه بالا اگر ضریب ناهمگنی 0  فرض شود، هدایت حرارتی مقدار ثابتk  خواهد داشت. بنابراین

 آید.دست میصورت زیر بههمگن به توزیع دما درکره

 گيری کنيم خواهيم داشت:انتگرال (14-1)از رابطه اگر  

(1-15) 
  2

1T R C
R

C
   

 صورت زیر خواهد بود.به کرهشرایط مرزی حرارتی در    

(1-16) 

1i
i i

i i

o
o o

i i

rr
r r R T T

r r

rr
r r R k T T

r r

      








     


 

-توخالی هستند. با اعمال شرایط مرزی، ثابت کرهترتيب شعاع داخلی وخارجی به    و    در این روابط    

 .آینددست میبه 2TCو  1TCهای 

(1-11) 
 

1

2
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 آید:صورت زیر بدست میتوزیع دما بهها با جایگذاری ثابت   

(1-18) 
   

1

1
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k
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k R
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 شود.صورت زیر نوشته میبه کرهتغييرات دما در    

(1-13) 
    * * *    ,    ,    , 

1

1
i i o o oi i

R k
R T R T T T T T

k R
       

  
             

  



  

 

اختلاف دمای     با دمای محيط ، خارجیاختلاف دمای سطح     دمای هوای محيط،   در رابطه بالا    

  باشد.اختلاف دمای سطح داخلی و خارجی می    سطح داخلی با دمای محيط و

 FGM کره -2-7-2

با جایگذاری  4n

ik R k R همگن نا کرهتوزیع دما در  (14-1)در رابطه FGآید.دست میصورت زیر بهبه 

(1-91) 
4 2

2

1
0n

i

d dT
k R

R dR dR

 
 

 
 

 آید:توزیع دما بدست می از رابطه فوقبا انتگرال گيری  

 (الف
4 1n   

در حالتی که 
4 1n    توان نوشت:میبا حل معادله انتقال حرارت 

(1-92)    4

1 2

1n

T TCRT R C
 

  

-دست میبه صورت زیر ب 2TCو  1TCهای ی انتقال حرارت ثابتپس از اعمال شرایط مرزی در معادله   

 آیند.

 صورت زیر خواهد بود.به کره شرایط مرزی حرارتی در  

(1-91) 
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 :آیندمیدست زیر به صورتبه 2TCو  1TCهای با اعمال شرایط مرزی، ثابت   

(1-99) 
4

4 4

1 2
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 ب(
4 1n    

در حالتی که   
4 1n    توان نوشت:حل معادله انتقال حرارت میبا 

(1-94)   1 2lnRT TT R C C  

 

-دست میبه صورت زیر ب 2TCو  1TCهای ی انتقال حرارت ثابتپس از اعمال شرایط مرزی در معادلهکه   

 آیند.

(1-95) 
 1 2,
ln

o i
iT T

T T
T

k
C C


  

 

 معیارهای تسلیم -2-8

همگن و ناهمگن از معيارهای تسليم ترسکا و فون ميزز کره در این تحقيق برای تحليل ترموالاستوپلاستيک 

 استفاده شده است. 

 معیار تسلیم ترسکا -2-8-1

تسليم زمانی  ،. بر اساس این تئوریاست این معيار بر اساس تئوری بيشترین تنش برشی، پيشنهاد گردیده

شود. بنابراین با مشخص بودن ر مقاومت تسليم برشی ماده میشود که بيشترین تنش برشی برابآغاز می

 شود.صورت زیر نوشته میهای اصلی، معيار ترسکا بهتنش

(1- 96)    3 2 1 3 2 1max , ,   min , ,     y        

 فون میززمعیار تسلیم  -2-8-2

های اصلی، . بنابراین با مشخص بودن تنشکرنشی واپيچشی استوار استيشترین این معيار بر اساس تئوری ب

 شود.صورت زیر نوشته میمعيار فون ميزز به

(1- 91)      
2 2 2

1 2 2 3 3 1 2 y            
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 3فصل 

 

تحلیل ترموالاستوپلاستیک کره جدار 

 ضخیم همگن تحت فشار داخلی

 
 

 

 

 



36 
 

های الاستيک در کره جدار ضخيم همگن تحت اساسی توزیع تنشدر این فصل در ابتدا با استفاده از روابط 

حالت کره تحت فشار داخلی، کره تحت اثر دمای  9دست آمده است. سپس در و دمای داخلی باثر فشار 

مورد تحليل  کروی ، پوستهداخلی و کره تحت فشار و دمای داخلی، به کمک معيار تسليم ترسکا و فون ميزز

 رفته است. الاستوپلاستيک قرار گ

 تحت اثر نیروهای مکانیکی و حرارتی کرههای الاستیک در توزیع تنش -3-1

، معادله (11 -1)سپس در رابطه تعادل  (12 -1)در روابط رفتاری  (28 -1)با جایگذاری روابط سينماتيک 

 شود.دیفرانسيلی زیر برای جابجایی حاصل می

(9-2)  

 
'

2

1

1

2 2
R R R

d
u u u

R R dR











    

 صورت زیر است.دارای دو حل عمومی و خصوصی به (2-9)پاسخ معادله دیفرانسيل      

(9-1) 
R g pu u u   

 آید.دست میصورت زیر بهحل عمومی معادله با انتگرال گيری به     

(9-9) 2
1 2g

C
u C R

R
   

با استفاده از جواب عمومی رونسکين   آوریم.می دستجواب خصوصی معادله را با کمک روش لاگرانژ به     

 آید.دست میصورت زیر بهبه  ( )

 

(9-4)  
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 :بنابراین جابجایی برابر است با     

(9-5) 22
1 2 2

1

1
 

R

R

C C
u C R R dR

R R A
      

-ها به(، تنش11-9)و سپس در رابطه رفتاری   (21-9)در روابط سينماتيک  (5-9)با جایگذاری رابطه      

 آیند.دست میصورت زیر به

(9-6)    
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(9-1) 
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 خواهد بود. (8-9)صورت رابطه تحت فشار داخلی و خارجی، به ط مرزی سطح داخلی و خارجی کرهشرای     

(9-8) 
1        

        

i R i
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r r R P

r r R k P





     


     
  

 آیند.دست میبه    و   ضرایب  (6-9)با اعمال شرایط مرزی، در رابطه      

(9-3) 
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( در رابطه 3-9)، سپس جایگذاری روابط (1-9)( و 6 -9(، )3-9)در روابط ( 18-1)با جایگذاری رابطه      

 ( داریم.1-9( و )6 -9)

(9-21)  
3 2

3

3

2

3 3 3 3
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(9-22) 
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 تحلیل الاستوپلاستیک با کمک معیار تسلیم ترسکا -3-2

وضعيت، کره تحت فشار داخلی،  9برای تحليل الاستوپلاستيک کره به کمک معيار تسليم ترسکا، کره را در 

 .گيریمکره تحت اثر دمای داخلی و کره تحت فشار و دمای داخلی در نظر می
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 همگن تحت فشار داخلی کرهتحلیل الاستوپلاستیک  -3-2-1

صورت زیر خواهد به (22-9( و )21-9ها در کره الاستيک کامل تحت فشار داخلی  طبق روابط )توزیع تنش

 بود.

(9-21) 
3

3 3
1

1

i
R

P k

k R


 
  

  
  

(9-29) 3

3 3
1

1 2

iP k

k R


 
  

  
  

 

ها در هر کره همگن تحت فشار شود که وضعيت تنش(، مشخص می29-9( و )21-9با بررسی روابط )

 صورت زیر است:داخلی به

(9-24) 
R   

 

 شروع تسليم  الف(

 .شودصورت زیر نوشته میتسليم ترسکا در سطح داخلی به، معيار (24-9)بر اساس رابطه 

(9-25) R y     

 کنيم.، تابع تسليم زیر را تعریف می(25-9)است. بر اساس رابطه  کره تنش تسليم در yدر رابطه بالا،    

(9-26) R
y

y

 




   

تسليم خواهد شد. بنابراین با  باشد، کره 2تابع تسليم برابر در شرایطی که  (25-9)با توجه به رابطه    

 آید.دست می، رابطه زیر به ( در آغاز تسليم26-9( در رابطه )29و  21-9روابط )جایگذاری 

(9-21) 
3

3 2

3

1 2

i
y

P k

k R


 
 

    

تحت فشار داخلی تسليم از  کرهباشد بنابراین در می R=1ی بالا ماکزیمم این عبارت در با توجه به رابطه   

 شود و فشار بحرانی تسليم برابر است با :سطح داخلی آغاز می
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(9-28)  
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 افتد:اتفاق می R=kکند در فشاری که کل ضخامت کره را تسليم می  

(9-23)  
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 شود.تسليم از سطح داخلی آغاز می  (  )    کره  در اگر   

 

 کره تسليم شده جایی در ناحيه الاستيکها و جابهها، کرنشتوزیع تنش ب(

( 1-9( و )6-9( در روابط )12-1)ها در ناحيه الاستيک با جایگذاری روابط ها، جابجایی و کرنشتوزیع تنش

صورت زیر باشد، بهدر شرایطی که فشار داخلی می(، 21-1( در روابط )5-9و همچنين جایگذاری رابطه )

 خواهد بود.

(9-11)      (    )    (   )        

 
(9-12)         (    )   (   )       

  

(9-11) 
1 22

1e

Ru C R C
R

   

(9-19) 
1 23

2e

R C C
R

    

(9-14) 
1 23

1e C C
R

    

 کره تسليم شده لاستيکناحيه پ جایی درها و جابهها، کرنشتوزیع تنشج( 

 دست آورد.تسليم شده به کرهها در ناحيه پلاستيک با جایگذاری معيار ترسکا در رابطه تعادل، توزیع تنش

(9-15) 
32 ln    p

R y R C    

(9-16)   32ln 1    p

y R C     

  

 باشد.صورت زیر میهای الاستيک و پلاستيک بهرابطه بين کرنش کل و کرنش    

(9-11)    ,   , ,e p

i i i i R        

  : کرنش کل،   
  : کرنش الاستيک،  

 : کرنش پلاستيک. 

 باشند.صورت زیر میروابط کرنش الاستيک به    
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(9-18)  
1

   ,   , , , ,e

i i j k i j k R
E

          
 

 

 رابطه تراکم ناپذیری پلاستيک برابر است با    

(9-13) 0        p p p

R        

با توجه به معيار ترسکا، قاعده جریان  باشد.رابطه بين کرنش کل و جابجایی همان روابط سينماتيک می     

 .[41]شودنوشته میصورت زیر به کرهبرای 

(9-91)       p p

    

 داریم: (13-9)در رابطه  (91-9) با جایگذاری رابطه     

(9-92) 2   p p

R     

 :داریم (11-9) در روابط (18-9)با جایگذاری روابط     

(9-91)  
1p

R R R
E

             

(9-99) 
 

1p

R
E

                

(9-94) 
 

1p

R
E

                

 :داریم (94و99و91-9)رابطه  سهاز مجموع    

(9-95)   
1

2 1 2 2p p

R R R
E

                    

 توان نوشت.می (95-9)در رابطه  (21-1)و  (92-9)، (16-9)، (15-9)با جاگذاری روابط    

(9-96)  
  3

1 22
2 3ln 1 3R R

y

du u
R C

dR R E





       

  جایی در ناحيه پلاستيک )هجاب ،(96-9)با حل معادله دیفرانسيلی    
 آید.دست میصورت زیر به( به 

(9-91)  
4

3 2

1 2
2 ln      p

R y

C
u R R C

E R





      

 داریم: (99-9)( در رابطه 21-1)و  (16-9)، (15-9)با جاگذاری روابط   
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(9-98)       2

3

1
1 1 2 ln 1 1 1 2         

 
p R

y

u
R C

R E
        

  ، کرنش شعاعی )(98-9) در رابطه  به جای  (91-9)با جایگذاری رابطه    
  (و کرنش محيطی ) 

در  ( 

 آیند.دست میناحيه پلاستيک، به

(9-93)  
4

2

1
2 2     p p

R y

C

R E



  

 
     

 
 

-به کره ها و جابجایی با توجه به نحوه تسليمها، کرنشدر روابط توزیع تنش   و    ،   ،   های ثابت   

 آیند.دست می

شود و دو ناحيه تسليم می    ازسطح داخلی تا شعاع  کرهباشد،    (  )   کره اگردر    

شود و مجهولات ایجاد می کره( در        ( ) ( و الاستيک )       ( ) پلاستيک)

مربوط به روابط ناحيه پلاستيک    و    ، (14-9)تا  (11-9)مربوط به روابط ناحيه الاستيک    و    

های عددی )مرز بين ناحيه الاستيک و پلاستيک(، برای هر مساله به کمک روش    (، و 93-9( تا )9-91)

 آیند.دست میشرط زیر به 5از 

(9-41) 

 

   

   

   

 

1)  1

2) 

3) 1

4) 

5)  0

P i
R

y

P e

R ep R ep

e e

ep ep

y y

P e

R ep R

R

ep

e

R

p
R

R R R R

R R R R

u R R u R R

R k






 

 

 



  









  

 
 



 















 

 موردیمطالعه  -3-2-1-1

،    mm41گيریم. شعاع داخلی کره با مشخصات زیر را در نظر می  FGMبرای مطالعه موردی، یک کره

، تنش تسليم سطح    GP111، مدول الاستيک سطح داخلی   mm61    ،5/2شعاع خارجی 

1𝜈/ 9، نسبت پواسون   Mpa911داخلی    ،94/2A= ،51/1B=. 
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    (  )Mpa14/241برابر است با  کرهفشار بحرانی تسليم در این  (28-9)با توجه به رابطه          

فشار بحرانی  دهد.را نشان می    Mpa14/241 در فشار کره های الاستيکتوزیع تنش( 2-9)شکل 

 .  (  )Mpa14/241تسليم برابر است با 

 

  

 در کره همگن تحت فشارهای الاستيک توزیع تنش -2-9شکل 

 

دهد، همانطور که در این نمودار مشخص است تابع تسليم در شرایط بحرانی را نشان می (1-9)شکل      

 باشد.میاز سطح داخلی  در آستانه تسليم شدن باشد. بنابراین کرهتابع تسليم در سطح داخلی برابر یک می

i

y




 

R 

R 
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 در کره همگن تحت فشار تابع تسليم -1-9شکل 

 

های الاستوپلاستيک کره در توزیع تنش (9-9)شکل  .شودبا افزایش فشار کره از سطح داخلی تسليم می

 آیند:بدست می (41-9)ی رابطهها از پنج شرط نشان داده شده است. ثابت   (  )Mpa281فشار 

1 2 3 4=0.000161 , =0.000876 , =-0.6 , =0.000932 , =1.10514 epC C C C R 

R 

y
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 همگن کرهتوزیع تنشهای الاستوپلاستيک در  -9-9شکل 

 تحت فشار  

 

 همگن  کرهتحلیل ترموالاستوپلاستیک  -3-2-2

صورت زیر خواهد (، به    های ترموالاستيک در کره تحت اثر تغييرات دمای سطح داخلی )توزیع تنش

 بود.

(9-42) 
 

 
2 2

3 3

1
( ) 1

1 1

i
R

E k k k
k

k R R

k




     
        

      
  

(9-41) 

 
 

2 2

3 3
( ) 1

1

1 1 2 2

i kE k k k
k

k R R
 


 



    
         

     






  

  

ها در هر کره همگن تحت تنش که وضعيت تنششود مشخص می (،41-9) و (42-9)با بررسی روابط      

 صورت زیر است.حرارتی به

R 

 

 

 

 

Elastic 

Region 

Plastic 

Region 
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(9-49) 
 

 

1

1

1       

    

R

R

R R

R R k

 

 

  

  

   





  






 

       شعاعی است که در آن    ، (49-9) در رابطه    

  شروع تسلیم الف(

 .شودصورت زیر نوشته میبه حالت کلی، معيار تسليم ترسکا در (49-9)بر اساس رابطه 

(9-44) 
R y       

 کنيم.می ، تابع تسليم زیر را تعریف(44-9)اساس رابطه بر  است. کره تنش تسليم در   در رابطه بالا،      

(9-45) R
y

y

 




    

باشد، کره تسليم خواهد شد. بنابراین با  2در شرایطی که تابع تسليم برابر  (45-9)با توجه به رابطه      

تحت اثر دمای داخلی  کرهکه  تسليم و با توجه به این (45-9)در رابطه  (42-9)و  (42-9)جایگذاری روابط 

 شود، رابطه زیر برقرار است.از سطح داخلی آغاز می

(9-46)  
 

2 2

3 3

3 1
1 1  1

2 1 1

i
y

y

E k k k k
R

k R R



 

   
       

   
  

 آید.دست میصورت زیر به( به   (  )، اختلاف دمای بحرانی تسليم سطح داخلی)(46-9)از رابطه      

(9-41)  
   

 2

22

2

11 y

i cr

k

E

k

k k

 




 





  

با افزایش دما ممکن است کره از سطح  شود.تسليم از سطح داخلی آغاز می   (  )   اگردر کره     

 خارجی نيز تسليم شود. 

 

 تسليم شده کرهالاستيک ناحيه جایی در ها و جابهها، کرنشتنش ب( توزیع
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 5-9( در روابط )11-1( و )12-1)ها در ناحيه الاستيک با جایگذاری روابط کرنشها، جابجایی و توزیع تنش

فقط تحت اثر تغييرات دمای سطح  کرهدر شرایطی که (، 21-1( در روابط )5-9(، و جایگذاری رابطه )1تا 

 صورت زیر خواهد بود.باشد، به( می    داخلی )

(9-48)    
 

 
3

3

1 2 3

2
2 2 1 1

1 3 3

e i
R

C B A k k
E A B C A B C R k A

A k R R


 

      
               

        

  

(9-43) 
   

 
 

3
3

1 2 3

2
2 1 1

1 3 3

e iC k B A k
E A B C A B C R B k

A k R R



 

      
              

       




  

(9-51) 
 

1 22 2 2

1 1

1 2 2 3 3

e i
R

C k k R
u C R C

R A k R R

  
      

  
  

(9-52) 
 

1 23 3 3

2 2 1

1 3 3

e i
R

C k
C C

R A k R R




 
     

  
  

(9-51)  
1 23 3 3

1 1 1

2 1 2 2 3 3

e iCk k k
C C

R A k R R R





 
       

  
  

 

  تسليم شده کرهلاستيک ناحيه پ جایی درها و جابهها، کرنش( توزیع تنشج

توان توزیع ها، میها در کره الاستيک کامل رابطه، معيار ترسکا و رابطه بين کرنشبا توجه به وضعيت تنش

 دست آورد.تسليم شده را بهکره ها در ناحيه پلاستيک تنش

 باشد.صورت زیر میهای الاستيک، پلاستيک و حرارتی بهرابطه بين کرنش کل و کرنش      

(9-59)    ,   , ,e p T

i i i i i R          

  : کرنش کل،   
  : کرنش الاستيک،  

   و : کرنش پلاستيک 
  .: کرنش حرارتی 

 باشند.صورت زیر میترتيب بهروابط کرنش الاستيک و کرنش حرارتی به    

(9-54)  
1

   ,   , , , ,e

i i j k i j k R
E

          
 

  

(9-55)     ,   , ,T

i R i R      

 رابطه تراکم ناپذیری پلاستيک برابر است با    

(9-56) 0       2     
p p

p p p p p

R R
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 باشد.رابطه بين کرنش کل و جابجایی همان روابط سينماتيک می   

 :     یا       ها در ناحيه پلاستيک بر اساس وضيعت تنش

 باشد.صورت زیر میدر این حالت معيار ترسکا به

(9-51)    R y      

 شود.صورت زیر نوشته میبهکره با توجه به معيار ترسکا، قاعده جریان برای     

(9-58)     p p

   

 ( داریم.212( در رابطه )258با جایگذاری رابطه )   

(9-53) 2         p p

R    

  )، تنش شعاعی در ناحيه پلاستيک(21-1)در رابطه تعادل  (51-9)با جایگذاری رابطه    
  

و تنش  (

  )محيطی در ناحيه پلاستيک
  

 آیند.دست میصورت زیر بهبه (

(9-61) 3

32 ln    p

R y R C     

(9-62)  3 3

32ln 1    p p

y R C        

 :( داریم211( و )216از مجموع دو رابطه )   

(9-61)     
1

ε 2 1 2 2 3       p p

R R R R
E

                     

 توان نوشت.می (61-9)در رابطه  (21-1)و  (61-9)، (62-9)، (61-9)، (53-9)با جاگذاری روابط   

(9-69)     3

1
2 1 2 2 3ln 1 3 3       

1

R R
y

du u T k R
R C

dR R E k R
  

 
             

  

  ، جابجایی در ناحيه پلاستيک )(99-9)و جایگذاری رابطه  (69-9)با حل معادله دیفرانسيلی    
-( به  

 آید.دست میصورت زیر به
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(9-64) 
 

   
 3 4

32

1 2
  4 ln 1 2 1   
2 2

3 2

1 1

p

R y i

C
u R R k RC k E

R E

k R

k


  



  
       

  


  

 داریم. (99-9)( در رابطه 23-1و ) (11-1)، (61-9)، (62-9)، (61-9)با جاگذاری روابط    

(9-65)      
 

3

1
2 n 1 2 1 1 2      l

1

p R i
y y

u k R
R C

R E k R



     

 
               

  

 کرهها و جابجایی با توجه به نحوه تسليم ها، کرنشدر روابط توزیع تنش   و    ،   ،   های ثابت     

 آیند.دست میبه

و دو ناحيه الاستيک  شودتسليم می    تا شعاع  سطح داخلی ازکره ، باشد    (  )    کره اگردر    

    و   شود و مجهولات ایجاد می کره ( در       ( ) ( و پلاستيک)       ( ) )

تا  (61-9)مربوط به روابط ناحيه پلاستيک     و    ،(51-9)تا  (48-9)مربوط به روابط ناحيه الاستيک 

شرط  5های عددی از )مرز بين ناحيه الاستيک و پلاستيک(، برای هر مساله به کمک روش    و  ،(9-65)

 آیند.دست میزیر به

(9-66) 

 

   

   

   

 

1

1

1

1)  1 0
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3) 1 
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  های الاستيک  ، تنش   و   با مشخص شدن     
  و   

در  آیند. بنابراین از رابطه ترسکادست میبه  

 سطح خارجی
  

 (   )   
 (   )

  
 (43-9)و  (48-9)و جایگذاری روابط    با فرض مجهول بودن     

 آید.دست میصورت زیر بهبه (   (  ))در رابطه ترسکا اختلاف دمای بحرانی تسليم از سطح خارجی 

 برابر است با (   (  ))اختلاف دمای بحرانی تسليم از سطح خارجی 
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(9-61) 
 

 2

2 3

3

2 1
3

3 3

i cr

C

k
k

 
 

  
 

  

شود. و اگر تسليم می  داخلیسطح  از کره، باشد    (  )       (  )کرهبنابراین اگردر     

ناحيه          طوریکه در شعاع به شودتسليم میو  خارجی  سطح داخلی از کره       (  )

         ( و در شعاع  ناحيه الاستيک )            (، در شعاع    ) 2پلاستيک 

 شود.( ایجاد می  ) 1ناحيه پلاستيک 

مربوط به روابط ناحيه     و   و  خارجی، مجهولات  سطح داخلی از کرهدر صورت تسليم شدن     

   )ضریب     ( و 2مربوط به ناحيه پلاستيک    )ضریب      و مجهولات (51-9)تا  (48-9)الاستيک 

)ضریب     (، و 1مربوط به ناحيه پلاستيک    )ضریب     ( و مجهولات 2مربوط به ناحيه پلاستيک 

)مرز بين     و   (64-9)تا  (61-9)مربوط به روابط ناحيه پلاستيک ( 1مربوط به ناحيه پلاستيک    

برای هر مساله به کمک  (،1)مرز بين ناحيه الاستيک و پلاستيک     و الاستيک( و  2ناحيه پلاستيک 

 آیند.دست میبهشرط زیر  8های عددی از روش

(9-68) 
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 مطالعه موردی -3-2-2-1

گيریم. شعاع داخلی همگن تحت دمای داخلی، با مشخصات زیر را در نظر می کرهبرای مطالعه موردی، یک 

mm41    شعاع خارجی ،mm61    مدول   5/2، نسبت شعاع داخلی به شعاع خارجی ،

   Mpa911، تنش تسليم   GP111الاستيک 
1𝜈/ 9و نسبت پواسون     است.  

 .    (  )54/298  برابر است با کره  دمای داخلی بحرانی تسليم در این (41-9)با توجه به رابطه     

 دهد.نشان می را    54/298  در دمای داخلیکره های الاستيک توزیع تنش (4-9)شکل 

 
 همگن تحت دمای داخلی کرههای الاستيک در توزیع تنش -4-9شکل 

 

دهد، همان طور که در این نمودار مشخص است تابع تابع تسليم در شرایط بحرانی را نشان می (5-9)شکل 

 .شوداز سطح داخلی تسليم می کرهتسليم در سطح داخلی برابر یک است، بنابراین 

 

R 
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 تابع تسليم در کره همگن تحت دمای داخلی -5-9شکل 

را     111  کره در دمای ( تابع تسليم 6-9)شود. شکل با افزایش دما، کره از سطح داخلی تسليم می    

 . دهدمینشان 

  

    111    تابع تسليم در کره همگن تحت دمای داخلی -6-9شکل 

R 

 

 

R 
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تابع تسليم ( 1-9)شکل . شودمیتسليم و  خارجی  سطح داخلی کره از       (  )با بالاتر رفتن دما اگر 

 .دهدرا نشان می     911  تحت دمای داخلی کره  در

 

 

    911    تابع تسليم در کره همگن تحت دمای داخلی -1-9شکل 

 

     111    و فشار داخلی     151    تابع تسليم در کره همگن تحت دمای داخلی -8-9شکل 

 

R 

  

1.23epR  

Plastic 

Region 
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-9)شرط رابطه  8شود و مجهولات از خارجی تسليم میهر دو سطح  از کره، ( 8-3شکل )با توجه به نمودار 

 .آینددست میبه (68

 

 همگن  کرهتحلیل ترموالاستوپلاستیک  -3-2-3

 (21-9)(، طبق روابط     تحت اثر تغييرات دمای سطح داخلی ) کره های ترموالاستيک درتوزیع تنش

 صورت زیر خواهد بود.به (22-9)و 

(9-63) 
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(9-11) 
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ها در هر کره همگن تحت تنش شود که وضعيت تنشمشخص می (11-9)و  (63-9) با بررسی  روابط    

 صورت زیر خواهد بود.حرارتی و مکانيکی با توجه به تغييرات فشار داخلی به

 صورت زیر است.ها بهتوزیع تنش         در فشار     

(9-12) 
1

1

1       

   

R

R

R R

R R K





 

 

   

   





 

(   )  از رابطه     که      آید.دست میصورت زیر بهبه (   )   

(9-11) 
 

2

1 2

2 1

3 1 2 2

i
i

E k
P k

k





  
   

  
 

       شعاعی است که در آن    ، (12-9)در رابطه    

 شروع تسليم  الف(

توان ها،معيار ترسکا و تابع تسليم در هر کره تحت دما وفشار داخلی میبا توجه به وضعيت توزیع تنش

 بررسی کرد.چگونگی تسليم را 
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 2وضعيت صورت کره تحت تنش حرارتی و فشار داخلی در شرایط بحرانی تسليم به ها دروضعيت تنش    

 خواهد بود.

 .شودصورت زیر نوشته می، معيار تسليم ترسکا در سطح داخلی به2در وضعيت     

(9-19) R y     

 کنيم.، تابع تسليم زیر را تعریف می(19-9)بر اساس رابطه  است.کره  تنش تسليم در   در رابطه بالا،    

(9-14)  R
y

y

 




  

تسليم خواهد شد. بنابراین با  کرهباشد،  2در شرایطی که تابع تسليم برابر  (15-9)با توجه به رابطه     

تحت اثر دما و فشار  کرهکه اگر و با توجه به این (15-9)در رابطه  (11-9)و  (63-9)جایگذاری روابط 

 داخلی از سطح داخلی تسليم شود، رابطه زیر برقرار است.

(9-15) 
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33

2 k

3

1 1  1
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1 21 2
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yy

k
P

E k
R k

kk



 

 
 

          
  

 


 

 آید.دست میصورت زیر به( به   (  )، فشار بحرانی تسليم از سطح داخلی)(15-9)از رابطه     

(9-16)  
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2 1
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y
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 تسليم شده. کرهجایی در دو ناحيه الاستيک وپلاستيک ها و جابهها، کرنشتوزیع تنش ب(

، دو ناحيه شودتسليم    از سطح داخلی تا شعاع  2طبق وضعيت  کره اگربا توجه به تابع تسليم 

شود و مجهولات ایجاد می کره( در        ( ) ( و الاستيک )       ( ) پلاستيک)

)مرز بين ناحيه     مربوط به روابط ناحيه پلاستيک ،و    و   مربوط به روابط ناحيه الاستيک ،   و   

 آیند.دست میشرط زیر به 5های عددی از الاستيک و پلاستيک(، برای هر مساله به کمک روش
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(9-11) 
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  های الاستيک  تنش،   و   با مشخص     
  و   

اگر در سطح خارجی تابع آیند. بنابراین دست میبه  

تسليم
  

 (   )   
 (   )

  
 .شوداز سطح خارجی نيز تسليم می کرهباشد   

 

 فون میززتحلیل الاستوپلاستیک با کمک معیار تسلیم  -3-3

داخلی و دمای داخلی، با کمک معيار فون ميزز، از برای تحليل ترموالاستوپلاستيک کره همگن تحت فشار 

صورت زیر در نظر و خواص مکانيکی ماده به افزار آباکوس استفاده شده است.روش المان محدود توسط نرم

 شود.گرفته می

200 300 0 3yE GPa, MPa,v .     

فشار داخلی مختلف، در  فشار و دمای بحرانی تسليم در کره همگن براساس معيار فون ميزز در دما و        

 ( نشان داده شده است.2-9)جدول شماره 

 همگن بر اساس معيار فون ميزز کرهفشار بحرانی آغاز تسليم در  -2-9جدول 

-------------   0  i c    50   i c    0   iP  

 کره همگن  142.85M a     Pi cr
P    192.29 P   M ai cr

P    144.41 P   M ai cr
  

افزار آباکوس وارد ناحيه پلاستيک خواهد شد. با کمک نرم کرهبا افزایش فشار یا دما از حد بحرانی         

-فشار رسم می حالت مختلف دما و 9تسليم شده را در  کرهها در ناحيه الاستيک و پلاستيک توزیع تنش

 کنيم.
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-برای حل تحليلی و نرم(  مقایسه تابع تسليم 21-9و شکل )ها توزیع تنش( مقایسه 3-9های )شکل         

epRاز سطح داخلی تا شعاع  کرهدهد. این را  نشان می    MPa231تحت فشار داخلی  کرهدر افزاری 
 

 تسليم شده است.

 

 

 داخلی  همگن تحت فشار کرهتوزیع تنش الاستوپلاستيک در  -3 -9شکل 
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 داخلی  همگن تحت فشار کرهدر  تابع تسليم -21 -9شکل 

       

250iتحت دمای کرهدر  تابع تسليم( 21-9و شکل )ها ( توزیع تنش22-9شکل )   c را نشان می-

ناحيه  ود بنابراین شود.از هر دو سطح داخلی و خارجی تسليم می وی تحت بارگذاری فوقکر پوستهدهد. 

 شود.یک ناحيه الاستيک ایجاد میو  2epRو  1epRبين پلاستيک 

( برای یک دمای ثابت اگر فشار بيشتر از فشار بحرانی باشد تسليم از سطح 16-9با توجه به رابطه )   

شود. اگر شود و هر چقدر فشار بيشتر شود عمق ناحيه پلاستيک به سمت داخل بيشتر میخارجی آغاز می

از مقدار فشار بحرانی کمتر شود، تسليم به سمت سطح داخلی رفته و از سطح داخل پوسته تسليم آغاز  فشار

   شود. می

تر از حل عددی به روش المان محدود است. با این حل تحليلی با در نظر گرفتن فرضيات مساله حلی دقيق 

توان در نوع جزئی حل تحليلی و عددی را میوجود نتایج نزدیکی قابل قبولی با یکدیگر دارندو علت اختلاف 

هایی که در حل تحليلی درنظر گرفته شده است مثل صرفنظر از تنش برشی بيان بندی و یا ساده سازیمش

 نمود.
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 داخلی دمای همگن تحت  کرهتوزیع تنش الاستوپلاستيک در  -22 -9شکل 

 

 

 تابع تسليم در کره همگن تحت دمای داخلی -21 -9شکل 
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و فشار      151  تحت دمای کرهدر ( تابع تسليم 24-9و شکل )ها ( توزیع تنش29-9شکل )         

 شود.از سطح خارجی تسليم می کرهدهد. این نشان می را    MPa231داخلی 

 

 
 و دمای داخلی همگن تحت فشار کرهتوزیع تنش الاستوپلاستيک در  -29 -9شکل 

 

 
 دمای داخلیفشار و تابع تسليم در کره همگن تحت  -24 -9شکل 
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 4فصل 

 

جدار  کرهتحلیل ترموالاستوپلاستیک 

 تحت فشار داخلی FGضخیم ناهمگن 
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 FGهای الاستيک در کره جدار ضخيم ناهمگن در این فصل در ابتدا با استفاده از روابط اساسی توزیع تنش

حالت کره تحت فشار داخلی و کره تحت  1آوریم. سپس در دست میتحت اثر فشار داخلی و دمای داخلی به

فشار و دمای داخلی، به کمک معيار تسليم ترسکا و فون ميزز کره مورد تحليل ترموالاستوپلاستيک قرار 

 گرفته است. 

 تحت اثر نیروهای مکانیکی و حرارتی کرهالاستیک در  هایتوزیع تنش -4-1

با جایگذاری  4n

iK R K R همگن نا کرهتوزیع دما در  (13-1)در رابطه FGآید.دست میصورت زیر بهبه 

(4-2) 
4 21

0n

i

d dT
k R

R dR dR

 
 

 
 

( سپس 28-1( در روابط رفتاری )21-1با جایگذاری روابط سينماتيک )و  گيریماز رابطه فوق انتگرال می    

 شود.(، معادله دیفرانسيلی زیر برای جابجایی حاصل می11-1در رابطه تعادل )

(4-1)  
 

 
   

 
3 12

1 1 3 1

1
22 1

1

n

R R R i

d RB
R u n Ru n u R n n R R

A dR

 
 




  

        
   

 

  با جایگذاری رابطه توزیع دما در معادله دیفرانسيلی بالا داریم.    

4برای   الف(   1n   : 

(4-9) 

 

 

  
    3 4 34

4

2

1 1

11

4 3 1 3 11

2 1

1
1

1

2

1

R R R

i i n n nn

n

B
R u n Ru n u

A

n n n k R n n R
k

  



 



 
     

 


    

 



 

 صورت زیر است.دارای دو حل عمومی و خصوصی به (9-4)پاسخ     

(4-4) 
R g pu u u  

 آید.دست میصورت زیر بهحل عمومی معادله به    

mبا فرض     

Ru R  شود.معادله مشخصه زیر حاصل می (9-4)و جایگذاری در رابطه 

(4-5) 2

1 1( 1) 2 1 0
B

m n m n
A

 
     

 
 

Bبا توجه به مقادیر    

A
 های حقيقی است.که به نسبت پواسون وابسته است، معادله مشخصه دارای ریشه 
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(4-6)    1 1 2

1 2 1

1 1
, , 2 1 4 9

2 2 2 2

n n B
m m n n

A

    
           

 
 

 بنابراین حل عمومی معادله برابر است با    

(4-1) 1 2

1 2 m m

gu C R C R 

آوریم.با استفاده از جواب عمومی، رونسکين دست میجواب خصوصی معادله را با کمک روش لاگرانژ به    

 آید.دست میصورت زیر به( به )

(4-8)  
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 :بنابراین جابجایی برابر است با    

(4-3) 1 2 3 4 3 1

1 2 3 4

m m n n n

R g pu u u C R C R C R C R      

-ها بهتنش (، 28-1( و سپس در رابطه رفتاری )21-1سينماتيک )در روابط  (3-4)رابطه با جایگذاری     

 آیند.دست میصورت زیر به

(4-21) 
      

   

   

31 41
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(4-22)       

3 41
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 خواهد بود. زیرصورت رابطه تحت فشار داخلی ، به کرهشرایط مرزی سطح داخلی و خارجی     

(4-21) 
1     

         0

     


    

i R i

o R

r r R P

r r R k




 

 آیند.دست میبهصورت زیر الاستيک به کرهبرای    و  ضرایب  (21-4)با اعمال شرایط مرزی، در رابطه     

(4-29) 
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 آیند.دست میها بهتنشتوزیع ، (21-4)و  (22-4)در روابط   (29-4)که با جایگذاری روابط     

4برای  ب(    1n  : 

(، معادله 11-1( سپس در رابطه تعادل )28-1( در روابط رفتاری )21-1با جایگذاری روابط سينماتيک )

 شود.دیفرانسيلی زیر برای جابجایی حاصل می

(4-24) 
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 رابطه توزیع دما در معادله دیفرانسيلی بالا داریم.با جایگذاری     

(4-25) 
     2 3 1

1 1 3 12 1 ln ln 1
ln

2 ni i
R R R

B
R u n Ru n u R n n k R

A k

   
      


  

 

 صورت زیر است.دارای دو حل عمومی و خصوصی به (25-4)پاسخ     

(4-26) 
R g pu u u  
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 آید.دست میصورت زیر بهحل عمومی معادله به

mبا فرض     

Ru R  شود.معادله مشخصه زیر حاصل می (25-4)و جایگذاری در رابطه 

(4-21) 2

1 1( 1) 2 1 0
B

m n m n
A

 
     

 
 

Bبا توجه به مقادیر     

A
 های حقيقی است.که به نسبت پواسون وابسته است، معادله مشخصه دارای ریشه 

(4-28)    1 1 2

1 2 1

1 1
, , 2 1 4 9

2 2 2 2

n n B
m m n n

A

    
           

 
 

 بنابراین حل عمومی معادله برابر است با    

(4-23) 1 2

1 2 m m

gu C R C R 

آوریم.با استفاده از جواب عمومی، رونسکين دست میجواب خصوصی معادله را با کمک روش لاگرانژ به    

 آید.دست میصورت زیر به( به )

(4-11) 
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 برابر است با بنابراین جابجایی    

(4-12) 1 2 3 1 3 1

1 2 3 4lnm m n n

R g pu u u C R C R C R R C R      

-ها به(،  تنش28-1( و سپس در رابطه رفتاری )21-1در روابط سينماتيک ) (12-4)رابطه با جایگذاری     

 آینددست میصورت زیر به
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(4-11) 
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(4-19) 
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 خواهد بود.زیرصورت رابطه تحت فشار داخلی ، به کره داخلی و خارجی شرایط مرزی سطح   

(4-14) 
1     

         0

     


    

i R i

o R

r r R P

r r R k




 

 آیند.دست میبهصورت زیر برای کره الاستيک به   و  ( ضرایب 91با اعمال شرایط مرزی، در رابطه )   

(4-15) 
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 آیند.دست میها بهتنشتوزیع ، (19-4)و  (11-4)در روابط   (15-4)که با جایگذاری روابط    

 تحت فشار داخلی FG کرهتحلیل الاستوپلاستیک  -4-2

 آیند:دست میزیر بهالاستيک کامل تحت فشار داخلی طبق روابط  کرهها در توزیع تنش

(4-16)  
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 تحت فشار داخلی FG کرهتحلیل الاستوپلاستیک  -4-2-1

توان فشار بحرانی تسليم و روابط ی الاستيک خطی میها مربوط به کرهبا کمک معيار ترسکا و روابط تنش

 ی الاستوپلاستيک را بدست آورد.ها در ناحيه پلاستيک و الاستيک کرهتنش

      )باشد بنابراین می (    )و  (    )ها برای کرهبا بررسی روابط و توزیع تنش    

 برابر است با: FGMی باشد و معيار ترسکا در کرهصورت نشان داده شده میبه (  

(4-18)                                                                                                     2  
n

R iy yR R    

 بررسی شرایط بحرانی تسليمالف( 

 گيریم:صورت زیر در نظر میتابع تسليم را به    

(4-13)                                                                                                                        
2

R

n

yi

y
R

 




  

 باشد کره از آن شعاع تسليم خواهد شد.     با توجه به تابع تسليم در هر شعاعی که     

تسليم خواهد شد. بنابراین با  کرهباشد،  2در هر شعاعی که تابع تسليم برابر  (13-4)با توجه به رابطه     

 آید.دست میدر آغاز تسليم، رابطه زیر به (13-4)در رابطه  (11-4)و  (16-4)جایگذاری روابط 
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 کنيم:ی کروی فرض میها دو حالت تسليم زیر را در پوستهبا توجه به تابع تسليم و روابط تنش    

ی زیهر برقهرار   طور همزمان تسليم شود باید دو رابطهه اگر پوسته از هر دو سطح داخلی و خارجی به (2)

 باشد:

(4-92)                                                                                                                    
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و فشار بحرانی تسليم از شعاع  2  (  )های  باشد، پارامتر     طوری که از این دو رابطه به    

 آیند:دست میشود، از روابط زیر بهناميده می  (  )داخلی که 

(4-91)                          
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(4-99)                             
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 ی زیر برقرار باشد:تسليم شود باید سه رابطه       که      اگر پوسته از شعاع  (1)

(4-94)                                                                                     
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آیند که دست میبه    و     (  )و    (  )های باشد، پارامتر     طوری که از این سه رابطه به    

ناميده     (  )که  و فشار بحرانی تسليم از این شعاع    باشد. شعاع  می (91-4) یهمان رابطه   (  )

 آیند.دست میهای عددی بهبرای هر مسئله خاص با کمک روش  (94-4)از روابط  شود،می

 شود:های کروی ایجاد میبنابراین با تحليل شرایط بحرانی چهار حالت زیر در پوسته

: پوسته کروی از هر دو سطح داخلی و خارجی   (  )   و    (  )   ،      الف( اگر     

 شود.تسليم می

شود که: تسليم می   : پوسته کروی از شعاع     (  )   و    (  )   ،      ب( اگر     

      . 

ی بحرانی تسليم از رابطهشود و فشار : پوسته کروی از سطح داخلی تسليم می   (  )   ج( اگر     

  (   )  آید.دست میباشد بهمی (99-4)ی که همان رابطه   

                                                           
1
 Critical 
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ی شود و فشار بحرانی تسليم از رابطه: پوسته کروی از سطح خارجی تسليم می   (  )   د( اگر     

  (   )  آید که به صورت زیر است:دست میبه   

(4-95)                      
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 تسليم شده کرهجایی در ناحيه الاستيک ها و جابهها، کرنشتوزیع تنش ب(

ها در ناحيه الاستيک با جایگذاری روابط در شرایطی که فشار داخلی ها، جابجایی و کرنشتوزیع تنش   

 صورت زیر خواهد بود.باشد، بهمی
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 جایی در محدوده پلاستيکها و جابهتوزیع تنشج( 

توزیع تنش در محدوده پلاستيک کره   (18-4)و معيار ترسکا   (23-1)با کمک معادله تعادل تنش     

 آید:دست میصورت زیر بهالاستوپلاستيک به
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 صورت زیر است:( به  ( و پلاستيک )  های الاستيک )روابط بين کرنش کل و کرنش   
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(4-49)  p e   
 صورت زیر است:و همچنين رابطه تراکم ناپذیری پلاستيک نيز به   

(4-44) 0  p p p

R z   

 باشد.صورت زیر میهای الاستيک و پلاستيک بهرابطه بين کرنش کل و کرنش   

(4-45)    ,   , ,e p

i i i i R        

  :کرنش کل،   
  : کرنش الاستيک،  

 .پلاستيک : کرنش 

 باشند.صورت زیر میروابط کرنش الاستيک به    

(4-46)  
1
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i i j k i j k R
E

          
 

 

 شود.صورت زیر نوشته میبه کرهبا توجه به معيار ترسکا، قاعده جریان برای    

(4-41)        p p

    

 داریم.(44-4)در رابطه  (41-4)با جایگذاری رابطه    

(4-48) 2  p p

R    
 داریم (45-4)در روابط  (46-4)با جایگذاری روابط    

(4-43)  
1p

R R R
E

             

(4-51) 
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R
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 :داریم (48-4( و )21-1)و سپس با جایگذاری رابطه  (51-4)و  (43-4)از مجموع دو رابطه    

(4-52) 
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جهایی در ناحيهه   با جایگذاری روابط تنش در ناحيه پلاستيک در معادله بالا و حل معادلهه حاصهل، جابهه       

 آید.دست میپلاستيک به

(4-51) 
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 و شعاع ناحيه پلاستيک ها و جابجایی ها، کرنشدر روابط توزیع تنش   و    ،   ،   های ثابت    

 آیند.دست میبه کرهبا توجه به نحوه تسليم    
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 ( و یک ناحيه الاستيک       ( ) ، یک ناحيه پلاستيک)شودتسليم  سطح داخلیاز کرهاگر     

 (96-4)مربوط به روابط ناحيه الاستيک    و   شود و مجهولات ایجاد می کره( در        ( ) )

)مرز بين ناحيه الاستيک و     و ، (51و42-4)مربوط به روابط ناحيه پلاستيک    و    ،(41-4)تا 

 آیند.دست میشرط زیر به 5های عددی از پلاستيک(، برای هر مساله به کمک روش

(4-59) 
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( و یک ناحيه        ( ) ، یک ناحيه الاستيک)شودخارجی تسليم سطح از کرهاگر     

ط ناحيه مربوط به رواب   و   شود و مجهولات ایجاد می کره( در        ( ) پلاستيک)

)مرز بين ناحيه الاستيک و پلاستيک(، برای هر     و  مربوط به روابط ناحيه پلاستيک،   و    ،الاستيک

 آیند.دست میبه زیر رابطهشرط  5های عددی از مساله به کمک روش

(4-54) 
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(، در   ) 2ناحيه پلاستيک  ،        ، در شعاع شودتسليم خارجی  و سطح داخلیاز کرهاگر     

(   ) 1ناحيه پلاستيک          ( و در شعاع  ناحيه الاستيک )            شعاع  
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مربوط به    )ضریب     و مجهولات مربوط به روابط ناحيه الاستيک   و   شود. مجهولات ایجاد می

مربوط به    )ضریب     ( و مجهولات 2مربوط به ناحيه پلاستيک    )ضریب     ( و 2ناحيه پلاستيک 

و 2ناحيه پلاستيک  )مرز بين    ( و 1مربوط به ناحيه پلاستيک    )ضریب     (، و 1ناحيه پلاستيک 

 8های عددی از (،برای هر مساله به کمک روش1)مرز بين ناحيه الاستيک و پلاستيک     الاستيک( و 

 آیند.دست میشرط زیر به

(4-55) 
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(4-53) 

 

   

   

 

   

   

   

   

2

2

1

1

1 1

1 1

1

2

2

2 2

2 2

2

1

1 1

2

2 2

1)  1  

2) 

3)  

4)  0

5)      

6)

7) 

8) 

  

  

 
 

 

 









  


  



 









P i
R

y

P e

R ep R ep

e e

ep ep n

ep

yi yi

P

R

P e

R ep R ep

e e

ep R ep n

ep

yi

P e

R ep R ep

P e

R e

R

p R ep

P
R

R R R R

R R R R
R

R K

R R R R

R R R R
R

u R R u R R

u R R u R R








 

 

 



 

 
















 

(، در   ) 2ناحيه الاستيک          ، در شعاع شودتسليم yRاز شعاع یسطح از کرهاگر     

(   ) 1ناحيه الاستيک          ( و در شعاع  ناحيه پلاستيک )            شعاع  

مربوط به     و    ، مجهولات 2مربوط به روابط ناحيه الاستيک    و    شود و مجهولات ایجاد می
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)مرز بين ناحيه      و  مربوط به روابط ناحيه پلاستيک   و  و مجهولات 1روابط ناحيه الاستيک

های (،برای هر مساله به کمک روش1پلاستيک و الاستيک )مرز بين ناحيه     و پلاستيک( و 2الاستيک 

 آیند.دست میشرط زیر به 8عددی از 
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 مطالعه موردی -4-2-1-1

،    mm41گيریم. شعاع داخلی کرهبا مشخصات زیر را در نظر می FGMکره  برای مطالعه موردی، یک

، تنش تسليم سطح    GP111، مدول الاستيک سطح داخلی   mm61   ،5/2شعاع خارجی

   MPa911داخلی
9/1𝜈و نسبت پواسون    . 

 شرایط بحرانی تسليمالف( 

برای مقادیر   2    و   2   با فرض FGM کره( در   تابع تسليم ) (1-4)و  (2-4)شکل 

   (  )و  21 1    (  )ترتيب  به (91-4)دهد، با توجه به رابطه را نشان می   مختلف 

در هر دو      11 261  (  )باشد تابع تسليم در فشار     (  )   اگر  2، در شکل 85 9 

شود. در طور همزمان از هر دو سطح تسليم میباشد، بنابراین کره بهمی 2سطح داخلی و خارجی برابر با 
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در شعاع      34 219  (  )بع تسليم در فشار  باشد تا   (  )   اگر  (1-4)شکل 

 شود. باشد، بنابراین کره از این شعاع تسليم میمی 2برابر با  15 2   

  

      برای کرویتابع تسليم پوسته  -2-4شکل

 

       برای کرویتابع تسليم پوسته  -1-4شکل

   (  )         

        

      

        

        

Yield at two surface 

Yield at inner surface 

Yield at outer surface 

   Yield at outer surface 

 

 

 

   (  )         

        
      

        

        

Yield at two surface 

Yield at inner surface 

Yield at outer surface 

   Yield at outer surface 
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بدست  (99-4)باشد تابع تسليم در فشاری که از رابطه    (  )   ، اگر (1و  2-4)در هر دو شکل     

باشد    (  )   شود. اگر است، بنابراین کره از سطح داخلی تسليم می 2آید در سطح داخلی برابر می

است بنابراین کره از  2آید در سطح خارجی برابر بدست می  (95-4)تابع تسليم در فشاری که از رابطه 

 شود.سطح خارجی تسليم می

 با   FGMهای مختلف برای پوسته کروی   تغييرات فشار بحرانی تسليم بر حسب  (9-4)در شکل 

توان نتيجه گرفت که برای می   (  )رسم شده است، با توجه به شکل و مشخص بودن 2   

شود و فشار بحرانی تسليم ثابت است و برای کره از سطح داخلی تسليم می   (  )   

فشار بحرانی تسليم کاهش    طوریکه با کاهش شود بهکره از سطح خارجی تسليم می   (  )   

 تری تسليم خواهد شد.یابد در نتيجه کره در فشارهای پایينمی

، مقادیر   برای  کند، مقدار بهينهبراین برای اینکه کره در برابر تسليم شدن فشار بيشتری را تحمل بنا     

 است.   (  )بزرگتر از 

 

   ی کروی بر حسبپوستهتغييرات فشار بحرانی  -9-4شکل

The Sphere 

Yields at The 

Inner Surfase 

The Sphere 

Yields at The 

Outer Surfase 

(  )         
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 الاستوپلاستيک کرهها در توزیع تنشب( 

تسليم شده )کره الاستوپلاستيک( با مشخصات ذکر شده، در چهار حالت مختلف در  ها در کرهتوزیع تنش

)صورت ها بهها تنشدر این مثال  های زیر نشان داده شده است.شکل
  

   

) صورتجایی بهو جابه  (
 

  
) ،

 بعد شده است.بی

،     2   جایی شعاعی در کره الاستوپلاستيک با فرضجابه (5-4)ها و شکل توزیع تنش (4-4)شکل      

دهد. در این  شرایط کره از هر دو سطح داخلی را نشان می Mpa    262 6و     16 1    (  )   

طوری شود بهالاستيک در کره ایجاد میشود بنابراین دو ناحيه پلاستيک و یک ناحيه و خارجی تسليم می

( e) ناحيه الاستيک             (، در  P1) 2ناحيه پلاستيک            که در محدوده

مربوط به رابطه تنش در ناحيه     شود. مجهولات ایجاد می (P2) 1ناحيه پلاستيک           و در 

جایی در ناحيه مربوط به رابطه جابه    ، 1مربوط به رابطه تنش در ناحيه پلاستيک     ، 2پلاستيک 

مربوط به رابطه تنش در    و    ،  1جایی در ناحيه پلاستيک مربوط به رابطه جابه    ، 2پلاستيک 

ستيک و )مرز بين ناحيه الا     و ناحيه الاستيک( و  2)مرز بين ناحيه پلاستيک     ناحيه الاستيک، 

 :آیندبدست می (53-4)ی رابطهشرط  8(، از 1ناحيه پلاستيک

 آیند:دست میصورت زیر بههای موردنظر بهبا توجه به شروط ذکر شده ثابت

1 2 31 32

41 42 1 2

0.0002, 0.000539, 0.38037, 2.06874

3.631523, 3.631467, 1.1832, 1.3041ep ep

C C C C

C C R R
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 توزیع تنش الاستوپلاستيک در کره تسليم شده از سطح داخلی و خارجی  -4-4شکل

 

 

 الاستوپلاستيک تسليم شده از سطح داخلی و خارجیجایی در کره جابه -5-4شکل

 

                        

Elastic 

Region 
Plastic 

Region 

Plastic 

Region 

Plastic 

Region 

Elastic 

Region 
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Region 

            

 

 

            

 

 

  R 

   



77 
 

،  2    جایی شعاعی در کره الاستوپلاستيک با فرض  جابه (1-4)ها و شکل توزیع تنش (6-4)شکل 

دهد. در این شرایط کره از شعاع را نشان می    Mpa21126و    859 9    (  )   

-شود بهالاستيک و یک ناحيه پلاستيک در کره ایجاد میشود بنابراین دو ناحيه تسليم می  155 2   

ناحيه             (، در e1) 2ناحيه الاستيک            طوری که در محدوده

مربوط به    شود. مجهولات ایجاد می (e2) 1ناحيه الاستيک                  ( و درP) پلاستيک

    و     ، 2مربوط به رابطه تنش در ناحيه الاستيک     و       رابطه تنش در ناحيه پلاستيک ،

     ، 2جایی در ناحيه پلاستيک مربوط به رابطه جابه   ، 1مربوط به رابطه تنش در ناحيه الاستيک 

 8(، از 1)مرز بين ناحيه پلاستيک و ناحيه الاستيک     و ناحيه پلاستيک( و  2)مرز بين ناحيه الاستيک

 :آیندبدست می (61-4) رابطه شرط

21 11 12

22 3 4

1 2

0.00073266, 0.00006068, 0.00006084

0.00073264 0.10906, 1.78108

1.1908, 1.3196ep ep

C C C

C C C

R R
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         توزیع تنش الاستوپلاستيک در کره تسليم شده از شعاع   -6-4شکل

 

 

         جایی در کره الاستوپلاستيک تسليم شده از شعاع جابه   -1-4شکل

                        

Elastic 

Region 

Elastic 

Region 

Plastic 

Region 

Elastic 

Region 

Elastic 

Region 

Plastic 

Region 
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و         ،      ها در کره الاستوپلاستيک با فرض  توزیع تنش (8-4)شکل      

MPa266    شود بنابراین یک ناحيه دهد. در این  شرایط کره از سطح داخلی تسليم میرا نشان می

ناحيه           طوری که در محدودهشود بهپلاستيک و یک ناحيه الاستيک در کره ایجاد می

مربوط به رابطه    شود. مجهولات ( ایجاد میe) ناحيه الاستيک         (، در Pپلاستيک )

)مرز بين ناحيه     مربوط به رابطه تنش در ناحيه الاستيک،    و    تنش در ناحيه پلاستيک، 

 آیند:شرط زیر بدست می 4پلاستيک و ناحيه الاستيک(، از 

 1 2 30.0002048, 0.0005617, 0.4466, 1.2433epC C C R    

 

 

 توزیع تنش الاستوپلاستيک در کره تسليم شده از سطح داخلی  -8-4شکل

 

           

Elastic 

Region Plastic 

Region 

  R 
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و           ،       ها در کره الاستوپلاستيک با فرض  توزیع تنش (3-4)شکل     

MPa225    شود بنابراین یک ناحيه دهد. در این  شرایط کره از سطح خارجی تسليم میرا نشان می

ناحيه           طوری که در محدودهشود بهالاستيک و یک ناحيه پلاستيک در کره ایجاد می

به رابطه  مربوط   شود. مجهولات ( ایجاد میP) ناحيه پلاستيک         (، در eالاستيک )

)مرز بين ناحيه     مربوط به رابطه تنش در ناحيه الاستيک،    و    تنش در ناحيه پلاستيک، 

 آیند: شرط زیر بدست می 4پلاستيک و ناحيه الاستيک(، از 

 

 

 توزیع تنش الاستوپلاستيک در کره تسليم شده از سطح خارجی   -3-4شکل

 

 دهد. را نشان می کرهدر       و       برای    فشار بحرانی تسليم بر حسب  (21-4)شکل 

Plastic 

Region 

Elastic 

Region 
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   2nفشار بحرانی تسليم بر حسب  -21-4شکل

 

و  1( و مرز ناحيه الاستيک    و ناحيه پلاستيک ) 2تغييرات مرز ناحيه الاستيک (22-4)شکل شماره 

(، را بر حسب تغييرات فشار )    ناحيه پلاستيک )
(  )   

   

 
  

   

 
(  )  

   

 دهد. ( نشان می

 

 تغييرات مرزهای الاستيک و پلاستيک در اثر تغيير فشار -22-4شکل

          

          

2n  
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 تحت فشار داخلی FG کره الاستوپلاستیکترموتحلیل  -4-2-2

ها در ناحيه الاستيک کامل به مقادیر پارامترهای تحت فشار و دمای داخلی، وضعيت توزیع تنش FG کرهدر 

توان وضعيت نمی کرهوابسته است، با توجه به تغييرات این پارامترها در هر  4nو 1n،2n ،3nناهمگنی 

 صورت زیر باشد.ها بهها در نظر گرفت بنابراین ممکن است وضعيت تنشیکسانی را برای تنش

(4-62) , , , ,k j i i j k R        

 صورت زیر خواهد بود.ها، معيار ترسکا و تابع تسليم بهبا توجه به وضعيت تنش    

(4-61) 2

2

, , ,
i jn

i j yi y n

yi

R i j R
R

 
     




      

توان معيار ترسکا، تابع تسليم، شرایط بحرانی ها میدر هر مساله خاص با مشخص شدن توزیع تنش    

 الاستوپلاستيک را بررسی کرد.تسليم و تحليل 

 تسليم شده. کرهجایی در ناحيه الاستيک ها و جابهها، کرنشتوزیع تنش الف(

 رای هر دو حالت توزیع دما در زیر آورده شده است.ها در ناحيه الاستيک بها، جابجایی و کرنشتوزیع تنش

4برای  1n  : 

(4-69) 
      

      

31 2 4

1

3 3

1

1 1 2 3 3 4

1

3

1

4

22 2 2

1 2 2

m m n n

ne

R i n n

i

Am B C Am B C C A n n B R
E R

C A n B R A

R

B R T R

R




        
 
       

 

(4-64) 

       

     

3

3 3

1 2 4

1

1

1 3 4 3

1

4

1

3

2 ( )+1

(

1 1 2 1

1)+1 2

n n

ne

i

m

i

m

n n

A B m C A B m C B n n C R
E R

B n C R A B R

R

T R
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(4-65) 1 2 3 4 3 1

1 2 3 4

m me n n n

Ru C R C R C R C R     
(4-66)    1 21 1 3 4 1 3

1 1 2 2 3 43 4 3 1m me n n n

R C m R C m R n n C R n C R          
(4-61) 1 21 1 3 4 1 3

1 2 3 4

m me n n nC R C R C R C R
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4 1n  

 
 

(4-68)  

      

   

3

1

2

3 3

1 1 1

1 1 2 3 32

4 3

2 2 1

C

2 ln

1 2 2

n

ne
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(4-63) 

       

   
1

3

1 3
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1

4

1 1

3

2 3 31 1 2 1 +1 ln

1 2
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(4-11) 1 2 3 1 3 1

1 2 3 4lnm me n n

Ru C R C R C R R C R     
(4-12)     1 21 1 3 3

1 1 2 2 3 43 1 ln 1 3 1m me n n

R C m R C m R C n R R C n R         

(4-11) 1 21 1 3 3

1 2 3 4lnm me n nC R C R C R R C R
     

 

 کره تسليم شدهلاستيک ناحيه پجایی در ها و جابهها، کرنشتوزیع تنش ب(

 آید.صورت زیر میتوجه معيار ترسکا بهها در ناحيه پلاستيک با ها، جابجایی و کرنشتوزیع تنش

-تحت فشار و دمای داخلی را با توجه به مقادیر مختلف ضرایب ناهمگنی می  FGمعيار ترسکا در کره        

 توان بصورت کلی زیر نوشت.

(4-69) 2n

R yi R     

        

 دست آورد.ها در ناحيه پلاستيک را بهتوان توزیع تنشبرای هر کدام از سه معيار تسليم فوق می 

-ستيک بهالاستوپلا کرهمعادله تعادل تنش  توزیع تنش در محدوده پلاستيک در معيار ترسکا  جایگذاریبا 

 آید.دست میصورت زیر به

(4-64) 2

3

2

2 yi np

R R C
n





  

(4-65) 2

3

2

2
1

nP

R yi R C
n

 
 

    
 

 

 شود.صورت زیر نوشته میبه کرهبا توجه به معيار ترسکا، قاعده جریان برای      
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(4-66) p p

    

 ( در رابطه تراکم ناپذیری پلاستيک، داریم.66-4با جایگذاری رابطه )        

(4-61) 2p p

R     

 پلاستيک، الاستيک و حرارتی داریم.های از رابطه کرنش کل وکرنش        

(4-68) 
 

     
1p

R R R R R
E R

                

(4-63) 
 

     
1p

R R R
E R

                   

(4-11) 
 

     
1p

R R R
E R

                 

 :( داریم11و  68-4رابطه ) سهاز مجموع 

(4-12) 
 

      
1

2 1 2 2 3p p

R R R R R
E R

                      

4برای  الف(    1n  :  

 توان نوشت.( می12-4( در رابطه )92و  28-1) (،61و  65، 64-4جاگذاری روابط ) با   

(4-11)  
 

3 4

2

1 4 4

1

2
3 1 1

2

1 22 2 6 3
3 1

1

n n
nR R i i

yin n n

i

du u n R k
R C

dR R E R n k R

  




 

    
       

   
 

4ب( برای     1n  :  

 توان نوشت.( می12-4( در رابطه )94و  28-1(، )61و  65، 64-4با جاگذاری روابط )   

(4-19)  
  32

1

2
3

2

1 22 2 6 ln
3 3 1

ln

nnR R
yi i in

i

du u n R
R C R

dR R E R n k


  

    
        

  
 

 4Cو  3Cهای مجهول جابجایی بر حسب ثابتدیفرانسيلی فوق برای هر مساله خاص،  با حل معادلات    

  در ناحيه پلاستيک )
 .آیدست می( بد  
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 مطالعه موردی -4-2-3

،    mm41گيریم. شعاع داخلی کرهبا مشخصات زیر را در نظر می FGMکره  برای مطالعه موردی، یک

، تنش تسليم سطح    GP111، مدول الاستيک سطح داخلی   mm61   ،5/2شعاع خارجی

   MPa911داخلی 
612، ضریب انبساط حرارتی در سطح داخلی  10i

  9/1، نسبت پواسون𝜈   

1شوند.صورت زیر فرض میو ضرایب ناهمگنی به 2 3 4n n n n n    . 

تحت فشار داخلی  کرهمحيطی الاستيک در ترتيب توزیع تنش شعاعی و به (29 و21 -4)های شماره شکل

80iP MPa  50و اختلاف دمای سطح داخلی با دمای محيطi c    برای مقادیر مختلفn را نشان می-

 دهد.

 

 

 تحت فشار   الاستيکترموناهمگن  کرهتنش شعاعی  -21-4شکل 

   nبرای مقادیر مختلف  داخلی

n=-2 

n=-1 

n=0 

n=2 

n=1 

R

y
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 تحت فشار   الاستيکترموناهمگن  کره محيطیتنش  -29-4شکل 

   nبرای مقادیر مختلف  داخلی

 های الاستيک، تنش شعاعی، تنش ماکزیمم و تنش محيطی، تنش مينيمم است.با توجه به نمودارهای تنش

 شود.صورت زیر رسم میبنابراین تابع تسليم برای شرایط بالا به

 

 تحت فشار   الاستيکترموناهمگن  کره تابع تسليم -24-4شکل 

   nبرای مقادیر مختلف  داخلی

n=-2 

n=-1 

n=0 
n=1 

n=2 

n=-2 

n=-1 

n=0 

n=1 

n=2 

y
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-تسليم نمی کرهنيست، بنابراین در شرایط مذکور  2ای برابر ، تابع تسليم در هيچ نقطه4با توجه به شکل 

 شود.از سطح داخلی تسليم می کرهشود ولی با افزایش فشار داخلی 

 دهد. ، نشان می2را در فشار بحرانی بر اساس جدول  nتابع تسليم برای مقادیر مختلف  (25-4)شکل 

 

 تحت فشار   الاستيکترموناهمگن  کره تابع تسليم -25-4شکل 

   nبرای مقادیر مختلف در آستانه تسليم،  داخلی

از سطح داخلی  کرهدر سطح داخلی برابر یک است بنابراین ( نمودار تابع تسليم 25-4در شکل شماره )

 شود.تسليم می

1nبا در نظر گرفتن  کرهها در ( توزیع تنش26-4شکل شماره )   260و فشار داخلیiP MPa  و شکل

1nبا در نظر گرفتن  کرهها در ( توزیع تنش21-4شماره )    170و فشار داخلیiP MPa را نشان می-

      ( ) ( و یک ناحيه الاستيک)       ( ) یک ناحيه پلاستيک)در این شرایط دهد. 

1nبرای مربوط به روابط ناحيه الاستيک    و   شود و مجهولات ایجاد می کره( در     1وn  به-

n=-2 

n=-1 

n=0 

n=1 

n=2 

y 

R 



88 
 

1nبرای مربوط به روابط ناحيه پلاستيک    و   آید و دست می   1وn   مرز      آید. دست میبه(

 آیند.دست میبه زیرشرط رابطه  5بين ناحيه الاستيک و پلاستيک(، از 
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 آیند.دست میصورت زیر بهترتيب بهمجهولات به 

2

3

1

4

0.001229097875 0.0004870495907

-2.866666667 2.162405215, 1.15001532

,

, 1ep

C C

C C R

  
 

   
 

 

1nبرای  تسليم شده از سطح داخلی FGM کرهالاستوپلاستيک در ترموتوزیع تنش  -26 -4شکل  

 

1.15epR  

i

y
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 آیند:دست میبه صورت زیر به n=-1با توجه به شرط بالا مجهولات برای حالت     

2

3 4

1 -0.0004526516047 0.0006092204956

1.433333333 -0.4669827989, 1.3861412

,

, 34ep

C C

C C R

  
 

    

 

 

 

1nبرای  تسليم شده از سطح داخلی FGM کرهالاستوپلاستيک در ترموتوزیع تنش  -21 -4شکل   

 

  ترموالاستوپلاستیک با کمک معیار تسلیم فون میززتحلیل  -4-3

ناهمگن تحت فشار داخلی و دمای داخلی، با کمک معيار فون ميزز، از  کرهبرای تحليل ترموالاستوپلاستيک 

-و خواص مکانيکی در سطح داخلی ماده به افزار آباکوس استفاده شده است.روش المان محدود توسط نرم

 شود.در نظر گرفته میصورت زیر 

1 2 3 4

200 300 0 3
ii yE GPa, MPa,v .  

n n n n n

  

   
 

1.38epR  

i

y




 

R 

   

  R 

Elastic 

Region 

Plastic 

Region 



91 
 

در  (PET( و معيار ترسکا )FEM، براساس معيار فون ميزز) FGناهمگن کرهفشار و دمای بحرانی تسليم در 

( نشان داده شده است. در این 1-4در جدول شماره ) ،nدما و فشار داخلی مختلف، برای مقادیر مختلف 

 پاسکال و واحد، دما درجه سانتيگراد است.جدول، واحد فشار، مگا 

 

  ناهمگن بر اساس معيار فون ميزز و ترسکا کرهفشار و دمای بحرانی تسليم در  -2-4جدول 

   0i icr
, P     50i icr

P , c     0i icr
P , c  n 

FEM PET FEM PET FEM PET 

255215 241 246212 244 221211 213 1- 

243211 24125 261299 265245 215256 211261 2- 

244242 298254 231213 28124 241285 241214 1 

293213 295 112249 111 261281 26124 2 

299231 291 155219 15122 285246 282288 1 

 

 

افزار آباکوس با افزایش فشار یا دما از حد بحرانی کره وارد ناحيه پلاستيک خواهد شد. با کمک نرم         

فشار برای مقادیر  حالت مختلف دما و 9ها در ناحيه الاستيک و پلاستيک کره تسليم شده را در توزیع تنش

 کنيم.میو با نتایج تحليلی مقایسه رسم  nمختلف 

 :تحت فشار داخلی FGMالف( کره 

1nبرای مقدار     MPa111ها در کره تحت فشار داخلی توزیع تنش  این کره از سطح داخلی تا .

شعاع 
epR شود.تسليم می 
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1nبرای حالت  تحت فشار داخلی FGM کرهتوزیع تنش الاستوپلاستيک در  -28 -4شکل   

 

1nبرای حالت  تحت فشار داخلی FGM کرهدر  تابع تسليم -23 -4شکل   

 تحت دمای داخلی FGMب( کره 

(، نشان داده شده است. این 28-4در شکل )  =n -1با     ₒ c151 ها در کره تحت دمایتوزیع تنش

 شود.کره از سطح داخلی تسليم می

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

R 

              PET 
              FEM 

Plastic 
Region 

Elastic 
Region 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

R 

           PET 
           FEM 

1.13epR 

 

1.13epR 

 

i

y




 

y 

  R 

   



92 
 

 

2nبرای حالت  FGM کرهالاستوپلاستيک در ترموتوزیع تنش  -11 -4شکل    

 

 

2nبرای حالت  FGM کرهالاستوپلاستيک در ترمو ابع تسليمت -12 -4شکل    
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 تحت فشار و دمای داخلی FGMج( کره 

1nبرای      MPa211و فشار     ₒ c151 تحت دمای FGMها در کره توزیع تنش   همان دما و

1nبرای      MPa111 فشارو    .از سطح خارجی  وی در هر دو حالتکر پوستهنشان داده شده است

   شود.تسليم می

 

 

 

 FGM کرهالاستوپلاستيک در ترموتوزیع تنش  -11 -4شکل 

1nبرای حالت تحت دما و فشار    
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  FGM کرهالاستوپلاستيک در ترموتوزیع تنش  -19 -4شکل 

1nبرای حالت تحت دما و فشار   

 

 

 تحت دما و فشار FGM کرهدر  ابع تسليمت -14 -4شکل 

1nبرای حالت   
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-4( برای دو حالت مختلف رسم شده است. در شکل )Rشعاع کره )در نمودارهای زیر تنش تسليم بر حسب 

های مختلف در حالت   n( دما صفر در نظر گرفته شده و تابع تسليم برای فشارهای مختلف و برای 15

 تسليم از سطح داخلی رسم شده است. 

 

 تحت فشار FGM کره همگن ودر  ابع تسليمت -15 -4شکل 

 های مختلفnبرای 
 

های مختلف   nمختلف و برای  دماهایصفر در نظر گرفته شده و تابع تسليم برای فشار ( 16-4در شکل )

 در حالت تسليم از سطح داخلی رسم شده است. 

 

 تحت دما FGM کره همگن ودر  ابع تسليمت -16 -4شکل 

 های مختلفnبرای 
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 گیریبندی و نتیجهجمع
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های کروی جدار ضخيم همگن و ناهمگن در فصول قبلی این تحقيق، تحليل ترموالاستوپلاستيک پوسته

 با استفاده از روابط الاستيک حاصل از تئوری الاستيسيته مستوی و معيارهای FGساخته شده از مواد 

دست آمده از فصول قبل و بيان بندی نتایج بهتسليم ترسکا و فون ميزز، انجام شد.  در این فصل به جمع

دست آمده است، پرداخته شده است و در پایان پيشنهادهایی برای سایر ای که از این تحقيق بهنتيجه

 موضوعات مرتبط با   این تحقيق مطرح شده است. 

 ی  گیربندی و نتیجهجمع -5-1

 بندی و نتایج حاصل بيان شده است.در این بخش مطالب فصول قبلی جمع

 FGهمگن و ناهمگن  کره تحلیل الاستیک و ترموالاستیک -5-1-1

 4مؤلفه تنش،  4مجهول ) 21های جدار ضخيم متقارن محوری، طور کلی در تحليل الاستيک پوستهبه

معادله رفتاری(  4معادله سينماتيک و  4معادله تعادل،  1معادله ) 21جایی( و مؤلفه جابه 1مؤلفه کرنش و 

داریم که حل همزمان آنها امکان ناپذیر است. در موقعيتی که تنش برشی و کرنش برشی صفر باشد 

مؤلفه  1مؤلفه کرنش و  9مؤلفه تنش،  9رسد )مجهول می 8)الاستيسيته مستوی(، تعداد مجهولات به 

های جدار معادله رفتاری( برای حل کره 9معادله سينماتيک و  9دله تعادل، معا 1معادله  ) 8جایی( و جابه

و  ، کرنشمعادله روابطه تنش 8ضخيم متقارن محوری وجود دارد. که در این تحقيق، با استفاده از این 

 دست آمد. تحت فشار و دمای داخلی ب FGMجایی در ناحيه الاستيک کره همگن و جابه

 FGهای همگن و ناهمگن کرهیک وپلاستالاست یک و ترمووپلاستتحلیل الاست -5-1-2

-ها در ناحيه الاستيک و با کمک معيار تسليم ترسکا با فرض رفتار الاستيکبا استفاده از روابط تنش

 پلاستيک کامل، شرایط بحرانی تسليم شامل فشار و یا دمای بحرانی آغاز تسليم و شعاع نقطه شروع تسليم 

صورت جایی در ناحيه الاستيک و پلاستيک کره تسليم شده بهها و جابهها، کرنشتنش و همچنين روابط

 بررسی شد.  FGMدست آمده است و تاثير ضرایب ناهمگنی در چگونگی تسليم در کره تحليلی به
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نتایج حاصل از بررسی تاثير ضرایب ناهمگنی در چگونگی تسليم در تحليل الاستوپلاستيک کره         

FGM باشند.صورت زیر میبا کمک معيار ترسکا به 

تحت فشار ارائه و همچنين  FGMروند کلی تحليل الاستوپلاستيک کره جدارضخيم  تحقيقدر این    

 چگونگی تسليم شدن کره در شرایط مختلف و ضرایب ناهمگنی بيان  شد. 

کروی از هر دو سطح داخلهی و خهارجی    : پوسته  (  )   و    (  )   ،      اگر  .2

 شود. تسليم می

شود کهه:  تسليم می   کروی از شعاع  : پوسته    (  )   و    (  )   ،      اگر  .1

         

 شود.کروی از سطح داخلی تسليم می : پوسته   (  )   اگر  .9

 شود.ليم میکروی از سطح خارجی تس : پوسته   (  )   اگر  .4

،   بهرای   کنند، مقدار بهينهکروی در برابر تسليم شدن فشار بيشتری را تحمل  برای اینکه پوسته .5

 است.   (  )باید بزرگتر از 

 ، همواره فشار بحرانی تسليم بيشتر از حالت همگن است.    اگر  .6

 ، همواره فشار بحرانی تسليم کمتر از حالت همگن است.    اگر  .1

 

با کمک نرم افزار المان محدود آباکوس که تحليل الاستوپلاستيک با استفاده از معيار فون ميزز با         

 کرهها در دهد، چگونگی تسليم و توزیع تنش، را انجام می کرهپلاستيک کامل در  -فرض رفتار الاستيک

با نتایج حاصل از روش تحليل دست آمد. که نتایج حاصل از این روش، شباهت قابل توجهی تسليم شده به

 به کمک معيار ترسکا دارد.

 پیشنهادها -5-2

های انجام شده در این تحقيق و دستيابی به نتایج ها بررسیها و ، جهت تعميم تحليلبا توجه به تحليل

 گردد:پيشنهادهای زیر ارائه می FGM کرهتر در تحليل ترموالاستوپلاستيک تر و جامعدقيق

 . FGM کرهدر نظر گرفتن توابع نمایی یا سهموی برای تغييرات خواص مکانيکی  -

استوانه با ، مخروط ولف از جمله، کره با ضخامت متغيرهای هندسی مختبررسی بر اساس شکل -

 .مقطع بيضی
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تحت فشار غير یکنواخت متغير با زمان  FGMحل کره  - ,p p t  

 چرخان تحت کوپل حرارتی و فشاری.ی حل تحليلی کره -

صورت ویسکوالاستيک، کرنش سختی خطی یا غير خطی به کرهدر نظر گرفتن رفتار پلاستيک ماده  -

 جای پلاستيک کامل.به

های مختلف از جمله فشار خارجی، بار حرارتی غير پایا، اعمال بار تحليل مسأله در معرض بارگذاری -

 )جسم دوار(.دیناميکی، گذرا و نيروهای حجمی 

 شود.بررسی رفتارهایی مانند خزش، خستگی، شکست، کمانش و ارتعاشات در ماده نيز توصيه می -
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Abstract 

In this research thermoelastoplastic analysis of thick-walled spheres made of homogenous 

and nonhomogenous materials with power-varying properties using plane elasticity theory 

which is subjected to internal pressure and steady state thermal loading is carried out. The 

purpose is to check yielding of sphere by assuming elastic-perfectly plastic behavior and to 

find state of stress, strain and displacement of sphere. First, governing differential equation 

axisymmetric thick-walled spheres with constant thickness that are made of homogenous and 

nonhomogenous materials with power-varying properties and subjected to pressure and 

thermal loadings are derived by using plane elasticity theory. Then according to the Tresca 

yield criterion analytically and von Mises yield criterion numerically by using ABAQUS 

finite elements software, investigate yielding of sphere and stress, strain and displacement in 

elastic and plastic region of sphere. Finally, for the case study and survey equation, are 

considered a homogenous and FGM sphere with the specified parameters. 

Kywords: Thick-walled sphere, Functionally Graded Material (FGM), Plane Elasticity 

Theory (PET), Elastic-perfectly plastic behavior, Tresca and Von mises yield criterion.                
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