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 چکیده

های جدار ضخيم ساخته شده از مواد همگن و مواد در این تحقيق به تحليل ترموالاستوپلاستيک استوانه

، با تغييرات توانی خواص مکانيکی که در معرض فشار داخلی و بار حرارتی در حالت پایا قرار FGناهمگن 

اند با استفاده از تئوری الاستيسيته مستوی ، پرداخته شده است. هدف بررسی تسليم استوانه با در نظر گرفته

ایی شعاعی جکرنش و جابهپلاستيک کامل( و یافتن وضعيت تنش،  -گرفتن رفتار الاستوپلاستيک )الاستيک

های جدار ضخيم متقارن محوری که ضخامت ثابتی استوانه است. ابتدا معادلات دیفرانسيل حاکم بر استوانه

اند و در معرض بار فشاری و حرارتی قرار دارند و از مواد همگن و ناهمگن با تغييرات توانی خواص، ساخته شده

اند. های استخراج شدای و کرنش صفحهمستوی در حالت تنش صفحهدارند با استفاده از تئوری الاستيسيته 

ا کمک صورت عددی بصورت تحليلی و معيار تسليم فون ميزز بهسپس بر اساس معيارهای تسليم ترسکا به

جایی در ناحيه ها و جابهها، کرنشافزار المان محدود آباکوس به بررسی تسليم استوانه و توزیع تنشنرم

 جنتای ررسیبه ببرای ارزیابی بيشتر، پلاستيک استوانه تسليم شده پرداخته شده است. در نهایت الاستيک و 

 .شده استپرداخته با مشخصاتی معلوم  FGMهمگن و  یک استوانهدر 

 

(، ماده PET(، تئوری الاستيسيته مستوی )FGMاستوانه جدار ضخيم، ماده ناهمگن ) واژگان کلیدی:

 معيار تسليم ترسکا، معيار تسليم فون ميزز پلاستيک کامل، -الاستيک
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 ها پوسته -2-2

رین تها فراوانها در برابر سایر ابعادشان کوچک است. پوستههستند که ضخامت آنهایی خميده ها سازهپوسته

های آشنا عبارتنداز: حباب کنيم، از جمله پوستههایی هستند که در اطراف خود مشاهده میترین سازهو متنوع

ها و... لولهی هواپيما، مخازن تحت فشار، ی سر، لاک و صدف جانوران، بدنهصابون، حباب لامپ، جمجمه

ای برخوردارند. مطالعه این رفتارها ها از لحاظ رفتاری در برابر نيروها و لنگرها، از مقاومت مطلوب و ویژهپوسته

ی نه چندان دور تا به امروز مورد توجه دانشمندان زیادی قرار های مختلف از گذشتهکارگيری تئوری و به

 ،ای و کرویاستوانههای ها، پوستهادامه دارد. از ميان انواع پوستهگرفته و به دليل فراوانی کاربرد، همچنان 

ی این دسته از پژوهان به دنبال اعمال تغييرات بر روی دیواره و مادهای دارند و همواره دانشاهميت ویژه

 دهند.ها افزایش و وزن آنها را کاهش ها را در برابر بارگذاریاند که بتوانند مقاومت آنها بودهپوسته

 [2] هاپوستهانواع  -2-2-2

 . شوندبندی میدستهصورت زیر بهدیدگاه هندسی، مادی و رفتاری  9ها از پوسته طور کلیبه

  دیدگاه هندسیاز  -الف

 باشد.    12/2ای که نسبت ضخامت به شعاع انحنای سطح ميانی آن کمتر از پوسته: 2پوسته جدار نازک

  باشد. 12/2از  بيشترکه نسبت ضخامت به شعاع انحنای سطح ميانی آن  ایپوسته: 1پوسته جدار ضخيم

 مادیدیدگاه از  -ب

 .باشدمین : خواص مکانيکی ماده پوسته، در نقاط مختلف جسم یکسان است و تابع موقعيت نقاط9پوسته همگن

  قعيت نقاط: خواص مکانيکی ماده پوسته، در نقاط مختلف جسم یکسان نيست و تابع مو1پوسته ناهمگن 

 باشد.می

                                                             
1 Thin Walled shell 
2 Thick Walled Shell 
3 Homogeneous Shell  
4 Inhomogeneous Shell  
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 در جهات مربوط به هر نقطه، یکسان است.خواص مکانيکی ماده پوسته،  :2پوسته همسانگرد

 : خواص مکانيکی ماده پوسته، در جهات مربوط به هر نقطه، یکسان نيست.1پوسته ناهمسانگرد

 رفتاریدیدگاه از  -ج

باری، کوچک ه بين شرایط بارداری و بیجایی هر نقطه از پوست: جابه9های کوچکپوسته با تغيير شکل

 )رفتار خطی از نظر هندسی(است.

باری، کوچک جایی هر نقطه از پوسته بين شرایط بارداری و بی: جابه1های بزرگپوسته با تغيير شکل

 )رفتار غير خطی از نظر هندسی(نيست.

ش از قانون عمومی هوک پيروی کرن -ها بازگشت پذیرند و روابط تنش: تغيير شکل2پوسته با رفتار کشسان

 کنند.)رفتار خطی از نظر مادی(می

کرنش از قانون عمومی هوک پيروی  -ها بازگشت ناپذیرند و روابط تنش: تغيير شکل1پوسته با رفتار مومسان

 کنند.)رفتار غير خطی از نظر مادی(نمی

 ها های ارائه شده برای پوستهتئوری -2-2-1

های مختلفی توسط دانشمندان های جدار نازک و جدار ضخيم تئورتحليل پوستهبرای مدل سازی ریاضی و 

 ود.شها پرداخته میارائه شده است که هر کدام مزایا و معایبی دارد. در این بخش به معرفی برخی از این تئوری

 نازک جدار های پوسته تئوری -2-2-1-2

بودن  حقيقت به دليل کوچک دو بعدی بنا شده است. در ها بر مبنای تئوری الاستيسيتههای این پوستهتئوری

ط سازی روابشود و با سادهی سه بعدی استفاده نمییک بعد نسبت به ابعاد دیگر تئوری الاستيسيته

                                                             
1 Isotropic Shell  
2 Anisotropic Shell 
3 Small Deformation 
4 Large Deformation 
5 Elastic Behavior 
6 Plastic Behavior 
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ستگی آید که دقت نتایج هر تئوری بدست میها بهستهل این پوهای تحليلی تقریبی برای حروش ،يتهالاستيس

( 2221) 1( ارائه شد. ارون2222)2ها توسط کيرشهفدارد. اولين فرضيات در مورد ورق سازی آنبه درجه ساده

نازک جدار ( معادلات عمومی پوسته 2222) 9ها را معرفی کرد. لاوپوستهتئوری بر اساس فرضيات کيرشهف 

( 2321) 1سنرکيرشهف مشهور است. ری -نازک یا تئوری لاوجدار های را ارائه کرد که به تئوری کلاسيک پوسته

( 2391) 2های حاصل از دوران متقارن محوری را با استفاده از فرضيات لاو ارائه نمود. فلوگهتحليل پوسته

ی دو را با لحاظ کردن خيزهای کوچک ارائه نمود که این معادلات به عنوان ها با تقریب مرتبهتئوری پوسته

 1هباشند. بيرنهای خاص قابل حل میند و فقط در حالتشونازک شناخته می جدارهایمعادلات استاندارد پوسته

صفر و  یها با تقریب مرتبهسازی معادلات فلوگه تئوری پوستهیات فلوگه را تکميل کرد. با ساده( نظر2311)

 2بندی کرد. سندرزرا فرمول نازک جدارهای خطی پوسته( تئوری غير2322شود. نقدی )ل مییک حاص

( امکان ارائه نظریه 2311) 2مک اصل کار مجای پرداخت و نووژیلفها به کی پوستهبند( به فرمول2323)

 نازک جدارهای های عمومی ارائه شده برای پوستههای مختلف نشان داد. در نهایت تئوریها را به شکلپوسته

 بندی نمود:ر تقسيمتوان به شکل زیرا می

هایی که سختی خمشی خيلی کمی دارند : پوستهی صفر( تئوری غشایی )تئوری با تقریب مرتبه -2

 شوند؛و از نظر فيزیکی قادر به تحمل لنگرهای خمشی نيستند، با این تئوری تحليل می

هایی که سختی خمشی قابل توجهی داشته ی یک( : پوستهتئوری خمشی )تئوری با تقریب مرتبه -1   

 شوند؛اشند، با این تئوری تحليل میباشند و از نظر فيزیکی قادر به تحمل لنگرهای خمشی ب

                                                             
1 Kirchhoff 
2 Aron 
3 Love 
4 Reissner 
5 Flugge 
6 Byrne 
7 Sanders 
8 Novozhilov 
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 تئوری فلوگه )تئوری با تقریب مرتبه دو(. -9            

يات در شود که این فرضنازک با تغيير شکل کم فرضياتی در نظر گرفته می جدارهای برای تحليل پوسته      

 کيرشهف -لاوفرضيات شوند. این فرضيات که به نام های غشایی و خمشی نيز در نظر گرفته میتئوری

 مشهورند عبارتند از :

 نسبت ضخامت پوسته به شعاع انحنای سطح ميانی خيلی کمتر از واحد است؛ -2

 در مقایسه با ضخامت پوسته کوچک هستند؛  هاتغيير مکان -1

مقاطع مستوی عمود بر سطح ميانی پوسته پس از بارگذاری و تغيير شکل، مستوی و عمود بر  -9

های برشی و کرنش عمودی در سطح توان از کرنشانند که با این فرض میمسطح ميانی باقی می

 موازی با سطح ميانی صرف نظر نمود؛

 تنش عمود بر سطوح موازی با سطح ميانی قابل چشم پوشی است. -1

 جدار ضخيمهای تئوری پوسته -2-2-1-1

 جدار ضخيمهای يق استوانهقحل د 1ی دو بعدیده از تئوری الاستيسيتها( با استف2221) 2اولين بار لامه

 گرد را ارائه کرد.ی همگن و همسانخت داخلی از مادهمتقارن محوری با جدار ثابت تحت فشار یکنوا

ت را به دس جدار ضخيمهای ( با استفاده از معادلات اساسی الاستيسيته روابط پوسته2392) 9گلرکين        

 خيمجدار ضهای ستسيسته خطی معادلات قابل حلی برای پوسته( با استفاده از تئوری الا2313) 1ولاسف آورد.

ای ه( با لحاظ اثر برش عرضی و اینرسی دورانی، تئوری تغيير شکل برشی را برای پوسته2321ارائه کرد. نقدی )

ی اول، ( با به کارگيری تئوری تغيير شکل برشی مرتبه2322) 2بنيان نهاد. ميرسکی و هرمان جدار ضخيم

                                                             
1 Lame 
2 Plane elasticity theory(PET) 
3 Galerkin 
4 Vlassov 
1 Mirsky& Hermann 
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-ی استوانه( مقادیر ویژه2312) 2پنرا ارائه کردند. گرینس ای جدار ضخيمهای استوانهعاشی پوستهتتحليل ار

مقایسه نمود. بنابراین دو  جدار ضخيمنازک و جدار های های مختلف پوستهرا با تئوری جدار ضخيمهای 

 مطرح شد. يمجدار ضخهای تئوری الاستيسيته مستوی )دو بعدی( و تغيير شکل برشی برای پوسته

 تئوری الاستيسته مستوی  -

دله سينماتيک و شش معادله ادله )سه معادله تعادل، شش معامع 22، خطی سه بعدی در تئوری الاستيسيته

ی تانسور کرنش متقارن و سه مولفه مجهول )شش مولفه تانسور تنش متقارن، شش مولفه 22رفتاری( و 

شود ولی حل این معادلات بسيار پيچيده و در بسياری له میمسأ وجود دارد که منجر به حل دقيقجایی( جابه

توان تعداد این معادلات و تعداد مجهولات آنها را کاهش از موارد عملاً غير ممکن است. با کمک فرضياتی می

وند. شگيری تئوری الاستيسيته مستوی میداد و حل نمود. یک نمونه از این فرضيات ساده کننده منجر به شکل

شود که مقاطع مستوی و عمود بر سطح ميانی پس از بارگذاری و تغيير شکل همچنان ر این تئوری فرض مید

 های برشی بر سطح موازیهای برشی و کرنشمانند. در حقيقت تنشمستوی و عمود بر سطح ميانی باقی می

يز ن جدار ضخيمهای شود. این تئوری به تئوری کلاسيک استوانهپوشی میی ميانی پوسته چشمبا صفحه

 مشهور است.

 تئوری تغيير شکل برشی -

ایی آن ججایی سطح ميانی و جابهیی هر نقطه به صورت مجموع جابهجابا استفاده از بسط تيلور و تعریف جابه

ای نوشت. اگر فقط جایی تئوری لامه را به صورت یک چند جملهتوان جابهنقطه نسبت به سطح ميانی می

های جدار ضخيم به کمک تئوری تغيير شکل برشی ای در نظر گرفته شود تحليل پوستهدجملهی اول چنجمله

-ی اول چندجملههای نازک است. اگر دو جملهشود که مشابه تئوری خمشی در پوستهی صفر ناميده میمرتبه

ول ناميده ا یهای جدار ضخيم به کمک تئوری تغيير شکل برشی مرتبهای در نظر گرفته شود تحليل پوسته

                                                             
2 Greenspon 
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کل های تغيير شتوان تئوریهای نازک است. به همين ترتيب میشود که مشابه تئوری فلوگه در پوستهمی

بندی نمود. در این تئوری علاوه بر اثر نيروهای محوری ، اثر برش، خمش، ی بالاتر را استخراج و فرمولمرتبه

اول  یدر نظر گرفت. تئوری تغيير شکل برشی مرتبهتوان پيچش، اینرسی دورانی و ميدان حرارتی را نيز می

در  2هرمان نيز شهرت دارد که تعميم تئوری تيموشنکو-ی اول ميرسکیبه تئوری تغيير شکل برش مرتبه

 ها است. در ورق 1تيرها و همچنين تئوری ميندلين

 ی پس از تغيير شکلی اول مقاطع مستوی و عمود بر سطح مياندر تئوری تغيير شکل برشی مرتبه        

مانند و این بدان معنی است که تنش و کرنش مانند ولی الزاماً عمود بر سطح ميانی باقی نمیمستوی باقی می

سوم  یشوند. در تئوری تغيير شکل برشی مرتبهی ميانی صفر در نطر گرفته میبرشی در سطوح موازی صفحه

 انند.مکل الزاماً مستوی و عمود بر سطح ميانی باقی نمیمقاطع مستوی و عمود بر سطح ميانی چس از تغيير ش

 شود.استفاده می در این تحقيق از تئوری الاستيسيته مستوی برای تحليل استوانه مورد نظر        

2-1- FGM ها 

ایست ماده گردی همسانمادهو یکسان است  ایست که خواص آن در تمام نقاطماده ی همگنماده طور کلیبه

در صنایع از آنها استفاده که ها یکسان است. بيشتر موادی آن در تمام جهتمادی ی اص هر نقطهکه خو

ر ها، راکتورها و دیگباشند. با پيشرفت سریع صنایع هوافضا، توربينکنيم موادی همگن و همسانگرد میمی

رت در مجاو در صنایعی که سازهها نياز به موادی با مقاومت مکانيکی و حرارتی بالا به وجود آمده است. ماشين

های طراح را برآورده کنند مشکل است. در دماهای بسيار بالا قرار دارد استفاده از مواد همگن که خواسته

گيرند های زیاد فلزات و آلياژهای فلزی به شدت در معرض اکسيداسيون، خوردگی، خزش و... قرار میحرارت

 ها بسياری ازاز مواد با خواص ترمودیناميکی مطلوب همچون سراميک ی تنهاو این در حالی است که استفاده

ی مواد مرکب هکنند. از این رو ایدنمی هبرآوردرا خواص مورد نظر در طراحی مانند چقرمگی و استحکام بالا 

                                                             
1 Timoshenko 
2 Mindlin 
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 نآیند که خواص فيزیکی متفاوتی دارند. به عنوااز ترکيب دو یا چند ماده به وجود می مطرح شد. این مواد

د شوند. این مواشوند یا مواد نرم با الياف مستحکم پوشانده میپوشانده می 2مثال فلزات با پوشش عایق حرارتی

گرد هستند. تغيير ناگهانی مواد و در نتيجه خواص در مواد مرکب که دید ميکروسکوپی ناهمگن و ناهمساناز 

هاست و باعث تمرکز ی آنشود از اشکالات عمدهها مید به ویژه در مرز لایهاموجب تغيير ناگهانی رفتار مو

ود. شزمان مکانيکی و حرارتی با دمای بالا میها در اثر بارگذاری همتنش و ایجاد ترک گسيختگی در مرز لایه

ای مرکب که هم مقاومت حرارتی و مکانيکی بالا داشته و هم مشکلات با توجه به این مشکلات ساخت ماده

ی با ااین بدان معنی است که نياز به ماده هانی خواص را نداشته باشد، ضرورت پيدا کرد وناشی از تغييرات ناگ

شود. گفته می FGM1به وجود آمد. به این مواد اصطلاحاً تغييرات تدریجی خواص در مقياس ميکروسکوپی 

اپيما در و همکارانش در یک پروژه ساخت فض 9در ژاپن توسط نينو 2321اولين بار در سال  FGMمفهوم 

ای برای ساخت سپر حرارتی مطرح شد که نياز به ترکيبی از مواد مختلف سازمان هوافضای ژاپن به عنوان ماده

متر ميلی 22کلوین در ضخامت  2222کلوین در سطح و تغييرات دمایی  1222با توان حمل درجه حرارت 

» ای با نام ی اول پروژهآغاز شد و مرحلهمطالعات بر روی امکان ساخت این مواد در ژاپن  2321بود. در سال 

یابی به هدف که ساخت قطعاتی اجرا و پس از دست 2323تا  2322های طی سال« FGMفناوری گسترش 

در سمپوزیومی در سندای به جهانيان ارائه شد.  2332متر با خواص ذکر شده بود، در سال ميلی 92به قطر 

 922های مربعی به ضلع ی آن ساخت ورقاجرا شد که نتيجه 2332تا  2332مرحله دوم این پروژه در سال 

ی فضاپيما بود متر با خواص ذکر شده برای استفاده در ساخت دماغهميلی 22هایی به قطر متر و نيم کرهميلی

فرانسيسکو برگزار شد. در سالهای اخير در سان 2331در سال  FGMکه پس از آن دومين سمپوزیوم جهانی 

 ها در اروپا، به ویژه آلمان به شدت گسترش یافته است. FGMروی  توجه بر

                                                             
1 Thermal barrier coating (TBC) 
2 Functionally Graded Material 
3 Niino 
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 FGMای و نمای زیرساختار مواد همگن، مرکب لایه -2-2شکل

شوند. سراميک به دليل این مواد عموماً از مخلوط سراميک و فلز و یا ترکيبی از فلزات مختلف ساخته می

خوار است و از شکستگی یا ترک به خاطر تنش فلز چکشمقاومت حرارتی بالایی دارد و  ،رسانش گرمایی کم

ها گرد قرار دارند که خصوصيات آنمواد ناهمگن و همسان در زمره FGMماده  کند.حرارتی جلوگيری می

ای، عدم نسبت به مواد مرکب لایه FGMکند. از مزایای طور پيوسته از یک نقطه به نقطه دیگر تغيير میبه

ترکيب مواد پيوسته است. از  FGMباشد، زیرا همانطور که گفته شد در ها میال لایهتگی در محل اتصسگس

ای، نيروگاهی، الکترونيکی، پزشکی و... به عنوان توان در صنایع هوایی، فضایی، نظامی، هستهاین مواد می

ها، پردازنده ی توپ، راکتورها، مخازن، پوششها و فضاپيماها، ساخت لولههای مختلف هواپيماپوشش بخش

ی امواد دندانپزشکی و ارتوپدی استفاده کرد و صدها کاربرد متنوع دیگر برای آنها متصور شد. استخوان ماده

طبيعی است که سطح خارجی محکمی دارد و در مرکز آن بافتی نرم وجود دارد که این موجب تغيير تدریجی 

ای ناهمگن است. خواص مکانيکی  استخوان ان مادهشود بنابراین استخوخواص از داخل به خارج  استخوان می

-گرد نيز هست. در صورت صرفای ناهمساننابراین استخوان مادهدر جهت طولی با سایر جهات متفاوت است ب

 در نظر گرفت. FGMتوان آن را گردی استخوان مینظر از ناهمسان
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 [1]برش طولی استخوان ران انسان -1 -2شکل 

طور تدریجی شود که خواص آن بهاز ترکيب چند ماده به طوری ساخته می FGی د مادهبنا بر آنچه گفته ش

های خاصی داشته باشند. برخی از ای ساخت که ویژگیتوان این مواد را به گونهتغيير کند به همين دليل می

 باشند:ها بدین شرح میاین ویژگی

 مقاومت زیاد در برابر گرادیان دمایی بالا؛ -2   

 مقاومت بالا در برابر بارهای مکانيکی؛ -1   

 کاهش اثر تمرکز تنش در نواحی دارای شکل هندسی خاص؛ -9   

 جلوگيری از ایجاد و یا رشد ترک. -1   
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 ها  FGMهای ساخت روش -2-1-2

 شود که به عملکرد، شرایط بارگذاری، شکلهای مختلفی استفاده میاز روش FGامروزه برای ساخت مواد 

به صورت پوششی بر روی سایر مواد پوشانده  FGباشند. معمولا مواد ی توزیع خواص وابسته میقطعه و نحوه

 باشد:ها به شرح زیر میشوند. تعدادی از این روشساخته می FGMشوند و یا قطعاتی تماما می

 بر روی سطح مواد  FGMساخت پوشش  -2-1-2-2

نشينی بخار است که انواع مختلفی از جمله روی سطح مواد ته بر FGMی پوشش های تهيهیکی از روش

دارد. این روش ساختمان ميکروسکوپی  9نشينی فيزیکی بخارو ته 1نشينی شيميایی بخار، ته2نشينی اسپاترته

های نازک است، به انرژی زیادی نياز دارد و گازهای آورد ولی فقط قادر به ایجاد پوششوجود میبسيار خوبی به

بر روی سطح مواد عبارتند از: پاشش پلاسما،  FGMهای های دیگر توليد پوششکند. روشسمی توليد می

و ... تمامی این  2، سنتز خود انتقال دما بالا1نشينی به کمک پرتو یوننشينی بر روی الکترود، الکتروليز، تهته

از نظر اقتصادی نامناسب  FGMد قطعات تماماً بنابراین برای تولي باشند،د و نيازمند انرژی زیاد میها کنروش

 باشند.می

  FGM توليد قطعات -2-1-2-1

ی وزن و رود و طی سه مرحلهکار میبه FGMهایی است که برای توليد قطعات متالوژی پودر یکی از روش

 هاکردن آنمخلوط کردن پودرها با توجه به توزیع خواص مورد نظر، ریختن مخلوط پودرها در قالب و فشرده 

شود. برای ایجاد ساختاری ای میشود. روش متالوژی پودر منجر به ایجاد ساختار پلهانجام می 1و سينتر کردن

پيوسته بهتر است از روش گریز از مرکز استفاده کرد. در این روش مخلوط مواد در قالبی چرخان ریخته 

                                                             
 1 Sputter deposition  
 2 Chemical vapor deposition (CVD) 
 3 Physical vapor deposition (PVD) 
 4 Ion beam assisted deposition (IBAD) 
5 Self-propagating high-temperature synthesis (SHS) 
 6 Sintering 
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آید. به وجود می FGی وی گریز از مرکز یک مادهشود که به دليل چگالی نابرابر مواد مخلوط و وجود نيرمی

یکی از اشکالات این روش این است که فقط قادر به توليد قطعات حاصل از دوران است و اشکال دیگر این 

روشی است که به کمک  2ساخت جسم جامد به هر شکل روش عدم کنترل بر روی توزیع خواص است.

های موجود کنند سپس به روش کمکطراحی میرا ی جسم دسه( هنCADافزارهای طراحی کامپيوتری )نرم

رینت های پکنند. روشپرینت سه بعدی اقدام به توليد قطعه به صورت لایه لایه با توزیع خواص مورد نظر می

 به کمک این روش است. FGMهای ساخت ترین روشبه کمک ليزر از رایج

ری نيز برای این کار های دیگنيستند و روش FGد مواد های توليهای مطرح شده، تمام روشروش         

 .کنندمی پيشنهاد منظور این برای جدیدی هایروش محققان روز هروجود دارد و

 توزیع خواص  -2-1-1

 باید مشخص شود که اجزای تشکيل دهنده به چه صورتی توزیع شده است، دربعضی  FGMقبل از ساخت 

 مواد  توزیع پروفيل دیگر درمواقع. است کميت یک کردن بهينه به توجه اب پروفيل یک یافتن هدف هامقاله

 .شودمی گرفته نظر در آن در بهينه اهداف برای پارامتر یک و شودمی انتخاب

 توان توابعص در طول ماده است میاز آنجا که هدف در ساخت این مواد ایجاد یک تابع پيوسته از خوا         

-ع خواص در نظر گرفت. توابع رایج برای خواص مکانيکی و حرارتی، توانی و نمایی میمختلفی رابرای توزی 

باشند. توزیع توانی عموماً به صورت جهت مختصات مورد نظر به توان ثابت ناهمگنی ضرب در مقداری ثابت 

 در جهت ضرب توان ثابت ناهمگنیشود و توزیع نمایی غالباً به صورت ثابتی در عدد نپر به در نظر گرفته می

 شود.مختصات مورد نظر، در نظر گرفته می 

                                                             
1 Solid freeform (SFF) fabrication method 
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 ضریب هدایت حرارتی و ضریب انبساطمعمولاً تابع توزیع خواص برای مدول الاستيسيته، استحکام تسليم، 

 . علت این فرضشوددر تمامی نقاط ماده ثابت فرض می نوسشود ولی نسبت پوایحرارتی در نظر گرفته م

 در مقابل مدول الاستيسيته است. بت پواسوناندک نسبسيار تغييرات 

 گرفته( درنظر2-2ی )به صورت رابطه  جهت شعاعصورت توانی در دراین تحقيق توزیع خواص به         

 شود:می

(2-2)  

خاصيت مورد نظر در سطح داخلی  iM، استوانه خاصيت مورد نظر در هر نقطه از Mی فوق در رابطه        

نمودار این توزیع خواص در  .ثابت ناهمگنی است n و استوانه داخلی استوانه به شعاعشعاع نسبت  R ،استوانه

 است. (9-2)صورت شکل به 1و   2،  2،  -2،  -1های ناهمگنی جهت توزیع شعاع استوانه برای ثابت

 
 در جهت شعاع استوانهتوزیع توانی خواص  -9-2شکل

i

M

M
 

R 

2n   

1n   

0n  

1n  

 2n  
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 رفتار پلاستیکی مواد -2-9

ند. کی تنش و کرنش تا پيش از رسيدن به حد تناسب رفتاری خطی دارد و از قانون هوک تبعيت میرابطه

ردد گهمچنين تا پيش از رسيدن به حد الاستيک در صورت حذف تنش ماده به وضعيت اوليه خود باز می

الاستيک( مقداری از کار انجام شده در جسم به گرما تبدیل شده و تغيير  ولی با گذر از مقاومت تسليم )حد

ی دد. نقطهگرنمیآید بنابراین با برداشتن تنش ماده به شکل اوليه خود بازشکل دائمی در جسم به وجود می

 ،تسليم موقعيتی از تنش و کرنش است که رفتار پلاستيک ماده آغاز شده است و در آن بدون افزایش تنش

ی تسليم تقاطع نمودار دهند نقطهشود؛ برای موادی که چنين رفتاری را از خود نشان نمیکرنش زیاد می

گذرد در نظر گرفته درصد می 1/2کرنش با خطی موازی در قسمت الاستيک نمودار که  از کرنش  -تنش

ک و پس ر شکل الاستيشود. تغيير شکل مواد تا پيش از مقاومت تسليم که قابل بازگشت است را تغييمی

 نامند.از آن که غير قابل بازگشت به شکل اوليه است را تغيير شکل پلاستيک می

 

 کرنش برای مواد نرم و ترد-نمودار تنش -1-2شکل 

 

د از شکست ماده به موار ی تنش و کرنش در نواحی الاستيک و پلاستيک تا پيشبرای تحليل رابطه        

 داریم:زیر نياز 

 روابط الاستيک تنش و کرنش. -2        

 دهد )معيار تسليم(.میشرایط تنش که شروع جریان پلاستيک را خبر  -1        

 .کرنش جزئی-کرنش پلاستيک یا روابط تنش-روابط تنش -9   
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 کرنش -روابط تنش  -2-9-2

 و کرنش را توسط هوک بر تنش و کرنش در حالت الاستيک حاکم است که تنش قانوندانيم طور که میهمان

 کند.ی خطی به کمک ماتریس سفتی یا نرمی به هم مرتبط میارابطه

 معیارهای تسلیم -2-9-1

هيم. دی تسليم را تشخيص میی سنجشی است که به کمک آن رسيدن ماده به نقطهمعيار تسليم وسيله

 ها پرداختهقط به معرفی آناند که در این بخش فهای مختلف ارائه شدهمعيارهای مختلفی بر اساس تئوری

 شود:می

بيان شد که بر اساس  2معيار رانکين: این معيار بر اساس تئوری بيشترین تنش اصلی توسط رانکين -2     

یا کمترین  تسليم کششیبيشترین تنش اصلی برابر مقاومت  شود کهتسليم زمانی آغاز می ،این تئوری

 شود. ابر مقاومت تسليم فشاری مادهتنش اصلی بر

است،   مطرح شده  1معيار ترسکا: این معيار بر اساس تئوری بيشترین تنش برشی که توسط کلمب -1          

تسليم زمانی  ،شود. بر اساس این تئوریشناخته می 1و گست 9های ترسکاپيشنهاد گردیده و به نام

 ود.شر مقاومت تسليم برشی ماده میشود که بيشترین تنش برشی برابآغاز می

: این معيار که بر اساس تئوری بيشترین کرنش اصلی ارائه شده است بيان 2معيار سنت ونانت-9     

کند که تسليم با رسيدن بيشترین کرنش اصلی به کرنش تسليم کششی یا رسيدن کمترین کرنش می

 شود.به کرنش تسليم فشاری آغاز میاصلی 

                                                             
1 Rankine 
2 Colomb 
3 Tresca 
4 Guest 
5 St. Venant 
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يم زمان آغاز تسل ،تئوری بيشترین انرژی کرنشی استوار است : این معيار بر اساس2معيار بلترامی -1      

 کند.ی کرنشی به حد مشخصی بيان میرا رسيدن انرژ

هنکی: این معيار بر اساس تئوری بيشترین کرنشی واپيچشی استوار است. این -معيار فون ميزز -2      

دند. این تئوری در صورت آن را تکميل نمو 1و هنکی 9پيشنهاد شد و فون ميزز 1تئوری توسط هابر

 دهد.يم را خبر میرسيدن انرژی کرنشی واپيچشی به حد مشخصی آغاز تسل

ند کوجهی استوار است و بيان میمعيار فون ميزز: این معيار بر اساس تئوری تنش برشی هشت -1       

 وجهی به مقدار معينی برسد.شود که تنش برشی هشتکه تسليم زمانی آغاز می

 هنکی و فون ميزز روایط یکسانی دارند. -فون ميزز معيار  

 در این تحقيق از معيارهای تسليم ترسکا و فون ميزز برای تحليل شریط تسليم استوانه استفاده شده است.

 کرنش پلاستیک  -روابط تنش -2-9-1

به مسير  نهاییالت ش و کرنش ارائه داد زیرا تنش در حی مشخصی بين تنتوان رابطهدر تحليل پلاستيک نمی

کرنش بستگی دارد از این رو روابط ارائه شده برای این منظور عمدتاً روابطی بين تنش و نمو کرنش )ميزان 

 گونه مسائل باید به تغيير تنش به طور تدریجیباشد و برای تحليل اینافزایشی اندک در تنش و کرنش( می

 يات را تا رسيدن به وضعيت نهایی ادامه داد.ی ميزان تغيير در کرنش پرداخت و این عملسپس محاسبه

ی در ماده وجود ندارد ماندرگذاری اوليه که هيچ تنش پساز آنجا که در این تحقيق فقط به بررسی با        

تنش و کرنش را برابر کل تنش و کرنش مورد نظر  باره اعمال نمود و نموتوان تنش را یکشود میرداخته میپ

 گرفت.

 

                                                             
1 Beltrami 
2 Haber 
3 Von Misess 
4 Henky 
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 های مواد مدل -2-9-1-2

های مختلفی برای مواد از برای تحليل رفتار مواد پيش از هر چيز نياز به یک مدل ریاضی از ماده داریم. مدل

ها به این مدل ای ازی تنش و کرنش ارائه شده است که هر کدام در موارد خاصی کاربرد دارند. پارهنظر رابطه

 باشند.شرح زیر می

 دهد.ر نيرویی هيچ تغيير شکلی نمیهر مقدا صلب: تحت اثر -2        

 کند.کامل از قانون هوک تبعيت می کاملاً الاستيک: به طور -1        

              ی تسليم صلب است از آن به بعد در تنش ثابت به صورت کاملاً پلاستيک: تا نقطه-صلب -9         

 دهد.پلاستيک تغيير شکل می

   ی تسليم صلب است از آن به بعد با خاصيت سخت شونده با کار: تا نقطهسخت-صلب -1             

 دهد.ير خطی تغيير شکل پلاستيک میشوندگی ناشی از کار خطی یا غ

تنش و کرنش  یطهی تسليم رابتيک(: تا پيش از نقطه)الاستوپلاس کاملاً پلاستيک-الاستيک -2              

 دهد.صورت پلاستيک تغيير شکل می بت بهخطی است پس از آن در تنش ثا

ی تسليم تابع قانون هوک است بعد از آن با خاصيت با کار: تا نقطه شوندهسخت-الاستيک -1         

 دهد.از کار تغيير شکل پلاستيک میسخت شوندگی ناشی 

نش نش و یا کریسکو الاستيک: خواص این مواد ترکيبی از خواص الاستيک و لزج است و تو -2          

 در ماده به زمان نيز وابسته است.
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 های موادکرنش و سيستم دیناميکی معادل مدل -نمودار تنش -2-2شکل 

 قانون جریان  -2-9-1-1

ود شالاستيک که در باربرداری حذف می ی پلاستيک حاصل یک بخشهر افزایش کرنش )نمو کرنش( در ناحيه

ست دش الاستيک از قانون عمومی هوک به ماند است. بخری باقی میو یک بخش پلاستيک که پس از باربردا

شود. بر اساس این قانون نمو کرنش جریان ناميده میقانون آید و بخش پلاستيک تابع قانونی است که می

ر ی تنش مورد نظر عمود بشود که در نقطهبعدی در نظر گرفته مینه پلاستيک به صورت برداری در فضای 

 های اصلیکند که جهت تنشتسليم بوده و جهت آن به سمت خارج است. قانون جریان بيان میسطح معيار 

باشند. همچنين شرط عدم تغيير حجم پلاستيک ی همسانگرد یکسان میهای اصلی برای یک مادهو نمو کرنش

 های عمودی پلاستيک باید برابر صفر باشد.کند که مجموع نمو کرنشدر این قانون بيان می

ون است و به کمک قانکاملا ً پلاستيک برای ماده در نظر گرفته شده  -در این تحقيق رفتار الاستيک        

 های پلاستيک مربوط به معيار تسليم استخراج شده است.ورد نياز برای محاسبه کرنشجریان روابط م
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 روش اجزای محدود -2-4

ل عددی گستره وسيعی از مسائل مهندسی تبدیل اجزای محدود به یک روش قدرتمند برای ح امروزه روش

مود. ای را به کمک این روش حل نتوان مسائل پيچيدهشده است. با پيشرفت تکنولوژی کامپيوتر به راحتی می

ندسی های هباشد به شکلدر این روش تحليل، یک ناحيه پيچيده که مشخص کننده یک محيط پيوسته می

حاکم و مشخصات مواد، روی این اجزاء مورد  شود. روابطشوند، تقسيم میساده که اجزای محدود ناميده می

وری آشوند. پس از فرایند جمعهای هر جزء بيان میصورت نامعلوم در گوشهگيرند و مسائل بهبررسی قرار می

تار شود که حل این معادلات، رفای از معادلات نتيجه میبا در نظر گرفتن نوع بارگذاری و قيود، مجموعه

 دهد.تقریبی محيط پيوسته را به ما می

محدود از روش اجزای  2افزار آباکوسبه کمک نرمصورت تحليلی، علاوه بر حل بهمسأله در این تحقيق،         

این مواد سازی است، بنابراین برای مدلتعریف نشده FGافزار آباکوس ماده البته در نرم است.نيز بررسی شده

 است.افزار استفاده شدهاین نرم UMATکانيکی و روابط رفتاری در زیربرنامه از تعریف خواص م

 

 ی پژوهشپیشینه -2-5

گونه که بيان شد، دارای سابقه های مختلف، همانای همگن و همسانگرد به روشهای استوانهتحليل پوسته

ليل گردد، ولی سابقه تحبرمیهای ناهمسانگرد به حدود نيم قرن پيش تحليل استوانهو  نسبتاً طولانی است

در  ، ورسدمی هکمتر از یک دهبه ها، بویژه تحليل الاستوپلاستيک این نوع پوسته FGهای ناهمگن استوانه

در ادامه سعی شده است به طور مختصر به  است.شدت مورد توجه پژوهشگران قرار گرفته های اخير بهسال

 با این تحقيق پرداخته شود.های مرتبط بيان مطالعات گذشته در زمينه

                                                             
1 Abaqus Software 
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 همگن جدار ضخیم ایهای استوانهپوسته -2-5-2

ی اهای استوانهی مستوی، حل دقيق پوستهبا استفاده از تئوری الاستيسيته 2221در سال  2اولين بار لامه

م را جدار ضخي استوانهروابط حاکم بر  2392در سال  1گلرکين[. 9همگن را تحت فشار یکنواخت ارائه کرد ]

با استفاده از تئوری الاستيسيته خطی،  2313در سال  9ولاسف دست آورد.روابط الاستيسيته بهبا استفاده از 

مقادیر ویژه استوانه جدار  2312در  1سپنئه کرد. گریهای جدار ضخيم ارامعادلات قابل حلی را برای پوسته

 خيم، محاسبه و با یکدیگر مقایسه نمود.های جدار نازک و جدار ضهای مختلف پوستهضخيم را با تئوری

ی شوندگتحليل تنش ترموالاستوپلاستيک لوله جدار ضخيم با در نظر گرفتن سخت 2331جهانيان در 

های چرخان با پلاستيک دیسک -به بررسی الاستيک 1221و اراسلان در  2ارکان [.1غيرخطی را ارائه کرد]

های دیسک با [، تغيير شکل2شوندگی خطی ]ظر گرفتن سختها را با در نضخامت متغير پرداختند و تنش

  دست آوردند.[ را به2صورت خطی ]های دیسک با ضخامت متغير به[ و تنش1صورت نمایی ]ضخامت متغير به

ر شوندگی غيدار با ضخامت متغير با در نظر گرفتن سختهای دوار سوراخبه بررسی دیسک 1221اراسلان در 

 -های الاستيکتغيير شکل 1229همچنين وی در  [.2ر تسليم فون ميزز پرداخت]خطی به کمک معيا

و در همان  [ 3]دست آورددار با ضخامت متغير، با شرایط مرزی مختلف را بههای دوار سوراخپلاستيک دیسک

. [22] دست آوردهای دوار سهموی به کمک معيار ترسکا را بههای الاستوپلاستيک دیسکتغيير شکل سال

های همگن و همسانگرد با جدتر متغير را با تئوری تغيير معادلات استوانه 1229چی و همکاران در سال ایپک

تحليل  1229در  2گائو .[22] حل کردند 1شکل برشی مرتبه اول، اسخراج و به کمک تئوری اغتشاشات

رنش ستيسيته گرادیان کپلاستيک استوانه جدار ضخيم تحت فشار داخلی را به کمک تئوری پلا -الاستيک

                                                             
1 Lame 
2 Galerkin 
3 Vlassov 
4 Greesspon 
5 Orcan 
6 Perturbation Teory 
7 Gao 
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های مخروطی شکل ناقص جدار ضخيم حل عمومی پوسته 1223قناد و همکاران در سال  [.21ارائه داد]

 همگن همسانگرد را بر مبنای تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول به کمک تئوری اغتشاشات ارائه نمودند

[29.] 

 (FGM)همگننا جدار ضخیم ایهای استوانهپوسته -2-5-2

روابط الاستيک  2331در  1[. فوکویی و یاماناکا21] مطرح شد 2321و همکاران در سال  2توسط نينو FGمواد  

 تحت فشار داخلی را به کمک معادلات لامه استخراج FGMهای جدار ضخيم حاکم بر لوله

را در استوانه و  های حرارتی پایدارتنش 2331در  9اباتا و نودا .[22] کوتا حل کردند-روش عددی رانجبه  و

معادلات حاکم بر  2333در  1[. هورگان و چان21دست آوردند]اسخراج و ماده بهينه را به FGMکره توخالی 

با توزیع توانی مدول الاستيسيته در راستای شعاعی به  ایدر حالت کرنش صفحه FGMیک استوانه توخالی 

  FGMترکيب بهينه مواد در استوانه توخالی [.22] نددست آوردکمک معادلات لامه استخراج و توزیع تنش را به

توتونچو و [. 22] و همکاران ارائه شد 2توسط اوتائو 2333های عصبی در تحت بارهای حرارتی به کمک شبکه

را ارائه کردند که در مقاله  FGMای و کروی جدار ثابت حل دقيق مخازن تحت فشار استوانه 1222در  1ازترک

 [. 23] اشتباه رسم شده استابطه مربوط به تنش محيطی و نمودار تنش شعاعی ایشان نمودار و ر

با توزیع توانی خواص مکانيکی  FGMهای حرارتی و مکانيکی در یک استوانه توخالی جباری و همکاران تنش

 [12] 1229و تحت بارهای نامتقارن محوری را در  [12] 1221و حرارتی تحت بارهای متقارن را در سال 

های و پوستهها بندی اجزای محدود برای تحليل ورقیک فرمول 1222نقدآبادی و کردخيلی در  ائه کردند.ار

FGM های توخالی حل دقيق استوانه 1221هونگجون و همکاران در  [.11] ارائه دادندFGM  با تغييرات خطی

                                                             
1 Niino 
2 Fukui & Yamanaka 
3 Obata & Noda 
4 Horgan &  Chan 
5 Ootao 
6 Tutuncu & Ozturk 
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[ 11] 1221در  2اراسلان و آکيس .[19] دندهای همگن ارائه نموخواص مکانيکی در راستای شعاعی را با لایه

[ تحليل 12] 1222در سال و  FGMای لوله تحت فشار پلاستيک کرنش صفحه -حل تحليلی الاستيک

 1222ژیفای و همکاران در  .را ارائه کردند ایدر حالت کرنش صفحه FGMالاستوپلاستيک استوانه چرخان 

ای را با روش چند لایه FGMو توانی، استوانه  صورت خطیبا در نظر گرفتن تغييرات مدول الاستيسيته به

مشابه مقاله پيشين  1222توتونچو در [. 11] ( مقایسه کردند1222تحليل و با حل توتونچو) ،کردن استوانه

ن ها را در یک استوانه ناهمگصورت نمایی، توزیع تنشيته بهولی با در نظر گرفتن تغييرات مدول الاستيس

با  FGهای توخالی تشکيل شده از مواد ترمومکانيکی استوانهتحليل  1222شاو در  [. 12] دست آوردندبه

تغييرات نمایی خواص تحت بارهای مکانيکی و افزایش خطی دمای مرزی را با انتقال معادلات دیفرانسيل 

حل 2923قناد و همکاران در . [12] ها، انجام دادندحاکم به حوزه لاپلاس و استفاده از روش حل به کمک سری

های حقيقی، مضاعف به ازای ریشه PETرا بر مبنای  FGMهای جدار ضخيم متقارن محوری عمومی استوانه

( را 1222ای و استوانه بسته ارائه و اشتباه مقاله توتونچو)ای، کرنش صفحهو مختلط در شرایط تنش صفحه

های جدار لات حاکم بر استوانهمعاد FSDTسال بر مبنای همچنين ایشان در همان . [13] تصحيح نمودند

ها را برای استوانه با جایی و تنشرا در حالت کلی استخراج کرده و سپس جابه FGMضخيم متقارن محوری 

[. 92] مقایسه کردند PETدست آوردند و با نتایج ناشی از حل صورت تحليلی بهدو سر بسته و مقيد، به

 تحت بار حرارتی را ارائه نمودند FGپلاستيک دو بعدی مواد  -تحليل الاستيک 1223و همکاران در  1الانمت

 FGMجایی و مقادیر تنش مربوط به دیسک، استوانه و کره توخالی توزیع ميدان جابه 1223توتونچو در  [.92]

م و روش تابع متم PETبا تغييرات توانی خواص ماده در راستای شعاع، تحت فشار داخلی با استفاده از روش 

های مکانيکی و حرارتی متقارن محوری در به بررسی تنش 1223جباری و همکاران در  [.91] نمودتعيين 

اثر ناهمگنی را بر روی  1222پور و همکاران در قربان [.99] پرداختند FGMهای جدار ضخيم کوتاه استوانه

                                                             
1 Eraslan & Akis 
1 Nemat-Alla 



  

23 
 

ات توانی خواص تحت با تغيير 2FGPMرفتار الکتریکی، حرارتی و مکانيکی یک استوانه چرخان جدار ضخيم 

به ارائه  1222در  1ازترک و گولگس[. 91] فشار داخلی و خارجی بررسی و معادلات حاصل را حل کردند

بلند با دو انتهای بسته در معرض توليد یکنواخت حرارت  FGMپلاستيک در استوانه  -تحليل تنش الاستيک

 [. 92پرداختند]

 بندیجمع -2-6

ای و ساخت پوستهی به دليل کاربرد فراوان، از اهميت زیادی برخودار است. اهای استوانهبررسی پوسته 

که قادر به تحمل بار بيشتری نسبت به پوسته همگن بوده و یا وزن کمتری نسبت به  FGای از مواد استوانه

 FGMای هشود. بنابراین شرایط مختلف تحليل استوانهآن داشته باشد پيشرفت بزرگی در صنعت محسوب می

های جدار ضخيم همگن و ناهمگن با جدار ثابت، بارگذاری و برای تحليل استوانه باید مورد بررسی قرار گيرد.

يسيته توان از  تئوری الاستای که مسأله از حالت الاستيسيته دو بعدی خارج نشود، میشرایط انتهایی، به گونه

م همگن و ناهمگن با جدار متغير، روش مناسب، های جدار ضخيمستوی استفاده کرد. ولی برای تحليل استوانه

در طراحی قطعات حد تسليم و شکست  دیگر از پارامترهای مهماستفاده از تئوری تغيير شکل برشی است. 

در این تحقيق سعی شده  ضرورت زیادی خواهد داشت. FGMرو تحليل پلاستيک استوانه ها است، از اینآن

ای جدار ضخيم همگن و ناهمگن تحت بار فشاری و حرارتی های استوانههتا تحليل ترموالاستوپلاستيک پوست

 ای به کمک معيارهای تسليم ترسکا و فون ميزز ارائه شود.   ای و کرنش صفحهدر شرایط تنش صفحه

 

                                                             
1 Functionally Graded Porous Materials 
2 Ozturk & Gulgec 
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روابط اساسی
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، تئوری روابط سينماتيکشامل روابط رفتاری،  ایاستوانهاین فصل روابط و فرضيات اساسی حاکم بر پوسته در 

و شرایط متقارن محوری بيان شده است. با کمک این روابط و فرضيات معادلات حاکم بر  الاستيسيته مستوی

در این روابط خواص مکانيکی  دست آمده است.های مختلف بهبرای بارگذاری FGMهمگن و  ایاستوانهپوسته 

 .گيریموانه در نظر میصورت تابعی توانی از شعاع استرا به FGاستوانه 

 خواص مکانیکی ماده -1-2

ضریب هدایت شامل مدول الاستيک، تنش تسليم، ضریب انبساط حرارتی و  FGاستوانه خواص مکانيکی 

 .گيریمصورت زیر در نظر میبهترتيب بهرا حرارتی 

(1- 2) 
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 یند. آبدست می که همگی ثابت هستند، د، خواص ماده همگندر روابط بالا اگر ضرایب ناهمگنی صفر فرض شو

 ایمعادلات تعادل تنش در مختصات استوانه -1-1

 [.91] صورت زیراستمعادله تعادل تنش در حالت کلی به

(1- 1) .σ B 0   

زیر  صورتای بهاستوانه ای، معادلات تعادل تنش در مختصاتکه با بسط دادن این رابطه در مختصات استوانه

 آیند.دست میبه
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 کرنش( -روابط رفتاری )تنش -1-9

 .تصورت زیر اسرابطه بين تنش و کرنش، برای مواد ارتجاعی خطی ایزوتروپيک، در حالت ترموالاستيک به

[92]. 

(1- 1)      3 22  ij ij ij kk ijr r        

(1- 2) 
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 شوند.صورت زیر نوشته میهای لامه هستند و بهثابت λو  μکه در این روابط 

(1- 1)  
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E r
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 اریم:ای، دکرنش در مختصات استوانه-با نوشتن روابط تنش

(1- 2) 
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(1- 2) 
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 کرنش(-روابط سینماتیک )تغییر مکان -1-4

 .شودصورت زیر نوشته میرابطه کلی سينماتيک به

(1- 3) 
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 شوندصورت زیر ساده میای بهانهسينماتيک برای حالت استو معادلات

(1- 22) 
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 2مسائل متقارن محوری  -1-5

 و و خواص نيز متقارن باشد ای است که در آن هندسه، بارگذاری، شرایط مرزیمسأله متقارن محوری، مسأله

ی توان با فرض توزیع بارهانتيجه ميدان تغيير شکل و تنش، تقارن محوری داشته باشد. در اینجا نيز میدر 

حرارتی و مکانيکی در راستای شعاعی و متقارن در راستای مماسی، مسأله را متقارن محوری در نظر گرفت، 

 .بنابراین خواهيم داشت

 (1- 22) 
0  ,      0u




 


 

ورت صترتيب بهبه ،ری، معادلات تعادل تنش و معادلات رفتاض تقارن محوری، معادلات سينماتيکبا فر        

 شوند.تبدیل میزیر روابط 

(1- 21) 
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(1- 29) 
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1Axisymmetric 
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(1- 21) 
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(1- 22) 
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 تئوری الاستیسیته مستوی -1-6

شود که مقاطع مستوی عمود بر محور مرکزی استوانه، پس میفرض  PET(2(در تئوری الاستيسيته مستوی 

 های ایجاد شده نسبت به محورمانند. تغيير شکلاز بارگذاری و تغيير شکل، همچنان مستوی و عمود باقی می

کند. تغيير مکان در امتداد محيط  باشند و مقدارشان در امتداد طول استوانه تغيير نمیاستوانه، متقارن می

نی جایی شعاعی فقط تابع شعاع است. یععبارت دیگر، جابه کند، بهست ولی در راستای شعاعی تغيير میثابت ا

شوند. این بدان معناست که در نظر گرفته نمی 𝜏𝑟𝑧و تنش برشی   𝛾𝑟𝑧المان چرخش ندارد، لذا کرنش برشی 

اصلی هستند. و همچنين تنش و کرنش  هایهای عمودی، تنشای، محورهای اصلی و تنشمحورهای استوانه

 کنند.طولی در راستای طول استوانه تغيير نمی

(1- 21) 
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 :های اصلیتنش        

(1- 22)    ,               ,      zr    

                                                             
1 Plane Elasticity Theory (PET) 



  

31 
 

ت رفتاری و معادلا( 29-1، معادلات تعادل تنش )(21-1) بنابراین با فرض تقارن محوری، معادلات سينماتيک

 شوند.تبدیل می (12تا  22 -1)صورت روابط ترتيب بهبه(، 22 -1( و )21 -1)

(1- 22) 
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 صورت زیر خواهد بود.بهبی بعد شده در غياب نيروهای حجمی معادله تعادل تنش 

(1- 23 )  
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(1- 12) 
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(1- 12) 
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 صورت ماتریسی زیر تعریف کرد.توان بهکرنش را می-روابط تنش

(1- 11)  
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 ند.آیدست میصورت زیر بههایی هستند که با توجه به شرایط انتهایی استوانه بهثابت 𝐶و  𝐴 ،𝐵ضرایب 

 ای(از )تنش صفحهالف( استوانه با دو سر ب

(1- 19) 
2 2

1 ν ν
A           ,         B      ,        

1 ν 1 ν 1 ν
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 ای(ب( استوانه با دو سر بسته )کرنش صفحه

(1- 11) 

     
1 ν ν ν

A     ,     B    ,    
1 ν 1 2ν 1 ν 1 2ν 1 2ν

C


  
    

 

 

 مساله انتقال حرارت -1-7

 [.92صورت زیر است ]ای بهشکل کلی معادله هدایت حرارتی در مختصات استوانه

(1- 12) 
     2

1 1T T T T
k r r k r k r q c

r r z zr r t


 

           
        

            

        T ، توزیع دما :q ، توليد حرارت :ρ ،چگالی :c ،گرمای ویژه : kهدایت حرارتی : 

با فرض مساله در شرایط حالت پایا، متقارن محوری، فاقد منبع حرارتی و توزیع دما فقط در جهت شعاع، 

 صورت زیر خواهد بود.در استوانه به ی بی بعد شدهرابطه توزیع دما

(1- 11) 
 

1
0

 
 

 

d dT
k R R

R dR dR
 

 همگن استوانه -1-7-2

4nدر رابطه بالا اگر ضریب ناهمگنی 0  ،هدایت حرارتی مقدار ثابت فرض شودK  خواهد داشت. بنابراین

 آید.دست میصورت زیر بهتوزیع دما در استوانه همگن به

 .گيریمانتگرال می از رابطه فوق

(1-12)   1 2 lnT R C C R  

 صورت زیر خواهد بود.شرایط مرزی حرارتی در استوانه به

(1- 12) 
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ای هترتيب شعاع داخلی وخارجی استوانه توخالی هستند. با اعمال شرایط مرزی، ثابتبه  𝑟𝑜و  𝑟𝑖در این روابط 

C1  وC2 آینددست میبه. 

(1- 13) 
1

2

         

ln

i

o i

C T

T T
C

k



 




 

 .داریم ،هابا جایگذاری ثابت

(1- 92)   ln
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 شود.صورت زیر نوشته میتغييرات دما در استوانه به

(1- 92)     * ln
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R
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 که،

        * *  ,    , i i o o o iT T T T           

اختلاف دمای سطح  θi ،با دمای محيط خارجیاختلاف دمای سطح  θo دمای هوای محيط، ∗Tدر رابطه بالا 

 باشد.اختلاف دمای سطح داخلی و خارجی می θ∆ داخلی با دمای محيط و

 FGMاستوانه  -1-7-1

با جایگذاری  4n

iK R K R( توزیع دما11 -1در رابطه )در استوانه ناهمگن  ی بی بعد شدهFG صورت به

 آید.ت میدسزیر به

(1- 91) 
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 .گيریمانتگرال می از رابطه فوق

(1- 99) 
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 صورت زیر خواهد بود.شرایط مرزی حرارتی در استوانه به

(1- 91) 
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 .ها داریمبا جایگذاری ثابت سپس آینددست میبه C2و  C1های با اعمال شرایط مرزی، ثابت

(1- 92)    
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 شود.صورت زیر نوشته میبه FG تغييرات دما در استوانه

(1- 91)    
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اگر دمای سطح خارجی برابر دمای محيط فرض شود در رابطه بالا o 0 رات دما در استوانه ، تغييFG  را

 صورت زیر نوشت.توان بهمی

(1- 92)  
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 معیارهای تسلیم -1-8

در این تحقيق برای تحليل ترموالاستوپلاستيک استوانه همگن و ناهمگن از معيارهای تسليم ترسکا و فون 

 ميزز استفاده شده است. 

 معیار تسلیم ترسکا -1-8-2

ليم زمانی تس ،. بر اساس این تئوریاست ار بر اساس تئوری بيشترین تنش برشی، پيشنهاد گردیدهاین معي

ن بنابراین با مشخص بود شود.ر مقاومت تسليم برشی ماده میشود که بيشترین تنش برشی برابآغاز می

 شود.صورت زیر نوشته میمعيار ترسکا بهاصلی،  یهاتنش

(1- 92)    3 2 1 3 2 1 ymax , , max , ,        
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 فون میززمعیار تسلیم  -1-8-1

این معيار بر اساس تئوری بيشترین کرنشی واپيچشی استوار است. این تئوری در صورت رسيدن انرژی کرنشی 

 های اصلی، معيار فونبنابراین با مشخص بودن تنش دهد.يم را خبر میواپيچشی به حد مشخصی آغاز تسل

 شود.صورت زیر نوشته میميزز به

(1- 93)      
2 2 2
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 9فصل 

 

تحلیل ترموالاستوپلاستیک استوانه 

 جدار ضخیم همگن تحت فشار داخلی
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حت تالاستيک در استوانه جدار ضخيم همگن  یهادر ابتدا با استفاده از روابط اساسی توزیع تنشدر این فصل 

حالت استوانه تحت فشار داخلی، استوانه تحت  9 در سدست آمده است. سپبهاثر فشار داخلی و دمای داخلی 

ورد استوانه مترسکا و فون ميزز تسليم کمک معيار  به ،اثر دمای داخلی و استوانه تحت فشار و دمای داخلی

 تحليل الاستوپلاستيک قرار گرفته است. 

 یتحت اثر نیروهای مکانیکی و حرارت همگن های الاستیک در استوانهتوزیع تنش -9-2

با صفر در  و (23 -1سپس در رابطه تعادل ) (11-1) ری( در روابط رفتا22-1با جایگذاری روابط سينماتيک )

 شود.برای جابجایی حاصل می ناویرمعادله دیفرانسيلی نظر گرفتن ضرایب ناهگنی، 

(9-2) 
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1 1
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 صورت زیر است.وصی به( دارای دو حل عمومی و خص2-9پاسخ معادله دیفرانسيل )

(9-1) 
R g pu u u  

 آید.دست میصورت زیر بهحل عمومی معادله با انتگرال گيری به

(9- 9) 2
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C
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( 𝑤با استفاده از جواب عمومی رونسکين ) آوریم.دست میجواب خصوصی معادله را با کمک روش لاگرانژ به

 آید.دست میبهصورت زیر به
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 بنابراین جابجایی برابر است با

(9- 2) 2
1

1

1
 

R

R

C C
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R R A
     

صورت ها به(، تنش11-1در رابطه رفتاری )( و سپس 22-1( در روابط سينماتيک )2 -9با جایگذاری رابطه )

 آیند.دست میزیر به
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 ( خواهد بود.2 -9صورت رابطه )، بهو خارجی استوانه تحت فشار داخلی شرایط مرزی سطح داخلی

(9- 2) 
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 آیند.دست میبه 𝐶2 و 𝐶1( ضرایب 1 -9شرایط مرزی، در رابطه ) با اعمال

(9- 3) 
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 -9( در رابطه )3-9(، سپس جایگذاری روابط )2-9( و )1 -9(، )3-9( در روابط )92-1با جایگذاری رابطه )

 ( داریم.2-9( و )1

(9- 22) 
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k R A k k R R

 
 

(9-22) 
 2 2

2 2 2 2

ln
1 1 ln 1

1 2ln 1

    
               

i
A B CP k E k k k

k R A k k R R
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دست ای بهها در شرایط تنش صفحه( توزیع تنش22-9( و )22 -9( در روابط )19-1با جایگذاری رابطه )

 آید.می

(9-21) 
2 2

2 2 2 2

ln
1 1 ln

1 2ln 1

    
              

i
R

P k E k k k

k R k k R R

 
 

(9- 29) 2 2

2 2 2 2

ln
1 1 ln 1

1 2ln 1

    
               

iP k E k k k

k R k k R R


 
 

دست ای بهها در شرایط کرنش صفحهیع تنش( توز22-9( و )22-9( در روابط )11 -1با جایگذاری رابطه )

 آید.می

(9- 21) 
 

2 2

2 2 2 2

ln
1 1 ln

1 2 1 ln 1

    
               

i
R

P k E k k k

k R k k R R

 



 

(9- 22) 
 

2 2

2 2 2 2

ln
1 1 ln 1

1 2 1 ln 1

    
                

iP k E k k k

k R k k R R


 



 

(9- 21)  2 2

2 2ln 2
ln 1

1 2 1 ln 1

  
     

   

i
z o

P E k k
E

k k k R

   
 

 
 

 با کمک معیار تسلیم ترسکا همگن استوانهتحلیل الاستوپلاستیک  -9-1

استوانه تحت فشار  وضعيت، 9در ک معيار تسليم ترسکا، استوانه را برای تحليل الاستوپلاستيک استوانه به کم

 .گيریمدر نظر می داخلی، استوانه تحت اثر دمای داخلی و استوانه تحت فشار و دمای داخلی

 تحلیل الاستوپلاستیک استوانه همگن تحت فشار داخلی -9-1-2

0) ها در استوانه الاستيک کامل تحت فشار داخلیتوزیع تنش ) ای و برای هر دو حالت تنش صفحه

 صورت زیر خواهد بود.به (29-9( و )21-9طبق روابط )ای کرنش صفحه

(9-22) 
2

2 2
1

1

i
R

P k

k R


 
  

  
 

(9-22) 2

2 2
1

1

iP k

k R
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 ایتنش صفحه -9-1-2-2

فشار ها در هر استوانه همگن تحت عيت تنششود که وض(، مشخص می22-9( و )22-9با بررسی روابط )

 صورت زیر است.ای بهدر حالت تنش صفحه داخلی

(9- 23)  0R z      

 شروع تسليم الف( 

 .شودصورت زیر نوشته می(، معيار تسليم ترسکا در سطح داخلی به23-9بر اساس رابطه )

(9-12) R y     

  تنش تسليم در استوانه است. 𝜎𝑦، (12-9ه )در رابط

 کنيم.(، تابع تسليم زیر را تعریف می12-9بر اساس رابطه )

(9-12) R
y

y

 




   

باشد، استوانه تسليم خواهد شد. بنابراین با  2( در شرایطی که تابع تسليم برابر 12-9با توجه به رابطه )

 .آیددست میبهرابطه زیر  در آغاز تسليم، (12-9( در رابطه )22و  22-9جایگذاری روابط )

(9-11) 
2

2 2

2

1

i
y

P k

k R


 
 

    

بنابراین در استوانه تحت فشار داخلی تسليم  .باشدمی R=1ی بالا ماکزیمم این عبارت در با توجه به رابطه

 شود و فشار بحرانی تسليم برابر است با :از سطح داخلی آغاز می

(9-19)  
 2

2

1

2

y

i cr

k
P

k


  

𝑃𝑖اگردر استوانه  > (𝑃𝑖)𝑐𝑟 شود.تسليم از سطح داخلی آغاز می 

 استوانه تسليم شدهجایی در ناحيه الاستيک ها و جابهها، کرنشتوزیع تنشب( 
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و ( 2-9( و )1-9بط )( در روا19-1ها در ناحيه الاستيک با جایگذاری روابط )ها، جابجایی و کرنشتوزیع تنش

باشد، می فشار داخلیاستوانه فقط تحت در شرایطی که  (،22-1) ( در روابط2-9جایگذاری رابطه )همچنين 

 صورت زیر خواهد بود.به

(9-11) 2

1 2

1 1

1 1

e

R E C C R
 

 
    

 

(9-12) 
2

1 2

1 1

1 1

e E C C R
 

 
    

 

(9-11) 0e

z   

(9-12) 
1 2

1e

Ru C R C
R

   

(9-12) 
1 22

1e

R C C
R

    

(9-13) 
1 22

1e C C
R

    

 استوانه تسليم شدهلاستيک ناحيه پجایی در ها و جابهها، کرنشتوزیع تنش ج(

 .آیدمی ستدها در ناحيه پلاستيک استوانه تسليم شده بهتوزیع تنش ،در رابطه تعادل معيار ترسکاجایگذاری با 

(9-92) 
3ln    p

R y R C    

(9-92)   3ln 1    p

y R C     

 باشد.صورت زیر میهای الاستيک و پلاستيک بهرابطه بين کرنش کل و کرنش

(9-91)    ,   , ,e p

i i i i R z       

       𝜀𝑖 ،کرنش کل:𝜀𝑖
𝑒 ،کرنش الاستيک :𝜀𝑖

𝑝کرنش پلاستيک :. 

 د.باشصورت زیر میالاستيک به ساختاری ابطهر

(9-99)  
1

   ,   , , , ,e

i i j k i j k R z
E
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 رابطه تراکم ناپذیری پلاستيک برابر است با 

(9-91) 0        p p p

R z      

 باشد.رابطه بين کرنش کل و جابجایی همان روابط سينماتيک می

 .[93] شودصورت زیر نوشته میان برای استوانه بهبا توجه به معيار ترسکا، قاعده جری

(9-92) 0       p

z   

 ( داریم91-9( در رابطه )92-9با جایگذاری رابطه )

(9-91) 𝜀𝑅
𝑝

= −𝜀𝜃
𝑝 

 ( داریم91-9) هابطدر ر( 99-9) هابطبا جایگذاری ر

(9-92)  
1p

R R R z
E

            

(9-92) 
 

1p

R z
E

               

 ( داریم92-9( و )92-9از مجموع دو رابطه )

 توان نوشت.( می93-9( در رابطه )22-1( و )91-9(، )92-9(، )92-9با جاگذاری روابط )

(9-12)     3

1
1 2ln 1 2R R

y

du u
R C

dR R E
         

𝑢𝑅ناحيه پلاستيک ) درکل ، جابجایی (12-9با حل معادله دیفرانسيلی )
𝑝آید.دست میصورت زیر به( به 

(9-12)  
4

3

1
ln      


    

p

R y

C
u R R C

E R


  

 ( داریم.92-9( در رابطه )22-1( و )92-9(، )92-9با جاگذاری روابط )

(9-11)      3

1
1 ln 1 1p R

y

u
R C

R E
            

(9-93)   
1

1p p

R R R
E
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𝜀𝑅) (، کرنش شعاعی11-9) در رابطه 𝑢𝑅( به جای 12-9با جایگذاری رابطه )

𝑝) ( و کرنش محيطی𝜀𝜃

𝑝)  در

 آیند.دست میناحيه پلاستيک، به

(9-19) 4

2
       

yp p

R

C

E R



   

ها و جابجایی با توجه به نحوه تسليم استوانه ها، کرنشدر روابط توزیع تنش 𝐶4و  𝐶1 ،𝐶2 ،𝐶3های ثابت

 آیند.دست میبه

𝑃𝑖وانه در است اگر         > (𝑃𝑖)𝑐𝑟 تا شعاع  سطح داخلی ، استوانه ازباشد𝑅𝑒𝑝 و دو ناحيه  شودتسليم می

𝑝( )1پلاستيک) ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝( و الاستيک )𝑒( )𝑅𝑒𝑝 ≤ 𝑅 ≤ 𝑘شود و مجهولات ( در استوانه ایجاد می

𝐶1 و 𝐶2 ( 13تا  11-9مربوط به روابط ناحيه الاستيک)، 𝐶3 و 𝐶4 ( 12-9مربوط به روابط ناحيه پلاستيک 

شرط  2های عددی از )مرز بين ناحيه الاستيک و پلاستيک(، برای هر مساله به کمک روش 𝑅𝑒𝑝و  (،19تا 

 آیند.دست میزیر به

(9-11) 

 

   

 
 

   

 

1)  1 0

2) 

3) 0 1

4) 

5)  0

P

R

P e

R ep R ep

e

epe

z

y

P e

R ep R ep

e

R

R

R R R R

R R

u R R u R R

R k





 








 

  


  

 















 

 

 ایکرنش صفحه -9-1-2-1

فشار داخلی نه همگن تحت ها در هر استواشود که وضعيت تنشخص می(، مش21تا  21-9با بررسی روابط )

 صورت زیر است.ای بهنش صفحهدر حالت کر

(9-12) 
zR     

 شروع تسليم الف( 

 .شودصورت زیر نوشته می(، معيار تسليم ترسکا به12-9بر اساس رابطه ) 

i

y

P
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(9-11) 
R y     

 کنيم.(، تابع تسليم زیر را تعریف می11-9ساس رابطه )بر ا

(9-12) R
y

y

 




   

باشد، استوانه تسليم خواهد شد. بنابراین با  2( در شرایطی که تابع تسليم برابر 12-9با توجه به رابطه )

 آید.ست مید( در آغاز تسليم، رابطه زیر به12-9( در رابطه )22و  21-9جایگذاری روابط )

(9-12) 
2

2 2

2

1

i
y

P k

k R


 
 

    

باشد بنابراین در استوانه تحت فشار داخلی تسليم از می R=1ی بالا ماکزیمم این عبارت در با توجه به رابطه

 شود و فشار بحرانی تسليم برابر است با :سطح داخلی آغاز می

(9-13)  
 2

2

1

2

y

i cr

k
P

k


  

𝑃𝑖اگردر استوانه  > (𝑃𝑖)𝑐𝑟شود.تسليم از سطح داخلی آغاز می 

 استوانه تسليم شده جایی در ناحيه الاستيکها و جابهها، کرنشتوزیع تنش ب(

( و 2-9( و )1-9( در روابط )11-1ها در ناحيه الاستيک با جایگذاری روابط )ها، جابجایی و کرنشتوزیع تنش

باشد، (، در شرایطی که استوانه فقط تحت فشار داخلی می22-1وابط )( در ر2-9همچنين جایگذاری رابطه )

 صورت زیر خواهد بود.به

(9-22) 
  

2

1 2

1 1

1 1 2 1

e

R E C C R
  


 

  
   

 

(9-22) 
  

2

1 2

1 1

1 1 2 1

e E C C R
  


 

  
   

 

(9-21) 
  

1

1 1 2

2e

z

C
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(9-29) 
1 2

1e

Ru C R C
R

   

(9-21) 
1 22

1e

R C C
R

    

(9-22) 
1 22

1e C C
R

    

 استوانه تسليم شده لاستيکناحيه پ جایی درها و جابهها، کرنشتوزیع تنشج( 

 .آیدمیست دها در ناحيه پلاستيک استوانه تسليم شده بهبا جایگذاری معيار ترسکا در رابطه تعادل، توزیع تنش

(9-21) 
3ln    p

R y R C    

(9-22)   3ln 1    p

y R C     

(9-22)   32ln 1 2        yz

p R C    

 باشد.صورت زیر میهای الاستيک و پلاستيک بهرابطه بين کرنش کل و کرنش

(9-23)    ,   , ,e p

i i i i R z       

𝜀𝑖 ،کرنش کل :𝜀𝑖
𝑒 ،کرنش الاستيک :𝜀𝑖

𝑝.کرنش پلاستيک : 

 باشند.صورت زیر میهروابط کرنش الاستيک ب

(9-12)  
1

   ,   , , , ,e

i i j k i j k R z
E

         
   

 رابطه تراکم ناپذیری پلاستيک برابر است با

(9-12) 0        p p p

R z      

 باشد.رابطه بين کرنش کل و جابجایی همان روابط سينماتيک می

 شود.میصورت زیر نوشته با توجه به معيار ترسکا، قاعده جریان برای استوانه به

(9-11) 0       p

z   

 ( داریم.12-9( در رابطه )11-9با جایگذاری رابطه )
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(9-19) 𝜀𝑅
𝑝

= −𝜀𝜃
𝑝 

 ( داریم23-9) هابطدر ر( 12-9) هابطبا جایگذاری ر

(9-11)  
1p

R R R z
E

            

(9-12) 
 

1p

R z
E

               

 ( داریم12و  11-9ه )از مجموع دو رابط

(9-11)   
1

1 2        
p p

R R R z
E

           

 توان نوشت.( می11-9( در رابطه )22-1( و )22تا  21-9با جاگذاری روابط )

(9-12)      3

1
1 1 2 2ln 1 2       

R R
y

du u
R C

dR R E
    

𝑢𝑅(، جابجایی در ناحيه پلاستيک )12-9با حل معادله دیفرانسيلی )
𝑝آید.دست میصورت زیر به( به 

(9-12)   
4

3

1 1 2
ln      

 
    

p

R y

C
u R R C

E R

 
  

 ( داریم.12-9( در رابطه )22-1( و )12-9(، )22تا  21-9با جاگذاری روابط )

(9-13)       2

3

1
1 1 2 ln 1 1 1 2         

 
p R

y

u
R C

R E
        

𝜀𝑅(، کرنش شعاعی )13-9) در رابطه 𝑢𝑅( به جای 12-9با جایگذاری رابطه )

𝑝) ( و کرنش محيطی𝜀𝜃

𝑝)  در

 آیند.دست میپلاستيک، بهناحيه 

(9-22)  2

4

2

1
   


    p p

R y

C

E R



    

ها و جابجایی با توجه به نحوه تسليم استوانه ها، کرنشدر روابط توزیع تنش 𝐶4و  𝐶1 ،𝐶2 ،𝐶3های ابتث

 آیند.دست میبه
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𝑃𝑖اگردر استوانه  > (𝑃𝑖)𝑐𝑟 شعاع  سطح داخلی تا باشد، استوانه از𝑅𝑒𝑝 تسليم می(شود و دو ناحيه پلاستيک𝑝 )

(1 ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝( و الاستيک )𝑒( )𝑅𝑒𝑝 ≤ 𝑅 ≤ 𝑘شود و مجهولات ( در استوانه ایجاد می𝐶1  و𝐶2 

 ( و22تا  21-9مربوط به روابط ناحيه پلاستيک ) 𝐶4و  𝐶3(، 22تا  22-9مربوط به روابط ناحيه الاستيک )

 2های عددی از )مرز بين ناحيه الاستيک و پلاستيک(، برای هر مساله به کمک روش 𝑅𝑒𝑝(، و 22تا  9-12)

 آیند.دست میشرط زیر به

(9-22) 

 

   

 
 

   

 

1)  1

2) 

3) 0 1

4) 

5)  0

P i
R

y

P e

R ep R ep

e

epe

z

y

P e

R ep R ep

e

R

p
R

R R R R

R R

u R R u R R

R k






 








  

  


  

  

 
















 

 

 موردیمطالعه  -9-1-2-9

 گيریم. شعاع داخلیمیمشخصات زیر را در نظر  با تحت فشار داخلی، همگنبرای مطالعه موردی، یک استوانه 

mm12𝑟𝑖 mm12𝑟𝑜، شعاع خارجی = 2/2𝑘نسبت شعاع داخلی به شعاع خارجی ، = ، مدول الاستيک =

GPa122𝐸𝑖 Mpa 922𝜎𝑦𝑖، تنش تسليم=
2𝜈/ 9نسبت پواسون و =  است. =

 

Mpa99/29(𝑃𝑖)𝑐𝑟است با برابر  فشار بحرانی تسليم در این استوانه( 19-9)با توجه به رابطه           = 

Mpa99/29𝑃𝑖 در فشار( تابع تسليم 1-9و شکل )های الاستيک استوانه توزیع تنش( 2-9)شکل  در  =

 دهد.نشان میرا  ایو کرنش صفحه ایشرایط تنش صفحه
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 داخلی  تحت فشار ندر استوانه همگهای الاستيک توزیع تنش -2-9شکل 

 
 داخلی در استوانه همگن تحت فشار تابع تسليم -1-9شکل 

R 

i

y




 

z 

 

R 

z 

y 

R 
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تابع تسليم در سطح داخلی برابر یک است، بنابراین شود که می، مشخص  (1-9)شکل با توجه به         

 شود.استوانه از سطح داخلی تسليم می

ستوپلاستيک الا هایتوزیع تنش (9-9)شود، شکل با افزایش فشار استوانه از سطح داخلی تسليم می        

Mpa222𝑃𝑖استوانه در فشار  در این شرایط مجهولات  نشان داده شده است.ای را در شرایط تنش صفحه =

 آیند.دست میصورت زیر بهبه (11-9)شرط رابطه  2از 

1 2 3 4=0.0002948 , =0.0000019 , = 0.3333 , =0.000003 , =1.119  epC C C C R 

 

 
 های الاستوپلاستيک در استوانه همگنتوزیع تنش -9-9شکل 

 ایر در حالت تنش صفحهتحت فشا 

 

z 

R 

R 

 

1.119epR  

Plastic 

Region 

Elastic 

Region 
i

y
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Mpa222𝑃𝑖های الاستوپلاستيک استوانه در فشار توزیع تنش (1-9)شکل  ای را در شرایط کرنش صفحه =

 آیند.دست میصورت زیر بهبه (22-9)شرط رابطه  2نشان داده شده است. در این شرایط مجهولات از 

1 2 3 4=0.0002162 , =0.00000194 , = 0.3333 , =0.0000027 , =1.1196  epC C C C R 

 

 

 های الاستوپلاستيک در استوانه همگنوزیع تنشت -1-9شکل 

 اینش صفحهتحت فشار در حالت کر 
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 تحلیل ترموالاستوپلاستیک استوانه همگن  -9-1-1

 ایتنش صفحه -9-1-1-2

𝜃𝑜های ترموالاستيک در استوانه تحت اثر تغييرات دمای سطح داخلی )توزیع تنش = -9(، طبق روابط )0

 صورت زیر خواهد بود.(، به29-9( و )21

(9-21) 
2

2 2

ln
1 ln

2ln 1

i
R

E k k k

k k R R




  
         

 

(9-29) 2

2 2

ln
1 ln 1

2ln 1

iE k k k

k k R R





  
          

 

ها در هر استوانه همگن تحت تنش شود که وضعيت تنش(، مشخص می29-9( و )21-9با بررسی روابط )

 صورت زیر است.ای بهحرارتی در حالت تنش صفحه

(9-21) 
 

 

 

1

1 2

2

1        0

     0

        0

R z

R z

R z

R R

R R R

R R k







  

  

  

      


     
      

 

𝜎𝜃شعاعی است که در آن  𝑅1(، 21-9در رابطه ) = 𝜎𝑅  و𝑅2 شعاعی است که در آن𝜎𝜃 = 𝜎𝑧  خواهد

 بود. 

 شروع تسليم  الف(

 .شودصورت زیر نوشته می(، معيار تسليم ترسکا در سطح داخلی به21-9بر اساس رابطه )

(9-22) z y     

 کنيم.(، تابع تسليم زیر را تعریف می21بر اساس رابطه ) تنش تسليم در استوانه است. 𝜎𝑦الا، در رابطه ب

(9-21) z
y

y

 




   

باشد، استوانه تسليم خواهد شد. بنابراین با  2( در شرایطی که تابع تسليم برابر 21-9با توجه به رابطه )        

تسليم استوانه تحت اثر دمای  که ( و با توجه به این21-9( در رابطه )29-9) ( و21-9جایگذاری روابط )

 شود، رابطه زیر برقرار است.داخلی از سطح داخلی آغاز می
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(9-22)  
2

2

1
1 1  ln ln 1 1

2 ln 1

 
       

 

i
y

y

E k
R k k

k k




 

 د.آیدست میصورت زیر به( به𝑐𝑟1(𝜃𝑖)(، اختلاف دمای بحرانی تسليم سطح داخلی)22-9از رابطه )

(9-22)  
1 2

2

2 ln

1
ln ln 1

1


 

  
 

y

i cr

k

k
E k k

k






 

𝜃𝑖اگردر استوانه          > (𝜃𝑖)𝑐𝑟1 با افزایش دما ممکن است استوانه از  شود.تسليم از سطح داخلی آغاز می

 سطح خارجی نيز تسليم شود. توضيحات بيشتر در ادامه بيان خواهد شد. 

 

 الاستيک استوانه تسليم شدهناحيه  جایی درها و جابهها، کرنشتوزیع تنش ب(

 (،2-9) ( در روابط92-1( و )19-1ها در ناحيه الاستيک با جایگذاری روابط )ها، جابجایی و کرنشتوزیع تنش

در شرایطی که استوانه فقط تحت اثر تغييرات  (،22-1)ه ابط( در ر2-9و جایگذاری رابطه )( 2-9) ( و9-1)

𝜃𝑜دمای سطح داخلی ) =  صورت زیر خواهد بود.باشد، به( می0

(9-23) 
2

2 2

1 2 2

1 1 1 1
ln ln

1 1 2ln 2

e i
R

R k
E C C R k R

k R R




 


  

      
    

 

(9-22) 
2

2 2

1 2 2

1 1 1 1
ln ln

1 1 2ln 2

e i R k
E C C R k R

k R R





 


  

      
    

 

(9-22) 0e

z   

(9-21)   2
2

1 2

11 1
ln ln

2 ln 2

ie

R

R k
u C R C k R

R R k R

   
     

 
 

(9-29)   2
2

1 22 2

11 1
ln ln

2 ln 2

ie

R

R k
C C k R

R R k R

 


  
     

 
 

(9-21) 
  2
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1 22 2

11 1
ln ln

2 ln 2

ie R k
C C k R

R R k R
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 لاستيک استوانه تسليم شدهناحيه پ جایی درها و جابها، کرنشه( توزیع تنشج

ها، (، معيار ترسکا و رابطه بين کرنش21-9ها در استوانه الاستيک کامل رابطه )با توجه به وضعيت تنش

 دست آورد.ها در ناحيه پلاستيک استوانه تسليم شده را بهتوان توزیع تنشمی

 باشد.صورت زیر میستيک، پلاستيک و حرارتی بههای الارابطه بين کرنش کل و کرنش

(9-22)    ,   , ,e p T

i i i i i R z         

𝜀𝑖 ،کرنش کل :𝜀𝑖
𝑒 ،کرنش الاستيک :𝜀𝑖

𝑝و : کرنش پلاستيک𝜀𝑖
𝑇کرنش حرارتی :. 

 باشند.صورت زیر میترتيب بهروابط کرنش الاستيک و کرنش حرارتی به

(9-21)  
1

   ,   , , , ,e

i i j k i j k R z
E

         
   

(9-22)     ,   , ,T

i R i R z     

 رابطه تراکم ناپذیری پلاستيک برابر است با

(9-22) 0        p p p

R z      

 باشد.رابطه بين کرنش کل و جابجایی همان روابط سينماتيک می

𝜎𝜃ها در ناحيه پلاستيک بر اساس وضيعت تنش  -2 < 𝜎𝑅 < (𝜎𝑧 = 0) 

 باشد.صورت زیر میاین حالت معيار ترسکا بهدر 

(9-23)       z y y           

𝜎𝜃)بنابراین تنش محيطی در ناحيه پلاستيک
𝑝1

 باشد.دست میصورت زیر بهبه (

(9-32) 1  p

y    

𝜎𝑅) پلاستيک، تنش شعاعی در ناحيه (23-1( در رابطه تعادل )32-9با جایگذاری رابطه )
𝑝1

صورت زیر به (

 آید.دست میبه

(9-32) 1

3

1
   p

R yC
R

    



  

53 
 

 .شودصورت زیر نوشته میبا توجه به معيار ترسکا، قاعده جریان برای استوانه به

(9-31) 0       p

R   

 ( داریم.22 -9( در رابطه )31 -9با جایگذاری رابطه )

(9-39)         p p

z    

 ( داریم22-9( در رابطه )22 -9( و )21-9با جایگذاری روابط )

(9-31)    
1

   p

R R R z R
E

              

 کنيم.( جایگذاری می31-9( را در رابطه )22 -1( و )31 -9(، )32-9(، )32-9روابط )

(9-32)    3

1 1
1    R

y

du
C R

dR E R
  

 
    

 
 

𝑢𝑅(، جابجایی در ناحيه پلاستيک )32-9) ( در رابطه92-1بطه )با انتگرال گيری و جایگذاری را
𝑝1دست (، به

 آید.می

(9-31)  1

3 4

1
ln 1 ln ln 1    

ln

p i
R y

k
u C R R R k R C

E k R


 

 
          

 
 

 ( داریم22-9( در رابطه )22-9( و )21-9با جایگذاری روابط )

(9-32)    
1

   p

R z R
E

                

 کنيم.( جایگذاری می32-9طه )( را در راب92-1( و )22-1(، )32-9(، )32-9روابط )

(9-32) 
3

1 1
ln    

ln

p R i
y y

u k
C

R E R k R



   

    
         

    
 

𝜀𝜃(، کرنش محيطی)32-9) در رابطه 𝑢𝑅( به جای 31-9با جایگذاری رابطه )

𝑝1( و کرنش طولی )𝜀𝑧
𝑝1 در )

 آید.دست میناحيه پلاستيک ، به

(9-222)    1 1

3 4

1 1 1
ln ln 1     

ln

p p i
z C R k R C

E R R k R
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𝜎𝑅ها در ناحيه پلاستيک بر اساس وضيعت تنش -1        < 𝜎𝜃 < (𝜎𝑧 = 0) 

 باشد.صورت زیر میدر این حالت معيار ترسکا به

(9-222)       z R y R y          

𝜎𝑅) بنابراین تنش شعاعی در ناحيه پلاستيک
𝑝2

 باشد.دست میصورت زیر بهبه (

(9-221) 2  p

R y    

𝜎𝜃) ، تنش محيطی در ناحيه پلاستيک(23-1( در رابطه تعادل )221-9با جایگذاری رابطه )
𝑝2

صورت به (

 آید.دست میزیر به

(9-229) 2    p

y    

 شود.صورت زیر نوشته میبا توجه به معيار ترسکا، قاعده جریان برای استوانه به

(9-221) 0       p

   

 ( داریم.22-9( در رابطه )221-9با جایگذاری رابطه )

(9-222)    p p

R z   

 ( داریم22-9( در رابطه )22-9( و )21-9با جایگذاری روابط )

(9-221)    
1

   p

R z R
E

                

 کنيم.( جایگذاری می221-9( را در رابطه )22-1( و )221-9(، )229-9(، )221-9روابط )

(9-222) 
   

   
1

1    R
y

u
R

R E
         

𝑢𝑅(، جابجایی در ناحيه پلاستيک )222-9( در رابطه)92-1با جایگذاری رابطه )
𝑝2آید.دست می(، به 

(9-222)  2 1
1 ln    

ln

p i
R y

k
u R R

E k R


 

 
       

 
 

 ( داریم22-9رابطه )( در 22-9( و )21-9با جایگذاری روابط )
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(9-223)    
1

      p

R R R z R
E

              

 کنيم.( جایگذاری می223-9( را در رابطه )22-1( و )229-9(، )221-9روابط )

(9-222)    
1

1       p R
R y

du
R

dR E
           

𝜀𝑅(، کرنش شعاعی )222-9) ( در رابطه92-9و رابطه ) 𝑢𝑅( به جای 223-9با جایگذاری رابطه )

𝑝2)  و کرنش

𝜀𝑧طولی )
𝑝2،) آیند.دست میدر ناحيه پلاستيک، به 

(9-222) 2 2

ln

p p i
R z

k


      

𝜎𝑅   ها در ناحيه پلاستيک بر اساس وضيعت تنش -9         < (𝜎𝑧 = 0) < 𝜎𝜃 

 باشد.صورت زیر میدر این حالت معيار ترسکا به

(9-221)    R y     

𝜎𝜃) ، تنش محيطی در ناحيه پلاستيک(23-1( در رابطه تعادل )221-9با جایگذاری رابطه )
𝑝3

و تنش  (

𝜎𝑅) شعاعی در ناحيه پلاستيک
𝑝3

 آیند.دست میصورت زیر بهبه (

(9-229) 3

3ln    p

R y R C    

(9-221)  3

3ln 1    p

y R C     

 شود.صورت زیر نوشته میترسکا، قاعده جریان برای استوانه بهبا توجه به معيار 

(9-222) 0       p

z   

 ( داریم.22-9( در رابطه )222-9با جایگذاری رابطه )

(9-221) 𝜀𝑅
𝑝

= −𝜀𝜃
𝑝 

 ( داریم22-9( در روابط )22-9( و )21-9با جایگذاری روابط )

(9-222)    
1

      p

R R R z R
E
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(9-222) 
   

1
   p

R z R
E

                 

 ( داریم222و  222-9از مجموع دو رابطه )

(9-223)     
1

1 2       p p

R R R R
E

                   

 توان نوشت.( می223-9( در رابطه )22-1( و )221-9)(، 221و  229-9با جاگذاری روابط )

(9-212)      3

1
1 2ln 1 2 2       R R

y

du u
R C R

dR R E
           

𝑢𝑅(، جابجایی در ناحيه پلاستيک )92-1( و جایگذاری رابطه )212-9نسيلی )با حل معادله دیفرا
𝑝3صورت ( به

 آید.دست میزیر به

(9-212)  
 3 2 2 2 4

3

1 1
ln 1 ln ln      

ln 2

p i
R y

Ck
u R R C R k R

E k R R

 


  
         

 
 

 ( داریم.222-9( در رابطه )22-1( و )92-1(، )221و  229-9با جاگذاری روابط )

(9-211)      3

1
1 ln 1 1 ln      

ln

p R i
y

u k
R C

R E k R



   

 
          

 
 

𝜀𝑅(، کرنش شعاعی )211-9در رابطه) 𝑢𝑅( به جای 212-9ذاری رابطه )با جایگ

𝑝3) ( و کرنش محيطی𝜀𝜃

𝑝3) 

 آیند.دست میدر ناحيه پلاستيک، به

(9-219) 
   

   

3 3

3

2 4

2

1
1 1 ln

1 1
1 ln 1 ln    

ln 2

p p

R y y

i

R R C
E

Ck
R k R

k R R R R

    



        
 

 
     

 

 

ا توجه به نحوه تسليم استوانه ها و جابجایی بها، کرنشدر روابط توزیع تنش 𝐶4و  𝐶1 ،𝐶2 ،𝐶3های ثابت

 آیند.دست میبه

𝜃𝑖در استوانه  اگر         > (𝜃𝑖)𝑐𝑟1 تا شعاع  سطح داخلی ، استوانه ازباشد𝑅𝑒𝑝 و دو ناحيه  شودتسليم می

𝑝( )1پلاستيک) ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝( و الاستيک )𝑒( )𝑅𝑒𝑝 ≤ 𝑅 ≤ 𝑘ت شود و مجهولا( در استوانه ایجاد می

𝐶1 و𝐶2 ( 21تا  23-9مربوط به روابط ناحيه الاستيک)، 𝐶3 و  𝐶4 ( 32-9مربوط به روابط ناحيه پلاستيک ،



  

57 
 

های عددی از )مرز بين ناحيه الاستيک و پلاستيک(، برای هر مساله به کمک روش 𝑅𝑒𝑝و ( 222و  31، 32

 آیند.دست میشرط زیر به 2

(9-211) 

 

   

 
 

   

 

1

1

1

1)  1 0

2) 

3) 0 1

4) 

5)  0
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𝜎𝑅های الاستيک  ، تنش𝐶2 و 𝐶1با مشخص 
𝑒  و𝜎𝜃

𝑒 در سطح خارجی آیند. بنابراین از رابطه ترسکادست میبه

   
1

  


e e

θ R

y

σ R k σ R k

σ 
در رابطه ترسکا  ،(22و  23-9و جایگذاری روابط ) 𝜃𝑖با فرض مجهول بودن 

 آید.دست میصورت زیر بهبه(𝑐𝑟2(𝜃𝑖))يم از سطح خارجی اختلاف دمای بحرانی تسل

(9-212)  2 2

2 2

2 1
1 2ln 1

1 2ln

i

y

E
C k k k

k k



 

 
     

 

 برابر است با(𝑐𝑟2(𝜃𝑖))اختلاف دمای بحرانی تسليم از سطح خارجی 

(9-211) 
 

 

2 2

2

2 2

2
2 ln

1

1 2ln

y

i cr

C k k k
E

k k








 
 

 
 

 

𝑐𝑟1(𝜃𝑖)بنابراین اگردر استوانه  < 𝜃𝑖 < (𝜃𝑖)𝑐𝑟2 شود. و اگر تسليم می سطح داخلی، استوانه ازباشد

(𝜃𝑖)𝑐𝑟2 < 𝜃𝑖 1که در شعاع طوریبه ،شودتسليم میخارجی  و سطح داخلی استوانه از ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝1 

𝑅𝑒𝑝1(، در شعاع 𝑝1) 2ناحيه پلاستيک  ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝2  ( ناحيه الاستيک𝑒 و در شعاع )𝑅𝑒𝑝2 ≤ 𝑅 ≤

𝑘  9ناحيه پلاستيک (𝑝3ایجاد می ).شود 

مربوط به روابط ناحيه  𝐶2و 𝐶1و  خارجی، مجهولات  سطح داخلی در صورت تسليم شدن استوانه از        

مربوط  𝐶4)ضریب  𝐶41( و 2مربوط به ناحيه پلاستيک  𝐶3)ضریب  𝐶31و مجهولات (21تا  23-9)الاستيک 
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 𝐶3)ضریب  𝐶33و مجهولات ( 222و  31، 32، 32-9)( مربوط به روابط ناحيه پلاستيک 2ه ناحيه پلاستيک ب

( مربوط به روابط ناحيه پلاستيک 1مربوط به ناحيه پلاستيک  𝐶4)ضریب  𝐶43(، و 9مربوط به ناحيه پلاستيک 

)مرز بين ناحيه  𝑅𝑒𝑝2و الاستيک( و  2پلاستيک  )مرز بين ناحيه 𝑅𝑒𝑝1و  (219و  212، 221، 9-229)

 آیند.دست میشرط زیر به 2های عددی از برای هر مساله به کمک روش (،9الاستيک و پلاستيک 

(9-212) 

 

   

 
 

 

   

   

   

   

1

1

1 1

1

3

3

2 2

2 2

1

1 1

3

2 2

1)  1 0
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 اینش صفحهکر -9-1-1-1

𝜃𝑜اخلی )های ترموالاستيک در استوانه تحت اثر تغييرات دمای سطح دتوزیع تنش = -9(، طبق روابط )0

 صورت زیر خواهد بود.به(، 221تا  221

(9-212) 
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2 2

ln
1 ln

2 1 ln 1

i
R

E k k k

k k R R






  
     

    
 

(9-213) 

 

2

2 2

ln
1 ln 1
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گن تحت تنش ها در هر استوانه همشود که وضعيت تنش(، مشخص می292تا  212-9با بررسی روابط )      

 صورت زیر است.ای بهحرارتی در حالت کرنش صفحه
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(9-292) 

1

1 2

2

1       

    

       

z R

z R

R z

R R

R R R

R R k







  

  

  

    

    

    







 

𝜎𝜃شعاعی است که در آن  𝑅1(، 292-9در رابطه ) = 𝜎𝑅  و𝑅2 شعاعی است که در آن 𝜎𝑅 = 𝜎𝑧  خواهد

 بود.

 شروع تسليم  الف(

 .شودصورت زیر نوشته میيم ترسکا در سطح داخلی به(، معيار تسل292-9بر اساس رابطه )

(9-291) 
R z y     

 کنيم.(، تابع تسليم زیر را تعریف می291-9بر اساس رابطه ) تنش تسليم در استوانه است. 𝜎𝑦در رابطه بالا، 

(9-299) R z
y

y

 




   

باشد، استوانه تسليم خواهد شد. بنابراین  2( در شرایطی که تابع تسليم برابر 299-9با توجه به رابطه )        

که  تسليم استوانه تحت اثر دمای ( و با توجه به این299-9( در رابطه )292و  212-9با جایگذاری روابط )

 شود، رابطه زیر برقرار است.داخلی از سطح داخلی آغاز می

(9-291)  
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2 1
1 1  ln 1
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 آید.دست میصورت زیر به( به𝑐𝑟1(𝜃𝑖)(، اختلاف دمای بحرانی تسليم سطح داخلی)291-9از رابطه )

(9-292) 
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𝜃𝑖اگردر استوانه  > (𝜃𝑖)𝑐𝑟1 با افزایش دما ممکن است استوانه از سطح  شود.تسليم از سطح داخلی آغاز می

 يز تسليم شود. توضيحات بيشتر در ادامه بيان خواهد شد.خارجی ن
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 استوانه تسليم شدهجایی در ناحيه الاستيک ها و جابهها، کرنشتوزیع تنش (الف

 2-9( در روابط )92-1( و )11-1ها در ناحيه الاستيک با جایگذاری روابط )کرنشها، جابجایی و توزیع تنش

در شرایطی که استوانه فقط تحت اثر تغييرات دمای سطح  (،22-1) روابط ( در2-9(، و جایگذاری رابطه )2تا 

𝜃𝑜داخلی ) =  صورت زیر خواهد بود.باشد، به( می0

(9-291) 
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(9-292) 
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(9-293)  
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(9-212)  
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(9-212)  
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 لاستيک استوانه تسليم شدهپجایی در ناحيه ها و جابهها، کرنش( توزیع تنشب

وان توزیع تها، میها در استوانه الاستيک کامل رابطه، معيار ترسکا و رابطه بين کرنشبا توجه به وضعيت تنش

 دست آورد.در ناحيه پلاستيک استوانه تسليم شده را بهها تنش

 باشد.صورت زیر میهای الاستيک، پلاستيک و حرارتی بهرابطه بين کرنش کل و کرنش

(9-211)    ,   , ,e p T

i i i i i R z        

𝜀𝑖 ،کرنش کل :𝜀𝑖
𝑒 ،کرنش الاستيک :𝜀𝑖

𝑝و : کرنش پلاستيک𝜀𝑖
𝑇کرنش حرارتی :. 
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 باشند.صورت زیر میترتيب بهروابط کرنش الاستيک و کرنش حرارتی به

(9-219)  
1

   ,   , , , ,e

i i j k i j k R z
E

         
  

(9-211)     ,   , ,T

i R i R z    

 رابطه تراکم ناپذیری پلاستيک برابر است با

(9-212) 0        p p p

R z     

 باشد.ينماتيک میرابطه بين کرنش کل و جابجایی همان روابط س

𝜎𝑧ها در ناحيه پلاستيک بر اساس وضيعت تنش -2              < 𝜎𝜃 < 𝜎𝑅 

 باشد.صورت زیر میدر این حالت معيار ترسکا به

(9-211)    R z y    

 شود.صورت زیر نوشته میبا توجه به معيار ترسکا، قاعده جریان برای استوانه به

(9-212) 0       p

  

 ( داریم.212-9( در رابطه )229-9با جایگذاری رابطه )

(9-212)         p p

R z   

 ( داریم211-9( در رابطه )212( و )211و  219-9با جایگذاری روابط )

(9-213)    
1p

z z z R R
E

             

(9-222)    
1p

R z R
E

               

(9-222)    
1p

R R R z R
E

             

 شوند.ای دو رابطه زیر حاصل می( با توجه به شرایط کرنش صفحه213-9از رابطه )

(9-221)    p

z z RE E R          

(9-229)    
1p

z z R R
E E




         

 آیند.میدست ترتيب به( دو رابطه زیر به222و  222-9( در روابط )221-9با جایگذاری رابطه )
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(9-221)        
1p p

R z RE E R R
E

                      
 

 

(9-222)        
1p p

R R R z RE E R R
E

                    
 

 

 سازی، داریم.( و ساده222-9( در رابطه )212-9با جایگذاری رابطه )

(9-221) 
 

 

 
 

 
 

 
 

2 2 2 2
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 شود.می سازی، رابطه زیر حاصل( و ساده221-9( در رابطه )212و  221-9از جایگذاری رابطه )

(9-222) 
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1 1 2

R

E
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 آید.دست میسازی، رابطه زیر به، و ساده(221-9در رابطه ) (222و  229-9با جایگذاری رابطه )

(9-222) 
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R z R

E
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 شوند.، روابط زیر حاصل می(211و  222-9با استفاده از دو رابطه )

(9-223) 
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(9-212) 
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ها در ناحيه پلاستيک برحسب (، رابطه تنش212و  223، 222-9( در روابط )22-1با جایگذاری رابطه )

 آیند.دست میصورت زیر بهجابجایی در ناحيه پلاستيک به

(9-212) 
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(9-211) 
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 شود.( در رابطه تعادل، معادله دیفرانسيلی زیر حاصل می211و  212-9از جایگذاری روابط )
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(9-212)      
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1 1 2
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 ایاستوانه فقط تحت اثر تغييرات دم( در شرایطی که 92-1با حل معادله دیفرانسيلی فوق و جایگذاری رابطه )

𝑢𝑅سطح داخلی باشد، جابجایی در ناحيه پلاستيک )
𝑝1آید.دست میصورت زیر به( به 

(9-211) 
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 باشند.صورت زیر میها در ناحيه پلاستيک بهو کرنش

(9-212) 1 1     ,      
p p

p pR R
R

du u

dR R
   

𝜎𝑧عت ها در ناحيه پلاستيک بر اساس وضيتنش -1             < 𝜎𝑅 < 𝜎𝜃 

 باشد.صورت زیر میدر این حالت معيار ترسکا به

(9-212)    z y    

 شود.صورت زیر نوشته میبا توجه به معيار ترسکا، قاعده جریان برای استوانه به

(9-213) 0       p

R  

 ( داریم.212-9( در رابطه )213-9با جایگذاری رابطه )

(9-222)         p p

z   

 سازی، داریم.( و ساده222-9( در رابطه )213-9با جایگذاری رابطه )

(9-222) 
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 شود.سازی، رابطه زیر حاصل می( و ساده221-9( در رابطه )222-9از جایگذاری رابطه )

(9-221) 
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 آید.دست میسازی، رابطه زیر به( و ساده222-9(، در رابطه )221و  229-9با جایگذاری رابطه )

(9-229) 
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 شوند.(، روابط زیر حاصل می212و  229-9با استفاده از دو رابطه )

(9-221) 
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(9-222) 
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ها در ناحيه پلاستيک برحسب ، رابطه تنش(222و  221، 221-9( در روابط )22-1با جایگذاری رابطه )

 آیند.دست میصورت زیر بهجابجایی در ناحيه پلاستيک به

(9-221) 
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 شود.در رابطه تعادل، معادله دیفرانسيلی زیر حاصل می ،(222و  221-9از جایگذاری روابط )

(9-223) 
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استوانه فقط تحت اثر تغييرات دمای ( در شرایطی که 92-9با حل معادله دیفرانسيلی فوق و جایگذاری رابطه )

𝑢𝑅سطح داخلی باشد، جابجایی در ناحيه پلاستيک )
𝑝2آید.دست میصورت زیر به( به 

(9-222) 
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 باشند.صورت زیر میها در ناحيه پلاستيک بهو کرنش

(9-222) 2 2     ,      
p p

p pR R
R

du u

dR R
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𝜎𝑅ها در ناحيه پلاستيک بر اساس وضيعت تنش -9            < 𝜎𝑧 < 𝜎𝜃 

 باشد.صورت زیر میدر این حالت معيار ترسکا به

(9-221)    R y    

 شود.صورت زیر نوشته میبا توجه به معيار ترسکا، قاعده جریان برای استوانه به

(9-229) 0       p

z  

 ( داریم.212-9( در رابطه )229-9با جایگذاری رابطه )

(9-221)         p p

R   

𝜎𝑅)، تنش شعاعی در ناحيه پلاستيک(23-1( در رابطه تعادل )221-9با جایگذاری رابطه )
𝑝3

و تنش محيطی  (

𝜎𝜃)در ناحيه پلاستيک
𝑝3

 آیند.دست میصورت زیر بهبه (

(9-222) 3

3ln    p

R y R C   

(9-221)  3

3ln 1    p

y R C    

ای، تنش در شرایط کرنش صفحه (221-9در رابطه )( 92-1)و  (229، 221، 222-9) وابطبا جایگذاری ر

𝜎𝑧)طولی در ناحيه پلاستيک
𝑝3

 آیند.دست میصورت زیر بهبه (

(9-222) 
  3

32 ln 1 ln   
ln

p i
z y

E k
R C

k R


     

 ( داریم222و  223-9از مجموع دو رابطه )

(9-222)     
1

1 2 2       p p

R R R z R
E

                    

 توان نوشت.( می222-9( در رابطه )22-1( و )222، 221، 222، 221-9با جاگذاری روابط)

(9-223)         3

1
1 1 2 2ln 1 2 2 1       R R

y

du u
R C R

dR R E
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𝑢𝑅ابجایی در ناحيه پلاستيک )(، ج92-1( و جایگذاری رابطه )223-9با حل معادله دیفرانسيلی )
𝑝3صورت ( به

 آید.دست میزیر به

(9-232) 
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 ( داریم.222-9( در رابطه )92و  22-1(، )222، 221، 222-9با جاگذاری روابط )

(9-232)       
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𝜀𝑅(، کرنش شعاعی )232-9) طهدر راب 𝑢𝑅( به جای 232-9با جایگذاری رابطه )

𝑝3) ( و کرنش محيطی𝜀𝜃

𝑝3) 

 آیند.دست میدر ناحيه پلاستيک، به

(9-231) 
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ها و جابجایی با توجه به نحوه تسليم استوانه ها، کرنشدر روابط توزیع تنش 𝐶4و  𝐶1 ،𝐶2 ،𝐶3های ثابت

 آیند.دست میبه

𝜃𝑖اگردر استوانه          > (𝜃𝑖)𝑐𝑟1 تا شعاع  سطح داخلی، استوانه ازباشد𝑅𝑒𝑝 و دو ناحيه  شودتسليم می

𝑒( )1الاستيک ) ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝(و پلاستيک )𝑝( )𝑅𝑒𝑝 ≤ 𝑅 ≤ 𝑘شود و مجهولات ( در استوانه ایجاد می

𝐶1 و𝐶2 (،212تا  291-9ستيک )مربوط به روابط ناحيه الا 𝐶3 و 𝐶4 9) 2مربوط به روابط ناحيه پلاستيک-

شرط زیر  2های عددی از )مرز بين ناحيه الاستيک و پلاستيک(، برای هر مساله به کمک روش 𝑅𝑒𝑝و  (،211

 آیند.دست میبه
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(9-239) 
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𝜎𝑅ای الاستيک  ه، تنش𝐶2و 𝐶1با مشخص شدن 
𝑒  و𝜎𝜃

𝑒 در سطح  آیند. بنابراین از رابطه ترسکادست میبه

 خارجی
𝜎𝜃

𝑒(𝑅=𝑘)−𝜎𝑅
𝑒(𝑅=𝑘)

𝜎𝑦
= ( در رابطه 292و  291-9و جایگذاری روابط ) 𝜃𝑖با فرض مجهول بودن  1

 آید.دست میصورت زیر بهبه(𝑐𝑟2(𝜃𝑖))ترسکا اختلاف دمای بحرانی تسليم از سطح خارجی 

(9-231) 
 

 2 2

2 2

2 1
1 2ln 1
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 برابر است با (𝑐𝑟2(𝜃𝑖))اختلاف دمای بحرانی تسليم از سطح خارجی 

(9-232) 
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𝑐𝑟1(𝜃𝑖)بنابراین اگردر استوانه          < 𝜃𝑖 < (𝜃𝑖)𝑐𝑟2شود. و اگر تسليم می سطح داخلی، استوانه ازشدبا

(𝜃𝑖)𝑐𝑟2 < 𝜃𝑖1طوریکه در شعاع به شودتسليم میو  خارجی  سطح داخلیاستوانه از ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝1  ناحيه

𝑅𝑒𝑝1(، در شعاع  𝑝1) 2پلاستيک  ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝2 ( ناحيه الاستيک𝑒 و در شعاع )𝑅𝑒𝑝2 ≤ 𝑅 ≤ 𝑘 

 شود.( ایجاد می𝑝2) 1ستيک ناحيه پلا

مربوط به روابط ناحيه  𝐶2و 𝐶1و  خارجی، مجهولات  سطح داخلیدر صورت تسليم شدن استوانه از         

 𝐶4)ضریب  𝐶41( و 2مربوط به ناحيه پلاستيک  𝐶3)ضریب  𝐶31و مجهولات (212تا  291-9)الاستيک 

مربوط  𝐶3)ضریب  𝐶32( و مجهولات 211-9مربوط به روابط ناحيه پلاستيک ) (2مربوط به ناحيه پلاستيک 

-9( مربوط به روابط ناحيه پلاستيک )9مربوط به ناحيه پلاستيک  𝐶4)ضریب  𝐶42(، و 9به ناحيه پلاستيک 
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برای  (،1الاستيک و پلاستيک  )مرز بين ناحيه𝑅𝑒𝑝2و الاستيک( و  2)مرز بين ناحيه پلاستيک 𝑅𝑒𝑝1( و 232

 آیند.دست میشرط زیر به 2های عددی از هر مساله به کمک روش

(9-231) 
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𝜎𝑅های الاستيک  ، تنش𝐶2 و 𝐶1با مشخص شدن 
𝑒  و𝜎𝜃

𝑒 اگر  آیند. بنابرایندست میبه𝑅𝑒𝑝1 < 𝑅1  ،باشد

𝑅𝑒𝑝1اند. ولی اگر دست آمده قابل قبولای الاستيک و پلاستيک بههتوزیع تنش > 𝑅1   1باشد، در شعاع ≤

𝑅 ≤ 𝑅1  2روابط ناحيهپلاستيک (𝑝1 در شعاع ،)𝑅1 ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝1  1روابط ناحيه پلاستيک (𝑝2 در ،)

𝑅𝑒𝑝1شعاع  ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝2 ( روابط ناحيه الاستيک𝑒 و در شعاع )𝑅𝑒𝑝2 ≤ 𝑅 ≤ 𝑘  روابط ناحيه پلاستيک

9 (𝑝3) اند. در این حالت مجهولات قابل قبول𝐶1 و𝐶2  و  (212تا  291-9)مربوط به روابط ناحيه الاستيک

( 2مربوط به ناحيه پلاستيک  𝐶4)ضریب  𝐶41( و 2مربوط به ناحيه پلاستيک  𝐶3)ضریب  𝐶31مجهولات

 𝐶42(، و 1مربوط به ناحيه پلاستيک  𝐶3)ضریب  𝐶32( و مجهولات 211-9ط ناحيه پلاستيک )مربوط به رواب

)ضریب  𝐶33(، مجهول 222-9( مربوط به روابط ناحيه پلاستيک )1مربوط به ناحيه پلاستيک  𝐶4)ضریب 

𝐶3  232-9( مربوط به روابط ناحيه پلاستيک )9مربوط به ناحيه پلاستيک ، )𝑅𝑒𝑝1 مرز بين ناحيه پلاستيک(

های عددی از برای هر مساله به کمک روش (،9)مرز بين ناحيه الاستيک و پلاستيک 𝑅𝑒𝑝2و الاستيک( و  1

 آیند.دست میشرط زیر به 22
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(9-232) 
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 مطالعه موردی -9-1-1-9

گيریم. شعاع داخلی با مشخصات زیر را در نظر می تحت دمای داخلی، برای مطالعه موردی، یک استوانه همگن

mm12𝑟𝑖 mm222𝑟𝑜، شعاع خارجی = 2/1𝑘، نسبت شعاع داخلی به شعاع خارجی = ، مدول =

GPa122𝐸𝑖الاستيک  Mpa922𝜎𝑦𝑖 ، تنش تسليم=
2𝜈/ 9و نسبت پواسون  =  است. =

 

 ایتنش صفحه -الف

𝑐°22/239(𝜃𝑖)𝑐𝑟1بحرانی تسليم در این استوانه برابر است با  دمای داخلی (22-9)ابطه با توجه به ر =. 

𝑐°22/239𝜃𝑖دمای داخلی در( تابع تسليم 1-9و شکل )های الاستيک استوانه توزیع تنش (2-9)شکل  = 

 دهد.را نشان می ایدر شرایط تنش صفحه
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 های الاستيک در استوانه همگن تحت دمای داخلیتوزیع تنش -2-9شکل 

 
 تابع تسليم در استوانه همگن تحت دمای داخلی -1-9شکل 
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i

y




 

z 

 

R 
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ک است، بنابراین استوانه از مشخص است تابع تسليم در سطح داخلی برابر ی( 1-9شکل )همان طور که در 

 شود.سطح داخلی تسليم می

 

های الاستوپلاستيک توزیع تنش (2-9)شکل شود. لی تسليم میبا افزایش دما، استوانه از سطح داخ        

𝑐°922𝜃𝑖دمایاستوانه در  ای را نشان داده شده است. در این شرایط مجهولات از در شرایط تنش صفحه =

 آیند.دست میصورت زیر بهبه (211-9)رابطه  شرط 2

 

1 2 3 4=0.0004375191998, =0.0007146895227, =1 , =0.002228836427 , =1.173407069 epC C C C R 

 

 

 R ع تنش ترموالاستوپلاستيک در استوانه همگنتوزی -2-9شکل 

i

y




 

z 

 

R 

1.173epR  

Elastic 

Rregion 
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نيز برابر خواهد بود  ، دمای تسليم از سطح خارجی(211-9)در رابطه  2C با جایگذاری

𝑐°2/913(𝜃𝑖)𝑐𝑟2با 1.2615epR . در این شرایط استوانه از سطح داخلی تا شعاع=  د و تسليم خواهد ش

 دهد.را نشان می شرایطتابع تسليم در این  (3-9)شکل گيرد. سطح خارجی نيز در آستانه تسليم قرار می

 

 

 ح داخلی طتابع تسليم در استوانه همگن تحت دما تسليم شده از س -3-9شکل 

 خارجی حو در آستانه تسليم از سط

        

های توزیع تنش (22-9)شود. شکل خارجی تسليم می با افزایش دما، استوانه از سطح داخلی و         

𝑐°122𝜃𝑖الاستوپلاستيک استوانه در دمای  ای را نشان داده شده است. در این در شرایط تنش صفحه =

 آیند.دست میصورت زیر بهبه (212-9)شرط رابطه  2شرایط مجهولات از 

 

R 

y 
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1 2 31 32 41

42 1 2

=0.0005648533363, =0.0007153700284, =1 , = 0.9162907319 , =0.002429524332 

                               = 0.03167300239, =1.293022506, =2.376012362 



 ep ep

C C C C C

C R R
 

 
 توزیع تنش ترموالاستوپلاستيک در استوانه همگن تسليم شده از  -22-9شکل 

 سطح داخلی وخارجی 

 

 ایکرنش صفحه - ب

𝑐°39/32(𝜃𝑖)𝑐𝑟1دمای داخلی بحرانی تسليم در این استوانه برابر است با  (292-9)با توجه به رابطه  =. 

𝑐°39/32𝜃𝑖در دمای داخلی ( تابع تسليم 21-9و شکل )های الاستيک استوانه توزیع تنش (22-9)شکل  = 

 دهد.را نشان می اینش صفحهکردر شرایط 

R 

i

y




 z 

 

R 

1 1.293epR  

Elastic 

Rregion 

2 1.376epR  
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 ایتوزیع تنش ترموالاستيک استوانه همگن در شرایط کرنش صفحه -22-9شکل 

                        

 ایرایط کرنش صفحهتابع تسليم در استوانه همگن تحت دما در آستانه تسليم و در ش -21-9شکل 
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i

y
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R 
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y 
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تابع تسليم در سطح داخلی برابر یک است، بنابراین استوانه از  شود کهمیمشخص ( 21-9شکل ) با توجه به 

 شود.سطح داخلی تسليم می

های الاستوپلاستيک توزیع تنش (29-9)شود. شکل با افزایش دما، استوانه از سطح داخلی تسليم می        

𝑐°222𝜃𝑖استوانه در دمای  ای را نشان داده شده است. در این شرایط مجهولات نش صفحهکردر شرایط  =

 آیند.دست میصورت زیر بهبه (239-9)شرط رابطه  2از 

1 2 3

4

=0.0002352905289, =0.0005595157057, = 0.001944030847 

                      =0.0007430749852 , =1.231326955 



ep

C C C

C R
 

 

 سطح داخلیتسليم شده از  ایتوزیع تنش ترموالاستوپلاستيک در استوانه همگن در حالت کرنش صفحه -29-9شکل 
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 (21-9)شکل شود. بالاتر استوانه از سطح خارجی نيز تسليم می هایتوجه نمودار تابع تسليم در دمابا         

𝑐°122(𝜃𝑖)𝑐𝑟2دمای  در تابع تسليم  .دهدرا نشان می =

 

 تابع تسليم در استوانه همگن تحت دما تسليم شده از سطح داخلی و خارجی -21-9شکل 

 22شود. و مجهولات از تسليم می معياروضعيت با هر سه  در این شرایط استوانه از سطح داخلی و خارجی 

 .آینددست میبه (232-9)شرط رابطه 

1 2 31

32 33 41

1

42 1

=0.0004118572216, =0.0008112305905, = 0.001923165201 

= 0.002696501683, = 0.9162907319, =0.0008068728682

         =0.001246776061, =1.529200285, =1.794636790   

                       



 

ep

C C C

C C C

C R R

2                    =2.399622044epR
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 دو سطح تسليم از هر ایولاستوپلاستيک در استوانه همگن در حالت کرنش صفحهتوزیع تنش ترم -22-9شکل 

 

 تحت فشارتحلیل ترموالاستوپلاستیک استوانه همگن  -9-1-9

 ایتنش صفحه -9-1-9-2

𝜃𝑜های ترموالاستيک در استوانه تحت اثر تغييرات دمای سطح داخلی )توزیع تنش = ( و فشار داخلی، طبق 0

 صورت زیر خواهد بود.(، به29-9( و )21-9روابط )

(9-232) 
2 2

2 2 2 2
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1 1 ln

1 2ln 1
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(9-233) 2 2
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ها در هر استوانه همگن تحت تنش شود که وضعيت تنش(، مشخص می233-9( و )232-9با بررسی  روابط )

د صورت سه وضعيت زیر خواهای با توجه به تغييرات فشار داخلی بهحرارتی و مکانيکی در حالت تنش صفحه

 بود.

0 : در فشار2وضعيت          ≤ 𝑃𝑖 < 𝑃𝑖1 صورت زیر است.ها بهتوزیع تنش 

(9-122) 
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𝜎𝑅(𝑅از رابطه  𝑃𝑖1که  = 1) = 𝜎𝜃(𝑅 =  آید.دست میصورت زیر بهبه (1

(9-122)  2 2

1 2 2

1 2
ln 1

4 ln 1

i

i

k E k
P k

k k k

  
  

 
 

𝜎𝜃شعاعی است که در آن  𝑅1(، 122-9در رابطه ) = 𝜎𝑅  و𝑅2 شعاعی است که در آن 𝜎𝜃 = 𝜎𝑧  خواهد

 بود. 

𝑃𝑖1: در فشار 1وضعيت          ≤ 𝑃𝑖 < 𝑃𝑖2 صورت زیر است.ها بهتوزیع تنش 

(9-121) 
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𝜎𝜃(𝑅از رابطه  𝑃𝑖2که  = 1) = (𝜎𝑧 =  آید.دست میصورت زیر بهبه (0

(9-129) 
 
 

2 2

2 22

1 2
ln 1

12 1 ln

i

i

k E k
P k

kk k

  
  

  
 

𝜎𝜃 شعاعی است که در آن 𝑅1(، 121-9در رابطه ) = 𝜎𝑧  .خواهد بود 

𝑃𝑖2: در فشار 9وضعيت          ≤ 𝑃𝑖 صورت زیر است.ها بهتوزیع تنش 

(9-121)    0R z      
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 شروع تسليم  الف(

توان فشار داخلی می معيار ترسکا و تابع تسليم در هر استوانه تحت دما و ،هابا توجه به وضعيت توزیع تنش

 چگونگی تسليم را بررسی کرد.

و  2 صورت وضعيتها در استوانه تحت تنش حرارتی و فشار داخلی در شرایط بحرانی تسليم بهوضعيت تنش

 خواهد بود. 9یا وضعيت 

 .شودصورت زیر نوشته می، معيار تسليم ترسکا در سطح داخلی به2در وضعيت 

(9-122) z y    

 کنيم.(، تابع تسليم زیر را تعریف می122-9بر اساس رابطه ) تنش تسليم در استوانه است. 𝜎𝑦در رابطه بالا، 

(9-121) z
y

y

 




  

باشد، استوانه تسليم خواهد شد. بنابراین با  2( در شرایطی که تابع تسليم برابر 121-9با توجه به رابطه )

تحت اثر دما و فشار اگر استوانه  که( و با توجه به این121-9( در رابطه )233و  232-9جایگذاری روابط )

 ، رابطه زیر برقرار است.تسليم شودداخلی از سطح داخلی 

(9-122)  
 
 

2 2
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 آید.دست میصورت زیر به( به𝑐𝑟1(𝑃𝑖)) سطح داخلی از ی تسليمبحران فشار(، 122-9از رابطه )

(9-123)  
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 .شودصورت زیر نوشته می، معيار تسليم ترسکا در سطح داخلی به9در وضعيت 

(9-122) R y    
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 کنيم.(، تابع تسليم زیر را تعریف می122-9بر اساس رابطه ) .تنش تسليم در استوانه است 𝜎𝑦در رابطه بالا، 

(9-122) R
y

y

 




  

باشد، استوانه تسليم خواهد شد. بنابراین با  2( در شرایطی که تابع تسليم برابر 122-9با توجه به رابطه )

تسليم استوانه تحت اثر دما و  اگرکه ( و با توجه به این122-9( در رابطه )233و  232-9جایگذاری روابط )

 شود، رابطه زیر برقرار است.فشار داخلی از سطح داخلی آغاز می

(9-121)  
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 آید.دست میصورت زیر به( به𝑐𝑟2(𝑃𝑖)) (، فشار بحرانی تسليم سطح داخلی122-9از رابطه )

(9-129)  
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 .شودصورت زیر نوشته می، معيار تسليم ترسکا در سطح خارجی به9و  2در وضعيت 

(9-121) R y    

 کنيم.(، تابع تسليم زیر را تعریف می121-9بر اساس رابطه ) تنش تسليم در استوانه است. 𝜎𝑦در رابطه بالا، 

(9-122) R
y

y

 




  

 232-9شود، با جایگذاری روابط )اگر تسليم استوانه تحت اثر دما و فشار داخلی از سطح خارجی آغاز         

 (، رابطه زیر برقرار است.122-9( در رابطه )233و 

(9-121)  
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 آید.دست میصورت زیر به( به𝑐𝑟3(𝑃𝑖)(، فشار بحرانی تسليم سطح خارجی)121-9از رابطه )
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(9-122)  
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 استوانه تسليم شده و پلاستيک ناحيه الاستيکدو جایی در ها و جابهها، کرنشتوزیع تنش ب(

تغييرات  تحت اثرشده  وانه تسليمپلاستيک است جایی در دو ناحيه الاستيک وها و جابهها، کرنشتوزیع تنش

𝜃𝑜دمای سطح داخلی ) =  د.نآیدست می( به219تا  23-9( و فشار داخلی از روابط )0

 آیند.دست میبا توجه به نحوه تسليم استوانه به(، 219تا  23-9)در روابط  𝐶4و  𝐶1 ،𝐶2 ،𝐶3های ثابت

دو ناحيه ، شودتسليم 𝑅𝑒𝑝از سطح داخلی تا شعاع  2توانه طبق وضعيت اگر اسبا توجه به تابع تسليم        

𝑝( )1پلاستيک) ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝( و الاستيک )𝑒( )𝑅𝑒𝑝 ≤ 𝑅 ≤ 𝑘شود و مجهولات ( در استوانه ایجاد می

𝐶1 و𝐶2 ( 21تا  23-9مربوط به روابط ناحيه الاستيک،)𝐶3 و𝐶4 تا  32-9ه پلاستيک )مربوط به روابط ناحي

شرط زیر  2های عددی از )مرز بين ناحيه الاستيک و پلاستيک(، برای هر مساله به کمک روش 𝑅𝑒𝑝و  (،222

 آیند.دست میبه

(9-122) 
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𝜎𝑅های الاستيک  ، تنش𝐶2و 𝐶1با مشخص 
𝑒  و𝜎𝜃

𝑒 اگر در سطح خارجی تابع راین آیند. بنابدست میبه

تسليم
𝜎𝜃

𝑒(𝑅=𝑘)−𝜎𝑅
𝑒(𝑅=𝑘)

𝜎𝑦
≥  .شودباشد استوانه از سطح خارجی نيز تسليم می 1
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1، در شعاع شودتسليم و  خارجی  سطح داخلیاستوانه ازبنابراین اگر  ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝1  2ناحيه پلاستيک 

(𝑝1  در شعاع ،)𝑅𝑒𝑝1 ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝2 ( ناحيه الاستيک𝑒 و در شعاع )𝑅𝑒𝑝2 ≤ 𝑅 ≤ 𝑘 1ناحيه پلاستيک    

(𝑝2ایجاد می ).شود 

مربوط به روابط ناحيه  𝐶2و 𝐶1خارجی، مجهولات  و سطح داخلیدر صورت تسليم شدن استوانه از       

مربوط  𝐶4)ضریب  𝐶41( و 2يک مربوط به ناحيه پلاست 𝐶3)ضریب  𝐶31( و مجهولات21تا  23-9الاستيک )

مربوط  𝐶3)ضریب  𝐶32( و مجهولات 222تا  32-9( مربوط به روابط ناحيه پلاستيک )2به ناحيه پلاستيک 

( مربوط به روابط 9وضعيت مربوط به ناحيه پلاستيک  𝐶4)ضریب  𝐶42(، و 9 وضعيت به ناحيه پلاستيک

)مرز بين ناحيه 𝑅𝑒𝑝2و الاستيک( و 2)مرز بين ناحيه پلاستيک 𝑅𝑒𝑝1( و 219تا  229-9ناحيه پلاستيک )

 آیند.دست میشرط زیر به 2های عددی از برای هر مساله به کمک روش (،1الاستيک و پلاستيک 

(9-123) 
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 اینش صفحهکر -9-1-9-1

𝜃𝑜نه تحت اثر تغييرات دمای سطح داخلی )های ترموالاستيک در استواتوزیع تنش =  21-9(، طبق روابط )0

 صورت زیر خواهد بود.(، به21تا 
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(9-112) 
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(9-112) 
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(9-111) 
 2 2

2 2ln 2
ln 1

1 2 1 ln 1
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ها در هر استوانه همگن تحت تنش نششود که وضعيت ت(، مشخص می111تا  112-9با بررسی  روابط )

اهد صورت سه وضعيت زیر خوای با توجه به تغييرات فشار داخلی بهحرارتی و مکانيکی در حالت کرنش صفحه

  بود.

0: در فشار 2وضعيت          ≤ 𝑃𝑖 < 𝑃𝑖1 صورت زیر است.ها بهتوزیع تنش 

(9-119) 
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𝜎𝑅(𝑅از رابطه  𝑃𝑖1که  = 1) = 𝜎𝜃(𝑅 =  آید.دست میصورت زیر بهبه (1

(9-111)  
 

2 2

1 2 2
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𝜎𝜃شعاعی است که در آن  𝑅1(، 119-9در رابطه ) = 𝜎𝑅  و𝑅2 شعاعی است که در آن𝜎𝑅 = 𝜎𝑧  خواهد

 بود. 

𝑃𝑖1: در فشار 1وضعيت          ≤ 𝑃𝑖 < 𝑃𝑖2 صورت زیر است.ها بهتوزیع تنش 

(9-112) 
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𝜎𝑅(𝑅از رابطه  𝑃𝑖2که  = 1) = 𝜎𝑧(𝑅 =  آید.دست میصورت زیر بهبه (1
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(9-111) 
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𝜎𝑅شعاعی است که در آن 𝑅1(، 112-9در رابطه ) = 𝜎𝑧 خواهد بود . 

𝑃𝑖2: در فشار 9وضعيت          ≤ 𝑃𝑖 صورت زیر است.ها بهتوزیع تنش 

(9-112)   R z     

 شروع تسليم الف( 

ر نوشته صورت زیشود و معيار تسليم ترسکا در سطح داخلی به، استوانه از سطح داخلی تسليم می2در وضعيت 

 .شودمی

(9-112) R z y    

 کنيم.(، تابع تسليم زیر را تعریف می112-9بر اساس رابطه ) تنش تسليم در استوانه است. 𝜎𝑦در رابطه بالا، 

(9-113) R z
y

y

 




  

ن باشد، استوانه تسليم خواهد شد. بنابرای 2( در شرایطی که تابع تسليم برابر 192-9با توجه به رابطه )        

که  تسليم استوانه تحت اثر دما و ( و با توجه به این192-9( در رابطه )111و  112-9با جایگذاری روابط )

𝑅)فشار داخلی از سطح داخلی = صورت ( به𝑐𝑟1(𝑃𝑖)شود، فشار بحرانی تسليم از سطح داخلی)آغاز می (1

 آید.دست میزیر به

(9-192)  
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2 21
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 ممکن است استوانه از سطح خارجی نيز تسليم شود. توضيحات بيشتر در ادامه بيان خواهد شد.

ورت صشود و معيار تسليم ترسکا در سطح داخلی به، استوانه از سطح داخلی تسليم می9در وضعيت         

 .شودزیر نوشته می
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(9-192) R y    

 کنيم.(، تابع تسليم زیر را تعریف می192-9بر اساس رابطه ) نش تسليم در استوانه است.ت 𝜎𝑦در رابطه بالا، 

(9-191) R
y

y

 




  

باشد، استوانه تسليم خواهد شد. بنابراین  2( در شرایطی که تابع تسليم برابر 191-9با توجه به رابطه )        

که  تسليم استوانه از سطح داخلی ( و با توجه به این191-9رابطه )( در 112و  112-9با جایگذاری روابط )

 آید.دست میصورت زیر به( به𝑐𝑟3(𝑃𝑖)شود، فشار بحرانی تسليم از سطح داخلی)آغاز می

(9-199)  
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 استوانه تسليم شدهو پلاستيک ناحيه الاستيک  دو جایی درها و جابهها، کرنشتوزیع تنش (ب

تغييرات  تحت اثرشده  پلاستيک استوانه تسليم جایی در دو ناحيه الاستيک وها و جابهها، کرنشتوزیع تنش

𝜃𝑜دمای سطح داخلی ) = دست به (232تا  291-9)ای از روابط ( و فشار داخلی در شرایط کرنش صفحه0

 آید.می

 آیند.دست میبا توجه به نحوه تسليم استوانه به( 232تا  291-9) در روابط  𝐶4و  𝐶1 ،𝐶2 ،𝐶3های ثابت

𝑝( )1و دو ناحيه پلاستيک) شودمی تسليم 𝑅𝑒𝑝از سطح داخلی تا شعاع  اگر استوانه         ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝 )

𝑒( )𝑅𝑒𝑝و الاستيک ) ≤ 𝑅 ≤ 𝑘شود و مجهولات ( در استوانه ایجاد می𝐶1 و𝐶2  مربوط به روابط ناحيه

)مرز بين ناحيه  𝑅𝑒𝑝و  ،(211-9مربوط به روابط ناحيه پلاستيک ) 𝐶4و 𝐶3(،212تا  291-9الاستيک )

 آیند.دست میشرط زیر به 2های عددی از الاستيک و پلاستيک(، برای هر مساله به کمک روش
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(9-191) 
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𝜎𝑅های الاستيک  ، تنش𝐶2و 𝐶1با مشخص 
𝑒  و𝜎𝜃

𝑒 اگر در سطح خارجی تابع تسليم آیند. بنابراین دست میبه

𝜎𝜃
𝑒(𝑅=𝑘)−𝜎𝑅

𝑒(𝑅=𝑘)

𝜎𝑦
≥  .شودباشد استوانه از سطح خارجی نيز تسليم می 1

1، در شعاع شودتسليم و  خارجی  سطح داخلیاستوانه ازبنابراین اگر          ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝1  ناحيه پلاستيک

2 (𝑝1  در شعاع ،)𝑅𝑒𝑝1 ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝2 ( ناحيه الاستيک𝑒 و در شعاع )𝑅𝑒𝑝2 ≤ 𝑅 ≤ 𝑘  ناحيه

 شود.( ایجاد می𝑝2) 1پلاستيک 

روابط ناحيه  مربوط به 𝐶2و 𝐶1خارجی، مجهولات و  سطح داخلیدر صورت تسليم شدن استوانه از         

 𝐶4)ضریب  𝐶41( و 2مربوط به ناحيه پلاستيک  𝐶3)ضریب  𝐶31( و مجهولات212تا  291-9الاستيک )

مربوط  𝐶3)ضریب  𝐶32و مجهولات  (211-9)( مربوط به روابط ناحيه پلاستيک 2مربوط به ناحيه پلاستيک 

-9( مربوط به روابط ناحيه پلاستيک )9مربوط به ناحيه پلاستيک  𝐶4)ضریب  𝐶42(، و 1به ناحيه پلاستيک 

)مرز بين ناحيه الاستيک و پلاستيک 𝑅𝑒𝑝2و الاستيک( و 2)مرز بين ناحيه پلاستيک 𝑅𝑒𝑝1( و 232تا  222

 آیند.دست میشرط زیر به 2های عددی از برای هر مساله به کمک روش (،9



  

87 
 

(9-192) 
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𝑃𝑖اگردر استوانه          > (𝑃𝑖)𝑐𝑟3  و𝑃𝑖 > 𝑃𝑖2  از سطح داخلی تا شعاع  9باشد، استوانه طبق وضعيت

𝑅𝑒𝑝  و دو ناحيه پلاستيک) شودمیتسليم𝑝( )1 ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝( و الاستيک )𝑒( )𝑅𝑒𝑝 ≤ 𝑅 ≤ 𝑘 در )

مربوط  𝐶4 و 𝐶3 (،212تا  291-9مربوط به روابط ناحيه الاستيک ) 𝐶2و 𝐶1شود و مجهولات استوانه ایجاد می

)مرز بين ناحيه الاستيک و پلاستيک(، برای هر مساله به  𝑅𝑒𝑝و  (،232تا  222-9به روابط ناحيه پلاستيک )

 آیند.دست میشرط زیر به 2های عددی از کمک روش

(9-191) 
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 مطالعه موردی -9-1-9-9

، با مشخصات زیر ایدر حالت تنش صفحه داخلی یبرای مطالعه موردی، یک استوانه همگن تحت فشار و دما

mm12𝑟𝑖گيریم. شعاع داخلی را در نظر می mm12𝑟𝑜، شعاع خارجی = ، نسبت شعاع داخلی به شعاع =

2/1𝑘خارجی  GPa 122𝐸𝑖، مدول الاستيک = Mpa922𝜎𝑦𝑖، تنش تسليم=
 9و نسبت پواسون  =

/2𝜈  است. =

در استوانه تحت تابع تسليم  (22-9)و شکل های الاستيک آستانه تسليم توزیع تنش (21-9)شکل         

𝑐°122𝜃𝑖دمای داخلی  ریم، به ترتيب دا (192و  111-9)دهد، در این استوانه براساس روابط را نشان می =

MPa12/211𝑀𝑃𝑎 و 𝑃𝑖1 =12/11(𝑃𝑖)𝑐𝑟1 =. 

 

 تحت فشار در استوانه همگن  لاستيکاوتوزیع تنش ترم -21-9شکل 

 اینش صفحهتحالت  درداخلی 
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 و دماتحت فشار در استوانه همگن  تابع تسليم در آستانه تسليم -22-9شکل 

 اینش صفحهتدر حالت داخلی  
 

 

𝑐°122𝜃𝑖های الاستوپلاستيک استوانه تسليم شده از سطح داخلی در دمایتوزیع تنش (22-9)شکل  و  =

MPa92𝑃𝑖فشار   2شود. و مجهولات از در این شرایط استوانه از سطح داخلی تسليم میدهد.را نشان می =

 .آینددست میبه (191-9)شرط رابطه 

1 2 3 4=0.0003921731418, =0.0009156277389, =-0.1, =0.002228836427, =1.051262224epC C C C R 

 

𝑐°122𝜃𝑖( تابع تسليم در استوانه تحت دمای داخلی 23-9شکل ) MPa22𝑃𝑖و فشار   = را نشان  =

 دهد.می
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y 
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 اینش صفحهتدر حالت  سطح داخلیتسليم شده از  همگن لاستوپلاستيک در استوانهاوتوزیع تنش ترم -22-9شکل 

 

 

 اینش صفحهتدر حالت دو سطح  ر و دما داخلی تسليم شده از هرتحت فشادر استوانه همگن تابع تسليم  -23-9شکل 

R 

i

y
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Elastic 

Rregion 

1 1.0512epR  
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 2شود و مجهولات از خارجی تسليم می هر دو سطح داخلی و با توجه به نمودار تابع تسليم، این استوانه از

 آینددست میبه (192-9)شرط رابطه 

1 2 31 32 41

42 1 2

=0.0006645897740, =0.001638543808, =1 , = 0.9162907319 , =0.001429522452 

                               = 0.01164200119, =1.173580860, =2.092007639 



 ep ep

C C C C C

C R R 

 

 تسليم شده از هر ستوپلاستيک در استوانه همگن لااوترم توزیع تنش -12 -9شکل 

 اینش صفحهتدر حالت دو سطح داخلی و خارجی 

         

𝑐°2𝜃𝑖تابع تسليم در استوانه تحت دمای داخلی  (11-9)توزیع تنش الاستيک و شکل  (12-9)شکل  و   =

MPa222𝑃𝑖فشار   دهد.را نشان می =
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y




 

 

z 
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Elastic 

Region 

1 1.173epR  

2 2.092epR  
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 تحت فشار داخلی در استوانه همگن  يکلاستاوترم توزیع تنش -12 -9شکل 

 اینش صفحهتدر حالت 

 

 سطح داخلی تسليم شده از  تحت فشار و دمای داخلیدر استوانه همگن تابع تسليم  -11-9شکل 

R 

 

i

y




 

 

z 

R 

R 

y 
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-9)شرط رابطه  2شود و مجهولات از سطح داخلی تسليم می با توجه به نمودار تابع تسليم، این استوانه از

.آیندست میدبه (122
 

1 2 3 4=0.0001380800218, =0.00152998690, =-0.016, =0.0012346427, =1.24138084epC C C C R 

 
 تسليم شده از لاستوپلاستيک در استوانه همگن اوترم توزیع تنش -19 -9شکل 

 اینش صفحهتدر حالت سطح داخلی 

 با کمک معیار تسلیم فون میزز همگن استوانه تحلیل الاستوپلاستیک -9-9

 ،ززبا کمک معيار فون مي ،و دمای داخلیتحت فشار داخلی  الاستوپلاستيک استوانه همگنترموبرای تحليل 

 افزار آباکوس استفاده شده است.از روش المان محدود توسط نرم

است که با دوران آن حول محور یک المان مستطيلی در نرم افزار برای استوانه مدل در نظر گرفته شده         

z ای با شعاع داخلی استوانهmm12 و شعاع خارجی mm12 با استفاده از جزء مستطيلی ، وشودایجاد می 

R 

i

y




 

 

z 

R 

1 1.241epR  

Elastic 

Region 
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و خواص مکانيکی  تحليل انجام شده است.  UMAT( متقارن محوری و زیر برنامه CAX8R) 1ای درجه گره 2

 شود.صورت زیر در نظر گرفته میماده به

200 300 0 3yE GPa, MPa,v .     

 شود.يلی به صورت زیر در نظر گرفته میای در مدل مستطای و کرنش صفحهشرایط تنش صفحه        

1 ایالف( تنش صفحه 2 30 0 0R zu u ,u u ,u u      

1 ایب( کرنش صفحه 2 30 0 0R zu u ,u u ,u u      

داخلی مختلف،  در دما و فشاربراساس معيار فون ميزز  همگن بحرانی تسليم در استوانهو دمای فشار         

 شده است.( نشان داده 2-9)در جدول شماره 

 فشار بحرانی آغاز تسليم در استوانه همگن بر اساس معيار فون ميزز -2-9جدول 

------------- 0i c  50i c  0iP  

 ایتنش صفحه  94 07i cr
P . MPa   112.72i cr

P MPa   159.27i cr
c  

 ایکرنش صفحه  96 44i cr
P . MPa   111.49i cr

P MPa   114.81i cr
c  

         

 وسافزار آباکبا کمک نرم با افزایش فشار یا دما از حد بحرانی استوانه وارد ناحيه پلاستيک خواهد شد.        

رسم فشار  دما و حالت مختلف 9در را  تسليم شدهاستوانه لاستيک ناحيه الاستيک و پها در توزیع تنش

 کنيم.می

MPa212𝑃𝑖تحت فشار داخلی ها در استوانه ( توزیع تنش21و  11-9) هایشکل           حالتدر را  =

 تا شعاع استوانه از سطح داخلی این دهد.ای، نشان مینش صفحهکر ای وتنش صفحه
epR .تسليم شده است 
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از معيار فون ميززداخلی  تحت فشارای تنش صفحهتوزیع تنش الاستوپلاستيک در استوانه همگن  -11 -9شکل   

 

 

  از معيار فون ميزز داخلی تحت فشار ایکرنش صفحهتوزیع تنش الاستوپلاستيک در استوانه همگن  -21 -9شکل 
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𝑐°122𝜃𝑖 ها در استوانه تحت دماینش( توزیع ت12و  11-9شکل ) ای و کرنش در حالت تنش صفحه را=

در ناحيه بين  بنابراین شود.و خارجی تسليم میسطح داخلی  هر دو دهد. این استوانه ازای، نشان میصفحه

1epR  و
2epR شود.یک ناحيه الاستيک ایجاد می   

       

 
از معيار فون ميزز اینش صفحهتالاستوپلاستيک در استوانه همگن ترموتوزیع تنش  -11 -9شکل   
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R
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Region

i

y
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σ z 

σR 

1 1.06epR  

 

2 1.43epR  
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از معيار فون ميزز ایکرنش صفحهالاستوپلاستيک در استوانه همگن ترموتوزیع تنش  -21 -9شکل   

 
 

 

𝑐°122𝜃𝑖ه تحت دمایها در استوان( توزیع تنش13و  12-9شکل )          MPa212𝑃𝑖و فشار داخلی  = = 

 شود.دهد. این استوانه از سطح خارجی تسليم میای، نشان میای و کرنش صفحهرا در حالت تنش صفحه
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1 1.48epR  
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 از معيار فون ميززداخلی  تحت فشار ایتنش صفحهالاستوپلاستيک در استوانه همگن ترموتوزیع تنش  -12 -9شکل 

 
 از معيار فون ميززداخلی  تحت فشار ایکرنش صفحهالاستوپلاستيک در استوانه همگن ترموتوزیع تنش  -13 -9شکل 
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 1فصل 

 

تحلیل ترموالاستوپلاستیک استوانه 

تحت فشار  FGجدار ضخیم ناهمگن 

داخلی
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 FGدر استوانه جدار ضخيم ناهمگن های الاستيک در این فصل در ابتدا با استفاده از روابط اساسی توزیع تنش

حالت استوانه تحت فشار داخلی و استوانه  1آوریم. سپس در دست میتحت اثر فشار داخلی و دمای داخلی به

تحت فشار و دمای داخلی، به کمک معيار تسليم ترسکا و فون ميزز استوانه مورد تحليل ترموالاستوپلاستيک 

 قرار گرفته است. 

 تحت اثر نیروهای مکانیکی و حرارتی FGMالاستیک در استوانه  یهاتوزیع تنش 4-2

معادله (، 23-1س در رابطه تعادل )( سپ11-1ی )( در روابط رفتار22-1با جایگذاری روابط سينماتيک )

 شود.دیفرانسيلی زیر برای جابجایی حاصل می

(1-2)      
 

3 12

1 1 3 11 1

  

        
  




ni
R R R

d RCB
R u n Ru n u R n n R R

A A dR


 

 عادله دیفرانسيلی بالا داریم.با جایگذاری رابطه توزیع دما در م

(1-1) 

 

 
    3 4 4

4

2

1 1

1

3 1 4 3 1

1 1

1

R R R

n n ni i

n

B
R u n Ru n u

A

C
R n n n R n n k

A k

    




 

     
 

   


 

 صورت زیر است.( دارای دو حل عمومی و خصوصی به1-1پاسخ )

(1-9) R g pu u u  

 آید.دست میصورت زیر بهحل عمومی معادله به

mبا فرض 

Ru R ( مع1-1و جایگذاری در رابطه )شودادله مشخصه زیر حاصل می. 

(1-1) 2

1 1 1 0
 

    
 

B
m n m n

A
 

Bبا توجه به مقادیر 

A
، ایای و کرنش صفحهکه به نسبت پواسون وابسته است، در هر دو حالت تنش صفحه 

 های حقيقی است.معادله مشخصه دارای ریشه

(1-2) 21 1
1 2 1 1, , 4 1

2 2 2 2

   
          

 

n n B
m m n n

A
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 براین حل عمومی معادله برابر است بابنا

(1-1) 1 2

1 2 m m

gu C R C R 

( 𝑤رونسکين ) ،با استفاده از جواب عمومی آوریم.دست میجواب خصوصی معادله را با کمک روش لاگرانژ به

 آید.دست میصورت زیر بهبه

(1-2) 
  

 3 4

1

1

1

1 2

2

1 3 1 3 3 1 2 3 4 3 4 3 4 2

2

3 4 3 4 3 4 3 1 3 3

4

1 3 1 4 2 3 14 4

(( )n +( )( ))

( )

 

(( 1 ) 2 ) , 1 2

( 1 2 )(( 1 )n +( )( 2 )

( ), ( )
(1 ) (1

)

)

n n

P

ni i i i

n n

R F R F
u

F

B B
F n n n n D F n n n n n n D

A A

B B
F n n n n n n n n n n

A A

C C
D n n n D n n k

A k A k

   

 



 




           

          

    
 

 

 ابنابراین جابجایی برابر است ب

(1-2)  3 4

1 2

1

1 2

1 2

n n

m m

R g p

R F R F
u u u C R C R

F

 


    

صورت ها به(، تنش11-1( و سپس در رابطه رفتاری )22-1( در روابط سينماتيک )2-1رابطه )با جایگذاری 

 آیند.دست میزیر به

(1-3) 

   1 2

1
3

3

1 1 2

4 4 4

11 22 3

11 1 3

1 1

4 2 2 3 4

2

2 3( ( )+ ), ( ( )+ ),

( ) ( )

( 2 )
1 1

1

n
n

R i
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m
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i in

m
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R RAm B C Am B C

E R
F R F F R R k

F

A B
F F A n n B F F A n B F

k
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(1-22) 
   

 

3

2 4

3 4

1
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1 1 2 1 3 4

2 3 3

1 1
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 خواهد بود. زیرصورت رابطه تحت فشار داخلی ، به شرایط مرزی سطح داخلی و خارجی استوانه
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(1-22) 
1     

         0

     


    

i R i

o R

r r R P

r r R k




 

 آیند.دست میبهصورت زیر برای استوانه الاستيک به 𝐶2 و 𝐶1( ضرایب 3-1با اعمال شرایط مرزی، در رابطه )

(1-21) 
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ای ای و کرنش صفحهها در شرایط تنش صفحهتوزیع تنش(، 22و  3-1بط )( در روا21-1با جایگذاری رابطه )

 آیند.دست میبه

(1-29) 
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(1-21) 
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در رابطه  (11-1)سپس جایگذاری رابطه  و (22-1) رابطه( در 92-1( و )21و  29-1روابط ) جایگذاریبا 

 آید.دست میای بهدر شرایط کرنش صفحه طولی شتوزیع تنحاصل، 

(1-22)  
 

 
1 3

4 4

41


 


  


z R

n n
n ni i i

n

E R
R k

k


 
    

 با کمک معیار تسلیم ترسکا  FGMاستوانه تحلیل الاستوپلاستیک  -4-1

( برای هر دو حالت 21و  29-1ها در استوانه الاستيک کامل تحت فشار داخلی طبق روابط )توزیع تنش

 صورت زیر خواهد بود.ای بهای و کرنش صفحهتنش صفحه

(1-21)  
1

2 1 1 2

1 2

1

 


n
m m m mi

R m m

P R
k R k R

k k
 

(1-22) 
1

2 1 1 2

1 2

1
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n
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P R Bm A Bm A
k R k R
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 ایتنش صفحه        

(1-22) 0z 

 ایکرنش صفحه        

(1-23) 
1

2 1 1 2

1 2

1

1 2

1 2

1 1
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 داخلیتحت فشار  FGتحلیل الاستوپلاستیک استوانه  -4-1-2

 ای و کرنشدو حالت تنش صفحه ها در هرشود که وضعيت تنش، مشخص می(22و  21-1بررسی روابط )با 

 صورت زیر است.به فشار داخلیتحت  FGاستوانه  ای برایصفحه

(1-12)  R z    

 شروع تسليم  الف(

 شود.شته میصورت زیر نو(، معيار تسليم ترسکا به22بر اساس رابطه )

(1-12)   2  
n

R iy yR R     
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در رابطه بالا،
yi(، تابع تسليم زیر را تعریف 12-1بر اساس رابطه ) استوانه است. سطح داخلی تنش تسليم در

 کنيم.می

(1-11) 
2


  R

n

yi

y
R

 


 

بنابراین باشد، استوانه تسليم خواهد شد.  2که تابع تسليم برابر  ( در هر شعاعی11-1با توجه به رابطه )        

 آید.دست می( در آغاز تسليم، رابطه زیر به11-1( در رابطه )22و  21-1با جایگذاری روابط )

(1-19) 
1

2 1 1 2

1 2
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1 1
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B
  

 کنيم:فرض می هها دو حالت تسليم زیر را در پوستبا توجه به تابع تسليم و روابط تنش        

ی زیر طور همزمان تسليم شود باید دو رابطهاگر پوسته از هر دو سطح داخلی و خارجی به -2              

 برقرار باشد:

(1-11) 
 

  1

1 1 

  

y

y

R

R k
 

1طوری کهاز این دو رابطه به  0n هایباشد، پارامتر 2 1cr
n و فشار بحرانی تسليم از شعاع داخلی که i e

P 

 آیند.دست میشود، بهناميده می

(1-12) 
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(1-11) 
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𝑅اگر پوستته از شتعاع    -1               = 𝑟𝑦  1که < 𝑟𝑦 < 𝑘 زیر برقرار ی تسليم شود باید سه رابطه

 باشد:
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(1-12) 

   

 

  

1

1

1
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1طوری که از این سته رابطه به  0n های باشد، پارامتر 2 1cr
n ، i ein

P و
yR آیند که دست میبه 2 1cr

n 

باشتد. شتعاع  ( می12-1ی )رابطه همان
yR  و فشار بحرانی تسليم از این شعاع که i ein

P از  شود،ناميده می

 آیند.دست میهای عددی به( برای هر مسئله خاص با کمک روش12-1روابط )

 شود:ای ایجاد میهای استوانهدر پوستهبنابراین با تحليل شرایط بحرانی چهار حالت زیر         

n ،الف( اگر                         2 2
cr

n n و i i e
P Pهر دوای از : پوسته استوانه 

 شود.خارجی تسليم میسطح داخلی و  

1ب( اگر                         0n ، 2 2
cr

n n و i i ein
P Pای از شعاع: پوسته استوانه

yR  

1شود به طوری که تسليم می                                        yR k. 

ج( اگر                       2 2
cr

n n شود وای از سطح داخلی تسليم میانه: پوسته استو 

ی فشار بحرانی تسليم از رابطه                         1 1  y R یکه همان رابطه 

 آید.دست میباشد به( می11)                                     

د( اگر                                  2 2 cr
n nشود و ای از سطح خارجی تسليم می: پوسته استوانه 

ی بحرانی تسليم از رابطه فشار                                       1  y R k آید که دست میبه 

 صورت زیر است:به                                      

(1-12)  
   

        

1 2 2

1 1 2

1 2

1

1 2 2 11 1
  

  


     

m m n

yi

i n m mcr

k k Am B Am B k
P

k A B m Am B m Am B


 

 

 استوانه تسليم شدهجایی در ناحيه الاستيک ها و جابهها، کرنشتوزیع تنش ب(



  

016 
 

و (، 22تا  2 -1( در روابط )19-1) هابطدر ناحيه الاستيک با جایگذاری ر هاها، جابجایی و کرنشتوزیع تنش

ورت زیر صباشد، بهفشار داخلی میاستوانه تحت در شرایطی که  (،22-1) ( در روابط2-1جایگذاری رابطه )

 خواهد بود.

(1-13)    11 2

1 1 2

1 1

2

      
me

R i

mnE R Am B C Am BR RC 

(1-92)    11 2

1 1 2

1 1

2

      
me

i

mnE R Bm A C Bm AR RC 

(1-92) 1 2

1 2 
m me

Ru C R C R  
(1-91) 1 2 1

2

1

1 21

 
 

me

R

m
m m RC R C  

(1-99) 1 2 11

1 2

 
 

me m
RC R C  

 ایتنش صفحه        

(1-91) 0e

z 

 ایکرنش صفحه        

(1-92)      1 21

1 1 2

1 1

21 1       
m mne

z i R RA B E R m C m C  

 

 

 استوانه تسليم شدهلاستيک ناحيه پجایی در ها و جابهها، کرنشتوزیع تنش ج(

 ( توزیع تنش در محدوده پلاستيک استوانه12-1( و معيار ترسکا )23-1با کمک معادله تعادل تنش )

 آید:دست میصورت زیر بهالاستوپلاستيک به

(1-91) 2

3

2

1
 nP

R yi R C
n

  

(1-92) 2

3

2

1
1

 
   
 

nP

yi R C
n

  

های الاستيکروابط بين کرنش کل و کرنش         eو پلاستيک P صورت زیر است:به 

(1-92)  p e   
 صورت زیر است:ذیری پلاستيک نيز بههمچنين رابطه تراکم ناپ         

(1-93) 0  p p p

R z   
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 باشد.صورت زیر میهای الاستيک و پلاستيک بهرابطه بين کرنش کل و کرنش

(1-12)    ,   , ,e p

i i i i R z       

𝜀𝑖 ،کرنش کل:𝜀𝑖
𝑒 ،کرنش الاستيک :𝜀𝑖

𝑝کرنش پلاستيک :. 

 باشند.صورت زیر میتيک بهروابط کرنش الاس

(1-12)  
1

   ,   , , , ,e

i i j k i j k R z
E

         
 

 

 شود.صورت زیر نوشته میبا توجه به معيار ترسکا، قاعده جریان برای استوانه به

(1-11) 0       p

z   

 ( داریم.93-1( در رابطه )11-1با جایگذاری رابطه )

(1-19) 𝜀𝑅
𝑝

= −𝜀𝜃
𝑝 

 ( داریم12-1( در روابط )12-1گذاری روابط )با جای

(1-11)  
1p

R R R z
E

            

(1-12) 
 

1p

R z
E

               

 داریم( 19-1( و )22-1و سپس جایگذاری رابطه )( 12و  11-1از مجموع دو رابطه )

(1-11) 
  1


 



RR R

n

i

du u

dR R E A B R

 
 

 

در ناحيه  جاییجابهتيک در معادله بالا و حل معادله حاصتتتل، ه پلاستتتبتا جتایگتذاری روابط تنش در نتاحي    

 آید.دست میبه پلاستيک

(1-12) 
     

2 1 11 12
3 4

2 2 1 1

2 2 1

2 2

  
 

   
     

yi n n nP

R

i

n
u R R C C

E A B n n n n R


 

با  𝑅𝑒𝑝و شعاع ناحيه پلاستيک ها و جابجایی ها، کرنشدر روابط توزیع تنش 𝐶4و  𝐶1 ،𝐶2 ،𝐶3های ثابت

 آیند.دست میبه توجه به نحوه تسليم استوانه

𝑝( )1ناحيه پلاستيک) ، یکشودتسليم  سطح داخلیاستوانه ازاگر          ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝 یک ناحيه ( و

𝑒( )𝑅𝑒𝑝)الاستيک ≤ 𝑅 ≤ 𝑘شود و مجهولات ( در استوانه ایجاد می𝐶1 و𝐶2  مربوط به روابط ناحيه
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)مرز بين ناحيه  𝑅𝑒𝑝(،و 12و  91-1روابط ناحيه پلاستيک )مربوط به  𝐶4و 𝐶3 ،(91تا  13-1الاستيک )

 آیند.دست میشرط زیر به 2های عددی از الاستيک و پلاستيک(، برای هر مساله به کمک روش

(1-12) 

 

   

   

   

 

2

1)  1

2) 

3)

4) 

5)  0

  

  















 
 







 





P i
R

yi

P e

R ep R ep

e e

ep eR p n

ep

yi yi

P e

R ep R ep

e

R

P
R

R R R R

R R R R
R

u R R u R R

R k






 

 

 



 

𝑒( )1، یک ناحيه الاستيک)شودخارجی تسليم سطح اگر استوانه از         ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝 و یک ناحيه )

𝑝( )𝑅𝑒𝑝پلاستيک) ≤ 𝑅 ≤ 𝑘شود و مجهولات ( در استوانه ایجاد می𝐶1 و 𝐶2  مربوط به روابط ناحيه

)مرز بين ناحيه الاستيک و پلاستيک(، برای هر  𝑅𝑒𝑝مربوط به روابط ناحيه پلاستيک ،و  𝐶4و 𝐶3، الاستيک

 آیند.دست میرط زیر بهش 2های عددی از مساله به کمک روش

(1-13) 

 

   

   

   

 

2

1)  1

2) 

3)

4) 

5)  0
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yi

P e

R ep R ep

e e

ep e

e
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P

n

ep

yi yi

P e

R ep R ep

R

P
R

R R R R

R R R R
R

u R R u R R

R k






 

 

 



 

1، در شعاع شودتسليم خارجی و  سطح داخلیاستوانه ازاگر          ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝1  2ناحيه پلاستيک (𝑝1 ،)

𝑅𝑒𝑝1در شعاع   ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝2 ( ناحيه الاستيک𝑒 و در شعاع )𝑅𝑒𝑝2 ≤ 𝑅 ≤ 𝑘  1ناحيه پلاستيک 

(𝑝2ایجاد می ).مجهولات و  شود𝐶1 و 𝐶2 مربوط به روابط ناحيه الاستيک  و مجهولات 𝐶31  ضریب(𝐶3 

 𝐶3)ضریب  𝐶32( و مجهولات 2مربوط به ناحيه پلاستيک  𝐶4)ضریب  𝐶41( و 2مربوط به ناحيه پلاستيک 
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)مرز بين ناحيه 𝑅𝑒𝑝1( و 1مربوط به ناحيه پلاستيک  𝐶4)ضریب  𝐶42(، و 1مربوط به ناحيه پلاستيک 

های برای هر مساله به کمک روش (،1)مرز بين ناحيه الاستيک و پلاستيک 𝑅𝑒𝑝2و الاستيک( و 2پلاستيک 

 آیند.دست میشرط زیر به 2عددی از 

(1-22) 
21

31

2

1
 nP

R yi R C
n

  

(1-22) 

     
2 1 11 11 2

31 41

2 2 1 1

2 2 1

2 2

  
 

   
     

n n nP i
R yi

i

r n
u R R C C

E A B n n n n R
 

(1-21) 
22

32

2

1
 nP

R yi R C
n

  

(1-29) 

     
2 1 11 12 2

32 42

2 2 1 1

2 2 1

2 2

  
 

   
     

n n nP i
R yi

i

r n
u R R C C

E A B n n n n R
 

 

(1-21) 

 

   

   

 

   

   

   

   

2

2

1

1

1 1

1 1

1

2

2

2 2

2 2

2

1

1 1

2

2 2

1)  1  

2) 

3)  

4)  0

5)      

6)
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R
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از شعاعسطح استوانه ازاگر         
yR  1، در شعاع شودتسليم ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝1  2ناحيه الاستيک (𝑒1 در ،)

𝑅𝑒𝑝1شعاع   ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝2 ( ناحيه پلاستيک𝑒 و در شعاع )𝑅𝑒𝑝2 ≤ 𝑅 ≤ 𝑘  1ناحيه الاستيک (𝑒2 )

مربوط به  𝐶22 و 𝐶12، مجهولات 2مربوط به روابط ناحيه الاستيک 𝐶21 و 𝐶11مجهولات شود و ایجاد می

لاستيک )مرز بين ناحيه ا𝑅𝑒𝑝1 وناحيه پلاستيک  مربوط به روابط 𝐶4و𝐶3 و مجهولات 1روابط ناحيه الاستيک
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های عددی از برای هر مساله به کمک روش (،1لاستيک بين ناحيه پلاستيک و ا )مرز𝑅𝑒𝑝2لاستيک( و و پ2

 آیند.دست میشرط زیر به 2

(1-22) 

 

   

   

 

   

   

   

   

2

2

1

1

1 1

1 1

1 1

1

2

2

2 2

2 2

2 2
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1 1
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2 2

1)  1  

2) 

3)  

4)  0

5)      

6)

7) 

8) 
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 مطالعه موردی -1-1-2-2

گيریم. ای، با مشخصات زیر را در نظر مییط کرنش صفحه در شرا FGM استوانه برای مطالعه موردی، یک

mm12𝑟𝑖استوانه شعاع داخلی  mm12𝑟𝑜 ، شعاع خارجی= =، 2/2𝑘 ، مدول الاستيک سطح داخلی =

GPa122𝐸𝑖 MPa922𝜎𝑦𝑖 ، تنش تسليم سطح داخلی=
9/2𝜈 و نسبت پواسون = =. 

 شرایط بحرانی تسليمالف( 

2𝑛1 با فرض ( در استوانه𝑦∅تابع تسليم )(، 1-1( و )2-1)شکل          𝑛1-2و   = برای مقادیر مختلف   =

𝑛2 22/2ترتيب  ( به12-1دهد، با توجه به رابطه )را نشان می- (𝑛2)𝑐𝑟 𝑐𝑟(𝑛2)-32/1و   = دست به =

𝑛2اگر  (2-1)آید، در شکل می = (𝑛2)𝑐𝑟 شد تابع تسليم در فشاربا MPa22/32(𝑝𝑖)𝑒 در هر دو سطح =

شود. در شکل طور همزمان از هر دو سطح تسليم میباشد، بنابراین استوانه بهمی 2داخلی و خارجی برابر با 

𝑛2اگر  (1-1) = (𝑛2)𝑐𝑟 باشد تابع تسليم در فشار MPa29/22(𝑝𝑖)𝑒 112/2𝑟𝑦در شعاع  = برابر با  =

 شود.باشد، بنابراین استوانه از این شعاع تسليم میمی 2
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n1 برایتحت فشار  FGM تابع تسليم استوانه -2-1شکل =  n2مختلف  و مقادیر 1

 
n1 برایتحت فشار  FGM تابع تسليم استوانه -1-1شکل =  n2و مقادیر مختلف  1−

𝑛2 = (𝑛2)𝑐𝑟 = −1.10 

𝑛2 = −1 𝑛2 = −1.2 

𝑛2 = −0.9 
𝑛2 = −1.3 

Yield at two surface 

Yield at inner surface 

Yield at outer surface 

 

 

 

y 

R 

𝑛2 = (𝑛2)𝑐𝑟 = −2.91 

𝑛2 = −2.8 

𝑛2 = −2.7 

𝑛2 = −3 

𝑛2 = −3.1 

Yield at two surface 

Yield at inner surface 

Yield at outer surface 

 

 

 

R 

y 
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𝑛2، اگر (1و  2-1)ل در هر دو شک > (𝑛2)𝑐𝑟 ( بدست 12-1باشد تابع تسليم در فشاری که از رابطه )

𝑛2شود. اگر است، بنابراین استوانه از سطح داخلی تسليم می 2آید در سطح داخلی برابر می < (𝑛2)𝑐𝑟 

است بنابراین استوانه  2خارجی برابر آید در سطح ( بدست می12-1تسليم در فشاری که از رابطه ) باشد تابع

 شود.از سطح خارجی تسليم می

 ها در استوانه الاستوپلاستيکتوزیع تنشب( 

تسليم شده )استوانه الاستوپلاستيک( با مشخصات ذکر شده، در چهار حالت مختلف  ها در استوانهتوزیع تنش

)صورت هها بها تنشهای زیر نشان داده شده است.در این مثالدر شکل
𝜎𝑖

𝜎𝑦𝑖

)صورتجایی بهو جابه  (
𝑢

𝑟𝑖
) ،

 بعد شده است.بی

2𝑛1در استوانه الاستوپلاستيک با فرض  ها توزیع تنش (9-1)شکل          =  ،2/2- 𝑛2 = (𝑛2)𝑐𝑟 و  =

MPa32𝑃𝑖 شود داخلی و خارجی تسليم میدهد. در این  شرایط استوانه از هر دو سطح را نشان می =

1 طوری که در محدودهشود بهبنابراین دو ناحيه پلاستيک و یک ناحيه الاستيک در استوانه ایجاد می ≤

𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝1  2ناحيه پلاستيک (P1  در ،)𝑅𝑒𝑝1 ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝2 (ناحيه الاستيکeو در ) 𝑅𝑒𝑝2 ≤ 𝑅 ≤

𝐾  1ناحيه پلاستيک (P2) مجهولات شودایجاد می .𝐶31  2مربوط به رابطه تنش در ناحيه پلاستيک ،𝐶32 

 𝐶42، 2جایی در ناحيه پلاستيک مربوط به رابطه جابه 𝐶41، 1مربوط به رابطه تنش در ناحيه پلاستيک 

 𝑅𝑒𝑝1لاستيک، مربوط به رابطه تنش در ناحيه ا 𝐶2و  𝐶1،  1جایی در ناحيه پلاستيک مربوط به رابطه جابه

 2(، از 1)مرز بين ناحيه الاستيک و ناحيه پلاستيک 𝑅𝑒𝑝2و ناحيه الاستيک( و  2)مرز بين ناحيه پلاستيک

 آیند:بدست می (21-1)رابطه  شرط 

 آیند:دست میصورت زیر بههای موردنظر بهبا توجه به شروط ذکر شده ثابت        
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1 2 31 32

41 42 1 2

0.000402, 0.000716, 0.582124, 2.044780

7.87659, 7.87607, 1.1039, 1.3886ep ep

C C C C

C C R R

     
 

       
 

 
 

 
 سطح تحت فشار تسليم شده هر دو  FGMتوزیع تنش الاستوپلاستيک در استوانه   - 9 - 1شکل

 

𝑛1-2ها در استوانه الاستوپلاستيک با فرض  توزیع تنش (1-1)شکل   = ، 3223/1-𝑛2 = (𝑛2)𝑐𝑟 و   =

MPa1/22𝑃𝑖 112/2𝑅𝑦شعاع  شرایط استوانه از دهد. در اینرا نشان می = شود بنابراین دو تسليم می =

1 طوری که در محدودهشود بهناحيه الاستيک و یک ناحيه پلاستيک در استوانه ایجاد می ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝1 

𝑅𝑒𝑝1(، در e1) 2ناحيه الاستيک  ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝2 (ناحيه پلاستيکPو در)𝑅𝑒𝑝2 ≤ 𝑅 ≤ 𝐾  ناحيه

مربوط  𝐶21و  𝐶11مربوط به رابطه تنش در ناحيه پلاستيک ، 𝐶3شود. مجهولات ایجاد می (e2) 1الاستيک 

مربوط به  𝐶4، 1مربوط به رابطه تنش در ناحيه الاستيک  𝐶22و  𝐶12، 2به رابطه تنش در ناحيه الاستيک 

𝑅𝑒𝑝1 = 1.1039 𝑅𝑒𝑝2 = 1.3886 

Elastic 

Region 

Plastic 

Region 

Plastic 

Region 

i

y




 

R 

σ 

z 

R 
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)مرز  𝑅𝑒𝑝2و ناحيه پلاستيک( و  2)مرز بين ناحيه الاستيک 𝑅𝑒𝑝1، 2جایی در ناحيه پلاستيک رابطه جابه

 آیند.( بدست می22-1)رابطه  شرط 2(، از 1بين ناحيه پلاستيک و ناحيه الاستيک

21 11 12

22 3 4

1 2

0.00110845, 0.00006401, 0.00006396

0.00110841 0.10497, 2.45256

1.1380, 1.3592ep ep

C C C

C C C

R R

   
 

    
   

 

 

 
112/2𝐑𝐲تسليم شده از شعاع  تحت فشار FGM توزیع تنش الاستوپلاستيک در استوانه -1-1شکل = 

2𝑛1 ها در استوانه الاستوپلاستيک با فرضتوزیع تنش (2-1)شکل          =  ،2-𝑛2   و  =

MPa2/33𝑃𝑖 شود بنابراین یک ناحيه دهد. در این  شرایط استوانه از سطح داخلی تسليم میرا نشان می =

1 طوری که در محدودهشود بهالاستيک در استوانه ایجاد می پلاستيک و یک ناحيه ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝  ناحيه

𝑅𝑒𝑝(، در Pپلاستيک ) ≤ 𝑅 ≤ 𝐾  ناحيه الاستيک (eایجاد می ) شود. مجهولات𝐶3  مربوط به رابطه تنش

𝑅𝑒𝑝2 = 1.3592 𝑅𝑒𝑝2 = 1.1380 

Elastic 

Region 

Plastic 

Region 

Elastic 

Region 
i

y




 

R 

σ 

z 

R 
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)مرز بين ناحيه پلاستيک و  𝑅𝑒𝑝مربوط به رابطه تنش در ناحيه الاستيک،  𝐶2و  𝐶1در ناحيه پلاستيک، 

 آیند.یبدست م (12-1) رابطه شرط 1ناحيه الاستيک(، از 

 

 1 2 30.0004129, 0.0007352, 2.25, 1.2603epC C C R    
 

 
 تسليم از سطح داخلیتحت فشار  FGMتوزیع تنش الاستوپلاستيک در استوانه  -2-1شکل

𝑛1-2الاستوپلاستيک با فرض   ها در استوانهتوزیع تنش (1-1) شکل         =  ،2/1-𝑛2 و   =

MPa222𝑃𝑖 شود بنابراین یک ناحيه یط استوانه از سطح خارجی تسليم میدهد. در این  شرارا نشان می =

1 طوری که در محدودهشود بهایجاد می الاستيک و یک ناحيه پلاستيک دراستوانه ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝  ناحيه

𝑅𝑒𝑝(، در eالاستيک ) ≤ 𝑅 ≤ 𝐾  ناحيه پلاستيک (Pایجاد می ) شود. مجهولات𝐶3  مربوط به رابطه تنش

𝑅𝑒𝑝 = 1.2603 

Elastic 

Region 

Plastic 

Region 

R 

i

y




 

σ 

z 

R 
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)مرز بين ناحيه پلاستيک و  𝑅𝑒𝑝مربوط به رابطه تنش در ناحيه الاستيک،  𝐶2و  𝐶1لاستيک، در ناحيه پ

 آیند.( بدست می13-1)شرط رابطه  4ناحيه الاستيک(، از 

 1 2 30.00006089, 0.0010521, 0.09758, 1.33epC C C R    

 

 
 خارجی تسليم از سطح  تحت فشار FGM استوانهتوزیع تنش الاستوپلاستيک در  -1-1شکل

2𝑛1 برای 𝑛2فشار بحرانی تسليم بر حسب  (2-1)شکل          𝑛1 -2و   =  دهد. را نشان می در استوانه =

Plastic 

Region 

Elastic 

Region 

𝑅𝑒𝑝 = 1.33 

 

i

y




 

R 

σ 

z 

R 
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 تحت فشار داخلی FGMدر استوانه 2nشار بحرانی تسليم بر حسبف -2-1شکل

و ناحيه  1 ( و مرز ناحيه الاستيک𝑟𝑒𝑝1و ناحيه پلاستيک ) 2 تغييرات مرز ناحيه الاستيک (2 -1)شکل شماره 

در شرایطی که استوانه از شعاع  (𝑟𝑒𝑝2پلاستيک )
yr را بر حسب تغييرات فشار )شود، تسليم می

(𝑃𝑖)𝑒𝐼𝑛

𝜎𝑦𝑖

≤

𝑃𝑖

𝜎𝑦𝑖

≤
(𝑃𝑖)𝑢𝑙

𝜎𝑦𝑖

 دهد. ( نشان می

𝑛1 = 1 

𝑛1 = −1 

(𝑛2)𝑐𝑟 = −1.1 

 Yielding at The 

Outer Surfase 

 Yielding at 

The Inner 

Surfase 

 i cr

y

P


 

2n 
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112/2𝐑𝐲 تسليم شده از شعاع تحت فشار FGMدر استوانه  فشار بر حسبپلاستيک تغييرات مرز الاستو-2-1شکل = 

 

 تحت فشار داخلی FGتحلیل ترموالاستوپلاستیک استوانه  -4-1-1

الاستيک کامل به مقادیر پارامترهای  ها در ناحيهتحت فشار و دمای داخلی، وضعيت توزیع تنش FGدر استوانه 

توان وضعيت وابسته است، با توجه به تغييرات این پارامترها در هر استوانه نمی 4nو 1n،2n ،3nناهمگنی 

 1 صورت یک یا چند وضعيت ازها بهگرفت بنابراین ممکن است وضعيت تنشها در نظر یکسانی را برای تنش

 وضعيت زیر باشد.

(1-21) , , , ,   k j i i j k R z    

 خواهد بود. صورت زیرها، معيار ترسکا و تابع تسليم بهبا توجه به وضعيت تنش

(1-22) 2

2

, , , , ,


    
n i k

i k yi y n

yi

R i j k R z
R

 
    


 

𝑟𝑒𝑝1  𝑟𝑒𝑝2  

𝑟𝑦 = 1.2482 

epR 

i

y

P
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توان معيار ترسکا، تابع تسليم، شرایط بحرانی ها میشدن توزیع تنشدر هر مساله خاص با مشخص         

 تسليم و تحليل الاستوپلاستيک را بررسی کرد.

 استوانه تسليم شدهجایی در ناحيه الاستيک ها و جابهها، کرنشتوزیع تنش الف(

 . شوندمی صورت زیر نوشتهبهها در ناحيه الاستيک ها، جابجایی و کرنشتوزیع تنش

(1-22) 

   1

3

2

1

3

1 1 2

4 4 4

11 22 3

11 1 3 4 22 2

1 1

2

3 3 4

( ) ( )

( ( )+ ), (
( 2 )

1 1( + )
1

) ,

ne
n

R i
nn n

m m

n

i in

Am B C Am B C

E R
F R F F R R k

F

A B
F F A n n B F F A

R R

R

n B F
k



 

 



 



    
 

  
   

 


     



 

 

(1-23)    

 

3

1 4

1

3 4 4

2

1 1 2 1 3 4

1

2 3

1

2

3

( ( ( 1) )

( 1 )) ( )

n
n

ne

m

n n n

m

i

R
RBm A C Bm A C F R B n n A

E R F

F B n A F R R k

R






 



 
      



   


 
 
 

 

(1-12)  3 4

1 2

1

1 2

1 2

n n

m me

R

R F R F
u C R C R

F

 


   

(1-12)     3 4

1 2
3 4 1 3 21 1

1 1 2 2

1 1
n n

m me

R

R n n F R n F
C m R C m R

F




 
   

   

(1-11)  3 4

1 2
1 21 1

1 2

n n

m me
R F R F

C R C R
F





 


   

 استوانه تسليم شدهلاستيک ناحيه پجایی در ها و جابهها، کرنشتوزیع تنش ب(

 .آیدمیصورت زیر بهبا توجه معيار ترسکا لاستيک ها در ناحيه پها، جابجایی و کرنشنشتوزیع ت

را با توجه به مقادیر مختلف ضرایب ناهمگنی تحت فشار و دمای داخلی   FGمعيار ترسکا در استوانه        

 توان بصورت سه معيار تسليم کلی زیر نوشت.می

(1-19) 

2

2

2

1)   

2)  

3)  

   

  

 




 

n

R yi

n

R z yi

n

z yi

R

R

R





  

  

  

 

 دست آورد.ها در ناحيه پلاستيک را بهتوان توزیع تنشرای هر کدام از سه معيار تسليم فوق میب
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2برای معيار تسليم  -2             
n

R yi R  : 

ستيک الاستوپلا معادله تعادل تنش  توزیع تنش در محدوده پلاستيک استوانهدر معيار ترسکا  جایگذاریبا 

 آید.دست میبه صورت زیربه

(1-11) 21

3

2

yi nP

R R C
n





  

(1-12) 21

3

2

1
1

nP

yi R C
n

 
 

    
 

 

 شود.صورت زیر نوشته میبا توجه به معيار ترسکا، قاعده جریان برای استوانه به

(1-11) 1 0       p

z   

 یم.دار ،تراکم ناپذیری پلاستيک( در رابطه 11-1با جایگذاری رابطه )

(1-12) 1 1p p

R     

 .داریم های پلاستيک، الاستيک و حرارتیاز رابطه کرنش کل وکرنش

(1-12) 
 

     
1

            
p

R R R z R R
E R

         

(1-13) 
 

     
1

         
p

R z R R
E R

            

(1-22) 
 

     
1

      
p

z z z R R R
E R

        

ایتنش صفحه -الف         0z 

 داریمای صفحه در شرایط تنش (13و  12-1از مجموع دو رابطه )

(1-22) 
 

      
1

1 2               
p p

R R R R R
E R

            

 توان نوشت.( می22-1( در رابطه )92و  22-1) (، 12و  12، 11-1)با جاگذاری روابط 

(1-21)  
   

3

2 4 4

1 4

2
3

2

1 22
2       

1

n
n n ni iR R

yin n

i

Rdu u n
R C R k

dR R E R n k

 
  



  
      

 
 

𝑢𝑅لاستيک )، جابجایی در ناحيه پ(21-1با حل معادله دیفرانسيلی )
𝑝1آید.دست میصورت زیر به( به 
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(1-29)  
 

3 4 4

2

1 4

1
11 4

3

2 3 4 3

1 21
     

1 2 2

n n n
np i i

R yin n

i

R CR k
u R C

E R n k n n n R
R

 


  




   
       

      
 

 ( داریم.13-1( در رابطه )22و  92-1(، )29و  12، 11-1با جاگذاری روابط )

(1-21)  
 

3

2 4 4

1 4

1 3 4 3 4

2

3 4 3

4 4
    

1 2 2

n
yi n n np i i

n n

i

R n n n C
R R k

E R k n n n R


 
  



    
     

    
 

ایکرنش صفحه -ب         0z 

 داریم.ای در شرایط کرنش صفحه (22-1)رابطه در ( 11-1جایگذاری رابطه)از 

(1-22)         p

Rz E R R R     

 کنيم.را در رابطه بالا جایگذاری می (12و  11-1)روابط         

(1-21)  
1 3

2 4 4

4

1

3

2

2
1 2

1

n n
n n np i i i

yi nz

E R
R C R k

n k


 


 



  
          

 

 ( داریم13و  12-1از مجموع دو رابطه )

(1-22) 
 

       
1

1 1 2 2                
p p

R R R R R
E R

             

 توان نوشت.( می22-1( در رابطه )92و  22-1و )( 12، 12، 11-1)اگذاری روابط با ج

(1-22)   
   

3

2 4 4

1 4

2
3

2

1 1 2 22
2       

1

n
n n ni iR R

yin n

i

Rdu u n
R C R k

dR R E R n k

  
  



   
      

 
 

𝑢𝑅، جابجایی در ناحيه پلاستيک )بالابا حل معادله دیفرانسيلی 
𝑝آید.دست میصورت زیر به( به 

(1-23) 
  

 
3 4 4

2

1 4

1
11 4

3

2 3 4 3

1 1 2 21
     

1 2 2

n n n
np i i

R yin n

i

R CR k
u R C

E R n
R

k n n n R

  


  




    
       

      

 

 ( داریم.13-1( در رابطه )22و  92-1(، )23و  12، 11-1با جاگذاری روابط )
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 (1-22) 

  
 

     

3

2

1 4

4 4

2

1 1

2 2

3 4 3 4

2

3 4 3

1

1

2 1 2 2 1 2
  

2 2

n
yi np p i i

R n n

i

n n

R
R

E R k

n n n C
R k
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2nبرای معيار تسليم  .2

R z yi R     

ایتنش صفحه -الف      0z  

 باشد.صورت زیر میدر این حالت معيار ترسکا به

(1-22)  2 2      
n n

z R yi R yiR R            

𝜎𝑅)بنابراین تنش شعاعی در ناحيه پلاستيک
𝑝

 باشد.دست میصورت زیر بهبه (

(1-21)  22  
np

R yiR     

𝜎𝜃) ، تنش محيطی در ناحيه پلاستيک(23-1( در رابطه تعادل )21-1با جایگذاری رابطه )
𝑝

صورت زیر به (

 آید.دست میبه

(1-29)   22

2 1    
np

yin R     

 شود.صورت زیر نوشته میبا توجه به معيار ترسکا، قاعده جریان برای استوانه به

(1-21) 2 0       p

   

 داریم. تراکم ناپذیری پلاستيک( در رابطه 21-1با جایگذاری رابطه )

(1-22) 2 2   p p

R z    

 کنيم.( جایگذاری می13-1ر رابطه )( را د92و  22 -1( و ) 21، 29، 21-1روابط )

(1-21)  
     2

1
2 1     

yi nR

n

i

u
R n R R

R E R


  


     

𝑢𝑅جایی در ناحيه پلاستيک )ه(، جاب21-1( در رابطه)92-1با جایگذاری رابطه )
𝑝2آید.دست می(، به 

(1-22)      32 4 4

1 4

12 2

1

1
1    

1

 

nn n np i i
R yi yn n

i

n
u R R R R k

E R k

  
     

 

 
          

 داریم( 13-1رابطه ) از



  

023 
 

(1-22) 
 

     
1

      p

R R R z R R
E R

               

 کنيم.جایگذاری میای در شرایط تنش صفحه( 22-1( را در رابطه )22-1و ) ( 29، 21-1)روابط 

(1-23) 
 

     2 1
      R

p R
R

du
R R

dR E R
         

𝜀𝑅(، کرنش شعاعی )23-1) ( در رابطه92-1و رابطه ) 𝑢𝑅( به جای 22-1با جایگذاری رابطه )

𝑝)  و کرنش

𝜀𝑧طولی )
𝑝،) آیند.دست میستيک، بهدر ناحيه پلا 

(1-32) 

    
 

    

2 1

3 4 4

4

2 22 2

3 4 3

1 1

1

n np p

R z yi

i

n n ni i

n

n n
R

E

R n n R n k
k


  

 



 



  
    

 


 

ایکرنش صفحه -ب            0z  

 شود.صورت زیر نوشته میبا توجه به معيار ترسکا، قاعده جریان برای استوانه به

(1-32) 0       p

  

 داریم. اکم ناپذیری پلاستيکتر( در رابطه 32-1با جایگذاری رابطه )

(1-31)         p p

R z   

 های پلاستيک، الاستيک و حرارتی داریم.از رابطه کرنش کل وکرنش

(1-39) 
 

     
1p

z z z R R R
E R

              

(1-31) 
 

     
1p

R z R R
E R

                

(1-32) 
 

     
1p

R R R z R R
E R

              

 شوند.ای دو رابطه زیر حاصل میایط کرنش صفحه( با توجه به شر39-1از رابطه )

(1-31)          p

z z RE R E R R R           

(1-32) 
   

     
1p

z z R R R
E R E R




          

 آیند.دست میترتيب به( دو رابطه زیر به32و  31-1( در روابط )31-1با جایگذاری رابطه )
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(1-32)  
           

   

1p p

R z RE R E R R R
E R

R R

             

 

         
  

(1-33)  
           

   

1p p

R R R z RE R E R R R
E R

R R

           

 

         
  

 سازی، داریم.( و ساده33-1( در رابطه )31-1با جایگذاری رابطه )

(1-222) 
 

 
 

 
   

 
   

 
   

2 2 2 2

1 1 1

1 1 1 1

p

R R z

E R E R E R
R R

   
     

   

  
   

   
 

 شود.سازی، رابطه زیر حاصل می( و ساده32-1( در رابطه )222-1از جایگذاری رابطه )

(1-222)  

  
       1 1

1 1 2
R

E R
R R       

 
       

 

دست سازی، رابطه زیر به( و ساده222-1(، در رابطه )222-1بطه )( و سپس را32-1با جایگذاری رابطه )

 آید.می

(1-221)  

  
     2 2 1

1 1 2
R z R

E R
R R      

 
       

 

 شوند.(، روابط زیر حاصل می22-1( و )221-1با استفاده از دو رابطه )

(1-229)    

  
     

2

2 2 1
2 2 1 1 2

n

yi

R R

R E R
R R


     

 


       

 

(1-221)    

  
     

2

2 2 1
2 2 1 1 2

n

yi

z R

R E R
R R


     

 


        

 

ها در ناحيه پلاستيک برحسب (، رابطه تنش221و  229، 222-1( در روابط )22-1طه )با جایگذاری راب

 آیند.دست میصورت زیر بهجابجایی در ناحيه پلاستيک به

(1-222)    

  
     

2

2 2 2 1
2 2 1 1 2

n

yip

R

R E R u du
R R

R dR


    

 

  
        

 

(1-221) 
 

  
       2 1 1

1 1 2

p
E R u du

R R
R dR
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(1-222)    

  
     

2

2 2 2 1
2 2 1 1 2

n

yip

z

R E R u du
R R

R dR


    

 

  
         

 

، معادله دیفرانسيلی زیر ( 92-1و جایگذاری رابطه ) ( در رابطه تعادل221و  222-1از جایگذاری روابط )

 شود.حاصل می

(1-222) 
    

 

    
   

 

3

4

4 4 2 1

2
1

1 12 2

2 1

1 3 4 1 3

2 11
1 2 1 2
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1 1 2 1
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n

n n n n
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در ناحيه  4Cو  3Cهای مجهول بر حسب ثابتجابجایی برای هر مساله خاص، با حل معادله دیفرانسيلی فوق 

𝑢𝑅پلاستيک )
𝑝2آیندمی دستبه (22-1) از روابطها در ناحيه پلاستيک و کرنش آید.دست میصورت زیر به( به. 

2برای معيار تسليم  .1   
n

z yi R     

0zای تنش صفحه -الف           

 شد.باصورت زیر میدر این حالت معيار ترسکا به

(1-223)  2    
n

z yi R           

𝜎𝜃)بنابراین تنش محيطی در ناحيه پلاستيک
𝑝

 باشد.دست میصورت زیر بهبه (

(1-222)  23  
np

yiR     

𝜎𝑅)، تنش شعاعی در ناحيه پلاستيک(23-1( در رابطه تعادل )222-1با جایگذاری رابطه )
𝑝1

صورت زیر به (

 آید.دست میبه

(1-222)  
2

3

2

3 1
   

1

p

R

n

yiC
R

nR
 


  

 شودصورت زیر نوشته میبا توجه به معيار ترسکا، قاعده جریان برای استوانه به

(1-221) 0       p

R   

 داریم.( در رابطه تراکم ناپذیری پلاستيک، 221-1با جایگذاری رابطه )
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(1-229)         p p

z    

 داریم (31-1) هابطاز ر

(1-221) 
 

     
1

   p

R R R z R R
E R

               

 کنيم.( جایگذاری می221-1( را در رابطه )22-1و )(221و  222، 222-1روابط )

(1-222)    32

1
3

2

1 1 1
   

1

nnR
yi in

i

du
C R R R

dR E R R n
   

  
     

 



 

𝑢𝑅(، جابجایی در ناحيه پلاستيک )222-1) ( در رابطه92-1با انتگرال گيری و جایگذاری رابطه )
𝑝1دست (، به

 آید.می

(1-221) 
  32 4 4

1 4

11
3 3

4

1 2 2 1 3 4 3

1
   

1 1 1 1 1

nn n n
yip i i

R n n

i

C RR R k
u C

E R n n n n k n n n

 


  



     
         

          


 

0zای کرنش صفحه -ب          

 شود.صورت زیر نوشته میبا توجه به معيار ترسکا، قاعده جریان برای استوانه به

(1-222) 0       p

R  

 داریم.تراکم ناپذیری پلاستيک ه ( در رابط222-1با جایگذاری رابطه )

(1-222)         p p

z   

 سازی، داریم.( و ساده33-1( در رابطه )222و  32-1با جایگذاری رابطه )

(1-223)  

 

 
 

 

 
   

21

1 1 1

p

R R z

E R E R E
R R


     

     


    

  
 

 شود.سازی، رابطه زیر حاصل می( و ساده32-1( در رابطه )222و  223-1از جایگذاری رابطه )

(1-212) 
 

  
       1 1

1 1 2
R R

E R
R R      

 
       

 

دست سازی، رابطه زیر به( و ساده223-1(، در رابطه )212-1( و سپس رابطه )232-1با جایگذاری رابطه )

 آید.می
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(1-212)  

  
     2 2 1

1 1 2
z R

E R
R R       

 
       

 

 شوند.(، روابط زیر حاصل می223و  212-1با استفاده از دو رابطه )

(1-211)  

  
     2 2 1

2 2 1 1 2

y

R

E R
R R 


     

 
       

 

(1-219)  

  
     2 2 1

2 2 1 1 2

y

z R

E R
R R


     

 
        

 

 ها در ناحيه پلاستيک برحسب (، رابطه تنش219و  211، 212-1( در روابط )22-1با جایگذاری رابطه )

 آیند.دست میصورت زیر بهجابجایی در ناحيه پلاستيک به

(1-211)  

(1-212)  

  
     3 2 2 1

2 2 1 1 2

yp
E R du u

R R
dR R




    

 

 
        

 

(1-211)    

  
     3 2 2 1

2 2 1 1 2

yip

z

E R du u
R R

dR R


    

 

  
         

 

 شود.( در رابطه تعادل، معادله دیفرانسيلی زیر حاصل می212و  211-1از جایگذاری روابط )

(1-212) 
    

   

    
  

 

3

4

4 4 2 1

2
1

1 12 2

1

1 3 4 1 3

11 1
1 1 1

2 1

1 1 2
2 2 2

2

ni i

n

n n n n

yi

i

u Rd u du
n n R

dR R dR R k

n n n R n n k R
E

  
  

 






   

 
        

 

 
     

 

در ناحيه  4Cو  3Cهای مجهول جابجایی بر حسب ثابتبا حل معادله دیفرانسيلی فوق برای هر مساله خاص، 

𝑢𝑅پلاستيک )
𝑝3آید.دست میصورت زیر به( به 

 مطالعه موردی

ای تحت دما و فشار داخلی، با مشخصات زیر در شرایط کرنش صفحه  FGM استوانه برای مطالعه موردی، یک

mm12𝑟𝑖گيریم. شعاع داخلی کرهرا در نظر می mm12𝑟𝑜عاع خارجی، ش= =، 2/2𝑘 ، مدول الاستيک =

GP122𝐸𝑖سطح داخلی  MPa922𝜎𝑦𝑖، تنش تسليم سطح داخلی =
، ضریب انبساط حرارتی در سطح =

21𝛼𝑖×22( -1) داخلی 9/2𝜈 ، نسبت پواسون= شوند.صورت زیر فرض میو ضرایب ناهمگنی به =

1 2 3 4n n n n n    . 
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الاستيک در استوانه تحت  ، محيطی و محوریشعاعی توزیع تنشترتيب به( 22و  22، 3 -1شماره )ی هاشکل

MPa22𝑃𝑖 فشار داخلی ₒ c22𝜃𝑖 و اختلاف دمای سطح داخلی با دمای محيط  = در حالت کرنش   =

 د.ندهنشان میرا  nبرای مقادیر مختلف ای، صفحه

 

 
 تحت فشار  FGMاستوانه  الاستيکرموتعی تنش شعا -3-1شکل 

   nبرای مقادیر مختلف 
 

n=-2 

n=-1 

n=0 n=2 

n=1 

R

y




 

R 
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   nبرای مقادیر مختلف تحت فشار  FGMاستوانه الاستيک ترمو محيطیتنش  -22-1شکل 

 
   nبرای مقادیر مختلف تحت فشار   FGMاستوانهالاستيک ترمو محوریتنش  -22-1شکل 

n=-2 

n=-1 

n=0 

n=2 

n=1 

R 

y




 

n=-2 

n=-1 

n=0 

n=2 

n=1 

z

y




 

R 
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 .، تنش مينيمم استو تنش محيطی ، تنش شعاعی، تنش ماکزیممهای الاستيکای تنشبا توجه به نموداره

 شود.صورت زیر رسم میبه شرایط بالا برای بنابراین تابع تسليم

 
 فشار دما و تحت  FGMاستوانه  تابع تسليم -21-1شکل 

   nبرای مقادیر مختلف  داخلی

استوانه تسليم  شرایط مذکوردر بنابراین ، نيست 2ای برابر در هيچ نقطه تابع تسليم ،(21-1)شکل با توجه به 

 شود.شود ولی با افزایش فشار داخلی استوانه از سطح داخلی تسليم مینمی

 

 nفشار بحرانی تسليم برای  (2-1)در جدول  با استفاده از تابع تسليم فشار بحرانی تسليم در حالت به        

 ده است.مختلف نشان داده ش

 

 

n=-2 

n=-1 

n=0 

n=2 

n=1 

R 

y 
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 nفشار بحرانی تسليم برای مقادیر مختلف   -2-1جدول 

 i cr
P n 

MPa2/229 1 

MPa292 2 

MPa2/222 2 

MPa2/31 2- 

MPa2/22 1- 

 .است n بحرانی تسليم کمتر از مقادیر مثبت فشار ،nشود که برای مقادیر منفی با توجه به جدول مشخص می

 دهد. نشان می، 2 بر اساس جدول در فشار بحرانی را nتابع تسليم برای مقادیر مختلف  2، (29-1) شکل

 
 فشار دما و تحت ت FGMاستوانه  تابع تسليم -29-1شکل 

   nبرای مقادیر مختلف در آستانه تسليم،  داخلی

است بنابراین استوانه از سطح  در سطح داخلی برابر یک( نمودار تابع تسليم 29-1در شکل شماره )        

 شود.داخلی تسليم می

n=-2 

n=-1 

n=0 

n=2 

n=1 

y 

R 
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MPa 212𝑃𝑖فشار داخلی و =n 2 ها در استوانه با در نظر گرفتنتوزیع تنش( 21-1شکل شماره ) در  =

𝑝( )1یک ناحيه پلاستيک) شود واستوانه از سطح داخلی تسليم می این شرایط ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝 و یک ناحيه )

𝑒( )𝑅𝑒𝑝الاستيک) ≤ 𝑅 ≤ 𝑘شود و مجهولات ( در استوانه ایجاد می𝐶1 و 𝐶2  مربوط به روابط ناحيه

)مرز  𝑅𝑒𝑝و  ،(22و  23، 21، 12، 11-1مربوط به روابط ناحيه پلاستيک ) 𝐶4 و 𝐶3 ،(13تا  22-1الاستيک )

 آیند.دست می( به212-1شرط رابطه ) 2از  بين ناحيه الاستيک و پلاستيک(،

3

1

2

2

4

0.0001535998163 0.0006812478816

1.4833 0.001181858549, 1.2

,

, 0855ep

C C

C C R

    
 

    
 

 
  تسليم شده از سطح داخلی =n 2برای  FGMالاستوپلاستيک در استوانه ترموتوزیع تنش  -21 -1شکل

(1-212) 
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1

1

1)  1
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3)
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. یندآدست میجایی کل در ناحيه الاستيک و پلاستيک بهها و جابهبا مشخص شدن مجهولات، توزیع کرنش

ε𝑖)  کلکرنش ی شعاعی، محيطی، محوری و هانشتوزیع کر( 22 -1شکل شماره )
T )  در  کل جاییو جابه

MPa 212𝑃𝑖و فشار داخلی =n 2 استوانه با در نظر گرفتن  دهد. را نشان می =

 
 =n 2 الاستوپلاستيکترمو FGMدر استوانه  جاییها و جابهنشکر -22 -1 شکل

 شده از سطح داخلی تسليم

 

MPa32𝑃𝑖 و فشار داخلی  =n -2ها در استوانه با در نظر گرفتن ( توزیع تنش12-1شکل شماره )         = 

𝑝( )1یک ناحيه پلاستيک) شود واستوانه از سطح داخلی تسليم می در این شرایطدهد. را نشان می ≤ 𝑅 ≤

𝑅𝑒𝑝(و یک ناحيه الاستيک )𝑒( )𝑅𝑒𝑝 ≤ 𝑅 ≤ 𝑘شود و مجهولات ( در استوانه ایجاد می𝐶1 و 𝐶2  مربوط

و  23، 21، 12، 11-1مربوط به روابط ناحيه پلاستيک ) 𝐶4 و 𝐶3 ،(13تا  22-1به روابط ناحيه الاستيک )

 آیند.دست می( به212-1شرط رابطه ) 2)مرز بين ناحيه الاستيک و پلاستيک(، از  𝑅𝑒𝑝و  ،(22

&

R

R

u


 

T

 

T

R 

 

R 

Ru 

𝑅𝑒𝑝 = 1.20855 

R 
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(1-212) 
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 آیند.دست میصورت زیر بهمجهولات به

2

3 4

1

2

0.000211617655 0.001363138710

.6766 0.0002946330792, 1.18, 78

,

0 ep

C C

C C R

   
 

   
 

 

 

 تسليم شده از سطح داخلی =n -2برای  FGMالاستوپلاستيک در استوانه ترموتوزیع تنش  -21 -1شکل

 

i

y




 

R 

σ 

z 

R 
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Elastic 

Region 

𝑅𝑒𝑝 = 1.1887 
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یند. آدست میيه الاستيک و پلاستيک بهجایی کل در ناحها و جابهبا مشخص شدن مجهولات، توزیع کرنش  

ε𝑖ی شعاعی، محيطی، محوری و کرنش کل ) هانشتوزیع کر( 22 -1شکل شماره )
T  ) در جایی کل و جابه

MPa 32𝑃𝑖و فشار داخلی =n -2 استوانه با در نظر گرفتن  دهد. را نشان می =

 
 =n -2برای  الاستوپلاستيکترمو FGMنه در استوا جاییها و جابهنشکر -22 -1 شکل

 تسليم شده از سطح داخلی

 

 با کمک معیار تسلیم فون میزز FGMاستوانه الاستوپلاستیک ترموتحلیل  -4-9

همگن تحت فشار داخلی و دمای داخلی، با کمک معيار فون ميزز، نابرای تحليل ترموالاستوپلاستيک استوانه 

 ار آباکوس استفاده شده است.افزاز روش المان محدود توسط نرم

یک المان مستطيلی متقارن محوری به ابعاد  ،در نظر گرفته شده در نرم افزارهندسی  مدل        

mm12mm*12 1ای درجه گره 2 با استفاده از جزء مستطيلیکه باشد می (CAX8R متقارن محوری و )

&i ru 

R 

T

 

Ru 

T

R 

 

R 

𝑅𝑒𝑝 = 1.1887 
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و ، شودصورت زیر در نظر گرفته میده بهو خواص مکانيکی ما تحليل انجام شده است.  UMATزیر برنامه 

 وشده است.  مدلافزار آباکوس افزار فرترن و لينک کردن آن با نرمنوسی به کمک نرمبا برنامه FGM ماده

 شود.صورت زیر در نظر گرفته میماده به در سطح داخلی خواص مکانيکی

1 2 3 4

200 300 0 3
ii yE GPa, MPa,v .  

n n n n n

  

   
 

 شود.ای در مدل مستطيلی به صورت زیر در نظر گرفته مینش صفحهای و کرشرایط تنش صفحه        

1 ایالف( تنش صفحه 2 30 0 0R zu u ,u u ,u u      

1 ایب( کرنش صفحه 2 30 0 0R zu u ,u u ,u u      

و معيار ترسکا  (FEM)براساس معيار فون ميزز ، FGهمگننافشار و دمای بحرانی تسليم در استوانه         

(PET) برای مقادیر مختلف ما و فشار داخلی مختلف، در دn، ( 1-1در جدول شماره) ( 9-1و)  نشان داده

 دما درجه سانتيگراد است. ،مگا پاسکال و واحد ،در این جداول، واحد فشار شده است.

 ایتنش صفحه الف(

 ایدر حالت تنش صفحه سکافشار و دمای بحرانی تسليم در استوانه ناهمگن بر اساس معيار فون ميزز و تر -1-1جدول 

   0i icr
, P     50i icr

P , c     0i icr
P , c  

 n  
FEM PET FEM PET FEM PET 

211432 22149 22422 23 12422 1142 1- 

211422 22142 31422 3242 22423 2142 2- 

223412 22341 221421 22141 31422 29499 2 

221413 221 291433 21141 222421 32 2 

229421 229 211411 21243 292422 22941 1 
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 اینش صفحهکر (ب

 

 ایدر حالت کرنش صفحه فشار و دمای بحرانی تسليم در استوانه ناهمگن بر اساس معيار فون ميزز و ترسکا -9-1جدول 

   0i icr
, P     50i icr

P , c     0i icr
P , c  n 

FEM PET FEM PET FEM PET 

31/221 3/221 11/21 2/22 21/22 1/11 1- 

23/222 221 22/31 2/31 22/21 21 2- 

22/221 1/229 13/222 2/222 11/31 99/29 2 

21/229 221 22/299 292 92/229 32 2 

12/221 2/222 23/223 2/229 22/299 222 1 

        

وس افزار آباکبا افزایش فشار یا دما از حد بحرانی استوانه وارد ناحيه پلاستيک خواهد شد. با کمک نرم         

فشار برای مقادیر  حالت مختلف دما و 9ها در ناحيه الاستيک و پلاستيک استوانه تسليم شده را در توزیع تنش

 کنيم.رسم می nف مختل

 

 تحت فشار داخلی FGMالف( استوانه 

MPa212𝑃𝑖 ها در استوانه تحت فشار داخلیتوزیع تنش 1n برای مقدار =  ای  در در حالت تنش صفحه

لی . این استوانه از سطح داخداده شده استنشان  ،(23-1ای در شکل )در حالت کرنش صفحهو ( 22-1شکل )

تا شعاع 
epR شود.تسليم می 
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 ایتنش صفحه FGMتوزیع تنش الاستوپلاستيک در استوانه  -22 -1شکل 

 از معيار فون ميزز    =2nتحت فشار با 

 
 ایکرنش صفحه FGMتوزیع تنش الاستوپلاستيک در استوانه  -23 -1شکل 

 معيار فون ميززاز     =2nتحت فشار با 
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 تحت دمای داخلی FGM( استوانه ب

ₒ c122𝜃𝑖 ها در استوانه تحت دمایتوزیع تنش ای حالت تنش صفحه( برای 12-1شکل )در   =n -1 با =

. این استوانه از هر دو سطح داخلی و نشان داده شده استای، کرنش صفحه( برای حالت 12 -1در شکل )و 

 شود.خارجی تسليم می

 

 

 ایتنش صفحه FGMالاستوپلاستيک در استوانه ترموتوزیع تنش  -12 -1شکل 

 از معيار فون ميزز   =n-1با 
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 ایکرنش صفحه FGMالاستوپلاستيک در استوانه ترموتوزیع تنش  -12 -1شکل 

 از معيار فون ميزز   =n -1با 
 

 

 تحت فشار و دمای داخلی FGMج( استوانه 

ₒ c122𝜃𝑖 تحت دمای FGM ها در استوانهع تنشتوزی MPa222𝑃𝑖 و فشار = 1nبرای   =    در حالت

. این نشان داده شده است ،(19-1در شکل ) ایکرنش صفحه در حالت و( 11-1در شکل )ای تنش صفحه

  .شوداستوانه از سطح خارجی تسليم می
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 از معيار فون ميزز   =n-2با تحت فشار  ایتنش صفحه FGMالاستوپلاستيک در استوانه ترمونش ت -11 -1شکل 

 
 از معيار فون ميزز    =n-2با تحت فشار  ایکرنش صفحه FGMالاستوپلاستيک در استوانه ترموتنش  -19 -1شکل 
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 مقایسه نتایج حاصل از معیار تسلیم فون میزز و ترسکا -4-4

خش برای بررسی تطابق نتایج حاصل از تحليل به کمک معيار ترسکا و نتایج حاصل از تحليل به در این ب

تحت فشار داخلی  FGMافزار آباکوس انجام شده است، یک استوانه مکمک معيار فون ميزز که توسط نر

MPa212𝑃𝑖 1برای مقدار  = 2 1n n  رفته شده استای در نظر گدر حالت کرنش صفحه 

 معیار ترسکا -4-4-2

𝑛1با فرضدر استوانه مذکور  = 𝑐𝑟(𝑛2)-22/2 ،(12-1رابطه ) و 2-1-1مطالب بخش با توجه به   1 = ،

𝑐𝑟 <2𝑛2(𝑛2) اگر بنابراین  شود. تسليم میداخلی ، استوانه از سطح باشد =

مگا پاسکال  292تحت فشار بع تسليم در این استوانه ( تا12-1( توزیع تنش الاستيک و شکل )11-1شکل )

 دهد.را نشان می

 

 ایکرنش صفحه FGMدر استوانه  يکتوزیع تنش الاست -11 -1شکل 

  از معيار ترسکاتحت فشار 
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 ایکرنش صفحه FGMدر استوانه تابع تسليم  -12-1شکل 

 تحت فشار از معيار ترسکا 

 

دهد. در این  شرایط استوانه از استوانه الاستوپلاستيک را نشان میاین ها در تنش توزیع (11-1)شکل         

ود شالاستيک در استوانه ایجاد می شود بنابراین یک ناحيه پلاستيک و یک ناحيهسطح داخلی تسليم می

1 طوری که در محدودهبه ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑒𝑝 ( ناحيه پلاستيکP در ،)𝑅𝑒𝑝 ≤ 𝑅 ≤ 𝐾  ناحيه الاست(يکe )

)مرز بين ناحيه پلاستيک  𝑅𝑒𝑝مربوط به رابطه تنش در ناحيه الاستيک،  𝐶2و  𝐶1شود. مجهولات ایجاد می

 آیند.بدست می (12-1) رابطه شرط 4و ناحيه الاستيک(، از 

1 20.0008658039037, 0.001824265607, 1.2787epC C R   
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 از معيار ترسکا تحت فشار داخلی FGMتوزیع تنش الاستوپلاستيک در استوانه  -11 -1شکل 

 معیار فون میزز -4-4-1

MPa221𝑃𝑖 ها در استوانه تحت فشار داخلیتوزیع تنش ای در حالت کرنش صفحه  n=2 برای مقدار  =

(، نشان داده شده است. این استوانه از سطح داخلی تا شعاع 21-1در شکل )
epR شود.تسليم می 

 
 از معيار فون ميزز تحت فشار داخلی FGMتوزیع تنش الاستوپلاستيک در استوانه  -12 -1شکل 
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ده های جدار ضخيم همگن و ناهمگن ساخته شستوپلاستيک استوانهتحليل ترموالا ،تحقيق در فصول قبلی این

 بط الاستيک حاصل از تئوری الاستيسيته مستوی و معيارهای تسليم ترسکا و فونبا استفاده از روا FGاز مواد 

حقيق ای که از این تدست آمده از فصول قبل و بيان نتيجهبندی نتایج بهدر این فصل به جمع ميزز، انجام شد. 

يق این تحق  دست آمده است، پرداخته شده است و در پایان پيشنهادهایی برای سایر موضوعات مرتبط با به

  مطرح شده است.

 گیری  بندی و نتیجهجمع -5-2

 و نتایج حاصل بيان شده است.بندی در این بخش مطالب فصول قبلی جمع

 FGهای همگن و ناهمگن تحلیل الاستیک و ترموالاستیک استوانه -5-2-2

مؤلفه  1مؤلفه تنش،  1مجهول ) 22های جدار ضخيم متقارن محوری، طور کلی در تحليل الاستيک پوستهبه

داریم  (معادله رفتاری 1معادله سينماتيک و  1معادله تعادل،  1معادله ) 22جایی( و مؤلفه جابه 1کرنش و 

يته باشد )الاستيسه تنش برشی و کرنش برشی صفر . در موقعيتی ککه حل همزمان آنها امکان ناپذیر است

 2 وجایی( مؤلفه جابه 1مؤلفه کرنش و  9فه تنش، مؤل 9رسد )مجهول می 2تعداد مجهولات به ، مستوی(

های جدار ضخيم متقارن برای حل استوانه ی(رفتارمعادله  9معادله سينماتيک و  9معادله تعادل،  1) معادله 

جایی در ناحيه و جابه کرنش ،تنش ابطهور معادله 2این  با استفاده از که در این تحقيق، .دارد دوجومحوری 

به  ایای و کرنش صفحهدر حالت تنش صفحهداخلی  و دمای تحت فشار FGMتوانه همگن و اسالاستيک 

  .دست آمد

 FGهای همگن و ناهمگن تحلیل الاستوپلاستیک و ترمو الاستوپلاستیک استوانه -5-2-1

پلاستيک -ها در ناحيه الاستيک و با کمک معيار تسليم ترسکا با فرض رفتار الاستيکبا استفاده از روابط تنش

يم شامل فشار و یا دمای بحرانی آغاز تسليم و شعاع نقطه شروع تسليم و همچنين کامل، شرایط بحرانی تسل
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يلی صورت تحلجایی در ناحيه الاستيک و پلاستيک استوانه تسليم شده بهها و جابهها، کرنشروابط تنش

  بررسی شد. FGMتوانه دست آمده است و تاثير ضرایب ناهمگنی در چگونگی تسليم در اسبه

نتایج حاصل از بررسی تاثير ضرایب ناهمگنی در چگونگی تسليم در تحليل الاستوپلاستيک استوانه         

FGM  باشند.صورت زیر میبهبا کمک معيار ترسکا 

1الف( اگر              0n ،  2 2 cr
n n و  i i e

P Pای از هر دو سطح داخلی و : پوسته استوانه                 

 شود.خارجی تسليم می

1ب( اگر                0n ،  2 2 cr
n n و  i i ein

P P :ای از شعاعپوسته استوانه
yR به شود تسليم می

1طوری که  yR k . 

ج( اگر                 2 2 cr
n n شود و فشار بحرانی تسليم از ای از سطح داخلی تسليم می: پوسته استوانه

یرابطه 1 1y R    آید.دست میبه 

د( اگر               2 2 cr
n nفشار بحرانی تسليم از  شود وای از سطح خارجی تسليم میسته استوانه: پو

ی رابطه  1y R k   آید که به صورت زیر است.دست میبه 

با کمک نرم افزار المان محدود آباکوس که تحليل الاستوپلاستيک با استفاده از معيار فون ميزز با فرض         

وانه تسليم ها در استدهد، چگونگی تسليم و توزیع تنشيک کامل در استوانه، را انجام میپلاست -رفتار الاستيک

دست آمد. که نتایج حاصل از این روش، شباهت قابل توجهی با نتایج حاصل از روش تحليل به کمک شده به

 معيار ترسکا دارد.
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 پیشنهادها -5-1

تر قيقدستيابی به نتایج دو های انجام شده در این تحقيق سیبررها تعميم تحليلها و ، جهت با توجه به تحليل

 گردد:پيشنهادهای زیر ارائه می FGMتر در تحليل ترموالاستوپلاستيک استوانه و جامع

وری جای تئها دیگر مانند تئوری تغيير شکل برشی برای تحليل الاستيک بهاستفاده از تئوری -

 الاستيسيته مستوی.

 جای تابع توانی.به FGMنمایی یا سهموی برای تغييرات خواص مکانيکی استوانه  در نظر گرفتن توابع -

های هندسی مختلف از جمله، استوانه با ضخامت متغير، استوانه با مقطع بررسی بر اساس شکل -

 بيضوی، مخروط وکره.

 رصورت ویسکوالاستيک، کرنش سختی خطی یا غيدر نظر گرفتن رفتار پلاستيک ماده استوانه به -

 جای پلاستيک کامل.خطی به

های مختلف از جمله فشار خارجی، بار حرارتی غير پایا، اعمال بار تحليل مسأله در معرض بارگذاری -

 دیناميکی، گذرا و نيروهای حجمی )جسم دوار(.

 ود.شبررسی رفتارهایی مانند خزش، خستگی، شکست، کمانش و ارتعاشات در ماده نيز توصيه می -
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Abstract 

In this research thermoelastoplastic analysis of thick-walled cylinders made of homogenous 

and nonhomogenous materials with power-varying properties using plane elasticity theory 

which is subjected to internal pressure and steady state thermal loading is carried out. The 

purpose is to check yielding of cylinder by assuming elastic-perfectly plastic behavior and to 

find state of stress, strain and displacement of cylinder. First, governing differential equation 

axisymmetric thick-walled cylinders with constant thickness that are made of homogenous and 

nonhomogenous materials with power-varying properties and subjected to pressure and 

thermal loadings are derived by using plane elasticity theory at the plane stress and plane strain 

condition. Then according to the Tresca yield criterion analytically and von Mises yield 

criterion numerically by using ABAQUS finite elements software, investigate yielding of 

cylinder and stress, strain and displacement in elastic and plastic region of cylinder. Finally, 

for the case study and survey equation, are considered a homogenous and FGM cylinder with 

the specified parameters. 

Kywords: Thick-walled Cylinder, Functionally Graded Material (FGM), Plane Elasticity 

Theory (PET), Elastic-perfectly plastic behavior, Tresca and Von mises yield criterion.                
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