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در این صفحه صورت جلسه دفاع را قرار دهید. لازم است پس از صحافی این صفحه  

را تایید  نامهپایان توسط دانشکده مهر گردد و استاد راهنما با امضاي خود اصلاحات  مجدداً
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  ���� و �دردا�ی

با سپاس و تقدیر ویژه از استاد گرانقدر جناب آقاي دکتر سید مهدي توکلی که در مراحل  

هاي ارزنده و سازنده خود را برمن ارزانی داشته و از هیچ مختلف این پژوهش، راهنمایی

   کوششی در این زمینه دریغ ننمودند.

 در دانشگاه صنعتی شاهرود  دانشجوي دوره دکتري سازه مسعود امین زادههمچنین از آقاي 

  و توفیق روز افزونکنم  گذاري میسپاسنامه کردند،  شایانی به انجام این پایان  که کمک

   .براي ایشان خواستارم



 

 
 

  ��ھد �� 

رشته    امین هلاکو اینجانب   ارشد  کارشناسی  دوره  گرایش سازه دانشجوي  عمران   مهندسی 

هاي سازي توپولوژي صفحهبهینه  نامهدانشگاه صنعتی شاهرود نویسنده پایان  عمراندانشکده  

دکتر سید مهدي توکلی  تحت راهنمائی    سطوح تراز  مجموعهروش    با استفاده ازخمشی  

  . متعهد می شوم

   برخوردار است .  توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت  نامهپایانتحقیقات در این  

 . در استفاده از نتایج پژوهشهاي محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است 

   تاکنون توسط خود یا فرد دیگري براي دریافت هیچ نوع مدرك یا امتیازي در هیچ   نامهپایان مطالب مندرج در

 جا ارائه نشده است . 

     و مقالات مستخرج با نام « دانشگاه    باشدمیکلیه حقوق معنوي این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود

 » به چاپ خواهد رسید .   Shahrood  University  of  Technology«  صنعتی شاهرود » و یا  

   تأثیرگذار بوده اند در مقالات مستخرج از    نامهپایاناصلی    نتایجحقوق معنوي تمام افرادي که در به دست آمدن

 رعایت می گردد.  نامهپایان 

   در مواردي که از موجود زنده ( یا بافتهاي آنها ) استفاده شده است ضوابط    نامهپایان در کلیه مراحل انجام این ،

 ه است . و اصول اخلاقی رعایت شد

   در مواردي که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده  نامه پایان در کلیه مراحل انجام این ،

                                                                                     شده است اصل رازداري ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است .

  تاریخ                                                   

  امضاي دانشجو                                                   

  

  

  مالکیت نتایج و حق نشر 

کلیه حقوق معنوي این اثر و محصولات آن (مقالات مستخرج ، کتاب ، برنامه هاي رایانه اي ، نرم افزار ها و تجهیزات ساخته  

 در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود .. این مطلب باید به نحو مقتضی    باشدمی شده است ) متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود  

 . باشدمی بدون ذکر مرجع مجاز ننامه  پایان در  استفاده از اطلاعات و نتایج موجود  

 



 

 
 

  چ�یده 

از   اي هستند که در بسیاري از کارهاي مهندسی و  هاي سازهسیستم  نیترمهم صفحات خمشی یکی 

می قرار  استفاده  مورد  مدرن  بنابراین  صنایع  اهمیت  آن  يسازنه یبهگیرند؛  بهینهاستها حائز  سازي  . 

شاخه از  یکی  بهینهتوپولوژي  سازههاي  اخیراً  سازي  که  است  محققان    توجه   مورداي  از    قرار بسیاري 

از مصالح در دامنه  گرفته توزیع  بهترین  یافتن  آن  از  و هدف  تابع    ،ي طراحیاست  نظر گرفتن  با در 

مشخص  قیدهاي  و  پژوهش،  است.  هدف  خمشیصفح  يتوپولوژ   يسازنه یبه  این  با    ،الاستیک  ات 

از روش مجموعه سط آیزوژئومتریکح  واستفاده  مبناي  بر  برایارائه م  را  تراز  تحلیل   يدهد.  و    تجزیه 

خمشی،صفح تحل   ات  اعمال  یلیروش  پا  شودیم   آیزوژئومتریک  توابع  نسبی  اسپلاینبی  هیو  هاي 

(نربز)  همچن  یطراحي  دامنه   ي هندسه  بیتقر   ي برا   غیریکنواخت  مجهول مکانریی تغ  بردار   نیو    هاي 

م پیشین  د.نشویاستفاده  مطالعات  بی  مجموعهتابع    ،در  پایه  توابع  از  استفاده  با  تراز  اسپلاین  سطوح 

  جا شود. از آنسازي بروز رسانی میي نقاط کنترلی در طی فرآیند بهینهتقریب زده شده است و شبکه

  مجموعه سطوح تراز قرار ندارند، بین تراز صفر تابع    مجموعهکه نقاط کنترلی اساساً بر روي سطح تابع  

را نمایش می تراز که مرزهاي سازه  نقاط کنترلی آن دهد و تراز صفر شبکهسطوح  ظاهر    اختلاف   ،ي 

از این اختلاف و افزایش دقت، در این پژوهش می وح تراز در  سط  مجموعه تابع    شود. براي جلوگیري 

به  نربزهاي  پارامتري  آیزوژئومتریکفضاي  تحلیل  در  شده  گرفته  می  ، کار  تابع  تعریف    مجموعه شود. 

تعریف شده در فضاي پارامتري که براي هر    ي سطوح تراز با استفاده از توابع پایه شعاعی بر روي شبکه

مدل  وصله است،    از  واحد  مربع  مدل    ي شبکه  بنابراین  .شودمی  بنديفرمولیک  در  کنترلی  نقاط 

آیزوژئومتریک  شبکه  تحلیلی  تابع  و  حل  تراز  مجموعه ي  هم    سطوح    تابع بنابراین    .شوند میجدا  از 

با    مجموعه مسائل  براي  تراز  مستقیماً    يهادامنه سطوح  پیچیده  شبکهتواند  میطراحی  یک    ي در 

سطوح تراز    مجموعهشود و تابع سطوح تراز در فضاي پارامتري حل می  مجموعهتابع  حل شود.    معمول

  شود.بروز شده به فضاي فیزیکی نگاشت می

و با رویکرد مقداردهی مجدد اولیه    طراحی پیچیده را دارد   يهادامنه   مسائل با   روش توانایی حل  نیا

تراز   مجموعه  تابع  کیتواند  ی م  ،تقریبی  فرآ  ي هموار  سطوح  طول  در  کند   يسازنهیبه  ند ی را    . برقرار 

  مجموعه نسبت به روش    ی طراح  ي دامنهدر داخل    د یجد هاي  حفره  جادیا  یی در توانا  ل یبه دلهمچنین  

  ت یبا توجه به قابل  دارد.   ي کمتر یوابستگ  هیاول   يهاطرح به    ي نهاییتوپولوژي بهینه  سطوح تراز مرسوم 

بالا در    و   دهیچ یپ  هاي طراحی دامنه  يسازمدلدر    آیزوژئومتریکروش     ب ی، ترکلیتحل  و  هی تجزدقت 

مؤثر  و    د یمف  اریبس   روش   ک وح تراز بر مبناي توابع پایه شعاعی، یسط  جموعهبا روش م  آیزوژئومتریک 

    دهد.ی ارائه م ي توپولوژ ي سازنهیبه مسائل  يبرارا 

اکثر مسائل متداول بهینه نیز مانند  این پژوهش  با ددر  انرژي کرنشی  ر نظر گرفتن  سازي توپولوژي، 

سازي  براي بهینه  شده  ارائه   و دقت روش   یینشان دادن کارا  منظوربه شود.  قید حجم مصالح حداقل می 



 

 
 

خمشی،  صفحات  عدد  نیچند   توپولوژي  و  ه ی ته  ي مثال  است  روش   شده  صحت  بررسی    ، براي 

  گر ید يهاروش صفحات خمشی با  براي  شده  ارائهتوپولوژي بهینه آمده با   به دست نهیبه هاييتوپولوژ 

   .شودی م  سهیمقا ، فنی موجود اتیدر ادب 

  

  ه توپولوژي، روش تحلیلی آیزوژئومتریک، روش مجموع   يسازنه یبه  ،صفحات خمشی  کلمات کلیدي:

 سطوح تراز، توابع پایه شعاعی
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 مقدمه  ١-١

آن   جایی آن از از  امکان  حد  تا  باید  محدودند،  انسان  اختیار  در  طبیعی  منابع  و  که  بهترین  به  ها 

ها تعریف  سازي که به معناي فرآیند یافتن بهترینمفیدترین حالت ممکن استفاده شود. بنابراین بهینه 

کار گرفته شود. هدف اصلی از طراحی  عنوان ابزاري ارزشمند براي این منظور بهتواند به می   ، گرددمی 

راه بهترین  یافتن  مسئله مهندسی  یک  براي  ممکن  به حل  موردکه   طوريي خاص هست،  نظر   طرح 

سازي در  باشد. بنابراین بهینه نیز  که بتواند نیروهاي وارده را تحمل کند، اقتصادي و ایمن  علاوه بر این

  قلب مهندسی قرار دارد. 

بوده است. این روش با یک طرح اولیه که    خطا  و  آزمون سنتی، طراحی مهندسی بر مبناي    روش  در 

اس  طراح  دانش  و  تجربه، خلاقیت  بر  می مبتنی  شروع  و سپس  ت  ارزیابی    لی تحل  و   ه ی تجزشود  براي 

گردد.  شده از تحلیل، طراحی جدید ایجاد می  شود و بر اساس اطلاعات حاصلعملکرد طرح انجام می 

دس  زمان  تا  فرآیندها  تکرار میتاین  بهترین طرح،  به  پیشرفت یابی  با  روزشوند.  در حوزه   هاي  افزون 

  در فرآیند طراحی  اي ایجاد گردید وآن، انقلابی در روند طراحی سازه  فناوري رایانه و قدرت محاسباتی

  استفاده   موردجاي فرآیند تکراري روش سنتی    به  ايسازي سازه، روش بهینههاي مهندسیدر رشته 

ترین حالت ممکن براي سازه است  ینه اي، یافتن بهترین یا بهسازي سازهي بهینه وظیفه   [1].قرار گرفت

اي  سازي سازهي بهینه را برآورده کند. یک مسئله   غیره که تمام الزامات چندگانه مانند شرایط تولید و  

بهمی  سازه   تواند  طرح  یک  منطقی  استقرار  طراحی  عنوان  بهترین  که  محدودیت   هدف   بااي  هاي  و 

تعریف    تعیین هست،  تحلیلِ شودشده  در  از    ،اهسازه   .  هدف  و  است  مشخص  سازه  ابعاد  و  هندسه 

سازه،    سازيِهست. در بهینه   غیرهها و  جاییها، جابههاي سازه مانند تنش تحلیل، یافتن رفتار و پاسخ

تابع   یا حداکثر یک  یافتن حداقل  و هدف  است  نامشخص  مواد  توزیع  یا  و خصوصیات هندسی  ابعاد 

و   سختی  یا  وزن  مانند  م  غیرههدف  برخی  تنش حدودیت با  حجم،  مانند  و  جاییجابه   ،هاها    غیره ها 

و    سازيبر معیارهاي بهینه   هاي مبتنی توان روش اي را می سازي سازههاي مختلف بهینه باشد. روش می 
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سازي داراي دو  هاي معیارهاي بهینه بندي کرد. روش   نویسی ریاضی طبقه  هاي مبتنی بر برنامه روش 

باید در طراحی بهینه اشامل شناسایی مجموعه   که   هستند   مرحله  شوند و    عناق اي از شرایط لازم که 

براي دستیابی به طرح بهینه می    ي هاروش   باشد. دردیگري توسعه یک روش طراحی مجدد تکراري 

ي حداکثر ریاضی یک تابع هدف در یک  عنوان مسئله   نویسی ریاضی، طراحی سازه به  مبتنی بر برنامه 

  در نظر مقید شده است    ،عدي که توسط برخی رفتارها و یا توابع هندسیبُ  ر طراحی چند فضاي متغی

  شود.  گرفته می

سه  بهینه   داراي  که  بهینه   ؛است  شاخهسازي  اندازه  و  شکل  توپولوژي،  در    صورتبه سازي  شماتیک 

شده  1-1شکل   داده  بهینه نشان  در  اولیه  تحقیقات  سازهاند.  مسائلسازي  به  مربوط  زمینه   اي  ي  در 

اندازه  بهینه  به استسازي  ویژگی می   ،مثال  عنوان.  یافتن  به  مقطع توان  بهینه  سازه هاي  یک    ي هاي 

- سازي اندازه، دامنه اي اشاره کرد. در مسائل بهینه صفحه   ي سازي ضخامت یک سازهخرپایی و یا بهینه 

 ايِسازي سازه کند. سپس مسئله بهینه سازي تغییري نمی طراحی ثابت است و در طی فرآیند بهینه   ي

بهینه  مرزهاي  آن،  در  که  گرفت  قرار  موردتوجه  مسائل    توجه   موردي سازه  شکل  در  که  گرفت  قرار 

ي که بر  اسازه  يمانند یافتن مرزهاي بهینه   ، متنوع، شکل دامنه ثابت نیست اما توپولوژي ثابت هست

مدل مسطح  تنش  فرضیات  روش اساس  اسکلتی.  سازه  یک  اتصالات  محل  یافتن  یا  شده  هاي  سازي 

اندازه و شکل فاقد توپولوژي شروع بهینه هستند که براي جبران این ضعف، بهینه بهینه  سازي سازي 

شود،   توپولوژي  گرفته  نظر  در  به   باید  ویژگی   طورکه  یافتن  آن  در  هدف  مانند معمول  تعداد    هایی 

قرارگیري آنسوراخ و محل  بهینه ها  است.  می ها  را  توپولوژي  به سازي  توسعه توان  هاي  ي روش عنوان 

  سازي اندازه و شکل در نظر گرفت. بهینه 

سازه بهینه   توپولوژي  فوق سازي  ابزاري  زمینه اي  از  بسیاري  در  قدرتمند  مانند  العاده  طراحی  هاي 

اپتیک و مکانیک سا به این سؤال  هدف از بهینه .   [2]زه استمهندسی عمران،  سازي توپولوژي پاسخ 

منظور بهینه کردن یک تابع هدف معین تحت برخی از    دامنه براي توزیع مصالح به  است که بهترین

  است؟  قیود کدام
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  [3].سازي توپولوژيسازي شکل، (پ) بهینهسازي اندازه، (ب) بهینهبهینه   1-1شکل  

بهینه آن  در  به  که  فضایی  ابتدا  توپولوژي  میدامنه سازي  گفته  مرجع  می ي  تعریف  را  که  شود  کنیم 

سازي توپولوژي، شرایط مرزي  ي بهینهدهد. در یک مسئلهفضاي مورد نظر براي طراحی را پوشش می

ي طراحی تعریف شده  و مشخصات مصالح معلوم است و هدف حذف یا توزیع مجدد مصالح در دامنه 

بهینه   ،است توپولوژي  که  نحوي  مسئله  شده،ي حاصلبه  بهینهتابع هدف  در  ي  کند.  بهینه  را  سازي 

دامنهبهینه براي  را  مناسبی  هندسی  مدل  باید  ابتدا  در  توپولوژي  و  سازي  کنیم  انتخاب  طراحی  ي 

مرحله  در  بگیریم.  نظر  در  طراحی  متغیرهاي  براي  را  اولیه  تحلیلی  مقادیر  مدل  یک  باید  بعدي  ي 

کنیم  انتخاب  مسئله  تحلیل  براي  را  بهینه  مناسب  براي  اطلاعات لازم  و  تا  مورد حساسیت  در  سازي 

مرحله انجام  از  پس  دهد.  قرار  اختیار  در  را  طراحی  متغیر  هر  به  مربوط  قید  توابع  تحلیل،    يمقدار 

می حاصل  طراحی  متغیرهاي  براي  جدیدي  و  مقادیر  بهشود  جدید    منجر  طراحی  مدل  یک  ساخت 

مرحلهمی به  مجدداً  که  فرست  يشود  میتحلیل  نتیجه  .شود اده  و  تابع  مقادیر  مجدد  تحلیل  هاي  از 

اقناع شده  نشوحساسیت قیدهاي براي طراحی جدید حاصل می تابع هدف و قیدها  اگر  انتها  د و در 

  رسد. بودند، محاسبات به اتمام می 

 (الف)

 (ب)

 (پ)
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عددي  هاي  . انتخاب روش سازيفاز تحلیل و فاز بهینه  ؛ سازي توپولوژي در کل داراي دو فاز استبهینه

اصل از  سازه یکی  تحلیل  براي  بهینهمناسب  مسئله  در هر  مهم  استهاي  از    .سازي  تحلیل  فاز  براي 

می روش  مختلفی  معروفهاي  که  کرد  استفاده  آنتوان  که  ترین  است  اجزاءمحدود  روش    صورت به ها 

بهینه در مسائل  بهفراگیر  توپولوژي  اجزاءمحدود مدلسازي  در روش  است.  رفته  مدل    سازيکار  یک 

روش  پی  در  همواره  محققان  بنابراین  است.  دشواري  کار  دقیق  هندسه  با  که  تحلیلی  هستند  هایی 

هاي اخیر مورد توجه محققان  هایی که در سالدهند. از جمله روش   بهبود هاي قبلی را  عملکرد روش 

رد و استفاده از  سازي دقیق هندسه را دا قرار گرفته، روش تحلیلی آیزوژئومتریک است که توانایی مدل

  برجاي گذاشته است. از خود سازي توپولوژي نیز نتایج مناسبی را آن در مسائل بهینه

اخیراً روش مجموعه سطوح تراز    ؛اند معرفی شدهسازه    يتوپولوژ  يسازنهی بهفاز    براي  يادیز  يهاروش 

روش    ن یا  در.  گرفته استسازي توپولوژي است، مورد توجه محققان قرار  بهینه  يهاروش که یکی از  

.  شودیم  داده  (تابع مجموعه سطوح تراز) با بعد بالاتر نشان  یتراز صفر تابع  قیمرز دامنه طرح از طر

و  یضمن  شینما طرح  مرز  ي اد یز  ي هایژگیدامنه  گسترش  آن  در  و  هم ،  اتحفر  جاد یا  ، هادارد    به 

  شود. انجام می ی راحتو جدا شدن حفرات به دنیچسب

سازي  بنابراین در این پژوهش از روش تحلیلی آیزوژئومتریک و روش مجموعه سطوح تراز براي بهینه

می استفاده  مهمتوپولوژي صفحات خمشی  از  یکی  سیستمکنیم. صفحات خمشی  سازهترین  اي  هاي 

یت  ها حائز اهمسازي آنهستند که در کارهاي مهندسی و صنایع مدرن مختلفی کاربرد دارند و بهینه

انرژي کرنشی با    کردن   نه یکمسازي توپولوژي صفحات خمشی با هدف  بهینه  پژوهش است پس در این  

گیرد تا براي یک بارگذاري مشخص، بهترین  بررسی قرار می   در نظر گرفتن قید حجم مشخص مورد

  ترین سازه حاصل شود.  ي طراحی داشته باشیم تا سختتوزیع از مصالح را در دامنه 
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  نامهپایان هدف 2-1

پایان  این  از  بهینه هدف  براي  نامه  است.  خطی  الاستیک  حالت  در  خمشی  صفحات  توپولوژي  سازي 

- می  کاربرده به همراه توابع پایه نربز    به آیزوژئومتریک    تحلیلی   صفحات خمشی روش   ل یتحل  و  ه یتجز

بهینه براي  و  روش  شود  از  نیز  توپولوژي  می  مجموعه سازي  استفاده  تراز  تابع  شو سطوح    مجموعه د. 

شود و  آیزوژئومتریک تعریف می  ل یتحلدر    استفاده  موردسطوح تراز در فضاي پارامتري توابع پایه نربز  

از توابع پایه شعاعی درونیابی    ،در فضاي پارامتري که یک مربع واحد براي هر وصله است با استفاده 

سطوح تراز در    مجموعهآید. معادله  می  دست   به حساسیت    تحلیل گردد و بردار سرعت نرمال نیز از  می

پارامتري حل می تابع  فضاي  سپس  و  تراز    مجموعهشود  رسانیسطوح  فیزیکی    بروز  فضاي  به  شده 

نشی  سازي توپولوژي، انرژي کرگردد. در این پژوهش نیز مانند اکثر مسائل متداول در بهینه نگاشت می

- بندي مجموعه سطوح تراز در بهینهبه طور کلی فرمولشود.  با در نظر گرفتن قید حجم، حداقل می 

هاي  ها و ارائه کردن روش مناسبی براي تحلیل حساسیت در این روش از هدفسازي توپولوژي سازه

  نامه است. کلی این پایان

  نامهان یپاساختار  3-1

در    . در فصل سوم،شودبرده شده شرح داده می  کار  هاي به موضوع و روش   ي تاریخچهدر فصل دوم  

تئوري به اختصار شرح داده  هاي صفحاتابتدا  به    ؛د نشومی  خمشی  اولیه روش تحلیلی  سپس  مبانی 

الاستیک  حالت  در  خمشی  صفحات  براي  آیزوژئومتریک  تحلیلی  روش  کلی  روند  و  آیزوژئومتریک 

  سطوح تراز مرسوم و   مجموعهروش    با استفاده ازسازي  نه. در فصل چهارم، روش بهیشودپرداخته می

  به دست حساسیت براي  تحلیل سطوح تراز مبتنی بر توابع شعاعی در فضاي پارامتري و  مجموعه روش 

  که   شودد. در فصل پنجم چندین مثال عددي بررسی مینشوآوردن بردار سرعت نرمال شرح داده می

 دستبه نتایج    ،سازي صفحات خمشی براي بهینه  شده  ارائه   روش   سنجی   صحت   منظور به در مثال اول  
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  حاصل شده از این   گردد. در فصل ششم نیز نتایجموجود در ادبیات فنی، مقایسه می  يیجه با نت  آمده 

- در مسائل دیگر براي دانشجویان علاقه   شده  ارائه و همچنین پیشنهاداتی براي توسعه روش    نامهانیپا

  است. شده  ارائهسازي صفحات خمشی بهینه ي مند در زمینه
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  موضوع ي تاریخچه 1-2

  کارهاي   هاي مختلفی در اي هستند که به صورتسازه   هايسیستم   ترینمهم   از   یکی  خمشی  صفحات

مدرن   صنایع  و  می  استفاده  موردمهندسی  تجز  گیرند قرار  حائز   هاآن   سازيبهینه و    ل یتحل  و   ه یکه 

بهینهمی   تیاهم زمینه باشد.  از  یکی  توپولوژي،  بهینه سازي  موردهاي  که  است  محققین    سازي  توجه 

و در دهه  قرار گرفت است  پیشرفتبسیاري  داراي  اخیر  بهینههاي چشهاي  است.  بوده  سازي  مگیري 

سازي شکل نیز بیان کنیم. اساس یافتن توپولوژي بهینه براي  یافته بهینه   توانیم تعمیم توپولوژي را می 

بهینه  تارتار  1979و در سال     [4]توسط کی و همکارانش  1973در سال    ،ي مصالحتابع    [5]توسط 

ارائه    1ي سازهمگنخود را در مورد روش    ي مقاله   [6] بندسو و کیکوچی  1988مطرح گردید. در سال  

از  و  توپولوژي آن براي بهینه   دادند  شود که  فرض می  شده  ارائهدر روش    .کردند   سازه استفاده   سازي 

با حفرهوسط مادهدامنه طراحی ت به دنبال  است و بهینه  شدهل یتشکهاي کوچک  اي  سازي توپولوژي 

سازي به  ، است. روش همگنشده  لیتشکمطلوب محیط متخلخلِ    اقناع تابع هدف براي یافتن تخلخلِ

قرار گرفت و    استفاده  موردي  سازنه یبهگسترده در طراحی سازه و    صورت  به دلیل سادگی و کارآمدي،  

سازي  روش همگن  حال  ن یا  باسازي توپولوژي تبدیل شد.  هاي اصلی براي بهینه به یکی از روش   سریعاً

از   نداشته باشد و  در مدل   ي هدف هاتابع ممکن است براي برخی  انتظار را  نتایج مورد  سازي ریاضی، 

قابل ساخت   که سازه را غیر  کند نهایت کوچک در داخل مصالح تولید می هاي با منافذ بی اغلب طرح

روش می  انواع  از  تعدادي  بنابراین  همگنکند.  چگالی هاي  به  جریمه  اعمال  با  براي  سازي  میانی  هاي 

روش ماده   ،[7]بندسو   1989ی قرار گرفتند. در سال  بررس   مورد سازي  پرداختن به مشکل روش همگن

ارائه داد که به   2وتروپیک جامد با جریمهایز شده   سازي توپولوژي استفادهصورت گسترده در بهینه را 

داراي تانسور    مصالح،شود که  دهد و فرض میي با چگالی میانی را نمایش نمیهالماناِاست. این روش  

ي  ، که در کل دامنه eمصالح  و ایزوتروپ و الاستیک هستند. در این روش چگالی    0Eسختی ثابت

 
1 Homogenization Method 
2 SIMP: Solid Isotropic Method with Penalization 
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آوردن یکی از    به دست شود. سپس براي  تابع طراحی در نظر گرفته می  عنوان  بهطراحی ثابت است  

)0  مقادیر صفر و یک، تانسور سختی توسط  ) p
e eE E    کهp  شود.  ضریب جریمه است، جریمه می

سازي، بهینه شده است که براي    ارائه   [8] نیز توسط ژي و استیون  1سازي تکاملی سازه بعداً روش بهینه 

نواحی مختلف داراي چگالی تقسیم می  به  یکنواخت    صورتبه ي طرح، تنش  کند و در دامنه سازه را 

می به فرض  را  کم  تنش  داراي  نواحی  روش  این  پیشود.  می صورت  به  درپی حذف  همچنین  و  کند 

توپولوژي حاصل  2حساسیت  تحلیل  از مسائل،  ندارد. در بعضی  ب  نیازي  این روش  از  توپولوژي  شده  ه 

ها کند و  توانایی به وجود آوردن آن ها را حذف می شود. این روش در هر مرحله اِلمان بهینه همگرا نمی

نامند. با توجه به  نیز می   3بنابراین این روش را کشتن سخت  ،ندارد  را  سازيهاي بعدي بهینه در مرحله 

  سازي به تابع هدف اثر ارد در طی بهینه سازي امکان دشده در ابتداي بهینه   هاي حذف که چگالی این

همکارانش و  کوئرین  باشند،  بهینه  [9] گذار  دو روش  تکاملی  آن    4طرفه   سازي  در  که  کردند  ارائه  را 

  شوند. طور کامل حذف نمیها به اِلمان

توجه    مورد  گسترده   صورتبه   خمشی  صفحات  ي بهینه  توپولوژي   یافتن   يمسئله   1970  سال  واخر اَ  در

  سازي بهینه   براي  هاروش   سایر  و  سازيهمگن  روش   ایجاد   سبب  اولیه  نتایج  که   ،گرفت  قرار  محققان

خمشی  اُلهوف [10]گردید   صفحات  و  چِنگ  تحت  بهینه   ي مسئله   [11].  خمشی  صفحات  سازي 

با روش معیار بهینه و تفاضل محدود،   را  بِ  قرار   مطالعه   مورد بارگذاري یکنواخت  از     [12]دسوندادند. 

روش    [14-13]  رد. سوزوکی و کیکوچی ک  استفاده سازي صفحات خمشی  سازي در بهینه روش همگن

بهینه سازهمگن براي  را  بهي  خمشی  صفحات  آن   کارسازي  محاسبه بردند.  براي  را  روشی  ي  ها 

  اي که از الاستیک دو شده  ي خمشی همگن با استفاده از خصوصیات همگنصفحهخصوصیات سختی  

صورت مستقیم  سازي را به همگن  روش نیز     [15]گیري شده بود، ارائه دادند. سوتو و دیازبعدي مشتق 

معادله صفحه به  مدل ي  کردند.  اعمال  خمشی  بري  مبتنی  میندلین هاي  خمشی  صفحات  - تئوري 

 
1 ESO: Evolutionary Structural Optimization 
2 Sensitivity analysis 
3 Hard kill 
4 BESO: Bi-directional Evolutionary Structural Optimization 
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[15] ، سوتو و دیاز[17] ، تِنِک و هاگیوارا[13] ، سوزوکی و کیکوچی[16] ط بورژت و تاپیروتوس   1ریسنر

و همکارانش  دیاز  بِلبلیدیا و همکارانش   [18]و  از روش همگن   [19]مطالعه شده است.  با  نیز  سازي 

براي   توپولوژي  ینه بهاعمال جریمه  میندلینصفحسازي  و شرایط    ریسنر-ات  متمرکز  بارگذاري  تحت 

مختلف توپولوژي  مرزي  و  کردند  قید    هدف  با بهینه    هاي استفاده  تحت  کرنشی  انرژي  کردن  کمینه 

براي   را  با  هاصفحه حجم  کردند هامدل یی  ارائه  لایه،  سه  و  لایه  تک  تحلیلی    و   کیتایاما.  ي 

  ارائه   خمشی  صفحات  توپولوژي   سازيبهینه   براي   را   2مطابق   نگاشت  سازيبهینه   روش   [20] همکارانش

با   تنش  قید   تحت  را  خمشی  صفحات  توپولوژي  سازيبهینه   [21]همکارانش  و  گو  .دند دا خمشی 

  الِمان   از  استفاده   با  ي خمشیصفحه  که   دادند   قرار   مطالعه   مورد   سازي با اعمال جریمه، تکنیک همگن

هندسه    بینی  پیش  روش   یک  [22] همکارانش  و   ژانگ.  سازي شده است، گسسته3کیرشهف مجزا   مثلث

 سازي بهینه   [23]همکارانش  و  چن  کردند و تیان  ارائه  خمشی  صفحات  توپولوژي   سازيهینه ب  براي  را

 4متحرك  اجزاء روش  از  استفاده با را خمشی با تابع هدف انرژي کرنشی با قید حجم حاتصف توپولوژي

کیرشهف  و  صفحه  هايالِمان  بر  مبتنی همکارانش  قرار  مطالعه  مورد  تئوري  و  ناکازاوا    [24]دادند. 

با عد بهینه متمرکز  بار  تحت  میندلین  توپولوژي صفحات خمشی  بار،  سازي  موقعیت  از  اطمینان    با م 

تراز،    هدف از روش مجموعه سطوح  استفاده  با  را  قید حجم  تحت  کرنشی  انرژي  کردن    مورد کمینه 

  . دادند  قرار ی بررس 

روش  از  دیگر  بهینه یکی  فرمولهاي  توسط  که  است  تراز  سطوح  مجموعه  روش  ریاضی  سازي  هاي 

مرزهاي طراحی سازه را به سمت مرزهاي بهینه    5ژاکوبی - همیلتونیافته است که با حل معادله   توسعه

  صورتبه   توپولوژي   سازيبهینه   يدر زمینه   تراز  سطوح  مجموعه  روش   اخیر  هايسال  دهد. درسوق می 

  در [25] ستیان  و   اُشر  توسط   ابتدا  در  تراز  سطوح  مجموعه   روش   شده است.  برده   کاربه   مؤثر و گسترده

 
1 Mindlin-Rissner 
2 Conformal mapping 
3 discrete Kirchhoff triangular (DKT) element 
4 MMC: moving morphable component 
5 Hamilton-Jacobi equation 
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  حرکت   تحلیل   و   محاسبه   براي   قدرتمند   و  پایدار  بسیار  روشی  که  گردید   معرفی  و   ابداع  1988  سال

  شدن  جدا  هم  از   تیز،   هايگوشه   تواند می   که  طوريبه .  است  عديبُ  سه   و  عدي بُ  دو   هايحالت   در  مرزها

نی  در بین اولین محققا [26] ویگمن و ستیان. دهد  نمایش راحتیبه  را هاآن شدن وصل هم به یا مرزها

تراز   سطوح  مجموعه  روش  که  ستیان  شده  ارائه بودند  و  اُشر  براي     [25]توسط    آوردن   دستبه را 

حساسیت   تحلیلي استفاده از  جابه توسعه دادند و  ،  1ي اویلري ثابت مرزهاي آزاد سازه در یک شبکه

الاستیک    يو در زمینه  بردند   کاربهاي  را براي بهبود صلبیت سازه  2میسز  کلاسیک، تنش معادل فون

فازي از    ي دوسازنه یبه  [27] اُشر و سانتوزا  . استفاده کردند   3ور از روش مرزهاي غوطه  ، عديبُ  خطی دو

.  دادند   قرار   مطالعه   مورد یک مدل غشائی را با استفاده از یک معادله دیفرانسیل جزئی خطی اسکالر،  

کند، تعریف شد و  ي طراحی را اشغال می که یک دامنه  جزءمرز بین دو    عنوانبه مرز آزاد    هادر کار آن

حساسیت   تحلیلگرفتن زمینه خطی یا غیرخطی الاستیک با   در نظر روش مجموعه سطوح تراز، بدون  

همکارانش و  وانگ  شد.  ترکیب  را     [28]شکل  به    نظر  ازبردار سرعت  متغیر  حساسیت  و  مرز  شکل 

اي و روش مجموعه سطوح تراز تعیین کردند. بعداً روش  سازي توپولوژي سازهبین بهینه  يعنوان پیوند 

بهینه فرآیند  در  شکل  متغیرهاي  ترکیب  براي  تراز  سطوح  سازهمجموعه  توپولوژي  بیشتر  سازي  اي 

- سازي توپولوژي سازهروش مجموعه سطوح تراز را براي بهینه  [29]الاَیر و همکارانش .توسعه داده شد 

حساسیت شکل کلاسیک حاصل   تحلیل سازي، از  اي ارائه دادند که سرعت پیشرونده طی فرآیند بهینه

همیلتونمی معادله  حل  با  پیشروي  و  می -شود  صورت  شدید  ژاکوبی  تغییرات  به  همچنین  و  گیرد 

بهینه فرآیند  طی  در  است.توپولوژي  شده  داده  اجازه  و   و    [28]همکارانش  و  وانگ   سازي    اَلایر 

  براي   تراز  سطوح  مجموعه   روش   که   کردند   پیشنهاد  عددي  هايمثال  ارائه  با   [29]همکارانش

- روش   ماده،  چند   طراحی  يدامنه  در  است.  پذیري  انعطاف  هايپتانسیل  داراي   توپولوژي   سازيبهینه 

 
1 Fixed Eulerian mesh  
2 Von-mises equivalent stress 
3 Immersed interface method 
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تراز   هاي سطوح    حل   براي   "1رنگی  سطوح   مجموعه "  روش   یک عنوان  به   [30] در  مرسوم  مجموعه 

تابع ضمنی براي نمایش   پیدا کردند   توسعه   توپولوژي سازه  و  شکل  سازيمسائل بهینه که یک بردار 

یک روش نیمه لاگرانژي     [31]است. اخیراً شی و همکارانش  شده  استفاده مؤثرتر فازهاي مختلف ماده  

مجموعه سطوح    در روش   ژاکوبی-همیلتون  ي معادله   سازي شکل و توپولوژي ارائه دادند.را براي بهینه

توجه    قابل   یی جو  صرفه   که براي   شد   گزارش   و   شد   حل   شرط   و   د یقی ب   لاگرانژي  نیمه   طرح   یک   راز با ت

از    [32]وانگ  و  وانگ  .شود  استفاده  تواند ی م  بزرگتري  زمانی   گام  اندازه   محاسبات،  زمان   در   استفاده 

ی  بررس   موردمجموعه سطوح تراز را    بر   مبتنی  ايسازه  توپولوژي  يسازنه ی به  براي  شعاعی را  پایه  توابع

ازآن  .قرار دادند    نتایج  ضمنی استفاده کردند و   تابع  تعریف  براي   2هاي مولتی کوادریک اسپلاینبی  ها 

با آوردند   به دسترا    جالبی روش مجموعه    بر   یمبنسازي  مورد بهینه  در  کاملی  تحقیقات  ،حال  نیا  . 

پایه شعاعی با توابع  انجام    3سطوح تراز    نسبتاً   محدودیتِ  بدون  توپولوژي  سازيبهینه  ندادند و تنهارا 

ی  بررس   مورد   متغیر،  لاگرانژ   ضریب   با  سازي توپولوژي مقید بهینه  جايبه  ثابت، لاگرانژ  ضریب   با  ساده

   قرار گرفت.

  نیاز   و  دهند می  ارائه   را  مرزها  از  هندسی واضحی  توصیف  سطوح تراز،  مجموعه  هايروش   ی،کل  طوربه 

در [29]است  ساده  بعديسه  مسائل  به  هاآن  بسط   و  دارند   اي ساده  نسبتاً  يسازاده یپ  به   در   عمل،  . 

مدلِ    از  استفاده  مرسوم   مجموعهیک  تراز    که   داشت  توجه  باید   توپولوژي،   سازيبهینه  براي   سطوح 

  5توسعه   هايسرعت  ،4بالادست   طرح  مناسب  انتخاب  مستلزم   ،مرسوم  سطوح تراز  مجموعه  روش   اعمال

اي براي حل معادله دیفرانسیل  هاي پیچیدهاست، که به روش   6مجدد اولیه   هاي مقداردهیالگوریتم  و

دارد نیاز  معادله  [32]جزئی  اعمال  اصل  در  اگر.  است،  دشوار  نسبتاً  جزئی  دیفرانسیل    برخی   چه   ي 

 
1 Color level set 
2 Multi-quadric 
3 Radial basis functions 
4 Upwind scheme 
5 Extension velocities 
6 reinitialization algorithms 
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مانند:  هايروش    هاي روش   و  [35]1سریع   پیشروي  هايروش   ،33]-[34 بالادستی  هايطرح  قدرتمند 

  در   سازيحفره  مکانیزم  هیچ  این،  بر   علاوه  هستند.   دسترس   در  [36]2محلی سریع   مجموعه سطوح تراز 

  ي ها حدس   به  نهایی  طراحی  گردد کهسبب می  ندارد. این امر  وجود  مرسوم  سطوح ترازمجموعه    روش 

دامنه وابستگیاولیه  طراحی  باشد   زیادي  ي   محاسبات  عددي  ملاحظات  رو،  این  از  . [29]داشته 

براي  روش   مزایاي  گسسته، مرسوم  تراز  سطوح  سازه  سازيبهینه  مجموعه  شدت به را    اي توپولوژي 

فرمولهاروش  بنابراین .کند ی م   محدود  و  ي  وانگ  یافتند.  توسعه  تراز  سطوح  مجموعه  تابع  بندي 

- براي اولین بار از توابع پایه شعاعی براي تقریب تابع مجموعه سطوح تراز براي بهینه   [37]همکارانش

ژاکوبی را  -ها با این کار معادله دیفرانسیل جزئی همیلتونسازي توپولوژي و شکل استفاده کردند. آن

وابسته به زمان را به مسئله نسبتاً ساده    و مسئله اصلی مقدار اولیه 3به یک سیستم معادله ساده ریاضی

حساسیت   تحلیلدرونیابی وابسته به زمان تبدیل کردند و سرعت نرمال را از روش تندترین شیب و  

آن  دستبه مرسوم  آوردند.  تراز  سطوح  مجموعه  روش  با  مقایسه  در  روش  این  که  گرفتند  نتیجه  ها 

هاي جدید در  به دلیل قابلیت در ایجاد حفرهداراي دقت و سرعت همگرایی بیشتري است و همچنین  

به   مصالح  دامنه  همکارانشهاطرح داخل  و  وانگ  نیست.  وابسته  اولیه  بهینه   [38]ي  سازي  براي 

خطی کارآمدي    88توپولوژي با استفاده از روش مجموعه سطوح تراز بر مبناي توابع پایه شعاعی، کد  

  مجموعه   ولوژي تابع ي توپسازنه یبهبراي   نیز   [39]همکارانش  و  را براي برنامه متلب ارائه دادند و چن

از با استفاده  تراز را    بنديفرمول   یکنواخت،  يشبکه   روي یک  بر  متغیره  چند   هاياسپلاینبی  سطوح 

   کردند.

و    گردیده  ارائه  مهندسی  مسائل  تحلیلِ   براي  مختلفی  هايروش   گذشته   هايدهه   در که مشهورترین 

  با  مسائل  دقیق  شکل  ایجاد  در  اجزاءمحدود  روش   .استاجزاءمحدود    روش   هاآن   پرکاربردترین 

  داراي   سازيبهینه   مسائل   از   برخی   در   هااِلمان  ي شبکه  مکرر   تولید   در   همچنین  و   پیچیده   هايهندسه

 
1 Fast marching methods 
2 Fast local level set methods 
3 Ordinary differential equation. 



 

16 

 

  که .  شد   معرفی    [40]همکارانش  و   هیوز  توسط   2005ابتدا در سال    آیزوژئومتریک  روش .  است  ضعف

  ، )نربز(  غیریکنواخت  نسبی   پایه  توابع   معمولاً پایه،  توابع  از  که  است  این  م روش آنمفهو  يپایه  و  اساس 

  توابع   عنوانبه   مستقیم  طوربه   ،دهند می   نمایش  و  کنند می   سازيمدل  دقیق  طوربه   را   هندسه  که 

 مانند   ییهاویژگی   به اجزاءمحدود    روش   با  مقایسه  در   .شودمی   استفاده  مختلف  مجهولات  براي  ابینودر

. یافت  دست   توانمی   ، آیزوژئومتریک  روش   زیاد  قدرت محاسباتی  و  هندسی، دقت   اشکال  دقیق   نمایش

  و  ه ی تجز  فرآیند   ل طو  در   را   هندسه   که   است  این اجزاءمحدود    روش   به   نسبت   آن   هايمزیت   از   یکی

  هاي پیشرفت   و   رایانه   کمک   به   طراحی   هاي اورياز فنّ  استفاده   را  روش   این  اساس   کند.می   برقرار   ل یتحل

خمشی،  تحلیل آیزوژئومتریک صفحات  يدر زمینه  .دهد می   تشکیل  ايرایانه   گرافیک  زمینه  در  اخیر

تحلیل گسسته  براي  را   آیزوژئومتریک  روش    [41]همکارانش  و   ویگا  بیرائودا و  صفحات    مسائل  سازي 

  بر   آیزوژئومتریک  بنديفرمول [42] نگوین  و  تاي   هوانگ  .دادند   قرار  یبررس   مورد،  خمش  تحت  خمشی

  و   دینامیکی   و   استاتیکی   تحلیلبراي    1برش   شکل   تغییر  سوم  مرتبه  تئوري  از   استفاده  با  را   نربز   مبناي

 روش  [43] همکارانش  و  لی  کانگ  ژین  دادند،  ارائه  2ايورقه   کامپوزیت  خمشی  صفحات  خمش  پاسخ

  سوم   مرتبه   تئوري  مبناي   بر  تیرها  و  خمش  صفحات   تجزیه و تحلیل   براي  را  نربز   پایه   بر   آیزوژئومتریک 

  روش   در   که   دارد   نیاز   1Cپیوستگی  به   سوم  مرتبه   تئوري .  دادند   توسعه  را  برشی  شکل   تغییر

ازآن  بنابراین  شود؛ نمی   حاصل  آسانی  به   محدود ءاجزا پایه    ها    براي   آیزوژئومتریک   روش   و   نربز توابع 

  کمانش   و   آزاد   ارتعاش    [44]کیم  و  لی   جین  سانگ .  کردند   استفاده   نظر   مورد   پیوستگی  به  یابیدست

  با   را  صفحه  لماناِ  و  کردند   مطالعه   وژئومتریکآیز   روش   استفاده از  بارا    خمشی ضخیم  صفحات  خطی

  کمانش   شرایط   و   آزاد   ارتعاش   تحت  ايصفحه   هايسازه   رفتار  براي   آیزوژئومتریک  مفاهیم  از   استفاده

 ، [47]جفرز  و  لیو  ، [46]همکارانش  و  ویگا  بیرائودا  ، [45]همکارانش  و   ین.  دادند   توسعه  خطی،

آیزوژئومتریک     [48]همکارانش  و  عبدالمعتی تحلیلی  روش  با  را  خمشی  صفحات  ی  بررس   موردنیز 

  . قراردادند 

 
1 TSDT: Third Shear Deformation Theory 
2 laminated composite 
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سازي به روش  بندي مسئله بهینهروش تحلیلی آیزوژئومتریک را براي فرمول   [49]وانگ و همکارانش

صفح براي  تراز  سطوح  جهانگیري  اتمجموعه  کردند.  اعمال  مسطح    براي    [50]توکلی  و   تنش 

  و   کردند   استفاده   نربز  پایه   توابع   و  تحلیلی آیزوژئومتریک  روش   تراز از  سطوح   مجموعه   تابع  بنديفرمول 

تحلیلی   از   استفاده  که   دادند   نشان روش   روش  با  مقایسه  در    دقت   داراي   اجزاءمحدود  آیزوژئومتریک 

  هاي توپولوژي   در  تراز  سطح  مجموعه   تابع   شود که می   سبب   نربز  پایه  توابع  از   و استفاده  است   بیشتري

بهینه   هموارتري  مرزهاي   داراي  آمده  دستبه  تحلیلی  صفحه  شکلِ  سازيِباشد.  روش  به  خمشی  ي 

و     [53]، حسنی و همکارانش [52]، وال و همکارانش [51]آیزوژئومتریک نیز توسط چو و همکارانش

توسط   همکارانش  زاده   نیاماخیراً  الاستو   [54]و  حالت  در  صفحات خمشی   ی بررس پلاستیک  -براي 

  است. شده

همان پیشین  تحقیقات  بدر  که  گردید  طور  خمشیبهینهیان  صفحات  توپولوژي  روش   سازي  هاي  با 

روش تحلیلی  ه همراه  سازي با اعمال جریمه و روش مجموعه سطوح تراز مرسوم ب همگن  : روش مانند 

است.  مطالعه اجزاءمحدود مورد   گرفته  توپولوژي صفحات خمشیبهینه  ولی   قرار  از    سازي  استفاده  با 

و    بررسیمورد    شعاعی   بر مبناي توابع پایه  جموعه سطوح تراز روش تحلیلی آیزوژئومتریک و روش م

ي  دامنه  يشود که هندسهاستفاده از روش تحلیلی آیزوژئومتریک سبب می.  قرار نگرفته است  مطالعه 

دقیق مدل اجزاءمحدود    سازي طراحی  به روش  نسبت  و دقت تحلیل  بهینهشود  یابد. روش  - افزایش 

هاي  شود که شکلسطوح تراز بر مبناي توابع پایه شعاعی سبب می  همجموعسازي با استفاده از روش  

بهینه داراي مرزهاي    هايد و توپولوژيني طراحی وابسته نباش هاي اولیه دامنهنهایی به طرح  ي بهینه

آیزوژئومتریک که تابع    سطوح تراز بر مبناي   ه د. بنابراین در این پایان نامه روش مجموعنهموارتري باش 

گیرد و  شود، مورد مطالعه قرار می بندي میتوابع پایه شعاعی فرمول  با استفاده از سطوح تراز    هعمجمو

 گردد. ارائه می از این روش  نتایج حاصل شده

  

  



 

18 

 

  

  

  

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 

19 

 

  

�ح��ل آ�وژ�و��ریک ��حات ���ی :  
  

  



 

20 

 

  مقدمه  1-3

تواند جایگزینی مناسب براي سایر  هاي عددي است که می آیزوژئومتریک یکی از روش   ی روش تحلیل

روش  روش  مانند  روش   اجزاءمحدودها  این  اساس  و  پایه  فنّاوري   ،باشد.  از  رایانه استفاده  و  هاي  اي 

رایانه پیشرفت گرافیک  زمینه  براي  هاي  نربز  پایه  توابع  از  آیزوژئومتریک  تحلیلی  روش  در  است.  اي 

شود. مزیت روش  سازي دقیق هندسه و از همان توابع پایه براي درونیابی مجهولات استفاده می دلم

هاي مکرر نیازي ندارد. از  کند و به مش بندي ي دقیقی ایجاد می آیزوژئومتریک این است که  هندسه

ابتدا   حدوداجزاءمروش  این است که در اجزاءمحدودآیزوژئومتریک و  هاي تحلیلیهاي بین روش تفاوت 

شود  سازي می ها هندسه مدلشوند و سپس با استفاده از آن مجهولات توسط توابع پایه تقریب زده می 

هندسه ابتدا  آیزوژئومتریک  روش  در  مدل   يدامنه   يولی  پایه  توابع  توسط  می طراحی  و  سازي  شود 

می  استفاده  مجهولات  تقریب  براي  پایه  توابع  همان  از  فصل سپس  این  در  تئوري  شود.  هاي  ابتدا 

  به مبانی پایه روش تحلیلی آیزوژئومتریک و   شوند و سپسصفحات خمشی به اختصار شرح داده می

گرفتن    ک یزوژئومتریآتحلیل   نظر  در  با  خمشی  خطی صفحات  الاستیک  صفحات    حالت  تئوري  و 

    شود.، پرداخته می میندلین

  هاي صفحات خمشی مروري بر تئوري  2-3

  مقدمه 1-2-3

خمشیصفحه  الِمان    ، ي  بزرگ   که  است   ياسازه یک  آن  ضخامت  با  مقایسه  در  آن  و    ابعاد  است 

شود.  ایجاد می  در آن   خمشی نیز  شکلرییتغعلاوه بر کشش،    ،گیردقرار می  ییارهابتحت     کهیهنگام

کوچک دهم  یک  از  صفحه  ضخامت  موارد  اکثر  بُدر  بزرگترین  صفحه  دلیل  عد  به  اغلب  نیست.  تر 

باشد  الاستیسیته نیاز نمی  يعد بُ  سه سازي با استفاده از معادلات  به مدل  ،صفحه کوچک بودن ضخامت  



 

21 

 

عدي را توسعه  بُ   دو  يصفحات خمشی ساده  يهاه ینظرتوان  خمشی می  اتو براي مطالعه رفتار صفح

تئوري دو  کلی  حالت  در  خمشی    داد.  صفحات  تحلیل  می  استفاده   موردبراي  تئوري  گیردقرار   ،

تئوري    1خمشی ي  کلاسیک صفحه اول صفحه   شکل رییتغو  ي خمشی. تئوري کلاسیک  برشی مرتبه 

اویلر  افتهیتوسعه  تیر  تئوري صفح  2برنولی - تئوري  نام  با  بیشتر  و  شناخته   اتاست  کیرشهف  خمشی 

تئوري  می صفحه   شکل   ر ییتغشود.  اول  مرتبه  خمشی،  برشی  تیموشنکو    افته یتوسعه ي  تیر  تئوري 

مختصراً    شده  ذکرهاي  تئوري  ادامهگویند. در  خمشی میندلین نیز می  اتو به آن تئوري صفح  است3

  شوند. شرح داده می

  خمشیتئوري کلاسیک صفحات  2-2-3

اویلر تیر  تئوري  صفحه- توسعه  به  خمشیبرنولی  صفحه  عنوانبه   ، ي  کلاسیک  یا  تئوري  خمشی  ي 

- هجاب  دان یم  ،خمشی  ي صفحه  کیکلاس  تئوري  در  شود.خمشی شناخته می يتئوري کیرشهف صفحه

   :[55] ) 1-3ست (شکلا ریز فرضیه است که شامل سه یه کیرشهف بر اساس فرض ییجا

 مانند.نیز مستقیم باقی می شکلریی تغخطوط مستقیم عمود بر سطح میانی بعد از  -١

  کند.تغییر نمی  ،شکلرییتغضخامت صفحه خمشی در طول  -٢

 مانند.نیز نرمال باقی می شکل رییتغخطوط نرمال بر سطح میانی بعد از  -٣

)ی لیمستط   کارتزین. مختصات  د یریرا در نظر بگ   کنواختی  ضخامت  با  ياصفحه  , , )x y z   با صفحهxy 

صفحه   منطبق مختصات  ي خمشیصفحه   ی انیم  يبا  بالا   zو  به سمت  می مثبت  نظر  در  .  گیریمرا 

کن )  که   یم فرض  , , )u v w  امتداد مختصات   ک ی  يهایی جاهجابکل    ي دهنده نشان در  )نقطه  , , )x y z  

)ت یموقع  در  که   ماده  از  نقطه  کیاست.   , , )x y z  بدون   ي ، در صفحهقرار دارد  شکلرییتغ  در صفحه 

 
1 CPT: Classical Plate Theory 
2 Euler-Bernoulli beam 
3 Timoshenko beam 
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)  ت یبه موقع  افتهی  شکلرییتغ , , )x u y v z w     بر    2و    1  هايفرضیه .کند ی محرکت   ن یادلالت 

  . مستقل است zاز   w بنابراین صفر است zzکرنش نرمال در راستاي ضخامت  دارد که 

)3-1 (                                                                                                   0zz

w

z



 


                                                                                                       

  
  . [55]  تئوري کلاسیک  دریافته    شکلرییتغنیافته و    شکلرییتغي خمشی  قسمتی از صفحه   1- 3شکل  

  بنابراین:  .شودهاي برشی عرضی میصفر شدن کرنش سبب  3فرضیه 

)3-2 (                                                                                             0xz

u w

z x


 
  

 
 

)3-3 (                                                                                             0yz

v w

z y


 
  

 
 

  بنابراین :

)3-4 (                                                                              0( , , ) ( , )
w

u x y z z u x y
x


  



)3-5 (                                                                              0( , , ) ( , )
w

v x y z z v x y
y


  


                                                                             

که    مکانرییتغهستند. بنابراین بردار    vو   uبه ترتیب بیانگر مقادیر اولیه براي    0vو    0u  ها در آن  که 

  : شودزیر بیان می صورتبه کند فرضیات را اقناع می
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)3-6 (                                                                           

0

0

0

( , , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )

w
u x y z t u x y t z

x

w
v x y z t v x y t z

y

w x y z t w x y t


 




 





   

)که   , , )u v w    موقعیت   مکانرییتغ بردار با  نقطه  )  یک  , , )x y z  راستا امتداد  )هايدر  , , )x y z   و

0 0 0( , , )u v w    یک نقطه بر روي صفحه میانی  مکانر ییتغبیانگر  ( , , 0)x y  در زمانt هستند. کرنش -

  شوند:زیر تعریف می  صورتبه ) wمکانرییتغهاي خمشی (بر طبق  

)3-7 (                                                             

2

2

2

2

2

, 0

2

2

xx

xx zz xz yz

xy

w

x

w

y

w

x y



   



 
 

  
    

      
   

   
 

   

   

     مرتبه اول یبرش شکلریی تغ يتئور  3-2-3

و با نام    استتئوري تیر تیموشنکو    افتهی  توسعهي خمشی،  برشی مرتبه اول صفحه  شکلرییتغتئوري  

می شناخته  نیز  میندلین  خمشی  صفحات  به  تئوري  میندلین  خمشی  صفحات  تئوري  در  شود. 

داده  تغییرشکل اجازه  برشی  صفحات    شود ی مهاي  کلاسیک  تئوري  براي  جایگزین  روش  یک  که 

برشی مرتبه اول در    شکلرییتغکند. تفاوت اصلی بین تئوري کلاسیک و تئوري  یرشهف پیشنهاد میک

  هاي مهم تئوري میندلین فرضیه  .[56]  هاي برشی بر روي رفتار صفحات خمشی استتأثیر تغییرشکل

   باشند:صورت زیر میبه

 صفحه کوچک هستند. ضخامت باها در مقایسه تغییرمکان . ١

 تنش نرمال بر سطح میانی صفحه ناچیز است.  . ٢

مانند ولی بعد از تغییرشکل لزوماً  به سطح میانی بعد از تغییرشکل مستقیم باقی می  هانرمال . ٣

     نرمال بر سطح میانی نیستند.
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  است. شده  داده ) نشان 3-2میندلین رایج در شکل ( ي یک صفحه

  

  
  

شکل  ي تغییرشکل نیافته و تغییر، (ب) قسمتی از صفحه [56]ي خمشی میندلین  (الف) صفحه  2- 3شکل  

   [55].یافته

  شوند : زیر بیان می صورتبه  مکانر ییتغ هاي بردار مؤلفه

)3-8 (                                                                                                , ,
T

x yu w                                                                                                  

آن در  به صفحه  جانبی صفحه  مکانرییتغ wکه  نرمال  که  و    xyي خمشی  به    yو    xاست  نیز 

  شوند : زیر تعریف می صورتبه هستند که  yzو  xzهاي هاي نرمال بر صفحهترتیب چرخش

 (الف)

 (ب)
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)3-9 (                                                                                                   
x x

y y

w

x

w

y

 

 


 




 



                                                                                                  

ر  شوند برابر صفر در نظکه در زیر تعریف می  yو    x  هاي برشیدر تئوري صفحات میندلین، کرنش

 شوند.گرفته می

  گردند : زیر تعریف می صورتبه ها کرنش

)3-10(                                                                                       [ , , , , ]T
x y xy x yr r r                                                                                      

  شوند : زیر تعریف می  صورتبه ها که در آن کرنش

)3-11(                                                                                         

( )

x
x

y

x

y x
xy

r
x

r
y

r
x y





 


 




 



 
  

 

                                                                                       

  شوند : زیر تعریف می صورتبه هاي برشی نیز و کرنش

)3-12(                                                                                               

( )

( )

x x

y y

w

x

w

y
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  شوند:تعریف می  صورت زیرهاي مجازي بههاي مجازي و کرنشتغییرمکان

)3-13(                                                                                         [ , , ]T
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     
  

  ها را محاسبه کرد: توان تنشي زیر میبا توجه به رابطه

)3-15(                                                                                                        D     

  شوند: زیر تعریف می صورتبه ها که در آن تنش

)3-16(                                                                              [ , , , , ]T
x y xy x yM M M Q Q   
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هاي هاي برش در صفحهنیرو yQو   xQلنگر پیچشی است و   xyMهاي خمشی و  لنگر yMو xMکه 

xz   وyz .هستند  

با  براي خمشی  الاستسیسته    ، ایزوتروپیک  کیالاستمصالح    صفحات  زیر    صورتبه نیز    Dماتریس 

  گردد : می  عریفت

)3-17(                     
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D                     

ي  ترتیب ضخامت، مدول الاستیسیته، مدول برشی و ضریب پواسون صفحهبه  t،E،G ،که در آن  

  نیز بیانگر ضریب اصلاح برش است.  1.2خمشی هستند. عدد 

  مبانی پایه آیزوژئومتریک   3-3

  دو   اِلمان به   یک.  دارد  وجود  اِلمان  یک   براي  مفهوم   یک  و   مفهوم براي شبکه  یک  اجزاءمحدود   روش   در

 معمولاً  هااِلمان.  فیزیکی  فضاي  در  یکی  و  1مادر   اِلمان  فضاي   در   یکی.  شودمی   داده  نمایش  صورت

  در   هاگره   در  پایه  توابع  مقادیر  عنوانبه   آزادي  درجات  و  گردند معرفی می   ايگره   نقاط  مختصات  توسط 

  مثبت   مقادیر   داراي  است   ممکن  و   هستند   ابینودر   معمولاً   اجزاءمحدود   پایه  توابع .  شوند می   گرفته   نظر

در  .  شوند می   بیان  شکل  درونیاب براي توابع   توابع   عنوانبه   اغلب  اجزاءمحدود   پایه  توابع.  باشند   منفی  و

تئوري  .  باشندنمی   درونیاب  معمولاً  پایه  توابع)  نربز(  غیریکنواخت  نسبی  هاياسپلاینبی  توابع  نربز  در 

عبارت   دارد  وجود   شبکه  براي  مفهوم  دو شبکهکه  از    ي شبکه.  3فیزیکی  يشبکه   و  2کنترلی   ياند 

  ي است؛ شبکه  کنترلی   نقاط   از   درونیابی  کنترلی   ي شبکه  و   شودمی   تعریف  کنترلی   نقاط  توسط   کنترلی 

 
1 Parent element space 
2 Control net 
3 Physical net 
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  ي شبکه. کند می   کنترل را  هندسه که است داربستی  مانند  ولی ، ندارد مطابقت واقعی   هندسه با کنترلی 

  آزادي   درجات  که   کنترلی  متغیرهاي  و  است  اجزاءمحدود  خطی  چند   هاياِلمان   يشبکه  مانند   کنترلی

  تواند می   کنترلی   ي شبکه  ، اجزاءمحدود  برخلاف  نربز  در تئوري.  اند شده  واقع  کنترلی   نقاط   در  هستند 

. ماند می   باقی   معتبر   ،مسئله   فیزیکی   هندسه  ولی  باشد؛  معکوس   حتی   باشد،  شدیدي   تغییرات   داراي 

  وصله .  باشد می   2ايگره   بازه   و   1وصله   مفهوم   دو  داراي   و   است  واقعی   يهندسه  تجزیه   فیزیکی   يشبکه

  را   مسائل  در  هاهندسه   اکثر  که  شود  گرفته  نظر   در  3دامنه   ریز  یا  بزرگ  اِلمان  یک  مانند   تواند می 

  نمایش   فیزیکی   فضاي  در   هم   و   مادر  اِلمان   فضاي  در  وصله یک  .  کرد  سازيمدل   وصله  یک   با   توانمی 

  نقطه،   عديبُ  یک  فضاي  در  هاگره   که  کرد   تجزیه  ايگره   هايبازه   به  توانمی   را   وصله  هر .  شودمی   داده 

  مرزبندي   هاگره   توسط   ايگره   هايبازه .  باشند می   صفحه   عدي،بُ سه   فضاي  در   و  خط   عدي بُ  دو   فضاي  در

ومی    داراي   پایه  توابع  .کنند می   تعریف  هستند   هموار   پایه   توابع  که  جایی  را   اِلمان  يدامنه   شوند 

pپیوستگی mC    آن  در  که  باشند میpو   ايچندجمله   درجهm بردار   در   ايگره   نقاط   تکرار   تعداد  

  بنابراین   دشومی  پرداخته  هاآن   به  که  هستند   هاییءجز  تریناي، کوچک گره   هايبازه .  هستند   4ايگره 

  . شوند  گرفته  نظر در توانند می کوچک هاياِلمان عنوانبه 

کند و  صورت ویژه مشخص می وصله یکی از مفاهیم مهم در نربز است که هر گره را به   5فضاي شاخص

را متمایز می گره  دارند  از یک  بیشتر  را که تکرار  بیان هایی  از مفاهیم  تصویر شماتیک  شده در    کند. 

است. خلاصه   ارائه   3-3شکل   در  شده  که  نربز  مفاهیم  از  تحلیلاي  و  استفاد   تجزیه  ه  آیزوژئومتریک 

  شده است.   نشان داده  1-3شوند در جدول می 

  

  

 
1 Patch 
2 Knot span 
3 Subdomain 
4 Knot vector 
5 Index space 
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   [57].تصویر شماتیک از مفهوم نربز براي یک سطح    3- 3شکل  
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 [57].  اي از مفاهیم آیزوژئومتریک خلاصه  1- 3جدول  

  هااسپلاین بی 1-3-3

لمان  اِ  ک یبه    اجزاءمحدود   تجزیه و تحلیل در    ي پارامتر  ي فضا.  شوند ی ها ساخته منیاسپلاینربزها از ب

فضا م   ی کیزیف  ي در  اِ   شودینگاشت  دارا و هر  از سو  (الف)-4-3  مانند شکل   ینگاشت  يلمان    ي است. 

فضا  یلماناِ  ند چ  ي هوصل   کی   ،ن یاسپلایب  نگاشتِ  ،گرید از  فضا  ي پارامتر  ي را  انتقال    یک یزیف  ي به 

اِ دهد ی م اِ  ریتصو   ی کیزیف  ي لمان در فضا. هر    اما نگاشت به   ؛است  ي پارامتر  ي لمان در فضامتناظر آن 

که    کنند ی م  يها را بازدامنه   ریها نقش زوصله   .(ب)-4-3کل وصله است مانند شکل   يبرا  خود يخود

  .شوند یفرض م  کنواخت ، یماده  ياهها و مدل لمان ها انواع اِدر آن 
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اسپلاین یک وصله در نگاشت هر اِلمان در روش تحلیل اجزاءمحدود، (ب) نگاشت بی (الف)  4- 3شکل  

  .[57]  روش آیزوژئومتریک 

  بردارهاي گره 2-3-3

گره بردار  بُ   ايیک  یک  دنباله در  به عد،  که  است  پارامتري  فضاي  در  اعداد  از  صعودي  صورت اي 

1 2 1{ , ,..., }n p        که در آن    .شودتعریف میi R   ،i  1اُمین گره و, 2,..., 1i n p     وp  

  کنند می   تقسیم  هااِلمان   به  را   پارامتري  فضاي  هاگره .  تعداد توابع پایه است  nاي و  ي چندجمله مرتبه 

اِلمان   و گره مرزهاي  تصویر خطوط  فیزیکی،  فضاي  در  بیها  نگاشت  تحت  می اي  اگر اسپلاین  باشند. 

با گره  پارامتري  فضاي  در  گره   يفاصله   ها  بردار  گیرند،  قرار  می مساوي  یکنواخت  را  در اي  و    گویند 

ها ممکن  گویند. مقدار گره اي را غیریکنواخت می متفاوت قرار گیرند بردار گره   ي فاصله   که با   تی صور

هاي اول و  که مقدار گره   صورتی   یعنی بیش از یک گره داراي مقدار مشابه باشند. در   ، است تکرار شوند 

1pآخر    اي  اي که از بردارهاي گره عد، توابع پایه نامند. در یک بُاي را باز می بردار گره ،بار تکرار شوند

]1ي فضاي پارامتري اند در انتهاي بازهشده  باز تشکیل , )i i     هاي وصله  عدي نیز در گوشه بُ  و در چند

 (الف)

 (ب)
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گره  در  اما  هستند،  نیستند درونیاب  درونیاب  کلی  حالت  در  داخلی  ویژگی ک   ؛ هاي  این  در    ه  تفاوت 

 است. اجزاءمحدود ها در آیزوژئومتریک و مفهوم گره 

  توابع پایه 3-3-3

  شوند :صورت زیر تعریف می توابع پایه به  ،  شده  تعریف اي براي بردار گره
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آن   در  مرتبه چندجمله  pکه  است.بیانگر  بردار گره   اي  براي یک  فوق  روابط  در  نتایج  یکنواخت  اي 

0pاسپلاین با توابع پایه بی    شده است. نشان داده   5-3شکل      1وp     به ترتیب مانند همان توابع

هم یکسان هستند ولی   اسپلاین مرتبه دوم باباشند. توابع بیاي و توابع اجزاءمحدود خطی می ثابت تکه 

به    نیز  بالاتر  يمرتبه   با  هاياسپلاینی ب  براي  ايمشابه  اند، الگويشده  نسبت به هم چند واحد منتقل 

  شود می   اجزاءمحدود   توابع   به  نسبت  معادلات  حل   در  بزرگی  و سبب مزیت  یابد می   ادامه   شکل  همین

اي باز و غیریکنواخت  یک مثال از توابع پایه مرتبه دوم براي یک بردار گره   هستند.  نامشابه   کاملاً   که 

درونیاب هستند  شده است. توجه شود که توابع پایه در نقاط انتهاي بازه    نمایش داده 6- 3نیز در شکل 

در  گره   و  تکرار شدهجایی که  (ها  4اند   پیوستگی فقط   (0C  در  حاصل است.  دیگر    شده  جاهاي 

1pداراي   pهستند. در کل توابع پایه با مرتبه   1Cتوابع داراي پیوستگی    .مشتقات پیوسته هستند  
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0,1,2pاسپلاین براي نتایج مربوط به توابع پایه بی   5- 3شکل     [57].  

  

  . [57]  باز و غیریکنواخت  اي توابع پایه مرتبه دوم براي یک بردار گره     6- 3شکل  

  اسپلاینمنحنی بی 4-3-3

شوند. که ضرایب توابع  اسپلاین ساخته می با ترکیب خطی توابع پایه بی  dاسپلاین در هاي بیمنحنی 

تجزیه  اي در  ها تا حدودي مشابه مختصات گره شوند. اینعنوان نقاط کنترلی در نظر گرفته می پایه به 

ضلعی کنترلی    اي نقاط کنترلی موجب تشکیل چند ابی خطی تکه نیاجزاءمحدود هستند. درو  و تحلیل 

براي  می  کنترلی    nشود.  نقاط  و  اسپلاین  بی  dتابع 
iB    به اسپلاین  بی  منحنی  زیر  یک  صورت 

  گردد : تعریف می 
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  اسپلاینسطوح بی 5-3-3

},نقاط کنترلی   ي براي یک شبکه }i jB   در آن ,1  که  2,...,i n 1و, 2,...,j m  بردارهاي    ند هست و 

1  اي آنگره 1{ ,..., }n p      1و 1{ ,..., }m q      اسپلاین حاصل از ضرب  هستند یک سطح بی

  گردد: صورت زیر تعریف می تانسوري به 

)3-20(                                                                    , , ,
1 1
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n m

i p j q i j
i j

S N M B   
 

                                                                     

,که در آن   ( )i pN     و, ( )j qM    اي  به ترتیب توابع پایه براي بردارهاي گره  و    باشند ومیp   و

q   مرتبه چندجمله نیز  می هاي  به اناِلمباشند.  اي  گره ها  بازه  می عنوان  گرفته  نظر  در  که  ها  شوند 

1صورتبه  1[ , ] [ , ]i i i i       تصویر  و  واحدي  دو  استاندارد  اِلمان  یک   7-3شود. در شکل  معرفی می  

  شده است.  فیزیکی نمایش داده   فضاي در آن

  

  . [57]  اِلمان استاندارد و تصویر آن در فضاي فیزیکی     7- 3شکل  

  اسپلاین نسبی غیریکنواخت (نربز) توابع پایه بی 6-3-3

نربز موجود در   ا  dیک  انتقال تصویر یک بی  1dسپلاین  موجود در  با     به دست می   به   طور آید. 

دوم    درجه   هايمنحنی   تصویر   انتقال   توسط   دقیقاً  ها،بیضی   و   هادایره   مانند   مخروطی،   مقاطع   خاص

است  تحلیل   کنندهتعیین   هايویژگی   از   یکی   که   ايتکه  براي  می   ،آیزوژئومتریک  توانند ساخته شوند. 

اسپلاین  هاي بیمنحنی نربزها نقاط کنترلی را با استفاده از انتقال تصویر مشابه نقاط کنترلی منحنی 
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می  نظر  بیدر  زمینه  این  در  )اسپلاین  گیریم.  )wC   متناظر کنترلی  نقاط  تصویر  با  تصویر  منحنی   ،

w
iB   شود. با قرار دادن  نامیده می{ }w

iB   اسپلاین اي از نقاط کنترلی براي منحنی بیعنوان مجموعه به

گره بردار  ایناي با  به.  فضايها  در  دلخواه  نربز  منحنی  براي  تصویر  کنترلی  نقاط  بیان    dعنوان 

در  ش می  کنترلی  نقاط  تصویر  dوند.  کنترلی  نقاط  رابطه   شده  از  از  استفاده  استخراج  با  زیر  هاي 

  شوند. می 

)3-21(                                                               ( ) ( ) / 1,...,w
i j i j iB B w j d                                                               

)3-22(                                                                                                  1( )w
i i dw B                                                                                                   

)که در آن   )i jB  يمؤلفهj  اُم بردارiB   وiw  بیانگرiنربز و منحنی   امُین وزن است. بنابراین توابع پایه

  شوند: نربز با استفاده از روابط زیر تعریف می
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  تحلیل آیزوژئومتریک صفحات خمشی الاستیک     4-3

ها است. تحلیل  مسئله   تجزیه و تحلیلهاي مهم و اساسی در  در نظر گرفتن رفتار سازه یکی از مبحث 

هاي جاییها و جابه کرنش   ،ترین تحلیل سازه است که در تئوري آن براي سازه الاستیک یکی از رایج 

ی است و  صورت خطي تنش کرنش به شود. در این نوع تحلیل رابطه بسیار کوچکی در نظر گرفته می 

رابطه  می این  برقرار  هوك  قانون  از  استفاده  با  بیگردد.  ي خطی  پایه  توابع  نسبی    هاياسپلایناخیراً 

(نربز  این  ) غیریکنواخت  دلیل  منحنی به  ساختهکه  سطوح  و  آن   ها  توسط  تبدیلشده  تحت  هاي  ها 

عنوان  ناپذیر هستند، در بسیاري از کارهاي مهندسی و صنعتی به   هندسی مانند انتقال و نگاشت تغییر

یافته    ي نربز تعمیمتوابع پایه   شوند.می   برده   کار   به سازي هندسه  یک ابزار قدرتمند ریاضی براي مدل 
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طراحی و گرافیک    سازي هندسه در زمینه ها هستند و ابزار استانداردي براي مدلاسپلاینتوابع پایه بی

میکامپیوت بهري  تحلیلمنظور  باشند.  و  حالت    تجزیه  در  خمشی  صفحات  مسائل  آیزوژئومتریک 

نقاط کنترلی و توابع پایه نربز    ي اي و شبکه ي دقیق مسئله توسط بردارهاي گره الاستیک اولاً هندسه 

گره  بردارهاي  توسط  ثانیاً  گردد.  تعریف  تعریف باید  به شبکه   اي  طراحی  دامنه  تري  کوچک هاي  شده 

اي گویند.  اِلمان گره   را  ي دو گره با مقادیر متفاوت در دو جهتبه صورتی که به فاصله   ،شودتقسیم می 

کنند. سپس مجهولات با استفاده از توابع پایه نربز  اي یک وصله را ایجاد می هاي گره ي اِلمان مجموعه 

شده   کردن مقادیر تقریبی حاصل  استفاده از روش اصل کار مجازي و جایگزین  .شوند تقریب زده می 

شود. با حل کردن معادله  منجر به تولید یک دستگاه معادلات خطی می   ، ي اصل کار مجازيدر رابطه 

د.   نآیدست می به  ، ها در نقاط کنترلی هستند شده، مقدار مجهولات مسئله که تغییرمکان   خطی حاصل

  کنیم:  فی تعر ر یز صورتیم به توان) می 3-23( ي را با توجه به رابطه نربز  یک سطح

)3-25(                                                                  , , ,

,

, , ,
1 1

( ) ( )
( , )

( ) ( )

i p j q i j

i j n m

i p j q i j
i j

N r N s
R r s

N r N s




 




                                                                  

رابطه  بالا  در  ,ي  ( )i pN r    و, ( )i pN s  بی پایه  توابع  بیانگر  ترتیب  جهتبه  در  روي    sو  rاسپلاین  بر 

گره رابطه بردارهاي  از  که  هستند  خود  با  متناظر  می18-3(  ياي  محاسبه  و )  i,  شوند  j  هاي وزن

زیر    صورتبه اي باز هستند  که بردارهاي گره  sو  rاي  بردارهاي گرهباشند.  مرتبط با نقاط کنترلی می 

  شوند:تعریف می

)3-26(                                                             
11 2 1

1 1

{ ,..., , , ,..., , ,..., }p p m p

p p

r a a r r r a a   

 

                                                      

)3-27(                                                          21 2 1

1 1

{ ,..., , , ,..., , ,..., }q q m q

q q

s b b s s s b b   

 

                                                         

پا فضاي  در  نربز  سطح  یک  دوبنابراین  بردار  [0,1]  عدي بُ رامتري  گرهبا  زیر    صورتبه   sو  rاي هاي 

آن تعریف می در  که  i,شود  jP  در شبکه کنترلی  نقاط  با  مختصات  1اي  2( ) ( )n m p m m q      

  دهد.نقطه کنترلی را نشان می 
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)3-28(             
   

   

, , , ,
1 1

, ,
1 1

, , ,
1 1

( , ) ( , ) 0 , 1

n m

i p j q i j i j n m
i j

i j i jn m
i j

i p j q i j
i j

N r N s P

S r s R r s P r s

N r N s





 

 

 

   





            

 هامکان رییتغهاي بردار  و مؤلفه  psهاي هندسیبراي یک وصله، مؤلفه  ،شده  ارائه بر اساس توضیحات  

pu شوند:زیر تقریب زده می صورتبه ، با استفاده از توابع پایه نربز مشابه  

)3-29(                                                                            , ,
1 1

( , ) ( , )
n m

p p
i j i j

i j

r s R r s X
 

 s                                                                        

)3-30(                                                                            , ,
1 1

( , ) ( , )
n m

p p
i j i j

i j

r s R r s u
 

 u                                                                        

,که  
p

i jX   وصله و    هاي مختصات نقاط کنترلیمؤلفه,
p

i ju   در دو راستاي وصله    هامکان رییتغ هاي  مؤلفه

اصل کار مجازي و در نظر گرفتن    بر طبق دست آوردن ماتریس ضرایب،  باشند. براي به نظر می   مورد 

  : دهیمقرار می ، کار نیروهاي داخلی و خارجی را برابر هم tو سطحی  bنیروهاي حجمی 

)3-31(                                                      0
p p p

T T T
p p p

V V

dV dV d  


     ε σ u b u t                                                    

هاي کنند و مؤلفه به ترتیب حجم و مرز وصله را مشخص می   pو   pVهاي) مؤلفه 31-3ي (در رابطه 

ε   وσ  شوند: زیر تعریف می صورتبه که   به ترتیب بیانگر بردارهاي کرنش و تنش هستند  

)3-32(                                                                                          ε Bu ε B u

)3-33(                                                                                          σ Dε σ D ε   

گر  بیان   D  )، 33-3(  ي در رابطه   جایی است و جابه-گر ماتریس کرنشبیان   B)، 32-3(  ي که در رابطه 

زیر    ي رابطهاز  توان  را می   B آید. ماتریس می دستبه )  17-3(   ي که از رابطه  است ماتریس الاستیسیته  

  آورد:  دستبه

)3-34(                                                                                                      B = LR                                                                                                      

  گردد: صورت زیر تعریف می گیري است که به ماتریس دیفرانسیل  Lفوق   يکه در رابطه
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)3-35(                                                                                               
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دیفرانسیل  ماتریس  اعمال  رابطهبا  به  مات34-3(   يگیري  کرنش)،  زیر  به   Bجایی جابه -ریس  صورت 

  : گرددمی  محاسبه
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 
 

 
 

B    

نیاز داریم که براي این منظور   y و  xبه مشتقات جزئی توابع پایه نربز نسبت به    Bي براي محاسبه 

ژاکوبین از ماتریس  
1J  1کنیم. ماتریس ژاکوبین استفاده میJنگاشتی از فضاي پارامتري ،  ̂    به فضاي

r,  هاي هندسه نسبت به است و شامل مشتقات جزئی مؤلفه     فیزیکی s    براي نگاشت از  هست و

اِلمان مادر  )فضاي  , )r s  به فضاي پارامتري  ,r s  2از یک نگاشت دیگرJ،   نیز باید استفاده کنیم

  است. شده دادهنشان   8- 3شماتیک در شکل  صورتبه این فرآیند 

)3-37(                                                                                             1

x y

r r

x x

s s

  
  

  
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   

J  

  داریم:  yو x  آوردن مشتقات جزئی نسبت به توابع نربز  دستبه براي  اجزاءمحدودمانند روش 
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)3-38(                                                                                                          1
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x r

y s


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J
R R

                                                                                         

)براي نگاشت از فضاي اِلمان مادر , )r s   به فضاي پارامتري,r s    از یک نگاشت دیگر که موجب ایجاد

ماتریس
2J  شود: زیر تعریف می صورتبه که  باید استفاده کنیم ،شودی م  

)3-39(                                                                          
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  پارامتري، (پ) فضاي فیزیکیفضاي   اِلمان مادر، (ب)  ها، (الف)نمایش شماتیک نگاشت  8- 3شکل  

  

روش    همانند  نیز  آیزوژئومتریک  تحلیلی  روش  مؤلفه  دستبه براي    اجزاءمحدوددر  بردار  آوردن  هاي 

  : جایی باید معادله تعادل زیر حل شودبهجا

)3-41(                                                                                                       KU F                                     

- ماتریس ضرایب است. ماتریس ضرایب براي هر اِلمان گره  Kبردار نیروهاي خارجی و    Fکه در آن  

بیشتر از یک وصله باشد؛    هاوصله تعداد    که   ی صورت   در شوند و  هم اسمبل می  اي محاسبه و سپس با 

شوند تا ماتریس ضرایب کل محاسبه شود. بنابراین طبق  هم اسمبل می  نیز با  هاوصله ماتریس ضرایب  

 )پ( )ب( (الف)
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  لمان اِهر  ) ماتریس ضرایب براي  3-31اصل کار مجازي (  يدر رابطه   هاآنو جاگذاري    شده  ذکرروابط  

  گردد: زیر حاصل می صورتبه  اي گره

)3-42(            
1 1
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  وزن نقاط گوسی هستند.    jwو   iwو   rو  s  در جهت به ترتیب تعداد نقاط گوسی nو  mکه 
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  سازی ����ه :   
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  مقدمه  1-4

تراز  مجموعه  روش  براي   سطوح  اعمال  يسازنه یبه  که    از   برخی  بر   غلبه  به  قادر  ،شود می  توپولوژي 

مبناي  يهاروش   يهایکاست   و   پیچیده  يهاهندسه   توصیف   روش   این  اصلی  مزیت.  است  چگالی  بر 

سطوح   مجموعهروش   رویکرد   است و میانی مصالح با چگالی معرفی بدون  طرح  توپولوژي  و  شکل رییتغ

  [58].صریح است مرزهاي   با ناحیه بر  مبتنی  مدل یک  چگالی، هايروش  پیکسلی مدل  تراز برخلاف

قدرتمند   و  مؤثر  روش  فصل  این  بهینه   مجموعه در  مسائل  حل  براي  تراز  توپولوژي  سطوح  سازي 

  ، حجم مشخص   کمینه کردن انرژي کرنشی و قید   هدف   با صفحات خمشی در حالت الاستیک خطی  

صورت ضمنی با  به   سازيي تحت بهینهمرزهاي سازه  ، سطوح تراز  مجموعهدر روش   گردد.معرفی می 

(تابع   اسکالر  تابع  یک  متحرك  تراز)  مجموعه مرز  بُ  سطوح  میبا  داده  نشان  بالاتر  توپولوژي  دشوعد   .

  مجموعه توسط تابع    یراحتبه   افتهی  ر ییتغولی توپولوژي    ، سازه ممکن است دچار تغییرات اساسی شود

تراز حاصل می به    مجموعه شود. مدل  سطوح  تراز  نسبت داده    يهامدل سطوح  حرکت ضمنی مرزها 

نشان دهد.    ی سادگبه هم پیوستن مرزها را  ه  چند بخش و یا ب ها، جدا شدن به  تواند حفرهشود و میمی

فرمول تابع  براي  توابع    مجموعهبندي  از  تراز  استفاده می  هیپاسطوح  کوادریک  مولتی  و  شعاعی  شود 

- می  تفکیک   تريسیستم معادله ریاضی آسان  اصلی به یک   ژاکوبی -معادله دیفرانسیل جزئی همیلتون

مسئله بنابراین  ضرایب    اولیه   مقادیر  براي   یابنیدرو  مسئله  یک   به   زمان،   به   وابسته   اولیه   مقدار   شود. 

تم معادله ساده ریاضی به حرکت مرزهاي دینامیکی حاکم  سیک سی  . بنابراینشودی م  تبدیل   انبساط

  .  [37]گرددشود و تکاملی با مرزهاي هموارتر برقرار میمی

پایان این  تابع  در  بی  مجموعهنامه  پارامتري  فضاي  در  تراز  تحلیل  اسپلاینسطوح  در  که  هایی 

استفاده می می   ،شوند آیزوژئومتریک  تابع  تعریف  و  پارامتري که    مجموعه گردد  فضاي  تراز در  سطوح 

شود. تابع  میبندي  براي هر وصله از مدل یک مربع واحد است، با استفاده از توابع پایه شعاعی فرمول
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شده به    رسانی  بروز سطوح تراز    مجموعه شود و تابع  سطوح تراز در فضاي پارامتري حل می  مجموعه 

  شود.  فضاي فیزیکی نگاشت می

  مجموعه بندي تابع  شود و سپس فرمولسطوح مرسوم شرح داده می  مجموعهدر این بخش ابتدا روش  

پایه شعاعی براي بهینه توابع  از  استفاده  با  تراز در فضاي پارامتري  سازي توپولوژي بسط داده  سطوح 

  . شودو در آخر نیز تحلیل حساسیت شرح داده می  شودمی

  سطوح تراز مرسوم مجموعهروش  2-4

سطوح تراز، مرزهاي طراحی سازه توسط تراز صفر از تابع با    مجموعه توپولوژي به روش    يسازنه یبهدر  

را در آن تراز    نظر  موردمرزهاي سازه    Ф(x)شود. هر برشی از تراز تابع  نشان داده می  Ф(x)  عد بالاتربُ

تواند موجب حرکت  می  يسازنه یبهدر طول فرآیند    Ф(x)دهد. بنابراین هر تغییري در تابع  نشان می

  شدن یا به هم پیوستن حفرات شود.   مرزهاي سازه، جدا

شود که تراز صفر تابع  شود و فرض میي طراحی تعریف میسطوح تراز بر روي کل دامنه  مجموعه تابع  

دهد بنابراین با در نظر گرفتن این  توپولوژي و مرزهاي سازه را نمایش می  ،Ф(x)سطوح تراز    مجموعه

  است. شده  داده نشان  1-4توانیم نواحی داخل و خارج مرزها را نشان داد که در شکل  می  ، فرض

)4-1 (                                                                            

( ) 0 \

( ) 0

( ) 0 \

x x

x x

x x D

     

    

    

                                                                           

رابطه در  (که  )}  ، )1-4ي  , ) , }dD x y x y  x   و ثابت  طراحی  دامنه  مرزهاي    بیانگر  بیانگر 

  .باشند ی م نواحی داراي مصالح  
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  .[59 ,38]  تراز صفر آن تابع  و شکل مرزها درسطوح تراز    مجموعه يهاتابعنمایش    1- 4شکل  

  

تابع    با در  تراز صفر  تراز    مجموعه نظر گرفتن  تابع  )xФ(سطوح  اجازه بدهیم که  زمان    )xФ(  و   tبا 

  نشان داد:صورت زیر توان بهاي از نقاط بر روي مرزهاي سازه را میهمجموعتغییر کند، 

)4-2 (                                                                               ( ) { ( ) : ( ( ), ) 0}S t t t  x x x                                                                             
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طرفاز    ي ریگمشتقبا   (رابطه  دو  معادله4-2ي  زمان،  به  نسبت  همیلتون )  زیر    صورتبه ژاکوبی  -ي 

  : دهد را به زمان نشان میکه وابستگی تابع  شودحاصل می

)4-3 (                 0

( , )
( , ) 0 ; ( ). ; ; ( ,0) ( )n n

t d
t x x

t dt
 

 
       

 

x x
x n n                

رابطه ( در  )  )،3-4ي  )  و اسکالر  تابع  گرادیان  تابع    n  بیانگر  نرمال  سرعت  بردار    مجموعه بیانگر 

از   تابع هدف مسئله بستگی دارد و  به  - بهسازي  حساسیت مسئله بهینه  تحلیلسطوح تراز است که 

0و   آید می دست ( )x  سطوح تراز اولیه در زمان صفر است مجموعه تابع . 

سطوح تراز،   مجموعهدر مدل دینامیکی تابع  
d

dt

x
- سطح است که از بهینه  يبر روحرکت یک نقطه    

.  ي سطح در آن نقطه باشد و هندسه xموقعیت  عنوانبه تواند  شود و میسازي تابع هدف حاصل می 

  آید: می به دست ي دیفرانسیل جزئی بر روي تابع  از حل معادله  ي سازهمرز بهینه  صورت نیادر 

)4-4 (                                                                                     
( , )

( , )n

t
x t

t



 



x
                        

یعنی    ،توپولوژیکی منعطف است  ازنظرسطوح تراز    مجموعهاین روش داراي دو مزیت است؛ اولاً تابع  

سطوح    مجموعهتوپولوژي را داشته باشیم؛    یسادگبه   شود تا همیشه بعدي تعریف میسه تابع اسکالر

پیوستن و جدا شدن حفرات را دارا می   هم  بههاي پیچیده اعم از  تراز توانایی نمایش مرزها و شکل

فرمول به  نیازي  بنابراین  نیستباشد  پارامترهاي مدل  مجدد  به   ،بندي  مدل    ی توجه  قابلمقدار    زیرا 

میمی   شکلرییتغ مدل  این  ثانیاً،  از  دهد.  تعدادي  و  باشد  آزادي  درجات  از  زیادي  تعداد  شامل  تواند 

این تکنیک براي  مسئله مقدار  هاي عددي  رابطهاولیهکه  و  4-4(  ي ي  قدرتمند  محاسباتی  نظر  از  را   (

  . [35]اند افته ی  توسعهکارآمد کنند 

باشد که در اینجا  محاسباتی می  مشکلاتسطوح تراز مرسوم داراي معایب و    مجموعه در مقابل روش  

) که معادله  4-3ي ( سطوح تراز مرسوم براي حل رابطه  مجموعه کنیم. روش  اشاره می  هاآن به برخی از  

- شبکه هاي تفاضل محدود در یکژاکوبی است به انتخاب مناسبی از روش -دیفرانسیل جزئی همیلتون

سطوح تراز مرسوم شامل روش اختلاف    مجموعه  بروز رسانیکارتزین ثابت نیاز دارد. فرآیند اصلی  ي  
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کوچک باشد تا    يااندازهبه بازه زمانی باید    و  باشد توسعه سرعت می  و  بالادستی، مقداردهی مجدد اولیه 

  براي پایداري عددي اقناع گردد.  1وي له-فردریشز-شرط کورانت 

  مقداردهی   مجدداً  بارها   باید   سطوح تراز   مجموعه   تابع   مرسوم،   سطوح تراز   موعه مج  روش   استراتژي   در 

  روش   در   مهم  فرایند   یک   مقداردهی مجدد اولیه   . را برقرار کند   دار علامت  فاصله   تابع  یک   تا  شود   اولیه 

  و   سطوح تراز   مجموعهتابع    نُرم گرادیان  داشتن  نگه   ثابت  که براي  است  مرسوم  سطوح تراز  مجموعه

مرسوم، عدم وجود ظرفیت در    سطوح تراز  مجموعهدیگر روش    ضعف است.    مرزها  تکامل  يدارسازیپا

  تعداد   ضعف، ایجاد   این   بر   غلبه   براي  کلی   راه  ک یي مصالح است.  ایجاد حفرات جدید در داخل دامنه 

سطوح    مجموعهاي است زیرا روش  توپولوژي سازه  پیچیدگی   حفظ   براي  اولیه   طراحی   در  حفره   کافی

روش    يهایکاستبراي غلبه بر تواند با ادغام حفرات، تغییرات توپولوژي را ایجاد کند.  می   یسادگبه تراز  

این بخش    مجموعه  تراز مرسوم در  بهینهسطوح  به روش  براي  توپولوژي  تراز  مجموعهسازي    ، سطوح 

فرمول  مجموعه تابع   شعاعی  پایه  توابع  از  استفاده  با  تراز  میسطوح  فرمولبندي  تابع  شود.  بندي 

از توابع پایه شعاعی، معادله دیفرانسیل جزئی همیلتون  مجموعه ژاکوبی را به  -سطوح تراز با استفاده 

سی معادلهسیک  می  دیفرانسیل  تم  تبدیل  ریاضی  این  ساده  حل  براي  تقریبی  روش  اعمال  با  و  کند 

همچنین این    تواند کاهش یابد.شوند میقیدها اقناع می  که  ی حال  در تم معادله، مقدار تابع هدف  سیس

در    اولیه وابستگی ندارد.  يهاطرح به    ي طراحیدلیل توانایی در ایجاد حفرات جدید در دامنه  روش به

بندي  عاعی فرمولسطوح تراز در فضاي پارامتري که توسط توابع پایه ش   مجموعه ادامه به تعریف تابع  

  شود. شود پرداخته میمی

 
1 Lewy-Friedrichs-CFL: Courant 
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  در سطوح تراز بر مبناي توابع پایه شعاعی مجموعه تابع  3-4

  فضاي پارامتري نربز

   

تجزیه و  سطوح تراز در فضاي پارامتري توابع پایه نربز که براي تقریب مدل هندسی و    مجموعه تابع  

شود. با استفاده  شوند توسط توابع پایه شعاعی تقریب زده میها استفاده میآیزوژئومتریک از آن  تحلیل

فرانسیل  دی   ي ژاکوبی به یک سیستم معادله-دیفرانسیل جزئی همیلتون  ياز توابع پایه شعاعی، معادله 

  .  کند ی مسطوح تراز مدیریت  مجموعه روش  در شود که حرکت مرزهاي آزاد را ساده ریاضی تبدیل می

)سطوح تراز بر روي فضاي پارامتري توابع پایه نربز، تراز صفر تابع   مجموعهبراي تعریف تابع   ) r  که

)در آن   , )r sr   وr   وs هستند را در  27-3) و (26-3(  هايدر رابطه شده  ف یتعراي گره  يبردارها (

تابع و  نظر بگیریم   )به  ) r   بدهیم که به رابطه   زمان   بااجازه  با توجه  ه  مجموع)  2-4(  ي تغییر کند، 

  شود: زیر تعریف می صورتبه نقاط در روي مرزهاي سازه 

)4-5 (                                                                                ( ) { ( ) : ( ( ), ) 0}S t t t t  r r                                                                            

معادله4-5(   يرابطه  دو طرفاز    يریگمشتقبا   زمان،  به  نسبت    ي رابطهمانند    ژاکوبی-ي همیلتون) 

    :شودی مزیر حاصل  صورتبه در فضاي پارامتري  ) 3-4(

)4-6 (                                                                                 
( , )

( , ) 0
t d

t
t dt


  



r r
r                                                                             

  زیر:  صورتبه بردار سرعت نرمال در فضاي پارامتري  nبا تعریف  

)4-7 (                                                                                              
. /

n

d dt







r
                                                               

  شود: زیر بازنویسی می صورتبه ) 4-6( ي رابطه

)4-8 (                                                                                 
( , )

( , ) 0n

t
t

t



  



r
r                                                                             
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سطوح تراز در فضاي پارامتري نربز    مجموعهبندي تابع  توابع پایه شعاعی مولتی کوادریک براي فرمول

  قابل تعریف هستند: زیر  صورتبه  گرهاُمین iدر  شوند که در فضاي پارامتري می برده  کاربه 

)4-9 (                                                                                         
2 2

i i ig c  r r r                                                                                  

- ي نقاط گسستهبراي همه  مقدار ثابت کوچکی  معمولاًپارامتر شکل است که    c  ، )9-4(  ي در رابطه

سطوح تراز در فضاي پارامتري    مجموعه شود. بنابراین تابع  سازي در فضاي پارامتري در نظر گرفته می

  شود: زیر تقریب زده می صورتبه 

)4-10(                                                                           
1

, ( ) ,
m

i i
i

t t g p t


  r r r                                                                    

رابطه نقاط  m)، 10-4(  ي در  پارامتري، گسسته تعداد  فضاي  در  پایه    یبضر  iαسازي  توابع  انبساط 

در نقطه گسستهiشعاعی  تغییر میاُمین  زمان  با  که  و سازي هست  )کنند  , )p tr  اي درجه  چندجمله

  سطوح تراز   مجموعه  تابع   ثابت و خطی  بخش کند و براي در نظر گرفتن اول است که با زمان تغییر می

  گردد.  اعمال می حل  راه  مثبت بودن - معین از  اطمینان و براي 

)عدي ،بُ براي مسائل با مدل دو  , )p tr  شود:زیر تعریف می صورتبه  

)4-11(                                                                        0 1 2( , ) ( ) ( ) ( )p t p t p t r p t s  r                                                                    

رابطه در  0)، 11-4(  ي که  1 2( ), ( ), ( )p t p t p t  چندجمله براي  ضرایب  هستند.    حل   راه از    نانیاطماي 

سطوح تراز مبتنی بر توابع پایه شعاعی، ضرایب انبساط باید از    مجموعهدرونیابی تابع    فردِ   به   منحصر 

  :هاي زیر تبعیت کند محدودیت

)4-12(                                                       
1 1 1

0, ( ) 0, ( ) 0
m m m

i i i i i
i i i

t r t s  
  

                                                        

  ) با 4-12(  يهاي رابطه) با محدودیت4-11(   ي) و رابطه 4-10(  ي سطوح تراز در رابطه  مجموعهتابع  

  توانند نوشته شوند: ماتریسی زیر می صورتبه شوند و ترکیب میهم 

)4-13(                                                                                                 ( ) ( )t tHα = Φ                                                                                                      
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  که در آن : 

)4-14(                                                                                                
 
 
 

T

A P
H =

P 0
                                                                                           

)4-15(                                                                              
1 1 1

1

( ) ( )

( ) ( )

m

m m m

g g

g g

 
   
  

r r

A

r r



  



                                                                          

)4-16(                                                                                             
1 11

1 m m

r s

r s

 
   
  

P                                                                                            

)4-17(                                                                  1 0 1 2( ) mt p p p 


α                                                                 

)4-18(                                                         1( ) ( , ) ( , ) 0 0 0mt t t


  Φ r r  

معکوس پذ یر  است، بنابراین ضرایب انبساط  به صورت  زیر میتوانند  محاسبه شوند :   H  از  آنجا  که   ماتریس 

)4-19(                                                                                                1( ) ( )t tα H Φ 

  شود: زیر بازنویسی می صورتبه ) 4-10(  يسطوح تراز در رابطه  مجموعه تابع  ،بنابراین

)4-20(                                                                                        ( , ) ( ) ( )t t r g r α  

)فوق   يکه در رابطه )g r  شود: زیر تعریف می  صورتبه  

)4-21(                                                         1( ) ( ) ( ) 1mg g r s


g r r r  

رابطه رابطه4-20(   يبا جاگذاري  در  معادله همیلتون4-8(  ي)  بر  -)،  معادله حاکم  به  مبناي  ژاکوبی 

  بنابراین داریم:  .شودتبدیل می توابع پایه شعاعی ضرایب انبساط

)4-22(                                                                       
( )

( ) ( ( )) ( ) 0n

d t
t

dt
   

α
g r g r α  

)عبارت  که ) ( )tg r α  شود:زیر تعریف می صورتبه )  22-4(  يدر رابطه  

)4-23(                                                          
2 2

) )
( ( )) ( )t

r s

    
     

    

g(r g(r
g r α α α  
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)4-24(                                                   1 ( )( )( )
0 1 0mgg

r r r


  

  
   

rrg r
  

)4-25(                                                   1 ( )( )( )
0 0 1mgg

s s s


  

  
   

rrg r
  

این از  اطمینان  براي  زمان،  به  انبساط میبراي مسئله درونیابی وابسته    ي واسطه   به توانند  که ضرایب 

  هاي جانبی زیر باید تعریف گردند:مولتی کوادریک حل شوند، محدودیت  مثبت اسپلاینِ-شرایط معین

)4-26(                                                        
1 1 1

0, ( ) 0, ( ) 0
m m m

i i i i i
i i i

t r t s  
  

      

بهینه مسائل  ایندر  دلیل  به  توپولوژي،  تابع  سازي  اولیه  مقادیر  است  لازم  تراز    مجموعهکه  سطوح 

0( )tΦ   ماتریس و  شود  تعریف  نقاط  تمام  انبساط معکوس   H  براي  ضرایب  اولیه  مقادیر  است،  پذیر 

0( )tα آورد:  به دست زیر صورتبه توان را می  

)4-27(                                                                                            1
0 0( ) ( )t tα H Φ  

ژاکوبی به یک سیستم معادلات ساده  -همیلتونبنابراین معادله اصلی دیفرانسیل جزئی وابسته به زمان  

می تبدیل  است  دینامیکی حاکم  مرزهاي  بر حرکت  که  را  ریاضی  آن  که    توان ی م زیر    صورتبه شود 

  نوشت:

)4-28(                                                                                          ( , ) 0
d

t
dt

 
α

H B α  

)که در آن   , )tB α شود: زیر تعریف می صورتبه  

)4-29(                                                                   

1 1( , ) ( ( )) ( )

( , ) ( ( )) ( )
( , )

0

0

0

n

n m m

t t

t t
t





  
 
 
  

  
 
 
 
  

r g r α

r g r α
B α


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حل شوند و حل تقریبی    1جلو   تواند به روش مرتبه اول اویلري روبهساده ریاضی می   معادلاتسیستم  

  آید:می  به دستزیر  صورتبه آن 

 )4-30 (                                                                     1
1( ) ( ) ( ( ), )i i i it t t t t

   α α H B α  

اندازه گام  iبه ترتیب  tو    it  فوق  يکه در رابطه فوق در    ي زمانی هستند. رابطه اُمین گام زمانی و 

ناپایداري است موجب  و میر عمل ممکن  بنابراین شی  نامطلوبی شود.  براي     [60]مهدي  هاي عددي 

این مشکل از  ارائه کردند که در آن  ياشده روش نرمالایز    ،جلوگیري  زیر    صورتبه   هاسرعت  بردار   را 

  : دشو بازنویسی می

)4-31(                                               1 1( ) ( , ) ( , ) 0 0 0i n i n it r t r t 


B   

می را  روش  در4-28(   از  گرادیان   کنندهحذف   عنوانبه توان  این       با   صورتی   در  تنها  و   گرفت   نظر  ) 

اگر    دارد   مطابقت   )4-28( 1که  Φ  معنا این  به  که  فاصله علامت ا  باشد؛  تابع  باید ست که   دار 

هاي مقداردهی مجدد اولیه با حل  برقرار باشد. روش   Φسطوح تراز   مجموعهحداقل در اطراف مرز تابع 

پیشروي   روش  و  جزئی  دیفرانسیل  علامتمعادله  فاصله  ویژگی  حفظ  براي  تابع  سریع،    مجموعه دار 

از رایج از دقت کافی دوتا  ها هستند. یک روش ساده و  ترین راهسطوح تراز و اطمینان حاصل کردن 

در اطراف    Φتقریبی مقداردهی مجدد اولیه براي جلوگیري از بسیار بزرگ یا کوچک شدن مقادیر  

با استفاده از روش   uΦبه    Φسطوح تراز    مجموعهبنابراین تابع    .شودیم ین بخش اعمال  مرزها در ا

  شود:  می  بروز رسانیتقریبی زیر 

)4-32(                                                            
 0 0 0

1 2, , ,

u

kmean


  

Φ
Φ


  

0)،  32-4(  ي که در رابطه
k    0و

k    سطوح تراز و گرادیان در   مجموعهبه ترتیب مقدارk  امُین گره

1و عبارت    1دهنده نرم اقلیدسینیز نشان  در اطراف تراز صفر هستند و   2( , ,..., )kmean f f f  بیان -

 
1 First-order forward Euler’s method 
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میانگین   )کننده مقدار  1,2,..., )if i k  رابطه بنابراین مخرج    Φ) مقدار متوسط  32-4(   ي است. 

) را  32-4(  ي خطی است، پس رابطه   αو    Φبین    ي دهد. رابطه می   در اطراف مرزهاي سازه را نشان

  زیر بازنویسی کرد:  صورتبه توان می

)4-33(                                                              
 0 0 0

1 2, , ,

u

kmean


  

α
α


  

است. در مقایسه با روش مرسوم مقداردهی    شده  دادهدیاگرام شماتیک این روش نشان    2- 4در شکل  

آورد.    به دستمؤثري    صورتبه تواند مرزها را  است و می   اعمال  قابل  یسادگبه مجدد اولیه، این روش  

؛ بنابراین از ایجاد  دهد سطوح تراز را تغییر می   مجموعهاین روش فقط مقادیر نسبی تابع    ، این  ربَ  علاوه 

 کند.  حفرات جدید جلوگیري نمی 

 

  .[38]  تقریبی  مقداردهی مجدد اولیه    2- 4شکل  

)تابع دلتا دیراك  )   سطوح تراز به فرآیند تکاملی   مجموعهتابع    حد   از شیبلوگیري از رشد  براي ج  

  : گرددی مزیر تعریف  صورتبه شود. که )  افزوده می4-30( ي در رابطه

)4-34(                                                    
2

2

0

3
( ) 1

4

0



  


 
          

  
   

  

  :شودزیر بازنویسی می صورتبه ) 4-30(  يبنابراین رابطه 

)4-35(                                                                    1
1

ˆ( ) ( ) ( ( ), )u u
i i i it t t t t
   α α H B α  

 
1l2-norm 
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ˆکه   ( ( ), )u
i it tB α،    بردار سرعت زمانی    بروز رسانیبیانگر  در گام  را    itشده  و آن  زیر    صورتبه است 

  توان نوشت: می

)4-36(                                                           

1( , ) ( ( , ( )))

( , ) ( ( , ( )))ˆ ( ( ), )
0

0

0

u
n i i i

u
u n n i n i

i i

t t

t t
t t

 

 

 
 
 
  

  
 
 
 
  

r r α

r r α
B α



  

بالا و پایین تابع    پارامتر )شود. تأثیر سطوح تراز استفاده می  مجموعه براي کنترل مقدار حد  )  

شکل  در  تابع    شده دادهنشان    3- 4  نیز  مقدار  که  زمانی  از  مجموعه است.  بالاتر  تراز  یا   سطوح 

این   از    ترنییپا از  جلوگیري  براي  نرمال  مقدار  است، سرعت  بی   Φکه  با ضرب  به  برسد  نهایت 

)شدن در تابع   )  رسد. به صفر می جهیدرنت  

  

  . [38]تأثیر تابع دلتا دیراك     3- 4شکل  

  

سطوح تراز نسبتاً هموارتر با    مجموعه ، تابع  کی کوادر  ی مولتبندي با استفاده از توابع پایه شعاعی  رمولف

کند و تشکیل حفرات جدید در  سازي ایجاد می عملکرد مقداردهی اولیه مجدد را در طول فرآیند بهینه

  هاي اولیه مستقل است.شود. بنابراین طرح نهایی بهینه از طرحمی ریپذ امکان مصالح  ي داخل دامنه
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  سازي بهینه يتعریف مسئله 4-4

کمینه کردن انرژي کرنشی صفحات خمشی در حالت الاستیک  هدف باسازي توپولوژي بهینه يمسئله

  شود: زیر تعریف می صورتبه با در نظر گرفتن قید حجم مصالح 

)4-37(                   
1

1
( , ) (( ( ) ) ( )) ( ) ( )

2

: ( )

nk
e

e

max

Minimize J H d

Subject to equilibrium

volume constraint V V

design restrictions

 




     

 

u ε u Dε u u k u

  

رابطه  در  )فوق   ي که  , )J u   ،هدف گره  تغییرمکان بردار    uتابع  الِمان  یک  براي  کنترلی  با  نقاط  اي 

ضرایب  اِ  ek  ،nkماتریس  کل  تعداد  گرهلماننیز  و هاي  )اي  )ε u   .هستند کرنش  بردار  )بیانگر  )V   

و مصالح  می  maxV  حجم  مصالح  دامنه  در  مجاز  مصالح  حداکثر  )باشند.بیانگر  )H     تابع بیانگر  نیز 

  صورت به  سطوح تراز مجموعه که براي نشان دادن وجود مصالح در یک نقطه از تابع   استساید هوي

  شود: زیر تعریف می

)4-38(                                                                              
1 0

( )
0 0

if
H

if

 
  

 
  

سطوح تراز، دامنه طراحی کل شامل دامنه فضاي خالی و دامنه مصالح     مجموعه در فرمولاسیون تابع  

  هاي چگالی متغیر، متفاوت است.و هیچ مصالح با چگالی میانی وجود ندارد که از روش  است

پیدا کردن سرعت نقاط مرزي سازه    ،سطوح تراز  مجموعه توپولوژي به روش    سازيبهینه گام اصلی در  

نرمال   بردار سرعت  بیان  nاست که  تابع    که  بر    مجموعهکننده رشد  راستاي عمود  تراز در  سطوح 

از   است،  بهینه  تحلیلمرزها  مسئله  لاگرانژین  تابع  تندتری  سازيحساسیت  روش  محاسبه    شیب  ن و 

استفاده    1کردن ضریب لاگرانژ  بروز رسانی  یافته توسعهي ضریب لاگرانژ از روش  . براي محاسبه شودمی 

بنابراین تابع لاگرانژین مسئله بهینهکه در بخش بعدي تعریف میکنیم  می سازي به شکل زیر  گردد. 

 گردد: تعریف می

 
1 Augmented Lagrangian Updating Scheme 
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)4-39(                                                                          ( , , ) ( , ) ( )L J g     u u  

رابطه )و  فوق   يکه در  )g    که قید هستند  تابع  و  ترتیب ضریب لاگرانژ  )به  )g   زیر    صورتبه

  شود: تعریف می

)4-40(                            max
1

( ) ( ) 0 , ( ) ( ( ) )
e

nk
e

e V

g V V V H dV


         

  شود: زیر بازنویسی می صورتبه ) 4-39(  يبنابراین رابطه 

)4-41(                                      
1 1

1
( , ) ( ) ( ( ( ) ) )

2 e

nk nk
e e

max
e e V

L H dV V

 

       u u k u 

تابع لاگرانژین مسئله بهینه باید  براي کمینه کردن  به زمان  تابع لاگرانژین نسبت  سازي، تغییرات در 

  بنابراین:منفی باشد. 

)4-42(                                                                      
( ( ))

( ( ) ) 0
L L dr

t dt

  
   

 

r
r  

رابطه  در  عبارت  42-4(  يکه   (( )
d

dt


r
r  است سرعت    اينقطه   ضرب  بودن   منفی  براي  .گرادیان 

 شود: زیر در نظر گرفته می صورتبه  [29]مانند مرجع  روش تندترین شیب اساس  بر سرعت ،فوق

)4-43(                                                                                          ( ).
d L

dt


  



r
r  

که عبارت 
L


آید که در بخش بعدي توضیح داده  می  دستبه سازي  حساسیت مسئله بهینه  تحلیلاز    

 شود. می

  حساسیت تحلیل  5-4

تحقیق،  براي  ریاضی،  نویسی  برنامه   هايالگوریتم  اکثر   رد   نیاز   مورد   حساسیت  اطلاعات  یافتن مسیر 

محاسبه    حساسیت  تحلیل   استفاده   با  طراحی  متغیرهاي  با  رابطه  در  قیدها  و  هدف  توابع  مشتقات  .است
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  طراحی   متغیرهاي  در  کوچک  تغییرات  به  نسبت  فعلی  طرح  هايحساسیت  دهنده  نشان  که  د نشومی 

   .است

هاي طراحی تعریف  ها نسبت به متغیري مشتقات تابع هدف و قید محاسبه  عنوانبه حساسیت    تحلیل

- حساسیت موجب سنجش میزان تغییرات یک تابع نسبت به تغییرات متغیر  تحلیل شود؛ که انجام  می

از تابع هدف و قیدها نسبت به متغیرهاي بهینهشود. در مسئلههاي آن می هاي  سازي نیاز داریم که 

به    سازيبهینه حساسیت امري ضروري و اساسی در حل مسائل    تحلیل بنابراین    . طراحی مشتق بگیریم

  عنوان   به اي به متغیرهاي طراحی خود وابسته است.  عملکرد سازه  کلی   طور  به .  هاي ریاضی استروش 

وزن    ي رابطه   که  صورتی   در گذارد.  می   تأثیر مثال تغییر در مساحت سطح مقطع یک تیر بر وزن سازه  

کار   به متغیرهاي طراحی  وزن نسبت  تابع  بیان شود، محاسبه حساسیت  برحسب متغیرهاي طراحی 

  شود:زیر تعریف می  صورتبه اي باشد. براي مثال وزن یک تیر با سطح مقطع دایرهاي میساده

)4-44(                                                                                                  2( )W r r l  

آن   در  uکھ  r    و است  مقطع  شعاع سطح  است.  lبرابر  تیر   عنوانبه شعاع    که   صورتی  در ، طول 

زیر    صورتبه نسبت به متغیر طراحی    Wمتغیر طراحی در نظر گرفته شود، بنابراین حساسیت طراحی

  خواهد بود: 

)4-45(                                                                                                   2
dW

rl
dr

  

به تابع  نوع  عبارتاین  با  صریحاً  تابع  که  است  وابسته  طراحی  متغیرهاي  به  صریح  از صورت  هایی 

هاي  سنجش عملکرد سازه صریحاً به متغیرتواند نوشته شود. ولی در اکثر موارد  متغیرهاي طراحی می

سنجش عملکرد سازه در نظر گرفته    عنوانبه تنش یک تیر    که   وقتی طراحی وابسته نیست. براي مثال،  

از متغیر    هاییعبارت  صورتبه اي براي بیان صریح حساسیت طراحی تنش  شود، بنابراین هیچ راه ساده

حاصل    هايتغییرمکان  واسطه  به وجود ندارد و در مسائل الاستیک خطی، تنش یک سازه    r  طراحی

)شود بنابراین حساسیت تنش  عددي محاسبه می تحلیلشده از  )z  شود: زیر نوشته می صورتبه  
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)4-46(                                                                                                
d d dz

dr dz dr

  

  

رابطه  در  تنش    تغییرمکان  zفوق   ي که  است.  تغییرمکان    عنوانبه تیر  از    صورتبه تابعی 
d

dz


  به   

می  سادگی محاسبه  حاصل  براي  طریق  شود.  به  سازه  طراحی  متغیرهاي  به  نسبت  تنش  حساسیت 

ها نسبت به متغیرطراحی  خاصی مشتق تغییرمکان
dz

dr
  ها باید محاسبه شود. در حالت کلی حساسیت 

از روش    نامهپایاندر این    . کرد  محاسبه  تحلیلی  و یا نیمه   تحلیلی  روش   محدود،   تفاضل  با  توان می   را

  شود. حساسیت استفاده می تحلیل تحلیلی براي 

مشتقحساسیت با  میها  محاسبه  حاکم  معادله  از  ضرایب  گیري  ماتریس  مشتق  محاسبه  لذا  شوند 

  به   طراحی  متغیر  به  توجه  با  سختی   ماتریس  صریح  بیان   از  استفاده   با  مشتق  این  ضرورت دارد و اگر

  نامند. آید، آن را روش تحلیلی می دست

  روش تحلیلی مستقیم   1-5-4

نظر تابع لاگرانژین    با در  رابطه   شده  تعریفگرفتن  به متغیرهاي  4-41(  ي در  تابع هدف نسبت  از   ،(

  : کنیممی   گیريمشتق طراحی 

)4-47(                                       
1 1

( ) 1

2

enk nk
e

e e

J Objective function  

 

  
 

  
 

u k
u k u u 

عبارت




u
e  يرابطه   طرف  دوگیري از  توان با مشتقرا می   k u f    نسبت به متغیرهاي طراحی با در

این گرفتن  است،  نظر  طراحی  متغیرهاي  از  مستقل  خارجی  نیروهاي  بردار  می   صورتبه که  توان  زیر 

  نوشت:

)4-48(                                                                                         0
e

e 
 

 

k u
u k 

)4-49(                                                                                       1( )
e

e  
 

 

u k
k u  
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 ) داریم: 4-47( ي ) در رابطه4-49( ي با جاگذاري رابطه

)4-50(                                                   1

1 1

1
( ( ) )

2

e enk nk
e e

e e

J   

 

  
  

  
 

k k
u k k u u u  

 زیر بازنویسی کنیم:  صورتبه توانیم آن را می ،فوق  ي رابطه سازيسادهبا 

)4-51(                                                                 
1 1

1

2

e enk nk

e e

J  

 

  
  

  
 

k k
u u u u  

 :آید می  دست به زیر  صورتبه  ،مشتق تابع هدف نسبت به متغیر طراحی نهایت در

)4-52(                                                                                    
1

1

2

enk

e

J 



 
 

 


k
u u 

  شود: زیر بیان می صورتبه اي هاي گرهلمانماتریس ضرایب براي اِ 

)4-53(                                                                                 ( )
e

e e

V

H dV k B DB 

  :بنابراین ، شودمی دیراكدر جهت نرمال برابر تابع دلتا    ساید هويمشتق تابع 

)4-54(                                                                                              ( ) ( )H    

)4-55(                                                                         ( ) ( )H 


     


r 

عبارت   ،بنابراین
e



k  شود: زیر حاصل می صورتبه  

)4-56(                                                                         ( )
e

e
e

V

dV
  

 
k

B D B  

      کرد: بازنویسی زیر  صورتبه توان آن را می ،)4-52( ي ) در رابطه4-56( ي با جاگذاري رابطه

)4-57(                                                             
1

1
( ( ) )

2 e

nk
T T e

e V

J
dV




   


 u B DB u  

 : شودمیزیر بیان   صورتبه ) نسبت به متغیر طراحی نیز 4-40( يهمچنین مشتق قید در رابطه 
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زیر بازنویسی    صورتبه توان  ) را می 4-41(  ي)، رابطه 4-41(  ي ) در رابطه 4-57(  ي با جاگذاري رابطه 

  کرد: 

)4-59(        
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- ژاکوبی تکامل می-سطوح تراز در فضاي پارامتري توسط معادله همیلتون  مجموعهتابع    که  جاییازآن

  زیر بازنویسی کرد:                                      صورتبه توان ) را می4-59(  يیابد، بنابراین رابطه 

)4-60 (
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دترمینان ماتریس ژاکوبین است. براي پیدا کردن سرعت در یک    کنندهبیان  1J  ، فوق  ي که در رابطه

)نقطه   , )r s  اي از الِمان گرهke  جاگذاري  34-4(  ي ) را در رابطه60-4(  ي در فضاي پارامتري رابطه (

  :  کنیممی

)4-61(                                 1 1
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)بنابراین سرعت نرمال در یک نقطه   , )r s   نوشت: توان می  زیر  صورتبه در فضاي پارامتري را  

)4-62(                                                                              1

1
( )
2

n ke ke   u B DBu J 

رابطه  آمده  دستبهسرعت   رابطه 4-62(  ي در  در  را  جاگذاري می4-36(  ي )  تابع  )  و    مجموعه کنیم 

بهینه فرآیند  در طی  تراز  رسانیسازي  سطوح  تابع  می  بروز  از  نقطه  هر  هم  آخر  در  و    مجموعه شود 

  شود. شده در فضاي فیزیکی نمایش داده می بروز رسانیسطوح تراز 

  دست به در زیر    شده   تعریف  کردن ضریب لاگرانژ  بروز رسانی   یافته   توسعه ضریب لاگرانژین نیز از روش  

  گردد: می  بروز رسانیسازي و طی فرآیند بهینه آید می 

)4-63(                                                                        1
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ي زیر  با استفاده از رابطه   kسازي هستند. که  اُم فرآیند بهینهk  پارامترهاي تکرار  kو    که در آن  

  شود: می بروز رسانی 

)4-64(                                                                1
maxmin ( , )k k

Rk n      

سازي و حد بالاي پارامتر  در هر تکرار بهینه به ترتیب مقدار افزایشی به پارامتر   maxو   که در آن 

  سطوح تراز    مجموعهسازي به روش  باشند. تا زمانی که مقدار درصد حجمی طرح اولیه در بهینهمی

 یابد زیر کاهش می  يتکرار اولیه با استفاده از رابطه   Rn  نرسد، قید حجم در  نظر   موردبه درصد حجمی  

  کننده حجم طرح اولیه است :  بیان 0Vکه در آن   

)4-65(                                            0 0( ) ( )k
max R

RD

k
G H d V V V k n
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 
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  مقدمه  1-5

بهینه  مسئله  براي  عددي  مثال  چندین  بخش  این  حالت  در  در  خمشی  صفحات  توپولوژي  سازي 

از روش   استفاده  با  قید حجم مصالح   و  انرژي کرنشی  تابع هدف کمینه کردن  با    مجموعه الاستیک 

  گیرند.  قرار می  یبررس  مورد، شده ارائه سطوح تراز 

این   به اصطلاح  نامه انیپادر  این روش اعمال می  1مصالح جایگزین   ، روش  در    گسترده   صورتبه  شود. 

مسئله   تحلیل  بهینهحساسیت  براي  ي  انرژي    دست بهسازي  از  طبیعی  سرعت  توسعه  بردار  آوردن 

هاي خالی با  شود که دامنهاست. در این روش فرض می  شده  استفاده طراحی،    يکرنشی در کل دامنه 

می جایگزین  ضعیف  ماده  استنوعی  کمتر  بسیار  آن  الاستیسیته  مدول  که  براي    .شوند  بنابراین 

  ي زیر استفاده کنیم: توانیم از رابطهمی اي محاسبه مدول الاستیسیته در هر اِلمان گره

)5-1 (                                                                                 
0( )e e

i min i minE E vf E E    

  

eکه در آن  
iE   وevf  مدول الاستیسیته و کسر حجم براي  ب یترتبهi0اي هستند.  اُمین الِمان گرهE 

هاي خالی است نیز مدول الاستیسیته دامنه  minEمدول الاستیسیته مصالح جامد است که برابر یک و  

  شود. در نظر گرفته می 10×91-برابر   نجایاکه در 

  هاي عددي مثال  2-5

  : 1- 5 مثال

  طور همان که چهار ضلع آن گیردار است تحت بار متمرکز در وسط صفحه    ، ي خمشی مربعیک صفحه 

مثال   که جایی ازآنشود.  است، در نظر گرفته می  شده  داده (الف) نشان  - 1-5  که در شکل توسط    این 

و همکارانش از    گرفته  قرار  بررسی  مورد   [19]در مرجع  بلبلیدیا  این    اطلاعاتاست،  در  آن  با  مشابه 

ي کنترلی و یک  نقطه   2601و    625شود. سه مدل: دو مدل با یک وصله به ترتیب با  مثال استفاده می

 
1 ersatz-material 



 

63 

 

است، براي حل    شده  داده نشان    1-5ي کنترلی، که در جدول  نقطه  2401مدل با چهار وصله شامل  

است. بنابراین    شده  گرفته   نظر   در   [19]در مرجع  اجزاءمحدودگره    2601  . تعداداند شده  ارائه   این مثال

ها در  است. چیدمان وصله  شده گرفته نقطه کنترلی در نظر    2601، براي مدل دو،  نتایج  ي براي مقایسه 

براي هر مدل در    2با درجه نربز    یکساناي باز  است. بردارهاي گره  شده  داده (ب) نشان  -1-5شکل  

می گرفته  ضخامت صفحهنشونظر  برابر    ي د.  الاستیسیته  0.1خمشی  مدول  ضریب    ، 10.92  ×   510، 

شود.  مصالح در نظر گرفته می  درصد   50و قید حجم نیز    P=100برابر    متمرکز  و بار  0.3پواسون برابر  

نهایی و    ي و توپولوژي بهینه  2-5یک در شکل    نهایی و نمودارهاي همگرایی مدل   ي توپولوژي بهینه 

نهایی مدل سه و نمودار همگرایی آن    ي و توپولوژي بهینه  3-5دو در شکل    نمودارهاي همگرایی مدل 

سطوح تراز و مرزهاي توپولوژي    مجموعه تابع    عدي بُ  سه . حالت  اند شده   داده نشان    4-5  نیز در شکل

تراز صفر تابع   براي مدل دو در شکل    مجموعهبهینه در  تراز  با   شده  دادهنمایش    5-5سطوح  است. 

به تعداد نقاط کنترلی وابسته هستند. توپولوژي بهینه    بهینه  هايتوپولوژي   ،شده  حاصل توجه به نتایج  

با استفاده از روش همگن  شده  داده (پ) نشان  -1-5طور که در شکل  ، همان [19]در مرجع - است، 

اعمال جریمه  با  اِلمان درجه دوم    625با در نظر گرفتن    ،سازي  با  گره  9تا    ، گره  2601اي و در کل 

گرفتن  شده  حاصل نظر  در  با  توپولوژي  51×51=2601  است.  به  دو،  مدل  در  کنترلی  بهینه    نقطه 

  ارائه با استفاده از روش    ، تري در توپولوژي بهینهو صریح  یابیم؛ ولی مرزهاي هموارتردست می  مشابهی

بهینه  می  حاصل  شده توپولوژي  در  نیز  میانی  با چگالی  مصالح  دیگر  و همچنین    آمده  دستبه شوند 

  داراي دقت بیشتري است. شده ارائه شود و روش مشاهده نمی
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با بار متمرکز در وسط که چهار ضلع آن گیردار است. (ب)   1- 5ي خمشی مربع مثال  (الف) صفحه  1- 5شکل  

  .  [19]در مرجع  شده  ارائه  يها. (پ) توپولوژي بهینهترتیب قرار گرفتن وصله

  

  .1- 5هاي مثال ها و تعداد نقاط کنترلی در هر وصله براي مدلمشخصات تعداد وصله  1- 5جدول  

  

  

 هاتعداد وصله مدل
کنترلی  تعداد نقاط 

 در هر وصله 

تعداد درجات آزادي  

 کل  

 1875 25×25 1 مدل یک 

 7803 51×51 1 مدل دو 

 7203 25×25 4 مدل سه 

 (ب) ف)ال(

 (پ)



 

65 

 

    
  

  . نهایی و نمودار همگرایی تابع هدف و قید مدل یک  يبهینه(الف) و (ب) به ترتیب توپولوژي   2-5شکل  

  

     
  

  . نهایی و نمودار همگرایی تابع هدف و قید مدل دو  ي(الف) و (ب) به ترتیب توپولوژي بهینه  3- 5شکل  

  
  

  . نهایی و نمودار همگرایی تابع هدف و قید مدل سه  ي(الف) و (ب) به ترتیب توپولوژي بهینه  4- 5شکل  
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سطوح تراز براي مدل دو و مرزهاي   مجموعهتابع    ي بعد  سه(الف) و (ب) به ترتیب نمایش    5- 5شکل  

  دهد.سطوح تراز را نشان می  مجموعهي سازه در تراز صفر تابع توپولوژي بهینه

  

  :2- 5مثال 

به ضلع  صفحهیک   تکیهسانتی  30ي مربعی  با  بار متمرکز    يگوشه   هاي ساده در چهارگاهمتر  با  آن 

P=100  (الف) را در نظر  -6- 5شکلدر    شده   داده ي طراحی و شرایط مرزي نشان  دامنه  با   ، در وسط آن

دامنهمی باگیریم.  طراحی  گسستهنقطه   25×25=   625  ي  کنترلی  میي  هر  سازي  براي  و  دو  شود 

بردارهاي گره باز جهت  نربز    sو rاي  براي این مثالانتخاب می  2با درجه  مدول الاستیسیته    ،شوند. 

درصد در نظر گرفته    50متر و قید حجم  سانتی  1و ضخامت برابر    0.3و ضریب پواسون برابر    1برابر  

دهد. این مثال براي  نقاط کنترلی آیزوژئومتریک مسئله را نشان می   ي (ب) شبکه-6- 5شود. شکل  می

- 5(جدول    فضاي پارامتريدر  سازي متفاوت  دو مدل با نقاط کنترلی ثابت ولی با تعداد نقاط گسسته

- 7-5هاي  گیرد. شکلقرار می  ی بررس   مورد شود  که توابع پایه شعاعی در آن تعریف می اي در شبکه) 2

- دهند و شکلبراي مدل یک و مدل دو را نشان می را  نهایی    ي توپولوژي بهینه  به ترتیب(الف) و (ب)  

نمودار همگرایی تابع هدف و قید را براي مدل یک و مدل دو نشان    بیبه ترت(الف) و (ب)  -8- 5هاي  

  دهند.  می

 (ب) ف)ال(
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پارامتري که توابع پایه شعاعی در  در فضاي  سازي متفاوت  دهند با تعداد نقاط گسستهنتایج نشان می 

براي مدل یک و مدل دو یکسان هستند ولی مرزهاي    آمده   دستبه هاي  توپولوژي شود،  آن تعریف می

بهینه گسسته  توپولوژي  نقاط  تعداد  افزایش  بنابراین  است.  هموارتر  یک  مدل  به  نسبت  دو  مدل  ي 

  و در شکل کلی توپولوژي تأثیري ندارد.  گردد سازي در فضاي پارامتري موجب هموارتر شدن مرزها می 

          
  

  

  
  

  .نقاط کنترلی  ي، (ب) شبکه2- 5ي مربع مثال  طراحی و شرایط مرزي صفحه   ي دامنه  (الف)  6- 5شکل  

  

  

  

 مدل

تعداد نقاط  

کنترلی در  

 هر وصله 

تعداد نقاط  

  ي گسسته ساز

   يپارامتر  يفضا

 اي  هاي گرهبردار

 مدل یک 
625 

24×24 
 0,0,0,0.0435, ,0.9565,1,1,1r s  

 47×47 مدل دو 

 (ب)

 ف)ال(

  .2- 5سازي متفاوت براي مثال  تعداد نقاط گسسته  2- 5جدول  
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  . مدل یک و مدل دو  براي  ي نهایی(الف) و (ب) به ترتیب توپولوژي بهینه  7- 5شکل  

 

  
  

  
 

  . (الف) و (پ) به ترتیب نمودار همگرایی تابع هدف براي مدل یک و مدل دو  8- 5شکل  
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 ف)ال(

 (ب)

 (ب) ف)ال(
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  :3- 5مثال 

دایرهصفحه  شعاع  ي خمشی  با  تکیه سانتی  10اي  و  متمرکز  متر  بار  تحت  گیردار  در وسط    P=1گاه 

طراحی به چهار    يشود. دامنه در نظر گرفته می،  است  شده  داده (الف) نشان  -9-5که در شکل    صفحه 

  در نظر   2با درجه نربز   sو r ايبردارهاي گره  دو جهتها در  شود و براي همه وصلهوصله تقسیم می

می با  گرفته  وصله  هر  گسسته  225شوند.  کنترلی  نقطه  میتا  مدول  سازي  مثال  این  در  شود. 

در نظر  مصالح  درصد   50  نیز   متر و قید حجم سانتی   1.2 ، و ضخامت0.3 واسون، ضریب پ1  الاستیسیته

می شکل  گرفته  وصله- 9-5شود.  ترتیب  شکل  (ب)  و  شبکه -9- 5ها  دامنه  ي (پ)  کنترلی    ي نقاط 

در    نهایی و نمودار همگرایی تابع هدف و قید به ترتیب  يدهند. توپولوژي بهینه طراحی را نمایش می 

 .اند شده  داده و (ث) نمایش  (ت) -5-10هاي شکل  0,0,0,0.0769, ,0.9231,1,1,1r s   

                                 

  
  

  ها، ، (ب) ترتیب وصله3- 5اي مثال  دایره   خمشی  يطراحی و شرایط مرزي صفحه   يدامنه   (الف)  9-5شکل  

  . نقاط کنترلی  ي(پ) شبکه

  

 (ب) ف)ال(

 (پ)
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  . نهایی و (ب) نمودار همگرایی تابع هدف و قید  ي(الف) توپولوژي بهینه  10- 5شکل  

  . شودهمگرا می  نظر  مورد دهد که تابع هدف با اقناع قید  نمودار همگرایی تابع هدف و قید نشان می

مثال نشان می   ،بنابراین نمودار همگرایی این  توپولوژي بهینه و  سازي توپولوژي  د که بهینه ندهشکل 

ب خمشی  مدل  ،شده ارائه روش    اصفحات  بهینهتوانایی  و  دامنهسازي  طراحیسازي  دارد  هاي  که    را 

آنمدل روش  سازي  با  استها  دشوار  براي صفحهاجزاءمحدود  بعدي  مثال  در  دامنه .  با    ي ي خمشی 

  داده ، نشان  حاصل شدهطراحی به شکل رینگ، توپولوژي بهینه و نمودار همگرایی تابع هدف و قید  

  است. شده

  

 ف)ال(

 (ب)
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  :4- 5مثال 

صفحه آن  یک  داخلی  شعاع  که  رینگ  حالت  به  خمشی  آن  سانتی  10ي  خارجی  شعاع  و    30متر 

شوند، در نظر گرفته  که به دایره شعاع خارجی آن اعمال می  P=1متر است با چهار بار متمرکز  سانتی

دامنهمی با    ي شود.  مدل  چهارطراحی  میوصله  دامنهسازي  طراحی شود.  و    و   ي  مثال  مرزي  شرایط 

 براي هر وصلهاي  . بردارهاي گرهاند شده  داده(الف) و (ب) نشان  -11-5هاي  در شکل  هاوصله ترتیب  

گرفته    در نظر   2برابر    دو جهتسازي شده و درجه نربز نیز براي هر  نقطه کنترلی گسسته  325که با  

  زیر هستند:   صورتبه شود می

 0,0,0,0.0909, ,0.9091,1,1,1s      و 0,0,0,0.043, , 0.9565,1,1,1r   

درصد در نظر    50متر و قید حجم  سانتی  1، ضخامت برابر  0.3، ضریب پواسون  1مدول الاستیسیته  

نشان می  ي(الف) شبکه -12- 5شوند. شکل  گرفته می را  آیزوژئومتریک  کنترلی  توپولوژي  نقاط  دهد. 

تابع هدف و قید در شکل  -12- 5نهایی در شکل    ي بهینه نمودار همگرایی  و  (پ) نشان  -12- 5(ب) 

  نظر   مورددهد که تابع هدف با اقناع قید  نمودار همگرایی تابع هدف و قید نشان می  است.  شده  داده 

  شود. همگرا می

  

                            
  

  

  . ها، (ب) ترتیب وصله4- 5مثال     طراحی و شرایط مرزي  يدامنه   (الف)  11- 5شکل  

  

  

 (ب) ف)ال(
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) نمودار همگرایی تابع هدف و پنهایی، (  ي) توپولوژي بهینهبنقاط کنترلی، (  ي) شبکهالف(  12- 5شکل  

  .4- 5قید مثال  

  :5- 5مثال 

(الف)  -13-5در شکل   ي طراحی و شرایط مرزيدامنه   که  P=1تا بار متمرکز    چهاري خمشی با  صفحه 

شود که  سازي میوصله گسسته  چهاري طراحی با  شود. دامنه در نظر گرفته می،  است  شده  داده نشان  

همه وصلهبراي  هر  ي  براي  جهتها  گرهبردار  دو  با هاي  نربز   اي  نظر   2  درجه  می  در  شود.  گرفته 

با هر وصله در جدول  بردارهاي گره کنترلی    شده  داده نشان    3- 5اي مرتبط  نقاط  تعداد کل  و  است 

O
b
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n

V
o

lu
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e 
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ac
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n

 (ب) ف)ال(

 (پ)
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متر و  سانتی  1، ضخامت  0.3، ضریب پواسون  1تا است. براي این مثال مدول الاستیسیته    576برابر  

برابر   حجم  نظر    30قید  در  شکل    شده  گرفته درصد  گسسته -13-5است.  نحوه  ي  دامنه سازي  (ب) 

وصله گرفتن  قرار  ترتیب  و  میطراحی  نشان  را  کنترلی در شکل    ي دهد. شبکهها  (الف)  -14- 5نقاط 

در    شده  دادهنشان   ترتیب  به  نیز  قید  و  هدف  تابع  همگرایی  نمودار  و  نهایی  بهینه  توپولوژي  است. 

نمایش  -14-5هاي  شکل و (پ)  میاند شده  داده(ب)  نشان  نمودار همگرایی  که.  تابع هدف که    دهد 

  شود. ، همگرا مینظر مورد همان کمینه کردن انرژي کرنشی است با اقناع کردن قید حجم 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  . 5- 5اي مرتبط با هر وصله براي مثال  بردارهاي گره     3- 5جدول  

  

                    
   

  

  .ها، (ب) ترتیب وصله5- 5ي خمشی مثال  طراحی و شرایط مرزي صفحه  يدامنه   (الف)  13- 5شکل  

  

  

 اي  هاي گرهبردار   وصله

 3و  1
 r  0,0,0,0.1429, ,0.8571,1,1,1 

 s  0,0,0,0.0435, ,0.9565,1,1,1 

 4و  2
 r  0,0,0,0.1429, ,0.8571,1,1,1 

 s  0,0,0,0.0435, ,0.9565,1,1,1 

patch1  

patch2  

patch3 

patch4  

 (ب) ف)ال(
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نهایی، (پ) نمودار همگرایی تابع هدف و   ينقاط کنترلی، (ب) توپولوژي بهینه  ي(الف) شبکه  14- 5شکل  

  .5- 5قید مثال  
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  مقدمه  1-6

فص آیزوژئومتریک    قبل   هايلدر  خمشیتحلیل  تراز   مجموعهروش  و    صفحات    بر   ی مبتن  سطوح 

براي توپولوژي  بهینه  آیزوژئومتریک  مثال  صفحات خمشیسازي  براي بررسی  و همچنین  هاي عددي 

توانایی  کارایی     صورت به از این پژوهش    آمده  دستبه ارائه گردیدند. در این بخش نتایج کلی  روش  و 

  ارائه آتی    مندان در این زمینه براي کارهايشود و در آخر هم پیشنهاداتی براي علاقه مختصر ذکر می

  است. شده

  نتایج  2-6

این   روش  بهینه  نامهان یپادر  توسط  توپولوژي صفحات خمشی  مبناي    مجموعهسازي  بر  تراز  سطوح 

در    هدف   باآیزوژئومتریک،   مصالح  از  مشخصی  مقدار  گرفتن  نظر  در  با  کرنشی  انرژي  کردن  کمینه 

سطوح تراز در   مجموعه قرار گرفت. تابع  یبررس  مورد سازي،  قید مسئله بهینه عنوان  بهي طراحی دامنه 

نربزهاي   پارامتري  شعاعی    استفاده   مورد فضاي  پایه  توابع  توسط  آیزوژئومتریک  تحلیل    ی مولت در 

بنابراین    ،شود. براي هر وصله از مدل، فضاي پارامتري یک مربع واحد استندي میبفرمول   ک یکوادر

تراز در یک شبکه  مجموعه تابع   شود و به پیچیدگی دامنه طراحی بستگی  معمول حل می  ي سطوح 

از هم جدا  سطوح تراز در آن حل می  مجموعه اي که تابع  نقاط کنترلی و شبکه  ي ندارد. شبکه شود 

وابس و  و  هستند  تحلیل  در  دقت  بهبود  براي  بنابراین  ندارند.  هم  به    مجموعه تابع    یرسان   روزبتگی 

  به شود  سطوح تراز در آن تعریف می  مجموعهکه تابع    ياشبکه نقاط کنترلی و    ي شبکه  ،سطوح تراز 

  توانند اصلاح شوند. جداگانه می صورت

توانایی و کارآمدي روش ارائه شدند. با  چندین مثال عددي با شرایط مرزي متفاوت براي نشان دادن  

مدل در  نربزها  انعطاف  به  روش    هاآن   يسازمدل که    ییهاهندسه دقیق  سازي  توجه    اجزاءمحدود با 

  1- 5در مثال    آمده  دست  به  يیجهاند. نتسازي شدهصفحاتی به حالت دایره و رینگ مدل  ،دشوار است



 

77 

 

از روش    براي مدل دو  استفاده  بهینه نشان می  ،شده  ارائه با  انطباق    شده  حاصل  يدهد که توپولوژي 

بهینه توپولوژي  با  دارد؛    شده  ارائه  يخوبی  را  فنی موجود  ادبیات  بهینه  که  ی حال  در در    ي توپولوژي 

و    شده  حاصل هموارتر  مرزهاي  مثال  است    ي ترحیصر داراي  نتایج  می  1- 5و  که  نشان  دهند 

  ي نمودارها  شده  ارائه  يهامثال در    نهایی به تعداد نقاط کنترلی وابسته هستند.  يبهینه  يهاي توپولوژ 

می نشان  شدههمگرایی  همگرا  هدف  تابع  که  همچنین    دهند  است.  گردیده  اقناع  نیز  قید  و  است 

گسسته نقاط  شبکهافزایش  در  پارامتري  فضاي  در  تابع  سازي  که  بر    سطوح  مجموعهاي  مبتنی  تراز 

شود، در شکل کلی توپولوژي بهینه تأثیري ندارد و فقط موجب هموارتر  توابع پایه شعاعی تعریف می 

می بهینه  طرح  مرزهاي  روش    شود.شدن  براي    عنوانبه تواند  می  شده  ارائه بنابراین  مؤثر  روش  یک 

  توپولوژي صفحات خمشی در نظر گرفته شود.   يسازنه یبه

  پیشنهادات  3-6

   این مسئله  نامه انیپادر  کمینه  بهینه  ي فقط  هدف  تابع  با  صفحات خمشی  توپولوژي  سازي 

حجم   و  کرنشی  انرژي  طراحی    عنوانبه کردن  بنابراین   گرفته   قرار   ی بررس   موردقید  است. 

  پژوهش  مورد متفاوتی    يدهایقابع هدف و  با ت  د توانسازي توپولوژي صفحات خمشی میبهینه

 قرار گیرد.  

 ات خطی و یا تئوري پلاستیک صفحغیر  از حالتسازي توپولوژي صفحات خمشی  براي بهینه  

  خمشی استفاده کرد. 

   توپولوژي صفحات خمشی   يسازنه ی بهتوان براي  را می  شده  ارائهتوپولوژي    يسازنه یبهروش

 بسط داد. هیلا چند کامپوزیت 

  شده   ارائه توان با روش  اي را می توپولوژي بهینه صفحات خمشی در حالت دینامیکی و لرزه  

 .  داد  قرار  یبررس  مورد 
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Abstract 
 

 ................................................ 

Plate structures are one of the most important structural systems that are used in many 
engineering works and modern industries; Therefore, optimizing them is important. 
Topology optimization is one of the fields of structural optimization that has recently been 
considered by many researchers and its purpose is to find the best distribution of materials 
in the design domain by considering the objective function and specific constraints  This 
study presents topology optimization of plate structures by employing isogeometrical level 
set method. For structural analysis of plates, the IsoGeometric Analysis (IGA) approach is 
applied and Non-Uniform Rational B-Splines (NURBS) basis functions are used for 
approximation of the design domain geometry as well as the unknown deformation field. 
In previous studies, the level set function has been approximated using the b-spline basis 
functions, and the control net is updated during the optimization process. Since the control 
points are not basically on the level set surfaces, the difference between the zero level of 
the level set function, which shows the boundaries of the structure, and the zero level of its 
control net appears. to alleviate this difference and increase the accuracy, in this study the 
level set function is parametrized with Radial Basis Functions (RBFs) over a grid defined 
in parameter space which is constantly a unite square for each patch of the model. 
Therefore, the control net in the isogeometric analysis model and the grid for solve the 
level set function are separate. therefore, for problems with complicated design domains 
the level set function can be solved in a uniform grid. the level set function is solved in 
parameter space and the updated level set function is mapped into physical space.  
This approach can handle the problems with complicated design domains and with an 
approximate re-initialization scheme can maintain a smooth level set function during the 
optimization process and has less dependency on initial designs because of its ability to 
nucleate new holes inside the design domain. Due to the capability of IGA method in 
modeling complex design domains, while maintaining high accuracy in analysis, 
combination of IGA with RBFs level set method provides a very useful and effective 
technique for topology optimization problems.  
in this study, like most common topology optimization problems, compliance  is minimized 
by considering the volume constraint of the material. Several numerical examples are 
prepared to demonstrate the efficiency and accuracy of the method for topology 
optimization of the plate structures and to evaluate the validity of the method, the obtained 
optimal topologies are compared with the optimal topology presented for plate  structures 
with other methods in the existing literature. 
 
 
 
Keywords: plate structures, Topology optimization, Level set method, Isogeometric 
analysis, Radial basis functions. 
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