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 اثرتقدیم 

 نده از حمایت و عشقشان  نسبت به ب  گاههیچو  اندودهب  اورمیو زندگی با تمام وجود یار  م مراحلتقدیم به پدر و مادرم که در تما

 .ستیست، بلکه بایستگی و وظیفه ان رم که ارزش استاد را دانستن، هنر و تقدیم به تمامی اساتید گرانقد کم نشد
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 تشکر و قدردانی

وند متعال را به جای م  انم و با سپاس فراوان از نامه را به سرانجام برسایانام رساند تا این پم که یاری آوریدر ابتدا شکر خدا

مند شدم ایشان بهره های ارزشمندنامه از راهنماییتوکلی که در تمامی مراحل پایان استاد ارجمندم جناب آقای دکتر سید مهدی

همچنین تشکر می
  .های فراوان نمودند من کمکبهمسیر  که در طی این زادهدس امینکنم از جناب آقای مهنو 
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 تعهدنامه

 عمران گرایش سازهمهندسی رشته دانشجوی دوره کارشناسی ارشد  علی اسدیاینجانب 

های زهسازی توپولوژی سابهینهنامه دانشگاه صنعتی شاهرود نویسنده پایان عمراندانشکده 

سید مهدی ب آقای دکتر ناجتحت راهنمائی ید خستگی تنش مسطح با درنظرگرفتن ق

 :شوممتعهد می توکلی

  ست .برخوردار ا توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت نامهپایانتحقیقات در این 

 . در استفاده از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است 

  ک یا امتیازی در هیچ یگری برای دریافت هیچ نوع مدرتاکنون توسط خود یا فرد د نامهپایانمطالب مندرج در

 جا ارائه نشده است .

   دانشگاه » با نام  و مقالات مستخرج باشدمیکلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود

 به چاپ خواهد رسید .«  Shahrood  University  of  Technology» و یا « صنعتی شاهرود 

  ند در مقالات مستخرج از تأثیرگذار بوده ا نامهپایانتمام افرادی که در به دست آمدن نتایح اصلی حقوق معنوی

 رعایت می گردد. نامهپایان

  نها ( استفاده شده است ضوابط ، در مواردی که از موجود زنده ) یا بافتهای آ نامهپایاندر کلیه مراحل انجام این

 و اصول اخلاقی رعایت شده است .

  ترسی یافته یا استفاده ، در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسنامهپایانکلیه مراحل انجام این در

                                                                                                                                                                      شده است اصل رازداری ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است .

 تاریخ                                                 

 امضای دانشجو                                                 

 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر
ر ها و تجهیزات ساخته کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج ، کتاب ، برنامه های رایانه ای ، نرم افزا

 می مربوطه ذکر شود .لدر تولیدات ع. این مطلب باید به نحو مقتضی  باشدمیشده است ( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود 

 .باشدمیبدون ذکر مرجع مجاز ننامه پایاناستفاده از اطلاعات و نتایج موجود در 
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 چکیده

ی ال توزیع بهینهدنب بهای است که ازهسازی سترین انواع مسائل بهینهسازی توپولوژی یکی از مهمبهینه

د مناسب از باشد. برای رسیدن به این منظور، انتخاب تابع هدف و قیی مورد نظر میمصالح در دامنه

 نظرو در کردن وزنطراحی توپولوژی سازه با هدف کمینه این تحقیق دراهمیت بالایی برخوردار است. 

بت متریك نسکه تحلیل آیزوژئو جایی از آنهمچنین  است. تهگرفگرفتن قید خستگی مورد بررسی قرار

سازی دلم در این حوزه باز کند و نمیان محققی ایت جایگاه ویژهمحدود توانسته اسی به روش اجزا

بزارهای ان یکی از اهای قبلی عمل کند به عنوبت به روشنستری ها با دقت بیشه و تغییرمکانهندس

ای در لهجای استفاده از توابع چند جم، بهدر تحلیل آیزوژئومتریك .تستفاده شده ااین پژوهش اس

غییر مکان اسپلاین برای بیان هندسه و تقریب تاجزای محدود، از توابع پایه نسبی غیر یکنواخت بی

 شود. استفاده می

ت. سا بوده مطرح توپولوژی سازیمسائل بهینه در کلی رویکرد دو همواره گذشته های سال طول در

 برای یدیگر محدودیت هیچ و گرددمیحجم کمینه  قید تحت سازه کرنشی انرژی تر،متداول رویکرد در

 تحت سازه زنو دیگر، رویکرد شود. درنمی نظر گرفته در هاتغییرمکان و هاتنش مثل ایسازه هایواکنش

ممکن است  از این مسائلآمده  دستدر کاربردهای واقعی،  توپولوژی به شود.می مینیمم تنش قیدهای

به این منظور . نماید های ناشی از خستگی را برآوردههای مهندسی مانند جلوگیری از خرابینتواند نیاز

خستگی،  برای کنترل خرابی است.  شده جهت تحلیل خستگی از روش تحلیل استاتیکی معادل استفاده

 اسری برایاست و با استفاده از روش قید سر رفته کار شده به معیار خرابی خستگی گودمن اصلاح

 است.  یافته ، زمان محاسبات کاهشخستگی قیدهای

به دلیل فراگیر و محبوب شدن روش سطوح تراز و سادگی و دقت بالای این روش و همچنین ماهیت 

ژی سازی توپولوگرهی بودن این روش و سازگاری آن با روش آیزوژئومتریك، از این روش برای بهینه
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صورت شود بهسازی میای که بهینهمرزهای سازهمجموعه سطوح تراز،  روشاست. در  شده گرفتهبهره

شود و مرز سازه می ی یك تابع ضمنی از بعد بالاتر معرفیوسیلههای دینامیکی است که بهمدلی از مرز

 دستژاکوبی به-لتونی همیگردد و مرز جدید از حل معادلهمی توسط یك سطح تراز مشخص معرفی

سازی توپولوژی ی بهینهمجموعه سطوح تراز در مسئله دادن کارایی و دقت روشمنظور نشانآید. بهمی

ی کامپیوتری برنامهبا استفاده از  مثال عددی ین، چنددست آمدهو صحت معادلات و تحلیل حساسیت به

 .است شده حل و نتایج ارائهشده در این پایان نامه، تهیه

 ،یكتحلیل آیزوژئومتر، قید خستگی، تحلیل حساسیت ،سازی توپولوژی سازهبهینه :کلمات کلیدی

 روش مجموعه سطوح تراز
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 مقدمه -1-1

 رتورض هو ب ییی و کاراورمنظور افزایش بهره نموده تا به تلاشکنون انسان  دای خلقت بشر تاتاز اب

 به وان از آنتاست؛ که میفت جامعه بشری خشد. این تلاش موجب پیشرب ی اشیا را بهبودحطرا ،ازنی

سنگین  یایاش ییجاهچوب برای جاب نسای از جهای دایرهکرد. برای مثال سازهسازی یادبهینه عنوان

ی چرخ شد؛ که در حبه طرا یافت و منجر است. این مفهوم در آینده توسعه شده باستان استفادهد عه در

نقل و  یل حملار، خودرو، قطار و دیگر وسا، موتور بخدندهرخل بعد موجب اختراعاتی همچون چمراح

نمود. در  شده را مشاهده های بهینهتوان سازهاز دنیای اطراف می نیهای گوناگودر بخش .است شده

عملکرد را دارا باشند.  تریناند که بهترین و مناسبشده یای طراحگونهن استخوان و مفاصل بهابدن انس

شود نشانگر طراحی بهینه بر مبنای ها و آنچه که در آن یافت میمیوهها، برگدرختان، نیز طبیعت  در

های ها، هواپیماها و دیگر سیستمنیز وجود ساختمان یاطراف خود هستند. در دنیای مهندسمحیط 

 هاهعظیم و پردازش داد های پیچیده نیازمند محاسباتر این مدعاست. طراحی سیستمپیچیده شاهدی ب

و در پیوست  وقوع همحاسبات عـددی به و گذشته، انقلابی در فناوری رایان ند. در طـی سه دههباشمی

نسان آگاهانه یا اند. اسازی به میزان زیادی توسعه و بهبود یافتههای عددی بهینهر روشسال های اخی

عنوان یك سازی بهبهینهسازی محیط اطراف خود است؛ بنابراین مطالعه ل به بهینهناخودآگاه متمای

  .استیر ناپذ سازی ریاضی اجتناب عه رابطهمبحث علمی و توس

این زمینه  های زیادی دررفتسازی در صنعت مورد توجه قرار گرفته و شاهد پیشمبحث بهینهامروزه 

ندگی نعت و زمدیون نیاز بشر به استفاده بهینه از مواد در صازی سرفت بهینهگسترش و پیش. تاس بوده

های ها و الگوریتمازی، معرفی روشست که در بهینهزمینه بیان شده، لازم اس د. با توجه به پیشباشمی

ر از منابع و ذخایر و ها بتوان از کمینه کردن مقدار استفاده بشرعت پذیرد که به کمك آنجدید س

هایی که در چند دهه روش ر اقدامی به عمل آورد. یکی ازهای آتی بشلی بخشی از آن برای نسنگهدار

ازی سد. بهینهباشازی توپولوژی میست، بهینهاس گرفتهرتوجه قراها مورد ازهسازی ساخیر در بهینه
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باشد. لازم به کل بهینه میهایی در شکل سازه به منظور رسیدن به شتوپولوژی به دنبال ایجاد حفره

تقبال محققین یشتر مورد اسکل و اندازه( بزی شسا)بهینهر دیگبت به دو روش ذکر است که این روش نس

 .تاس گرفته قرار

ـواردی وزدهم مرن ندر ق ارب لیناو ااست؛ امای شده شکست ناشی از خستگی امروزه پدیده شناخته

ارت بود چراکه خسارآمیزی ردر آن زمان خستگی پدیده اس. ده شاهدمنتظره مش های غیراز شکست

افتد. اولین تحقیقات در اق میظاهراً شکست بدون هرگونه هشداری اتف نیست و مشاهده خستگی قابل

ت کمتر از حد مقاومیك بار متمرکز  ردنکاربانجام شد. او دریافت که به 1زمینه توسط اگست ولر  نای

د توانیکرارشونده باشد، مابهی، تکند؛ اما اگر بار مشاستاتیکی سازه، هیچ آسیبی به سازه وارد نمی

ه بیشترین شـده است ک ر وُلرهومل ایجاد کند. این مشاهدات منجر به توسعه منحنی مشکاشکست 

تواند قبل از شکست اعمال شود، نمایش که می هاییصورت تابعی از تعداد سیکلتنش تکرارشونده را به

م کردن سختی با یك قید حج توپولوژی بر بیشینه سازیهای بهینهطور اساسی اغلب روشبه .دهدمی

های آمده از این مسئله ممکن است نتواند نیاز دستاند. در کاربردهای واقعی،  توپولوژی بهشده متمرکز

گرفتن خستگی نماید. بنابراین درنظر های ناشی از خستگی را برآوردهمهندسی مانند جلوگیری از خرابی

 باشد.یسازی توپولوژی بسیار حائز اهمیت معنوان یك قید در مسائل بهینهبه

ازی سطوح تراز در بهینهس مجموعه د که روشش خصاجع مختلف مشی منابع و مراز بررس سپ

وش ی امروزه رت. از طرفمحققین این حوزه پیدا کرده اسای در نظر اه ویژهشده و جایگ توپولوژی فراگیر

سازی دلملیل و محدود در تحی بت به روش اجزااست جایگزین بهتری نس تهتحلیل آیزوژئومتریك توانس

ستفاده از ای سشد که در این پژوهش به برر گرفتهشده تصمیم توجه به مطالب بیانبا .ها گرددازهس

 شود. تهپرداخ هاسازه توپولوژی سازیطوح تراز و تحلیل آیزوژئومتریك در بهینهتوابع س

                                                 
1 August Wohler 
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 ضرورت انجام تحقیق -2-1

ها حائز اهمیت ترس انسان، استفاده موثرتر از آنامروزه به علت محدود بودن منابع و انرژی در دس

وجو عنوان فرایند جست سازی بهدر این رابطه بهینهرود. شمار می ترین اهداف مهندسی بهاست و از مهم

 ،برای بهترین، به عنوان یك ابزار ارزشمند تعریف شده است. به عبارت دیگر هدف اصلی طراحی مهندسی

سازی قلب مهندسی است. باشد، بنابراین بهینهکن برای یك مسئله خاص میپیدا کردن بهترین حل مم

 سازی توپولوژی به کاهش وزن سازه بپردازیم.حال ضرورت دارد با انجام بهینه

( و موسسه باتل NISTبر اساس آمار منتشر شده توسط موسسه ملی فناوری و استانداردهای آمریکا )

(Battelle در سال )ها گذاشته است،میلیارد دلار هزینه روی دست شرکت 190تگی، خرابی خس، 2004 

 .ها بکاهدتواند از این هزینهبر است و تحلیل خستگی می بنابراین خرابی ناشی از خستگی بسیار هزینه

همچنین دلیل عمده خطرناک بودن شکست خستگی این است که بدون آگاهی قبلی و قابل رویت بودن 

توان به این نتیجه رسید که درنظر گرفتن خستگی ا توجه به موارد ذکر شده میبنابراین ب دهد.رخ می

   باشد.سازی توپولوژی به عنوان یك قید، بسیار حائز اهمیت میی بهینهدر مسئله

 اهداف -3-1

 یی روشو ارائهبا کمك توابع پایه شعاعی  سطوح تراز بندی روش مجموعهطور کلی تبیین فرمول به

از اهداف کلی  هاسازی توپولوژی سازهعنوان یك قید در بهینهنظرگرفتن خستگی به در ایاسب برمن

بت به روش ها نستحلیل سازهازی و سکه تحلیل آیزوژئومتریك در مدلاز آنجاییباشد. نامه میاین پایان

های از روش تفاده، لازم است که اس کرده طلوبی در نظر محققان امروزی پیدامحدود جایگاه می اجزا

بیشتر، زمان و حجم محاسبات لازم تر و با دقت هایی سریعبررسی شده تا با ارائه الگوریتم ،تحلیل جدید

دست آمده سازی از این روش و نتایج به؛ لذا در تمامی مراحل بهینهکل بهینه کمینه گرددجهت ارائه ش

  .شوداز آن استفاده می
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. ترین عناصر حل مسائل استسازی از مهمبهینه یلهبرای حل مسئ مناسب ساختاری انتخاب

-ناپذیر از بهینه عنوان بخشی تفکیكبندی بهمچنین تحلیل حساسیت با شرح دقیق و جزئیات فرموله

 .شد دخواه امه به آن پرداختهنسازی به روشهای ریاضی است که در این پایان

و بدون آن حل این  لازمسازی توپولوژی، هینهای مناسب برای حل مسائل بی رایانهبرنامه یارائه

ای مناسب در این راستا از اهداف دیگری است که ممکن خواهد بود. درنتیجه نوشتن برنامه مسائل غیر

 .نامه بدان پرداخته شده استدر این پایان

 نامهانیپای هافصلمعرفی  -4-1

فصل  7 حاضر به نامهانیپا ،اشاره شد آنبه  قبلی یهابخشتحلیل و بررسی مواردی که در  منظور به

 شده است.  یبند میتقس

ادبیات فنی و  بررسیبه فصل دوم  .باشدمی نامهانیپاو معرفی فصول  اهداف شامل مقدمه،فصل اول 

سطوح تراز، تحلیل آیزوژئومتریك و  سازی به روش مجموعهنه بهینهدر زمیکارهای گذشته مروری بر

روش تحلیل آیزوژئومتریك فصل سوم در  پردازد.می با درنظرگرفتن قید خستگی سازی توپولوژیبهینه

های لازم جهت تحلیل مسائل تنش مسطح  بندیو فرمولشده  عنوان روشی جدید و پرکاربرد بررسیبه

 های تحلیل خستگی مورد بررسی قرارگرفتهانواع روش چهارم در فصل است. شده صورت مختصر ارائه به

در فصل پنجم  .است شده کار رفته برای اعمال قید خستگی معرفی انتهای این فصل، روش بهدر و 

های مورد استفاده در این  بندیهمچنین فرمول ،گردیده سطوح تراز بیان روش مجموعهبا  سازیبهینه

دست ازی بهسبهینه با استفاده از آنالیز حساسیت، سرعت نرمال حاکم بر مسئلهو  شده روش استخراج

 اند.و با استفاده از روش ارائه شده بهینه شدههای عددی متنوعی تعریف در فصل ششم مثال . آمده است

در  ییشنهادهایپپرداخته و  مطالعه مورددر خصوص موضوع  یریگجهینتبه  در انتها در فصل هفتم

 .بیان شده است ندهیآارتباط با ادامه مطالعات در 
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 شینه تحقیقاتپی فصل دوم: 
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 ی سطوح ترازسازی به روش مجموعهبهینه -1-2

خیرا ا .سازی توپولوژی استها، بهینهسازی سازهی بهینهموضوعات تحقیق در زمینهترین یکی از مهم

ای اولیه های صنعت دارد؛ شده است. از کارهایخاطر کاربردی که در حوزهتوجه زیادی به این موضوع به

مسائل  های اخیر برای حلهای زیادی در دهه[ انجام شده است، روش1] 1بندسو و کیکوچیکه توسط 

  .شود [ مراجعه2تر به مرجع ]یدا کرده است. برای اطلاعات کاملتوسعه پ سازی توپولوژیهینهب

دسترسی آسان به مرز و تغییرات آن از روش  به علت عدم های پیوستهسازه سازی توپولوژیبهینهدر 

 2سازیتوان به روش همگنها میترین روشرایج مفاهیم توزیع مصالح بیشتر استفاده شده است. از و

هایی است وپولوژی بهینه تقریبا شامل المانهای فوق، تکرد. در روشاشاره [3،4] 3و چگالی متغیر [1]

ای عددی برای این دو هیادآوری می باشد که الگوریتم د. لازم بهنمی باش یكیا  صفرکه دارای چگالی 

ی فضای طرح سازسستههای المان محور، گمحاسبات روش ی المان هستند. چهارچوب کلیروش بر پایه

صورت ثابت برای باشد و متغیرهای طراحی بهاجزای محدود می های یکنواختلیه به صورت مستطیلاو

  هر جزء محدود در نظر گرفته می شود.

باشد می ازیسآمیز در حل مسائل بهینهالمان تا حدودی کارآمد و موفقیت یاگرچه محاسبات بر پایه

در  لمان محوراهای سازی با استفاده از روشایب بهینهدارد. یکی از مع بیلواما هنوز پارامترهای نامط

ر نرمال یا برداو همچنین  باشد؛ مثلا موقعیت و شکل مرزهای سازه میبیان اطلاعات مربوط به هندسه

  .باشدمرزها مشخص نمی انحنای

ازی سینهبه باشد و درت پر و قسمت خالی دقیقا مشخص نمیها مرز بین قسمطور کل در این روشبه

  شوند.ظاهر می صورت زیگزاگها، مرزها بهبا این روش

از  بنابراین برای دستیابی به توپولوژی که به واقعیت در عمل نزدیك باشد نیازمند عملیات دیگری

                                                 
1 Bendsoe & Kikuchi 

2 Homogenization 
3 SIMP: Solid Isotropic Material with Penalization 
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 صورتیم. همچنین می بایست مرزها را بهسازی شکل برای کاهش تمرکز تنش می باشجمله بهینه

  .باشدباشد و مستلزم هزینه زیادی میا آسان نمیاین کار بعضآورد که تری درنرم

وابسته  سازی توپولوژیهای بهینهشاره شده در فوق، اخیرا الگوریتمهای ابرای فائق آمدن بر مشکل

توپولوژی  ها، معرفی تابع شکل وی این روشپیشنهاد شده است. بارزترین مشخصهی بیشتری به هندسه

ها از سطوح تراز صفر تابع ضمنی جایی که در بیشتر این روشز آنباشد. اصورت ضمنی میسازه به

ی سطوح تراز نیز می گویند. ایده شود، به این روش مجموعهبرای تعریف مرز سازه استفاده می توپولوژی

تابع هدف و  ی روش حرکت تکاملی این تابع بر اساس حساسیتدر بیان تابع توپولوژی، بر پایه اصلی

ستین و  ی سطوح تراز برای اولین بار توسطها به روش مجموعهسازی سازهشد. بهینهباآن میقیود 

کنند که به  ها سعی کردند طرحی را با کمترین حجم پیداشد. در کارهای اولیه، آن [ آغاز5] 1ویگمن

ی معادله دست آوردن مرز مشترک ازها برای بهمقدار انرژی مشخصی نیز در همان زمان برسد. آن

روش  ،2[ اشر و سانتوزا6ای استفاده کردند. در مرجع ]شدهیلتون ژاکوبی با تابع سرعت ساختههم

گپ  های لرزشی مانند فرکانس تشدید شده یااز را برای مسائلی که شامل سیستممجموعه سطوح تر

  .سازی با قید حجم است استفاده کردندطیفی برای بهینه

سازی شکل و توپولوژی با یك چهارچوب محاسباتی برای بهینه ،[7]و همکارانش  3در کارهای الایر

سطوح تراز  برای رشد تابع مجموعه 4روش مجموعه سطوح تراز معرفی شده است که از گرادیان شکل

 5کارهای ونگ ی سطوح تراز ارائه شده است.گوریتم عددی برای حل تابع مجموعهاستفاده شده است و ال

عددی زیادی حل  هایها مثالاند. در مقالات آنهای عددی را توسعه دادهروش [9،8]و همکارانش 

را نشان می دهد.  گردیده است تا عملکرد این روش را ثابت کند و اهمیت ادامه تحقیقات در این روش

                                                 
1 Sethian & Wiegmann 

2 Osher & Santoaz 
3 Allarie 
4 Shape Gradient 
5 Wang 
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) 2[. تابع تعریف توپولوژی01نیز تعمیم دادند ] 1برای مواد مرکب ها این روش راهمچنین آن )TDF

ی توپولوژی استفاده گردید و روش معیار برای حل مسائل طرح بهینه [11،12] 3یتر و کیولنتوسط رو

[ روش دیگری را در 31همکارانش ] و 4بلیچکوکار برده شد. دیر بهینه بهبرای پیدا کردن مقا بهینگی

 یتعریف کننده ضمنی گرهی تابع ها مقادیر نقاطاند. در کار آنهای پیوسته ارائه کردهسازی سازهبهینه

 است و روش معیار صورت مستقیم استفاده گردیدهعنوان متغیر طراحی به توپولوژی و شکل سازه به

 گردیده ارائه نیز عددی های مثال. است شده گرفته کار به بهینه مقادیر آوردن دست به برایبهینگی 

  بات می کند.اث را روش کارآمدی که

دارای  سازیهتوپولوژی، روش گره محور در بهینسازی نهالمان محور بهیهای سنتی در مقایسه با روش

سازی بهینه پذیرد. در هر مرحله ازراحتی انجام میی سازه بهمزایای روشنی است مثلا تعریف هندسه

جایی که آن کننده توپولوژی سازه موجود است. ازی سازه، در تابع ضمنی بیانتمام اطلاعات هندسه

مچنین است. ه زی در هر مرحله قابل دسترسی می باشد مزیت بسیار جالبیشکل و پیکره یا شرایط مر

پردازش تصویر  سازی نیاز به روش هایاز بهینه پسپذیرد و توپولوژی سازه به راحتی انجام میتغییرات 

  .باشدسازی شکل نمیو بهینه

)محور با استفاده از توابع اگرچه روش نقطه )TDF همچنان  ی حل مسائل بالقوه مناسب است ولیبرا

سطوح  یبرای روش مجموعه ژاکوبی-محدودیت هایی دارد. اولین محدودیت به حل معادله ی همیلتون

 5شرایط بایستهای زمانی، میگردد. محدودیت از این قرار است که برای پایداری عمومی گامتراز برمی

CFL توانند ی سطوح تراز میمرحله، مجموعه ه شود. این نکته بدان معناست که در هردر نظر گرفت

 می گردد. به اندازه یك سلول شبکه حرکت کند. این محدودیت باعث کاهش سرعت در همگرایی جواب

ها نآ ی سطوح تراز ارائه کردند. در کاری مجموعه[ یك روش برای حل معادله14لوو و همکارانش ] 

                                                 
1 Composite 

2 Topology Description Function 
3 Ruiter & keulen 

4 Belytschko 
5 Courant–Friedrichs–Lewy 
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شده  ی سطوح تراز استفادهی مجموعهدلهبرای حل معا 1تقسیم عملگر تجمعی نیمه ضمنیاز روش 

-روش سازی، بدون نیاز بهطور خودکار در طول روند بهینهها، تغییرات توپولوژیکی بهاست. در روش آن

 سازی بهینه یزوژئومتریك را برایآروش  [51توکلی و همکارانش ]انجام شده است.  2مصنوعیهای 

) 3های پویاسازی، از روش مجانبمنظور بهینهها بهاند. آنها مورد استفاده قرار دادهتوپولوژی سازه )MMA 

. معرفی نمودند را پارامتری سطوح ترازی ش مجموعهرو [17،16]و همکارانش ونگ . اندتفاده کردهاس

ضریب  استفاده شده و برای تعیین 4ی شعاعیی سطح تراز از توابع پایهها برای تعریف رویهدر کار آن

ونگ و  استفاده کرده اند. همچنین 5راه ضریب جریمهلاگرانژ قید حجم از روش عددی افزایشی به هم

یك قید  کردن انرژی کرنشی تحت قید وزن و کمینهی توپولوژی را برای مسئله سازیینههمکاران به

در بین تمام  نیاز در هر مرحله، بیشترین تنش موجود ها قید تنشی مورددادند. در کار آن تنش تعمیم

وزن مینیمم  نیز همکاران آلبرتو فانسلو و [.18باشد ]در میان کل دامنه می 6گیری گوسینقاط انتگرال

 .[19] آوردند دست ی سطوح تراز بهرا با استفاده از قیود تنش محلی با استفاده از روش مجموعه

 تحلیل آیزوژئومتریک -2-2

های هندسی و تحلیل د شامل عدم ارتباط مناسب بین مدلهای رویکرد اجزا محدوبرخی از محدودیت

هایی با درجات بالا سب در المانمچنین عدم کارآیی مناها و هپیوستگی مناسب در المان و کمبود

مستقیما از توابع  [. این روش20های عددی شده است ]ریك در تحلیلمنتهی به معرفی روش آیزوژئومت

کند که در تحلیل هم استفاده می می عنوان توابع شکل مدل استفادهبه 7کامپیوتر طراحی به کمك ایهپ

                                                 
1 Semi-Implicit additive operator 

2 Artificial Schemes 
3 Method of Moving Asymptotes 
4 RBF: Radial Basis Function 
5 Augmented Lagrangian With Penalization Parameter 

6 Gaussian integration points 
7 Computer Aided Design 
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های مختلف را است، توانسته کاربرد خود در حوزه یزوژئومتریك معرفی شدهآش رو که شود. از زمانی

سازی شکل و توپولوژی به دلیل ، آیزوژئومتریك برای هر دو بهینهدهه گذشته در. [21-26] اثبات کند

است. به عنوان مثال، بیان هندسه دقیق مدل موجب ادغام تحلیل و  مزیت هایی که داشته اتخاذ شده

آیزوژئومتریك  1لاینیو توابع اسپ [29-27] سازی شکل و توپولوژی شده استی در هر دو بهینهطراح

سازی توپولوژی جلوگیری می کند هیچ فیلتری در بهینه که از شطرنجی شدن شکل سازه بدون اعمال

[32-30] . 

ستیابی تعریف هندسی و تولید سطوح و اشیا پیچیده قابل د ،2CAGD با تحولات اخیر در فناوری

و  3بزعنوان مثال نرها ، بههای اصلاح شده آنو برخی نسخه هالاینیبرای این منظور، از اسپ [.33است ]

این است که هر مولفه حوزه متغیرها  IGAش شود. ایده اصلی در رواستفاده می ، معمولا 4لاینیتی اسپ

ه عنوان یك صدق می کند، ب ر مسئلهمعادله دیفرانسیل جزئی حاکم ب که به عنوان راه حل در یك

های مناسب تواند توسط نسخهتصور شود که می مولفه دارد، 3مال آن بیش از نرسطحی که بردار 

هر یك از برای مسائل الاستیسیته، جایی ابهج عنوان مثال، در روش. به[35،34]شود  لاین ساختهیاسپ

و  ،شود ربز ساختهنتواند توسط می شود کهعنوان سطحی در نظر گرفته می بهجایی جابه اجزای بردار

توان با به پارامترها را می شود. معیارهای یافتن اینین کننده این سطوح جستجو میی تعیپارامترها

دست آورد.  هب حداقل رساندن کل انرژی پتانسیل عملکردی یا معادل آن با اجرای اصل کار مجازی

 هایحدود و روشهای عددی مانند اجزا مهای مشترک با سایر روشدارای برخی ویژگی IGAروش 

گسسته سازی دامنه مورد نظر با استفاده از نقاط کنترل در تحلیل آیزوژئومتریك، است.  5بدون مش

های ل محدود یا جمع آوری نقاط در روشهای اجزا محدود، تفاضمش جای استفاده از ها بهلاینیاسپ

چنین برای و هم مجهولغیرهای ین برای تقریب متلایپایه اسپ شود. همچنین، توابعبدون مش انجام می

                                                 
1 SPline 

2 Computer Aided Geometry Design 
3 NURBS 

4 T-SPline 
5 Meshfree 
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مسائل الاستیسیته از مراحل زیر تشکیل شده است. ابتدا  برای IGAشود. روش استفاده می یابیدرون 

ی شود. بسته به پیچیدگی هندسه و توپولوژاستفاده از توابع نریز ساخته می هندسه دامنه مورد نظر با

ممکن است به عنوان ها ن وصلهکرد. ای ربز در این مرحله استفادهن 1وصله مسئله، می توان از چندین

توانند به همان شکل اسمبل می های بزرگ در روش اجزای محدود در نظر گرفته شوند ونوعی از المان

ك، یزوپارامتریآاجزا محدود  ز، و استفاده از ایدهبدی، با استفاده از توابع پایه نر[. در مرحله بع20] شوند

روش استاندارد  ، با پیروی از یكسپسمی یابند.  یبیقررا تجایی جابه هایهندسه و همچنین مولفه

مجازی،  طور مشابه با استفاده از اصل کار های حساب تغییرات، یا بههای وزنی یا روشمانند باقیمانده

 یك سیستم معادلات خطیشوند. این منجر به حل دست آمده جایگزین می هدر روابط ب بیمقادیر تقری

 دست آوردنهشوند و برای بن روش متغیرهای کنترل ارزیابی میدنبال ایه بهتوجه داشت کشود. باید می

نحوه  تحلیل آیزوژئومتریكاست. در فصل  ها در نقاط خاص به نوعی پردازش ثانویه نیازجاییابهج

 [.30]داده شده است  شرح، این روشها در غییر مکانتمحاسبه  سازی هندسه ومدل

 گرفتن قید خستگیازی توپولوژی با درنظرسبهینه -3-2

 های مختلفی مورد بررسی قرارگرفتهسازی مبتنی بر خستگی، به کمك روشهای اخیر، بهینهدر سال

-برای بهینه. [36-38] است همورد مطالعه قرارگرفت نیز سازی شکل با درنظرگرفتن خستگیبهینهاست. 

، بار خستگی دینامیکی را با استفاده از بارهای [39]و همکاران  2شریف 2010در سال  ،سازی توپولوژی

بار سازی نیز اثر معادل [40] 4و پارک 3در همین سال کیمدادند.  استاتیکی معادل، مورد بررسی قرار

 کردند.دینامیکی با بار استاتیکی را بررسی

                                                 
1 Patch 
2 Sherif 

3 Kim 
4 Park 
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سازی توپولوژی مبتنی بر خستگی را که در بهینه [41] و همکاران 1اریك هلمبرگ 2014در سال 

حداکثر کردند. ، بررسیاست شده سازی توپولوژی در دو مرحله جداگانه انجامآن تحلیل خستگی و بهینه

-ها محاسبهبرای تعداد مشخصی از چرخهباشد، از میدهنده خسارت تجمعی مجنشانتنش اصلی که 

این مقاله در . است هشد سازی توپولوژی اعمالمسئله بهینه عنوان قید خستگی به، و سپس بهاستهشد

که کردن وزن سازه، درحالیقید خستگی معادل با حداکثر قید تنش اصلی است و مسئله جهت کمینه

صورت بندی مسئله بهاست. فرمول بندی شدهد، فرمولنکنارضا می قیدهای تنش استاتیکی و خستگی را

 :باشدزیر می

(2-1) 

{
  
 

  
 
𝑚𝑖𝑛∑𝑚𝑒𝜌𝑒(𝑥)

𝑛𝑒

𝑒=1

                                               

𝑠 ∙ 𝑡 ∙  {

𝜎𝑗
𝑓(𝑥) ≤ 𝜎𝑓      ,     𝑗 = 1,… , 𝑛𝑓𝑐

𝜎𝑖
𝑠(𝑥) ≤ 𝜎𝑠       ,     𝑖 = 1,… , 𝑛𝑠𝑐
𝜀 ≤ 𝑥𝑒 ≤ 1      ,     𝑒 = 1,… , 𝑛𝑒

 

است. اندازه خرابی خستگی  شده مشخص scnو  fcn که تعداد قیود خستگی و تنش استاتیکی با

 است: شده ورت زیر تعریفص نرم، به -ها با استفاده از تابع پیالمان

(2-2) 𝜎𝑗
𝑓(𝑥) = (

1

𝑁𝑗
∑(𝜎𝑎

1(𝑥))𝑝)
1
𝑝

𝑎𝜖Ω𝑗

 

با ترتیب امُ بهjو مجموعه نقاط ارزیابی خستگی متعلق به خوشه بیشترین تنش اصلی کششی که 

1

a  وj رچرخهپبر اساس تحلیل خستگی  ،1-2 در معادلهتنش خستگی بحرانی است.  شده دادهنشان، 

ابی که قید خردرحالیتنش خستگی بحرانی، کردن بیشینه ،تابع هدف ،ای که در آنبا حل مسئله

 است. شده محاسبه ،کندصورت زیر ارضا میخستگی تجمعی را به

(2-3) 
{

𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒: 𝜎𝑓                                                 

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜: {∑
𝑛𝑙
𝑁𝑙
≤ 𝐷̅

𝐿

𝑙=1

    ,    𝐷 ≤ 𝐷̅ ≤ 1
 

ت. برای حل به خرابی اس های منجرهای بارگذاری و تعداد چرخهچرخهترتیب تعداد به lNو  lnکه 

                                                 
1 Erik Holmberg 
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روش ، همراه با 1روش مصالح مصنوعی همسانگرد با اعمال جریمه، 1-2معادله سازی در مسئله بهینه

همچنین برای اجتناب از پاسخ صفحه است.  شده ساز استفادهعنوان یك بهینهبه [42]های پویا مجانب

 رفته کاربه 4حساسیتجای فیلتر کردن به [43] 3فیلتر کردن متغیر طراحیروش ، 2شطرنجی شدن

برای  است. گرفته براساس بیشترین تنش اصلی کششی انجام حساسیت قید خستگی ، و تحلیلاست

است، که درآن  شدهه استفاد [44]های سطح تنش هر خوشه، از تکنیكمحاسبه قیدهای خستگی 

 مورد بحث قرارگرفته [41]طور که در هماناند. شده ها تعریفها بر اساس مقادیر تنش المانخوشه

توانند باشد، اما مقادیر خستگی و تنش محلی، می، طرح بهینه نهایی، عاری از تمرکز تنش بزرگ میاست

رو، در این مقاله روشی ازاین، بالاتر از مقادیر قیدها باشند. 5ایناحیهبه دلیل اعمال روش قیدهای 

باشد، و قید سازی توپولوژی جدا میبهینهاست که در آن، تحلیل خستگی از مسئله  شده پیشنهاد

 گیرد.  سازی توپولوژی مورد استفاده قرارعنوان قید تنش در مسئله بهینهتواند بهخستگی می

 سی در این مقالهشکل مورد برر-گاهی تیر الابعاد هندسی دامنه طراحی و شرایط تکیه 1-2در شکل 

  است. شده داده نشان

 

 [41] شکل-تیر ال گاهیاحی و شرایط تکیهدامنه طر 1-2شکل 

عمر خستگی و تنش شکل برای وزن کمینه، با در نظرگرفتن -ی تیر الطرح بهینه 2-2در شکل 

                                                 
1 SIMP: Solid Isotropic Material with Penalization 

2 Checkerboard solution 
3 Design variable filtering 

4 Sensitivity filtering 
5 Regional constraints approach 
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 است. شده آوردهاستاتیکی 

 

 [41] شکل-ی تیر الطرح بهینه 2-2شکل 

گذاری سازی توپولوژی مبتنی بر خستگی با شرایط باربهینه [45]و همکاران  1جیونگ 2015در سال 

عمر، با استفاده از  -معیارهای خرابی خستگی بر اساس روش تنشدادند.  را مورد بررسی قرار متغیر

-های اصلاحپذیری قید خستگی، بر اساس نظریهتحلیل دینامیکی و استاتیکی برای غلبه بر عدم مشتق

میزس با استفاده از تحلیل تنش متوسط فوناند، شدهمحاسبه 4و گربر 3، سودربرگ2گودمن شده

 است. رفته کارمیزس بهتحلیل دینامیکی برای محاسبه تنش تناوبی فوناست و  شده استاتیکی محاسبه

 بندی شدهکردن وزن سازه تحت قیدهای خستگی فرمولسازی توپولوژی جهت کمینهمسئله بهینه

مسئله است.  شده چنین قید اضافی تنش استاتیکی برای جلوگیری از خرابی استاتیك اعمالهماست. 

 است: شده سازی توپولوژی به شرح زیر تعریفبهینه

(2-4) 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒: 𝑉(𝛾) =∑𝛾̃𝑒𝑣𝑒             𝛾̃𝑒 = 𝐹𝑖𝑙𝑡𝑒𝑟𝑒𝑑 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑦

𝑁𝐸

𝑒=1

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜: 

{
  
 

  
 
𝑓1,𝑒 = 𝐿𝑒(𝜎𝑎, 𝜎𝑚) ≤ 1                                        

𝑓2,𝑒 =
𝜎𝑎 + 𝜎𝑚
𝜎𝑦

≤ 1                                             

𝑓3,𝑒 =
𝜎𝑎 − 𝜎𝑚
𝜎𝑦

≤ 1                                              

𝜀 ≤ 𝛾𝑒 ≤ 1      𝑒 = 1,… , 𝑛𝑒                                

 

                                                 
1 jeong 
2 Goodman 

3 Soderberg 
4 Gerber 
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( برای yتوان بر اساس تنش تسلیم مواد )که می ،قیدهای تنش استاتیکی هستند ef,3و  ef,2که 

که بیشترین معیار  ،باشدقید خستگی می ef,1و کرد، ها را تعریفتیك آنجلوگیری از خرابی استا

 :باشدشرح زیر می شده بهخستگی در بین معیارهای گربر، سودربرگ و گودمن اصلاح

(2-5) 

𝑓1,𝑒 = 𝑚𝑎𝑥

(

 
 
 
 
 
𝑀𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑒𝑑 𝐺𝑜𝑜𝑑𝑚𝑎𝑛: 

𝜎𝑎
𝜎𝑠𝑒

+
𝑚𝑎𝑥[𝜎𝑚, 0]

𝜎𝑇𝑆
≤ 1

𝐺𝑒𝑟𝑏𝑒𝑟: 
𝜎𝑎
𝜎𝑠𝑒

+ (
𝑚𝑎𝑥[𝜎𝑚, 0]

𝜎𝑇𝑆
)

2

≤ 1                  

𝑆𝑜𝑑𝑒𝑟𝑏𝑒𝑟𝑔: 
𝜎𝑎
𝜎𝑠𝑒

+
𝑚𝑎𝑥[𝜎𝑚, 0]

𝜎𝑦
≤ 1                  

)

 
 
 
 
 

 

های تناوبی و متوسط تنشدهنده مقاومت کششی و تنش تسلیم هستند. نشان yو  TSکه  

دامنه تنش بدون هیچ تنش متوسطی، در شرایط  seشود، و می داده نشان mو  aترتیب با به

آوری قیدهای محلی در یك تابع، جمع براینیز نرم  -روش پیاشد. بشونده می بارگذاری کاملا معکوس

 است: شده صورت زیر اعمالبه

(2-6) (𝑓𝑖
𝑚𝑎𝑥)𝑃𝑁 = 𝑐𝑖

𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛(∑(𝑓𝑖,𝑒)
𝑝 𝛾̃𝑒)

1
𝑝

𝑒

 

iterationکه 

ic  شود:  صورت زیر تعریفبهتواند است و می [46]ضریب نرمال سازی 

(2-7) 
𝑐𝑖
𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 = 𝛼𝑖

𝜎𝑚𝑎𝑥
𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛−1

𝑓𝑖,𝑃𝑁
𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛−1

+ (1 − 𝛼𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛)𝑐𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛−1,   0 < 𝛼𝑖 < 1 

اشند، بناپذیر میهای تنش مشتقفهچون معیارهای خرابی خستگی نسبت به متغیرهای طراحی و مول

ستگی و خپذیر خرابی معیارهای مشتقدار، میزس علامتبا استفاده از معیار فوناران جیونگ و همک

 [46]ای احیهجهت تقریب بهتر قید محلی نیز از همان رویکرد قید ننمودند.  استاتیکی خود را پیشنهاد

الح مصنوعی زی توپولوژی با قید خستگی بر اساس روش مصسادرنهایت مسئله بهینهاست.  شده استفاده

 اله مشاهدهدر این مقاست.  شده حل [42]های پویا همسانگرد با اعمال جریمه، همراه با روش مجانب

 گردد.های مختلف بهینه میه طرحب نرم، منجر -در روش پی pشود که مقادیر مختلف می
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ها بردند که در آن عمر خستگی المان کارروشی را به [47] 2لوندو  1اوست کوبیج 2017در سال 

 3برای تحلیل اجزا محدود از تحلیل شبه استاتیکی. است شده گرفته سازی توپولوژی درنظردر بهینه

است. مسئله  شده محاسبه 4ی با استفاده از روش سیلان باراناست، و معیار خرابی خستگ شده استفاده

شرح ، بهنباشته تحت شرایط بارگذاری متغیر، ضمن تحمل خرابی اکردن جرمسازی برای کمینهبهینه

 است: بندی شدهزیر فرمول

(2-8) 

{
 
 

 
 
𝑚𝑖𝑛: ∑𝑚𝑒 𝜌𝑒(𝑥)                                            

𝑛𝑒

𝑒=1

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜: {
𝑔𝐷(𝑥) ≤ 1                              
𝜀 ≤ 𝑥𝑒 ≤ 1      𝑒 = 1,… , 𝑛𝑒

 

 شود:صورت زیر تعریف میاشد و بهبنرم قید خستگی می -تابع پی Dgکه 

(2-9) 
𝑔𝐷(𝑥) = (∑(𝐷𝑒)

𝑝

𝑛𝑒

𝑒=1

)

1
𝑝

 

 شود:می صورت زیر ایجادبه iر که توسط هر چرخه بااست  eخرابی تجمعی در المان  eDو 

(2-10) 
𝐷𝑒 =∑(

𝑛𝑖
𝑁𝑒𝑖
)

𝑛𝑅𝐹

𝑖=1

 

)سازی نیز روش مصالح مصنوعی همسانگرد با اعمال جریمهبرای حل مسئله بهینه )SIMP همراه ،

) های پویابا روش مجانب )MMA ی بر الگو چنین روش فیلتر چگالی برای غلبهاست. هم شده استفاده

 است. کاررفتهصفحه شطرنجی به

 مقاله ی مورد بررسی در اینگاهی مسئلهابعاد هندسی دامنه طراحی و شرایط تکیه 3-2در شکل 

  است.  شده نشان داده

                                                 
1 Jacob Oest 
2 Lund 

3 Quasi-Static analysis 
4 Rain-Flow method 
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 [47] کل دوبلش-تیر ال گاهیدامنه طراحی و شرایط تکیه  3-2شکل 

 است. دهش ی فوق برای وزن کمینه، با در نظرگرفتن قید خستگی آوردهی مسئلهطرح بهینه 4-2در شکل 

 

 [47] دوبل شکل-ی تیر الطرح بهینه 4-2شکل 

کرد، که  ژی مقید به قید خستگی را پیشنهادسازی توپولوبهینه [84] 1سال ماکسیم کولتدر همین 

 استفاده ،برای محاسبه معیارهای خرابی 2همراه روش سینوسی شده به از روش گودمن اصلاحدر آن 

دادن  ای از قیدهای تنش محلی برای نشانکردن وزن سازه با مجموعهصورت کمینهمسئله بهاست.  شده

ها از تحلیل برای محاسبه تنش تناوبی و متوسط الماناست.  شده مقاومت خستگی طرح بهینه، تعریف

است.  شده شده، مقایسه انجاماست و سپس با نمودار گودمن اصلاح شده استاتیکی معادل استفاده

است، برای جلوگیری از خرابی خستگی، تنش متوسط و  شده داده طور که در این مقاله توضیحهمان

صورت د در ناحیه ایمن نمودار گودمن قرارگیرند. ناحیه ایمن نمودار گودمن، بهها بایتناوبی همه المان

                                                 
1 Maxime Collet 
2 Sine method 
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 است: شده زیر تعریف

(2-11) 

{
 
 

 
 
𝜎𝑎
𝑆𝑒
+
𝜎𝑚
𝑆𝑢𝑡

≤ 1

𝜎𝑎
𝜎𝑦
−
𝜎𝑚
𝑆𝑦𝑐

≤ 1

𝜎𝑎
𝑆𝑒
≤ 1           

 

ی، تنش کششی، تنش تسلیم در کشش و تنش تسلیم در دهندهنشانترتیب به ycSو  utS ،ySکه 

نش معادل متوسط و تناوبی ت aو  mاست، و  شده داده نشان eSها با حد دوام المانباشند. فشار می

 است: شده شرح زیر تعریفسازی در این مقاله نیز بهمسئله بهینهباشند. ها میالمان

(2-12) 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒:𝑊 =∑𝑥𝑒𝑣𝑒                                                              

𝑁𝐸

𝑒=1

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜: 

{
 
 
 

 
 
 
𝜎𝑎
𝑆𝑒
+
𝜎𝑚
𝑆𝑢𝑡

≤ 1                                                             

𝜎𝑎
𝑆𝑦
−
𝜎𝑚
𝑆𝑦𝑐

≤ 1                                                            

𝜎𝑎
𝑆𝑒
≤ 1                                                                       

𝜀 ≤ 𝑥𝑒 ≤ 1      𝑒 = 1,… ,𝑁𝐸                                

 

 شده نیز برای جلوگیری از الگوی صفحه شطرنجی طرح بهینه استفاده [43]از روش فیلتر چگالی 

همراه با روش سازی نیز روش مصالح مصنوعی همسانگرد با اعمال جریمه، است. برای حل مسئله بهینه

قیدهای  2بر پدیده موسوم به تکینگی نیز برای غلبه 1سازیروش آرام است. شده های پویا استفادهمجانب

 است. رفته کارخستگی به

 مقاله گاهی تیر طره مورد بررسی در اینابعاد هندسی دامنه طراحی و شرایط تکیه 5-2در شکل 

 است. شده نشان داده

                                                 
1 Relaxation 
2 Singularity 
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 [48] تیر طره گاهینه طراحی و شرایط تکیهدام  5-2شکل 

 شده ردهی فوق برای وزن کمینه، با در نظرگرفتن قید خستگی آوی مسئلهطرح بهینه 6-2در شکل 

 است.

 

 [48]ی تیر طره طرح بهینه 6-2شکل 

گرفتن قید کردن انرژی کرنشی با درنظری کمینهمسئله [94] ارانو همک 1نیز نبکی 2019در سال  

دادند. معیار خرابی خستگی گودمن اصلاح شده در این مقاله  خستگی و قید حجم را  مورد مطالعه قرار

سازی تکاملی جهت حل مسئله است و روش بهینه شده طور مستقیم در آنالیز حساسیت استفادهبه

 است. رفته کاربه

نشان  لهمورد بررسی در این مقاگاهی تیر ابعاد هندسی دامنه طراحی و شرایط تکیه 7-2ر شکل د

 است. شده داده

                                                 
1 Nabaki 
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 [49] دارتیر حفره گاهیدامنه طراحی و شرایط تکیه  7-2شکل 

با در نظرگرفتن قید ، کردن انرژی کرنشی کمینهی فوق برای ی مسئلهطرح بهینه 8-2در شکل 

 است. شده آورده و قید حجم خستگی

 

 [49]دار ی تیر حفرهطرح بهینه 8-2شکل 
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تحلیل آیزوژئومتریکفصل سوم: 
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 مقدمه -1-3

معرفی شده است، متعددی های عددی تاکنون برای حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی روش

شامل  گیریشکل یبها به ترتاین روششود. ها بحث میدر مورد آن1که در حوزه مکانیك محاسباتی

 حوزه استفاده از باشند.می 4های بدون شبکهروشو  )FEA( 3، اجزای محدود2های تفاضل محدودروش

مکانیك جامدات، مکانیك سیالات، انتشار ها در مسائلی مانند توان از آنها بسیار متنوع بوده و میروش

 سازی و حل معادلات حاکم بر اینو اقدام به مدلامواج، الکتریسیته، انتقال حرارت و غیره استفاده 

ترین  شده سال از شناخته 60با قدمتی نزدیك به  FEAروش های مذکور، نمود. در میان روش مسائل

های علمی ز نرم افزارهای محاسباتی کنونی را در زمینهباشد که بنیان بسیاری اهای عددی میروش

همزمان با رشد علم شکل گرفت و  1960تا  1950های دهد. این روش در سالمختلف تشکیل می

 های آکادمیك و تجاری زیادی بر مبنای آن تهیه گردید.کامپیوتر در زمینه سخت افزار و نرم افزار، برنامه

محققان بسیاری در سراسر جهان بر روی توسعه این روش  FEA روش فیهای پس از معردر سال

قرار گرفته و اغلب با تولید  الات بسیاری مورد موشکافی و بررسیاند. همچنین ابهامات و اشککار کرده

توان اشکالات و یا نقاط ضعفی را برای آن تر هنوز میاند. اما با بررسی دقیقهایی رفع شدهراه حل

باشد. مثلا نیاز به یه مورد نظر مسئلمخورد این روش با معادلات حاکم بر از فلسفه بربرشمرد که ناشی 

های این روش در مکانیك جامدات از ضعف ئلهبرای تولید هندسه یك مس 5هاتولید شبکه ای از المان

بر  ثرها، از پارامترهای مونحوه شبکه بندی، نوع المان مورد استفاده و تعداد المان .محسوب می شود

 دست نخواهیم بیها به جواب مطلومی باشند که در صورت انتخاب نادرست آن جواب نهایی مسئله

 یافت. از طرف دیگر شبکه بندی هندسه، خود امری دشوار و زمان بر می باشد و ذکر شده است که

                                                 
1 Computational Mechanic 

2 Finite Difference Method 
3 Finite Element Method 

4 Meshless Method 
5 Mesh Generation 
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حال با  شود.ا میهالمان صرف تولید شبکه FEAبه روش  مسئلهدرصد از زمان حل یك  80حدود 

حل بهینه سازی شکل یك سازه( در هر گام از  ائل)مانند مس سئلهکه در فرآیند حل یك مفرض این

برد. از بیشتر پی توان به معضلات نیاز به تولید شبکهباشد، میها نیاز به باز تولید شبکه المان ئلهمس

های سم بایستی از تعداد بیشتری المان و یا المانسازی هندسه جطرف دیگر برای بالا بردن دقت در مدل

با مرتبه بالاتر و یا ترکیبی از این دو روش استفاده نمود که در تمام حالات سبب افزایش زمان تولید 

و حافظه مورد نیاز کامپیوتر خواهد شد.  ئلهحل دستگاه معادلات حاکم بر مس ها، زمانشبکه المان

ها، دقت بهتری را برای تقریب زدن تابع مجهول تعداد مشخصی از المان همچنین اگر بخواهیم به ازای

به مباحث و مشکلات های بهبود شبکه استفاده کرد که خود علاوه بر نیاز بایستی از تکنیك آوریمدست هب

د شد. در حالت کلی ها خواهنیاز به زمانی اضافه تر جهت تولید شبکه مناسب المان سببتئوری خاص، 

 مورد بررسی، کلیه موارد فوق به شکل موثرتری اثرات منفی خود را  سئلهشدن م ترپیچیده نیز با

 دهند.نشان می

 (IGA) 1معرفی روش تحلیل آیزوژئومتریک -3-2

 شده ( بناNURBS) 2های تولید هندسه مانند تکنیك نربزبر مبنای استفاده از تکنیك IGAروش 

باشد که در تاندارد برای تولید هندسه به کمك کامپیوتر میعنوان راهکاری اسبه بزاست. تکنیك نر

، تیالبته با ذکر توضیحا ئلهخواهد شد. در این روش هندسه مسهای بعدی به تفصیل به آن اشاره بخش

 بزتحلیل، با استفاده از تکنیك نر قبل از انجام عملیات ئلهدقیق مدل می شود. اگر هندسه مسصورت هب

. توان از کلمه دقیق استفاده کرداز همان مشخصات استفاده شود می ئلهر حل مسایجاد شده باشد و د

، هذلولی، استوانه، یمشخص مانند دایره، سهم سیاز اشکال هند ئلههمچنین در صورتی که هندسه مس

در غیر این صورت  ،کردتوان از عبارت دقیق استفاده و غیره ساخته شده باشد باز هم میمخروط، کره 

                                                 
1 Isogeometric Analysis 
2 Non Uniform Rational B-Splines 
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نسبت به روش اجزای  یلی شکل تقریبخواهد بود و یهمانند روش اجزای محدود تقریب ئلهمسهندسه 

یزوژئومتریك از آشود در متون ردار باشد. از این رو پیشنهاد میتواند از کیفیت بالاتری برخومحدود می

سازی جای لغت دقیق استفاده نمود. سپس از همان اطلاعاتی که برای مدلهلغت نزدیك به دقیق ب

شود. به همین علت نیز نام روش هندسه استفاده شده، برای تقریب زدن تابع مجهول استفاده می

. است FEA پارامتریك در روشآیزوگرفته از مفهوم یزوژئومتریك بر روی آن قرار داده شده است که برآ

ت که بعدا به یزوژئومتریك در مقایسه با روش اجزای محدود از ادبیات خاص خود برخوردار اسآروش 

 :باشدطور خلاصه برخی از مزایای آن به شرح زیر مید. ولی بهآن اشاره خواهد ش

های دلمسازی نسبتا دقیق هندسه و انعطاف پذیری فوق العاده در تولید و کنترل مرزهای مدل (1

 .های پیچیدهبا شکل

 .ترلیعدم وابستگی کیفیت هندسه تولید شده به ریز یا درشت بودن شبکه نقاط کن (2

محدود  زایگاهی. در روش اجیط مرزی با تعداد کمتر قیود تکیهتر شراامکان اقناع نسبتا دقیق (3

 نقاط کنترلی تحت تاثیر قرار می گیرد. IGAگره ها و در 

 .داشتن تئوری ریاضی مشابه روش اجزای محدود و دارا بودن اغلب مزایای این روش (4

 .در حین حل تغییر می کند سئلهه هندسه مک ئلیکمتر به شبکه بندی مجدد در مسانیاز  (5

 ت.حل دستگاه معادلا کاهش چشمگیر ابعاد دستگاه معادلات حاکم و در نتیجه کاهش زمان  (6

 ئله.از برای ذخیره سازی اطلاعات مسکاهش در حجم حافظه کامپیوتری مورد نی (7

 .های ورودی بسیار ساده و قابل درکنیاز به فایل (8

 .بهبود شبکه و بالا بردن دقت حل ئلهصوص مسیجاد امکانات بیشتر در خا (9
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 هاها و نربزاسپیلاین -3-3

و  هاایجاد شده اند و منحنی 1ها و سطوح بزیرلاین در واقع از تکامل منحنییها و سطوح اسپمنحنی 

میلادی  50زیر در اواخر دهه بهای ها می باشند. اما خود منحنیلاینیسطوح بزیر، حالت خاصی از اسپ

سیتروئن  در کارخانه 3در کارخانه رنو و پائول دی کاستلیانو 2ر همزمان توسط شخصی به نام پیر بزیرطوبه

  .توسعه داده شدند 4ابداع شده و بعدها توسط ریاضیدانی به نام لوباچفسکی

ودرو سازی، صنایعی مانند خ .ها در صنایع مختلف بسیار چشمگیر استلاینیاستفاده کاربردی از اسپ

. علل اصلی ازی، نرم افزارهای کامپیوتری و غیره از مصرف کنندگان عمده این تکنیك می باشندفیلم س

 :استفاده از این روش عبارتند از

 زمناسب ا الگوریتم این روش ساده بوده و به راحتی می توان به یك تفسیر و درک هندسی (1

 .آن دست یافت     

الگوریتم  كپیچیده از ی در تولید اشکال ساده و این روش دارای مبنای ریاضی قابل قبولی بوده و (2

ا تولید بدایره  مشخص استفاده می کند. بنابراین رفتار آن در تولید یك شکل ساده مانند خط و

 .یك رویه پیچیده مانند بدنه ماشین و کشتی، ثابت می باشد

بدون ئله شکل مسیجاد تغییرات دلخواه در انعطاف پذیری آن در تولید اشکال مختلف و قابلیت ا  (3

 فی.نیاز به کار ریاضی اضا

قیاس ها و سطوح تولید شده تحت اثر تبدیلات هندسی معمول مانند مثابت ماندن شکل منحنی (4

  .کردن، انتقال و دوران

  .شکل مورد نظر کارایی روش در تولید سریع و دقیق (5

                                                 
1 Bezier 
2 Pierre E. Bézier 

3 Paul de Casteljau 
4 N. Lobachevsky 
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-کلشایجاد تغییر بالا در مواجهه با حجم سنگین محاسبات عددی و عدم  وجود پایداری عددی (6

 .در اشکال تولید شده های ناخواسته و اعوجاج

 شده از توابع نربز معرفی سطح ساخته -4-3

ها ی نربز، ثابت بودن آنتوابع پایه توسط شده ساخته حجامح و اسطوها، حنیمن صوصیاتاز خ یکی 

ن دلیل توابع نربز همیت. به متداول همچون انتقال، دوران، تشابه و نگاشت اس یتحت تبدیلات هندس

ن به نعتی جهاهای نسبی غیریکنواخت امروزه در بسیاری از استانداردهای صلاینیپاس-یا همان بی

اند. یکی از مفاهیم اساسی دهعنوان یکی از ابزارهای ریاضی قدرتمند برای طراحی هندسی شناخته ش

ای صعودی از ای، دنبالهبردار گره ت. یكاس 1ایگرهر ط نربز، برداشده توس اختهبرای معرفی سطوح س

 :[33] شـودکیل میصـورت زیر تشت که بهاعداد حقیقی اس

(1-3) 𝛯 = {𝜉0, 𝜉1, … , 𝜉𝑟} 

لاین یپاس-ی بیدهنده کیلتعداد توابع شکل تش n ای وجمله ی چنددرجه  pمین گره،اُ 𝜉𝑖،iکه در آن 

 ای نامتناوبگیرد، بردار گرهی که در اینجا مورد اسـتفاده قرار میایکی از انواع بردارهای گره .دباشمی

 :باشدکه فرم زیر را دارا می 2تباز اس

(2-3) 
{𝑎, … , 𝑎 ⏟    

𝑝+1

, 𝜉𝑝+1, … , 𝜉𝑟−𝑝−1, 𝑏, … , 𝑏⏟  
𝑝+1

} 

به  با توجه .اشندبتکرار می p+1 دارای اهار از گرهدای، اولین و آخرین مقی گرههادر این نوع از بردار

نشان  𝑁𝑖,𝑝(𝜉)( که با p+1ی)مرتبه  pیاسپیلاین از درجه -ی بیتابع پایه میناiُشده،  مفاهیم گفته

 :[33] گرددشود، به شکل زیر تعریف میداده می

(3-3) 𝑁𝑖,0(𝜉) = {
0 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
1            𝑖𝑓 𝜉𝑖 ≤ 𝜉 < 𝜉𝑖+1

 

                                                 
1 Knot vector 
2 Nonperiodic knot vector 
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(4-3) 𝑁𝑖,𝑝(𝜉) =
𝜉 − 𝜉𝑖
𝜉𝑖+𝑝 − 𝜉𝑖

𝑁𝑖,𝑝−1(𝜉) +
𝜉𝑖+𝑝 − 𝜉

𝜉𝑖+𝑝+1 − 𝜉𝑖+1
𝑁𝑖+1,𝑝−1(𝜉) 

 از درجه 𝜂 و در جهت  pاز درجه 𝜉 ای که در جهتندسهیزوژئومتریك برای مدل کردن هدر تحلیل آ

q  شودباشـد از رابطه زیر استفاده می:  

(5-3) 
𝑆(𝜉, 𝜂) =∑∑𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑁𝑗,𝑞(𝜂)𝑷𝑖,𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

گره هستند و به صورت زیر تعریف  s+1 و  r+1 در آن به ترتیب دارای H و 𝛯ی اکه بردارهای گره

  :شوندمی

(6-3) 
𝛯 = {0, … ,0⏟  

𝑝+1

, 𝜉𝑝+1, … , 𝜉𝑟−𝑝−1, 1, … ,1⏟  
𝑝+1

} 

(7-3) 
𝛨 = {0,… ,0⏟  

𝑞+1

, 𝜂𝑞+1, … , 𝜂𝑟−𝑞−1, 1, … ,1⏟  
𝑞+1

} 

نقطه را  (n×m)عداد به ت نترلییه از نقاط کسو ای دوکهمختصات شب 𝑷𝑖,𝑗 ،(3-5) یدر رابطه 

 𝛯 ایبردارهای گره ستایدر را نترلیتعداد نقاط ک ترتیببه m=s-qو  n=r-pطوری که کند بهمیبیان

 :صورت زیر تعریف شودی نربز بهپایه توابع اگر فیز طرباشند. امی Hو 

(8-3) 𝑅𝑖,𝑗(𝜉, 𝜂) = 𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑁𝑗,𝑞(𝜂) 

 شود:صورت زیر خلاصه میبه (3-5) گاه رابطهآن

(9-3) 
𝑆(𝜉, 𝜂) =∑∑𝑅𝑖,𝑗(𝜉, 𝜂)𝑝𝑖,𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

 تنش مسطح مسائل یزوژئومتریکِآیل بندی تحل فرمول -5-3

ه، سزی هندسادر مدل ستفادهی مورد اکه از توابع پایه ستیك این امتریزوژئوآروش  صلیا ویژگی

ی زیادی به ایده شباهتکند و بدین ترتیب از این جهت می ستفادهریب تابع مجهول نیز اتقمنظور به

ن هم نیز دارند و آ ساسیدارد. اما این دو رویکرد یك تفاوت ا سیكیزوپارامتریك در اجزای محدود کلاآ

 تقریب شکلدود، ابتدا تابع مجهول به کمك توابع حیزوپارامتریك روش اجزای مآی که در ایدهست این ا
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صورت دقیق یزوژئومتریك ابتدا هندسه بهآکه در روش  تاین در حالی اس .سههند سپسشـود و زده می

ابع مجهول مسئله ای که هندسه را مدل کردند، تبا کمك همان توابع پایه سپس گردد وتعیین می

 .شودتقریب زده می

 روند تحلیل با در نظر گرفتن رفتار الاستیک خطی مصالح -1-5-3

در مرحله اول  ستوش آیزوژئومتریك، لازم ار اب سطحتنش م سائلم ستیكمنظور تحلیل الا به

طور  ز بهی نربو در نهایت توابع پایه لینقاط کنتر یشبکهای، بردارهای گره توسط سئلهی مهندسه

 سیمهای کوچکتری تقبکهای، دامنه به شاز همان بردارهای گره ستفادهابا  پس. سوددقیق تعریف ش

 شکیلرا ت 1ای، یك المان گرهستاه با مقدار متمایز در دو راگر هر دو لکه حد فاص طوریگردد بهمی

 2له، بیانگر یك وصندادهش فایِ تعریدو بردار گره یها که در محدودهلمانی این ا. مجموعهدهدمی

ی هنمود. در مرحل استفادهنیز  صلهوتوان از بیش از یك ده مییی پیچهسائل با هندس. در مشندبامی

 بیمقادیر تقری سپس. شوندزده می تقریبی نربز هایاز توابع پ ستفادها امجهول ب تابع هایهفلد، موبع

کار  لدار و یا اصی وزنهای باقیماندهاز یکی از روشآمده  ستدی قبل در روابط بهموجود از مرحله

حل این گردد. با معادلات خطی می ستگاهاین امر منجر به تولید یك دو  شوندمجازی جایگزین می

 حاسبهم هستند کنترلیها در نقاط که همان مقادیر تغییرمکان ئلهمعادلات، مقادیر مجهول مس ستگاهد

در هر  اهو تنش اه، کرنشاهکانتغییرم قادیرم هتوان ب، میقادیراین م تنداش با هایت. در نشوندیم

 .تی مسئله دست یافدلخواهی از دامنهی هنقط

معادلات خطی  ستگاهبه د سیدنروش اجزای محدود برای ر همانندیزوژئومتریك آدر روش تحلیل 

 مطابق آنچه در ضرایب یسترمقدار ما اسگردد. بر همین اس محاسبهکل  ضرایب تریسمقدار ما یستیبا

 گردند. در صـورتیمی سمبلاَ سپسو  حاسبهای مهای گرهبرای هر کدام از اِلمان شد خواهدادامه گفته 

                                                 
1 Knot element 
2 Patch 
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تا  شوندمی سمبلها نیز با هم اَوصـله ضرایب تریس، ماشود ستفادها بیشتریهای صلهکه از تعداد و

 دسههای هن، مؤلفهشدداده  توضیحر بالا آنچه که دحاصل گردد. بر اساس  KU=F ی تعادلمعادله

𝑆𝑝 = [𝑥𝑝, 𝑦𝑝] یهای تابع تغییر مکان روی وصلهلفهو موp ،𝑈𝑝 = [𝑢𝑝, 𝑣𝑝] صورت زیر تعریف به

 شوند:می

(10-3) 
𝑥𝑝(𝜉, 𝜂) =∑∑𝑅𝑖,𝑗(𝜉, 𝜂)𝑥𝑖,𝑗

𝑝

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

(11-3) 
𝑦𝑝(𝜉, 𝜂) =∑∑𝑅𝑖,𝑗(𝜉, 𝜂)𝑦𝑖,𝑗

𝑝

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

(12-3) 
𝑢𝑝(𝜉, 𝜂) =∑∑𝑅𝑖,𝑗(𝜉, 𝜂)𝑢𝑖,𝑗

𝑝

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

(13-3) 
𝑣𝑝(𝜉, 𝜂) =∑∑𝑅𝑖,𝑗(𝜉, 𝜂)𝑣𝑖,𝑗

𝑝

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

𝑥𝑖,𝑗  که
𝑝و 𝑦𝑖,𝑗

𝑝
𝑢𝑖,𝑗ترلی ونقاط کن ختصاتهای ممؤلفه  

𝑝
𝑣𝑖,𝑗 و 

𝑝
به ترتیب مؤلفه تغییرمکان در راسـتای  

ی تأثیر ی نربز، خاصـیت بازههای مهم توابع پایههسـتند. یکی از ویژگی p یبرای وصـله افقی و قائم

ی غیر شـوند که فقط توابع پایهطوری اصـلاح می( 3-13( تا )3-10)اسـت که بر اسـاس آن، روابط 

شـود حجم محاسـبات صـفر در محاسـبات در نظر گرفته خواهند شـد و در نتیجه این امر سـبب می

روابط بالا با در نظر گرفتن ویژگی  یشدهو اصـلاح یسیفرم ماتر. [33در مراحل بعدی کاهش یابد]

  :باشدصورت زیر میذکرشده به

(14-3) 
𝑆(𝜉, 𝜂) = [

𝑥𝑝(𝜉, 𝜂)

𝑦𝑝(𝜉, 𝜂)
] = ∑ ∑ 𝑅𝑘,𝑙(𝜉, 𝜂)𝑋𝑘,𝑙

𝑝 = 𝑹𝑿

𝑗

=𝑗−𝑞

𝑖

𝑘=𝑖−𝑝𝑙

 

(15-3) 
𝑈(𝜉, 𝜂) = [

𝑢𝑝(𝜉, 𝜂)

𝑣𝑝(𝜉, 𝜂)
] = ∑ ∑ 𝑅𝑘,𝑙(𝜉, 𝜂)𝑈𝑘,𝑙

𝑝 = 𝑹𝑼

𝑗

=𝑗−𝑞

𝑖

𝑘=𝑖−𝑝𝑙

 

 که در آن:

(16-3) 
𝑹 = [

𝑅𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝜉, 𝜂), 0, … , 𝑅𝑖,𝑗−𝑞(𝜉, 𝜂), 0, … , 𝑅𝑖,𝑗(𝜉, 𝜂), 0

0, 𝑅𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝜉, 𝜂), … ,0, 𝑅𝑖,𝑗−𝑞(𝜉, 𝜂), … ,0, 𝑅𝑖,𝑗(𝜉, 𝜂)
] 
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(17-3) 
𝑿 = [

𝑋𝑥 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞 , 0, … , 𝑋𝑥 𝑖,𝑗−𝑞 , 0, … , 𝑋𝑥 𝑖,𝑗, 0

0, 𝑋𝑦 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞 , … ,0, 𝑋𝑦 𝑖,𝑗−𝑞 , … ,0, 𝑋𝑦 𝑖,𝑗
]
𝑇

 

(18-3) 
𝑼 = [

𝑈𝑥 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞 , 0, … , 𝑈𝑥 𝑖.𝑗−𝑞 , 0, … , 𝑈𝑥 𝑖,𝑗 , 0

0, 𝑈𝑦 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞 , … ,0, 𝑈𝑦 𝑖,𝑗−𝑞 , … ,0, 𝑈𝑦 𝑖,𝑗
]
𝑇

 

 ها در مسائل الاستیسیته مطابق روابط زیر است:کرنش و تعریف کرنش-ی تنشهمچنین رابطه

(19-3) 𝝈 = 𝑪𝜺 

(20-3) 𝜺 = 𝑫𝑹𝑼 

 باشند و بهترتیب ماتریس الاستیسیته و ماتریس اپراتور دیفرانسیلی می به Dو  Cکه در این روابط 

 شوند:صورت زیر تعریف می

(21-3) 
𝑪 =

𝐸

1 − 𝜐2
[

1 𝜐 0
𝜐 1 0

0 0
1 − 𝜐

2

] 

(22-3) 

𝑫 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
0

0
𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥]
 
 
 
 
 
 

 

نمایش  Bتغییر مکان که با -( ماتریس کرنش3-16ی )رابطه رد دیفرانسیلی اپراتور کارگیریبه با بنابراین

 آید:دست میصورت زیر بهشود، بهداده می

(23-3) 

𝑩 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑅𝑖−𝑝,𝑞−𝑗

𝜕𝑥
0 ⋯

0
𝜕𝑅𝑖−𝑝,𝑞−𝑗

𝜕𝑦
⋯

𝜕𝑅𝑖−𝑝,𝑞−𝑗

𝜕𝑦

𝜕𝑅𝑖−𝑝,𝑞−𝑗

𝜕𝑥
⋯
]
 
 
 
 
 
 

 

نیاز داریم. همانند روش  yو  xی نربز نسبت به ت جزئی توابع پایهی بالا، ما به مشتقابر اساس رابطه

  کنیم:ای، استفاده میی این مشتقات از قانون زنجیرهاجزا محدود، برای محاسبه

(24-3) 

{
 
 

 
 𝜕𝑹

𝜕𝜉
=
𝜕𝑹

𝜕𝑥
×
𝜕𝑥

𝜕𝜉
+
𝜕𝑹

𝜕𝑦
×
𝜕𝑦

𝜕𝜉
𝜕𝑹

𝜕𝜂
=
𝜕𝑹

𝜕𝑥
×
𝜕𝑥

𝜕𝜂
+
𝜕𝑹

𝜕𝑦
×
𝜕𝑦

𝜕𝜂
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  صورت زیر قابل بیان است:( به3-24فرم ماتریسی رابطه )

(25-3) 

[
 
 
 
 
𝜕𝑹

𝜕𝜉
𝜕𝑹

𝜕𝜂]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜉
𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦

𝜕𝜂]
 
 
 
 

×

[
 
 
 
𝜕𝑹

𝜕𝑥
𝜕𝑹

𝜕𝑦]
 
 
 

 

شود. این ماتریس که مینمایش داده  𝑱1و با  نام دارد 1موجود در آن، ماتریس ژاکوبین 2×2که ماتریس

 در واقع نگاشتی از فضای پارامتری باشد،می 𝜂و  𝜉های هندسه نسبت بهشامل مشتقات جزئی مولفه

(𝜉, 𝜂) به فضای فیزیکی مسئله (x,y) به ی نربز نسبتاست. بنابر این مشتقات جزئی توابع پایه x و y  

 آید:دست میصورت زیر به به

(26-3) 
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,𝜉)های ی نربز نسبت به مولفهی بالا مشتقات جزئی توابع پایهدر رابطه 𝜂)  نیز نیاز است که در ادامه

 داریم:

(27-3)  

 
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









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
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
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





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


















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
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R

R
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گیری گوسی استفاده کرد. همانند توان از روش انتگرالدست آمده، میی ماتریس ضرایب بهبرای محاسبه

ای مختلف، های گرهقاط گوسی، نقاطی از پیش تعیین شده هستند که برای المانمحدود، ن روش اجزای

که بتوانیم از این نقاط بهره ببریم، بایستی از یك نگاشت ها محاسبه شده است. برای اینمحل و وزن آن

طوری که این نگاشت، مختصات نقاط ارائه شده در دستگاه مربوط به فضای دیگر هم استفاده کنیم به

,𝜉)را به دستگاه مختصات فضای پارامتری (r,s)لمان مادرا 𝜂) کند.منتقل می 

                                                 
1  Jacobian matrix 
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(28-3)     

    iiii

iiii

s

r






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



11
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2

1

2

1

 
 شود:صورت زیر میگیری باعث ایجاد ماتریس ژاکوبین بهاین نگاشت در انتگرال

(29-3) 
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 که در آن:

 

(30-3) 
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 گرفت که: توان نتیجهمی، 20-3در رابطه  هاتعریف کرنشا استفاده از ب در ادامه

(31-3)   B DR ε BU  

آسانی  توان ماتریس ضرایب را بههای معمول مانند روش کار مجازی، میحال با انجام یکی از روش

 اریم:، نیروی سطحی باشد، د𝛕ی نیروی حجمی و ، نشان دهندهbتشکیل داد. اگر 

(32-3) 0
p p p

T T T

V V

dV dV d  


     ε σ u b u τ

 
δ𝛆هستند. در نهایت با جایگزینی  Pی به ترتیب حجم و مرز وصله Γ𝑝و  𝑉𝑝که  = 𝐁 δ𝐔ی ، از رابطه

𝛔 ی( و معادله31-3) = 𝑪𝜺( و ساده کردن3-32) ی، در رابطه δ𝑼𝑇توان ، ماتریس ضرایب وصله را می

 ورد:دست آصورت زیر بهبه

(33-3) 
pV

Tp dVCBBK

 
صورت توان فرم نهایی ماتریس ضرایب را در دستگاه مختصات مربوط به فضای المان مادر، بهدر ادامه می

 زیر نوشت:
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(34-3)    
1 1

1 2
1 1

, ,
 

  
p T drds   K B CB J J  

 شود:صورت زیر محاسبه میو در نهایت انتگرال ماتریس ضرایب به روش گاوس به

(35-3) 
    1 2

1 1

, ,
m n

p T

i j

i j

w w   
 

 

K B CB J J  

نیز وزن نقاط گوسی  𝑤𝑗و  𝑤𝑖در هر المان و  sو  rتعداد نقاط گوسی در جهت   ′𝑛و  ′𝑚که در آن

گیری عددی یك المان نربز ( فضای فیزیکی، فضای پارامتری و فضای انتگرال3-1)باشند. در شکل می

 نشان داده شده است.

 
 [20] .گیری یک المان نربزیکی، فضای پارامتری و فضای انتگرالفضای فیز 1-3 شکل

 دستبه پس از وشود (، مقادیر مجهول نقاط کنترلی محاسبه میF=KUبنابراین به کمك معادله تعادل )

ی زیر محاسبه ز رابطهمقادیر تنش در نقاط گوسی با استفاده اجایی در نقاط کنترلی، آوردن مقادیر جابه

 :شودمی

(36-3) 𝝈𝑖 = 𝑪𝑖𝑩𝑖𝒖𝑖 

ایِ  های ماده برای المان گرهجایی و ثابتجابه -های کرنشترتیب ماتریسبه 𝑪𝑖 و 𝑩𝑖ی فوق، در رابطه

iباشند. همچنین اُم می𝒖𝑖 ایِ المان گره جایی نقاط کنترلی مرتبط بابردار جابهiُباشد.م میا
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تحلیل خستگیروشفصل چهارم: 
 های 
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 مقدمه -1-4

شود، بار برای یك ماده خالص می« کرنش –تنش» به رسم نمودار در آزمایش کشش مواد که منجر

ه ای که زمان کافی برای بروز کرنش کامل وجود دارد. علاوگونه گردد، بهصورت تدریجی اعمال می به

ها فقط یك بار اعمال کنند، به همین دلیل، تنشبر این، نمونه را تا رسیدن به نقطه شکست آزمایش می

رود؛ چنین می کار به 1از این رو، این نوع آزمایش تنها برای شرایطی موسوم به شرایط استاتیكشوند. می

    کند.سازی می بیهار دارند شها عملا در آن قراری از سازهشرایطی به خوبی شرایط واقعی را که بسی

کنند، یا اینکه بین ها با زمان تغییر میآید که در آن، تنشبا این وجود، اغلب شرایطی پیش می

های مکرر یا نوسانی آید که قطعات در اثر تنشمی بسیار پیش شوند.مقادیر معینی دچار نوسان می

شده کمتر از  تنش ایجادند که بیشترین مقادیر دهمی های دقیق نشانکه تحلیلشکنند، درحالیمی

ترین ویژگی استحکام نهایی ماده، و در بسیاری موارد حتی کمتر از استحکام تسلیم بوده است. برجسته

شوند. به همین دلیل، آن را ها به دفعات بسیار زیاد تکرار میها این است که تنشگونه شکستاین

    .نامندمی 2شکست خستگی

ادی دستخوش تغییر شکل زی شوند معمولاکه قطعات در اثر بارهای استاتیك تسلیم می هنگامی

های استاتیکی اند. به این ترتیب، بسیاری از شکستها از استحکام تسلیم گذشتهگردند، چرا که تنشمی

 گونهشوند. ولی یك شکست خستگی تا قبل از وقوع هیچصورت عینی مشخص میقبل از وقوع، به

    ت.دهد و به همین دلیل خطرناک اسناگهانی، و کلی رخ می دهد. این شکست،تی بروز نمیعلام

منطقه شکست خستگی دارای ظاهری بسیار شبیه به شکست مواد ترد است، چرا که سطوح شکست، 

با این وجود، ماهیت  مقطع هستند.مسطح و عمود بر محور تنش بدون بروز پدیده باریك شدگی سطح 

شکست خستگی خستگی از نظر مکانیزم ایجاد آن، کاملا با شکست استاتیك تفاوت دارد. یك شکست 

های میکروسکوپی در اثر مرحله اول، پیدایش یك یا تعداد بیشتری ترکگیرد. در سه مرحله صورت می

                                                 
1 Static conditions 
2 Fatigue failure 
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ها از دو به پنج دانه در های پلاستیك سیکلی و در پی آن، گسترش کریستالی این ترکتغییر شکل

ها با چشم غیر مسلح قابل تشخیص نیستند. مرحله دوم، ف ترک اولیه است. در مرحله اول، ترکاطرا

های ماکروسکوپی است که به صورت سطوح شکست موازی در های میکروسکوپی به ترکتبدیل ترک

های کششی کنند. این سطوح عموما صاف و هموار و در راستای عمود بر بیشترین تنشقطعه بروز می

صورت نوارهای تاریك و روشن شود، بهنیز مشاهده می 1-4شکل گونه که در این سطوح همان د.هستن

 گردند.، پدیدار میشوندمانند پوسته صدف یا خطوطی که در اثر امواج دریا بر روی ساحل ایجاد می

 شوند.هنگام بارگذاری سیکلی، این سطوح ترک خورده باز و بسته شده، و بر روی یکدیگر ساییده می

بودن  اریك و روشن بستگی به تغییرات سطح تنش یا فرکانس بارگذاری و خورندهظاهر این نوارهای ت

مرحله سوم، در طی سیکل نهایی تنش، هنگامی که ماده باقیمانده دیگر قادر به تحمل محیط دارد. 

تواند ه سوم میگردد. شکست مرحلدهد که منجر به یك شکست ناگهانی و سریع میبارها نیست رخ می

پذیر یا ترکیبی از این دو باشد. اغلب اوقات، این نوارهای تاریك و روشن )در یك شکست ترد، شکل

   آید.های اولیه است درمیبه صورت یك پیکان که نوک آن به سمت ترک صورت وجود(

 

 [50] تکرارشونده شکست خستگی یک پیچ در اثر گشتاورهای خمشی تک جهته 1-4 شکل
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 «عمر -خستگی»های روش -2-4

روند عبارتند از روش کار میکه در طراحی و تحلیل مسائل به« 1عمر -خستگی»سه روش اصلی 

ها، عمر الاستیك خطی. این روش 4، و روش مکانیك شکست«3عمر -کرنش»، روش «2عمر -تنش»

ارگذاری را ، برای یك محدوده خاص از بNهای بارگذاری شکست یك قطعه برحسب تعداد سیکل

N 310کنند. عمر در محدودهبینی میپیش بندی طبقه 5عنوان خستگی کم چرخه عموما به 1 ≥ ≥

 شود.درنظرگرفته می N< 310محدوده عمر 6که برای خستگی پر چرخهشود، درحالیمی

ویژه برای کاربردهای خستگی کم که تنها بر مبنای سطح تنش استوار است، به« مرع -تنش»روش 

رای طیف بترین روش باشد، چرا که راحتمی ترینترین روش است. با این وجود، مرسوم، کم دقتچرخه

ش، مسائل های تایید شده بسیاری در اختیار دارد. این روای از مسائل طراحی است، و دادهگسترده

 کند.سازی می خستگی پرچرخه را با دقت کافی مدل

 دقیق تغییر شکل پلاستیك در مناطق موضعی تدوین شدها استفاده از تحلیل ب« عمر -کرنش»روش 

ویژه برای مسائل شوند. این روش بهمی گرفته ها برای ارزیابی عمر درنظرها و کرنشاست که در آن، تنش

ها سازیآلیدهخستگی کم چرخه بسیار مناسب است. در استفاده از این روش، ازآنجا که ناگزیر به برخی ا

 خوش عدم اطمینان شوند.صل ممکن است دستهستیم، نتایج حا

 در روش مکانیك شکست فرض بر این است که یك ترک در قطعه وجود دارد. سپس، به کمك این

-سازه ترین کاربرد این روش برایشود. مناسببینی میروش، رشد ترک در تناسب با شدت تنش پیش

 های کامپیوتری است.های بزرگ و در تلفیق با برنامه

                                                 
1 Fatigue-Life 
2 Stress-Life 

3 Strain-Life 
4 Fracture mechanics 

5 LCF: Low Cycle Fatigue 
6 HCF: High Cycle Fatigue 
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 «عمر -تنش» روش -1-2-4

های آزمایش این مواد را در برای تعیین استحکام موادی که تحت بارهای خستگی قرار دارند، نمونه

های بارگذاری لازم تا شکست نمونه را دهند و سپس تعداد چرخهمتغیر قرار می معرض نیروهای معینِ

است. این « مور»ستگاه تیر چرخان های آزمایش خستگی، دکنند. از پرکاربردترین دستگاهیادداشت می

شوند، نمونه آزمایش را دستگاه به کمك دو وزنه مساوی که در فواصل برابر از دو سر تیر آویزان می

 2-4 نمونه آزمایش خستگی را که در شکلدهد. تحت خمش خالص )بدون برش عرضی( قرار می

های محیطی، پرداخت از بین بردن خراشکنند و برای کاری و پرداخت میبینید با دقت زیاد ماشینمی

های دیگری نیز برای آزمایش خستگی وجود دارد که دهند. دستگاهنهایی را در جهت محوری انجام می

های پیچشی نوسانی و یا ترکیبی از این دو تنش بر روی های محوری نوسانی، تنشبرای اعمال تنش

 روند.می کار های آزمایش بهنمونه

 

 [51] «مور»ه آزمایش تیر چرخان ابعاد هندسی نمونه آزمایش خستگی برای دستگا 2-4 شکل

علت طبیعت آماری پدیده خستگی، برای تعیین استحکام خستگی یك ماده، تعداد زیادی آزمایش به

تعداد دور لازم برای کنند، و لازم است. در آزمایش تیر چرخان، یك بار خمشی ثابت به آن وارد می

تر از استحکام نهایی جسم انجام اولین آزمایش با تنشی اندکی پایین نمایند.شکستن تیر را یادداشت می

دهند؛ با کاهش متوالی تنش، شود. آزمایش بعدی را با تنشی کمتر از تنش آزمایش اول انجام میمی

-4 که در شکل S-Nرت نمودارهای موسوم به کند. سپس، نتایج را به صوها ادامه پیدا میاین آزمایش

برای فلزات آهنی و آلیاژهای آن، در تنش و تعداد دور معینی  کنند.نشان داده شده است رسم می 3
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 آید.صورت افقی درمی نمودار به

 

 [52] شوندهسکاملا معکوهای خستگی با بارگذاری براساس نتایج آزمایش S-Nنمودار  3-4 شکل

نامند؛ در اشاره به این استحکام باید می fS« 1استحکام خستگی»را  N-Sمختصات عرضی نمودار 

 مربوط به آن را نیز بیان کرد. Nهای تعداد چرخه

کند که پس از آن بدون توجه به تعداد دورها دیگر می یك خمیدگی پیدا S-Nبرای فولادها، نمودار 

نامند. می« 3حد خستگی»یا  eS« 2حد دوام»ا این خمیدگی را شکست رخ نخواهد داد. استحکام متناظر ب

شود، بدین معنی  که این مواد حد دوام برای آلیاژهای غیرآهنی هیچگاه افقی نمی 3-4 شکلنمودار 

 ندارند.

. در این نوع بارگذاری، آیدمی دست های تنش کاملا معکوس شونده بهمعمولا از چرخه S-Nنمودار 

شود که یك چرخه تنش کند. خاطر نشان میادیر مساوی کشش و فشار تغییر میسطح تنش بین مق

                                                 
1 Fatigue strength 

2 Endurance limit 
3 Fatigue limit 
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(1N=به )  معنی یك دفعه وارد کردن و برداشتن بار و سپس وارد کردن و برداشتن آن در جهت مخالف

و سپس برداشتن آن است،که معادل همان  به معنی یك دفعه وارد کردن بار =5/0Nبنابراین،  است.

 باشد.ده میآزمایش کشش سا

 کلشگونه که در همان =1000Nتا  =1Nاطلاعات موجود درباره شکست خستگی با تعداد چرخه از 

به  گیرند و خستگی پرچرخهطور کلی در گروه خستگی کم چرخه قرار میشود بهمی مشاهده 3-4

 باشد. =1000Nهای تنش بیش از شود که تعداد چرخههایی مربوط میشکست

و دیگری ناحیه عمر  1دو ناحیه مشخص شده که یکی ناحیه عمر محدود 3-4 در شکل، علاوه بر این

توان تعیین کرد، مگر برای یك است. مرز بین این دو ناحیه را در حالت کلی به درستی نمی 2نامحدود

ر چرخه قرا 710و  610گونه که از شکل نیز پیداست، این مرز برای فولاد جایی بین ماده خاص. اما همان

 دارد.

های منتشرشده فراوانی پیرامون های موجود است و دادهرین روشتیکی از متداول« عمر -تنش»روش 

ست؛ علاوه ای از مسائل طراحی، بسیار راحت اکارگیری این روش برای طیف گستردهآن وجود دارد. به

 بر این، برای مسائل پر چرخه از دقت کافی برخوردار است. 

 «عمر -کرنش»روش  2-2-4

 -شکرن»است روش  شده ای که تا کنون برای توضیح طبیعت شکست خستگی ارائهبهترین فرضیه

ستفاده از آن، کاربرد، اما برای اتوان برای محاسبه استحکام خستگی بهباشد. این روش را میمی« عمر

 شود.کننده داریم که تا حدی موجب عدم اطمینان در نتایج آن مینیاز به چند فرض ساده

های موضعی مانند شیار، ترک، یا سایر مناطق تمرکز ناپیوستگیشکست خستگی تقریبا همیشه از 

گذرد، کرنش شود. هنگامی که در محل ناپیوستگی، مقدار تنش از حد الاستیك میتنش شروع می

                                                 
1 Finite life 
2 Infinite life 
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شد. ای وجود داشته باهای پلاستیك دورهدهد. برای بروز شکست خستگی باید کرنشپلاستیك رخ می

 ای داریم.های دورهاز این رو، نیاز به بررسی رفتار مواد تحت تغییر شکل

را نشان دهد. تئوری  2به کمك آزمایش توانست درستی تئوری باوشینگر 1، بایرستو1910در سال 

توان کم یا زیاد گر این است که حد الاستیك آهن و فولاد را با تغییرات متناوب تنش میباوشینگر بیان

های متناوب هنگامی که تحت تنش 3شده در حالت کلی، حد الاستیك فولادهای باز پخته .[35]کرد 

کاهش  4فولادهای سرد کشیدهیابند، در حالی که حد الاستیك گیرند، ظاهرا افزایش میدوطرفه قرار می

 کنند.یدا میپ

های پایین رفتار خستگی تعداد بسیاری از فولادهای با استحکام بسیار بالا را در سیکل 5گرافلند

 متناوب رسم نمود« کرنش -تنش»کرد و در جریان تحقیقات خود نمودارهای زیادی از رفتار  بررسی

برای چند تناوب اول کرنش در شرایط « کرنش -تنش»نمایش کلی نمودارهای  4-4 شکلدر  .[54]

یابد، چرا که سطح شود. در این حالت ، استحکام قطعه با تکرار تنش کاهش میکنترل شده مشاهده می

ونه که در بالا اشاره شد، گدهند. اما در عوض، همانهای کمتری رخ میها در تنشتقریبا ثابتی از کرنش

 توانند سبب افزایش استحکام برخی دیگر از مواد شوند.های تناوبی میتنش

                                                 
1 Bairstow 

2 Bauschinger 
3 Annealed steels 

4 Cold-drawn steels 
5 Landgraf 
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 [51]« رنش حقیقیک -تنش حقیقی»د های پسمانحلقه 4-4 شکل

، عمر گزارشی منتشر کرد که در آن 1975در سال  SAE1ستگی کمیته مدیریت ارزیابی و طراحی خ

قطعه بر حسب تعداد تناوب لازم بار برای شکست، به دامنه 
2

  [55] استشده کرنش ارتباط داده .

در  است. این نمودار  1020SAEنورد گرم شده  این گزارش شامل نموداری از این رابطه برای فولاد

 کنیم:نشان داده شده است. برای توضیح این نمودار، ابتدا اصطلاحات زیر را تعریف می 5-4 شکل

 

 [56] گرم شده نمودار لگاریتمی رابطه عمر خستگی با دامنه کرنش حقیقی برای فولاد نورد 5-4 شکل

 

                                                 
1 SAE Fatigue Design and Evaluation Steering Committee 
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 1پذیری خستگی ضریب شکل ('

F)،  نیم سیکل، معادل کرنش حقیقی مربوط به شکست در

از این  5-4 شکل. خط کرنش پلاستیك در (4-4شکل  Aنقطه با یك رفت و برگشت است )

 شود.نقطه آغاز می

 2ضریب استحکام خستگی ('

F ،)حقیقی مربوط به شکست در نیم سیکل، معادل با یك  تنش

خط کرنش الاستیك از  ،5-4 شکلدر  .(4-4شکل  Aرفت و برگشت است )نقطه 
'

F

E


آغاز  

 شود.می

 3پذیری خستگینمای شکل (c شیب خط کرنش پلاستیك در ،)است و همچنین  5-4 شکل

باید به توان آن برسد تا متناسب با دامنه کرنش پلاستیك حقیقی  N2است که عمر  عددی

 ها خواهد بود.تعداد سیکل Nباشد،  N2ها گردد. اگر تعداد رفت و برگشت

 4نمای استحکام خستگی (b شیب خط کرنش الاستیك است و عمر ،)N2  باید به توان این

  .ددعدد برسد تا متناسب با دامنه تنش حقیقی گر

ست. های کرنش پلاستیك و الاستیك اپیداست که کرنش کل برابر با مجموع مولفه 4-4 شکلاز 

 با:بنابراین، دامنه کرنش کل برابر است 

(1-4) ∆𝜀

2
=
∆𝜀𝑒
2
+
∆𝜀𝑝

2
 

 چنین است: 5-4خط کرنش پلاستیك با توجه به شکل معادله 

(2-4) ∆𝜀𝑝

2
= 𝜀𝐹

′ (2𝑁)𝑐 

 صورت زیر است: معادله خط کرنش الاستیك به

(3-4) ∆𝜎𝑒
2
=
𝜀𝐹
′

𝐸
(2𝑁)𝑏 

                                                 
1 Fatigue ductility coefficient 
2 Fatigue strength coefficient 

3 Fatigue ductility exponent 
4 Fatigue strength exponent 
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 :برای دامنه کرنش کل، چنین خواهیم داشت 1-4کاربردن معادله بنابراین، با به

(4-4) ∆𝜎

2
=
𝜀𝐹
′

𝐸
(2𝑁)𝑏 + 𝜀𝐹

′ (2𝑁)𝑐 

  .[57]بین عمر خستگی و کرنش کل موسوم است  «کافین -مانسون»معادله بالا به رابطه 

  مکانیک شکست الاستیک خطی روش -3-2-4

نخستین مرحله ترک خوردگی به مرحله اول خستگی موسوم است. لغزش ساختار کریستالی، 

خش عمده باز آنجا که باشند.  توانند نقش مهمی در این پدیده داشتهها و نواقص سطحی میناخالصی

اختار کریستالی سل تنها چند دانه از توان گفت که مرحله اول شاماین پدیده از دید ناظر پنهان است، می

ه سطح کپیشرفت ترک )به این معنی  دهد.می شود. در مرحله دوم خستگی فرایند گسترش ترک رخمی

کرد. رشد  های الکترونی تصویربرداریکمك میکروسکوپتوان بهجدیدی از ترک ایجاد شده است( را می

ه کدهد. هنگامی ن مرحله سوم خستگی رخ میجریا  ترک دارای نظم معینی است. شکست نهایی در

شدت تنش  Ic=KIK( ،cIKای که برای دامنه تنش موجود، طول ترک به اندازه کافی زیاد باشد به گونه

مخرب  بحرانی برای فلز سالم است(. سطح مقطع باقیمانده در اثر فرابارهای کششی دچار یك شکست

 رشد سریع ترک تا لحظه شکست قطعه است.و ناگهانی خواهد شد. مرحله سوم خستگی شامل 

 :رشد ترک -1-3-2-4

ها متغیر و از نوع کششی کنند که تنشو رشد می 1زنیهای خستگی هنگامی شروع به جوانهترک

های باشند. یك تنش که بین محدوده
min  و

max در این حالت،  کند را در نظر بگیرید.تغییر می

محدوده تنش به صورت 
max min     برای شود. تعریف می محدوده شدت تنش برای هر ،

  سیکلی برابر خواهد بود با:

(5-4) ∆𝐾𝐼 = 𝛽(𝜎𝑚𝑎𝑥 − 𝜎𝑚𝑖𝑛)√𝜋𝑎 = 𝛽∆𝜎√𝜋𝑎 

                                                 
1 Nucleation 
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 های زیادی از یك ماده در سطوح مختلف ستگی، نمونههای استحکام خیابی به دادهبرای دست

های بزرگ ها بر روی سطح آزاد، نقاط نزدیك به سطح یا در ناپیوستگیگیرند. ترکمورد آزمایش قرار می

کنند. اگر طول اولیه ترک را زنی میشروع به جوانه
ia صورت تابعی از تعداد د ترک بهفرض کنیم، رش

)یا به عبارتی به  بستگی به  (N)های تنش سیکل
IK خواهد داشت. برای مقادیری از )

IK  که

) 1کمتر از یك مقدار آستانه )I thK طول ترک 6-4 د کرد. در شکلباشد، ترک رشد نخواه ،a صورت به

برای سه سطح تنش  Nتابعی از 
3 2 1( ) ( ) ( )        نشان داده شده است که برای یك اندازه

معین ترک، 
3 2 1( ) ( ) ( )I I IK K K     های تنش بالا بر ایجاد ، به اثر محدوده6-4 است. در شکل

 بارگذاری توجه کنید. مشخص از سیکلهای بزرگتر در یك مقدار ترک

 

 [51] های تنشرت تابعی از تعداد سیکلصوبه iaاز طول اولیه  aافزایش طول ترک  6-4 شکل

daچنانچه نرخ رشد ترک در هر سیکل )

dN
 مشاهده 7-4 گونه که در شکل( را آن6-4 در شکل 

شوند و یك منحنی های مربوط به هر سه محدوده تنش بر هم منطبق میدهشود رسم کنیم، دامی

دهند. بر روی این نمودار، سه مرحله گسترش ترک به خوبی قابل مشاهده هستند تشکیل می 2مارپیچ

های مرحله دوم در مختصات لگاریتمی و در محدوده اعتبار تئوری مکانیك شکست الاستیك و داده

minتوان با تغییر نسبت های مشابه را میباشند. گروهی از منحنیخطی دارای شکل خطی می

max

R



 

   آورد. دست به

                                                 
1 Threshold 
2 Sigmoidal 
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daنمودار لگاریتمی مقادیر  7-4 شکل

dN
 [51] 

های متناوب قرار دارد تحت تنشای که در اینجا، یك روش ساده برای تخمین عمر باقیمانده قطعه

. ای هستندها صفحهکنیم. در این روش، فرض بر این است که کرنشمی را پس از کشف یك ترک ارائه

توان را می 7-4 با این فرض که ترک در مرحله دوم کشف شده است، رشد ترک در ناحیه دوم از شکل

 ریب زد:شود تقمی صورت زیر نوشته که به« 1پاریس»با معادله 

(6-4) 𝑑𝑎

𝑑𝑁
= 𝐶(∆𝐾𝐼)

𝑚 

رای ب mو  Cآید. مقادیر دست میبه (5-4) از معادله IKهای تجربی ماده هستند و ثابت mو  Cکه 

 آمده است. 1-4انواع مختلف فولاد در جدول 

 [85] برای انواع مختلف فولاد mو نمای  Cمقادیر  1-4 جدول

   
 گیری از آن چنین خواهیم داشت:و انتگرال (4-5)با جایگذاری معادله 

(7-4) 
∫ 𝑑𝑁
𝑁𝑓

0

= 𝑁𝑓 =
1

𝐶
∫

𝑑𝑎

(𝛽∆𝜎√𝜋𝑎)𝑚

𝑎𝑓

𝑎𝑖

 

                                                 
1 Paris 
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تعداد تخمینی  fNطه شکست، طول نهایی ترک مربوط به نق faطول اولیه ترک،  iaدر معادله فوق، 

است،  1ضریب تصحیح شدت تنش های تنش برای ایجاد شکست پس از تشکیل ترک اولیه، و سیکل

تیرهای با برای  مقادیر  8-4 در شکل آید.دست میبهبا توجه به نوع گسترش ترک و مقدار آن 

 است. مقطع چهارگوش که ترکی در لبه دارند، نشان داده شده

 

  [51]نمودار مقادیر 8-4 شکل

 حد دوام -3-4

های تحلیل شکست، یك روش در طراحی مقدماتی و طراحی نمونه اولیه و همچنین در برخی حالت

های تیر چرخان و های بسیار زیادی از نتایج آزمایشبرآورد حد دوام مواد لازم است. دادهسریع برای 

 9-4 ها، همانگونه که در شکلبا رسم این داده های کشش ساده در مراجع مربوطه وجود دارد.آزمایش

ای وده(، حد دوام در محدMpa1450 ) kpsi210 شود، برای فولادهای با استحکام کششی تا مشاهده می

                                                 
1 Stress-intensity modification factor 



 

51 

 

( میزان Mpa 1450) kpsi 210= utSکند. در محدوده درصد استحکام کششی تغییر می 60تا  40از 

 شده داده چین نیز نشانگونه که با خطها همانکند ولی به مرور دادهپراکندگی شروع به افزایش می

' =kpsi 105است، در 

eS ند.گیرخود می حالت افقی به 

 

 [59]ام کششی نمودار حد دوام برحسب استحک 9-4 شکل

یر ارزیابی صورت زشود، حد دوام را بهمشاهده می 9-4 در شکلچه سازی آنبرای فولادها، با ساده

 کنیم:می

(8-4) 𝑆𝑒
′ = {

0.5 𝑆𝑢𝑡                            𝑆𝑢𝑡 ≤ 200 𝑘𝑝𝑠𝑖 (1400 𝑀𝑝𝑎)

100 𝑘𝑝𝑠𝑖 (700 𝑀𝑝𝑎) 𝑆𝑢𝑡 > 200 𝑘𝑝𝑠𝑖 (1400 𝑀𝑝𝑎)
 

 استحکام خستگی -4-4

 =1000Nتا حدود  =1Nناحیه خستگی سیکل پایین از  شود،می دیده 3-4 در شکلگونه که همان

است. یك  utSفقط اندکی کمتر از استحکام کششی  fSاین ناحیه، استحکام خستگیامتداد دارد. در 
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 [06]« 3براون»و « 2میشکه»، «1شیگلی»های سیکل بالا و سیکل پایین توسط روش تحلیلی برای ناحیه

 mو نمای استحکام بخشی کرنشی  «کافین -مانسون»است که نیازمند پارامترهای معادله  شده ارائه

 است.

ا عمر شود و تشروع می N=1000دهد که برای فولادها، خستگی سیکل بالا از مینشان 3-4 شکل 

 هایی برایهدف این بخش، تدوین روشیابد. است ادامه می N =710تا  N =610که از  eNحد دوام 

 در ناحیه سیکل بالا است. S-Nتقریب زدن نمودار 

)'صورت با تعریف استحکام خستگی نمونه آزمایش در یك تعداد سیکل مشخص به )
2

e
f NS E


 

  شکل زیر بازنویسی کرد:را به 3-4توان معادله می

(9-4) (𝑆𝑓
′)𝑁 = 𝜎𝐹

′ (2𝑁)𝑏 

 داریم: N =310برای 

(10-4) (𝑆𝐹
′ )103 = 𝜎𝐹

′ (2 ∗ 103)𝑏 = 𝑓𝑆𝑢𝑡 

3است که با نماد  utSکسری از  fکه 

'

10
( )fS شود. با حل رابطه بالا برای میدادهنشانf :داریم 

(11-4) 
𝑓 =

𝜎𝐹
′

𝑆𝑢𝑡
(2 ∗ 103)𝑏 

ی محاسبه ی تقریبی زیر را برایبرای فولاد ها رابطه SAEیریت ارزیابی و طراحی خستگی کمیته مد

'

F است: پیشنهاد داده 

(12-4) 𝜎𝐹
′ = 𝑆𝑢𝑡 + 345 (𝑀𝑝𝑎) 

'، استحکام دوام و تعداد سیکل متناظر با آن یعنی bبرای یافتن 

eS  وeN (9-4)، را در معادله 

 شود:صورت زیر حاصل میبه bکنیم. مقدار جایگذاری می

(13-4) 
𝑏 = −

log(
𝜎𝐹
′

𝑆𝑒
′⁄ )

log(2𝑁𝑒)
 

                                                 
1 Shigley 

2 Mischke 
3 Brown 
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 10-4های نهایی مختلف تکرار کرد. در شکل توان برای استحکامرا می fشده برای یافتن فرایند ارائه 

70در محدوده  fار نمود 200( )utS kpsi است. شده رسم 

 

 f [51]کسر استحکام خستگی  10-4 شکل

های کلی های کاملا معکوس شونده معتبر است. برای حالت، تنها برای بارگذاریS-Nنمودار معمول 

دست آورد که بتواند آسیبی   معکوس شونده بهبارگذاری نوسانی لازم است که یك تنش معادل کاملا

 د.رَمشابه با تنش واقعی نوسانی وارد آوَ

N 310صورت خستگی که در محدوده خستگی کم چرخه اغلب به شود. دهد تعریف میمیرخ 1 ≥ ≥

بینید، مکان هندسی شکست در این محدوده می 3-4تصات لگاریتمی مانند آنچه در شکل در یك مخ

10)3است. یك خط راست بین تقاط  N=1000خط راست در زیر عمر  تقریبا یك , )utfS  1)و, )utS 

 شود:می یك مدل محتاطانه است و با رابطه زیر بیان

(14-4) 𝑆𝑓 ≥ 𝑆𝑢𝑡𝑁
(log𝑓)

3⁄ 1 ≤ 𝑁 ≤ 103 

 معیارهای خرابی خستگی -5-4

، معیار «سودربرگ»داده شده است که عبارتند از: معیار  ج معیار شکست نمایشپن 11-4شکل  در

دهد که و معیار تسلیم. نمودار نشان می ASME، معیار بیضی «گربر»، معیار «گودمن»ی اصلاح شده

 باشد.است که در مقابل تسلیم دارای حاشیه امنیت می« سودربرگ»تنها معیار 
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 [60] مختلف شکستنمایش معیارهای  11-4 شکل

یك نقطه حدی با  نشانگر Aعنوان یك معیار، نقطه به« گودمن»با در نظر گرفتن خط اصلاح شده 

rصورت است. شیب خط بار در شکل فوق به Smو استحکام متوسط  Saیك استحکام متغیر  =
Sa

Sm
 

 .شودتعریف می

 چنین است:« برگسودر»معادله خط 

(15-4) 𝑆𝑎
𝑆𝑒
+
𝑆𝑚
𝑆𝑦
= 1 

 نویسیم:صورت زیر میرا به« گودمن»به همین ترتیب، رابطه اصلاح شده 

(16-4) 𝑆𝑎
𝑆𝑒
+
𝑆𝑚
𝑆𝑢𝑡

= 1 

تعیین  ها دارند و احتمال شکست را با دقت بیشتریتطابق بهتری با داده ،های سهمی و بیضیمنحنی

 شود:صورت زیر نوشته میبه« گربر». معیار شکست کنندمی

(17-4) 𝑆𝑎
𝑆𝑒
+ (
𝑆𝑚
𝑆𝑢𝑡
)2 = 1 

 نیز چنین است: ASMEو معادله بیضی 

(18-4) (
𝑆𝑎
𝑆𝑒
)2 + (

𝑆𝑚
𝑆𝑢𝑡
)2 = 1 
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 شود:کار برده مییر بهصورت زمعیار تسلیم )لانگر( در نخستین چرخه تنش، به

(19-4) 𝑆𝑎 + 𝑆𝑚 = 𝑆𝑦 

نامه، بارگذاری سینوسی با دامنه کم و فرکانس بالا به سازه اعمال شده است، که منجر در این پایان

و « عمر -کرنش»های از آن جا که روششود. میهای الاستیك و ایجاد کرنش به خستگی پرچرخه

که  «عمر -تنش»از روش ، روندها کاملا الاستیك نباشند به کار میمکانیك شکست، زمانی که کرنش

های زیر دلیل استفاده از معیار خرابی ویژگی ، استفاده شده است.در مسائل خستگی پرچرخه کاربرد دارد

 .دباشنامه میخستگی گودمن در این پایان

ن نیز خطی و ساده یك خط راست است، عملیات جبری آ ،«گودمن»جا که مکان هندسی از آن -1

 باشد.می

 .ای ساده استرسم آن در هر زمان و برای هر مسئله -2

 کند.نکات ظریفی را در مورد مسائل خستگی آشکار می -3

    دست آورد.توان از روی نمودار نیز بهعنوان کنترل عملیات جبری، پاسخ مسئله را میبه -4

 [49]روش محاسبه معیار خرابی خستگی  -6-4

 یبارگذار طیمعادل تحت شرا یکیاستات لتحلی روش همراهبه« عمر -تنش»، از روش پژوهش نیدرا

 سازه، به شدهاعمال ینوسیس ی، بارگذار12-4. در شکل است شده هبا دامنه ثابت استفاد ینوسیس

 .است شده دادهنشان
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 [49]یک چرخه از بارگذاری سینوسی  12-4 شکل

که در آن  آید.می دستبه 13-4ی تنش مطابق با شکل پس از اعمال بار سینوسی به سازه، تاریخچه

)ها ی تناوب مقادیر تنشدامنه )a  ها مقادیر تنشو متوسط( )m  با استفاده از کمترین مقدار تنش

min( )و بیشترین مقدار تنشmax( ) آیند:دست میصورت زیر بهبه 

(20-4) 𝜎𝑎 =
𝜎𝑚𝑎𝑥 − 𝜎𝑚𝑖𝑛

2
 

(21-4) 𝜎𝑚 =
𝜎𝑚𝑎𝑥 + 𝜎𝑚𝑖𝑛

2
 

 
 [49]یک چرخه از تاریخچه تنش  13-4 شکل

 کاربا دامنه ثابت به ینوسیس یبارگذار برای شده گودمن اصلاح اریمع ،یخستگ یخراب یابیارز یبرا

 یابیدر نقاط ارز یمتوسط و تناوب هایتنش باتیتمام ترک ،یخستگ یاز خراب یریجلوگ برای. است رفته

-دادهنشان 14-4 لنمودار در شک نی. ارندقرارگی شده نمودار گودمن اصلاح منیا یهیدر ناح دیبا تنش

، تنش  2، تنش متوسط 1یتنش تناوب ریمقاد انگریب بترتیبه y وa، m، ut آن در که. استشده

                                                 
1 Alternating stress 
2 Mean stress 
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نی. همچنباشندیم  2میو تنش تسل 1یینها
fNباشدیمجاز م ی، تنش تناوب. 

 
 [49]شده نمودار گودمن اصلاح 14-4 شکل

ستاتیکی الیل ی مقادیر تنش، با استفاده از روش تحمحاسبهانجام تحلیل آیزوژئومتریك و پس از  

شود. مقادیر می گرفتهای بودن بارگذاری بر مقادیر تنش درنظرمعادل و اعمال ضرایب ثابت، اثر دوره

) تنش تناوبی )
ia  و تنش متوسط( )

im آیند:می دستصورت زیر بهی ارزیابی تنش بهدر هر نقطه 

(22-4) 𝜎𝑎𝑖 = 𝐶𝑎𝜎𝑖 = [
𝜎𝑥𝑎𝑖

𝜎𝑦𝑎𝑖
𝜏𝑥𝑦𝑎𝑖]

𝑇 

(23-4) 𝜎𝑚𝑖 = 𝐶𝑚𝜎𝑖 = [
𝜎𝑥𝑚𝑖

𝜎𝑦𝑚𝑖
𝜏𝑥𝑦𝑚𝑖]

𝑇 

کمك باشند که بهتنش تناوبی و تنش متوسط می 3ترتیب ضرایب مقیاسبه mC و aCدر روابط فوق 

 شوند:می صورت زیر محاسبهکمترین و بیشترین مقدار بار سینوسی اعمال شده به سازه، به

(24-4) 
𝐶𝑎 =

1 − (
𝐹𝑚𝑖𝑛

𝐹𝑚𝑎𝑥
⁄ )

2
 

(25-4) 
𝐶𝑚 =

1 + (
𝐹𝑚𝑖𝑛

𝐹𝑚𝑎𝑥
⁄ )

2
 

)4میزسهای تناوبی و متوسط، تنش تناوبی فونیر تنشبا داشتن مقاد )
i

vonMises

a  و تنش متوسط

)5میزسفون )
i

vonMises

m روند، می کاری معیار خرابی خستگی گودمن بهطور مستقیم در محاسبهکه به

                                                 
1 Ultimate stress 

2 Yielding stress 
3 Scaling factors 

4 Von- Mises alternating stress 
5 Von- Mises mean stress 
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 شوند:صورت زیر تعریف میبه

(26-4) 𝜎𝑎𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠 = √𝜎𝑥𝑎𝑖

2 + 𝜎𝑦𝑎𝑖
2 − 𝜎𝑥𝑎𝑖

𝜎𝑦𝑎𝑖
+ 3𝜏𝑥𝑦𝑎𝑖

2 

(4-27) 𝜎𝑚𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠 = √𝜎𝑥𝑚𝑖

2 + 𝜎𝑦𝑚𝑖
2 − 𝜎𝑥𝑚𝑖

𝜎𝑦𝑚𝑖
+ 3𝜏𝑥𝑦𝑚𝑖

2 

 شود:میصورت زیر تعریفشده، بهارزیابی خرابی خستگی، معیار گودمنِ اصلاح برای

(28-4) 
𝐿𝑖
𝐺𝑀 =

𝜎𝑎𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

(𝜎𝑖)𝑁𝑓
+
𝜎𝑚𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜎𝑢𝑡
 

)مقاومت کششی وutکه )i Nf  تنش 1ی باسکوئینباشد. با استفاده از معادلهتناوبی مجاز میتنش ،

 شود:صورت زیر تعریف میتناوبی مجاز به

(29-4) (𝜎𝑖)𝑁𝑓 = 𝜎𝑓
′(2𝑁𝑓)

𝑏 

'

f وb شند. بامی 3و توان مقاومت خستگی 2ترتیب ضریب مقاومت خستگیبهfNنیز تعداد چرخه-

 های بارگذاری است.

 

 

 

 

                                                 
1 Basquin 

2 Fatigue strength coefficient 
3 Fatigue strength exponent 
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 توپولوژی مسائل تنش مسطح سازی بهینهفصل پنجم: 
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 مقدمه -1-5

های رسیدن به بهترین نتیجه، در مورد یك عملیات، در حالی که محدودیتسازی عبارت است از بهینه

هایش را به شکلی انجام  ر در طبیعت، ذاتا تمام فعالیتمشخصی برآورده شده باشند. انسان محصو

خاطر استفاده از منابع محدود موجود، به  جویی شود. این تمایل و اراده به دهد که در انرژی صرفهمی

ها یا مکانیزم قرقره، به روشنی تمایل منظور بیشینه کردن خروجی یا بهره است. اختراعات اولیه اهرم

مجموعه جالبی در مورد ریشه  [16] 1دوگلاس وایلد .دهدبازدهی مکانیکی نشان می به افزایش بشر را

را به  هدهد. تعریف وایلد را نقل به مضمون کرده و طراحی بهینمی ارائه هکلمه بهینه و طراحی بهین

تعریف « شده بهترین طراحی قابل قبول بر اساس یك معیار کیفی شایستگی از پیش تعیین»شکل 

 کنیم.می

های متمادی ذهن محققین را به ترین ویژگی باشد، سالتلاش جهت یافتن طرحی که دارای مناسب

زیع بهینه جرم در عنوان روشی جهت توتوان بهسازی توپولوژی را میاست. بهینه خود مشغول کرده

فضای طراحی تعریف کرد که درنهایت ضمن در نظر گرفتن قیود حاکم بر مسئله به ساختار مناسب 

های بعد بر روی انواع خرپاها آغاز شد و در سال 2سازی توپولوژی با مطالعات مایکلیابد. بهینهدست می

تری مورد استفاده قرار گرفت. ل گستردهسازی به شکبر پایه ریاضیات، این نوع بهینه یهایبا ارائه روش

ها برای مسائل بزرگ با ابعاد واقعی چندان کارآمد نبودند، اما در مقابل سایر هر چند که این روش

-سازی میصورت غیرمستقیم به حل یك مسئله بهینهکه به 3های دیگر مانند معیار بهینگیروش

سازی توپولوژی با ابعاد واقعی و قیود زیاد اثبات بهینهی حل مسائل پرداختند، توانایی خود را در زمینه

 توان به دو گروه عمده تقسیم نمود.سازی توپولوژی را میهای بهینهطورکلی روشنمودند. به

های تکاملی و شهودی است. از انواع های بر پایه ریاضیات بوده و گروه دوم روشگروه اول روش

                                                 
1 Douglas wilde 

2 Michel 
3 Optimality criteria 
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های ایزوتروپیك جامد و ریز سازه 1سازیهای همگنتوان به روشهای مطرح بر پایه ریاضیات میروش

 ( اشاره نمود. در روش همگن سازی، فضای طراحی به تعداد معینی سلول تقسیمSIMP) 2با تابع جریمه

توانند خصوصیات مربوط به خود شوند و میعنوان یك ریز سازه محسوب میبه هاشده که هریك از آن

نماید اما دارای نقاط ضعفی از قبیل می ن روش ضمن اینکه نتایج قابل توجهی را ارائهباشند. ای را داشته

محلی، روابط نسبتا پیچیده ریاضی و پیدایش نواقصی از قبیل صفحه  های بهینههمگرا شدن به جواب

های بعد فیلترهای مختلف باشد، هرچند که در سالشطرنجی شدن و نواحی خاکستری در نتایج آن می

ای در حل مسائل مختلف مورد طور گسترده به SIMPروش  گردید.جهت حداقل کردن این مشکل ارائه

ها و های این روش حداقل شدن پوشش ناقص مواد در ریز سازهاست. یکی از مزیت گرفته استفاده قرار

روش نیز تا  آمده از این دست حداقل شدن پیدایش نواحی خاکستری در نتایج بود، هر چند نتایج به

است. پیچیدگی روابط ریاضی و برخی دیگر حدودی به مقدار توان مورد استفاده در تابع جریمه وابسته

زائد از تکاملی با حذف تدریجی مواد های های تکاملی گردید. روشاز مشکلات فوق منجر به ارائه روش

توان به مواردی از قبیل لی میهای تکامیابند. از جمله روشفضای طراحی به جواب موردنظر دست می

های تکاملی کرد. روشاشاره 5هاسازی تکاملی سازهو بهینه 4، افزایش معکوس3حداکثر تنش طراحی

نویسی و درگیر نشدن با روابط پیچیده ریاضی، عدم دارای مزایایی از قبیل سهولت نسبی در برنامه

   باشد.آمده با نتایج تحلیلی میدستبهبودن قابل توجه نتایج پیدایش نواحی خاکستری و نزدیك

فضا مورد توجه قرار گرفت که  -های با وزن کمینه، اولین بار توسط صنایع هوااهمیت طراحی سازه

شد تا با هزینه آن. در دیگر صنایع مربوط های هواپیما بیشتر با وزن آن کنترل میطراحی سازه هادر آن

زینه در درجه اول اهمیت باشد، یك و خودرو، ممکن است ههای مهندسی ساختمان، مکانبه سیستم

توجه فزاینده به کمبود مواد  دهد.هرچند که وزن سیستم، هزینه و عملکرد آن را تحت تاثیر قرار می

                                                 
1 Homogenization method 

2 Solid isotropic microstructures with penalty 
3 Fully stress design 

4 Reverse adaptivity 
5 Evolutionary structural optimization 
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هایی سبك، کارا و ارزان شده، موجب تمایل به داشتن سازه خام و نقصان شدید منابع انرژی شناخته

سازی وزن به نوبه خود بر ضرورت آگاهی یافتن مهندسان از فنون بهینه است. این خواست قیمت شده

 کند.ها تاکید میو هزینه سازه

و گلوبوس به معنی مطالعه  ،در اصل کلمه توپولوژی از ترکیب واژه یونانی توپوس به معنی جا و مکان

یکی از شاگردان  ،1توسط لیستنگ 1847و دلیل حاصل شده است. از جنبه تاریخی توپولوژی در سال 

 گاوس معرفی شد. نام دیگری که در اوایل گسترش توپولوژی به این موضوع اطلاق شد آنالیز وضع بود.

وسیله گروه معینی از تبدیلات، یعنی  مطالعه خواصی است که به از جنبه هندسی، توپولوژی

ای مسان ریخت، کرهشوند. برای درک شهودی از مفهوم هریخت( حفظ می )همسان 2هاهمئومورفیسم

طوری که بتوان آن را منبسط یا منقبض کرد بدون  صورت بالونی لاستیکی باشد بهرا تجسم کنید که به

هم وصل شود، معلوم است که درنتیجه چنین تبدیلاتی  آنکه پاره شود یا اینکه دو نقطه متمایز آن به

مانند. چنین تبدیلات کره را می باقیبه هم نقاطی که در ابتدا به هم نزدیك بودند، در آخر نیز نزدیك 

 آیند دومی ها پدیدهای مختلفی را که در نتیجه اعمال همسان ریختنامند و شکلهمسان ریخت می

 گویند.ریخت( می)همسان 3دو همومورف به

ت. و فضا اس ها بر پایه مفاهیمی همچون بعد، تغییر شکلتوپولوژی ، مطالعه هندسه و نظریه مجموعه

هایی گیشود و در باب ویژدر واقع توپولوژی ساختاری هندسی است که بر روی یك مجموعه تعریف می

لا کشش یا ها )مثکند. این تغییر شکلماند، بحث میهای پیوسته ثابت میاز فضا که تحت تغییر شکل

اتصال مجدد  ، برش وهالازم به ذکر است که در این تغییرشکل خمش(، نامتغیرهای توپولوژی نام دارند؛

 مجاز نیست.

                                                 
1 Listing 

2 Homeomorphism 
3 Homeomorph 
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 1سازی ریاضیبهینه -5-2

هترین عضو بریزی ریاضی در ریاضیات، اقتصاد و مدیریت شامل انتخاب ریاضی یا برنامه سازیبهینه

 از یك مجموعه اعضای قابل دستیابی است. 

-دف بهینهباشد. هحل ممکن تحت شرایط معین می سازی، شناسایی بهترین راهمفهوم اصلی بهینه

سازی  سازی زمان مورد نیاز یا بیشینه کمینه یا بیشینه سازی است؛ به عنوان مثال کمینهسازی اغلب 

حل باید با مقادیر عددی بیان شود؛ این عمل با تعریف یك تابع برحسب  . مطلوبیت یك راه2سختی

ریاضی مسئله عمومی پذیرد. از لحاظ شود، صورت میمی نامیده 3متغیرهای طراحی که تابع هدف

سازی با  تواند تبدیل به مسئله بیشینهسازی تابع هدف )که به آسانی می سازی اغلب با کمینهبهینه

 شود.بندی میفرمول 4کردن منفی تابع هدف شود( همراه با قیدهای طراحی کمینه

-اشد، روشب ساده شده برای متغیرهای طراحی نسبتا نظرگرفته های دراگر عبارات تابع هدف و قید

ازی شامل تابع سبرد. اما اگر مسئله بهینه کار توان برای حل مسئله بهسازی را میهای کلاسیك بهینه

ریف نمود و عنوان یك تابع صریح از متغیرهای طراحی تع هدف و یا قیدهایی باشد که نتوان آن را به

 .ستفاده از روش تحلیلی حل کردتوان آن را با اباشد، نمی شده از حد پیچیده بیان بیش

 5ایسازی سازهبهینه -5-3

سازی  ازی ریاضی است. از توابع هدف رایج، کمینهسیکی از کاربردهای بهینه ایسازی سازهبهینه

ای از دو بخش سازی سازهبرد. ایده اولیه بهینه توان نام)انرژی کرنشی( را می 7و نرمی 6جرم، جابجایی

                                                 
1 Mathematical optimization 

2 Stiffness 
3 Objective function 

4 Design constraints 
5 Structural optimization 

6 Displacement 
7 Compliance 
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 است. شده ی تشکیلسازسازه و بهینه

شود ای از مواد که برای حفظ بار در نظر گرفته شده باشد سازه اطلاق میدر مکانیك به هر مجموعه

ای موضوع ساخت یك سازی سازهسازی به معنی بهترکردن هرچیزی است. بنابراین بهینهو بهینه

شده  نمایش داده 1-5شکل حمل نیرو است. همانطور که در مجموعه از مواد به بهترین روش برای ت

 گاه انتقال دهد.را به تکیه Fای یافتن ساختاری است که به بهترین نحو نیروی سازهسازی هدف مسئله بهینه

 

 [62]گاه و متصل به تکیه Fسازه تحت نیروی  1-5شکل 

 (:2-5ی تقسیم شود )شکل تواند به سه شاخه اصلای میسازی سازهبهینهمسئله    

 سازی اندازهبهینه (1

 سازی شکلبهینه (2

 سازی توپولوژیبهینه (3

 

 [62]ای سازی سازههای مختلف بهینهروش 2-5شکل 
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 1سازی اندازهبهینه -5-3-1

زه شکل سازه زی انداسادر روش بهینه .ای استسازی سازهترین شکل بهینهسازی اندازه، سادهبهینه

ر و جرم ای مانند ضخامت ورق، خواص مقطع عرضی تیر، سختی فنهای سازهشده، خواص المان شناخته

 شوند. میسازی، اصلاحی بهینهبرای حل مسئله

تغیرهای های سازه، مدهد که در آن قطر میلهمیسازی اندازه را نشانمثالی از بهینه 3-5شکل 

 اند.طراحی

 

 

 
 [62]سازی اندازه مثالی از بهینه 3-5 شکل

 2سازی شکلبهینه -5-3-2

دار مثل ای برای یافتن یك پارامتر کرانعنوان مسئله توان بهمیسازی شکل را از لحاظ ریاضی، بهینه

 کردن یك تابع به شکل  و کمینه( )F  گرفت. این مسئله ممکن است یك قید به شکل  رظن در

( ) 0G   باشد. معمولا طراح مایل است که مقادیر  هم داشته های محدودی باشد شامل قسمت

تر جواب ، سریعهای چرا که هدف یافتن یك شکل مناسب است که در صورت کمتر بودن قسمت

گردد. برخی مواقع نیاز است که برای اطمینان از صحت شرایط مسئله و تحلیل مورد نظر حاصل می

  تر، قیدهای اضافی ایجاد شود.مطمئن

                                                 
1 Size optimization 
2 Shape optimization 
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 1ای المانروش مختصات گره -5-3-2-1

های تصات مکانی گرهسازی شکل است که از مخای المان، یك روش ابتدایی بهینهروش مختصات گره 

-ای مرزی اغلب کیفیت شبکهبرد. جابجایی نقاط گرهمی عنوان متغیرهای طراحی، بهرهالمان محدود به

برای جلوگیری  شود.می 4-5طراحی غیر قابل قبول همانند شکل  کند یا منجر به یكبندی را کمتر می

جدید برای کنترل حرکت هر مختصات  های غیر قابل قبول، قیدهاییا طراحی 2بندیاز اعوجاج شبکه

بندی باید سازی و شبکهافزار مدلشود. درنتیجه، یك نرموسیله روش آزمون و خطا اضافه میای، بهگره

 رسانی کند. روزمدل المان محدود را با تغییر متغیرهای طراحی، به

 

شکل سمت چپ( و شکل ای المان )سازی شکل با روش مختصات گرهبهینه تعریف مسئله 4-5شکل 

 .[62]شده غیر قابل قبول )شکل سمت راست( بهینه

تعریف شود. به منظور توصیف تغییرات شکلی  4تواند با ترکیب خطی چند شکل مبنامی 3شکل مرز

دی بردارهای شود که در آن از تعدامی کاربرده، به5در تحلیل المان محدود، روش پایه کاهش یافته

نام دارد.  8شود. این روش، روش بردارهای اغتشاشاتمی ، استفاده7برای توصیف تغییرات شکلی 6طراحی

یك روش معرفی تغییرات شکل به مدل المان محدود، استفاده از روش بردار اغتشاشات است. در ابتدا 

                                                 
1 Element nodal coordinate method 
2 Mesh distortion 

3 Boundary shape 
4 Basis shapes 

5 Reduced-basis method 
6 Design vectors 

7 Shape changes 
8 Perturbation vector approach 
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شود، یك یا تعداد بیشتری شکل، میاضافه  1هابا استفاده از اغتشاشاتی که به بردار مختصات مکانی گره

 (:1-5معادله شوند )تعریف می

(5-1) 𝑟 = 𝑟0 + 𝑝 

 rاغتشاشات ناشی از تغییر شکل و pبردار مختصات مکانی یك گره معین،  0rی فوق، در رابطه

 همان گره پس از تغییر شکل است. )بردار شکل( بردار مختصات مکانی

ردارهای های بتوانند وزنسازی میبا استفاده از ترکیب خطی اغتشاشات، متغیرهای طراحی بهینه

 شوند. اغتشاشات معرفی

 شود:صورت زیر تعریف میی هر بردار شکل بهمتغیر طراحی برا 1-5با توجه به رابطه 

(5-2) 
𝑟 = 𝑟0 +∑𝑤𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑝𝑖 

 باشد.های تعریف شده )متغیرهای طراحی( میتعداد شکل nکه 

 شوند:صورت زیر تعریف میهمچنین قیدهایی بر روی وزن بردارهای اغتشاش به

(5-3) 𝑤𝑖
𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑤𝑖 ≤ 𝑤𝑖

𝑚𝑎𝑥 𝑖 = 1,… , 𝑛 

)اش اُمین اغتشiوزن اختصاص داده به ، iwکه  )ip  وmax

iw  وmin

iw ترتیب بیشینه و کمینه مقدار به

یابی به مقدار سازی شکل، دستباشد. در نتیجه بهینهشده به اغتشاشات می های اختصاص دادهوزن

  کند.را دنبال می 2هابهینه مجموعه وزن

 3وش مرز هندسیر -5-3-2-2

تعریف  4هایی بر پایه مدل هندسیبا استفاده از منحنیتواند سازی شکل، مرز هندسی میدر بهینه

                                                 
1 Vector of nodal coordinates 
2 Optimum set of shape weights 

3 Geometric boundary method 
4 Cad-based curves 
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های از از منحنی ،، سطح1ایهای پوستههای با المانکه روش مرز هندسی نام دارد. برای سازه ،شود

ها را بر روی سطح ، شبکه2بندی اتوماتیكشود و یك تولیدکننده شبکهپیش تعریف شده، تولید می

کنند. سپس می های بر پایه مدل هندسی تغییرکند. هر زمان که طراحی تغییر کند، منحنیمی تولید

شوند. طور پیوسته انجام می سازی شکل بههای جدید در طول فرآیند بهینه بندی تغییرات سطح و شبکه

علت بهبعدی مانند المان شش وجهی های سهباید توجه داشت که روش مرز هندسی برای المان

  شود.محدودیت در تولید مش اتوماتیك توصیه نمی

 3سازی توپولوژیبهینه -5-3-3

سازی توپولوژی است که هدف آن یافتن توزیع بهینه ای، بهینهسازی سازهترین روش بهینهمتداول

حاسباتی است که شکل سازی توپولوژی یك روش ممعین است. بهینه 5در یك فضای طراحی 4ماده

های توزیع ماده بهینه و توزیع ماده را برای یك سازه در فضایی که باید قرار بگیرد، به کمك تکنیك

سازی و روش المان محدود منظور بهینه نویسی ریاضی بهها اغلب شامل برنامهکند. این تکنیكتولید می

توانند بهترین طراحی را در پولوژی، مهندسان میسازی توبا استفاده از بهینه منظور تحلیل، هستند.به

سازی توپولوژی اولین قدم مفهومی سازد، بیابند. در واقع بهینهشرایطی که نیازهای طراحی را برآورده می

پس از آن در مراحل بعدی  کهطورین به یك طرح پیشنهادی است بهاز فرآیند طراحی برای رسید

شود و بر مید. این روش باعث کاهش اتلاف زمان و تکرارهای هزینهقابلیت اجرا و ساخت را دارا باش

 دهد.زمان طراحی و هزینه کلی را کاهش می

ای با به منظور طراحی قطعات سازه 1988سازی توپولوژی به کمك رایانه، اولین بار در سال بهینه

ها و صنعت ای در دانشگاههسازی توپولوژی، محبوبیت گستردکمترین وزن معرفی شد و از آن زمان بهینه

                                                 
1 Shell type structure 

2 Automatic mesh generator 
3 Topology optimization 

4 Optimum distribution of material 
5 Design domain 
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سازی عملکرد قطعات خودروها، منظور کاهش وزن و بهینهدر حال حاضر بهاست و  آورده دست به

سازی توپولوژی افزارهای تجاری، بهینهامروزه، تعدادی نرم شود.می برده کارهای دیگر بههواپیماها و سازه

سازی و های اتوموبیلاربرد طراحی توپولوژی، کارخانهترین کآورند و اصلیرا برای صنعت فراهم می

 ها هستند.های قطعات آنکنندهتامین

 سازیتعریف مسئله بهینه -4-5

سازی سازی شامل تعیین تابع هدف، متغیرهای طراحی و قیدهای بهینهتعریف یك مسئله بهینه

 شد. اهدباشد. در ادامه توضیحاتی مختصر در مورد موارد ذکرشده داده خومی

 تابع هدف -1-4-5

بندی  سازی باید مشخص شود. تابع هدف تابعی است که برای طبقهدر این بخش، هدف اصلی بهینه

دهد که میزان خوب بودن طرح را می مقداری را نشان Fشود. برای هر طرح ممکنی، می طرح استفاده

سازی، در بهینهسازی( است. کمینهانتخاب بهتری )مسائل  Fدهد. که معمولا مقدار کوچك می نشان

توان این هدف ها را شوند. همچنین میکننده تعریف میصورت توابع بیشینه و یا کمینهمعمولا به

ها تعریف کرد )مثلا کاهش بیشترین مقدار کردن کمینهها و یا بیشینهکردن بیشینهصورت کمینهبه

 یر، تنش موثر و یا حتی هزینه تولید را محاسبهجایی طی یك مس به میزان وزن، جا Fتنش(. غالبا 

 کند.می

 متغیرهای طراحی -2-4-5

سازی، تعریف متغیر طراحی است. با تعریف متغیر طراحی، مشخص اولین گام در بیان مسئله بهینه

گیرند. با تعریف متغیر طراحی، میدان طراحی به  سازی قرارها باید مورد بهینهشود که کدام المانمی
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 شود.بندی می تقسیم 2و غیر طراحی 1و فضای طراحید

یف فضای شود. با توجه به تعر تواند انجامفضای طراحی، حجم مُجازی است که در آن، طراحی می

عنوان ست بهها نیسازی احتیاجی به اصلاح آنطراحی، نواحی و اجزایی از مدل که در طی فرآیند بهینه

 شوند.می نواحی غیر طراحی در نظر گرفته

ها، اصلاح یر آنها داریم و با تغیمتغیرهای طراحی پارامترهایی هستند که مقداری آزادی تغییر در آن

یا خصوصیات  وکنیم، که این پارامترها معمولا سطح مقطع اعضا می ی مورد نظر ایجادلازم را در سازه

ته ی گسسته و پیوسدسته ی موجود هستند و به دودیگری از مصالح و خواص هندسی اعضای سازه

 شوند.بندی می تقسیم

عنوان  وان بهتها را میشود که بعضی از آنمی هایی بیانای توسط کمیتطورکلی یك سیستم سازهبه

ثابت هستند،  هایی که در حین این فرایندنظرگرفت. کمیت در سازیمتغیرهای طراحی برای فرایند بهینه

سازی تغییر نههای بهیشوند. این پارامترها توسط الگوریتممی ده نامیدهش پارامترهای از پیش تعیین

ی موعهنامیم. مجشده نیستند را متغیرهای طراحی می هایی که از پیش تعییننخواهند کرد. کمیت

ی طراحی دهند. متغیرهاشده و متغیرهای طراحی، یك طرح را تشکیل میتعیین  پارامترهای از پیش

 .[63]ی خواص زیر برای سازه باشندکنندهیانبتوانند می

 خواص مکانیکی یا فیزیکی مصالح سازه (1

 های یك سازهی ارتباط اعضا یا المانتوپولوژی یا نحوه (2

 هندسه یا ساختار یك سازه (3

 ی سازها سطح مقطع عرضی یا اندازهابعاد ی (4

                                                 
1 Design domain 
2 Non-design domain 
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 متغیرهای وضعیت -3-4-5

اری است شده، تابع یا برد متغیرهای وضعیت یك سازه، مثلا برای یك متغیر طراحی در طرح داده

 ا نیرو است.، تنش، کرنش یجاییظور از پاسخ برای یك سازه، جابهدهنده پاسخ سازه است. من که نشان

پایین تعریف  تری قید بر روی یك پاسخ معین با تنظیم کرانه بالا و کرانهتوان یك یا تعداد بیشمی

ایی جمیزس، جابهحجمی، نرمی، تنش فون ها: جرم، حجم، نسبت جرمی، نسبتکرد )مثالی از پاسخ

وابع هدف و یا توابع تعنوان  توان بهاند را میشده هایی که در زیر آوردهپاسخ باشد(.استاتیکی و ... می

رمی، بسامد نکاربرد: جرم، حجم، کسر حجمی یا جرمی، مرکز ثقل )گرانیگاه(، گشتاور اینرسی،  ید بهق

 .، سرعت و شتاب فرکانسیجاییبهمیزس، ضریب کمانش، جاطبیعی، تنش فون

 سازیقیدهای مسئله بهینه -4-4-5

 شوند:ای سه نوع از قیود تعریف میسازی سازهدر مسائل بهینه

 قید رفتاری (1

 قید طراحی (2

 قید تعادل (3

 1قید رفتاری -5-4-4-1

)صورت  شود و معمولا بهاعمال می yمنظور قیدهایی است که بر روی متغیر وضعیت   ) 0g y  

 جایی در مسیر مشخص.عنوان مثال جابهتابع پاسخ است. به gشود، که تعریف می

                                                 
1 Behavioral constraint 
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 1قید طراحی -5-4-4-2

 واقع نیز است. قید طراحی در xبا این تفاوت که شامل متغیر طراحی شبیه قیود رفتاری است  

یرممکن معیاری است که نباید از حدود آن عبور شود. عبور کردن از قیدهای طراحی، یك طراحی غ

 همراه خواهد داشت. و ناشدنی را به

 2تعادلقید  -5-4-4-3

 شود.یم گرفته نظر رت یك قید درصو( به4-5معادله ی تعادل )سازی، معادلهدر مسائل بهینه 

(5-4) 𝑲(𝑥)𝒖 = 𝑭(𝑥) 

 روش اعمال قید خستگی -5-5

. 5ای( خوشه3، )4( سراسری2، )3( محلی1سه روش مختلف برای اعمال قیدهای تنش وجود دارد: )

که برای تمام صورتی کار رود، روش محلی و دری ارزیابی تنش یك قید بهصورتی که برای هر نقطه در

سراسری توسط دوسینکس  های محلی وبرده شود، روش سراسری است. روش کار دل یك قید تنش بهم

ی توان به هزینهاست. از معایب این دو روش می شدهبررسی 1998در سال  [65،64]و همکاران 

ای اولین مرتبه کرد. روش خوشهسنگین در روش محلی و سطحی بودن روش سراسری اشاره محاسباتی

شود و می شد، در این روش تعدادی خوشه تعیین ارائه 2010در سال  [66] توسط لی و همکاران

نمایند و به هر خوشه یك قید نسبت بندی می ها دستهتوجه به میزان تنش در خوشه را با هاالمان

 شد. دهند. این روش موجب کاهش قابل ملاحظه زمان و هزینه محاسبات خواهدمی

                                                 
1 Design constraint 

2 Equilibrium constraint 
3 Local constraint 

4 Global constraint 
5 Clusters constraint 
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، سهم تمام 1«نرم -پی»کاربردن روش بندی قیود خستگی و به با استفاده از خوشه در این پژوهش

 کنیم:  صورت زیر ذخیره می لی را در یك تابع بهمعیارهای خرابی خستگی مح

(5-5) 
𝑓𝑃𝑁 = (∑(𝐿𝑖

𝐺𝑀)𝑝

𝑁𝑖

𝑖=1

)
1
𝑝 

iN تعداد نقاط ارزیابی تنش وp درنظرگرفته 5و  3اشد و معمولا بین بمی« نرم -پی»ثابت روش 

 شود.می

« نرم -پی»درنظر گرفتن بیشترین معیار خرابی خستگی گودمن، از معیار خرابی خستگی جهت 

 کنیم:صورت زیر استفاده می شده به اصلاح

(5-6) (𝑓𝑃𝑁
𝐼 )𝑚𝑎𝑥 = 𝐶

𝐼𝑓𝑃𝑁
𝐼  

زیر  صورت سازی بهی بهینهنیز در هر چرخه C باشد وسازی میی بهینهی تکرار چرخهشمارنده Iکه 

 شود:می تعریف

(5-7) 
𝐶𝐼 = 𝛼𝐼

𝐿𝐺𝑀𝑚𝑎𝑥
𝐼−1

𝑓𝑃𝑁
𝐼−1 + (1 − 𝛼𝐼)𝐶𝐼−1 0 < 𝛼𝐼 < 1 

)maxجهت جلوگیری از خرابی ناشی از خستگی، مقدار )PNf باید کوچکتر  سازیی بهینهدر هر چرخه

 یا مساوی یك باشد.

 روش مجموعه سطوح تراز -6-5

پیشنهاد شد. در این روش  [8]سازی توپولوژی ابتدا توسط وانگ استفاده از روش سطوح تراز در بهینه

شود که مقدار این تابع در نقاط مرزی سازه پرداخته می )LSF(  2ازبه معرفی تابع مجموعه سطوح تر

برابر صفر بوده و در نقاطی از سازه که ماده وجود ندارد مقدار تابع منفی و در بقیه نقاط دارای مقدار 

                                                 
1 P- Norm 
2 LSF: Level Set Function 
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  .باشدمعادله ریاضـی آن به شـرح زیر می باشد.مثبت می

(8-5) 
𝜑(𝑥. 𝑡) {

= 0
> 0
< 0

                 

𝑥 ∈ 𝜕𝐷
𝑥 ∈ 𝐷

𝑥 ∈ 𝐷\𝐷
 

 کل 𝐷. باشـــدمی فضـــا در نقطه هر مختصـــات بردار 𝑥 و زمان معرف 𝑡پارامتر  (8-5)  در رابطه

برای اعضـای موجود در 𝜑  عتاب مقدار که صـورتی به بوده 𝐷 زیرمجموعه 𝐷باشـد و می طراحی دامنه

𝐷 باشـدمی مثبت .𝐷\𝐷 جهت درک بهتر  .باشـدها میط خارج از سـازه مانند حفرهنمایانگر نقا

 نمود.  مراجعه 5-5 توان به شـکلتوضـیحات گفته شـده می

 
 [8] زح تراوسـط مدل مجموعه( ب)دامنه طراحی و الف( ) :5-5شکل 

روز هسـازی بدر هر مرحله بهینهزیر   1ژاکوبی –از رابطه همیلتون  مجموعه سطوح تراز مقدار تابع

 شود.ا در سطح سازه میشـود که موجب حرکت مرزهانی میرسـ

(9-5) 𝜕𝜑

𝜕𝑡
+ ∇𝜑 ∙

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0 

𝛻𝜑  وانگ مقدار، 9-5 در رابطه ∙
𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝑣𝑛 که .کندجایگزین می |𝑣𝑛|𝛻𝜑−را با   = −

𝛻𝜑∙
𝑑𝑥

𝑑𝑡

|𝛻𝜑|
معادل مقدار  

در مرزها  𝜑 ر جلوگیری از بزرگ و کوچك شــدن مقدارمنظو به. باشــدحرکت در مرزها می سرعت

 |𝛻𝜑| سـازی مقادیربعد از هر مرحله بهینه 𝜑 لازم اسـت برای تابع ،کندایجاد می که مشـکلات عددی

در مرزهـا، بـدون  𝜑 منظور حفظ مقـادیربـه، (5-10) رابطـه درجهـت  در مرز اصـلاح گردد. به همین

شود که به این روند مقدار تبدیل می 1مقدار  بـه |𝛻𝜑| ســـازی، مقـادیرینـهدخـالـت در رونـد به

                                                 
1 Hamilton-Jacobi 
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 .شودگفته می 1دهی دوباره

(10-5) 𝜕𝜑

𝜕𝑡
+ 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜑) ∗ (|𝛻𝜑| − 1) = 0 

 .مراجعه نمود [67-69] توان به مراجعمی (5-10) جهت آشـنایی بیشـتر با رابطه

)گذشته، تابع مجموعه سطوح تراز در مطالعات  ) شد و سپیلاین تقریب زده میا -با توابع پایه بی

اساسا روی  شد. ازآنجاکه نقاط کنترلی،روزرسانی میسازی بهشبکه نقاط کنترلی درطی فرآیند بهینه

ی مرزهای سازه است و تراز دهنده که نشان قرار ندارند، یك اختلاف بین تراز صفر تابعسطوح تراز 

ی ممکن شود. برای کاهش این اختلاف و افزایش دقت، تعداد نقاط کنترلصفر شبکه کنترلی ظاهر می

راز نسبت به ی مجموعه سطوح تلهشده، حل کردن معاد ی ارائهاست افزایش یابد. در این مقاله، ایده

باشد. پس از آن تابع مجموعه سطوح سپیلاین در مدل آیزوژئومتریك میا -فضای پارامتری توابع پایه بی

 شود.روزشده به فضای فیزیکی نگاشت میتراز به

 سازی با استفاده از روش سطوح ترازتعریف مسئله بهینه -1-6-5

ه یك لازم است ک ،طوح ترازسسازی به روش برای حل مسئله بهینه ،[8] با در نظر گرفتن مرجع

 :به شکل زیر تعریف شود خستگیسازی با قید له بهینهمسئ

 (5-11) 

{
  
 

  
 
𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒: 𝑉(𝜑) =∑(∫𝐻(𝜑)𝑑𝑉𝑒)                                                                     

𝑛𝑘

𝑒=1

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜: {

𝑒𝑞𝑢𝑖𝑙𝑖𝑏𝑟𝑖𝑢𝑚                                                                                     
𝑓𝑎𝑡𝑖𝑔𝑢𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑡: (𝑓𝑃𝑁)𝑚𝑎𝑥 ≤ 1                                             
𝑑𝑒𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑟𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠                                                                        

 

)maxحجم کل،  Vای، های گرهتعداد کل المان nkکه  )PNf  مقدار معیار خرابی خستگی بیشترین

تعریف  (12-5) رابطهکه در  باشدمی 2تابع هویسایدنیز  Hو تابع مجموعه سطوح تراز  ، «نُرم -پی»

 .استشده

                                                 
1 Reinitialzation 
2 Heaviside 
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(12-5) 𝐻(𝜑) = {
1 𝜑 > 0
0 𝜑 ≤ 0

 

  صورت زیر داریم:با معرفی تابع لاگرانژ به 

(13-5) 
𝐿(𝑢, 𝜑) =∑(∫𝐻(𝜑)𝑑𝑉𝑒) + 𝜆((𝑓𝑃𝑁)𝑚𝑎𝑥(𝑢, 𝜑) − 1)

𝑛𝑘

𝑒=1

 

[07] است شده محاسبه 2باشد، و بر اساس روش عددی افزایشیقید خستگی می 1ضریب لاگرانژ. 

سازی نسبت به سازی به دنبال این هستیم که تابع لاگرانژ در هر گام بهینهکه در بهینهجاییاز آن

بطه زیر برقرار سازی تابع لاگرانژ باید راگام قبل کمتر یا بیشتر باشد، به همین منظور در جهت کمینه

 باشد:

(14-5) 𝜕𝐿

𝜕𝑡
< 0 →

𝜕𝐿

𝜕𝜑

𝜕𝜑

𝜕𝑡
< 0 

 :اکوبی داریمژ-و نوشتن معادله همیلتون [8] در مرجع  با توجه به تعریف تابع

(15-5) 𝜕𝜑

𝜕𝑡
+ ∇𝜑 ∙

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0 

 با فرض
.

n

dx

dtv










له بالا توان معادشـود، میمیکه به عنوان پارامتر سـرعت مرز در نظر گرفته  

 :را به صـورت زیر بازنویسی کرد

(16-5) 𝜕𝜑

𝜕𝑡
− 𝑣𝑛|∇𝜑| = 0 

   [72،71]مرجع  توابع پایه شعاعی -2-6-5

توابع پایه شعاعی، در نقاط  ی پارامتری تعریف شده و مرکزتابع سطح تراز در فضا شبکهدر این روش، 

فضای پارامتری در نظر گرفته شده است. به این صورت که یك شبکه بر روی فضای پارامتری  یشبکه

ود. مزیت این روش شتعریف شده و مرکز توابع پایه شعاعی همان نقاط شبکه فضای پارامتری تعریف می

                                                 
1 Lagrange multiplier 
2 Augmented 
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نسبت به روش اجزا محدود، ریزتر کردن شبکه تابع سطح تراز به اندازه دلخواه، با ثابت در نظر گرفتن 

ود. اگر به منظور تعریف کردن شباشد که منجر به تشخیص بهتر مرزها در سازه مینقاط کنترلی می

 :شود، داریم از توابع پایه شعاعی استفاده عتاب

(17-5) 
𝜑(𝑟, 𝑡) =∑𝛼𝑖(𝑡)𝑔𝑖(𝑟) + 𝑝(𝑟, 𝑡)

𝑚

𝑖=1

 

ی فضای تعداد نقاط تقسیم کننده m و مختصات نقاط در فضای پارامتری r=(r,s) ی فوقدر رابطه

اسپیلاین  r(ig(اُمین نقطه قرار دارد. iضریب وزن تابع پایه شعاعی است که در  iαباشد. پارامتری می

ای درجه یك برای اطمینان از معین مثبت بودن پاسخ یك چند جمله  p(r,t)ای درجه دو، و د جملهچن

 شوند:صورت زیر تعریف میبه  t,r(p(و  ig)r(باشد. می

(18-5) 
𝑔𝑖(𝑟) = √(𝑟 − 𝑟𝑖)2 + 𝑐𝑖

2                  

𝑝(𝑟, 𝑡) = 𝑝0(𝑡) + 𝑝1(𝑡)𝑟 + 𝑝2(𝑡)𝑠

 

 .شودگرفته میدرنظر در این توابع ic، ثابت ig توابع لوگیری از خطاهای عددی در مشتقاتبه منظور ج

که تابع سطح تراز توسط توابع پایه شعاعی در دو بعد با کمترین خطا تقریب زده جهت اطمینان از این

 .انبساط روابط زیر را اغنا کنندشود، لازم است که ضرایب 

(19-5) 
∑𝛼𝑖 = 0

𝑚

𝑖=1

            ∑𝛼𝑖𝑟𝑖 = 0

𝑚

𝑖=1

            ∑𝛼𝑖𝑠𝑖 = 0

𝑚

𝑖=1

 

 شود:به فرم زیر بازنویسی می (5-17) یرابطه

(20-5) 𝐺𝛼(𝑡) = 𝜑(𝑡) 

 ی فوق داریم:رابطه در

(21-5) 𝛼(𝑡) = {𝛼1    ∙∙∙    𝛼𝑚   𝑝0   𝑝1   𝑝2}
𝑇                                                             

𝜑(𝑡) = {𝜑(𝑟1, 𝑡)    ∙∙∙    𝜑(𝑟𝑚, 𝑡)   0   0   0}
𝑇                                                

𝐺 = [
𝐴 𝑃
𝑃𝑇 0

]    ,    𝐴 = (
𝑔1(𝑟1) ⋯ 𝑔𝑛(𝑟1)
⋮ ⋱ ⋮

𝑔𝑛(𝑟1) ⋯ 𝑔𝑛(𝑟𝑛)
)    ,    𝑃 = [

1 𝑟1 𝑠1
⋮ ⋮ ⋮
1 𝑟𝑛 𝑠𝑛

]

 

 آیند:می دست ی زیر بهمعکوس پذیر است، ضرایب وزن با استفاده از رابطه G از آنجا که
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(22-5) 𝛼(𝑡) = 𝐺−1𝜑(𝑡) 

 به 20-5 یرابطه ازبا استفاده آوردن مقادیر ضرایب وزن، تابع مجموعه سطوح تراز دستاز بهپس 

 شود:می فرم برداری زیر نوشته

(23-5) 𝜑(𝑟, 𝑡) = 𝑔(𝑟)𝑇𝛼(𝑡)                               

𝑔(𝑟) = {𝑔1(𝑟)    ∙∙∙    𝑔𝑛(𝑟)   1   𝑟   𝑠}
𝑇 

)ا جایگذاریب , )r t خواهیم داشت: (16-5) یدر رابطه 

(24-5) 𝑔(𝑟)𝑇
𝑑𝛼(𝑡)

𝑑𝑡
− 𝑣𝑛|∇𝑔(𝑟)𝛼(𝑡)| = 0 

 شود:ژاکوبی به فرم ماتریسی زیر بازنویسی می -ی همیلتوندر انتها، معادله

(25-5) 𝐺
𝑑𝛼

𝑑𝑡
−𝑊(𝛼, 𝑡) = 0 

 ی فوق:در معادله

(26-5) 𝑊(𝛼, 𝑡) = [𝑣𝑛(𝑟1)|∇𝑔
𝑇(𝑟1)𝛼(𝑡)|, … , 𝑣𝑛(𝑟𝑚)|∇𝑔

𝑇(𝑟𝑚)𝛼(𝑡)|, 0,0,0]
𝑇 

)رسانی بردار روز ی زیر جهت بهاز معادله )t است. شده سازی استفادهی بهینهدر هر مرحله 

(27-5) 𝛼(𝑡𝑖+1) = 𝛼(𝑡𝑖) + ∆𝑡𝐺
−1𝑊(𝛼(𝑡𝑖), 𝑡𝑖) 

 تحلیل حساسیت -3-6-5

های مسئله ها و خروجیی بین ورودیتعریف کرد که رابطه صورتتوان به این تحلیل حساسیت را می

های مسئله را بر اساس توان میزان تغییرات خروجیمی صورتن . به ایدهدمی مورد بررسی قرار را

 کرد. در حقیقت تحلیل حساسیت یك پیشنظر کمی و کیفی تعیین ی مختلف ازهادر ورودی تغییرات

 .باشدسازی به روش ریاضی میی بهینهنیاز اساسی برای حل مسئله

گیری سازی نیاز داریم تا از تابع هدف و توابع قید برحسب متغیرهای طراحی مشتقدر مسائل بهینه

 لاًدست آوریم. اصوبت به متغیرهای طراحی بهنماییم و اصطالحاً حساسیت تابع هدف و توابع قید را نس

تر ها بسیار سودمندتر هستند و بسیار سریعها به دلیل انجام تحلیل حساسیت از سایر روشگونه روشاین
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توانیم برحسب شدت اثر تغییرات کنند؛ زیرا با تعیین مشتقات حساسیت میپاسخ را برای ما تعیین می

وابع قید، متغیری را انتخاب کرده و تغییر دهیم که تغییرات در آن یك متغیر بر روی تابع هدف و ت

تر به جواب نزدیك شدت بیشتری بر روی تابع هدف و توابع قید داشته باشد و درنتیجه خود را سریع

 .کنیم

روش  -2 روش تفاضل محدود -1طور کلی سه روش برای تعیین مشتقات حساسیت وجود دارد: به

 .تحلیلی روش نیمه -3 تحلیلی

از روش تحلیلی برای آنالیز حساسیت استفاده شده است لذا تنها این  پژوهشبا توجه به اینکه در این 

ها ی آن برای تعیین حساسیتدر روش تحلیلی از تعریف مشتق و محاسبه .روش بررسی خواهد شد

صورت ای مشتق بهزنجیرهی با استفاده از قاعده« نرم -پی»مشتق معیار خرابی خستگی  شود.می استفاده

 شود: می زیر محاسبه

(28-5) 𝜕𝑓𝑃𝑁
𝜕𝜑

=
𝜕𝑓𝑃𝑁

𝜕𝐿𝑖
𝐺𝑀

𝜕𝐿𝑖
𝐺𝑀

𝜕𝜑
 

) نسبت به معیار گودمن« نرم -پی»مشتق معیار خرابی خستگی  ی فوقدر رابطه )




PN

GM

i

f

L
صورت زیر به 

 شود:می محاسبه

(29-5) 𝜕𝑓𝑃𝑁

𝜕𝐿𝑖
𝐺𝑀 = (∑(𝐿𝑖

𝐺𝑀)𝑝

𝑁𝑖

𝑖=1

)
(
1
𝑝
−1)
(𝐿𝑖
𝐺𝑀)(𝑝−1) 

ای مشتق، مشتق معیار گودمن نسبت به متغیر طراحی )ی زنجیرهبه کمك قاعده
GM

iL






 ( برابر است با:

(30-5) 𝜕𝐿𝑖
𝐺𝑀

𝜕𝜑
=

𝜕𝐿𝑖
𝐺𝑀

𝜕𝜎𝑎𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜎𝑎𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜑
+

𝜕𝐿𝑖
𝐺𝑀

𝜕𝜎𝑚𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜎𝑚𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜑
 

 شود.می ( مشاهده5-31میزس در رابطه )های تناوبی و متوسط فونمشتق معیار گودمن نسبت به تنش

(31-5) 𝜕𝐿𝑖
𝐺𝑀

𝜕𝜎𝑎𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

=
1

(𝜎𝑖)𝑁𝑓
      ,   

𝜕𝐿𝑖
𝐺𝑀

𝜕𝜎𝑚𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

=
1

𝜎𝑢𝑡
 

 ای مشتق برابر است با:میزس با استفاده از قاعده زنجیرهمشتق تنش تناوبی و تنش متوسط فون



 

80 

 

(32-5) 𝜕𝜎𝑎𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜑
=
𝜕𝜎𝑎𝑖

𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜎𝑎𝑖

𝜕𝜎𝑎𝑖
𝜕𝝈𝑖

𝜕𝝈𝑖
𝜕𝜑

 

(33-5) 𝜕𝜎𝑚𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜑
=
𝜕𝜎𝑚𝑖

𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜎𝑚𝑖

𝜕𝜎𝑚𝑖
𝜕𝝈𝑖

𝜕𝝈𝑖
𝜕𝜑

 

  آیند:دست می میزس از روابط زیر بههای تناوبی و متوسط فونمشتق تنش ل دو بعدی،در مسائ

(34-5) 

𝜕𝜎𝑎𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜎𝑎𝑖
=

{
 
 
 

 
 
 
𝜕𝜎𝑎𝑖

𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜎𝑥𝑎𝑖
=

1

2𝜎𝑎𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

(2𝜎𝑥𝑎𝑖
− 𝜎𝑦𝑎𝑖

)

𝜕𝜎𝑎𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜎𝑦𝑎𝑖
=

1

2𝜎𝑎𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

(2𝜎𝑦𝑎𝑖
− 𝜎𝑥𝑎𝑖

)

𝜕𝜎𝑎𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜏𝑥𝑦𝑎𝑖
=

1

𝜎𝑎𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

(3𝜏𝑥𝑦𝑎𝑖
)             

 

(35-5) 

𝜕𝜎𝑚𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜎𝑚𝑖
=

{
 
 
 

 
 
 
𝜕𝜎𝑚𝑖

𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜎𝑥𝑚𝑖
=

1

2𝜎𝑚𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

(2𝜎𝑥𝑚𝑖
− 𝜎𝑦𝑚𝑖

)

𝜕𝜎𝑚𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜎𝑦𝑚𝑖
=

1

2𝜎𝑚𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

(2𝜎𝑦𝑚𝑖
− 𝜎𝑥𝑚𝑖

)

𝜕𝜎𝑚𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜏𝑥𝑦𝑚𝑖
=

1

𝜎𝑚𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

(3𝜏𝑥𝑦𝑚𝑖
)             

 

iaهای مشتق

i








imو 

i








 آیند:دست می زیر به صورتهب 

(36-5) 𝜕𝜎𝑎𝑖
𝜕𝝈𝑖

= 𝐶𝑎        ,    
𝜕𝜎𝑚𝑖
𝜕𝝈𝑖

= 𝐶𝑚 

  مشتق تنش نسبت به متغیر طراحی عبارت است از:

(37-5) 𝜕𝜎𝑖
𝜕𝜑

= 𝑪𝑩
𝜕𝒖

𝜕𝜑
 

ی جمله
u






 ی تعادل برابر است با:ای مشتق و استفاده از معادلهنجیرهی زبه کمك قاعده 

(38-5) 𝜕𝒖

𝜕𝜑
= −𝑲−1

𝜕𝑲

𝜕𝜑
𝒖 

 -پی»مشتق معیار خرابی خستگی  ،(5-38) و (5-37) ،(5-33) ،(5-32)، (5-30)با ترکیب معادلات 

 آید:دست می ی زیر بهرابطه با «نرم
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                  𝜕𝑓𝑃𝑁
𝜕𝜑

= (∑(𝐿𝑖
𝐺𝑀)𝑝

𝑁𝑖

𝑖=1

)
(
1
𝑝
−1)
(𝐿𝑖
𝐺𝑀)(𝑝−1) [

1

(𝜎𝑖)𝑁𝑓

𝜕𝜎𝑎𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜎𝑎𝑖
𝐶𝑎 (−𝑪𝑩𝑲

−1
𝜕𝑲

𝜕𝜑
𝒖)

+
1

𝜎𝑢𝑡

𝜕𝜎𝑚𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜎𝑚𝑖
𝐶𝑚 (−𝑪𝑩𝑲

−1
𝜕𝑲

𝜕𝜑
𝒖)] 

 با مشتق گیری از تابع هدف نسبت به متغیر طراحی خواهیم داشت:

                (40-5) 𝜕𝑉

𝜕𝜑
= ∫

𝜕𝐻(𝜑)

𝜕𝜑
𝑑Ω = ∫𝛿(𝜑)|∇𝜑|𝑑Ω = ∫1𝑑𝑠  

)ی فوقدر رابطه )  شود:یم صورت زیر تعریفباشد و بهمی 1کتابع دلتای دیرا 

(41-5) 
𝛿(𝜑) = {

3

4∆
(1 −

𝜑2

∆2
) |𝜑| ≤ ∆2

0                       |𝜑| > ∆

 

ف و تابع قید های تابع هدبا استفاده از مقادیر مشتق با استفاده از روش تندترین شیب، سرعت نرمال

  دست خواهد آمد: صورت زیر بهبه

                  
𝑣𝑛 = −(1 + 𝑐𝜆(∑(𝐿𝑖

𝐺𝑀)𝑝

𝑁𝑖

𝑖=1

)
(
1
𝑝
−1)
(𝐿𝑖
𝐺𝑀)(𝑝−1) [

1

(𝜎𝑖)𝑁𝑓

𝜕𝜎𝑎𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜎𝑎𝑖
𝐶𝑎 (−𝑪𝑩𝑲

−1
𝜕𝑲

𝜕𝜑
𝒖)

+
1

𝜎𝑢𝑡

𝜕𝜎𝑚𝑖
𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

𝜕𝜎𝑚𝑖

𝐶𝑚 (−𝑪𝑩𝑲
−1
𝜕𝑲

𝜕𝜑
𝒖)]) 

                                                 
1 Dirac delta 

(39-5) 

(42-5   ) 
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 های عددیثالم فصل ششم: 
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 هامثال -1-6

تای این پژوهش توسعه ای که در راسسازی به کمك برنامهدر این بخش به حل چند مسئله بهینه

 AISI) ، مصالح مورد استفاده، فولا کربنیهادر همه مثال لازم به ذکر است که. خته شده استپردا، یافته

مقاومت کششی . است رفته کار به 3/0گیگاپاسکال و ضرب پواسون  210الاستیسیته ( با مدول 1018

-4معادلهباسکوئین ) یدر رابطهاست.  شده نظرگرفته مگاپاسکال در 358برابر با تنش تسلیم و برابر با 

'(، مقادیر ضریب مقاومت خستگی )92

fو توان ) (مقاومت خستگیbبه ) مگاپاسکال و  593ترتیب

طور که  ، یك بار سینوسی، با دامنه ثابت، همانهمچنین برای بارگذایاند. شده نظرگرفته در -086/0

 است. شده، به سازه اعمال شده داده نشان 1-6در شکل 

 
 [49] شده به سازه یک چرخه از بارگذاری سینوسی اعمال 1-6شکل 

ها های متوسط و تناوبی المانبرای رسیدن به یك طرح بهینه بدون خرابی خستگی، ترکیب تمام تنش

بررسی کردن مقاومت خرابی خستگی طرح بهینه، ی ایمن نمودار گودمن قرار گیرند. برای باید در ناحیه

 اند:صورت زیر تعریف شده وبی و متوسط بههای تناترکیب مختلف از تنش 3

(1-6) 

𝐶𝑜𝑚𝑏𝑖𝑛𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 1:

{
 

 𝜎𝑎 = √𝜎1𝑎
2 + 𝜎2𝑎

2 − 2𝜎1𝑎𝜎2𝑎    

𝜎𝑚 = √𝜎1𝑚
2 + 𝜎2𝑚

2 − 2𝜎1𝑚𝜎2𝑚

 

 های تناوبی و متوسط اصلی هستند.تنش ترتیب به 2mو  1a، 2a، 1mکه 
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(2-6) 
𝐶𝑜𝑚𝑏𝑖𝑛𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 2: {

𝜎𝑎 = √𝜎1𝑎
2 + 𝜎2𝑎

2 − 2𝜎1𝑎𝜎2𝑎    

𝜎𝑚
𝑒𝑞 = 𝜎1𝑚 + 𝜎2𝑚                         

 

 های متوسط اصلی هستند.تنش 2mو  1mکه 

(3-6) 

𝐶𝑜𝑚𝑏𝑖𝑛𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 3:

{
  
 

  
 𝜎𝑎 = √𝜎1𝑎

2 + 𝜎2𝑎
2 − 2𝜎1𝑎𝜎2𝑎                                                       

𝜎𝑚
𝑠𝑖𝑔𝑛𝑒𝑑 𝑣𝑜𝑛𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠

=

{
 

 √𝜎1𝑚
2 + 𝜎2𝑚

2 − 2𝜎1𝑚𝜎2𝑚     |𝜎1𝑚| ≥ 0

_√𝜎1𝑚
2 + 𝜎2𝑚

2 − 2𝜎1𝑚𝜎2𝑚  | 𝜎1𝑚| < 0

 

 تیر طره  -1-1-6

باشد، که تحت یك می مترمیلی 50متر در میلی 100تیر طره با ابعاد ی مورد بررسی اولین مسئله

 است. گرفته نیوتن قرار 150یوتن و کمترین مقدار بار ن 350با بیشترین مقدار بار بارگذاری سینوسی 

 است: شده گاهی این مسئله در شکل زیر نشان دادهبارگذاری و تکیهشرایط 

 

 [49] گاهیشرایط بارگذاری و تکیه 2-6شکل 

است،  شده قی و قائم آوردهای در راستای اف، تعداد نقاط کنترلی و بردارهای گره(6-1)در جدول 

  است. قابل مشاهده (6-3)همچنین توزیع نقاط کنترلی در شکل 
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  ایتعداد نقاط کنترلی و مقادیر بردارهای گره 1-6جدول 

تعداد نقاط  ای در راستای افقیبردار گره ای در راستای قائمبردار گره

 کنترلی

 0,0,0,0.0526,...,0.9474,1,1,1s   0,0,0,0.0222,...,0.9778,1,1,1r  987 

 

 

 توزیع نقاط کنترلی در دامنه طراحی 3-6شکل 

 شود:می مشاهده دست آمده در شکل زیر بهینه بهتوپولوژی 

 

 ی تیر طرهتوپولوژی بهینه 4-6شکل 

 است. شده آورده 5-6سازی در شکل در روند بهینهتغییرات تابع هدف و قید خستگی 
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 دف و قید خستگیتغییرات تابع ه 5-6شکل 

ی برای تیر طرهنمودار گودمن  (6-7)و در شکل  کانتور معیار خرابی خستگی گودمن (6-6)در شکل 

 است.  فوق ترسیم شده

 

 کانتور معیار خرابی خستگی گودمن 6-6شکل 

ی ایمن نمودار شود تمام نقاط ارزیابی تنش در داخل ناحیهملاحظه می (6-7)در شکل طور که همان

 داشت. ای مقاوم دربرابر خستگی خواهیم، بنابراین سازهاندگودمن قرار گرفته

 

 نمودار گودمن 7-6شکل 

رسانیم و اثر افزایش تعداد نقاط کنترلی می 1539به  987ی فوق، تعداد نقاط کنترلی را از در مسئله
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، تعداد نقاط کنترلی (6-2)دول در جدهیم. دست آمده را مورد بررسی قرار می ی بهبر توپولوژی بهینه

-8)است، همچنین توزیع نقاط کنترلی در شکل  شده ای در راستای افقی و قائم آوردهو بردارهای گره

 است.  قابل مشاهده (6

 ای تعداد نقاط کنترلی و مقادیر بردارهای گره 2-6جدول 

د نقاط تعدا ای در راستای افقیبردار گره ای در راستای قائمبردار گره

 کنترلی

 0,0,0,0.04,...,0.96,1,1,1s   0,0,0,0.0182,...,0.9818,1,1,1r  1539 

 

 

 توزیع نقاط کنترلی در دامنه طراحی 8-6شکل 

 شود:می دست آمده در شکل زیر مشاهده توپولوژی بهینه به

 

 ی تیر طرهتوپولوژی بهینه 9-6شکل 

 است. شده آورده (6-10)سازی در شکل تغییرات تابع هدف و قید خستگی در روند بهینه
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 تغییرات تابع هدف و قید خستگی 10-6شکل 

برای تیر نمودار گودمن  (6-12)و در شکل  کانتور معیار خرابی خستگی گودمن (6-11)در شکل 

 است.  ی فوق ترسیم شدهطره

 

 کانتور معیار خرابی خستگی گودمن 11-6شکل 

ی ایمن شود تمام نقاط ارزیابی تنش در داخل ناحیهملاحظه می (6-12)طور که در شکل همان

 داشت. برابر خستگی خواهیم ای مقاوم درسازهباز هم ، بنابراین اند نمودار گودمن قرار گرفته

 

 نمودار گودمن 12-6شکل 
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سازی توپولوژی، عنوان تابع هدف مسئله بهینه سازه را به کردن وزنکمینه، [45] جیونگ و همکاران

ی تیر طره در مقاله ذکرشده، ، توپولوژی بهینه(6-13). در شکل نظرگرفتند و خستگی را قید مسئله در

 شود.می مشاهده

 

 .[45]ی تیر طره توپولوژی بهینه 13-6شکل 

 های بهینه تیر طره، که از برنامه کامپیوتری نوشتهبهینه تیر طره فوق و توپولوژیطرح  با مقایسه

گرفتن قید خستگی، در سطوح فوقانی و تحتانی  نظر توان دریافت که با در، میاندآمده دست شده به

شده، با افزایش تعداد نقاط کنترلی، این انحنا قابل مشاهده حل یشود. در مسئلهمی تیر طره، انحنا ایجاد

 .است

  ی اعمال باربا تغییر در نقطه تیر طره -2-1-6

 فرض شده 1گاهی و ابعاد هندسی مطابق با مثال شرایط تکیه ی مورد بررسیمسئلهبرای دومین 

با سینوسی بارگذاری  است. وارد شده ه بار در گوشه پایین سمت راست سازهاست، با این تفاوت ک

  .است نیوتن به سازه اعمال شده 85ین مقدار بار نیوتن و کمتر 200بیشترین مقدار بار 

است،  شده ای در راستای افقی و قائم آورده، تعداد نقاط کنترلی و بردارهای گره(6-3)در جدول 

 است.  قابل مشاهده (6-14)همچنین توزیع نقاط کنترلی در شکل 
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 ای تعداد نقاط کنترلی و مقادیر بردارهای گره 3-6 دولج

تعداد نقاط  ای در راستای افقیبردار گره ای در راستای قائمبردار گره

 کنترلی

 0,0,0,0.0526,...,0.9474,1,1,1s   0,0,0,0.0222,...,0.9778,1,1,1r  987 

 

 

 توزیع نقاط کنترلی در دامنه طراحی 14-6شکل 

 شود:می آمده در شکل زیر مشاهدهدست  توپولوژی بهینه به

 

 ی تیر طرهتوپولوژی بهینه 15-6شکل 

 است. شده آورده (6-16)سازی در شکل تغییرات تابع هدف و قید خستگی در روند بهینه
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 تغییرات تابع هدف و قید خستگی 16-6شکل 

برای تیر ار گودمن نمود (6-18)و در شکل  کانتور معیار خرابی خستگی گودمن (6-17)در شکل 

 است.  ی فوق ترسیم شدهطره

 

 کانتور معیار خرابی خستگی گودمن 17-6شکل 

ی ایمن شود تمام نقاط ارزیابی تنش در داخل ناحیهملاحظه می (6-18)طور که در شکل همان

 داشت. ای مقاوم دربرابر خستگی خواهیم، بنابراین سازهاندنمودار گودمن قرار گرفته

 

 نمودار گودمن 18-6کل ش

رسانیم و اثر افزایش تعداد نقاط کنترلی می 1539به  987ی فوق، تعداد نقاط کنترلی را از در مسئله
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، تعداد نقاط کنترلی (6-4)دهیم. در جدول دست آمده را مورد بررسی قرار می ی بهبر توپولوژی بهینه

-19)است، همچنین توزیع نقاط کنترلی در شکل  شده ای در راستای افقی و قائم آوردهو بردارهای گره

 است.  قابل مشاهده (6

 ای تعداد نقاط کنترلی و مقادیر بردارهای گره 4-6جدول 

تعداد نقاط  ای در راستای افقیبردار گره ای در راستای قائمبردار گره

 کنترلی

 0,0,0,0.04,...,0.96,1,1,1s   0,0,0,0.0182,...,0.9818,1,1,1r  1539 

 

 

 توزیع نقاط کنترلی در دامنه طراحی 19-6شکل 

 شود:می دست آمده در شکل زیر مشاهده توپولوژی بهینه به

 

 ی تیر طرهتوپولوژی بهینه 20-6شکل 

 است. شده آورده (6-21)سازی در شکل تغییرات تابع هدف و قید خستگی در روند بهینه
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 تگیتغییرات تابع هدف و قید خس 21-6شکل 

برای تیر نمودار گودمن  (6-23)و در شکل  کانتور معیار خرابی خستگی گودمن (6-22)در شکل 

 است.  ی فوق ترسیم شدهطره

 

 کانتور معیار خرابی خستگی گودمن 22-6شکل 

ی ایمن شود تمام نقاط ارزیابی تنش در داخل ناحیهملاحظه می (6-23)طور که در شکل همان

 داشت. ای مقاوم دربرابر خستگی خواهیمسازهباز هم ، بنابراین اندرار گرفتهنمودار گودمن ق

 

 نمودار گودمن 23-6شکل 

 ردن وزن، با درکت کمینهسازی توپولوژی جهی بهینه، مسئلهدر رساله دکتری خود [73] نبکی
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استفاده  است. ابعاد هندسی و مشخصات مصالح مورد داده نظرگرفتن قید تنش را نیز مورد بررسی قرار

باشد. در ی فوق میی تعریف شده، مطابق با مسئلهبا بارگذاری در گوشه پایین سمت راست در تیر طره

 است. شده دادهنشان ،مذکور یدر رساله شده بیان ی تیر طره با بارگذاری، توپولوژی بهینه(6-24)شکل 

 

 .[73] طرهی تیر توپولوژی بهینه 24-6شکل 

سازی شباهت مسئله بهینه شده، نوشته آمده از برنامه دستهای بهبه طرح فوق و طرحبا توجه

  شود.می سازی توپولوژی با قید تنش مشخصینهگرفتن قید خستگی و مسئله به نظر توپولوژی با در

 شکل با بارگذاری در وسط ارتفاع -تیر ال -3-1-6

با بیشترین باشد، که تحت یك بارگذاری سینوسی شکل می-ی مورد بررسی تیر المسئله سومین

گاهی و هشرایط بارگذاری و تکی است. گرفته نیوتن قرار 50نیوتن و کمترین مقدار بار  250مقدار بار 

 است: شده ابعاد هندسی این مسئله در شکل زیر نشان داده

 

  .[49] گاهیشرایط بارگذاری و تکیه 25-6شکل 

است،  شده ای در راستای افقی و قائم آورده، تعداد نقاط کنترلی و بردارهای گره(6-5)در جدول 
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است. لازم به ذکر است، کل دامنه توسط  قابل مشاهده (6-26)شکل  همچنین توزیع نقاط کنترلی در

 است.  جهت مدل شده ی دو در هر دوی نربز با مرتبهدو وصله

 ای تعداد نقاط کنترلی و مقادیر بردارهای گره 5-6جدول 

تعداد  (r) ای در راستای افقیردار گرهب ( sای در راستای قائم )بردار گره

نقاط 

 کنترلی

شماره 

 وصله

 0,0,0,0.05,...,0.95,1,1,1  0,0,0,0.0769,...,0.9231,1,1,1 330 1 

 0,0,0,0.0769,...,0.9231,1,1,1  0,0,0,0.0294,...,0.9706,1,1,1 540 2 

 

 

 توزیع نقاط کنترلی در دامنه طراحی 26-6شکل 

 شود:می در شکل زیر مشاهده دست آمده توپولوژی بهینه به



 

97 

 

 

 شکل-ی تیر التوپولوژی بهینه 27-6شکل 

 است. شده آورده (6-28)سازی در شکل تغییرات تابع هدف و قید خستگی در روند بهینه

 

 تغییرات تابع هدف و قید خستگی 28-6شکل 

برای تیر ر گودمن نمودا (6-30)و در شکل  کانتور معیار خرابی خستگی گودمن (6-29)در شکل 

 است.  فوق ترسیم شده شکل-ال



 

98 

 

 

 کانتور معیار خرابی خستگی گودمن 29-6شکل 

ی ایمن شود تمام نقاط ارزیابی تنش در داخل ناحیهملاحظه می (6-30)طور که در شکل همان

 داشت. ای مقاوم دربرابر خستگی خواهیم، بنابراین سازهاندنمودار گودمن قرار گرفته

 

 نمودار گودمن 30-6کل ش

به  540ی دوم از و در وصله 798به  330ی اول از ی فوق، تعداد نقاط کنترلی را در وصلهدر مسئله

دست آمده را مورد بررسی  ی بهرسانیم و اثر افزایش تعداد نقاط کنترلی بر توپولوژی بهینهمی 1275

 شده ای در راستای افقی و قائم آوردهدارهای گره، تعداد نقاط کنترلی و بر(6-6)قرار میدهیم. در جدول 

 است.  قابل مشاهده (6-31)است، همچنین توزیع نقاط کنترلی در شکل 
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 ای تعداد نقاط کنترلی و مقادیر بردارهای گره 6-6جدول 

تعداد  (rای در راستای افقی )ردار گرهب ( sای در راستای قائم )بردار گره

نقاط 

 کنترلی

شماره 

 وصله

 0,0,0,0.0278,...,0.9722,1,1,1  0,0,0,0.0526,...,0.9474,1,1,1 798 1 

 0,0,0,0.0435,...,0.9565,1,1,1  0,0,0,0.0204,...,0.9796,1,1,1 1275 2 

 

 

 توزیع نقاط کنترلی در دامنه طراحی 31-6شکل 

 شود:می زیر مشاهده دست آمده در شکل توپولوژی بهینه به

 

 شکل-ی تیر التوپولوژی بهینه 32-6شکل 

 است. شده آورده (6-33)سازی در شکل تغییرات تابع هدف و قید خستگی در روند بهینه
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 تغییرات تابع هدف و قید خستگی 33-6شکل 

برای تیر  نمودار گودمن (6-35)و در شکل  کانتور معیار خرابی خستگی گودمن (6-34)در شکل 

 است.  فوق ترسیم شده شکل-ال

 

 کانتور معیار خرابی خستگی گودمن 34-6شکل 

ی ایمن شود تمام نقاط ارزیابی تنش در داخل ناحیهملاحظه می (6-35)طور که در شکل همان

 داشت. ای مقاوم دربرابر خستگی خواهیم، بنابراین سازهاندنمودار گودمن قرار گرفته

 

 نمودار گودمن 35-6شکل 
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 نظر کردن وزن، با درسازی توپولوژی جهت کمینهی بهینهمسئله، [74]در مقاله نبکی و همکاران 

استفاده در  ی و مشخصات مصالح مورداست. ابعاد هندس گرفته گرفتن قید خستگی مورد بررسی قرار

 . باشدی فوق میدهی تعریف ششده در این مقاله، مطابق با مسئله شکل بررسی-تیر ال

 است. شده دادهی مذکور نشانشکل در مقاله-ی تیر البهینه ، توپولوژی(6-36) در شکل

 

 .[74]شکل -ی تیر التوپولوژی بهینه 36-6شکل 

 تیر ساده  -4-1-6

باشد، که تحت متر میمیلی 30متر در میلی 120تیر ساده با ابعاد ی مورد بررسی مسئله چهارمین

 گرفته نیوتن قرار 110نیوتن و کمترین مقدار بار  250با بیشترین مقدار بار یك بارگذاری سینوسی 

 است: شده شکل زیر نشان دادهگاهی این مسئله در شرایط بارگذاری و تکیه است.

 

 گاهی شرایط بارگذاری و تکیه 37-6شکل 

است،  شده ای در راستای افقی و قائم آورده، تعداد نقاط کنترلی و بردارهای گره(6-7)در جدول 

 است.  قابل مشاهده (6-38)همچنین توزیع نقاط کنترلی در شکل 
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 ای دارهای گرهتعداد نقاط کنترلی و مقادیر بر 7-6جدول 

تعداد نقاط  ای در راستای افقیبردار گره ای در راستای قائمبردار گره

 کنترلی

 0,0,0,0.0588,...,0.9412,1,1,1s  0,0,0,0.0159,...,0.9841,1,1,1r 1235 

 

 

 توزیع نقاط کنترلی در دامنه طراحی 38-6شکل 

 شود:می دست آمده در شکل زیر مشاهده توپولوژی بهینه به

 

 ی تیر سادهتوپولوژی بهینه 39-6کل ش

 است. شده آورده (6-40)سازی در شکل تغییرات تابع هدف و قید خستگی در روند بهینه



 

103 

 

 

 تغییرات تابع هدف و قید خستگی 40-6شکل 

برای تیر نمودار گودمن  (6-42)و در شکل  کانتور معیار خرابی خستگی گودمن (6-41)در شکل 

 است.  شدهفوق ترسیم  یساده

 

 کانتور معیار خرابی خستگی گودمن 41-6شکل 

ی ایمن شود تمام نقاط ارزیابی تنش در داخل ناحیهملاحظه می (6-42)طور که در شکل  همان

 داشت. ای مقاوم دربرابر خستگی خواهیم، بنابراین سازهاندنمودار گودمن قرار گرفته

 

 نمودار گودمن 42-6شکل 

گرفتن  نظر سازی جرم سازه با در سازی توپولوژی برای کمینهبهینه، [75] مه صفار نجیبنادر پایان
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 سادهتیر  ی، توپولوژی بهینه(6-43). در شکل است گرفته قیدهای تنش و خستگی مورد بررسی قرار

 شود.می ذکرشده، مشاهده نامهپایاندر 

  

 

 [75] سادهی تیر توپولوژی بهینه 43-6شکل 

آمده از برنامه  دست های بهینه بهآمده از مقالات با توپولوژی دست های بهینه بهطرح با مقایسه

 .بردلکرد روش پیشنهادی پیتوان به صحت عمشده، می کامپیوتری نوشته
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 مقدمه -1-7

 مسائل تنش مسطح با در كیزوژئومتریآ لیکامل روند تحل ینامه، به بررسانیپا نیا یقبل یهادر فصل

های تحلیل خستگی را بررسی کردیم و روش انواع روش . سپسمیمصالح پرداخت ر الاستیكگرفتن رفتا نظر

مسائل تنش  یتوپولوژ یسازنهیبهسپس  نمودیم. نظر گرفتن قید خستگی را ارائه رفته برای در کاربه

 ییصحت و کارا یبررس یبرا تی. در نهامیداد قرار یمورد بررس لازم یهاتیحساس زیرا به همراه آنال مسطح

را  یمتعدد یهاشده، مثال هیهت یوتریکامپ یهاطور برنامه نیشده و هم استفاده یهاها و روشتمیالگور

 میخواه انیمطالعات را به صورت خلاصه ب نیحاصل از ا یینها جیفصل، نتا نی. در امیداد مورد مطالعه قرار

 نیمند در اعلاقه انیدانشجو یشده برا نوشته یهابرنامه یجهت توسعه ییشنهادهایپ زین انی. در پادکر

 شد. خواهد ارائه نهیزم

 ریگینتیجه -2-7

 گونهنیا توانیم، مطالعه موردی توپولوژی مسائل های بهینهبررسی طرح انتها پس از تحلیل ودر 

 ی کرد که:ریگجهینت

های متوسط در داخل های تناوبی و تنشجا که در تمام مسائل مورد بررسی، ترکیب تنشاز آن -1

دست آمده ایمن در برابر خرابی ناشی  های بهاند، بنابراین طرحناحیه ایمن نمودار گودمن قرار گرفته

 باشند.از خستگی می

 بخش در محاسبات حجم کاهش و قیود تعداد کاهش ضمنقید تنش عمومی،  استفاده از روش -2

 .گرددمی ترپیچیده مسائل حل در سازیش قدرت بهینهافزای موجب حساسیت، تحلیل

 رای هندس که مدل یعنوان توابع ود بهشیها انجام ممسائل توسط آن لیکه تحل یاستفاده از توابع -3

 ریبزرگ در سا یکه مشکل یو مدل طراح لیمدل تحل یشود مشکل دوگانگیکنند، باعث میم جادیا

 به شوند. داده وندیبه هم پ یو طراح لیمدل تحل لهیوس نیشود و به ا است حل یعدد یهاروش
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 و برعکس وجود ندارد. لیبه مدل تحل یحمدل طرا لیجهت تبد یبه کار اضاف یازین گرید بیترت نیا

در هر کدام از رفته به کار یها تیزحساسیو آنال شده نوشته یوتریکامپ یبرنامه ییاز صحت و کارا -4

ی خروجی از برنامه با مقالات های بهینهی طرح، با مقایسهمورد نظر یتوپولوژ یساز نهیمسائل به

 .شودمربوطه، اطمینان حاصل می

 جهت مطالعات بعدی هاشنهادیپارائه  -3-7

که خستگی است، درحالیخستگی، خستگی پر چرخه مورد بررسی قرار گرفته  گرفتن قید نظر برای در

در مطالعات  این نوع از خستگی شودمی آید، بنابراین پیشنهادشمار می کم چرخه یك نوع خرابی مهم به

 بعدی مورد بررسی قرارگیرد.

های تحلیلی شود سایر روشمی است. پیشنهاد رفته کاربه« عمر -تنش»جهت تحلیل خستگی، روش 

ای گیرد و مقایسه قرار و روش مکانیك شکست الاستیك خطی مورد استفاده« عمر -کرنش»مانند روش 

 پذیرد. ها صورتبین این روش

رد استفاده قرار مو نیز شود، سایر معیارهای خستگی، مانند معیار سودربرگ و معیار گربرپیشنهاد می

 گیرد.
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Abstract 
 
Topology optimization is one of the most important types of structural optimization 

problems that seeks optimal distribution of materials in the design domain. To achieve this, 

it is important to select the appropriate objective function and constraint. In this thesis, 

topology optimization with the aim of weight minimization and considering fatigue 

constraint has been investigated. Since the isogeometric analysis in comparison with finite 

element method, has found a special place among researchers in this field and it has been 

able to act more accurately in geometry modeling and displacement calculation compared to 

previous methods, it has been used as one of the tools in this research. In isogeometric 

analysis, instead of using polynomial basis functions in finite elements, Non-Uniform 

Rational B-Splines basis functions are used to express geometry and approximation of 

displacement. For fatigue analysis the equivalent static analysis method has been used. To 

control fatigue failure, the modified Goodman fatigue failure criterion has been used and the 

computational time has been reduced by using the stress constraint clustering method. Due 

to the ubiquity and popularity of the level set method and the simplicity and high accuracy 

as well as its compatibility with the isogeometric analysis, this method has been used for 

topology optimization. In the level set method, the structural boundaries that are optimized 

are a model of dynamic boundaries that are introduced by an implicit function from a higher 

dimension, and the structural boundary by a definite level is introduced and a new boundary 

is obtained by solving the Hamilton-Jacobi equation. In order to verify the derived sensitivity 

equations, demonstrate the ability of LSM in solving topology optimization problems and 

check the code, written in this thesis, several two dimensional illustrative examples are 

presented. 

 
Keywords: topology optimization, fatigue constraint, sensitivity analysis, isogeometric 

analysis, level set method    
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