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 تشکر و قدردانی

ی کوچک خویش را در تمام مراحل زندگی تنها که تا کنون این بنده گویمخداوند متعال را شکر می

از ا رکردن و جنگیدن  تلاشبرای و انرژی  ، انگیزهمنبعی که توان نخستین تردیدبینگذاشته است. 

دانم که از بر خود واجب می . پیش از هر فردی،اوست ،به من داده استکودکی تا کنون سخت دوران 

ایشان جاری تشکر و قدردانی نمایم. های استاد گرانقدر خود جناب آقای دکتر کلاتزحمات و حمایت

یار بسدر تمام مراحل انجام این پژوهش که کوتاه هم نبود، بزرگترین حامی و معلم من بودند و از ایشان 

از جناب آقای  آموختم. همینطور از خداوند متعال سپاسگزارم که ایشان را در مسیر زندگی من قرار داد.

سبب ارتقا کیفیت بسیار  های علمیِمباحثهانجام دکتر رضا نادری که در طول انجام این پژوهش با 

ی آموزشی و هم پژوهشی بسیار سپاسگزارم. از ایشان نیز، هم در طول دوره ،علمی این پژوهش شدند

حامی من در و همینطور پدرم که همچون یک دوست همواره کنارم بوده است سپس از  بسیار آموختم.

سپاسگزارم و خداوند متعال را برای داشتن چنین پدری شاکرم. در ادامه تمام مراحل زندگی بوده است 

ها در طول این سالمادرم همینطور ام است و ی برادرم احمد که عزیزترین فرد در زندگیهااز حمایت

 نمایم.تشکر و قدردانی می
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یش گرا مهندسی عمرانرشته  دکتری تخصصیدانشجوی دوره  سید علی قاضی میرسعیداینجانب 

 مسائل عددی تحلیل با موضوع رسالهصنعتی شاهرود نویسنده  دانشگاه مهندسی سازه

 هایشرو از استفاده با جدید پیشنهادی شکل توابع با الاستواستاتیک و ویسکوالاستیک

 شوم:متعهد می جاریوحیدرضا کلاتتحت راهنمایی دکتر  مرزی اجزای و محدود اجزای
  توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است. رسالهتحقیقات در این 

 های محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است.در استفاده از نتایج پژوهش 

  تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در هیچ جا  رسالهمطالب مندرج در

 ارائه نشده است.

  اه دانشگباشد و مقالات مستخرج با نام حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود میکلیه

 به چاپ خواهد رسید. Shahrood University of Technologyو یا صنعتی شاهرود 

 د در مقالات مستخرج از تأثیرگذار بوده ان رسالهه دست آمدن نتایج اصلی حقوق معنوی تمام افرادی که در ب

 گردد.رعایت می رساله

 ها( استفاده شده است ضوابط و های آن، در مواردی که از موجود زنده )یا بافترسالهکلیه مراحل انجام این  در

 اصول اخلاقی رعایت شده است.

  در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده شده رسالهاین در کلیه مراحل انجام ،

 رازداری، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است. است اصل

 

 تاریخ:

 امضا دانشجو
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 مالکیت نتایج و حق نشر

 های رایانه ای، کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن)مقالات، مستخرج، کتاب، برنامه

اید مطلب بباشد. این افزارها و تجهیزات ساخته شده( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود مینرم

 ه نحو مقتضی در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.ب
 

 باشد.بدون ذکر مرجع مجاز نمی لاعات  نتایج موجود در رسالهاستفاده از اط 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

 های رایانه ای، کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن)مقالات، مستخرج، کتاب، برنامه

 باشد. این مطلب بایده شده( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود میافزارها و تجهیزات ساختنرم

 یه نحو مقتضی در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.
 

 باشد.استفاده از اطلاعات  نتایج موجود در پایان نامه بدون ذکر مرجع مجاز نمی 
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 عمق پیچیدگی زندگی پیاگر مردم به سادگی ریاضیات اعتقاد ندارند، تنها به این دلیل است که به 

 اند.نبرده

 جان فان نیومن

 چکیده

های ویسکوالاستیک و الاستیک خطی پرداخته شده است. به طور در این رساله به تحلیل عددی سازه

مشخص از روش عددی اجزای محدود در تحلیل مسائل ویسکوالاستیک و روش عددی اجزای مرزی در 

توابع  فرآیند بدست آوردناز  منظور با استفادهشده است. بدینه تحلیل مسائل الاستواستاتیک استفاد

 ای از طریق توابع پایه شعاعییابی نقطهروش درونشکل در  RPIM یک روش بدون شبکه برای  که

های بر های جدید به منظور استفاده در روشبرای بدست آوردن المان باشد،ها میتحلیل عددی سازه

وش رفرآیند بدست آوردن توابع شکل در  از به طور مشخص، با استفادهی المان استفاده شده است. پایه

RPIM فوریه و چندربعی تعمیم یافته-توابع پایه شعاعی مختلط فوریه، گاوسین کمک به  XMQ ،

ی ها دارای کلیهتوابع شکل در این المانبدست آمده است.  Q9,Q8ای های چهاروجهی صفحهالمان

می این . تماهستندنهایت ی بیخصوصیات لازم شامل دلتای کرونیکر، افراز واحد و پیوستگی از مرتبه

های بدست این الماناز کنند. ی جابجایی و نیرو را برآورده میها تست وصله، شامل تست وصلهالمان

اده شده استف ایای و کرنش صفحهتنش صفحهدر تحلیل اجزای محدود مسائل ویسکوالاستیسیته  آمده،

ا ها بنتایج حاصل از این المان ها حل شده است.های عددی مختلفی با استفاده از این الماناست. مثال

 و همینطور حل تحلیلی مقایسه شده است. Q9های کلاسیک لاگرانژی نتایج بدست آمده از المان

 های کلاسیک لاگرانژیدر این رساله در مقایسه با المانو پیشنهادی های نوین بکارگرفته شده المان

مندی سپس با توجه به توان شوند.همگرا می در مسائل ویسکوالاستیک یحل تحلیلتر به بسیار سریع

ای، از توابع پایه شعاعی مختلط فوریه در صفحه وریه در حل مسائل ویسکوالاستیکهای مختلط فالمان

های المانهای نازک ویسکوالاستیک استفاده شده است. های ورق برای تحلیل اجزای محدود ورقالمان



 ح
 

های ورق تئوری کیرشوف گسسته که با تقویت المانپیشنهادی ورق جدید  DKT  با توابع پایه شعاعی

کیرشوف گسسته  ت آمد، المان ورق فوریه تئوریبدسمختلط فوریه  DKFT  .نتایج نامیده شده است

های نازک ویسکوالاستیک نسبت در تحلیل اجزای محدود ورق DKFTهای پیشنهادی حاصل از المان

های از المان ادامهدر شود. به حل تحلیلی همگرا میتر بسیار سریع DKTهای ورق کلاسیک و به المان

 کسائل الاستواستاتیپیشنهادی برای تحلیل اجزای مرزی م جدید یک بعدی چندربعی تعمیم یافته

مُؤید  ،کلاسیک لاگرانژی مقایسه شده است. این مقایسههای با المانحاصل و نتایج  ه استشد استفاده

یل اجزای مرزی در تحلیافته نسبت به توابع شکل کلاسیک لاگرانژی برتری توابع شکل چندربعی تعمیم

 است.مسائل الاستواستاتیک 

های ویسکوالاستیک، جزای مرزی، سازهتحلیل عددی، روش اجزای محدود، روش اواژگان کلیدی: 

 ای شعاعی.یابی نقطهمسائل الاستواستاتیک، روش درون
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 مقدمه -6-6

ی که مخاطب یک گزارش تحقیقاتی به خوبی با حوزه کندق واژگان در بستر زبان کمک میدقی درک

تحقیق مورد نظر ارتباط برقرار کند، بنابراین آغاز کردن رساله با بحثی در مورد تعریف دقیق موضوع آن 

ی براساس آنچه بیان شد، شاید بهترین روش برای بازکردن بحث، ارائهرسد. بسیار مفید به نظر می

فاده از توان با استمی های فیزیکی رابسیاری از پدیده تکمیلی در مورد عنوان رساله باشد.توضیحاتی 

دسته از معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی  یکتوصیف کرد.  7دیفرانسیل با مشتقات جزئیمعادلات 

از  د.انای برخوردارند به معادلات ریاضی فیزیک موسومکه در مسائل کاربردی و مهندسی از اهمیت ویژه

، 2ی لاپلاسادلهی گرما، معی موج، معادلهتوان به معادلهترین معادلات ریاضی فیزیک میمعروف

از معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی که در اشاره کرد.  4هولتزی هلممعادله و 9ی پوآسونمعادله

 5ی ناویهتوان به معادلههای هیدرولیکی از اهمیت بسیاری برخوردار است، میمهندسی سازه و سازه

 بینیپیش در کاربردهای مهندسی اغلب اوقات به منظوراشاره کرد.  1استوکس-ی ناویه( و معادله6)کوشی

ئی با مشتقات جز معادلات دیفرانسیلمسائل شامل به حل بایستی  ی فیزیکیپدیدهیک رفتار در 

پرداخت. منظور از یک مسئله در معادلات با مشتقات جزئی، یافتن جوابی برای یک معادله با مشتقات 

شرایط فیزیکی اصولاً طوری انتخاب جزئی است که در برخی شرایط فیزیکی مفروض صدق کند. 

ی جواب برخی معادلات همچون جواب معادله جه حل مسئله به جوابی یکتا منجر شود.شوند که نتیمی

موج با دانستن مقدار میدان مجهول  ,u tx  روی مرز  و مقدار اولیه میدان مجهول ,0u x  و

ی اولیه سرعت آن در لحظه ,0u x ی به طور یکتا در دامنه شوند. چنین مسائلی را مشخص می

                                                           
1 Partial Differential Equations (PDEs) 
2 Laplace equation 

3 Poisson's equation 
4 Helmholtz equation 

5 Navier equation 
6 Cauchy 

7 Navier-Stokes equation 
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نامند. مسائلی که جواب معادله با مشخص بودن مقدار میدان مجهول می 3مسائل با مقدار اولیه و مرزی

 u x  بر روی مرز  یا مقدار مشتق میدان مجهول در امتداد قائم بر مرز  یعنی 
 

n

u
u

n






x
x 

ی اند. به عنوان مثال مسئلهموسوم 3شود، به مسائل مقدار مرزیمشخص می ی به طور یکتا در دامنه

البته مسائلی نیز وجود دارند که پاسخ معادله، تنها با دانستن مقدار ای از این نوع است. لاپلاس، مسئله

مسائل  .[7] اندموسوم 71شوند. چنین مسائلی به مسائل مقدار اولیهاولیه میدان مجهول مشخص می

ی با مقدار اولیه و مرزی تعریف کرد توان با یک مسئلها میویسکوالاستیک ذکر شده در عنوان رساله ر

اولیه  ی با مقداری تعادل است. این مسئلهی دیفرانسیل با مشتقات جزئی حاکم بر آن، معادلهکه معادله

ا یک توان بو مرزی در فصل بعد به طور کامل توضیح داده شده است. مسائل الاستواستاتیک را نیز می

اویه در ی نمرزی تعریف کرد که معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی حاکم بر آن، معادله ی مقدارمسئله

الت ناویه در ح یمعادلهبیان شده است.  ی مقدار مرزی در فصل پنجماین مسئلهحالت استاتیکی است. 

 77همگن ایزوتروپ )همسانگرد( الاستیک خطیی تعادل در جامدات استاتیکی نیز در حقیقت معادله

ی مقدار مرزی مسئلهطور همینی مقدار اولیه و مرزی و پس هدف در این رساله حل مسئلهاست. 

 توضیح داده شده است. 

ه ها باما این روشهای مختلفی برای حل تحلیلی مسائل مقدار اولیه و مرزی پیشنهاد شده است. روش

های تحلیلی برای حل ترین روشمتداولاز شود. محدود میساده  حل مسائل با هندسه و شرایط مرزی 

های حل تحلیلی برای روشاشاره کرد.  72توان به روش جداسازی متغیرهامسائل مقدار اولیه و مرزی می

-3[ و ویسکوالاستیسیته ]2-9مسائل الاستواستاتیک و ویسکوالاستیک در مراجع تئوری الاستیسیته ]

برای حل مسائل اغلب ر مراجع ذکر شده های تحلیلی ارائه شده دروش [ بحث شده است.4

                                                           
8 Initial Boundary Value Problems (IBVP) 
9 Boundary Value Problems (BVP) 

10 Initial Value Problems (IVP) 
11 Linear Elastic Isotropic Homogeneous  

12 Seperation of variables 



4 
 

ایی که اکثر از آن ج ویسکوالاستیک و الاستواستاتیک با هندسه و بارگذاری پیچیده قابل استفاده نیست.

های عددی برای تحلیل این مسائل کاربردی مهندسی دارای هندسه و بارگذاری پیچیده هستند، روش

ددی بسیاری برای حل مسائل ویسکوالاستیک و های عروشرو از اینشود. مسائل پیشنهاد می

ک نقطه از یها ایجاد شده است. الاستواستاتیک با هندسه و بارگذاری پیچیده با پیشرفت سریع رایانه

های بر و روش 79های بدون شبکهی روشها را به دو دستههای عددی تحلیل سازهتوان روشنظر می

 74روش اجزای محدود توان بهالمان میی های بر پایهترین روشاز معروفی المان تقسیم بندی کرد. پایه

در این رساله برای حل اشاره کرد.  76و روش اجزای محدود مرزی مقیاس شده 75و روش اجزای مرزی

 عددی مسائل ویسکوالاستیک از روش عددی اجزای محدود و برای حل مسائل الاستواستاتیک از روش

های یک مفهوم اساسی است. در روش 71یابیدر تحلیل عددی، درون اهد شد. اجزای مرزی استفاده خو

های مجهول در هر نقطه دلخواه از یک ابی عبارت از تخمین مقادیر میدانیالمان، درون یعددی بر پایه

باشد. ابزاری که برای این مقصود مورد استفاده های المان میقادیر میدان در گرهالمان با استفاده از م

کل ها توابع شترین انواع آنکه یکی از متداول یابی هستند،گیرد، توابع شکل یا توابع درونقرار می

ای یابی نقطهنسل جدیدی از توابع شکل نوین با استفاده از روش درونباشند. می 73کلاسیک لاگرانژی

توابع شکل نوین در تحلیل از این ، در این رساله[ معرفی خواهد شد. 3] 73عیاز طریق توابع پایه شعا

عددی مسائل ویسکوالاستیک با استفاده از روش اجزای محدود و مسائل الاستواستاتیک با استفاده از 

در ادامه در مورد عنوان رساله ارائه شد.  اینجا توضیح کاملیتا وش اجزای مرزی استفاده خواهد شد. ر

 رسد.ن رساله ضروری به نظر میتوضیحاتی در مورد ماده ویسکوالاستیک مورد بحث در ای

                                                           
13 Mesh-free methods 
14 Finite Element Method (FEM) 

15 Boundary Element Method (BEM) 
16 Scaled Boundary Finite Element Method (SBFEM) 

17 Interpolation 
18 Classical Lagrangian Shape functions 

19 Radial Point Interpolation Method based on radial basis functions 
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فت صاست.  "ویسکوالاستیک خطی یماده"ویسکوالاستیک مورد بحث در این رساله  یمادهمنظور از 

کرنش در ماده اشاره دارد. -ی تنشبه رابطه "ویسکوالاستیک خطی یماده" عبارت ویسکوالاستیک در

 کرنش بستگی دارد.ی ه کل تاریخچهی ویسکوالاستیک تنش در لحظه بدر ماده

(7-7)  ij ij kl    

 تانسور کرنش است.  klتنش و  21تانسور ij(، 7-7ی )در رابطه

در صورتی  به پاسخ ماده به محرک اشاره دارد. "ی ویسکوالاستیک خطیماده"فت خطی در عبارت ص

 خطی خواهد بود.  ی ویسکوالاستیک،( برقرار باشد، رفتار ماده9-7( و )2-7که روابط )

(7-2)    ; constantij kl ij klc c c      

(7-9)      1 2 1 2

ij kl kl ij kl ij kl          

2(، 9-7ی )عدد ثابت است و در رابطه c(، 2-7ی )در رابطه 1,kl kl  ورودی  هایی کرنشتاریخچه

 هستند.

 پژوهشضرورت انجام  -6-5

های تحلیلی به دلیل پیچیدگی رفتاری این مواد، تنها اد ویسکوالاستیک با روشپیش بینی پاسخ مو

های تفاده از روشبرای مسائل ساده از نظر شرایط مرزی و هندسی قابل دستیابی است. بنابراین اس

ناپذیر است. تناب سازی رفتار مواد ویسکوالاستیک اجعددی به خصوص روش اجزای محدود برای مدل

ی خطا ردامقها، همواره با یعت تقریب در آنهای عددی در حل مسائل به دلیل طباستفاده از روش

 دقت بالاترهمراه است . بنابراین پژوهشگران همواره در جستجوی روش های عددی با کارآیی بیشتر و 

 باشند. میشود، میکمتر  محاسباتی یو هزینه خطاکه منجر به 

 

                                                           
20 Tensor 
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 و روش تحقیق اهداف پژوهش ان مسئله،بی -6-9

مل مدرن شاویسکوالاستیک با استفاده از توابع شکل  دل سازی عددی رفتار موادهدف از این پژوهش م

ن از باشد. بنابرایبا کمک روش اجزای محدود می یافتهفوریه و چندربعی تعمیم-مختلط فوریه، گاوسین

ر کردن معادلات حاکم بر ماده، که دارای رفتاسازی و فرموله روش اجزای محدود برای گسسته

های رفتار مواد ویسکوالاستیک مدل سازیشبیهخواهد شد. جهت  باشد، استفادهویسکوالاستیک می

های ماکسول تعمیم یافته و کلوین توان به مدلها میآن ترینِجامعفی پیشنهاد شده است که از مختل

نی ها از سری پروضی مدول مصالح ویسکوالاستیک در این مدلبرای بیان ریاتعمیم یافته اشاره کرد. 

ددی متع نمویهای رفتار ویسکوالاستیک ماده نیز روشجهت گسسته سازی زمانی استفاده خواهد شد. 

و همچنین روش  [77،71] توان به روش زوکر و همکارانیها ماستفاده شده است که از مهمترین آن

ول استراحت و روش قزلان از ها روش زوکر از مداشاره نمود، که از میان آن [54] قزلان و همکاران

ش رو یافته و ازدر این رساله از مدل ماکسول تعمیم کند.استفاده می نمویدر فرآیند روش  خزشمدول 

 تر و هزینهبا پاسخ های دقیق هدف این پژوهش استفاده از روشی کارا،نموی زوکر استفاده شده است. 

 سباتی کمتر است.محا

 د، کُمدرنشکل توانمند در این تحقیق با استفاده از روش عددی اجزای محدود و با کمک توابع 

ویسکوالاستیک را آنالیز کند. به منظور نشان دادن  که قادر است رفتار مواد استشدهکامپیوتری نوشته 

د نوشته شده، با کارآیی و دقت روش حاضر، نتایج عددی حاصل از چندین مثال نمونه با استفاده از کُ

دست  بهکلاسیک المان محدود  که با روشسایر نتایج عددی گزارش شده در پیشینه تحقیقات علمی 

که بهترین مرجع برای کنترل نتایج و تعیین حالت بهینگی ت وجود( و نیز حل تحلیلی )در صورآمده اند 

ای محدود تجاری موجود ها با نرم افزارهای اجزسازی این مثالنتایج حاصل از مدلاست و همینطور 

سپس با بکارگیری روش اجزای مرزی کدُ کامپیوتری دیگری نوشته . شده استمقایسه س، مانند آباکو

مسائل الاستواستاتیک را با استفاده از توابع شکل چندربعی تعمیم یافته حل شده است که قادر است 

 کند و نتایج حاصل از این کدُ با نتایج تحلیلی و نتایج حاصل از توابع شکل کلاسیک مقایسه شده است.
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 ساختار رساله -6-4

فصل تنظیم  ششی قبل و اهداف پژوهش، این رساله در هاوجه به توضیحات داده شده در قسمتبا ت

هد آن پرداخته خوا یدر ادامه، در فصل دوم به بررسی تئوری ویسکوالاستیسیته و تاریخچهشده است. 

زای محدود اج بندیی فرمولمرتبط با نحوه علمیپیشینه تحقیقات به بررسی منابع علمی و شد. سپس 

شنهادی ولاسیون پییت فرمخواهد شد. در نها ه پرداختهبرای حل مسائل ویسکوالاستیسیتپیشنهاد شده 

که در این رساله استفاده شده است، بطور کامل شرح داده خواهد شد. در [ 77،71زوکر و همکاران ]

ای از طریق توابع پایه شعاعی یابی نقطهروش درون معرفی خواهند شد و 27فصل سوم، توابع پایه شعاعی

های مختلط المان در فصل چهارم،  که توسط وانگ و لیو پیشنهاد شده است بیان خواهد شد. سپس

با استفاده از  25المان چندربعی تعمیم یافته 24فوریه،-، المان گاوسین 29DKFTالمان ورق، 22فوریه

ها در تحلیل اجزای محدود مسائل بدست آمده و از آن ،این روشفرآیند تعیین توابع شکل در 

فصل  ندربعی تعمیم یافته که دراز توابع شکل چ ل پنجمویسکوالاستیسیته استفاده خواهد شد. در فص

ش بخ ستواستاتیک استفاده خواهد شد و در نهایتبدست آمد، در تحلیل اجزای مرزی مسائل الا چهارم

 .داشت گیری اختصاص خواهدبه نتیجه ششم

 

 

 

 

                                                           
21 Radial Basis Functions (RBFs) 
22 Complex Fourier Elements 

23 Discrete Kirchhoff (Fourier) Theory Plate Elements 
24 Gaussian-Fourier 

25 Extended Multi-quadric elements (XMQ) 
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 مقدمه -5-6

شود. خطی توصیف می یالاستیسیته 26های کوچک با قانون هوکتر مواد جامد در کرنشرفتار بیش

یک مسائل . قانون هوک در تناسب خطی دارد   با مقدار کرنش  براساس این قانون مقدار تنش

 :[2] شودبه صورت زیر بیان می یبعد

(2-7) E   

 شود.نیز نامیده می 21یانگ مدولالاستیسیته است که  مدول E، (7-2)ی در رابطه

 بیان کرد:نیز  J 23مدول نرمیتوان براساس را میقانون هوک برای مواد الاستیک 

(2-2) J   

معکوس مدول  ،در مواد الاستیک Jمدول نرمی توان دریافت که( می2-2( و )7-2با استفاده از روابط )

 است: Eیانگ 

(2-9) 1
J

E
  

dی در مقایسه با مواد الاستیک، یک سیال ویسکوز تحت تنش برشی از رابطه

dt


  کند پیروی می

 ک به طرق مختلفدر واقعیت، رفتار تمامی مواد از قانون هوویسکوزیته سیال است.   که در این رابطه، 

نمایش از خود مثال خصوصیات الاستیک و شبه ویسکوز را بطور همزمان  کند و به عنواندی میعَّتَ

ی تنش و کرنش در آن ها به زمان وابسته است. مواد ویسکوالاستیک، موادی هستند که رابطه دهند.می

ت کرنش ثابشود، که با اعمال نرخ کرنش نمایش داده می-سختی و مقاومت مواد معمولاً با منحنی تنش

کرنش -اگر ماده الاستیک خطی باشد، منحنی تنشآید. بر یک میله ساخته شده از این ماده بدست می

سمت )خط برجسته در دیاگرام [ 5]یک خط راست است که شیب آن متناسب با مدول الاستیک است 

، همانطور که در yدر یک مقدار مشخصی از تنش برابر با تنش جاری شدن ماده  (.7-2شکل راست 

                                                           
26 Hooke's law 
27 Young's modulus 

28 Compliance 
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جاری شدن ی پدیدهنمایش داده شده است، ماده الاستیک خطی دچار  7-2شکل نمودار سمت راست 

 ای است.ی آستانهیک پدیده ،شود، که این پدیدهمی

کرنش بصورت منحنی صعودی است -در یک ماده ویسکوالاستیک خطی، دیاگرام تنش ،در مقایسه

دلیل این منحنی صعودی آنست نمایش داده شده است.  7-2شکل نمودار سمت چپ ور که در همانط

ک به ماده ویسکوالاستیشوند. که در تغییر شکل با نرخ کرنش ثابت، زمان و کرنش با همدیگر زیاد می

 خواهد شد. کمتر 7-2شکل شیب منحنی سمت چپ با افزایش کرنش، زمان حساس است. بنابراین 

عنوان  و کرنشی به گردددر نهایت به صفر باز میر یک جامد ویسکوالاستیک پس از باربرداری، کرنش د

اقی ماند دائمی بدر یک سیال ویسکوالاستیک کرنش پس، اما ماندباقی نمیدر جسم ماند کرنش پس

انه یک تنش آستدارای این مواد زمان وابسته نیست اما پلاستیک به -الاستیک موادرفتار  ماند.خواهد 

اری شدن از تنش ج اگر تنش وارده در این موادشود. نامیده می y 23که تنش جاری شدن هستند

 باقی خواهد ماند. در جسم  r  91ماندبارگذاری همواره یک کرنش پس تجاوز کند، پس از برداشته شدن

 
ی ؛ شکل سمت چپ رفتار مادهکرنش برای تغییرشکل در نرخ کرنش ثابت همراه با باربرداری-تنشمنحنی : 7-2شکل 

 [5دهد ]پلاستیک را نمایش می-الاستیک یدهد و شکل سمت راست رفتار مادهویسکوالاستیک خطی را نشان می

                                                           
29 Yield stress 

30 Residual stress 
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ه زمان ای نسبت بپلهای یا کرنش ، اعمال تنش پلهدر آزمایشگاه مواد ویسکوالاستیکرفتار در بررسی 

ه گونشود، چرا که از این طریق تاثیر زمان از هریا نرخ کرنش ثابت ترجیح داده می 97به اعمال بار رمپ

و  92وادادگی تنش ،ایپاسخ به کرنش پله در مواد ویسکوالاستیک غیرخطی شدن محفوظ خواهد ماند.

 . [5] شودنامیده می 99ای، خزشپاسخ به تنش پله

 افتند عبارتند از:ها که در مواد ویسکوالاستیک اتفاق میبرخی پدیده

 یابد )خزش(.اگر تنش ثابت باقی بماند، کرنش با گذر زمان افزایش می -7

 یابد )وادادگی تنش(.اگر کرنش ثابت باقی بماند، تنش با گذر زمان کاهش می -2

 سختی موثر به نرخ اعمال بارگذاری بستگی دارد. -9

تلاف افتد که منجر به ااعمال شود، هیستریسیز یا یک تاخیر فاز اتفاق میاگر بارگذاری تناوبی  -4

 شود.انرژی مکانیکی می

 شوند.موج های صوتی در عبور از مواد ویسکوالاستیک دچار کاهش می -5

 بازگشت یک جسم ویسکوالاستیک پس از ضربه کمتر از صد در صد است. -6

 آید.صطکاکی به وجود میمواد ویسکوالاستیک مقاومت ا در زمان نورد کردنِ -1

در فلزات متداول مانند فولاد یا دهند. تمامی مواد تا حدی از خود پاسخ ویسکوالاستیک نشان می

آلومینیوم، همینطور کوارتز، در دمای اتاق و تحت کرنش کوچک، رفتار چندان از رفتار مواد الاستیک 

انسان همانند فلزات در دمای بالا،  پلیمرهای مصنوعی، چوب و بافت های بدن شود.خطی منحرف نمی

 . [5-6] دهنداز خود رفتار ویسکوالاستیک قابل توجهی نشان می

                                                           
31 Ramp 
32 Stress relaxation 

33 Creep 
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تواند تاثیرات قابل توجهی ایجاد کند. ها، حتی یک پاسخ ویسکوالاستیک کوچک میدر برخی کاربری

د وشاستفاده میهایی که از این مواد ل و طراحی دقیق و درست در کاربریبنابراین به منظور تحلی

 . [5] ها در نظر گرفته شودبایستی رفتار ویسکوالاستیک آن

در حال حاضر علیرغم اینکه ی دانش پاسخ ویسکوالاستیک یک ماده است. اندازه گیری، پایه

های بسیاری در درک مکانیزم معمول رفتار ویسکوالاستیک صورت گرفته است، امکان پیشرفت

 [.72] دکولی و اتمی به تنهایی وجود ندارهای مولک از مدل براساس مدلویسکوالاستی ی پاسخمحاسبه

 ی ویسکوالاستیسیتههای مطالعهانگیزه -5-5

که  ادیاول آنکه، مومتنوعی مورد توجه قرار گرفته است.  هایی رفتار ویسکوالاستیک در زمینههلعمطا

گیرند، ممکن است از خود رفتار ویسکوالاستیک ای مورد استفاده قرار میبرای کاربردهای عملی سازه

های موادی که در کاربریتواند تاثیر عمیقی بر عملکرد ماده داشته باشد. نشان دهند که این مطلب می

گیرند ممکن است به عنوان یک اثر جانبی ناخواسته از خود رفتار مهندسی مورد استفاده قرار می

توان رفتار ویسکوالاستیک یک ماده را از طرف دیگر، در فرآیند طراحی مییک نشان دهند. ویسکوالاست

دوم آنکه، ریاضیاتی که در تئوری در نظر گرفت و از آن برای رسیدن به یک هدف مشخص بهره برد. 

 ومس ی آن است، در میان جامعه ریاضی کاربردی بسیار مورد توجه قرار دارد.ویسکوالاستیسیته بر پایه

به فرآیندهای میکروفیزیکی مختلفی مرتبط است در برخی از ویسکوالاستیسیته از آنجایی که ، آنکه

های علم مواد، متالورژی و فیزیک حالت جامد نیز مورد توجه قرار دارد، چرا که به فرآیندهای  شاخه

استفاده  آیندها موردتواند به عنوان یک کاوش تجربی از این فرمیکروفیزیکی مختلفی مرتبط است و می

ابطه در از این ر چهارم آنکه، بین ویسکوالاستیسیته و میکروسازه ها نیز ارتباط برقرار است.قرار گیرد. 

 شودطور در طراحی مواد بهره برده میهای ویسکوالاستیک به عنوان ابزار بازرسی و همیناستفاده از تست

[5]. 
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اجزای محدود مسائل  حلمروری بر تحقیقات گذشته در مقدمه و  -5-9

  ویسکوالاستیک

که حل  است یلئهای موجود برای حل عددی مساروش شک یکی از بهترینروش اجزای محدود بی

لی که دارای شرایط مرزی غیرمعمول یا ئرای مسا، خصوصاً بدر دسترس نیست هابرای آنتحلیلی 

 لئمحدود یک روش به منظور حل مساای تاریخچه بارگذاری پیچیده هستند. به بیان ساده، روش اجز

 ی تعریف مسئله به تعداد محدودی زیر دامنهباشد. با استفاده از این روش دامنهمقدار مرزی / اولیه می

 ی مقدار مرزی / اولیه ایجادفرمول بندی تغییراتی مسئله که از هاییشود و انتگرال)المان( تقسیم می

 د. نشوحل می ،ایتکهد بصورت المان به المان نشومی

استفاده از روش اجزای محدود برای حل مسائل مقادیر مرزی / اولیه شامل موادی که از خود رفتار 

چالش مهندسی  وا پیشرفت قابل توجهی کرده است. دهدهند در طی سالویسکوالاستیک نشان می

ود. حدود جلب شاجزای م ل ویسکوالاستیک با روشئار سبب شد توجه محققان به حل مسابرای اولین ب

بتنی بزرگی برای  فشارتحت طراحی مخزن  ،در رشته مهندسی عمران / هسته ای هایکی از آن چالش

طراحی راکت های  ،ی مهندسی هوا و فضا. چالش دیگر در رشتهبودهای هسته ای استفاده در نیروگاه

ش واستفاده از ر ،قویی حافظه سریع و یپردازندهی مجهز به کامپیوترها با پیشرفت. بود احتراق جامد

 . [77] دل ویسکوالاستیک امکان پذیر شئاجزای محدود برای حل عددی مسا

 ل ویسکوالاستیک وجود دارد. ئروه روش برای حل اجزای محدود مسادو گ

رم انتگرالی معادلات متشکله ف ها ازدر آنباشد و اساس تئوری ویسکوالاستیک خطی می گروه اول بر

 باشد. می 94وُلتِرا این گروه روش، حاصل از الزامات حل یک گروه معادلات انتگرالی از نوع .شوداستفاده می

  لشک ها ازدر آن و هستندیا تئوری ویسکوپلاستیسیته آنالیز خزش  ی بر مبنایهاگروه دوم روش

 رد این دو نوع روش، شناختشوند. با که بایستی بطور همزمان حل  شوددیفرانسیل معمولی ایجاد می

                                                           
34 Volterra 
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امیک از این دو روش هرکدام از این مقالات از کد مشخص خواهد شد که در گذشته مطالعاتبینی باز

 . [77] است شدهاستفاده 

[ حل مستقیمی برای تحلیل تنش مسائل ویسکوالاستیک با استفاده از حل 97نخستین بار لی و راجرز ]

ها با استفاده از انتگرال گیری مرحله به مرحله تفاضل محدود نسبت آنعددی انتگرال وُلتِرا ارائه کردند. 

 به زمان توانستند به این موفقیت دست یابند. 

ی مقاله با تر محاسباتی مشابهپیش[ 92متفاوت، هاپکینز و همینگ ]ی تحلیل تنش برای یک مسئله

 ی داخلیِرابطه خصوصای در انجام داده بودند که در مقاله 95با روش تفاضل محدود[ 97لی و راجرز ]

. در هیچکدام از این دو مقاله از ندبود کردهارائه آن را  91محوری و مدول استراحتتک  96مدول خزش

روش تفاضل  ،ست کها اهمیت این دو مقاله در این تحقیق آن روش اجزای محدود استفاده نشده بود.

 محدودی که آن ها استفاده کرده اند در برخی آنالیزهای اجزای محدود اولیه نیز بکار گرفته شده است. 

های والاستیک آماده کردند اما از نقصل ویسکئراه را برای حل اجزای محدود مسا اگرچه این دو مقاله

نبودند  93ها شامل روابط بازگشتیشد. آنبایست به این ضعف ها غلبه میند که میدبرشدیدی رنج می

بایست نتایج حاصل از تمامی مراحل ی زمانی فعلی میو بنابراین به منظور یافتن یک جواب در مرحله

ا تعداد درجات آزادی ل بئش را برای حل مساشد. این الزام، این روزمانی قبلی در حافظه نگهداری می

 ای بازه زمانی کوتاه بطور عملی قابل استفاده بود. ها تنها برکرد و بنابراین جوابکم محدود می

ین برنامه قابل اشد.  [ نوشته99کینگ ] اولین کدُ اجزای محدود برای حل مسائل ویسکوالاستیک توسط

تشکله معادلات م برنامه،این فرمولاسیون ای بود. در ل تنش صفحه ای و کرنش صفحهئاستفاده برای مسا

که ماده  فرض کرد[ 99کینگ ] .ه بودنددر نظر گرفته شد مدول خزشعی از انتگرالی بصورت تاب

افتد دهد و سپس یک کرنش خزشی اتفاق میویسکوالاستیک یک پاسخ الاستیک اولیه از خود نشان می

                                                           
35 Finite Difference Method (FDM) 

36 Creep compliance 
37 Relaxation modulus 

38 Recursive 
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تواند می مدول خزشکه این کرنش خزشی به میزان تنش و زمان بستگی دارد. این بدین مفهوم است که 

دول مسه حالت تحلیلی مختلف برای  به دو بخش، شامل بخش الاستیک و بخش خزش تقسیم شود.

 . بودبررسی شده [ 99کینگ ] تک محوری توسط خزش

 صورت زیر است:ه برای تحلیل اجزای محدود استفاده کرده است بکینگ  روندی که

همینطور ماند. ی خود باقی میدر محل جابجا شده t شود که سازه در طول یک بازه زمانیفرض می

بر طبق تابع خزش تعیین شده تغییر  t شود که تنش ها در هر المان در طول بازه زمانیفرض می

 شوند. این تغییرات تنش سپس به بارهای خارجی ساختگی برای بازه زمانی بعدی تبدیل می کنند.می

 اگر بارگذاری خارجی خودش وابسته به زمان باشد، تغییرات ایجاد شده در بارها که در طول بازه زمانی

t سپس سیستم در زمان بایستی به این بارهای خارجی ساختگی اضافه شوند. ،افتداتفاق می t t 

نمو تنش محاسبه سپس . آیدشود و جابجایی ها و کرنش ها در گام زمانی بعدی بدست میحل می

 شود.بعدی تکرار می t شود. این روند برایشود و به مقدار تنش در ابتدای بازه زمانی اضافه میمی

ایزوتروپیک  وادل متقارن محوری در مئظور حل مسایک روند اجزای محدود به من[ 94تایلور و چانگ ]

ه را به فرم انتگرالی و بصورت تابعی از زمان کاهش یافته بیان کردند. لمعادلات متشکها آن ایجاد کردند.

د. سپس از روش کار مجازی برای بدست آوردن یک سری استراحت بو در این معادلات مدولهسته 

 شد. . با حل این معادلات انتگرالی پاسخ جسم حاصل میکردندت انتگرالی به شکل زیر استفاده معادلا

(2-5)    n
mn m

u
K d R



   



  

  

شد. میای پیش رونده استفاده به منظور حل این مجموعه از معادلات یک روند انتگرال گیری مرحله

پاسخ ها برای  زمانی بود.  وعه معادلات سختی جدید برای هر گامِد و حل یک مجماشامل ایج ،حل روند

که شامل جمع د جدی نیرویشدند و به منظور ایجاد بردارهای های زمانی ذخیره سازی میتمامی گام

شدند. بنابراین این روش برای حوزه زمانی بزرگ و تعداد زمانی است، استفاده می أها تا مبدهمگی آن

 زیاد درجات آزادی نیازمند مقدار زیادی حافظه بود. 
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ط را مورد دو شرچانگ  در این کار[ روش خود را برای حل مسائل دو بعدی نیز تعمیم داد. 95چانگ ]

 رد.ک صرف نظرهای پیشین ی پاسخنگهداری کلیه توان از الزامکه تحت این شرایط میبحث قرار داد 

در این مقاله، نویسندگان [ روش ارائه شده در دو منبع قبلی را تکمیل کردند. 96تایلور، پیسترِ و گودریو ]

 .شدل بزرگ ممکن میئردند که با استفاده از آن حل مسایک رابطه بازگشتی توانمند تهیه ک

 وخطی د ویسکوالاستیک ایزوتروپیکبرای حل مسائل د اجزای محدود یک کُ[ 91زینکویچ و واتسون ]

به عبارت  .بوددر نظر گرفته شده  ماده اثر گرما به همراه اثر طول عمر کُد،بعدی ایجاد کردند. در این 

 آن ها نیز تهیه شده بود. مدول خزشتئوری بر حسب  دیگر ماده پیرشونده در نظر گرفته شده بود.

را به دو بخش تقسیم کردند که شامل قسمت الاستیک و قسمت  مدول خزشدر ابتدا کینگ  مانند

د. پاسخ مسئله با یک روش گام به گام شنجام بر حسب مدل کلوین بیان میخزش بود. بخش خزش سرا

ها با روش کینگ این بود فرق روش پیشنهادی آنمد. آهای زمانی کوچک بدست میبازهبا استفاده از 

کرنش ها را  اردبودند، در حالی که کینگ مقثابت در نظر گرفته را انی تنش در هر گام زمها که آن

ی مانز یبازهیک سپس تغییرات کرنش خزشی که در طول  .های زمانی ثابت در نظر گرفته بوددربازه

ه در نظر گرفتکرنش ویژه یا همان کرنش اولیه  تغییرات یکاین دند. شافتند محاسبه میاتفاق می

آیند این فر شوند که بایستی در انتهای بازه زمانی در پاسخ الاستیک اجزای محدود استفاده شوند.می

جدید برای استفاده در گام زمانی بعدی حاصل شود. اگر بارگذاری ی کرنش ویژه شود تا یکتکرار می

اً شایان ذکر است که این فرآیند اساس آن نیز بایستی در محاسبات لحاظ شود. ،درطول زمان ثابت نباشد

توان یک روش تنش را میکینگ  در حالی که روند استفاده شده توسط ،یک روش کرنش اولیه است

 اولیه نامید.

یش پبتنی حدود برای تحلیل مخازن تحت فشار یک برنامه کامپیوتری اجزای م[، 93راشد و راکنهایزر ]

ود حسب مدول استراحت بمتشکله انتگرالی که بر  یمعادلهاز یک تنها  ،تنیده ایجاد کردند. در این کار

ی خطی درگیر بصورت رافرمولاسیون اجزای محدود یک سری معادلات انتگرالی وُلتِه بود. استفاده شد

این مجموعه . جهول مسئله بودعداد درجات آزادی مها برابر تکرد که تعداد آن( ایجاد می64-2ی )رابطه
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حل  ،بکار گرفته شده بودلی و راجرز  توسطتر پیشز طریق روش تفاضل محدودی که معادلات ا

 ند.دشمی

 ،ویسکوالاستیک خود یمسئله بر ی حاکمل محدود برای حل معادلهاز روش تفاض[ 93اگرچه زاک ]

[ 97او نیز همانند لی و راجرز ]. ی او نیز اشاره شوداستفاده کرده است اما لازم است در اینجا به مقاله

یک اما کار او با روش لی و راجرز . ام در طول زمان استفاده کردگیری گام به گاز یک روش انتگرال

تنها یک در روش زاک  کرد.ی مورد نیاز را کم میالای حافظهت که مشکل حجم بشتفاوت اساسی دا

تفاده ی بازگشتی اسیک رابطهکه نگهداری شوند چرا که از  بودها از بازه زمانی قبلی، نیاز سری از کمیت

 ی انتگرالی معادله41برای بیان هسته 93پرونی-دیریکله استفاده از سری ،کلید موفقیت این روش د.شمی

 بود. له از مدل کلوین استفاده شده در این مقاوُلتِرا بود. 

عنوان یک انتخاب در برنامه ه ب[ 93زاک ] ی بازگشتیرابطه ،ایجاد کرد[ 41وایت ] ای کهدر برنامه

 انتگرال گیری زمانی با شد،. اگر این حالت توسط کاربر انتخاب نمیه بودای محدود قرار داده شدزاج

 رفت. [ پیش می97روش لی و راجرز ]

کردند که قادر بود تحلیل تنش یک کدُ جامع اجزای محدود دو بُعدی ایجاد [ 47زینکویچ و همکاران ]

یت دمای ثابت یا به همراه متغیر دما را صل شامل مواد ویسکوالاستیک خطی ایزوتروپیک با خصوئمسا

. استفاده وده بده شدشدند و از مدل کلوین استفامیانجام دهد. معادلات متشکله با فرم دیفرانسیلی بیان 

این  ی زیاد مورد نیاز، غلبه کنند. درشد که نویسندگان بتوانند بر مشکل حافظهمیاز مدل کلوین سبب 

 .ه بودکار از یک روش کرنش اولیه برای تخمین تفاضل محدود استفاده شد

عادلات متشکله کامپیوتری بر اساس استفاده از م ینیز یک برنامه[ 42شتاین ]نباون و رابین اِیرگِ

 دیفرانسیلی و روش کرنش اولیه ایجاد کردند.

                                                           
39 Dirichlet-Prony series 

40 Kernel 
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 ی اجزایارائه شد یک خصوصیت ویژه داشت و آن عبارت بود از اینکه برنامه[ 49وبِِر ] ای که توسطمقاله

محدودی تهیه کرد که شامل انتگرال گیری مستقیم گام به گام در طول زمان نبود. بطور جایگزین، او 

لتِرا وُ محدود را با اصل تطابق ویسکوالاستیک استاندارد ترکیب کرد تا پاسخ انتگرال ءفرمول بندی اجزا

عنوان مثال المان ه ب ،هاروش استفاده از ساده ترین المان این دسبت به زمان را بدست بیاورد. کلین

 ،ده استهای ساده استفاده شبود. در یک کد اجزای محدود که در آن از المان ،مثلثی با کرنش ثابت

ری نسبت بنابراین انتگرال گی توانند به فرم بسته نوشته شوند.می نیروماتریس سختی المان و بردارهای 

 47ها و قرار دادن تبدیل کارسونبا تبدیل لاپلاس گیری از آنشد. مکان بصورت تحلیلی انجام می به

 E t  و t  به جایE و  جموعه معادلات برای تبدیل لاپلاس پاسخ ویسکوالاستیک یک م

های  . با حل کردن این مجموعه معادلات و معکوس لاپلاس گرفتن، جابجاییدشحاصل می

 دارای ولیزیرکانه  روشی ،پیشنهادی وبِِر روش .دشمحاسبه میی زمان در حوزهویسکوالاستیک 

 و هستنده شامل محیط ویسکوالاستیک خطی ل کرنش مسطح کئمحدودیت است. این روش به مسا

 شود.میمحدود  ،شودل ماکسول بیان میکرنش با مد –رفتار تنش 

ل ویسکوالاستیک خطی حالت پایدار ایجاد کرد. ئروش اجزای محدود برای تحلیل مسا یک[ 44] لینچ

ل وبر حسب مد رم انتگرالیکه به فُ ایایجاد این روش، تبدیل کردن معادلات متشکلهاولین قدم در 

ند یفرآشد. سپس می. برای اینکار از روش تفاضل محدود استفاده بودرم عددی استراحت بودند به فُ

Kصورت  نجر به یک سری معادلات کلی بهد که مشاجزای محدود ادامه داده می R  این شد. می

 شدند. حل می 42سایدل -گاوس معادلات توسط روش تکرار

ینگ مقالات زینکویچ، واتسون و ک تنها آنکه اول ،یابیمده تا اینجا در میبا نگاهی کلی به مقالات ذکر ش

ه دوم آنک اند.از فرم دیفرانسیلی معادلات متشکله استفاده کرده [42[ و گِرینباون و رابین اشِتاین ]47]

                                                           
41 Carson transform 

42 Gauss-Seidel method 
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اک ز اند تنها در مقالاتاز میان مقالاتی که از معادلات متشکله با فرم انتگرال های موروثی استفاده کرده

 عنوان هسته استفاده شده است.ه ب) در مقابل مدول استراحت(  مدول خزش[ از 99[ و کینگ ]93]

[ و گِرینباون و رابین اشِتاین 93ر ][ و همینطور راشد و راکنهایز94مقالات تایلور و چانگ ] سوم آنکه در

ل توان در حها تنها میدی آنهاهای پیشناست، بنابراین از روش از روابط بازگشتی استفاده نشده [42]

سایر مقالات باقی  ها به حجم زیادی حافظه نیاز دارند.ل کوچک استفاده کرد چرا که این روشئمسا

اند یا استفاده از روابط بازگشتی را مورد ها اشاره شد یا از روابط بازگشتی استفاده کردهمانده که به آن

 اند. بحث قرار داده

یم یافته تعماستفاده از مدل کلوین  ،عنوان هستهه بپرونی  -دیریکله ریی استفاده از سِچهارم آنکه ایده

دهند. نسبت می[ 96[ و تایلور، پیستِر و گودریو ]93یافته، به مقالات زاک ]تعمیم و یا مدل ماکسول 

پیش از [ 91[ و همینطور زینکویچ و واتسون ]95[ و چانگ ]99کینگ ] این در حالی است که مقالات

طور روابط بازگشتی  و همینپرونی  -دیریکله ریاین دو مقاله به چاپ رسیده اند و در آن ها از سِ

 ها استفاده شود.شده است و یا توضیح داده شده است که چگونه از آناستفاده 

از روش  [42[ و گِرینباون و رابین اشِتاین ]47زینکویچ، واتسون و کینگ ] طور که گفته شد همان

 اند.ویسکوالاستیک استفاده کرده لئردن روش اجزاء محدود برای حل مساکرنش اولیه برای سازگار ک

ماتریس سختی مستقل از زمان بود،  ،بسیار جذابی داشت که آن عبارت بود از اینکهاین روش ویژگی 

ی ازهی بروش به اندازهتولید شود، ولی این باز تریس سختی دوباره ام ،پس نیاز نبود در هر گام زمانی

ر اساساً تنش دشد که یم از این فرض حاصل میاین حساسیت بطور مستقزمانی بسیار حساس بود. 

های زمانی خیلی کوچک شاید نیاز ثابت است. به منظور سازگاری با این فرض، بازه t زمانی یهباز

 باشد.

اصلاحاتی در [ 43، 41[ و همینطور کریشناسوامی و همکاران ]46[، کیم و کایلِمِیِر ]45سیر و تِترِ ]

ار ها بسیشد. این روشتی متغیر استفاده میسخ ئه کردند که در آن از یکاروش کرنش اولیه پایه ار

 کرد.پایدارتر بودند اما ماتریس سختی با زمان تغییر می
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باتارا،  ل ویسکوالاستیک حالت پایدار توسطئدر تحلیل مسا[ 44لینچ ] روش استفاده شده توسط

 [ ادامه پیدا کرد. 57[ و همینطور پوروشواوتامان و همکاران ]51[ و بِتز ]43لِوینسون و بِتز ]

والاستیک ایجاد کردند موویسکرزای محدود دو بعدی برای آنالیز تِد اجیک کُ[ 59، 52سِریناتا و لوئیس ]

ن تراکم ناپذیری ماده را نیز در نظر بگیرد. این برنامه برای مواد ایزوتروپیک همگ بودکه قادر 

مدول  های موروثی که برحسبانتگرال . معادلات متشکله به شکلبودویسکوالاستیک خطی نوشته شده 

. در این مقاله انتگرال گیری عددی نسبت به زمان با استفاده از روش بودن شده استراحت بودند بیا

 شد.میارائه شده بود، انجام [ 93زاک ] ای، که توسطتفاضل محدود ذوزنقه

 [66، 61فرمولاسیون پیشنهادی زوکر و همکاران ] -5-4

منظور تحلیل اجزای محدود مسائل ویسکوالاستیسیته خطی از فرمولاسیون پیشنهادی  در این رساله به

ولاسیون بطور کامل توضیح داده این فرم ،شود. در این بخش[ استفاده می77، 71زوکر و همکاران ]

 شود.می

روش  زی مقادیر اولیه و مرزی مکانیک محیط پیوسته با استفاده این قسمت یک مسئلهدر ا ،در حقیقت

ی جابجایی مولفه 9مجهول است که شامل  75ای این مسئله دارشود. اجزای محدود فرمول بندی می

iu  ،6 ی تنش مولفهij  ی کرنش مولفه 6وij معادله است که در زیر  57و همینطور شامل  است

 شود.بیان می

 معادلات تعادل:

(2-6) , 0ji j if    

 جابجایی:-معادلات کرنش

(2-1)  , ,

1

2
ij i j j iu u    

 ( در مصالح ویسکوالاستیک خطی:49کرنش )معادله متشکله-ی تنشرابطه

                                                           
43 Constitutive equation 
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(2-3)    
 

0

kl

ij ijklC d
  

    



  

  

در روابط بالا،  ij   و kl  ی تانسورهای تنش و کرنش در لحظه .هستند   جرم واحد

تانسور مرتبه چهارم مدول  ijklCمولفه های بردار جابجایی،  iuمولفه های نیروی حجمی،  ifحجم، 

( را 3-2ی )ی انتگرالی رابطهی متشکلهسازد. معادلهه تنش را به کرنش مرتبط میکاستراحت است 

 ( بیان کرد.3-2ی )توان به شکل نموی به صورت رابطهمی

(2-3) R

ij ijkl kl ijC       

 شوند:به صورت زیر تعریف می klو  ijklC(، پارامترهای 3-2ی )در رابطه

(2-71) 
1

1
1 ijklm

m

M

ijkl ijkl ijkl

m

C C e












 
   
 
 

  

(2-77) kl R     

(، 71-2ی )در رابطه
mijkl زمان استراحت المان m - ی رابطهام ماکسول در مدل ویچرت است که با

 شود:( تعریف می2-72)

(2-72) m

m

m

ijkl

ijkl

ijklC


   

,های ( به بعد در این فصل، اندیس71-2)ی از رابطهشایان ذکر است که  ,k j i و l  از قرارداد جمع

گام زمانی، (، 72-2( تا )71-2در معادلات )کنند. پیروی نمی 44اندیسیِ انیشتین
mijklC  ،ثابت فنر

mijkl تر اشاره شدضریب میرایی و همانطور که پیش، 
mijkl زمان استراحت، همگی در المان m - ام

ijklCماکسول و 


های موازی ماکسول است که تعداد المان Mثابت فنر مجزا در مدل ویچرت هستند.  

شایان ذکر است که  داده شده است. نمایش 2-2مدل ویچرت در شکل  در مدل ویچرت وجود دارد.

                                                           
44 Einstein’s summation convention 
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ماکسول  مدل ویچرت با تنها یک المانِ 1M  ترین سادهشود که تبدیل می 45به مدل جامد استاندارد

 [. 56ی رفتار جامدات ویسکوالاستیک است ]مدل موجود برای مدل ساز

 
 [4مدل ویچرت ] :2-2شکل 

ست بطوری که مقدار تنش در ابتدای های گسسته تقسیم شده اشود که خط زمانی به بازهفرض می

 ی( نرخ تغییرات کرنش در بازه77-2ی )در رابطه Rپارامتر مشخص است.  nی بازه یعنی در لحظه

1nزمانی  n     آید.شود و از گام زمانی قبلی بدست میکه ثابت فرض می است 

 
  [77،71]نرخ تغییرات کرنش در بازه زمانی :9-2شکل 

R(، 3-2ی )در رابطه

ij شود:به صورت زیر تعریف می 

(2-79) 
3 3

1 1

R

ij ijkl

k l

Q
 

    

                                                           
45 Standard Linear Solid (SLS) model 
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 (:79-2ی )در رابطه

(2-74)  
1

1 ijklm

m

M

ijkl ijkl n

m

Q e P








 
  

 
  

(2-75)     1ijkl ijklm m

m m mijkl n ijkl n ijklP e P R e
 
 

   
  

    
 

  

ش ال روبا اعمی متشکله، برای استفاده در کدُ اجزای محدود کاملاً مناسب است. این بیان نموی معادله

ی تعادل به عنوان معادله دیفرانسیل حاکم بر مسئله و بهره گرفتن از بر معادله 46دارهای وزنماندهباقی

زای محدود برای یک المان حاصل (، فرمولاسیون اج3-2ی )ی متشکله یعنی رابطهبیان نموی معادله

 شود. می

 که با سطح  ی سه بعدی ی مکانیک محیط پیوسته به صورت یک دامنهی این مسئلههندسه

این هندسه در  شود.محدود شده است و تحت بارگذاری مکانیکی قرار گرفته است در نظر گرفته می

 نمایش داده شده است. 4-2شکل 

 
 [77] ی مقادیر اولیه/مرزیهندسه کلی مسئله :4-2شکل 

 باشد:انیک محیط پیوسته به صورت زیر میی مکشرایط مرزی اساسی برای این مسئله

(2-76) 1
ˆ

i iu u on   

 شود:تعریف می( 71-2و شرایط مرزی طبیعی برای این مسئله به صورت )

(2-71) 2
ˆ

i ji j iT n T on    

                                                           
46 Weighted residual method 
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 بر روی مرز جسم شرایط زیر برقرار است:

(2-73) 1 2

1 2

   

  

  

 شود:شرایط اولیه برای این مسئله به صورت زیر تعریف می

(2-73)  

 

0, 0

0, 0

i

ij

u  

  

 


 

  

ˆ، نیروهای سطحی  ifهای مسئله نیز شامل شرایط هندسی، نیروهای حجمی داده
iT  و شرایط مرزی

ˆاساسی 
iu  .هستند 

یک توان می ،گرفته از این موضوع است کهروش اجزای محدود بر توان گفت که قدرتدر حقیقت می

لی کند به یک معادله انتگرامی سازیهای فیزیکی را شبیهبرخی پدیدهکه  ی دیفرانسیل حاکممعادله

های ماندهبنابراین با اعمال روش باقیای، المان به المان حل کرد. صورت تکهه را ب تبدیل کرد و سپس آن

 شود:ی تعادل حاکم به فرُم انتگرالی تبدیل میدار، معادلهوزن

(2-12)  , 0
e

ji j i if u dV  


   

زن یا همان تغییر مکان تابع و iuاست و  ی کلُ یک زیر دامنه از دامنه e، (21-2ی )رابطه در

1مجازی است و  2 3dV dx dx dx این معادله در حقیقت بیان تغییراتی معادله دیفرانسیل باشد. می

 حاکم است. 

(2-27)  , 0
e

ji j i i iu f u dV   


   

 آید:ی زیر بدست می(، رابطه27-2ی )رابطه بر 41ل جزء به جزءبا اعمال انتگرا

(2-22) 
, 0

e e e
ji i j ji i j i iu n dS u dV f u dV     

  
      

(2-29) 
,

e e e
ji i j i i ji j iu dV f u dV n u dS     

  
     

                                                           
47 Integration by parts 
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قرار دارد و ترکشن به  43نکشِرَبیانگر سطحی است که تحت تِ dS(، 29-2( و )22-2های )در رابطه

 شود:صورت زیر تعریف می

(2-24) i ji jT n  

 آید:ی زیر بدست می(، رابطه29-2ی )( در معادله24-2ی )با اعمال رابطه

(2-25) 
,

e e e
ji i j i i i iu dV f u dV T u dS    

  
     

 توان به صورت زیر بازنویسی کرد:را می (25-2ی )عبارت زیر انتگرال سمت چپ معادله

(2-26) 
   , , , , ,

,

1 1

2 2
ji i j ji i j j i i j j i

ji i j ji ij ij ji ij ji ij

u u u u u

u

      

        

 
    

 

     

  

است که یک تانسور پادمتقارن است. از آنجایی که  43تانسور دوران خطی ij(، 26-2ی )در رابطه

ji ij   حاصل این جمله صفر است، پس  57متقارنپاد با یک تانسور 51ضرب یک تانسور متقارنحاصل

 توان به صورت زیر بازنویسی کرد:( را می25-2ی )بنابراین رابطه .باشدمی

(2-21) 
e e e

ji ij i i i idV f u dV T u dS    
  

     

 آید.( در می23-2( به صورت )21-2ی )، رابطه eها با در نظر گرفتن مشارکت تمامی دامنه

(2-23) 
2

ji ij i i i idV f u dV T u dS    
  

     

ی عنوان نقطهه این اصل توسط بسیاری از مهندسان ب همان اصل کار مجازی است.(، 23-2ی )رابطه

 ده است.برای بدست آوردن فرمول بندی اجزای محدود در نظر گرفته ش یآغاز

تا این مرحله نقش زمان در فرمول بندی در نظر گرفته نشده بود. در این مرحله زمان به فرمولاسیون 

 شود بطوری که گام زمانیهای مجزای گسسته تقسیم میهبرای اینکار خط زمانی به بازشود. اضافه می

 n -آید.( بدست می23-2ی )ام از رابطه 

                                                           
48 Traction 

49 Linear rotation tensor 
50 Symmetry 

51 Anti-symmetry 
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(2-23) 1n n n      

1nی ، هدف یافتن مقدار تنش در لحظه nی با فرض مشخص بودن مقدار تنش در لحظه   .است

1nی ( در لحظه23-2ی )اصل کار مجازیِ رابطه  شود:به صورت زیر بیان می 

(2-91) 
2

1 1 1 1 1 1n n n n n n

ji ij i i i idV f u dV T u dS         

  
     

1nی نمایانگرِ رابطه در لحظه 1n(، 91-2ی )در رابطه   .است 

( به صورت نموی 3-2ی )با استفاده از رابطهی متشکله کرنش یا همان معادله-ی تنشهمانطور که رابطه

روابط زیر برای ( نیز در طول زمان به صورت نموی بیان شود. 91-2انتگرالی )ی ، بایستی رابطهبیان شد

 شوند.این منظور تعریف می

(2-97) 

1 1

1 1

1 1

1 1

n n n n

ji ji ji ji ji ji

n n n n

ij ij ij ij ij ij

n n n n

i i i i i i

n n n n

i i i i i i

u u u u u u

u u u u u u

     

     

     

 

 

 

 

     

     

     

     

  

nیعنی  nی از آن جایی که تغییر مکان در لحظه

iu  مشخص است، بنابراین کرنش مجازیn

ij  و

nتغییر مکان مجازی 

iu ی در لحظهn  .( 91-2ی )(، رابطه97-2با استفاده از روابط )برابر صفر است

 آید:صورت زیر در میه ب

(2-92) 
 

2

2

1 1

1 1

n n n

ji ji ij i i i i

n n n

ji ij i i i i ji ij

dV f u dV T u dS

dV f u dV T u dS dV

     

      

 

  

 

   

      

       

  

   
  

ی زیر بدست (، رابطه92-2ی )( در رابطه3-2ی )متشکله یعنی رابطهبا قرار دادن بیان نموی معادلات 

 آید:می

(2-99) 
2

1

R

ijkl kl ij ij i i

n n

i i ji ij

C dV f u dV

T u dS dV

    

  

 



 

       

   

 

 
  

تابعی از تغییر  ijاست در حالی که  iuتابعی از تغییر مکان حقیقی  kl(، 99-2ی )در رابطه

 به عبارت دیگر:است.  iuمکان مجازی 
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(2-94) 
 

 

, ,

, ,

1

2

1

2

kl k l l k

ij i j j i

u u

u u



  

 

 

  

 شود.( بیان می95-2ی )( به صورت معادله99-2ی )بنابراین رابطه

(2-95) 2

1 1n n

ijkl kl ij i i i i

n R

ji ij ij ij

C dV f u dV T u dS

dV dV

    

   

 

  

 

     

    

  

 
  

( به شکل ماتریسی بیان شود. برای 95-2ی )محدود، بایستی رابطه به منظور یافتن فرمول بندی اجزای

 های زیر تعریف شوند.این کار ابتدا لازم است ماتریس

 شود:( تعریف می96-2ی )که با رابطه nس تغییرات تنش در طول بازه زمانی ماتری

(2-96)  

1

2

3

4

5

6

xx

yy

zz

yz

xz

xy














   
      
     

     
   

   
   

      

  

 شود:( بیان می91-2ی )که از طریق رابطه n ی زمانیتغییرات کرنش در طول بازهماتریس 

(2-91)  

1

2

3

4

5

6

xx

yy

zz

yz

xz

xy














   
      
     

     
   

   
   

      

  

( تعریف 93-2ی )ی رابطهکه به وسیله n زمانی یماتریس تغییرات جابجایی حقیقی در طول بازه

 شود:می

(2-93)  
1

2

3

x

y

z

uu

u u u

u u

  
  

       
       
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 شود:که به صورت زیر بیان می n زمانی یماتریس تغییرات جابجایی مجازی در بازه

(2-93)  
1

2

3

x

y

z

uu

u u u

u u



  

 

  
  

       
       

  

 شود: صورت زیر تعریف میه تغییر مکان ب میدان کرنش ـ پراتور رابطماتریس اُ

(2-41)  

0 0

0 0

0 0

0

0

0

x

y

z
D

z y

z x

y x

 
 
 

 
 
 

 
 

  
  

  
 
  

  
  
 
   

  

 آید.( بدست می71-2ی )ت از رابطهبیان شد مدول استراح ترهمانطور که پیش

 شود:صورت زیر بیان میه شکل ماتریسی مدول استراحت ب

(2-47) 

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C
C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

 
 
 
 

     
 
 
 
  

  

1n یجمی )در واحد جرم( در لحظهشکل ماتریسی نیروهای ح  صورت زیر است:ه ب 

(2-42) 

1 1

1

1 1 1

2

1 1

3

n n

x

n n n

y

n n

z

f f

f f f

f f

 

  

 

   
   

       
   
   

  



01 
 

1n در زمان شکل ماتریسی نیروی سطحی  شود:به صورت زیر بیان می 

(2-49) 

1 1

1

1 1 1

2

1 1

3

n n

x

n n n

y

n n

z

T T

T T T

T T

 

  

 

   
   

       
   
   

  

 شود:( بیان می44-2ی )با رابطه nی ماتریس تنش در لحظه

(2-44) 

1

2

3

4

5

6

nn
xx

nn
yy

nn
zzn
nn
yz

nn
xz

nn
xy














  
  
  
  
      
  
  
  
     

  

Rهمانطور که قبلاً گفته شد، 

ij بیان ماتریسی این پارامتر به صورت  آید.( بدست می79-2ی )از رابطه

 زیر است:

(2-45) 

1

2

3

4

5

6

RR
xx

RR
yy

RR
zzR

RR
yz

RR
xz

RR
xy














  
  
   
   

           
   
  
      

  

 : شوده صورت زیر بیان میب ماتریسِ شرایط مرزی اساسی نیز

(2-46)  
1

2

3

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

x

y

z

u u

u u u

u u

   
   

    
   
   

  

را به صورت  ijو  klتوان (، می46-2( تا )26-2های معرفی شده در روابط )با استفاده از ماتریس

 ماتریسی بیان کرد:

(2-41)       , ,

1

2
kl k l l ku u D u          
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(2-43)       , ,

1

2
ij i j j iu u D u             

توان این معادله را به فُرم (، به راحتی می43-2به صورت ) (95-2ی انتگرالی )معادلهبا بازنویسی 

  ماتریسی بیان نمود.

(2-43) 2

1 1n n

ij ijkl kl i i i i

n R

ij ji ij ij

C dV u f dV u T dS

dV dV

    

   

 

  

 

     

    

  

 
  

 ( به صورت زیر خواهد بود:43-2ی انتگرالی )رابطه بیان ماتریسیِ

(2-51) 

         

 

   

   

2

1

1

T T
n

T n

T n

T R

D u C D u dV u f dV

u T dS

D u dV

D u dV

  



 

 



 









        

    

    

    

 







  

را بر  iuو تغییرات جابجایی مجازی  iuتوان تغییرات جابجایی حقیقی می با تعریف توابع پایه 

 ها به صورت زیر بیان کرد:حسب آن

(2-57)    
1

, , , , , ,
N

N

i i i

i

u x y z x y z   


   

(2-52)    
1

, , , , , ,
N

N

j j j

j

u x y z x y z    


   

,توابع پایه انتخابی و  (، 52-2( و )57-2در روابط )  .مکان تقریب تغییربه  ضرایب مجهول هستند

کلی و سیستماتیک برای  روشروش اجزای محدود یک شود. تخمین گالرکین گفته می ،از این طریق

ه توانند بمی i ست که توابع پایها ایده اصلی آنکند. ه میگالرکین ارائوابع پایه در تخمین ت تعیین

پس در هر زیر دامنه، سهایی از دامنه تحت عنوان اجزای محدود تعریف شوند. ای در زیر بازهصورت تکه

i  انتخاب شود. با این روش، توابع پایه  ی کوچکدرجه ای باد چند جملهتواند یک تابع ساده ماننمی
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مان که بر روی یک الشود شود و توابع شکل نامیده میبا ترکیب کردن توابع ساده با هم تشکیل می

 .تعریف شده است

 شود:می صورت زیر بیانه ب iuو  iu بنابراین تخمین اجزای محدود برای

(2-59)    
1

, , , , , ,
eN

e I e

ih i I

I

u x y z u x y z  


    

(2-54)    
1

, , , , , ,
eN

e J e

jh j J

J

u x y z u x y z    


    

j,(، حدود تغییرات 54-2( و )59-2در روابط ) i  بین یک تا سه است و,J I

j iu u  بیانگر بردارهای

J,های تغییر مکان در گره I .هستند eN  تعدادتوابع شکل  تغییرات جابجایی در که برای تخمین

 ها در المان برابر است. که با تعداد گره باشدمی ،المان استفاده شده است

ی زیر حاصل رابطه(، 51-2) انتگرالی یدر معادله( 54-2( و )59-2)های تقریبی با قراردادن پاسخ

 شود:می

(2-55) 

         

 

   

   

2

1

1

T T
n

h h h

T n

h

T n

h

T R

h

D u C D u dV u f dV

u T dS

D u dV

D u dV

  



 

 



 









        

    

    

    

 







  

ی انتگرالی ، معادله eی های محدود با دامنهتعریف مسئله به المان یپس از گسسته سازی دامنه 

 : شوده میصورت زیر نوشته برای یک المان ب( 2-55)

(2-56) 

     

  

  

2

1

1

e e

e

e

e

T T
e e e e n

h h h

T
e n

h

T
e n

h

T
e R

h

D u C D u dV u f dV

u T dS

D u dV

D u dV

  



 

 



 









                     

       

       

        

 






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e,های شکل ماتریسی تخمین e

h hu u        :به صورت زیر است 

(2-51) 
e e e

h

e e e

h

u u

u u



  

            

            

  

 :که در این رابطه  

(2-53) 
1 2

1 2

1 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

e

e

e

e e e

N

e e e e

N

e e e

N

  

   

  

 
 

     
 
  

  

(2-53) 

1 1

1 1

1 1

2 2

2 2

2 2

e e

x x

e e

y y

e e

z z

e ee e

x x

e e

y y

e e

z z

u u

u u

u u

u uu u

u u

u u







 





    
   
    

    
   

             
    
   
    
   
   

  

e,های ی ماتریساعضا eu u        هی هستند.های گرمکانتغییر های ، مولفه 

eB حال ماتریس   (67-2ی )رابطهه صورت ب ،سازدکه کرنش را به تغییر مکان گرهی مرتبط می 

 شود:تعریف می

(2-61) 
   

   

e e e e e

h

e e e e e

h

D u D u B u

D u D u B u



   

                      

                      

  



04 
 

(2-67) 

 

1 2

1 2

1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0

e

e

e

e e

e e

e e

ee e
N

ee e
N

ee e
N

e

e ee e e e
N N

e ee e e e
N N

e e e

B D

x x x

y y y

z z z
B

z y z y z y

z x z x z x

y x



 

 

 

    

    

  

      

 

  

 

  

 

  
        

     

    

     

  

 

2 0 0e e

e ee
N N

y x y x

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 

    

  

 صورت زیر نوشت:ه ب( را برای یک المان 56-2)توان معادله انتگرالی می با استفاده از روابط بالا

(2-62) 

     

 

 

 

 

2

1

1

e e

e

e

e

e

T T
e e e e e e e n

T
e e n

T
e e n

T
e e R

T T
e e e e e e

B u C B u dV u f dV

u T dS

B u dV

B u dV

u B C B u dV u

   

 

 

 

 



 











                                 

           

           

            

                     

 









2

1

1

e

e

e

e

T T
e n

T T
e e n

T T
e e n

T T
e e R

f dV

u T dS

u B dV

u B dV

 

 

 

 













          

           

           

            









  

 توان به صورت زیر نوشت:( را می62-2روابط )

(2-69) 

 

2

1 1 0

e

e e

e e

T
e e e e

T TT
e e n e n

T T
e n e R

B C B dV u

u f dV T dS

B dV B dV

   

 



 

 

 

                 
 
 

                       
 
                   



 

 

  



 95   

 

T از آنجایی که تغییر مکان مجازی
eu  

 صفربرابر ت بایستی درون براک اختیاری است پس عبارت 

 باشد.

(2-64) 

 

2

1

1

e e

e

e

e

T T
e e e e e n

T
e n

T
e n

T
e R

B C B dV u f dV

T dS

B dV

B dV

 









 









                       

       

       

       

 







  

 توان به صورت زیر بازنویسی کرد:( را می64-2ی )رابطه

(2-65) 
1 2 3 4

e e e e e eK u f f f f                            

 شوند:( به صورت زیر تعریف می65-2ی )های موجود در رابطهماتریس

(2-66) 
2

1

1

1

2

3

4

e

e

e

e

e

T
e e e e

T
e e n

T
e e n

T
e e n

T
e e R

K B C B dV

f f dV

f T dS

f B dV

f B dV

 





















              

          

          

          

           











  

eK(، 66-2( و )65-2روابط ) در   است.  52ماتریس سختی المان
1

ef    بردار بار المان ناشی از

2ی حجمی،هانیرو

ef   3های سطحی،بردار بار المان ناشی از نیرو

ef    ها تنشبردار بار المان ناشی از

4و  در ابتدای بازه زمانی

ef    .بردار بار المان ناشی از تغییرات تنش در طول بازه زمانی است 

 ( حاصل خواهد شد.61-2ی مشهور )(، معادله59)اسمبلی هابا جمع کردن مشارکت تمامی المان

(2-61)     K u F   

                                                           
52 Element stiffness matrix 

53 Assembly 
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(، 61-2ی )در رابطه K 54ماتریس سختی کلی ، F  بردار بار کلی و u  بردار تغییرات جابجایی

ها طریق اسمبلی مشارکت تمامیِ الماندر طول بازه زمانی است. ماتریس سختی کلی و بردار بار کلی از 

ی آید. معادلهبدست می    K u F  تواند توسط است که می خطی یک سیستم معادلات جبری

 .[77، 71] حل شود 55روش حذفی گاوس

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
54 Global stiffness matrix 

55 Gauss elimination 
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ای یابی نقطهروش درونآوردن توابع شکل در 

 شعاعی
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 91ای بر توابع پایه شعاعیمقدمه -9-6

برازش  های تقریبیتوان دریافت که از این توابع ابتدا در روشی توابع پایه شعاعی میخچهتاریبا بررسی 

محاسبات در توابع پایه شعاعی  کاربردهای اخیر در دهه شده است.میاستفاده  51و سطوح هامنحنی

توسط  7317توابع پایه شعاعی نخستین بار در سال عددی و ریاضیات مهندسی افزایش یافته است. 

یک درک ریاضی از توابع پایه  7332ای در سال [ با انتشار مقاله53] رانکیفِ[ معرفی شدند. 51] هاردی

را با استفاده از توابع پایه ها یابی دادهمختلف درونهای روشفرانکی در این مقاله شعاعی ایجاد کرد. 

ه عبارت نگارد. به فضای یک بعدی میتوابع پایه شعاعی فضای چند بعدی را بشعاعی با هم مقایسه کرد. 

ی که این منجر به روش دهندا به توابع اسکالر کاهش میدیگر، توابع پایه شعاعی، توابع چند متغیره ر

ریب تقهای روشامروزه استفاده از توابع پایه شعاعی در  .شودکارآمد، دقیق، پایدار، با استفاده آسان می

، بازسازی های کامپیوتریگرافیکتوان به های توابع پایه شعاعی میاز کاربریبسیار گسترش یافته است. 

 های عصبی، پردازش تصویر و روتوش کردن عکس، کاربردهای پزشکی، مسائل مهندسیسطحی، شبکه

ی استفاده از آن م قرن تاریخچه دارند اما تاریخچهاگرچه توابع پایه شعاعی حدود نی و غیره اشاره کرد.

 شعاعی ایهپ توابع از بار نخستین برای .حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی بسیار کمتر استها در 

 معادله او. شد استفاده[ 53]کانسا  توسط سیال جریان برای استوکس -ناویه معادلات حل برای

 مستقیم طورب چندربعی شعاعی پایه توابع از استفاده با را استوکس -ناویه جزئی مشتقات با دیفرانسیل

 لاتتفاض روش به شبیه بسیار او پیشنهادی روش. کرد سازی گسسته ساختار بدون های گره روی بر

 در[ 61] لیو و وانگ. بود مناسب ها گره از دلخواه پراکندگی توزیع هر برای که تفاوت این با بود محدود

 53ایهنقط درونیابی المان بدون روش یک جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل منظور به ای مقاله

                                                           
56 Radial basis functions (RBFs) 
57 Curve/surface fitting 

58 Point Interpolation meshless method 
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 شعاعی پایه توابع از مشخص طور به مقاله این در. دادند پیشنهاد 53شعاعی پایه توابع از استفاده با

 .بود شده استفاده 67گاوسین و 61چندربعی

وابع . از جمله تکلی و محلی تقسیم کرد یدو دسته بهرا ی شعاعی توابع پایه تواننظر مینقطه از یک 

 گاوسین[، 64-11] 69اسپلاین صفحه نازک، [26-46] 62توان به توابع مخروطیشعاعی کلی می پایه

مختلط [، 15] 66حقیقی فوریه[، 14] 65سینوسی، 64ربعی معکوسچند[، 19، 12] چند ربعی[، 17]

 63هگاه فشردی شعاعی محلی به توابع تکیهاز دسته توابع پایه[ و 13] 63بسل نوع اول[، 11 ،16] 61فوریه

و غیر  11ی نوسانیتوان به دو دستهاز یک نقطه نظر دیگر، توابع پایه شعاعی را می اشاره کرد.[ 39-13]

[، 63-63، 64[، اسپلاین صفحه نازک ]34، 62-64توابع پایه شعاعی مخروطی ]تقسیم کرد.  17نوسانی

[ غیر نوسانی 13-39گاه فشرده ][ و تکیه36[، چند ربعی معکوس ]35، 12[، چند ربعی ]17گاوسین ]

 12[ و هنکل کروی13[، بسل نوع اول ]15-11هستند و توابع پایه شعاعی حقیقی و مختلط فوریه ]

 نوسانی هستند.[ 33-31]

مخروطی در مقایسه با پایه شعاعی نشان دادند که توابع [ 65، آگنانتیاریس و همکاران ]7336در سال 

هد در دمسائل الاستودینامیک دو بعدی ارائه میتری در حل توابع اسپلاین صفحه نازک نتایج دقیق

حاکی از این بود که توابع [ 66]بریجز و روبل  حالی که تا قبل از آن، نتایج بررسی محققان از جمله

                                                           
59 Based on Radial Basis functions 

60 Multiquadric (MQ) 
61 Gaussian (EXP) 

62 Conical 
63 Thin plate spline 

64 Inverse Multiquadric 
65 Sinusoidal 

66 Fourier 
67 Complex Fourier 

68 First kind Bessel 
69 Compact supported 

70 Oscillatory 
71 Non-oscillatory 

72 Spehrical Hankel 
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برای حل مسائل [ 11] بخشد. مهرآیین و نورزاداسپلاین صفحه نازک دقت نتایج را به شدت بهبود می

اند هی شعاعی معرفی کردشو یک تابع پایهحث دیوارهای برشی با بازالاستودینامیک دو بعدی از جمله ب

ع گاوسین را به عنوان نیز تاب[، 17راشد ] که ترکیبی از توابع مخروطی و اسپلاین صفحه نازک است.

ر سال د شعاعی استفاده کرد و از آن در تقریب ترم اینرسی مسائل الاستودینامیک بهره جست. تابع پایه

ربعی را در حل ارتعاش آزاد شعاعی چند استفاده از توابع پایه[ 35، آگنانتیاریس و همکاران ]2117

[ 12سامان و راشد ] همچنین های متقارن محوری و غیر متقارن محوری سه بعدی پیشنهاد کردند.سازه

-مولکردند و سپس آنها این فراز این توابع برای مسائل الاستودینامیک متغیر با زمان دو بعدی استفاده 

شعاعی نوسانی که از فرم تابع  بع پایهکاربرد نوعی از توا[. 19در مسائل ارتعاش آزاد بکار بردند ]بندی را 

 .[ ارائه گردید14توسط راشد ]ارتعاش آزاد دو بعدی  کردند، در حل مسائلسینوسی پیروی می

فوریه، دارای خاصیت نوسانی، حقیقی شعاعی  از تابع پایه ]15[جواران و همکاران حمزه 2177در سال 

سه با ه در مقایدر تقریب ترم اینرسی مسائل الاستودینامیک دو بعدی استفاده کردند و نشان دادند ک

در همان سال نیز نوع دیگری از توابع  ]15[آنها  شود.تری حاصل میشعاعی نتایج دقیق سایر توابع پایه

ارائه شده بود، در حل ارتعاش [ 31فورنبِرگ ] نوسانی، که قبلاً توسط یک ریاضیدان به نامی شعاعی پایه

بندی روش تقابل دوگانه را بر مبنای این تابع اجباری مسائل الاستودینامیک پیشنهاد کردند و فرمول

 2174سال در ادامه، در  کرد تغییر دادند.نوسانی که در آن تابع بسل نوع اول نقش اساسی را ایفا می

ها با استفاده از آنرا نیز ارائه کردند و  شعاعی فوریه تابع پایهفرم مختلط  ]11[و خاجی  جوارانحمزه

شن های فرضی جابجایی و ترکهسته شتند،تری نسبت به حالت حقیقی فوریه داکه فرم مختلط و فشرده

 به صورت بسته بدست آورده شد.

شد. در ادامه  پیشنهاد ]13[وِندلند  گاه فشرده توسطشعاعی تکیه پایهترین توابع  رایج 7335در سال 

 محققین بسیاری از این توابع در کاربردهای گوناگونی استفاده کردند:



 47   

 

دند و سون استفاده کری پوآاز این توابع در روش تقابل دوگانه برای معادله ]31[ چِن و بِرِبیا -

نازک  های صفحهتواند موثرتر از اسپلاینگاه فشرده میشعاعی تکیه نشان دادند که توابع پایه

 باشند.

استفاده از این توابع را در حل مسائل پتانسیل سه بعدی گسترش  ]37[ گولبرِگ و همکاران  -

 دادند.

گاه فشرده در حل مسائل الاستودینامیک شعاعی تکیه از چهار کلاس توابع پایه [32راشدِ ] -

اه فشرده گپیشنهاداتی برای انتخاب بهترین مقدار پارامتر شعاع تکیهمتغیر با زمان استفاده و 

 ارائه کرد.

کارایی این توابع را در مسائل ارتعاش آزاد دو بعدی ، 2111در سال [ 39سامان و همکاران ] -

 نشان دادند.

 توابع پایه شعاعیتعریف ریاضی  -9-5

B:شعاعی تابع پایه  R R  شود.تک متغیره است که به صورت زیر بیان مییک تابع 

(9-7)    , , dx y B r for x y  R  

:که در آن  d d  R R R شود ویک تابع چند متغیره متقارن است که هسته مرتبط نامیده می r 

 باشد:ای میهای نقطهدر میان داده وسیرم اقلیدیا نُگر شعاع بیان

(9-2) r x y   

 :شودکه برای راحتی از رابطه زیر استفاده می

(9-9)    i iB r B x x   

 گاه کلی ارائه شده است.تعدادی از متعارف ترین توابع پایه شعاعی با تکیه 7-9در جدول 
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 شعاعی متعارف : چند نوع از توابع پایه7-9جدول

  B r توابع پایه شعاعی 

  2 logr r اسپلاین صفحه نازک 

3r اسپلاین مکعبی 

2 2r R چندربعی 

2 21/ r R چندربعی معکوس 

2cre گاوسین 

2 1

2 1

( )
( ) 1,2,...,

( )

d

d d

J r
r d

r









  بسِِل نوع اول 

sin( )r     فوریه 

i re  مختلط فوریه 

 

,در جدول بالا  , , , ,c       وR د در جهت افزایش دقت، توانبیانگر اعداد ثابتی هستند که می

 شوند. انتخاب شود و پارامتر شکل نامیده می

 توابع پایه شعاعی استفاده ازبا  یابی و تقریبدرون -9-9

ا و ههای تقریب از طریق توابع پایه شعاعی ابتدا به منظور برازش منحنیاز نقطه نظر تاریخی روش

 ، یکیابیتوابع پایه شعاعی در برازش و درونصفحات به وجود آمدند. به منظور نشان دادن کاربری 

ی پراکنده با مختصات انقطه یداده n مجموعه متناهی دو بعدی از ,i ix y  1بطوری که, ,i n 

یر شود که مقادمی فرضشوند. یابی نامیده میشود که این نقاط مرکز یا نقاط دروندر نظر گرفته می

 در این نقاط مشخص و برابر f تابع مورد نظر ,i if x y .های معلوم، هدف بر پایه این داده است

 تابعتقریب یک تابع است که بر مقادیر  ,i if x y .توانمیتوابع پایه شعاعی  با استفاده از منطبق شود 

 را تقریب بزند، پیدا کرد. f یک ترکیب خطی که تابع
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(9-4)      
1

ˆ, ,
n

i i

i

f x y f x y B r


   

 که در آن i  .توان دریافت می 7-9با استفاده از شکل ضرایب مجهول هستند که باید مشخص شوند

 مرکز وجود دارد. n گیری در میانهای قابل اندازهفاصلهکه 

 
 مرکز n های بین فاصله ی: ارائه7-9شکل 5n   دو بعدیدر حالت 

ی ضرایب مجهول برای محاسبه i مختصات مرکز(، ابتدا 4-9ی )در معادله i  ام در تابع پایه شعاعی

یابی انتخابی برای درون iB r و یک ترکیب خطی برای تخمین تابع مورد نظر  شودقرار داده میf  با

با ام  jمرکز در  fبا برابر قرار دادن مقدار تابع سپس . شودیک تابع پایه شعاعی انتخابی حاصل می

 مختصات ,j jx y  ر تابع پایه شعاعی در این نقطهادیمقترکیب خطی از با  i jB r یک دستگاه از ، n 

 شود:معادله خطی به صورت زیر حاصل می

(9-5) A f   

n ماتریس ضرایب متقارن A(، 5-9ی )در رابطه n  دستگاه معادلات خطی و  بردار ضرایب مجهول

در صورتی که است.  به ازای مقادیر مختلف مختصات مراکز بردار مقدار تابع مورد نظر fمرتبط و 

قابل دستیابی باشد، ضرایب مجهول  Aمعکوس ماتریس ضرایب  i ( بدست 6-9ی )به صورت رابطه

 آیند:می

(9-6) 1A f   
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 19گاه فشردهتوابع پایه شعاعی با تکیه -9-4

باشند. می 14گاه کلیارائه شدند، از نوع توابع پایه شعاعی با تکیه 7-9توابع پایه شعاعی که در جدول 

ه بسیار ک یابی متراکمهای درونماتریسیابی منجر به این نوع از توابع پایه شعاعی گاهی در فرآیند درون

ی مسائلی با تعداد زیادی نقطهخصوصاً در این امر در مسائل بزرگ مقیاس و شوند. می ،بد رفتار هستند

شعاعی  رفتاری، بکارگیری توابع پایهبر این بد به منظور غلبهباشد. تر مییابی روبرو هستند محسوسدرون

شود. توابع پایه شعاعی با پیشنهاد می ،ارائه شدند [13] گاه فشرده که نخستین بار توسط وِندلَندبا تکیه

توابع  .شودمی ،یابی پراکنده که بسیار خوش رفتار هستندهای درونگاه فشرده منجر به ماتریستکیه

-9ی )ای هستند که با استفاده از رابطهی تکههایی پیوستهایچندجمله گاه فشردهپایه شعاعی با تکیه

 شوند.( تعریف می1

(9-1)  
 1 0 1

1
0 1

n
n r r

r
r



   
  


  

 شود که عضو اعداد طبیعی باشد. ای انتخاببه گونهبایستی  n (، مقدار1-9ی )در رابطه

 گاه فشرده ارائه شده توسط وندلند: توابع پایه شعاعی با تکیه2-9جدول 

( )B r 
تابع پایه شعاعی با 

 گاه فشردهتکیه

2(1 )r  
 وندلند نوع اول

 4(1 ) (4 1)r r  وندلند نوع دوم 

 6 2(1 ) (35 18 3)r r r   وندلند نوع سوم 

 8 3 2(1 ) (32 25 8 1)r r r r    وندلند نوع چهارم 

 

                                                           
73 Compactly supported RBFs 

74 Globally supported RBFs 
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در گاه دارد. هی تکیگاه فشرده دقت به صورت قابل توجهی بستگی به اندازهدر توابع پایه شعاعی با تکیه

شایان ذکر است نرمال شده است.  [0,1]ی ی توابع پایه شعاعی وندلند به بازهگاه همه، تکیه 2-9جدول 

ه این نبه عنوان نموگاه بازنویسی کرد. ی دلخواه تکیهتوان این توابع را برای هر اندازهکه به راحتی می

به صورت  or توان با شعاعتوابع را می
o

r
B

r

 
 
 

0برای هر مقدار دلخواه   0r   .در تغییر مقیاس داد

بایستی کوچک  orاند، مقدار یابی که داخل حوزه فشرده شدهی درونصورت وجود تعداد زیادی نقطه

در  ،از طرف دیگریابی پراکنده خواهد شد. ، ماتریس درون or مقادیر کوچک زیرا برای انتخاب شود.

ظر گرفته شود چرا که مقادیر بزرگباید بزرگ در ن or یابی، مقداررونی دصورت وجود تعداد کمی نقطه

 or د. نمیل کنی گاه کلگاه فشرده به توابع پایه شعاعی با تکیهشود توابع پایه شعاعی با تکیهسبب می 

 در حل عددی مسائل مهندسی پایه شعاعیتوابع کاربرد  -9-9

ای حل رتوان دریافت که در گذشته این توابع بمی مرتبط با توابع پایه شعاعی میبا بررسی منابع عل

عاعی تر از توابع پایه شیشپ شدند.های بدون شبکه بکار گرفته میتنها در روشمسائل مهندسی عددی 

گانه در ل با مشتقات جزئی و روش تقابل دومعادلات دیفرانسی های خصوصیهای حلدر روش

 ی جوارانمقالهتوان به مقالات چاپ شده در این زمینه می از جملهالاستودینامیک استفاده شده است. 

شعاعی مختلط فوریه به منظور تخمین ترم اینرسی در مسائل  که برای اولین بار تابع پایه و همکاران

. در ادامه این محققان بر آن ]11[الاستودینامیک به کمک روش تقابل دوگانه پیشنهاد شد، اشاره کرد 

های با المان استفاده کنند که این مهم را از در روش شعاعی توابع پایهآمدند تا به نحوی بتوانند از این 

 .]16[های طبیعی ارائه دادند در المان شعاعی غنی کردن تابع پایهطریق 

 

 

 

 



46 
 

 ای شعاعییابی نقطهدرون روشفرآیند بدست آوردن توابع شکل در  -9-9-6

[11] 

عاعی را به منظور استفاده شای از طریق توابع پایه یابی نقطه، روش درون2112[ در سال 61یو ]وانگ و ل

ن آن ها در ایهای بدون شبکه برای حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی پیشنهاد دادند. در روش

 پیشنهادی بطور مشخص از توابع پایه شعاعی چندربعی و گاوسین استفاده کرده بودند.  روشِ

ین ی پیشدر روش های بدون شبکهاسی بود که روش پیشنهادی آن ها به منظور غلبه بر دو مشکل اس

 وجود داشت. این دو مشکل اساسی عبارت بودند از:

در عدم برآورده کردن خاصیت تابع دلتا توسط توابع شکل، اعمال شرایط مرزی اساسی را  -7

 کرد.دچار مشکلاتی میهای بدون شبکه روش

 ود.ها پیچیده بی توابع شکل و مشتقات آنهای عددی برای محاسبهالگوریتم -2

به  .پیشنهاد شده بود های دیگری نیزبردن هریک از مشکلات ذکر شده روشتر به منظور از بین پیش

الوکِیشنِ [ و ک32[، پنالتی ]37عنوان مثال برای حل مشکل اول تمهیداتی مختلفی مانند لاگرانژی ]

یری گانتگرال های کاربردی مختلفی همچون[ پیشنهاد شده است و برای حل مشکل دوم الگوریتم39]

 [ پیشنهاد شده است. 36[ و محاسباتی موازی ]35[، روش بازگشتی ]34تحلیلی ]

، به منظور پیشگیری از مشکل تکینگی که در ای براساس توابع پایه شعاعییابی نقطهدرون روشدر 

است ممکن ها برای برخی آرایش گرهای جمله ای براساس توابع پایه چندهای درون یابی نقطهروش

اضافه  ایپایه چند جملهیابی میدان توابع پایه شعاعی به میدان توابع اتفاق بیفتد، در فرآیند درون

 شود:توضیح داده میبطور خلاصه در ادامه این روش  شود.می

تابع تقریب  u x باشد ی تاثیر با تعدادی گره که دارای توزیع دلخواه میدر یک دامنه

   , 1,2, ,i iP i nx شود. ، در نظر گرفته میn ی تاثیر ها در دامنهتعداد گرهx [. 61باشد ]می
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مقدار گرهیِ تابع تقریب  u x  در گرهix  برابرiu ای شعاعی، یابی نقطهدر روش درونشود. فرض می

تابع تقریب  u x ی تاثیر با استفادهشود که از تمامیِ نقاط گرهی موجود در دامنهای ساخته میبه گونه 

از توابع پایه شعاعی  iB x ای و توابع پایه چندجمله jP x [ 31عبور کند .] 

(9-3)          T T

1 1

n m

i i j j

i j

u B a P b
 

    x x x B x a P x b  

ضریب مجهول تابع پایه شعاعی  ia(، 3-9ی )در رابطه iB x  و
jb  ضریب مجهول تابع پایه

ای چندجمله jP x  .( به منظور تضمین همگرایی جواب 3-9ی )شایان ذکر است که در رابطهاست

mبایستی شرط  n  .عاعی ای از پایه شتعداد جملات پایه چندجملهبایستی به عبارت دیگر، برقرار باشد

 شوند:( به صورت زیر تعریف می3-9ی )بردارهای موجود در رابطهکمتر باشد. 

(9-3) 

 

 

         

         

T

1 2 3

T

1 2 3

T

1 2 3

T

1 2 3

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , , ,

n

m

n

m

a a a a

b b b b

B B B B

p p p p





   

   

a

b

B x x x x x

P x x x x x

  

توابع پایه در مسائل دو بُعدی معمولاً توابعی از مختصات گرهی  T ,x yx  .یک تابع پایه هستند

 شعاعی دارای فُرم کلی زیر است:

(9-71)      ,i i i iB B r B x y x  

یابی ی بین نقطه درونفاصله ir(، 71-9ی )در رابطه ,x y  و گره ,i ix y  .این فاصله در فضای است

 آید:دو بعدی اقلیدسی به صورت زیر بدست می

(9-77)    
2 2

i i ir x x y y     

 شوند:هایی با ترتیب زیر ساخته میای از ترکیب خطی تک جملهتوابع پایه چندجمله

(9-72)  T 2 21, , , , , ,x y x xy y   P x  
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نمایش  2-9پاسکال در شکل -خیاممثلث  کند.پاسکال پیروی می-خیامای از مثلث توابع پایه چندجمله

 داده شده است.

 
 [33] پاسکال-خیاممثلث  :2-9شکل 

و  iaضرایب 
jb ی یابی از کلیه( با اجبار عبور تابع درون3-9ی )در معادلهn  نقطه گرهی موجود در

ام به صورت زیر بدست - kی یابی در نقطهبنابراین مقدار تابع درونآیند. ی تاثیر بدست میدامنه

 آید:می

(9-79)      
1 1

, , , , 1,2,3, ,
n m

k k k i i k k j j k k

i j

u u x y a B x y b P x y k n
 

      

( تعداد مجهولات از معادلات بیشتر است، به منظور اینکه یکتایی جواب 79-9ی )از آنجا که در معادله

 شود:معمولاً قید زیر اعمال می ،تضمین شود

(9-74)  
1

, 0 , 1,2,3, ,
n

j i i i

i

P x y a j m


   

توان به صورت یک سیستم معادلات با استفاده از بیان ماتریسی زیر ( را می74-9( و )79-9معادلات )

 نوشت:

(9-75) 0 0

T

0

e      
       

      

B P a a u
G

P 0 b b 0
  

 شود:( بردار مقادیر گرهی تابع تقریب به صورت زیر تعریف می75-9ی )در رابطه
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(9-76)  
T

1 2 3, , , ,e

nu u u uu  

 شوند:نیز به صورت زیر تعریف می 0Pو  0Bهای به علاوه ماتریس

(9-71) 

     

     

     

1 1 1 2 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2 2 2

0

1 2

, , ,

, , ,

, , ,

n

n

n n n n n n n n n

B x y B x y B x y

B x y B x y B x y

B x y B x y B x y


 
 
 
 
 
  

B  

(9-73) 

     

     

     

1 1 1 2 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2 2 2

0

1 2

, , ,

, , ,

, , ,

m

m

n n n n m n n n m

P x y P x y P x y

P x y P x y P x y

P x y P x y P x y


 
 
 
 
 
  

P  

از آنجایی که فاصله بدون بُعد است، بنابراین    , ,k i i i k kB x y B x y  است، بدین مفهوم که ماتریس

0B 0آید که معکوس ماتریس متقارن است. پاسخ یکتا تنها زمانی بدست میB  .وجود داشته باشد

 آیند:بنابراین ضرایب مجهول به صورت زیر بدست می

(9-73) 1

e


  

   
   

a u
G

b 0
  

 شود:مییابی به صورت زیر بیان در نهایت تابع درون

(9-21)        T T 1

e

eu 
 

    
 

u
x B x P x G Φ x u

0
  

(، عبارت 21-9ی )از آنجایی که در رابطه   T T 1  B x P x G  میدان جابجایی را به بردار جابجایی ،

سازد، طبق تعریف گرهی مرتبط می Φ x ود:شباشد که به صورت زیر بیان میماتریس توابع شکل می 

(9-27)          1 2 i n      Φ x x x x x  

 شود:ام به صورت زیر تعریف می- k(، تابع شکل متناظر با گره 27-9ی )در رابطه

(9-22)      , ,

1 1

G G
n m

k i i k j n j k

i j

B P 

 

  x x x  
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Gi,(، پارامتر 22-9ی )در معادله k ی درایه ,i k  1ماتریسG بنابراین با انتخاب نوع تابع باشد. می

ها ای به آن افزوده شده و تابع شکل در نهایت تنها به مختصات گرهپایه شعاعی، تابع پایه چندجمله

با  yو  x، مشتق توابع شکل نسبت به  Gبا بدست آوردن معکوس ماتریس بستگی خواهد داشت. 

 آید:( به راحتی بدست می29-9ی )استفاده از رابطه

(9-29) 
, ,

1 1

, ,

1 1

G G

G G

n m
jk i

i k n j k

i j

n m
jk i

i k n j k

i j

PB

x x x

PB

y y y







 



 

 
 

  

 
 

  

 

 

  

 استفاده از توابع پایه شعاعیبدست آمده با  خصوصیات توابع شکل -9-9-5

توابع شکل  i x  تنها  ی توابع پایه،ی کلیهپس از محاسبهتوابع پایه شعاعی بدست آمده با استفاده از

این توابع شکل بطور کلی مستقل از نوع توابع پایه شعاعی به مختصات گرهی بستگی خواهند داشت. 

 ها دارای خصوصیات زیر هستند:ی آناستفاده شده در محاسبه

 یی تاثیر خود مستقل خطی است، زیرا توابع پایه در دامنهتوابع شکل مورد بحث در دامنه -7

1تاثیر خود مستقل خطی هستند. اگر 

0


B  1وG  ،برای هر توزیع گرهی دلخواه موجود باشند

[ نشان داد که برای تابع 31هستند. پاول ] گاه توابع شکل و توابع پایه در فضای تابع معادلآن

پایه شعاعی گاوسین، مستقل از مقدار پارامتر شکل، همواره معکوس تابع پایه شعاعی موجود 

 ای است.است. این مزیت اصلی توابع پایه شعاعی نسبت به توابع پایه چندجمله

 شود:میاین توابع شکل دارای خاصیت تابع دلتا هستند که به صورت زیر تعریف  -2

(9-24)  
1, , 1,2, ,

0, , , 1,2, ,
i j

i j j n

i j i j n


 
  

 
x x  

ام مستقل از تابع شکل در این گره- iمقدار گرهی میدان در گره  i x  .با قرار دادن مقدار صفر  است

برای  iuام و قرار دادن مقدار جابجایی گرهی - iها به جز گره برای مقدار گرهی میدان برای تمامی گره
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ام یعنی با در نظر گرفتن بردار - iگره  0 0 0e

iu u  ،به عنوان جابجایی گرهی

 ( به راحتی بدست خواهد آمد.24-9ی )رابطه

9-  i x  شود:خاصیت افراز واحد است که به صورت زیر تعریف میدارای 

(9-25)  
1

1
n

i

i




 x  

شایان ذکر است که الزامی ندارد که مقدار تابع شکل بین صفر و یک باشد یعنی  .0 1i x  

4-  i x شود:می دارای خاصیت بازتولید است که به صورت زیر تعریف 

(9-26)  
1

n

i i

i

x


 x x  

ی ای مرتبه( همواره برقرار است اگر توابع پایه حداقل شامل توابع پایه چندجمله26-9( و )25-9روابط )

ای شامل ی دو بعدی توابع پایه چندجملهبنابراین اگر در دامنه اول باشد.   T 1, ,x yP x  باشد، توابع

 ( را ارضا خواهند کرد. 26-9( و )25-9حاصل بطور قطعی روابط ) شکلِ

5-  i x  ًتوان ( به راحتی می29-9ی )مشتق پذیر است و با استفاده از رابطهپیوسته و قطعا

 مشتق آن را محاسبه کرد. 

بطور مشخص از توابع برای تحلیل مسائل الاستواستاتیک [ 61وانگ و لیو ]همانطور که قبلاً ابیان شد، 

 ریقای از طیابی نقطهدرونی بدون شبکهپایه شعاعی کلاسیک و معروفِ چندربعی و گاوسین در روش 

 توابع پایه شعاعی استفاده کردند.

طوح از این تابع پایه شعاعی در برازش س[ پیشنهاد شد. 33تابع پایه شعاعی چندربعی توسط هاردی ]

ه تابع پایه شعاعی چندربعی بو حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی بسیار استفاده شده است. 

 شود:صورت زیر تعریف می

(9-21)    
1

2 2 2B r r R   
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 شود:بطور مشابه تابع پایه شعاعی معکوس به صورت زیر تعریف می

(9-23)    
1

2 2 2B r r R


   

 است. 15پارامتر شکل Rای و های نقطهنُرم اقلیدسی میان داده r(، 23-9( و )21-9در روابط )

نامیده  16توان یک حالت کلی برای توابع پایه شعاعی چندربعی تعریف کرد که چندربعی تعمیم یافتهمی

 آید:ی زیر بدست میشود و از رابطهمی

(9-23)    2 2
q

B r r R   

(، مشخص است دارای دو پارامتر 23-9ی )تابع پایه شعاعی چندربعی تعمیم یافته، همانطور که از رابطه

شکل است  ,q R  0.5و با قرار دادن مقادیر ثابتq   0.5به چندربعی وq    به چندربعی معکوس

 :آیدمشتق تابع پایه شعاعی چندربعی تعمیم یافته از روابط زیر بدست می قابل تبدیل است.

(9-91) 
   

   

1
2 2

1
2 2

2

2

q
i

i i

q
i

i i

B
q r R x x

x

B
q r R y y

y






  




  



  

این توابع پایه شعاعی به صورت زیر [. 711، 31تابع پایه شعاعی گاوسین نیز بسیار پرکاربرد است ]

 شوند:تعریف می

(9-97)  
2crB r e  

 آید:ی زیر بدست میپارامتر شکل است. مشتق تابع پایه شعاعی گاوسین از رابطه c(، 97-9ی )در رابطه

(9-92) 
  

  

2 ,

2 ,

i
i i

i
i i

B
c B x y x x

x

B
c B x y y y

y


  




  



  

                                                           
75 Shape parameter 

76 Extended Multiquadric (XMQ) 
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 توابع پایه شعاعی حقیقی فوریه -9-1

ای ی تکههر تابع متناوب پیوسته B r توان به صورت زیر بیان را با استفاده از تعریف سری فوریه می

 [ :15کرد ]

(9-99)   0

1

cos sin
n

n n

i

n n
B r a a r b r

l l

 



    
      

    
  

 ( بیان کرد:94-9توان در حالت فازی به صورت )( را می99-9ی )رابطه

(9-94)   0

1

sin
n

n n

i

n
B r a c r

l






  
    

  
  

,0(، 94-9( و )99-9در روابط ) , , ,n n n nc b a a وl  .پارامترهای متداول در سری فوریه هستند 

( 94-9ی )ی رابطهی اول سری فوریهای مورد نظر تنها با جملهی تکهبا تخمین تابع متناوب پیوسته

1nیعنی  ، شود:ی زیر حاصل میرابطه 

(9-95)   0 1 1sinB r a c r
l




 
   

 
  

 ( بازنویسی کرد:96-9توان به صورت )( را می95-9ی )رابطه

(9-96)    sinB r r       

,(، 96-9ی )در رابطه ,   و   .پارامترهای شکل تابع پایه شعاعی حقیقی فوریه هستند 

از پیشنهاد تابع پایه شعاعی حقیقی فوریه، یافتن تابعی بود که بتوان تمامی توابع پایه در حقیقت هدف 

ی تقریب سه نوع معروف از توابع پایه شعاعی پیشین را با استفاده از آن تخمین زد. به عنوان مثال نحوه

 [.15شعاعی با کمک تابع پایه شعاعی فوریه در زیر آمده است ]

 یتابع پایه شعاعی مخروط -
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(9-91) 

 

 

0 max

1

1 max

max max

max

1

2

0

1

1 1 2
sin

2

B r c r

a c r

a

b r

B r c r c r r r
r







 

 



 

 
       

 

  

 تابع پایه شعاعی اسپلاین مکعبی -

(9-93) 

 

 

3

0 max

3

1 max2

2
3

1 max3

4 2
3 3 1

max max3 2

max

1

4

3

2

3 2

2

1 4 3 9 3
sin 2 tan

4 2 3 2

B r r

a r

a r

b r

r
B r r r r

r







  


 












    
      

  

  

 تابع پایه شعاعی وندلند نوع اول -

(9-93) 

 

 

2

max

0

max

max
1 max2 3

max

2 2 2 2

1 max2 3

max

max
max2 3

max max m

1

0

3

2 sin 2
2

1
sin

2 sin 2 cos 2
3 2

o

o

o

o

o
o

o

o
o

o

o o
o

o

r
r r

B r r

r r r

r
a

r

r r
a r r

r r

r
b r r

r r

r r r r
B r r r

r r r r

 


 


  


  
      


 



  
    

  

  
    

  

  
      

   ax

2 2 2 2

max2 3

max max

1
sin sin 2o

o

o

r r
r r

r r r
  



 
 
 

    
      

    
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 توابع پایه شعاعی مختلط فوریه -9-1

ها ها و فرمولکاهش محاسبات، حجم نوشته مختلط در مسائل اعداد حقیقی سبب به کارگیری اعداد

 ن با کمکبنابرای. ]11[ مختلط سری فوریه را ایجاد نمود بیاناستفاده از  یشود. این مزیت ایدهمی

ای تکه یپیوستهمتناوب سری مختلط فوریه هر تابع  مفهومِ B r توان به صورت زیر بیان کرد را می

[11 .] 

(9-41)  
n

i r
l

n

n

B r c e




   

 پارامترهای متداول سری مختلط فوریه است.  lو  nc (،41-9ی )در رابطه

( ، تابع پایه شعاعی مختلط فوریه به صورت 41-9ی )حال با در نظر گرفتن تنها یک جمله از سریِ رابطه

 آید:میزیر بدست 

(9-47)   i rB r e   

 [. 11پارامترهای شکل تابع پایه شعاعی مختلط فوریه هستند ]  و ( ، 47-9ی )در رابطه

 

 

 

 

 

 

 



06 
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ها های نوین و استفاده از آنفصل چهارم: المان

محدود مسائل  در تحلیل اجزای

 ویسکوالاستیسیته
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 ختلط فوریههای مالمان  -4-6

 تعریف -4-6-6

ه در ک ای از طریق توابع پایه شعاعییابی نقطهروش درونفرآیند بدست آوردن توابع شکل در با اعمال 

و استفاده  بر یک المان یک بعدی سه گرهی در دستگاه مختصات طبیعی  فصل سوم توضیح داده شد،

ه در کمختلط فوریه یک بعدی سه گرهی از توابع پایه شعاعی مختلط فوریه، توابع شکل برای المان 

 [.16آید ]به صورت زیر بدست مینمایش داده شده است،  7-4شکل 

 
  المان سه گرهی یک بعدی در دستگاه مختصات طبیعی :7-4شکل 

 بردار توابع پایه شعاعی مختلط فوریه برای المان سه گرهی یک بعدی در دستگاه مختصات طبیعی 

 آید:به صورت زیر بدست می

(4-7)  

 

 

 

1 1

sgn

1 1

i i

i i

i i

e e

r e e

ee

   

   

   



 



 

 

   
      

    
   

     

B  

(، 7-4ی )در رابطه sgn  ها برابر سه است از آنجا که تعداد گرهی تابع علامت است. نشان دهنده

 3n ، استفاده کرد ایبه عنوان توابع پایه چندجملهتوان از میدان خطی بنابراین حداکثر می 

 . 2m  

(4-2)  
1




 
  
 

P  

با استفاده  7-4(، برای المان شکل 73-9( و )71-9های )معرفی شده در رابطه  0Pو  0B هایماتریس

 آید:به صورت زیر بدست میمختلط فوریه از توابع پایه شعاعی 
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(4-9) 
     

     

     

2

1 1 2 1 3 1

0 1 2 2 2 3 2

2

1 3 2 3 3 3

1

1

1

i i

i i

i i

B r B r B r e e

B r B r B r e e

B r B r B r e e

 

 

 



  
  

    
  

   

B  

(4-4) 
 

 

 

 

 

 

1 1 2 1

0 1 2 2 2

1 3 2 3

1 1

1 0

1 1

P P

P P

P P

 

 

 

   
   

    
     

P  

به صورت زیر حاصل  گرهی در دستگاه مختصات طبیعی سه مختلط فوریه المان نهایت توابع شکلدر 

 شود:می

(4-5) 

 

 

 

1 2 3

1

2

3

( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( )

2

( ) (1 ) ( )

1
( ) ( )

2

c h

c h

c h

      

   

  

   



   

  

  



  

و تابع مختلط  c(، ثابت مختلط 5-4ی )در رابطه h   آید:زیر بدست میبه صورت 

(4-6) 
1 1 (1 ) sgn( ) (1 )

2

3

2 2
( )

(1 )(3 ) (1 )(3 )

i

i i i i i i

i i i i

c
e

e e e e e e
h

e e e e



           

   


   




   
 

   

  

تر از این توابع شکل در تحلیل المان مرزی مسائل پتانسیل توسط خاجی و همکاران استفاده شده پیش

 [.16است ]

 خصوصیات توابع شکل مختلط فوریه -4-6-5

 خاصیت دلتای کرونیکر -7

فوریه دارای خاصیت دلتای کرونیکر  همانطور که از جدول زیر مشخص است، توابع شکل مختلط

 صادق است.  برای هر مقدار دلخواه  7-4مقادیر جدول  هستند.

(4-1)  ( ) 1m n mn    
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 مقادیر حقیقی و موهومی گرهی در توابع شکل مختلط فوریه: 7-4جدول 

مختصات شماره گره

 

 

حقیقی

1  

حقیقی

2  

حقیقی

3  

موهومی

1  

موهومی

2  

موهومی

3  

1  1  1  0  0  0  0  0  

2  0  0  1  0  0  0  0  

3  1  0  0  1  0  0  0  

 

برای مقادیر مختلف پارامتر را در یک المان سه گرهی ، توابع شکل مختلط فوریه 97-4تا  2-4 هایشکل

 دهد.نمایش می   شکل

 
0.001 قسمت حقیقی توابع شکل مختلط فوریه برای یک المان سه گرهی به ازای :2-4شکل   [16] 
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0.001 قسمت موهومی توابع شکل مختلط فوریه برای یک المان سه گرهی به ازای :9-4شکل   [16] 

 
5 برای یک المان سه گرهی به ازایقسمت حقیقی توابع شکل مختلط فوریه : 4-4شکل   [16] 

 
5 قسمت موهومی توابع شکل مختلط فوریه برای یک المان سه گرهی به ازای: 5-4شکل   [16] 
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10ازایقسمت حقیقی توابع شکل مختلط فوریه برای یک المان سه گرهی به : 6-4شکل   [16] 

 
10ازایقسمت موهومی توابع شکل مختلط فوریه برای یک المان سه گرهی به : 1-4شکل   [16] 

 
5i قسمت حقیقی توابع شکل مختلط فوریه برای یک المان سه گرهی به ازای: 3-4شکل   [16] 
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5i قسمت موهومی توابع شکل مختلط فوریه برای یک المان سه گرهی به ازای: 3-4شکل   [16] 

 
15i قسمت حقیقی توابع شکل مختلط فوریه برای یک المان سه گرهی به ازای: 71-4شکل   [16] 

 
15i المان سه گرهی به ازای قسمت موهومی توابع شکل مختلط فوریه برای یک: 77-4شکل   [16] 
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15 قسمت حقیقی توابع شکل مختلط فوریه برای یک المان سه گرهی به ازای: 72-4شکل  5i  

[16] 

 
15قسمت موهومی توابع شکل مختلط فوریه برای یک المان سه گرهی به ازای: 79-4شکل  5i  

[16]  

بیشتر باشد نوسانی بودن  همان طور که از نمودارها مشخص است هرچه قسمت حقیقی پارامتر شکل 

توابع شکل بیشتر است زیرا قسمت حقیقی سهم توابع مثلثاتی را در بر دارد و از طرفی هر چه قسمت 

 .[16] کنندباشد، توابع شکل به سمت توابع نمایی میل میموهومی پارامتر شکل بیشتر 

 خاصیت افراز واحد: -2

 توان نشان داد که:نشان داده شود، می nهای المان فوریه با اگر تعداد گره
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(4-3)  
1

1
n

k

k

 


  

 باشد.صلب را دارا میبه عبارت دیگر توابع شکل مختلط فوریه خاصیت جابجایی جسم 

 یعنی توابع شکل مختلط فوریه تا بینهایت بار قطعه قطعه پیوسته از مرتبه بینهایت: خاصیت -9

 .پذیرندمشتققطعه قطعه 
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مختلط یک رابطه بازگشتی بین مشتقات تابع -به خاطر خاصیت توابع نمایی حقیقی h   به صورت

 برقرار است.زیر 

(4-71) ( ) 2 ( 2)( ) ( )n nh h     

( مشتق تابع مختلط 77-4ی )در رابطه h  ی چهارم بدست آمده است.تا مرتبه 
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(4-77) 
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 تابع هویساید است. H(، 77-4ی )در رابطه

 در توابع شکل مختلط فوریه:  وجود پارامتر شکل -4

، وجود تابع مختلط فوریهمختلط های تابع شکل تر ذکر شد یکی از مزیتهمانطور که پیش h   است

یگر باشد. به بیان د تواند با توجه به پارامتر شکلی که در خود جای داده است در بهبود دقت موثرکه می

ایط توانند خود را با شرشعاعی می همانطور که در پیشینه تحقیقات علمی پارامترهای شکل توابع پایه

ریه هم با وجود تابع مختلط بهینه وفق دهد، تابع شکل مختلط فو h  تواند خود را با تابع شکل می

تواند مقادیر مختلط هم داشته باشد  هم ذکر شد این پارامتر شکل میطور که قبلاهمان بهینه وفق دهد.

بطوریکه قسمت حقیقی آن سهم توابع مثلثاتی و قسمت موهومی آن سهم توابع نمایی را در تابع شکل 

 کند.مختلط فوریه معین می

نمایش داده  75-4و  74-4های همانطور که در شکلبه منظور بررسی دقت توابع شکل پیشنهادی، 

با استفاده از درونیابی کلاسیک لاگرانژ و  7و شعاع کوچک  2مرز یک بیضی با شعاع بزرگ شده است، 

ها پیداست نتایج حاصل از توابع شکل همانطور که از گراف [.16است ] درونیابی پیشنهادی بازتولید شده

تفاوت  حاصل از توابع شکل لاگرانژپیشنهادی تقریبا منطبق بر مرز واقعی بیضی است در حالیکه نتایج 

 زیادی با مرز واقعی بیضی دارند.
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  [16] بازتولید نیم کمان پایینی مرز بیضی با استفاده از درونیابی کلاسیک لاگرانژ و مختلط فوریه :74-4 شکل

 
 [16] بازتولید نیم کمان سمت راست مرز بیضی با استفاده از درونیابی کلاسیک لاگرانژ و مختلط فوریه :75-4 شکل

 :ای، مثلثاتی و نماییهای توابع چندجملهزمان میداندارا بودن هم -5

در حالیکه در توابع شکل  ،شودای اقناع میدر توابع شکل لاگرانژی تنها میدان توابع چندجمله

ختلط م مختلط که در تابع-ای، از توابع نمایی حقیقیمختلط فوریه علاوه بر میدان توابع چندجمله

 h  شوند نیز استفاده شده است.ظاهر می 
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نُه گرهی مختلط فوریهلاگرانژی چهار وجهی دو بعدی المان  -4-6-9 Q9  

 Q9  ،3ای چهار وجهی لاگرانژیِ مختلط فوریه به منظور بدست آوردن توابع شکل در المان صفحه

ای گره در دستگاه مختصات طبیعی صفحه ,  ی هر گره با شود بطوری که فاصلهدر نظر گرفته می

نمایش داده  76-4برابر واحد باشد، همانطور که در شکل  و  های مجاورش در هر دو راستای گره

 شده است. 

 

 ای لاگرانژی نه گرهیچهار وجهی صفحهالمان  :76-4شکل  Q9  

توان توابع شکل را در هر دو برای بدست آوردن توابع شکل متناظر با هر گره در المان مورد نظر می

بدست آورد و سپس توابع شکل متناظر با هر گره را در  و  راستای دستگاه مختصات طبیعی یعنی 

توان تابع شکل متناظر با هر گره را در این به عبارت دیگر می کرد.دو  راستای متعامد در هم ضرب 

 ی زیر بدست آورد:المان با استفاده از رابطه

(4-72)        3 1
, m nm n

      
 

  

 n به راست و از چپ ها در در دستگاه مختصات طبیعی ی گرهشماره m(، 72-4ی )در رابطه

همانطور که برای المان یک بعدی از پایین به بالا است.  ها در دستگاه مختصات طبیعی ی گرهشماره

 شوند:به صورت زیر حاصل می و   سه گرهی بدست آمد، توابع شکل در دو راستای 
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(4-79) 
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و توابع مختلط  c(، پارامتر مختلط 79-4ی )در رابطه h   و h  شوند:به صورت زیر تعریف می 

(4-74) 
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 :[717] شودبه صورت زیر حاصل می Q9در نهایت توابع شکل متناظر با هر گره در المان مختلط فوریه 

(4-75) 
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 شود:به صورت زیر تعریف می c(، 75-4ی )در رابطه

(4-76) 1c c   
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  Q9در المان مختلط فوریه  11تست وصله -4-6-4

 ی جابجاییتست وصله -4-6-4-6

هایی که در به منظور تضمین همگرایی پاسخ در تحلیل اجزای محدود یک سازه لازم است که المان

تست وصله [. 712شوند بتوانند تست وصله را ارضا کنند ]مدل اجزای محدود آن مسئله استفاده می

جایی که در از آنبراساس ملزومات یک المان در تحلیل اجزای محدود یک سازه طراحی شده است. 

یک سازه حرکت جسم صلب و حالت کرنش ثابت امکان وقوع دارد، با استفاده از تست وصله اطمینان 

هر دوی این  شود که المان بکار گرفته شده در تحلیل اجزای محدود یک سازه قادر استحاصل می

بنابراین اگر یک المان تست وصله را ارضا کند همگرایی ها را در صورت وقوع شبیه سازی کند. پدیده

گرهی مختلط  3ای لاگرانژی به منظور کنترل تست وصله در المان صفحهجواب قطعی خواهد بود. 

المان  4، متشکل از تست وصله با فرض یک مدل اجزای محدودفوریه یک کدُ اجزای محدود نوشته شد. 

یکسان با حداقل یک گره درون وصله همگن ایزوتروپیک الاستیک خطی نامنظم ساخته شده از مواد 

 درشود. شوند، همانطور که در شکل زیر نمایش داده شده است، انجام میهای وصله نامیده میکه گره

 دارد.  گره وصله وجود 3شود، این مثال همانطور که در شکل زیر ملاحظه می

 
ی مورد استفاده برای تست وصله Q9المان چهار وجهی مختلط فوریه  4ی ساخته شده از مثال وصله :71-4 شکل

 [712] جابجایی

                                                           
77 Patch test 
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، انتقال  Xحرکت جسم صلب به سه صورت ممکن است اتفاق بیفتد که عبارتند از انتقال در راستای 

Xو انتقال قطری در جهت  Yدر راستای  Y ها به که در هر سه این حالات نباید کرنشی در المان

های مختلط در المان Xبه منظور بررسی حرکت جسم صلب به صورت انتقال در راستای وجود بیاید. 

برابر صفر قرار  Yبرابر یک و در راستای  Xهای مرزی در راستای ریه، جابجایی گرهی در تمام گرهفو

ها برابر صفر قرار داده در تمامی گره Yو  Xداده شد به علاوه مقدار نیروهای گرهی در هر دو راستای 

های درون وصله با استفاده از روش سختی حل سپس معادلات اجزای محدود برای جابجایی گرهشد. 

برابر  Yبرابر یک و در راستای  Xهای وصله در راستای پس از حل، مقدار جابجایی گرهی در گرهشد. 

را در حرکت  Xهای مختلط فوریه انتقال در راستای ی آنست که الماندهندهصفر بدست آمد که نشان

به منظور بررسی حرکت جسم صلب به صورت انتقال در راستای کنند. جسم صلب، به خوبی مدل می

Y های های مختلط فوریه روند پیشین تکرار شد با این تفاوت که جابجایی گرهی در تمام گرهدر المان

پس از حل معادلات اجزای برابر یک قرار داده شد.  Yبرابر صفر و در راستای  Xمرزی در راستای 

برابر  Yبرابر صفر و در راستای  Xهای درون وصله در راستای گرهمحدود، مقدار جابجایی گرهی در 

های مختلط فوریه توانایی نمایش توان نتیجه گرفت که المانبراساس این نتایج مییک بدست آمد. 

با قرار دادن مقدار واحد برای جابجایی گرهی در حرکت جسم صلب را نیز دارند.  Yانتقال در راستای 

جابجایی گرهی در  و تکرار روند توضیح داده شده، Yو Xدر هر دو راستای های مرزی در در تمام گره

برابر یک بدست آمد که مُبینّ آنست که حرکت جسم صلب  Yو  Xهای وصله در هر دو راستای گره

به علاوه در هر سه مرحله، دهند. های مختلط فوریه به خوبی نمایش میبه صورت قطری را نیز المان

ها صفر بدست آمد. ی المانهای کرنش در تمامکرنش در هر چهار المان محاسبه شد و تمامی مولفه

 های مختلط فوریه قادرند حرکت جسم صلب را نمایش دهند.توان نتیجه گرفت که المانبنابراین می

در نمایش حالت کرنش ثابت به صورت زیر عمل  Q9های مختلط فوریه به منظور بررسی توانایی المان

 شد:
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مکان های کوچک که همان مشتق جابجایی است، شرایط کرنش ثابت براساس تعریف کرنش در تغییر 

ای خطی باشد. بنابراین به منظور صورت چند جملهشود که تابع میدان جابجایی بهزمانی حاصل می

 واحد باشد،یعنی:    مقداری ثابت مثلاً Xی نرمال کرنش در راستای اینکه مولفه

(4-71) 1
1; 0; 0

2
x y xy

u v u v

x y y x
  

    
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    

  

 صورت زیر تعریف شود:بایستی به Yو  Xمیدان جایجایی در راستای بایستی 

(4-73)    , 0u x x v x   

افتد واحد، زمانی اتفاق می مقداری ثابت مثلاً Yی نرمال کرنش در راستایبه طور مشابه شرط مولفه

 که   0,u y v y y   ی برشی کرنش ثابت منجر به میدان جابجایی ، به همین صورت شرط مولفه

 صورت به   ,u y y v x x  شود.می 

در کدُ تهیه شده مقادیر ،  xمنظور بررسی شرط کرنش ثابت برای  با توجه به آنچه گفته شد، به

و در  Xها در راستای برابر مختصات این گره Xهای مرزی در راستای های جابجایی در گرهمولفه

های داخلی در های جابجایی گرهی در گرهمقدار مولفهبرابر صفر قرار داده شد. پس از حل،  Yراستای 

توان برابر صفر بدست آمد. پس می Yو در راستای  Xها در راستای برابر مختصات این گره Xراستای 

دهند. روند به خوبی نمایش می xنش ثابت را برای شرط کرفوریه مختلط های نتیجه گرفت که المان

تکرار شد که منجر به نتایج مطلوب در  xy و  yمنظور بررسی شرط کرنش ثابت برای  مشابهی به

 Q9 های مختلط فوریهنتیجه گرفت که المانتوان های داخلی وصله شد. بنابراین در نهایت میگره

 کنند. حالت کرنش ثابت را مدل می

 تست وصله نیرو -4-6-4-5

کند که خطاهای مرتبط با بارهای وارده در تحلیل اجزای محدود با استفاده تست وصله نیرو تضمین می

تواند علاوه بر تست وصله میده اجزای محدود نوشته شکدُ  .افتداتفاق نمی مختلط فوریههای از المان
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به منظور انجام تست انجام دهد.  Q9مختلط فوریه های جابجایی، تست وصله نیرو را نیز برای المان

ه ک ی ایزوتروپیک همگن الاستیک خطیای ساخته شده از یک مادهوصله نیرو یک مسئله تنش صفحه

نشان داده  73-4همانطور که در شکل  نمایش داده شده است، در نظر گرفته شد. زیر 73-4در شکل 

گاه کنواخت قرار دارد در حالیکه تکیهشود که وجه سمت راست وصله تحت تنش یشده است، فرض می

بینی شده است تا از حرکت جسم صلب جلوگیری شود. با حل کافی در وجه سمت چپ وصله پیش

های تنش در هر های گرهی و سپس مولفهمحدود با استفاده از روش سختی، جابجایی معادلات اجزای

المان بدست آمد. نتایج حاصل نشان داد که مقدار تنش در هر المان با تنش یکنواخت وارده بر وجه 

ها صفر است. شایان ذکر است های تنش در المانسمت راست وصله برابر است، در حالی که سایر مولفه

 این نتایج مستقل از پارامتر شکل است و برای هر مقدار دلخواه پارامتر شکل برقرار است.که 

 
 [712] استفاده شده برای تست وصله نیرو Q9المان مختلط فوریه  4ی متشکل از وصله: 73-4شکل 

کند، بنابراین، این المانِ پیشنهادی دارای را برآورده می تست وصله Q9در نتیجه المان مختلط فوریه 

 خصوصیات زیر است:

 تواند حرکت جسم صلب بدون کرنش را پیش بینی کند.می  Q9المان مختلط فوریه  .7

 .کند بینیپیش وقوع صورت در را ثابت کرنش حالت است قادر المان این .2

 .دارد وجود ثابت کرنش حالت در مجاور هایالمان بین سازگاری .9
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توان ضمانت کرد که هر مشِ برآورده شد، می Q9مختلط فوریه از آنجایی که این الزامات توسط المان 

همگرا های متوالی حتماً به سمت پاسخ مسئله با ریز شدن Q9مختلط فوریه های متشکل از المان

 خصوصیات ضروری برای همگرایی به پاسخ را دارا هستند. مورد بحثهای خواهد شد. بنابراین المان

 پارامتر شکل -4-5

توان دریافت که توابع پایه شعاعی معمولاً دارای تعدادی پارامتر شکل هستند، با نگاهی به منابع علمی می

بطور کلی در بحث [. 16] تا چهار متغیر است که این تعداد برای توابع پایه شعاعی مختلف بین یک

بازتولید یک منحنی یا سطح از طریق نقاط محدود داده شده بر روی آن، با استفاده از یک تابع پایه 

واند تشعاعی مشخص که دارای تعدادی پارامتر شکل است، استفاده از این پارامترهای شکل متغیر می

افزایش دهد. بطور مشابه، در تقریب پاسخ معادلات دیفرانسیل دقت نتایج تقریب را بطور قابل توجهی 

زایش کنند که به منظور افبا مشتقات جزئی، پارامتر شکل معمولا اعداد ثابت نامشخصی را نمایندگی می

ایه شوند. به بیان دیگر، برای یک تابع پی مشخص بکار گرفته میدقت توابع پایه شعاعی در یک مسئله

ترین مقدار پارامتر شکل براساس نوع ر حل یک مسئله استفاده شده است، مناسبشعاعی مشخص که د

تحلیل، بارهای وارده و غیره، تغییر خواهد کرد. این بدین معناست که کاربران توابع پایه شعاعی همواره 

 به دنبال مقدار پارامتر شکل مشخصی هستند که بهترین پاسخ را برای مسئله مورد نظرشان به ارمغان

ی مشخص معمولاً با روش آزمون و خطا انتخاب بیاورد. بنابراین پارامتر شکل مناسب برای یک مسئله

شود. یک روش جایگزین برای پیدا کردن مقدار مناسب پارامتر شکل در توابع پایه شعاعی، تعریف می

ی لههدف مسئسازی است که پاسخ دقیق مسئله مورد نظر در صورت وجود به عنوان ی بهینهیک مسئله

شود. از آنجایی که برای بسیاری مسائل کاربردی مهندسی پاسخ دقیق بهینه سازی در نظر گرفته می

مسئله موجود نیست، استفاده از این روش برای یافتن پارامتر شکل مناسب به مسائل بسیار کمی محدود 

 [. 16] شودمی
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ای یزوپارامتریک اجزاز فرمولاسیون ا به منظور بهره گیری از انتگرال گیریِ عددی گاوسی در این رساله

به  13براساس تعریف، در فرمولاسیون ایزوپارامتریک استفاده شده است.محدود در کدُهای نوشته شده، 

 همنظور تعریف هندسه المان و همینطور تخمین جابجایی درون المان از توابع شکل یکسان استفاد

 .شودمی

رای هر ب مختلط فوریهله به منظور تخمین مقدار مناسب پارامتر شکل موجود در توابع شکل در این رسا

تعریف شود  13شود که یک مسئله بهینه سازیپیشنهاد می همشخص، براساس تجربه نویسند یمسئله

است. برای این منظور یک کدُ  مختلط فوریهکه هدف آن بهترین تخمین هندسه مسئله با کمک المان 

نوشته شد تا پارامترهای شکل مناسب را تعیین سازی ازدحام ذرات بهینه بهینه سازی با استفاده از روش

کند. به این ترتیب در روش پیشنهادی، پیش از حل اجزای محدود مسئله، به منظور تخمین مقدار 

 سازی حل شود. فرآیندمسئله بهینه مناسب پارامتر شکل در توابع شکل پیشنهادی بایستی یک

تابع هدف، خطای  شود.ی مسئله انجام میسازی با تولید یک سری نقطه بر روی مرز هندسهبهینه

دو بعدی است که به صورت Q9 مختلط فوریهی مسئله با استفاده از یک المان تخمین هندسه

   
2 2

1

1 n

i i i i

i

Error x x y y
n 

     در این رابطه، شود.میتعریف n  تعداد نقاط در نظر گرفته شده

 ی مسئله است.بر روی مرز هندسه ,i ix y ی مختصات دقیق نقطه i-ی مسئله ام روی مرز هندسه

 آید. بدست میی مسئله ی اضلاع هندسهاست که با استفاده از معادله ,i ix yی مختصات نقطه i- ام

ختلط می مسئله با استفاده از یک المان ی مسئله است که با استفاده از بازتولید هندسهروی مرز هندسه

  آید. بر این اساس پارامتر شکل بدست می   برای یک مقدار مشخص پارامتر شکل دو بعدی فوریه

سپس با قرار دادن پارامتر  شود. 31کمینه Errorبایست به نحوی تعیین شود که تابع هدف خطا می

در توابع شکل مختلط فوریه، از این توابع شکل در تحلیل اجزای سازی از کدُ بهینهشکل بدست آمده 

                                                           
78 Isoparametric 
79 Optimization 

80 Minimum 
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برای فلوچارت روش پیشنهادی  73-4محدود مسائل ویسکوالاستیک استفاده خواهد شد. در شکل 

 نمایش داده شده است.محاسبه پارامتر شکل 

 

 ای مختلط فوریهبرای تعیین پارامتر شکل در المان چهاروجهی صفحه : فلوچارت روش پیشنهادی73-4شکل 
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های مختلط فوریه در تحلیل اجزای محدود مسائل استفاده از المان -4-9

 هویسکوالاستیسیت

 مقدمه -4-9-6

در تحلیل اجزای محدود مسائل  Q9های مختلط فوریه المان به منظور بررسی توانمندی شبخاین در 

به  37همگراییهای لازم برای حل خواهد شد و حداقل تعداد المانمثال  چند ویسکوالاستیسیته خطی،

نهادی یشپاجزای محدود ها از فرمولاسیون در تمامی این مثال پاسخ قابل قبول مسئله بدست آمده است.

پاسخ تحلیلی برای استفاده شده است.  ،دوم بطور کامل توضیح داده شد زوکر و همکاران که در فصل

هایی که دارای پاسخ تحلیلی هستند این پاسخ به عنوان پاسخ ها وجود دارد. در مثالمثالبرخی از این 

قابل قبول در نظر گرفته شده است. برای مسائلی که پاسخ تحلیلی موجود ندارند از نرم افزار تجاری 

لط ختهای مبرای بدست آوردن پاسخ قابل قبول استفاده شده است. سپس حداقل تعداد المان 32آباکوس

به این پاسخ مقایسه  همگراییها برای های کلاسیک همتای آنفوریه مورد نیاز با حداقل تعداد المان

با واحد ی شخصی هر مسئله در یک رایانههمینطور زمان لازم برای تحلیل اجزای محدود شده است.  

ه است و به صورت یک های کلاسیک لاگرانژی مقایسه شدهای مختلط فوریه با الماناستفاده از المان

شایان ذکر است که نرم افزار تجاری آباکوس برای تحلیل مسائل نسبت بیان شده است. 

 این [719مرجع ]کند. در ویسکوالاستیسیته از فرمولاسیون پیشنهادی زوکر و همکاران استفاده نمی

یته ل ویسکوالاستیسرساله فرمولاسیون اجزای محدود استفاده شده توسط این نرم افزار برای حل مسائ

 بطور خلاصه بیان شده است.

                                                           
81 Convergence 

82 ABAQUS 
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ی همگن ایزوتوپیک ویسکوالاستیک خطی ها از سیستم مادهفرض شده است که سازه هامثال یدر کلیه

( 73-4ی )ی مورد استفاده از رابطهاند. مدول استراحت تک محوری سیستم مادهیکسانی ساخته شده

 :آیدبدست می

(4-73)   1

1

t

E t E E e



   

  (،73-4ی )در رابطه E t  یدر لحظهمدول استراحت t  1 و
1

1E


  لمان اول ا زمان استراحت

در میراگر در  1 و ضریب میرایی  1E ماکسول است که برابر یک در نظر گرفته شده است. ثابت فنر

فرض شده است. شایان ذکر است  7/1برابر  E و ثابت فنر موازیِ تنها 4/1برابر  المان اول ماکسول

ویچرت ی مورد نظر به فُرم جامد خطی استاندارد است که همان مدل که مدول استراحت سیستم ماده

 21-4ر تنها بطور موازی تشکیل شده است که در شکل است که از یک المان ماکسول و یک المان فن

-4فرض شده است. در جدول  9/1ابر ی مورد نظر ثابت و برماده نسبت پوآسون نمایش داده شده است.

 ی مورد نظر آورده شده است.ثوابت ماتریس ویسکوالاستیسیته برای مدل ویچرت ماده 2

 

مدل جامد خطی استاندارد :21-4شکل  SLS  
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 [71ی فرض شده ]ثوابت ویچرت برای مدل ماده :2-4جدول 

  ij k ثوابت ماده
kijC 

kij  

 99،22،77 ∞ 794675 ---- 

  7 593462 593462 

 66،55،44 ∞ 93462 ---- 

  7 759346 759346 

 29،79،72 ∞ 51632 ---- 

  7 291163 291163 

 

 تحت بار متمرکز در نوک آن 89تیر طُرهّمثال اول:  -4-9-5

نمایش داده  27-4ر همانطور که در شکل برابر یک مت D متر و ارتفاع 21برابر  L یک تیر طره با طول

ضخامت تیر برابر واحد فرض شده است، بنابراین  به عنوان مثال اول در نظر گرفته شده است. ،شده است

 ای در نظر گرفت. این تیر تحت یک بار متمرکزتنش صفحه یتوان این مسئله را به صورت یک مسئلهمی

 شود:( تعریف می21-4ی )در نوک آن قرار دارد که با رابطه

(4-21)    0 1 ; 0 40sP P H t H t t t        

 H t  .0 (، 21-4ی )در رابطهتابع هویساید است 1NP   1 و 10st  باشد. هدف بدست آوردن می

است، با این  34خزش و ریکاوریدر نوک تیر است. این شرایط بارگذاری مشابه تست  Lw جابجایی 

ز برای خی بر پاسخ الاستیک کنند. با اعمال اصل تطابقتفاوت که تنش و کرنش نسبت به مکان تغییر می

 آیدبه راحتی در مقاومت مصالح بدست آمده است، پاسخ تحلیلی برای این مسئله بدست می نوک تیر که

 آید:برای جابجایی نوک تیر بدست می( 27-4ی ). با استفاده از این اصل، رابطه[4، 9]

(4-27)      
3

0
1 1

3
L

P L
w D t D t t H t t

I
       
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 مقطع تیر و 35ممان اینرسی I(، 27-4ی )در رابطه D t باشد. مدول خزش را به مدول خزش می

( حاصل 22-4ی )که به صورت رابطهتوان از بیان سری پرونیِ مدول استراحت بدست آورد راحتی می

 شود:می

(4-22)   1

0 1 1

t

D t D D e

 
   

 
 

  

 (:22-4ی )در رابطه

(4-29) 
0 0 1

0

0 1
1 1

0

1
, ,

1 1
,

D E E E
E

E
D

E E E






 

  

 
   
 

  

شایان ذکر است که علیرغم اینکه پاسخ مقاومت مصالح استفاده شده برای حل الاستیک مسئله دقیق 

به عنوان یک تقریب بسیار خوب از پاسخ  7:21توان آن را برای یک تیر با نسبت ابعاد نیست، اما می

 دقیق پذیرفت. 

 
 [71مثال اول ] یهندسه تیر طره :27-4شکل 

 22-4استفاده شده در حل المان محدود این مسئله در شکل  Q9های متشکل از المان هایمِش

نتایج تحلیلی با نتایج اجزای محدود مقایسه شده است. همینطور  29-4نمایش داده شده است. در شکل 

بیست و  یکو   Q9 یک المان مختلط فوریهنتایج اجزای محدود در صورت استفاده از  29-4در شکل 

 Q9های کلاسیک لاگرانژی اده شده است. حداقل تعداد الماننشان د Q9المان کلاسیک لاگرانژی 

کاملاً  29-4المان است. با توجه به شکل  21مورد نیاز برای همگرایی به جواب تحلیلی در این مثال، 

                                                           
85 Moment of inertia 
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های مورد نیاز برای همگرایی به جواب تحلیلی با استفاده از توابع شکل مشخص است که تعداد المان

 توان به توانمندی توابع شکلتوابع شکل کلاسیک لاگرانژی است. این مطلب را می 15/1 مختلط فوریه

10st ی جابجایی نوک تیر در لحظه 9-4دول نسبت داد. در ج مختلط فوریه   با استفاده از دو مش

 مختلط فوریه المان یکو مش متشکل از  Q9و بیست المان کلاسیک لاگرانژی  یکمختلف متشکل از 

Q9 .با مقدار جواب تحلیلی به صورت کَمیّ مقایسه شده است 

 

 استفاده شده در حل مثال اول Q9های اجزای محدود مش :22-4شکل 

10st ی ی جابجایی عمودی نوک تیر در لحظهمقایسه :9-4جدول   در مثال اول 

 )خطا%(  mmخیز نوک تیر نوع المان تعداد المان تعداد گره حالت

 (124/24)3/274 کلاسیک لاگرانژی 7 3 7

 (739/1)3/235 کلاسیک لاگرانژی 21 729 2

 (213/7)3/237 مختلط فوریه 7 3 9

حل 

 تحلیلی

   95/235 
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برای  Q9های کلاسیک لاگرانژی و مختلط فوریه نتایج تحلیلی و نتایج اجزای محدود با استفاده از المان :29-4شکل 

 )جابجایی نوک تیر(مثال تیر طره 

شود، مقدار پاسخ اجزای محدود حاصل از مش درشت تشکیل ملاحظه می 9-4همانطور که در جدول 

فوریه تطابق بسیار خوبی با مقدار پاسخ تحلیلی دارد. در این مثال مقدار یک المان مختلط شده از تنها 

دسه مسئله، همانطور که در بخش با استفاده از تقریب هن Q9فوریه شکل برای المان مختلط  پارامتر

9iداده شد، برابر  توضیح 4-2    گام زمانی در این مثال،(. 24-4بدست آمد )شکل t  7/1برابر 

شایان ذکر است که نسبت زمان حل کدُ اجزای محدود با بکارگیری یک ثانیه در نظر گرفته شده است. 

کامپیوتر شخصی واحد برای بدست آوردن جواب قابل قبول با استفاده از المان کلاسیک لاگرانژی به 

فوریه  مختلطهای ی آنست که استفاده از المانبدست آمد که نشان دهنده 63/71 مختلط فوریهالمان 

ی کلاسیک لاگرانژی از نظر هزینه محاسباتی بطور قابل توجهی مقرون به صرفه است هانسبت به المان

 حتی با وجود اینکه پیش از حل اجزای محدود بایستی پارامتر شکل مناسب تخمین زده شود.



 39   

 

 
ی مثال تیر طره با استفاده از المان مختلط فوریه با پارامتر شکلی دقیق و تقریب هندسههندسه :24-4شکل 

9i    

های در گره 22-4های نمایش داده شده در شکل حاصل از مش 36تنش فون مایسز 25-4در شکل 

B,A های مقایسه شده است. گرهB,A  مشخص شده است.  26-4در شکل 

 
 22-4های نمایش داده شده در شکل با استفاده از مش : مقایسه تنش فون مایسز در مثال اول25-4شکل 

 

 در مثال اول B,Aهای نمایش گره: 26-4شکل 

                                                           
86  Von Mises 
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 81خزن تحت فشار محُاط با یک قاب صلبممثال دوم:  -4-9-9

نمایش داده شده است، عبارت است از یک  21-4آن در شکل ی مثال دوم مورد انتخاب که هندسه

ی با سختی که در یک پوسته P الاستیک تحت فشار داخلیِ یکنواختای طویل ویسکومخزن استوانه

است  33ی موتور پیشرانه جامد یک موشکنمایش دهنده 21-4. شکل [71گرفته است ]نهایت قرار بی

ر ی قاب موتوسخت نشان دهنده یی سوخت و پوستهویسکوالاستیک نشان دهندهکه در آن سیلندر 

رد. ای فرض کتوان آن را یک مسئله کرنش صفحهای است که میی مسئله به گونهاست. هندسه موشک

آن  به صورت  شود که  بیان ریاضی تعریف می 33اییک بار پلهبه مانند تست خزش با  P فشار داخلی

 شود:زیر تعریف می

(4-24)  0 ; 0 40sP P H t t    

(، 24-4ی )در رابطه H t  0تابع هویساید وP پاسخ تحلیلی این مسئله ای وارده است. بزرگای بار پله

با استفاده  ru 31تحلیلی برای جابجایی شعاعیآید. پاسخ با کمک اصل تطابق ویسکوالاستیک بدست می

 :[4-3] آید( بدست می25-4ی )از این اصل به صورت رابطه

(4-25)  
  

 
 

2

0

2 2

1 1 2
,

1 2
r

P a b b r
u r t D t

a b r b

 



   
  

   
  

 شود:برای مسئله مورد نظر مقادیر کَمّی مرتبط با هندسه و بارگذاری به صورت زیر فرض می

(4-26) 
0

2m, 4m

100Pa

a b

P

 


  

                                                           
87 Encased cylinder 

88 Solid propellant rocket motor 
89 Unit step load 

90 Radial displacement 
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 [71] هندسه و بارگذاریِ مخزن تحت فشار مثال دوم :21-4شکل 

ی دلخواه بر روی ضخامت میانی سیلندر نتایج تحلیلی و اجزای محدود برای جابجایی شعاعی یک نقطه

نتایج اجزای محدود با استفاده از دو  23-4نمایش داده شده است. به علاوه در شکل  23-4در شکل 

پیشنهادی مقایسه شده  Q9 مختلط فوریه هایبا المان Q9های کلاسیک لاگرانژی نوع مش از المان

 است.

 
کلاسیک لاگرانژی و مختلط فوریه های ی نتایج تحلیلی و نتایج اجزای محدود با استفاده از المانمقایسه :23-4شکل 

 (دلخواه بر روی ضخامت میانی مخزن تحت فشاری برای مثال دوم )جابجایی شعاعی یک نقطه

گیری از تقارن مسئله، نشان داده شده است. با بهره 23-4های استفاده شده در این مثال در شکل مش

مورد نیاز برای  Q9های کلاسیک لاگرانژی مسئله را مدُل کرد. حداقل تعداد المان توان تنها رُبعمی

المان بدست آمد در حالی که با استفاده از تنها دو  43همگرایی پاسخ اجزای محدود به پاسخ تحلیلی 

پاسخ اجزای محدود به پاسخ تحلیلی همگرا شد. در تست خزش حداکثر مقدار  Q9 مختلط فوریهالمان 
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حداکثر مقدار جابجایی شعاعی یک  4-4افتد. در جدول جابجایی در انتهای زمان بارگذاری اتفاق می

40st ی ی دلخواه بر روی ضخامت میانی سیلندر در لحظهنقطه  حاصل از تحلیل اجزای محدود با ،

و کلاسیک لاگرانژی  مختلط فوریهالمان  2المان کلاسیک لاگرانژی با نتایج حاصل از  43استفاده از 

ثانیه در نظر  7/1مانند مثال قبل برابر  t ر محاسبات اجزای محدود گام زمانیمقایسه شده است. د

فوریه  طمختلی مسئله با المان تر شکل در این مثال با استفاده از تخمین هندسهگرفته شده است. پارام

1.66  برابر  0.65i     ی واقعی مسئله با تخمین هندسه 91-4در نظر گرفته شده است. در شکل

1.66 فوریه با پارامتر شکل  ی مسئله با کمک المان مختلطهندسه 0.65i     .مقایسه شده است 

 
 استفاده شده در حل مثال دوم Q9های اجزای محدود مش :23-4شکل 

 
 ی مثال دوم با استفاده از توابع شکل مختلط فوریه با پارامتر شکلی دقیق و تقریب هندسههندسه :91-4شکل 

1.66 0.65i     
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های مختلط نمایش داده شده است نتایج اجزای محدود حاصل از المان 23-4همانطور که در شکل 

فوریه پیشنهادی تطابق بسیار خوبی با پاسخ تحلیلی دارد با وجود آنکه در این تحلیل از مش درشتی 

 فوریه در تحلیل اجزای مان مختلطالمان استفاده شده است. از آن جایی که با بکارگیری ال 2متشکل از 

 هایای به مراتب کمتری نسبت به المانهرسیدن به پاسخ قابل قبول به تعداد المانمحدود برای 

نیاز است، بدیهی است که زمان اجرای برنامه نیز بسیار کمتر خواهد بود و بطور  Q9کلاسیک لاگرانژی 

بت اسخ قابل قبول مسئله، نسشود. برای رسیدن به پجویی میی محاسباتی صرفهقابل توجهی در هزینه

زمان اجرای کدُ اجزای محدود تهیه شده در یک کامپیوتر شخصیِ واحد برای المان کلاسیک لاگرانژی 

Q9 بدست آمد. 57/71 شفوریه متناظر به المان مختلط 

40st  یسیلندر در لحظهی دلخواه بر روی ضخامت میانی مقایسه جابجایی شعاعی هر نقطه :4-4جدول   

@ جابجایی شعاعی نوع المان تعداد المان تعداد گره حالت 3mmr   

 )خطا%(

 (99/4)4469/1 کلاسیک لاگرانژی 2 75 7

 (27/1)4615/1 کلاسیک لاگرانژی 43 225 2

 (22/7)4122/1 مختلط فوریه 2 75 9

 4665/1    حل تحلیلی

 

0که بصورت  tی در لحظهکانتور تنش فون مایسز  97-4 شکلدر  40st  حاصل شود، تعریف می

نمایش داده شده های کلاسیک لاگرانژی متشکل از المان 23 -4های نمایش داده شده در شکل از مش

  است.
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  Q9المان کلاسیک لاگرانژی  43: کانتور تنش فون مایسز با استفاده از دو و 97-4شکل 

حاصل از دو المان مختلط فوریه نشان  tی در لحظهکانتور تنش فون مایسز  92-4همینطور در شکل 

 داده شده است.

 
  Q9: کانتور تنش فون مایسز با استفاده از دو المان مختلط فوریه 92-4شکل 

 سوبرونخارجیِ تحت فشار  56ی بیضوی شکلمثال سوم: پوسته -4-9-4

ی یکنواخت که تحت یک فشار گسترده hی بیضوی شکل ویسکوالاستیک با ضخامت یک پوسته

مثال سوم در نظر گرفته شده است. به دلیل تقارن  سو در سطح خارجی خود قرار دارد به عنوانبرون

                                                           
91 Elliptic membrane 
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سوی فشار برون نمایش داده شده است. 99-4توان تنها یک چهارم این سازه را مدل کرد که در شکل می

 آید:ی زیر بدست میوارده بر سطح خارجی این سازه از رابطه

(4-21)    0 1 1P ; 0 30s; 10sP H t H t t t t         

در حل اجزای محدود این  ای در نظر گرفت.ی تنش صفحهتوان به عنوان یک مسئلهاین مسئله را می

 ثانیه در نظر گرفته شده است. 7/1برابر  tمثال گام زمانی 

 
 [714] مثال سومشکل ی بیضوی ی پوستههندسه :99-4شکل 

نمایش  5-4در جدول ،ی مسئله بزرگای بارگذاری و مقادیر عددی پارامترهای نشان داده شده در هندسه

 داده شده است.

 ی بیضوی شکل مثال سومبزرگای بارگذاری و پارامترهای هندسی پوستهمقادیر  :5-4جدول 

 پارامترهای هندسی بزرگای بارگذاری

 a 1.75m  

 b 1.0m  

0 10MPaP    c 2.0m  

 d 1.25m  

 h 0.1m  
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شایان نشان داده شده است.  94-4در شکل  Dی نتایج تحلیل اجزای محدود برای جابجایی افقی نقطه

یکی از نمودارهای نشان داده  شده در مشخص شده است.  99-4در شکل  D یذکر است که نقطه

المان کلاسیک چهاروجهی با گره  611با کمک نرم افزار تجاری آباکوس و با استفاده از  94-4شکل 

مش استفاده شده است، بدست آمده است.  Q8میانی که در واقع همان المان سرندیپیتی کلاسیک 

از آنجایی که حل تحلیلی برای این نمایش داده شده است.  96-4در مدل آباکوس این مسئله در شکل 

ایان ش شود.مثال در دسترس نیست، از این نمودار به عنوان پاسخ قابل قبول در این مثال استفاده می

افزار تجاری آباکوس مستقل بودن پاسخ نهایی از مش مورد ذکر است که در حل مسئله با کمک نرم

0.5پارامتر شکل در این مسئله برابر استفاده بررسی شده است.  0.98i     .های مشبدست آمد

 نمایش داده شده است. 95-4استفاده در این مسئله برای تحلیل اجزای محدود در شکل 

 

دو نوع مش مختلف متشکل با استفاده از  Dی ی نتایج اجزای محدود برای جابجایی افقی نقطهمقایسه :94-4شکل 

ی افزار آباکوس برای پوستههای کلاسیک لاگرانژی و مختلط فوریه با پاسخ قابل قبول بدست آمده با نرمالماناز 

 بیضوی شکل مثال سوم

 تنهاای متشکل از شبکه با بکارگیری ای محدودنتایج اجزمشخص است،  94-4همانطور که در شکل 

ای متشکل از شود، در حالی که به شبکهبه پاسخ قابل قبول همگرا می  Q9المان مختلط فوریه  76

نسبت زمان  برای همگرایی به پاسخ قابل قبول نیاز است. Q9المان کلاسیک لاگرانژی  64حداقل 
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به المان مختلط فوریه   Q9برای المان کلاسیک لاگرانژی اجرای کدُ اجزای محدود تهیه شده 

 بدست آمد. 3393/7در یک کامپیوتر شخصیِ واحد به منظور همگرایی به پاسخ قابل قبول  ،متناظرش

ی های کلاسیک لاگرانژی محاسباتی را نسبت به المانبنابراین استفاده از المان مختلط فوریه هزینه

 کاهش داده است.

 
استفاده شده در  Q9های مختلط فوریه و کلاسیک لاگرانژی متشکل از المانهای اجزای محدود مش :95-4شکل 

 بیضوی شکل مثال سوم یحل پوسته

 
مثال  استفاده شده در مدل آباکوس Q8های سرندیپیتی کلاسیک متشکل از الماناجزای محدود  مش :96-4شکل 

 ی بیضوی شکلپوسته
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 تحت خمش شکل 55تیر منحنیمثال چهارم:  -4-9-9

نمایش داده شده است به  91-4درجه که در شکل  31یک تیر منحنی شکل ویسکوالاستیک با انحنای 

 یک سر تیرمشخص است،  91-4همانطور که در شکل ر گرفته شده است. عنوان مثال چهارم در نظ

تیر منحنی شکل تحت یک لنگر گیردار در نظر گرفته شده است.  آنآزاد و سر دیگر  منحنی شکل

در جدول  این مثالی جزئیات بارگذاری و هندسهدر انتهای آزاد خود قرار دارد.  Mخمشی ساعتگرد 

 شود:لنگر خمشی وارده بر انتهای آزاد تیر منحنی شکل به صورت زیر تعریف میارائه شده است.  4-6

(4-23)    0 1 1M ; 0 10s; 4sM H t H t t t t         

(، 23-4ی )در رابطه H t  0تابع هویساید است وM  .این مثال را بزرگای لنگر خمشی وارده است

 ای در نظر گرفت.ی تنش صفحهتوان به عنوان یک مسئلهمی

 
 [2] تحت لنگر خمشی مثال چهارمشکل ی تیر منحنی هندسه :91-4شکل 

 مقادیر بزرگای لنگر و پارامترهای هندسی تیر منحنی شکل مثال چهارم :6-4جدول 

 پارامترهای هندسی بزرگای لنگر

 
ir 3.5m  

0 100 N.mM   or 4.5m  

 h 1.0m  

                                                           
92 Curved beam 
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حل  برایکه در کدُ نوشته شده  Q9های مختلط فوریه و کلاسیک لاگرانژی های متشکل از المانمش

که در شکل  Aی جابجایی نقطهنشان داده شده است.  93-4در شکل  ،استفاده شده استاین مثال 

 مشخص شده است، مد نظر قرار دارد.  4-93

 
در تحلیل اجزای محدود تیر  Q9های مختلط فوریه و کلاسیک لاگرانژی های متشکل از المانمش :93-4شکل 

 منحنی شکل مثال چهارم

افزار تجاری آباکوس برای بدست آوردن یک پاسخ قابل قبول در این مثال نیز همانند مثال قبل، از نرم

المان سرندیپیتی  611که شامل مش استفاده شده در مدل آباکوس این مثال استفاده شده است. 

نتایج بدست آمده به عنوان پاسخ قابل  نمایش داده شده است.  93-4در شکل است،  Q8کلاسیک 

 قبول مستقل از مش هستند. 

المان مختلط فوریه  76نتایج حاصل از تحلیل اجزای محدود با استفاده از کدُ نوشته شده با بکارگیری 

Q9  و کلاسیک لاگرانژیQ9  المان کلاسیک لاگرانژی  37و همینطورQ9 و  41-4های در شکل

بر پارامتر شکل در این مسئله براافزار آباکوس مقایسه شده است. با پاسخ قابل قبول حاصل از نرم 4-47
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1.66 0.65i     0.1بدست آمده است. در تحلیل اجزای محدود از گام زمانیst   استفاده شده

 است.

 
 مش استفاده شده در مدل آباکوس تیر منحنی شکل مثال چهارم :93-4شکل 

 

های با استفاده از المان تحلیل اجزای محدودحاصل از  Aی برای جابجایی قائم نقطهی نتایج مقایسه :41-4شکل 

 آباکوستجاری افزار نرم نتایج حاصل ازبا  Q9و کلاسیک لاگرانژی  Q9مختلط فوریه 
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های حاصل از تحلیل اجزای محدود با استفاده از المان Aی برای جابجایی افقی نقطهی نتایج مقایسه :47-4شکل 

 افزار تجاری آباکوسبا نتایج حاصل از نرم  Q9و کلاسیک لاگرانژی  Q9مختلط فوریه 

المان  76درشتی شامل  توان دریافت که با استفاده از مشِمی 47-4و  41-4های ی شکلبا مشاهده

توان به پاسخ قابل قبول در این مثال همگرا شد. این در حالی است که در صورت می Q9مختلط فوریه 

المان برای همگرایی به پاسخ  37حداقل به مشی شامل  Q9های کلاسیک لاگرانژی استفاده از المان

به المان مختلط   Q9 برای المان کلاسیک لاگرانژینسبت زمان اجرای برنامه قابل قبول نیاز است. 

 45/2ی شخصی واحد در این مثال برابر رسیدن به پاسخ قابل قبول در یک یارانه ه منظورب  Q9فوریه 

ی های مختلط فوریه از نظر هزینهاین مطلب است که المانبدست آمد، که این نسبت خود شاهدی بر 

 این امر در مسائل بزرگ و تر هستند.مقرون به صرفههای کلاسیک بسیار محاسباتی نسبت به المان

 تواند بطور قابل توجهی تاثیرگذار باشد. پیچیده می
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 59ان ورق مثلثی فوریه تئوری کیرشوف گسستهالم -4-4 DKFT  

 مقدمه -4-4-6

های متداولِ مورد بحث های سازه ای در بسیاری از سازهنیکی از پرکاربردترین الما 34هاها یا ورقصفحه

ی تحلیل از اینرو مطالعات زیادی در زمینه[. 715در مهندسی عمران، مکانیک و هوا فضا هستند ]

و ضخامت ورق، [. براساس نوع مواد تشکیل دهنده 716]مسائل ورق تا کنون صورت گرفته است 

ای هکیرشوف که در مورد ورقها پیشنهاد شده است. در تئوری ورق برای خمش ورقهای مختلفی تئوری

ادق است، از تغییر شکل برشی جانبی ورق صرفنظر نازکی که تحت تغییر شکل های کوچک قرار دارند ص

آنست که یک خط صاف و نرمال به صفحه میانی ورق پیش از شود. فرض اساسی در این تئوری می

 باقیصورت خط صاف و نرمال بر صفحه میانی ورقِ تغییر شکل یافته ه خمش، پس از خمش نیز ب

شود، برشی جانبی ورق در نظر گرفته می تغییر شکل 35میندلینماند. در حالیکه در تئوری ورق می

ه بر روی خط صاف و نرمال بر صفحه میانی ورق پیش از شود که هر نقطه دلخوافرض میبنابراین 

ماند ولی آن خط لزوماً نرمال بر صفحه میانی ورقِ ز خمش نیز بر روی خط صاف باقی میخمش، پس ا

 [.711تغییر شکل یافته باقی نمانده است ]

المان ورق تئوری کیرشوف گسسته  -4-4-5 DKT  

در ابتدا از تئوری ورق شامل تغییر شکل های برشی جانبی ) تئوری ورقِ میندلین( برای بدست آوردن 

فرمولاسیون المان  DKT های شود. در این حالت کمیتهای نازک استفاده میبرای خمش ورق

y, هایو دوران w  مستقل شامل خیز x  0 است و فقط الزامات پیوستگیC  .بایستی برآورده شود

ه های المان بدر طول لبهی کیرشوف نظریه شود وصرف نظر می سپس از انرژی کرنشی برشی جانبی

                                                           
93 Discrete Kirchhoff theorem Fourier element 
94 Plates 

95 Mindlin 
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شود. با این روش المان می صورت گسسته اعماله های جانبی بها و جابجاییدوران منظور مرتبط کردنِ

رق نازک کلاسیک به خوبی شود که به حل وبندی میدرجه آزادی فرمول 3ی با خمشی مثلثی موثر

های مولفههای کوچک، ها با تغییر شکلدر تئوری خمش ورق شود.نامیده می DKTشود که همگرا می

جابجایی هر نقطه با مختصات  , ,x y z  آید.( بدست می23-4)ی از رابطه 

(4-23)      , , , , ,x yu z x y v z x y w w x y     

y, و zجابجایی جانبی در راستای  w  (،23-4) یدر رابطه x   دوران نرمالِ صفحه میانی ورق تغییر

x  شکل نیافته در صفحات z  و y z  است. شایان ذکر است که در تئوری ورق کیرشوف همانطور

y,  مقادیرنشان داده شده است،  42-4که در شکل  x  وابسته به  w ( 91-4ی )است و از رابطه

 آید.بدست می

(4-91) , ,,x x y yw w      

 
 [713خمش در ورق براساس تئوری کیرشوف ] :42-4شکل 

  DKFTجابجایی( در المان ورق  -)انحنا Bماتریس گرادیان  -4-4-9

 آید:( بدست می97-4ی )از رابطه κهای نازک، بردار انحنا در ورق
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(4-97) 
,

,

, ,

x x

y y

x y y x





 

 
 

  
  

κ  

y,ی اول ( تنها شامل مشتقات مرتبه97-4ی )رابطه x   است، بنابراین یافتن توابع شکلی که الزامات

y,سازگاری را برآورده کند آسان است. با این حال، از آنجایی که  x  ( متغیر هستند، 97-4ی )در رابطه

( پدیدار نشده 97-4)ی که در رابطه wی میانی به جابجایی جانبی ران نرمال صفحهضروری است که دَوَ

 شود:ظور فرض های زیر در نظر گرفته میاست مرتبط شود. بدین من

های و دوران w درجه آزادی داشته باشد که عبارتند از جابجایی 3های مثلثی بایستی المان .7

 ,y x   (.49-4در سه گره گوشه ای )شکل 

ورتصه به دنبال حل کیرشوف ورق نازک هستیم، دوران نقاط گرهی بایستی ب از آنجایی که .2

, ,,y x x yw w      .تعریف شود تا شرایط مرزی کیرشوف ارضا شود 

های نازک از المانی که تئوری ورق کیرشوف بر آن حاکم از آنجایی که برای مدل کردن ورق .9

ته صورت گسسه تواند در هر نقطه بمیهای تئوری ورق کیرشوف ، فرضاست استفاده شده است

 اعمال شود. 

y, هایدورانشرایط سازگاری در  .4 x   .نباید از دست برود  

 

 DKFT [713]المان  :49-4شکل 



 33   

 

 شود:گرفته می های زیر در نظرفرض DKFTدر المان پیشنهادی 

y,های دورانالف.        x  شکل شودن یابی مختلط فوریه تخمین زده میبر روی المان با توابع درو( 

4-44.) 

(4-92) 
6 6

1 1

,
i ix i x y i y

i i

N N   
 

    

, ،(92-4ی )در رابطه
i iy x  المان است وی های میانی و گوشهمقادیر گرهی در گره  ,iN    توابع

 بدست آمده است.  4-4-4گرهی است که در بخش  6ن مثلثی شکل مختلط فوریه برای الما

 (:45-4شود )شکل در گره ها به صورت زیر اعمال میی کیرشوف نظریه . ب    

 (9و2و7های )در گره های گوشهگره .7

(4-99) ,

,

x x

y y

w

w





 
  

 
γ  

 شود(دساعتگرد حول مرز المان تعریف میهای میانی )در جهت پادر گره .2

(4-94) , 0; 4,5,6
k ks sw k     

 در طول اضلاع المان، درجه سه است. wتغییرات ج.    

(4-95) , , ,

3 1 3 1
0

2 4 2 4k i js i s j s

ij ij

w w w w w
l l

       

 است.  ijطول ضلع  ijlدهد و را نمایش می ijگره میانی ضلع  k(، 95-4ی )در رابطه

 شود:ه صورت خطی در نظر گرفته میدر طول اضلاع ب n .   تغییرات د  

(4-96)  1

2 i jkn n n     

1,2,3k (، 96-4ی )رابطهدر   باشد. می 23,31,12 های میانی اضلاع ی گرهبه ترتیب نشان دهنده 
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y, جهات مثبت  :44-4شکل  x  [713] 

 
 [713]  ی المان مثلثیهندسه :45-4شکل 

y, ی به منظور محاسبه x   براساس درجات آزادی گرهی 

(4-91) 
1 1 2 2 3 3

T

1 2 3x y x y x yw w w        d  

 در هر ضلع روابط هندسی زیر بایستی برقرار باشد:

(4-93) x n

y s

c s

s c

 

 

    
    
    

  

(4-93) ,

,

xs

yn

c s

s c





    
     

    

  

 شوند. ( تعریف می41-4ی )ده از رابطهبا استفا sو  c(، 93-4( و )93-4در روابط )
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(4-41) cos( , ), sin( , )ij ijc x n s x n   

y, (، عبارات زیر برای 41-4( تا )99-4با استفاده از روابط ) x  آید:بدست می 

(4-47) 
 

 

,

,

T

x x

T

y y

  

  





H d

H d
  

y, (، 47-4ی )در رابطه xH H  های آن تابعی توابع شکل جدید هستند که مولفهایِ مولفه 3بردارهای

 از , 1,2, ,6iN i  ( 61-4ی )گرهی مثلثی که از رابطه 6المان  یعنی توابع شکل مختلط فوریه در

 آید و مختصات گرهی هستند.بدست می

(4-42)  

 

 

 

 

 

 

6 6 5 5 6 6 5 5

5 5 6 6 1 5 5 6 6

1 5 5 6 6 5 5 6 6

4 4 6 6 4 4 6 6

6 6 4 4 2 6 6 4 4

2 6 6 4 4

5 5 4 4

4 4 5 5

3 4 4 5 5

1.5 1.5

1.5 1.5

, ,

1.5

x y

a N a N d N d N

b N b N N e N e N

N c N c N b N b N

a N a N d N d N

b N b N N e N e N

N c N c N

a N a N

b N b N

N c N c N

   

   
 

    
    
 

  
     
 

   
 
 
 
 

  

H H

 
6 6 4 4

5 5 4 4

3 4 4 5 5

4 4 5 5

1.5

b N b N

d N d N

N e N e N

b N b N

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
   
 

  

  

 شوند:ه صورت زیر تعریف می( ب42-4ی )ی مرتبط با مختصات گرهی در رابطهپارامترها

(4-49) 

 

 
 

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

0.25 0.50.75
, ,

0.25 0.5
, ,

,

ij ijij ij ij

k k k

ij ij ij

ij ijij

k k ij ij ij

ij ij

ij i j ij i j

x yx x y
a b c

l l l

y xy
d e l x y

l l

x x x y y y


  


   

   

  

4,5,6k های( اندیس49-4ی )در رابطه   23,31,12 مربوط به اضلاع به ترتیبij  باشند )شکل می

ه ی بین بردار انحنا و بردار درجات آزادی گرهی برابطه( 47-4( و )97-4استفاده از روابط )(. با 4-45

 آید.( بدست می44-4ی )صورت رابطه

(4-44) κ =Bd  
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جابجایی است. از آنجایی که از -ماتریس گرادیان یا تبدیل انحنا،  B( ماتریس 44-4ی )در رابطه

 آید:صورت زیر بدست میبه  Bفرمولاسیون ایزوپارامتریک استفاده شده است، ماتریس 

(4-45) 
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

X N x N x N x N x N x N x

Y N y N y N y N y N y N y

X Y

X Y

 

 

     

     

  
  
 
  
   

J

  

 (،45-4ی )در رابطه ,i ix y  مختصات نقاط گرهی هر المان در دستگاه مختصات کلی است وJ 

 را با دستگاه مختصات کلی مرتبط 31شود که دستگاه مختصات سطحینامیده می 36ماتریس ژاکوبین

 کند.می , 1,2, ,6iN i  آیند و ( بدست می61-4ی )ل مختلط فوریه هستند که از رابطهتوابع شک

در دستگاه مختصات سطحی  ,   اند.تعریف شده 

(4-46) 

 

 

00
1

0 0

T

x y

Y Y

x
X X

y
X X

Y Yy
x

   

   

   
   

    

                                  
             

    

B H H

J

  

(،46-4ی )در رابطه  مشتق در دستگاه مختصات کلی است و بردارهای  33ماتریس اپراتور

   ,x  H  و   ,y  H ( تعریف شده است.42-4ی )در رابطه J .دترمینان ماتریس ژاکوبین است 

( ماتریس 31-4ی )آید و با قرار دادن در رابطهبدست می B( ماتریس 46-4ی )با استفاده از رابطه

 شود. حاصل می DKFTسختی المان 

 

                                                           
96 Jacobian 
97 Area coordinate system 

98 Operator 
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 گرهی مختلط فوریه 1المان مثلثی  -4-4-4

ی رابطه ،اگر تابع میدان جابجایی را با استفاده از یک ترکیب خطی از توابع پایه شعاعی تقریب زده شود

 شود:( حاصل می4-41)

(4-41)      
1

,
n

i i

i

u x y R r a r


  T
R a  

  (،41-4ی )در رابطه ,u x y  ،تابع میدان جابجایی n ی تعداد نقاط گرهی در دامنه ,x y ،  iR r 

 R همینطورام است.  -i مجهول متناظر با گرهضریب  ia ام،  -i تابع پایه شعاعی متناظر با گره 

نُرم اقلیدسی میان نقاط گرهی است که برای  r بردار ضرایب مجهول است. aبردار توابع پایه شعاعی و 

در دامنه ی دو بُعدی  kگره  ,x y شود:( تعریف می43-4ی )با رابطه 

(4-43)    
2 2

k k k kr x x y y     x x  

که در آن  ای ، به بسط تابعیایه شعاعی، میدان توابع چند جملهتوابع پ 33حال به منظور غنی سازی

 شود. استفاده شده بود اضافه میفقط از توابع پایه شعاعی برای تقریب 

(4-43)          
1 1

T, , ,
n m

i i j j

i j

u x y R r a P x y b r x y
 

     R a P b  

جهول متناظر با چند ضریب م jb ای است.ی چند جملهتعداد جملات پایه m (،43-4ی )در رابطه

ی دهیم، معادله( قرار 43-4ی )تصات نقاط گرهی را در رابطهام است. اگر مخ -jی پایهای جمله

 شود. ( حاصل می51-4ماتریسی )

(4-51) ˆ
0 0u = R a +P b  

 ( :51-4ی )در رابطه

                                                           
99 Enrichment 
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(4-57)

 

     

     

     

     

     

     

   

1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1

1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

, , ,

, , ,

, , ,

n m

n m

n n n n n n n n m n nn n n m

T T

n m

R r R r R r P x y P x y P x y

R r R r R r P x y P x y P x y

R r R r R r P x y P x y P x y

a a a b b b

 

   
   
    
   
   
      

 

0 0R P

a b

  

û ی در معادله مقادیر تابع میدان جابجایی در نقاط گرهی یا همان بردار جابجایی گرهی است. بردار

m ( معمولا4-43ً) n  ی از آنجا که در معادله [.61شود تا همگرایی جواب تضمین شود ]فرض می

mو تعداد مجهولات  n ( تعداد معادلات4-43) n ات اضافی بر ( به عنوان الزام52-4ی )است، معادله

 شود تا یکتایی جواب تضمین شود. ای اعمال میجملات پایه چند جمله

(4-52)  
1

, 0, 0
n

j i i i

i

P x y a


  T

0P a  

b موجود باشد، ضرایب مجهول 0R (، اگر معکوس ماتریس متقارن 59-4با حل معادله ماتریسیِ ) ,a 

 آیند.( بدست می54-4ی )ا استفاده از رابطهب

(4-59) 
ˆ ˆ

or
         

         
        

0 0

T

0

R P a u a u
G

P 0 b 0 b 0
  

(4-54) 1
ˆ

   
   

   

a u
G

b 0
  

 شود:( حاصل می55-4ی )ه صورت معادلهی درونیابیِ تابع میدان جابجایی بدر نهایت رابطه

(4-55)        
ˆ

ˆ, , ,u x y r x y x y
 

    
 

T T -1
u

R P G φ u
0

  

(، 55-4ی )در رابطه       1 2, , , ,nx y x y x y x y     φ  ماتریس توابع شکل است که

ن یواین فرمولاس تر بیان شد،همانطور که پیش سازد.های گرهی مرتبط میرا به جابجاییمیدان جابجایی 
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 یای شعاعان روش بدون المان درونیابی نقطهالمان تحت عنوهای بدون اولین بار برای استفاده در روش

 [ ارائه شد.  61] توسط وانگ و لیو

 شوند.تعریف می (56-4ی )صورت رابطه[ به 771، 16توابع پایه شعاعی مختلط فوریه ]

(4-56)   i rR r e   

,(، 56-4ی )در رابطه   .پارامتر شکل در توابع طور که قبلاً اشاره شد، همانپارامتر شکل هستند

ابطه، شوند. به علاوه در این رانتخاب می پایه شعاعی، ثوابتی هستند که به منظور افزایش دقت درونیابی

i است.  711واحد موهومی 

[  بر المان مثلثی 61پیشنهادی وانگ ] RPIM 717روش فرآیند بدست آوردن توابع شکل در با اعمال 

در دستگاه مختصات سطحی و بهره گیری از توابع شکل  46-4گرهی نمایش داده شده در شکل  6

 شود. ارائه می گرهی مختلط فوریه در این بخش 6مثلثی [ المان 16مختلط فوریه ]

 

 گرهی 6المان مثلثی : 46-4 شکل

جمله  5ای با توابع چند جملهبا استفاده از توابع پایه شعاعی مختلط فوریه و میدان  5m  در یک

صورت زیر بدست به  (55-4( تا )43-4)گرهی در دستگاه مختصات سطحی، روابط  6المان مثلثیِ 

 آیند:می

                                                           
100 Imaginary unit 

101 Radial point interpolation method 
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(4-51)  

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

2 2

2 2

22

2 2

22

2 2

1 1

2

1

3

0.5 0.5
4 2

5 0.5

6

0.5

1

,

i

i

i

i

i

i

e
R r

e
R r

eR r
r

R r e
R r

e
R r

e

  

  

  

  

  

  



   







 

 

  

 

 

 
 

 
    
    
         

       
     
     
      
    

 
 

R P  

(4-53) 

2 2 2

2 2 2 5

2 2 2 5

2 2 2

5 2

5 2

1
1 0 0 0 0

1 2 1 1 0 1 0

2 1 1 0 1 0 0

1 0.5 0.5 0.25 0.251

1 0 0.5 0 0
1

1 0.5 0 0.25 0
1

    

    

    

    

    

    

 
  
  
  
  

    
  
  
  
  

 

0 0R P  

2e (، پارامتر 53-4ی )در رابطه


  (، ماتریس 53-4ی )( در معادله53-4باشد. با قرار دادن روابط )می

 G آید. بدست می 

(4-53) 
T

 
  
 

0 0

0

R P
G

P 0
  

( توابع شکل مختلط 61-4ی )( در معادله51-4و روابط ) Gنهایت با قرار دادن معکوس ماتریس در 

 گرهی در دستگاه مختصات سطحی 6ثی فوریه برای یک المان مثل ,  آید.بدست می 

(4-61) 
             

     

1 2 3 4 5 6

T T

, , , , , , ,

, , ,

N N N N N N             

     

   

   
-1

φ

φ R P G
  

 توابع شکل مختلط فوریه بیان شد، با جایگذاری قبلاًکه همانطور که    , , 1, ,6iN i    بدست

شود می های ورق پیشنهاد(، توابع شکل جدیدی برای المان42-4ی )در رابطه( 61-4ی )رابطه آمده از

نامگذاری  DKFTیا به اختصار  "گسستهتئوری کیرشوف مثلثی فوریه "المان ورق  رسالهکه در این 

 شود.های ورق برای نخستین بار در این رساله ارائه میشایان ذکر است که این المان شود.می
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 ها ضروری است:بیانِ سه نکته در مورد این الماندر اینجا 

ی خواص لازم برای یک تابع شکل شامل: خاصیت پیشنهادی، کلیه DKFT. توابع شکل در المان 7

ی هنهایت که تضمین کنندای از مرتبه بیو خاصیت پیوسته تکه یکر ، خاصیت افراز واحددلتای کرون

 باشند.مشتق پذیری آنست، را دارا می

هایی مانند پدیده کند پس قادر استرا ارضا می پیشنهادی تست وصله جابجایی DKFT. المان 2

را نیز با بدست آمدن  ی نیرورا نشان دهد، و تست وصله جابجایی جسم صلب و حالت کرنش ثابت

y,  های خمشی ثابتلنگر xM M های ال تست در راستاهای خمش حول محوردر هر المان با اعمx و

  y و لنگر پیچشی ثابت ، 
xyM براین همگرایی کند، بناعمال تست در راستای پیچش ارضا میبا ا

 شود.ها تضمین میجواب در این المان

باشند، چرا که در فرآیند غنی می  تنها دارای یک پارامتر شکل یعنی DKFT. توابع شکل در المان 9

 شود. حذف می  سازی توابع پایه شعاعی مختلط فوریه، پارامتر شکلِ 

 در یک ورق نازک ویسکوالاستیک 615انحنا-ی لنگربیان نموی رابطه -4-4-9

 719ایزوتروپیکی همگن ی تنش و کرنش در یک مادهبیان شد، رابطه همانطور که در فصل دوم

 شود:الاستیک خطی به صورت زیر بیان میویسکو

(4-67)    
 

0

t
kl

ij ijkl

t
t C t t dt

t





  

  

kl,(، 67-4ی )در رابطه ij  ی تنش و کرنش در لحظه به ترتیب تانسورt باشد ومی 
ijklC  تانسور مرتبه

 کند. را به هم مرتبط می مدول استراحت است که تنش و کرنش مچهار

                                                           
102 Moment-curvature 

103 Isotropic 



018 
 

بدست  (62-4ی )ازک ویسکوالاستیک از رابطهورق نای، لنگر خمشی در یک با فرض حالت تنش صفحه

 آید:می

(4-62)      , , 1,2ij ij
z

M t z t z dz i j   

 آید:بدست می (69-4ی )رشوف ویسکوالاستیک از رابطهزک کیی دلخواه ورق ناکرنش در هر نقطه

(4-69)      , , 1,2kl klz t z t k l    

(، 62-4ی )( در رابطه69-4( و )67-4تانسور انحنا است. با قرار دادن روابط ) kl  (،69-4ی )در رابطه

بدست  h  انحنا در یک ورق کیرشوف نازک ویسکوالاستیک با ضخامت ثابت  -ی لنگرفرم انتگرالی رابطه

 آید.می

(4-64)    
 3

012

t
kl

ij ijkl

th
M t C t t dt

t

 
  

  

های زمانی مجزا مانند به بازه t ( به فرم نموی، خط زمانی64-4ی )به منظور تبدیل رابطه

 1n nt t t   یشود که لنگر در لحظهشود و فرض میتفکیک می  nt  مشخص است. با استفاده از

1nt  ی( لنگر در لحظه64-4ی )رابطه  آید:به صورت زیر بدست می 

(4-65)    
 1

3

1 1
012

nt kl

ij n ijkl n

th
M t C t t dt

t



 


  

  

 ( بازنویسی کرد:66-4توان به صورت )( را می65-4ی )رابطه

(4-66)    
 

 
 1

3

1 1 1
012

n n

n

t t
kl kl

ij n ijkl n ijkl n
t

t th
M t C t t dt C t t dt

t t

 

  

   
       

   
   

( در 66-4ی )( و با قرار دادن رابطه63-4( و )61-4های )به ترتیب با رابطه ijMو  ijklC با تعریف 

 آید.( بدست می63-4ی )به صورت رابطه ijM (،61-4ی )( و بکارگیری رابطه4-63)

(4-61)    1ijkl ijkl n ijkl nC C t t C t t
       

(4-63)    1ij ij n ij nM M t M t    
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(4-63)  
 1

3

12

n

n

t
kl R

ij ijkl n ij
t

th
M C t t dt M

t

  
     

 
  

R (، 63-4در رابطه ی )

ijMشود:به صورت زیر تعریف می 

(4-11)  
0

nt klR

ij ijkl

t
M C dt

t

 
  

  

1nt یدر لحظهمدول استراحت   ی به صورت رابطه بکارگیری مدل ویچرت با استفاده از سری پرونی با

 شود:( بیان می4-17)

(4-17)  
 1

1

1

n

q

t t
Q

ijkl n q

q

C t t C C e


 


 



    

(4-12) q

q

qC


   

های ماکسول و تعداد کل المان Q ام ماکسول و- q زمان استراحت المان q(، 17-4ی )در رابطه

C (،12-4ی )نها، در مدل ویچرت است. در رابطهثابت فنر ت q  ضریب میراگر و qC  ثابت فنر در

 ماکسول در مدل ویچرت است.ام - q المان

های نیمه تحلیلی انتگرال گیری زمانی در مواد ویسکوالاستیک ایده آل سازی تاریخچه بارگذاری در روش

ده سازی شنش در یک گام زمانی به صورت سادهتغییرات کر بسیار متداول است، برای این کار معمولاً

ن انتگرال زمانی به صورت تحلیلی آن است [. ساده ترین تقریب برای بدست آورد777شود ]فرض می

[ برای 47ن روش توسط زینکویچ و همکاران ]شود. ایدر کل یک گام زمانی ثابت فرض می که کرنش

اولین بار پیشنهاد شد. یک تقریب بهتر برای بدست آوردن انتگرال زمانی به صورت تحلیلی آن است که 

[. به جای آنکه کرنش در 779، 772شود ]تقسیم می تهای ثابدار کرنش در یک گام زمانی به تکهمق

تواند به نسبت به زمان در یک گام زمانی مییک گام زمانی به صورت ثابت تقریب زده شود، نرخ کرنش 

همانطور له در این رسا [ نسبت داده شده است.96صورت ثابت فرض شود. این روش به تیلور و همکاران ]

 شده است که در یک گام زمانی نرخ تغییرات کرنش نسبت به زمانفرض که در فصل دوم بیان شد، 
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1n ی زمانی ه عبارت دیگر مقدار کرنش در بازهتواند به صورت ثابت در نظر گرفته شود. بمی nt t t   

 شود.( تخمین زده می19-4ی )با رابطه

(4-19)        kl kl n n nt t R t t H t t      

 ی زمانی است و نرخ تغییرات کرنش در طول بازه R(، 19-4ی )در رابطه nH t t  تابع هویساید

انحنا در یک گام توان دریافت که با این تخمین، نرخ تغییرات ( می19-4ی )از رابطهاست. با استفاده 

در یک گام زمانی ترسیم  انحناتقریب  41-4ت ثابت فرض کرد. در شکل توان به صورزمانی را نیز می

 شده است.

(4-14) kl R t    

 
 t  تقریب انحنا در بازه زمانی : 41-4شکل 

1nغییرات انحنا در یک گام زمانیبردار ت (، 14-4ی )در رابطه nt t t    واست  R  نرخ تغییرات

حلیلی گیری زمانی نیمه تاست. با استفاده از این تقریب انتگرال  ا نسبت به زمان در طول گام زمانیانحن

 شود.( ممکن می63-4ی )از رابطه

(4-15)  
3

12

R

ij ijkl kl ij

h
M C M     

 (:15-4ی )در رابطه

(4-16) 
1

1
1 q

t
Q

ijkl q

q

C C e
t











 
    

 
 

  
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 شود:به صورت زیر حاصل می ijklC (،61-4( در )17-4ی )با قرار دادن رابطه

(4-11) 
 

1

1

n

q q

t t t
Q

ijkl q

q

C C e e
 

  



 
    
 
 

  

R(، 11-4( در )11-4ی )با قرار دادن رابطه

ijM آید:به صورت زیر بدست می 

(4-13)  
2 2

1 1

nosumon ,R

ij ijkl

k l

M A i j
 

    

 شود:به صورت زیر تعریف می ijklA(، 13-4ی )در رابطه

(4-13)  
1

1 q

q

t
Q

ijkl ijkl n

q

A e S t







 
  
 
 

  

qS آید:( به صورت زیر بدست می13-4ی )در رابطه 

(4-31)  
 

 
0

n

n
q

q q

t t

t
kl

ijkl n ijkl

t
S t C e dt

t

 
   

  
 

 
  

وان به تییرات انحنا نسبت به زمان را می(، نرخ تغ31-4ی )تر اشاره شد، در رابطههمانطور که پیش

 صورت زیر تخمین زد:

(4-37)  
 kl kl

n n

t
R t t t t

t t


  
    

 
  

kl (،37-4ی )در رابطه

t




ی بازگشتی زیر برای بنابراین رابطهآید. از گام زمانی پیشین بدست می 

  
qijklS شود:حاصل می 

(4-32)     1q q

q q

t t

ijkl n ijkl n qS t e S t t R e
 



  
    
 
 
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 حدود برای ورق نازک ویسکوالاستیکفرمولاسیون اجزای م -4-4-1

ی های وزن دار بر معادلههمانطور که در فصل دوم بطور کامل توضیح داده شد، با اعمال روش باقی مانده

 شود:حاصل میی انتگرالی زیر ، معادلهتعادل و سپس اعمال انتگرال جزء به جزء

(4-39) 
2

ji ij i i i id f u d T u d    
  

       

جرم واحد   کرنش ناشی از تغییر شکل مجازی، ijتغییر شکل مجازی،  iu (،39-4ی )در رابطه

مرزی از سازه است که تحت نیروی  2 دامنه سازه و ترکشن سطحی، iTنیروی حجمی،  if حجم،

 ترکشن قرار دارد.

 توان به صورت زیر برای یک ورق کیرشوف نازک بازنویسی کرد:( را می39-4ی )رابطه

(4-34) 
2

ji ij i i i iM d f u d T u d   
  

       

 ماتریس انحنای مجازی در ورق نازک کیرشوف است.  ij ماتریس لنگر، jiM(، 34-4ی )در رابطه

1ntی ( در لحظه34-4ی )رابطهمعلوم است،  ntی شود جابجایی در لحظهفرض می با توجه به اینکه  

 شود:به صورت زیر بیان می

(4-35) 
2

1 1 1 1 1 1n n n n n n

ji ij i i i iM d f u d T u d        

  
      

ی توان رابطهمی( بدست آمد، 15-4ی )انحنا که در رابطه -تغییرات لنگری با استفاده از بیان نموی رابطه

( را نیز به فرم نموی تبدیل کرد. مقدار لنگر، انحنای مجازی، تغییر شکل و تغییر شکل مجازی 4-35)

1ntی لحظهدر   شود:به صورت زیر تعریف می 

(4-36) 

1 1

1 1

1 1

1 1

n n n n

ji ji ji ji ji ji

n n n n

ij ij ij ij ij ij

n n n n

i i i i i i

n n n n

i i i i i i

M M M M M M

u u u u u u

u u u u u u

     

     

 

 

 

 

     

     

     

     
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توان نتیجه گرفت که میاست،  شخصم ntی ض شده است مقدار جابجایی در لحظهاز آنجایی که فر

n جابجایی مجازی

iu و انحنای مجازی n

ij یدر لحظه nt .( 36-4ی )با قرار دادن رابطه صفر است

 آید:این معادله به صورت زیر بدست می (،35-4ی )در رابطه

(4-31)   
2

1 1n n n

ji ji ij i i i iM M d f u d T u d    

  
           

 ( بیان کرد:33-4توان به صورت )( را می31-4ی )رابطه

(4-33) 
2

1 1n n n

ji ij i i i i ji ijM d f u d T u d M d     

   
              

 :آیدی زیر بدست میرابطه (33-4( در )15-4ی )با قرار دادن رابطه

(4-33) 2

3
1 1

3

12

12

n n

ijkl kl ij i i i i
A A S

n R

ji ij ji ij
A A

h
C dA f u dA T u dS

h
M dA M dA

    

 

       

    

  

 

  

R و ijklC ضخامت ورق است که ثابت فرض شده است،  h(، 33-4ی )در رابطه

ijM  به ترتیب از

مرزی از  2Sی میانی ورق است و صفحه سطح مقطع A د.آین( بدست می31-4( و )16-4های )رابطه

 ترکشن قرار دارد.ورق است که تحت 

, ی بردارهای تغییرات انحنا رابطه    و بردارهای تغییرات جابجایی گرهی,d d   در یک

 شود:( بیان می37-4( و )31-4به صورت ) DKFTالمان ورق 

(4-31)     B d    

(4-37)     B d     

 (،37-4( و )31-4ی )در رابطه B 4ی )جابجایی است که از رابطه -ماتریس گرادیان یا تبدیل انحنا-

 آید و( بدست می46   ,d d   بردارهای تغییرات جابجایی گرهی در یک المان ورقDKFT 

 شوند:صورت زیر تعریف میهستند که به 
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(4-32)  
1 1 2 2 3 31 2 3

T

x y x y x yd w w w                 

(4-39)

  
1 1 2 2 3 31 2 3

T

x y x y x yd w w w                     

به صورت زیر بدست (، این معادله برای یک المان 33-4( در )37-4( و )31-4ی )هابا قرار دادن رابطه

 آید:می

(4-34) 

            

  

   

   

2

3
1

1

3

12

12

e e

e

e

e

TT e n e

x y
A A

T
n e

x y
S

T n e

A

T R e

A

h
B d C B d dA H H d f dA

H H d T dS

B d M dA

h
B d M dA

  











         

      

    

    

 







  

های ماتریس مولفه(، 34-4ی )در رابطه
T

x yH H   ( در61-4ی )های رابطهبا قرار دادن مولفه 

 از آنجایی کهآیند. ( بدست می42-4ی )رابطه 
T

d ی ت جابجایی گرهی مجازی است، رابطهتغییرا

 آید:( به صورت زیر بدست می4-34)

(4-35) 

        

 
  

  

2

3
1

1

3

12

12

e e

e

e

e

TT e n e

x y
A A

T
n e

x y
S

T n e

A

T R e

A

h
B C B dA d H H f dA

H H T dS

B M dA

h
B M dA

 



        

      

   

   

 







  

 ( بازنویسی کرد:36-4توان به صورت )( را می35-4ی )رابطه

(4-36)          1 2 3 4

e e e e eK d f f f f         

 شوند:( به صورت زیر تعریف می36-4ی )ماتریس و بردارهای موجود در رابطه
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(4-31) 

    

   

   

   

   

2

3

1

1

1

2

3

3

4

12

12

e

e

e

e

e

Te e

A

T
e n e

x y
A

T
e n

x y
S

Te n e

A

Te R e

A

h
K B C B dA

f H H f dA

f H H T dS

f B M dA

h
f B M dA

 



   

   

   

   

   











  

eK(، 31-4ی )در رابطه    ماتریس سختی المان ورقDKFT ،است  1

ef  بردار نیروی المان ناشی

از نیروی حجمی،  2

ef  ،بردار نیروی المان ناشی از ترکشن سطحی 3

ef  بردار نیروی المان ناشی از

لنگر در ابتدای بازه زمانی و  4

ef  .بردار نیروی المان ناشی از تغییرات لنگر در طول بازه زمانی است

به علاوه  d .بردار تغییرات جابجایی گرهی در یک المان است 

( حاصل 33-4ی )لی به صورت رابطهی کُها، پس از اسمبلی رابطهالمانبا در نظر گرفتن مشارکت تمامیِ 

 شود.می

(4-33)     K U F   

 (،33-4ی )در رابطه K ،ماتریس سختی کلی  F بردار نیروی کلی و  U  بردار تغییرات جابجایی

(، یک دستگاه معادلات خطی است که با روش 33-4ی )رابطه است. tگرهی کلی در طول گام زمانی 

 تواند حل شود.میحذفی گاوس 

لاستیک و دقت پیشنهادی در مسائل ویسکوا DKFTهای ورق در اینجا به منظور بررسی عملکرد المان

در ورق های    و در مورد مقدار پارامتر شکلِ شودارائه میچند مثال  های درشتها در مشاین المان

 .شودبحث میهای قطر بزرگ به کوچک مختلف بیضوی با نسبتویسکوالاستیک 
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 های عددیمثال -4-4-1

 گاه ساده تحت بار متمرکز مرکزیورق مربعی ویسکوالاستیک با تکیه مثال اول: -4-4-1-6

سنجی کدُ اجزای محدودِ ویسکوالاستیک نوشته شده و سپس کارآمدیِ ابتدا به منظور صحتاین مثال در 

4maالمان پیشنهادی، یک ورق مربعی ویسکوالاستیک با تکیه گاه ساده با طول    4و عرضmb  

0.1mh و ضخامت  یای با اندازهتحت بار متمرکز پله    100 kN, 0 12sP H t t   ر مرکز د

 آن در نظر گرفته شده است. H tی این مسئله در شکل هندسهباشد. میی تابع هویساید نشان دهنده

 توان تنها یک چهارم آن را مدل کرد.به دلیل متقارن بودن مسئله، مینمایش داده شده است.  4-43

 
 [715ی مثال اول( ]ورق مربعی با تکیه گاه ساده )هندسه :43-4شکل 

یش داده شده در ویچرت سه المانی نما-در این مثال خصوصیات ماده ویسکوالاستیک با مدل ماکسول

که در واقع همان بیان ماکسول مدل جامد استاندارد خطی  شودتوصیف می 43-4شکل  SLS است .

7 ثوابت فنرها در این مدل 

1 3 10 kPaC C    و ضریب میراگر 
73 10 kPas   و نسبت پوآسون 

0.3 ثابت  .در نظر گرفته شده است 
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 ویچرت سه المانی-مدل ماکسول :43-4شکل 

 DKTبرای حل اجزای محدود با المان  w برای مرکز ورق ویسکوالاستیک خیزمقادیر  51-4شکل در 

ویچرت -[ با استفاده از مدل ماکسول716، 715با پاسخ تحلیلی مسئله ] DKFTو المان پیشنهادی 

 مقایسه شده است. 

 
 ی نتایج تحلیلی و اجزای محدود برای جابجایی مرکز ورق ویسکوالاستیک مربعی در مثال اولمقایسه :51-4شکل 

مشخص است نتایج اجزای محدود حاصل از کدُ نوشته شده، با دقت بالایی  51-4همانطور که در شکل 

کامپیوتری نوشته [ تطابق دارد که این مطلب کارآمدیِ برنامه 716، 715با حل تحلیلی و نتایج مرجع ]

 DKFTتوان دریافت که المان می 51-4ی نتایج اجزای محدود در شکل با مقایسه کند.شده را تایید می

و المان به پاسخ باشد چرا که با مِشِ درشتی شامل تنها دمی DKTپیشنهادی توانمندتر از المان 

نمایش  57-4جزای محدود این مسئله در شکل شود. مش استفاده شده در تحلیل اتحلیلی همگرا می

1 سئلهپارامتر شکل در این مداده شده است.  1.9i    .در نظر گرفته شده است 
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 مش بکاربرده شده در تحلیل اجزای محدود مثال اول :57-4شکل 

ز گاه گیردار تحت بار متمرکبیضوی ویسکوالاستیک با تکیهمثال دوم: ورق نازک  -4-4-1-5

 مرکزی

به قطر کوچک aدر مثال دوم، یک ورق ویسکوالاستیک بیضوی با تکیه گاه گیردار با نسبت قطر بزرگ 

b 0.1 مختلف و ضخامتmh   یبا اندازه ایِ مستطیلیضربهتحت بار متمرکز 

       0 010 N, 0 10s , 4sP H t H t t t t       .در مرکز آن در نظر گرفته شده است  H t 

نمایش داده شده است. در  52-4ی مثال دوم در شکل هندسهباشد. می نشان دهنده ی تابع هویساید

 داده شده است.  شانن bو قطر کوچک با  a قطر بزرگ با 52-4شکل 

 

 ی مثال دوم(ای و بیضوی با تکیه گاه گیردار )هندسهورق دایره :52-4شکل 
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-4ویچرت سه المانی که در شکل -سولخصوصیات ماده ویسکوالاستیک با مدل ماکنیز در این مثال 

10.1MPa ثوابت فنرها در این مدل  شود.نشان داده شد توصیف می 43 ,C 0.4MPaC    و ضریب

0.4MPas میراگر    0.3 و نسبت پوآسون ثابت   4. در شکل [71]در نظر گرفته شده است-

a ق ویسکوالاستیک دایره ای با شعاعبرای مرکز ور w  مقادیر خیز 59 b 4m   برای حل اجزای

به وسیله کدُ نوشته شده با نتایج حاصل از مدل  DKFTو المان پیشنهادی  DKTمحدود با المان 

سازیِ مسئله در نرم افزار تجاری آباکوس مقایسه شده است. مش استفاده شده در حل این مثال با نرم 

برابر  DKFTنمایش داده شده است. پارامتر شکل در المان  54-4زار تجاری آباکوس در شکل اف

 0.5 4.1i   .در نظر گرفته شده است 

 

جابجایی عمودی با نتایج آباکوس برای  DKFTو  DKTالمان  4نتایج اجزای محدود با  یمقایسه :59-4شکل 

 ای متمرکز در مرکز ورقمتر تحت بار پله 2ای با شعاع مرکز ورق ویسکوالاستیک دایره

 
المان ورق مثلثی  572ای با نرم افزار آباکوس شامل مش استفاده شده در حل ورق ویسکوالاستیک دایره :54-4شکل 

 مرتبه دوم



021 
 

4st ی در لحظهمرکز ورق ویسکوالاستیک بیضوی  w عمودی مقادیر جابجایی 1-4در جدول    برای

بدست آمده در  DKFTو  DKTالمان  4های مختلف قطر بزرگ به قطر کوچک، با استفاده از نسبت

 یسه شده است. همینطورافزار تجاری آباکوس مقاحاصل از مدل سازیِ مسائل در نرم با نتایج مطالعهاین 

برای حل ورق بیضوی ویسکوالاستیک مورد نظر با   مقادیر پیشنهادی پارامتر شکل 1-4در جدول 

 ارائه شده است. DKFTنسبت قطر بزرگ به کوچک مختلف تنها با چهار المان 

ی نتایج حاصل از تحلیل اجزای محدود ورق بیضوی با نسبت قطر بزرگ به کوچک مختلف در مقایسه :1-4جدول 

4st یلحظه  برای b 4m )مثال دوم(  

نسبت 

قطر 

بزرگ به 

کوچک 

در ورق 

بیضوی

 
a

b
  

 

 

 

مقدار پارامتر 

    شکل

 

تعداد 

های المان

 پوسته مثلثی

با گره میانی 

در مدل 

 آباکوس

 

ورق بیضوی  خیز مرکز

ویسکوالاستیک در 

4stی لحظه   با

استفاده از آباکوس 

  mm 

 

ورق بیضوی  خیز مرکز

ویسکوالاستیک در 

4st ی لحظه   با

المان  4استفاده از 

 DKFT )% خطا( 

 

خیز مرکز ورق 

یضوی ب

ویسکوالاستیک در 

4st ی لحظه   با

المان  4استفاده از 

 DKT )% خطا( 

1.0  4.1 0.5i  512  56.175   0.863 55.69   32.87 37.71  

1.1 3.7 0.001i  1216  61.1252   1.20 60.39   35.80 39.24  

1.2  5.45 0.1i  1176  65.0902   1.44 64.15   39.71 40.22  

1.3  3.3 0.1i  1148  68.1732   0.826 67.61   40.17 40.79  

1.4  3.3 0.1i  1102  70.5531   1.082 69.79   41.77 41.08  

1.5  3.3 0.1i  1088  72.3745   1.11 71.57   43.11 41.17  

1.6  3.3 0.1i  1038  73.7956   1.308 72.83   44.28 41.12  

1.7  3.3 0.1i  1018  74.8993   1.641 73.67   45.27 40.99  

1.8  3.3 0.1i  964  75.7754   1.01 75.01   46.17 40.79  

1.9  3.3 0.1i  938  76.4548   0.817 75.83   46.96 40.55  

2.0  3.3 0.1i  898  77.0801   0.765 76.49   47.74 40.28  

 

پیشنهادی  DKFTگیری از المان مشخص است، با بهره 1-4ه از نتایج ارائه شده در جدول همانطور ک

توان به پاسخ مسئله همگرا شد، که این المان می 4فاده از مشی متشکل از تنها با است فصلدر این 
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راین است. بناب های ورق پیشنهادی در حل مسائل ویسکوالاستیسیتهمطلب نمایانگر توانمندی المان

دهد به مقدار قابل توجهی کاهش می ها هزینه محاسباتی راجه گرفت که استفاده از این المانتوان نتیمی

های ورق کلاسیک بسیار مقرون به نسبت به المانو از نظر مدت زمان تحلیل اجزای محدود مسئله نیز 

0.1  پارامتر شکل توان نتیجه گرفت کهمی 1-4با توجه به جدول صرفه است.  3.3i   توان را می

ک تحت بار متمرکز در مرکز آن، های نازک بیضوی ویسکوالاستیرقبه عنوان مبنا برای مسائل خمش و

 در نظر گرفت.  DKFTدر تحلیل اجزای محدود با المان 

ای لهپگاه گیردار تحت بار ویسکوالاستیک با تکیه ایدایرهمثال سوم: ورق نازک  -4-4-1-9

 ی یکنواختِ یک نیوتن بر متر مربعگسترده

متر در نظر  2ایِ مثال دوم با شعاع مشابه حالت دایره دقیقاًهندسه و خصوصیات ماده در مثال سوم 

ی یکنواخت یک نیوتن بر متر مربع به صورت ایِ  گستردهپله در حالی که تحت بار ،گرفته شده است

       0 02

N
1 , 0 10s, 4s

m
q H t H t t t t       قرار دارد. پارامتر شکل در این مثال برای

0.8 برابر DKFTالمان ورق  2.7i   .ای جابجایی عمودی مرکز ورق دایره در نظر گرفته شده است

 55-4شده است. همانطور که در شکل  نمایش داده 55-4ل در شکل ویسکوالاستیک برای این مثا

حل اجزای محدود به پاسخ مسئله همگرا شده  DKFTمشخص است، تنها با چهار المان پیشنهادی 

ی ی مثلثیِ مرتبهچهار المان پوستهاست. در این شکل پاسخ مسئله، با حل اجزای محدود با استفاده از 

توان های حل شده میگیری از نتایج مثالبا بهره دوم در نرم افزار تجاری آباکوس نیز مقایسه شده است.

های ورق مثلثی هادی، خصوصاً در مقایسه با المانپیشن DKFTدریافت که المان ورق مثلثی خمشی 

 خمشی کلاسیک، المان بسیار توانمندی است چرا که در حالی که دقت بالایی دارد، هزینه محاسباتی

ن روش به راحتی قابل تعمیم برای بدست دهد. شایان ذکر است که ایرا نیز بطور قابل توجهی کاهش می

 شود.نامیده می DKFQچهار ضلعی است که المان ورق آوردن المان 
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با نتایج آباکوس برای جابجایی عمودی مرکز ورق  DKFTالمان  4ی نتایج اجزای محدود با مقایسه: 55-4شکل 

 ی یکنواخت یکه بر واحد سطحای گستردهمتر تحت بار پله 2ای با شعاع  ویسکوالاستیک دایره

  DKFTپارامتر شکل در المان ورق  -4-4-8

برای مسائلی که حل تحلیلی موجود ندارند  DKFTدر المان ورق   برای بدست آوردن پارامتر شکل

شود که مسئله با فرض مجهول بودن ای شکل در مثال دوم و سوم، پیشنهاد میبه عنوان مثال ورق دایره

را به دو قسمت  DKFTحل شود. سپس هر ضلع المان مثلثی  DKFTپارامتر شکل با یک المان 

شود. دوباره مسئله حاصل می DKFTالمان  4بدین صورت یم کرده و این نقاط به هم وصل شود. تقس

میانگین مجموع  تابع هدفشود. المان با مجهول فرض کردن پارامتر شکل حل می 4با استفاده از این 

 مربعات تفاضل مقادیر گرهی 
2

1

1
ObjectiveFunction

n

i i

i

d d
n 

  ی مشخص مثلاً در یک لحظه

4st   ،هر پارامتر شکلشود. در نظر گرفته میدر مثال دوم و سوم  در دو مش متوالی  که تابع هدف

شود. شایان ذکر است که مقادیر گرهی در مش اول در ترین پاسخ می، منجر به دقیقرا حداقل کند

در شکل زیر ها در مش دوم است. تعداد گره n آید ویابی بدست میدارد با درونننقاطی که گره وجود 

 نمایش داده شده است. DKFTبرای تعیین پارامتر شکل در المان ورق فلوچارت روش پیشنهادی 
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  DKFT: فلوچارت روش پیشنهادی برای محاسبه پارامتر شکل در المان ورق 56-4شکل 



024 
 

 فوریه پیشنهادی-المان گاوسین -4-9

 معرفی -4-9-6

با الهام گرفتن از توابع پایه شعاعی گاوسین و توابع پایه شعاعی مختلط فوریه -توابع پایه شعاعی گاوسین

 شود: پیشنهاد میبه صورت زیر برای نخستین بار در این رساله فوریه 

(4-33) 
2

( ) i rB r e    

پارامترهای   و   دهد و ثوابتای را نمایش میهای نقطهمیان داده نُرم اقلیدسی r نیزدر این رابطه 

 شوند.شکل هستند که به منظور افزایش دقت درونیابی انتخاب می

 RPIMای از طریق توابع پایه شعاعی یابی نقطهروش درونفرآیند بدست آوردن توابع شکل در با اعمال 

و استفاده از توابع پایه شعاعی  طبیعی در دستگاه مختصات ر یک المان سه گرهی یک بُعدی ب

 آید:فوریه به صورت زیر بدست می-توابع شکل گاوسین ،فوریه-گاوسین

(4-711) 

    

     

    

1

2

3

1

2

1

1

2

h d

h d

h d

   

  

   

  

   

  

  

 (:711-4ی )در رابطه

(4-717) 

       
2 2 2

1 1

4

3 4

3

3 2

2

1 4 3

2

3 1

i i i

i

i i

i

i i i

h c e e e

e
c

e e

e
d

e e e

     



 



  


       

  


 



   

  

در یک المان سه گرهی یک بعدی در دستگاه را فوریه  -توابع شکل گاوسین 67-4تا  51-4اشَکال 

دهد. در این اشکال، قسمت نمایش می   به ازای مقادیر مختلف پارامتر شکل مختصات طبیعی 
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 به صورت مجزا نشان داده شده است. براساس این اشکال کاملاًحقیقی و قسمت موهومی توابع شکل 

 کنند.فوریه پیشنهادی، خاصیت دلتای کرونیکر را برآورده می -مشخص است که توابع شکل گاوسین

1 10i    

 )الف(

 
 )ب(

 
1   فوریه پیشنهادی برای المان یک بعدی سه گرهی با  -توابع شکل گاوسین :51-4شکل  10i   )الف( ،

 قسمت حقیقی )ب( قسمت موهومی

 

 



026 
 

0.001 0.001i    

 )الف(

 
 )ب(

 
   فوریه پیشنهادی برای المان یک بعدی سه گرهی با  -توابع شکل گاوسین :53-4 شکل 0.001 1 1i   ،

 )الف( قسمت حقیقی )ب( قسمت موهومی

 

 

 

 



 721   

 

1 1i    

 )الف(

 
 )ب(

 
1  فوریه پیشنهادی برای المان یک بعدی سه گرهی با  -توابع شکل گاوسین :53-4شکل  1i   الف( قسمت( ،

 حقیقی )ب( قسمت موهومی
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1i   

 )الف(

 
 )ب(

 
1i  فوریه پیشنهادی برای المان یک بعدی سه گرهی با  -توابع شکل گاوسین :61-4شکل   الف( قسمت( ،

 حقیقی )ب( قسمت موهومی
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5   

 )الف(

 
 )ب(

 
5  فوریه پیشنهادی برای المان یک بعدی سه گرهی با  -توابع شکل گاوسین :67-4شکل   الف( قسمت( ،

 حقیقی )ب( قسمت موهومی

 

ای توان به خاصیت افراز واحد و خاصیت پیوستگی تکهفوریه می-از دیگر خصوصیات توابع شکل گاوسین

 نهایت اشاره کرد.ی بیاز مرتبه



001 
 

فوریه در یک المان یک بعدی سه گرهی از روابط زیر به راحتی قابل -مشتق توابع شکل گاوسین 

 دستیابی است:

(4-712) 

        

   

        

( ) ( )

1 1

( ) ( )

3 3

( ) ( )

2

1 1
1 , ,

2 2

1 1
1 , ,

2 2

2,3,

, 1,2,

2,3,

n n

n n

n n

h h

h h

n

h n

n

     

     

  

   

   



  



  

 (،712-4) یدر رابطه h  و   n
h  ی ی اول و مشتق مرتبهبه ترتیب مشتق مرتبهn-ام تابع

   h   هستند. شایان ذکر است که تابع   h  آید.( بدست می717-4ی )از رابطه 

 فوریه -های دو بعدی چهاروجهی گاوسینالمان -4-9-5

های دو بعدی چهاروجهی، بیان المانفوریه در -در این بخش، پیش از بدست آوردن توابع شکل گاوسین

ی توانمندی توابع شکل پیشنهادی رسد. هدف از این تحقیق مقایسهیک نکته ضروری به نظر می

آیند، ت میای بدسی میدان توابع چند جملهفوریه با توابع شکل کلاسیک یا متداول که بر پایه-گاوسین

طی دو بعدی است. برای رسیدن به این هدف، ی خدر تحلیل اجزای محدود مسائل ویسکوالاستیسیته

دو بعدی استفاده کرد. از آن جایی  های سرندیپیتیهای لاگرانژی دو بعدی و یا المانتوان از المانمی

، در نیست فوریه قابل ارائه-با استفاده از توابع شکل گاوسین Q4گرهی دو بعدی  4که المان لاگرانژی 

گره  3فوریه از المان لاگرانژی دو بعدی با -ی توابع شکل کلاسیک و گاوسینبرای مقایسه این بخش

Q9  که کمترین تعداد گره ممکن را پس ازQ4 های چهاروجهی دارد و المان سرندیپیتی در بین المان

با استفاده  Q4گرهی دو بعدی  4استفاده شده است. المان لاگرانژی  Q8یعنی با کمترین تعداد گره 

فوریه قابل دستیابی نیست، چرا که این توابع شکل از طریق غنی سازی توابع -از توابع شکل گاوسین

های المان در هر راستای درجه کمتر از تعداد گره ای با حداکثر دوپایه شعاعی با میدان توابع چند جمله

 دستگاه مختصات طبیعی بدست می آیند m nها در المان . از آن جایی که تعداد گرهQ4  در هر

2n راستا، دو گره است یعنی    2 ، پس حداکثر مقدارm n   .0 برابر صفر خواهد بودm   بیانگر
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ی صفر یا به عبارت دیگر یک عدد ثابت به توابع پایه ای درجهاضافه کردن میدان توابع چند جمله

نشان داده شده در  Q9 فوریه-گاوسین در نهایت توابع شکل متناظر با هر گره در المانشعاعی است. 

 شوند:به صورت زیر حاصل می 62-4شکل 

(4-719) 
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 در دستگاه مختصات طبیعی  Q9فوریه  -ای لاگرانژیِ گاوسینالمان صفحه :62-4شکل  ,  

فوریه پیشنهادی با توابع شکل متناظر کلاسیکشان در حل -ی توابع شکل گاوسینبه منظور مقایسه

نیز استفاده  Q8توان از المان سرندیپیتی با کمترین تعداد گره یعنی مسائل ویسکوالاستیک خطی می

های توان همانند المانهای سرندیپیتی دو بعدی را نمیفوریه در المان-توابع شکل گاوسینکرد. 

لاگرانژی دو بعدی از حاصل ضرب توابع شکل متناظر با هر گره، در هر راستای دستگاه مختصات طبیعی 

فوریه، بایستی هر دو میدان توابع پایه -های سرندیپیتی گاوسینبدست آورد. در المان  و  یعنی 

سازی در دستگاه مختصات طبیعی دو بعدی در نظر گرفته ای، از ابتدای فرآیند غنیشعاعی و چند جمله

نشان داده  Q8بر المان سرندیپیتی RPIMروش فرآیند بدست آوردن توابع شکل در با اعمال شوند. 

( حاصل 715-4ی )فوریه متناظر با هر گره به صورت رابطه-، توابع شکل گاوسین69-4شده در شکل 

 شوند:می

 

 در دستگاه مختصات طبیعی Q8فوریه  -المان سرندیپیتی گاوسین :69-4شکل  ,  
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(4-715) 
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 (:715-4ی )در رابطه

(4-716) 
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(4-711) 
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 (،711-4ی )در رابطه 1, ,8iB i  فوریه است که به -بردار توابع پایه شعاعی گاوسینهای مولفه

 شود:( تعریف می713-4ی )صورت رابطه
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ها سازی تنپارامتر شکل هستند، که در نهایت پس از ساده  و  (،713-4( و )711-4در روابط )

خصوصیات توابع شکل المان یک بعدی ی شایان ذکر است که کلیه ماند.باقی می  پارامتر شکل

 Q9و  Q8فوریه -ای گاوسینصفحه هایالمان فوریه در المان دو بعدی نیز برقرار است. -گاوسین

 کنند. ی نیرو و جابجایی را ارضا میتست وصله

 های عددیمثال -4-9-9

 مقدمه -4-9-9-6

در تحلیل اجزای محدود مسائل فوریه  -پیشنهادی گاوسین هایدقت و توانمندی المان در این بخش

 خصوصیات ماده دقیقاً همانند بخش شود.از طریق دو مثال عددی بررسی میویسکوالاستیک خطی 

 یهبطور مشخص مادشود. در نظر گرفته می Q9های مختلط فوریه المان های عددیمثال

ویسکوالاستیک توسط بیان ماکسول جامد خطی استاندارد  SLS ثابت فنر  در این مدل شود.مدل می

نسبت  فرض شده است. 7/1و ثابت فنر در موازی تنها برابر  4/1و ضریب میرایی در المان ماکسول برابر 

ون پیشنهادی از فرمولاسی هادر این مثالفرض شده است.  9/1ی مورد نظر ثابت و برابر پوآسون ماده

ئل ویسکوالاستیک استفاده تر بیان شد، برای تحلیل اجزای محدود مساکه پیش [71]زوکر و همکاران 

0.1stشده است و گام زمانی در تحلیل اجزای محدود   نظر گرفته شده است. در 
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 ل اول: تیر کنسول تحت بار متمرکزمثا -4-9-9-5

 ،مختلط فوریهای صفحهمتر و ارتفاع یک متر همانند مثال اول بخش المان  21یک تیر کنسول با طول 

تحت بار متمرکز      1 11 ; 0 40s, 10sP H t H t t t t         به عنوان مثال اول در نوک تیر

ئم نوک تیر با حل برای جابجایی قاتحلیل اجزای محدود ی نتایج مقایسه در نظر گرفته شده است.

 نمایش داده شده است. 64-4تحلیلی در شکل 

 
 Q9فوریه  -های کلاسیک لاگرانژی و گاوسیننتایج تحلیلی و نتایج اجزای محدود با استفاده از المان :64-4شکل 

 نوک تیر(برای مثال اول )جابجایی 

 64-4نتایج نشان داده شده در شکل  استفاده شده در تحلیل اجزای محدود که منجر به Q9های مش

 نمایش داده شده است. 65-4شود در شکل می

 
 استفاده شده در حل مثال اول Q9های اجزای محدود مش :65-4شکل 
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له با ی مسئفوریه با استفاده از تقریب هندسه-های گاوسینمقدار پارامتر شکل در این مثال برای المان

1.8iبرابر  Q9فوریه -یک المان گاوسین   .ای مختلط های صفحهمشابه بخش المانبدست آمد

 66-4در شکل سازی با روش ازدحام ذرات بدست آمد و با استفاده از یک کدُ بهینهاین تقریب فوریه، 

با برای این مثال ای محدود شایان ذکر است که نسبت زمان حل کدُ اجزنمایش داده شده است. 

شخصی واحد برای بدست آوردن جواب قابل قبول با استفاده از المان کلاسیک  بکارگیری یک رایانه

ی آنست که استفاده بدست آمد که نشان دهنده Q9 ، 4416/5فوریه -به المان گاوسین Q9لاگرانژی 

های کلاسیک لاگرانژی از نظر هزینه محاسباتی بطور قابل فوریه نسبت به المان -های گاوسیناز المان

نکه پیش از حل اجزای محدود بایستی پارامتر شکل توجهی مقرون به صرفه است حتی با وجود ای

 مناسب تخمین زده شود.

 
فوریه با پارامتر شکل  -ی مثال اول با استفاده از المان لاگرانژی گاوسینی دقیق و تقریب هندسههندسه :66-4شکل 

 1.8i  

های سرندیپیتی کلاسیک با المان Q8فوریه-گاوسینهای سرندیپیتی ی عملکرد المانبه منظور مقایسه

نتایج عددی ها نیز انجام شده و ، تحلیل اجزای محدود مثال اول با استفاده از این المان Q8یا متداول 

 مقایسه شده است. 61-4با حل تحلیلی در شکل 
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ی سرندیپیت ای شامل دو المان از نوعتحلیلی و نتایج اجزای محدود با استفاده از شبکه ی نتایجمقایسه :61-4شکل 

 برای مثال اول )جابجایی نوک تیر( Q4لاگرانژی کلاسیک  و المان Q8فوریه  -کلاسیک و سرندیپیتی گاوسین

با استفاده  61-4که نمودارهای شکل  Q4و  Q8 دو المان از نوعهایی متشکل از ، شبکه63-4شکل 

 دهد.ها حاصل شده اند را نمایش میاز آن

 
شان داده شده در نمودارهای شکل نتایج نکه منجر به  Q4و  Q8های متشکل از دو المان از نوع مش :63-4شکل 

 شده است برای مثال اول  4-69

سازی بهینهبا روش  Q8فوریه -شایان ذکر است، مقدار پارامتر شکل در المان سرندیپیتی گاوسین

2.7 ، در این مثال برابر ای مختلط فوریههای صفحهپیشنهادی در بخش المانی هندسه 1.1i   

 بدست آمد. 
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 سیلندر تحت فشار محاط با روکش صلبمثال دوم:  -4-9-9-9

داخلی تحت فشار  متر 4متر و شعاع خارجی  2با شعاع داخلی  طویل ویسکوالاستیکیک سیلندر 

   100 Pa ; 0 40sP H t t   ای مختلط فوریه ی صلب همانند بخش المان صفحهدر یک پوسته

-با استفاده از المان گاوسیننتایج تحلیلی و اجزای محدود به عنوان مثال دوم در نظر گرفته شده است. 

ی ضخامت میانی دلخواه بر روی برای جابجایی شعاعی یک نقطه Q9و کلاسیک لاگرانژی  Q9فوریه 

 نمایش داده شده است. 63-4سیلندر در شکل 

 

و   Q9های کلاسیک لاگرانژی ی نتایج تحلیلی و نتایج اجزای محدود با استفاده از المانمقایسه :63-4شکل 

 ی دلخواه بر روی ضخامت میانی سیلندر(شعاعی یک نقطهبرای مثال دوم )جابجایی  Q9فوریه  -گاوسین

از  63-4نتایج نشان داده شده در شکل  های استفاده شده در حل اجزای محدود این مسئله کهمش

 نمایش داده شده است.  11-4ها بدست آمده است، در شکل آنطریق 

 

 استفاده شده در حل مثال دوم Q9های اجزای محدود مش :11-4شکل 



 793   

 

ابر فوریه بر -المان گاوسینیک ی مسئله با پارامتر شکل در این مثال با استفاده از تخمین هندسه

  0.1 1 1i   ((17-4)شکل ) در نظر گرفته شده است. 

 
فوریه با پارامتر شکل -گاوسینی مثال دوم با استفاده از توابع شکل ی دقیق و تقریب هندسههندسه :17-4شکل 

  0.1 1 1i   

برای رسیدن به پاسخ قابل قبول مسئله، نسبت زمان اجرای کدُ اجزای محدود تهیه شده در یک  

فوریه متناظر پیشنهادی  -به المان گاوسین Q9کامپیوتر شخصیِ واحد برای المان کلاسیک لاگرانژی 

 بدست آمد. 1413/71

کلاسیک  هایپیشنهادی نسبت به المانفوریه -گاوسینهای توان دریافت که المانی نتایج میبا مقایسه

تر ندبسیار توانمدر تحلیل اجزای محدود مسائل ویسکوالاستیک لاگرانژی و سرندیپیتی همتای خود 

گر، از طرف دی شوند.های تحلیلی همگرا میهای به مراتب کمتری به پاسخهستند، چرا که با تعداد المان

 هایالمان محدود مسائل ویسکوالاستیک در مقایسه باهای مختلط فوریه در تحلیل اجزای المان

 . توانمندتر هستندفوریه پیشنهادی -گاوسین
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 المان چندربعی تعمیم یافته پیشنهادی -4-1 XMQ  

 معرفی -4-1-6

 شود.( تعریف می713-4[ به صورت رابطه )61پایه شعاعی چندربعی تعمیم یافته ]تابع 

(4-713)    2 2
q

B r c r   

هستند که پارامتر  حقیقیثوابت  q  و c ای وهای نقطهنُرم اقلیدسی میان داده r (،713-4) یدر رابطه

 شوند که دقت تقریب را بالا ببرند. شوند و به صورتی انتخاب میشکل نامیده می

ای با استفاده از توابع پایه شعاعیقطهیابی نروش درونبا استفاده از فرآیند تعیین توابع شکل در 

  RPIM طبیعییک المان سه گرهی یک بُعدی در دستگاه مختصات  در   و استفاده از توابع پایه

 د:آیبه صورت زیر بدست می یافتهچندربعی تعمیم، توابع شکل یافتهچندربعی تعمیمشعاعی 

(4-771) 

    

    

    

1

2

3

1
2

2

1
2

1
2

2

h g e
g

h g e
g

h g e
g

   

  

   

  


  

  

  

 (:771-4ی )در رابطه

(4-777) 

         

     

   

2 22 2 2 2

2 2 2

2 2

1 1 2

3 4 1 4

1

q q

q q q

q q

h c c c

g c c c

e c c

          

    

  

  

یافته برای نخستین بار در این رساله بدست آمده است. های چند ربعی تعمیمشایان ذکر است که المان

وابع خصوصیات لازم برای ت یتوان نشان داد که توابع شکل چند ربعی تعمیم یافته، کلیهبه راحتی می

ت و غیره نهایای از مرتبه بید، پیوسته بودن تکهصیت افراز واحشکل شامل خاصیت دلتای کرونیکر، خا
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، توابع شکل چند ربعی تعمیم یافته در یک المان مرزی 37-4تا  12-4های شکلباشند. در را دارا می

 های شکل نمایش داده شده است. گرهی برای مقادیر مختلف پارامتر سه

 
,0.5سه گرهی یک بعدی برای ابع شکل چند ربعی تعمیم یافته برای یک المانوت :12-4شکل  0.001q c    

 

,0.1 توابع شکل چند ربعی تعمیم یافته برای یک المان سه گرهی یک بعدی برای :19-4شکل  0.1q c  



042 
 

   

,0.1 توابع شکل چند ربعی تعمیم یافته برای یک المان سه گرهی یک بعدی برای :14-4شکل  0.01q c  

  
,0.1  توابع شکل چند ربعی تعمیم یافته برای یک المان سه گرهی یک بعدی برای :15-4شکل  0.05q c  

 

,0.1  توابع شکل چند ربعی تعمیم یافته برای یک المان سه گرهی یک بعدی برای :16-4شکل  1q c  



 749   

 

 
,0.5ابع شکل چند ربعی تعمیم یافته برای یک المان سه گرهی یک بعدی برای وت :11-4شکل  0.1q c   

 
,5ابع شکل چند ربعی تعمیم یافته برای یک المان سه گرهی یک بعدی برای وت :13-4شکل  1q c   

 
,2  توابع شکل چند ربعی تعمیم یافته برای یک المان سه گرهی یک بعدی برای :13-4شکل  1q c  
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,5ابع شکل چند ربعی تعمیم یافته برای یک المان سه گرهی یک بعدی برای وت :31-4شکل  5q c   

 

,20ابع شکل چند ربعی تعمیم یافته برای یک المان سه گرهی یک بعدی برای وت :37-4شکل  2q c   

یافته مشتق اول توابع شکل در هر گره با استفاده از رابطه یک المان سه گرهی چند ربعی تعمیمبرای 

 آید:( بدست می4-772)

(4-772) 

    

    

    

1

2

3

1

2

1

1

2

h g
g

h
g

h g
g

  

  

  

  

 

  
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  (،772-4) یدر رابطه h   مشتق اول تابع  h  ( تعریف شده است. 777-4است که در رابطه )

-4) یام توابع شکل چند ربعی تعمیم یافته در یک المان سه گرهی یک بعدی از رابطه -n مشتق 

 آید.( بدست می779

(4-779) 

        

        

        

1

2

3

1

2

1

1

2

n n

n n

n n

h
g

h
g

h
g

  

  

  








  

 (، 779-4) یدر رابطه     ; 2,3,
n

h n   مشتق n-  ام تابع  h  .است 

 

 یافتهای چهاروجهی چندربعی تعمیمالمان صفحه -4-1-5 XMQ  

در دستگاه مختصات طبیعی  Q9 یافتهچندربعی تعمیمتوابع شکل متناظر با هر گره در المان  ,  

 :آیدبدست میبه صورت زیر  32-4نشان داده شده در شکل 

 

در دستگاه مختصات طبیعی Q9المان دو بعدی لاگرانژی چندربعی تعمیم یافته  :32-4شکل  ,   
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(4-774) 

       

       

       

       

       

       

       

      

1 2

2 2

3 2

4 2

5 2

6 2

7 2

8 2

1
, 2 2

4

1
, 2 2

2

1
, 2 2

4

1
, 2 2

2

1
, 2 2

1
, 2 2

2

1
, 2 2

4

1
, 2

2

h g e h g e
g

h g e h g e
g

h g e h g e
g

h g e h g e
g

h g e h g e
g

h g e h g e
g

h g e h g e
g

h g e h
g

      

     

      

     

    

     

      

     

    


    

    


    

    


    

    


    

       9 2

2

1
, 2 2

4

g e

h g e h g e
g

      

 

    
  

توان نشان داد که این المان ( تعریف شده اند. به سادگی می777-4) یدر رابطه eو  g و ثوابت hتابع 

پیشنهادی، تست وصله شامل تست وصله جابجایی و تست وصله نیرو را  Q9یافته چندربعی تعمیم

 باشد.کند، بنابراین شرط همگرایی جواب در روش المان محدود را دارا میبرآورده می

 ها در دسترس است، با استفاده ازکه پاسخ تحلیلی آندر بخش بعد، دو مثال عددی ویسکوالاستیک 

های در این مسائل تعداد المانپیشنهادی حل شده است.  Q9های چندربعی تعمیم یافته المان

مورد نیاز در حل اجزای محدود برای رسیدن به  Q9و کلاسیک لاگرانژی  Q9چندربعی تعمیم یافته 

 پاسخ تحلیلی و همینطور زمان تحلیل مقایسه شده است. 
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 های عددیمثال -4-1-9

 مقدمه -4-1-9-6

وریه و ای مختلط فهای صفحهتر با استفاده از المانی ویسکوالاستیک که پیشدر این بخش، دو مسئله

های حل خواهد شد و با المان Q9یافته های چندربعی تعمیمفوریه حل شد، با استفاده از المان-گاوسین

های قبل با استفاده خصوصیات ماده مطابق بخشمقایسه خواهد شد.  Q9ای کلاسیک لاگرانژی صفحه

از بیان ماکسول مدل جامد خطی  SLS  ،به ترتیب برای فنر در المان  7/1و  4/1 برابر با  با ثوابت فنر

شود. تعریف می 4/1مدل ماکسول برابر موجود تنها و ضریب میرایی در میراگر موازی ماکسول و فنر 

های قبل از فرمولاسیون مانند بخشفرض شده است.  9/1همینطور نسبت پوآسون ثابت و برابر با 

ها استفاده خواهد شد و گام زمانی د این مثالپیشنهادی زوکر و همکاران در تحلیل اجزای محدو

0.1st   .در نظر گرفته شده است 

 یر طره تحت بار متمرکز در نوک آنمثال اول: ت -4-1-9-5

20mLیک تیر طره با طول  39-4شکل  بعی شکل با عمق و ضخامت یک متر، با سطح مقطع مر 

 .دهدمی کند را نمایش( تبعیت می775-4ی )رابطه تحت یک بار متمرکز در نوک آن که از

 
 [71]هندسه و بارگذاری تیر کنسول در مثال اول  :39-4شکل 

(4-775)      1 11 N; 0 40s, 10sP H t H t t t t         

(، 775-4ی )در رابطه H t باشد. خیز در نوک تیر که با واحد یا هویساید می تابع پله Lw  نمایش

های کلاسیک لاگرانژی هایی از المانشبکهداده شده است به عنوان مجهول در نظر گرفته شده است. 
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Q9 یافته و چندربعی تعمیمQ9 ت در شکل که در تحلیل اجزای محدود این مثال استفاده شده اس

 نتایج تحلیلی با نتایج اجزای محدود مقایسه شده است. 35-4نشان داده شده است و در شکل  4-34

 
 Q9یافتهو چندربعی تعمیم Q9های کلاسیک لاگرانژی های اجزای محدود متشکل از المانمش :34-4شکل 

 استفاده شده در حل مثال تیر طره

 
و چندربعی  Q9های کلاسیک لاگرانژی ی نتایج تحلیلی و اجزای محدود با استفاده از المانمقایسه :35-4شکل 

 برای تیر طره مثال اول Q9یافته تعمیم

یافته ی مسئله با یک المان چندربعی تعمیمپارامترهای شکل در این مثال با استفاده از تقریب هندسه

,11ها تخمین زده شد و مقدار آن 1.52q c   ی مثال تقریب هندسه 36-4در نظر گرفته شد. شکل

 دهد.های شکل ذکر شده را نمایش مییافته پیشنهادی با پارامترچندربعی تعمیم اول با استفاده از المان
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با پارامتر  Q9یافته هندسه دقیق و بازتولید هندسه مثال تیر کنسول با استفاده از المان چندربعی تعمیم :36-4شکل 

,11شکل  1.52q c   

رسد که، نسبت زمان حل کدُ اجزای محدود با بکارگیری در اینجا بیان این مطلب ضروری به نظر می

یک کامپیوتر شخصی واحد به منظور رسیدن به یک پاسخ قابل قبول با استفاده از المان کلاسیک 

ی آنست بدست آمد که نشان دهنده 4617/4برابر با  Q9یافته به المان چندربعی تعمیم Q9لاگرانژی 

اجزای محدود مسائل ویسکوالاستیک در  در تحلیل Q9یافته های چندربعی تعمیمکه استفاده از المان

  ی مقرون به صرفه است.های کلاسیک لاگرانژی از نظر زمان محاسبات بطور قابل توجهالمان مقایسه با

 ی صلبفشار محُاط با یک استوانه سیلندر تحت مثال دوم: -4-1-9-9

 4متر و شعاع خارجی  2ای طویل ویسکوالاستیک با شعاع داخلی یک مخزن استوانه 31-4در شکل 

متر  تحت فشار داخلی    100 Pa; 0 40sP H t t   ی صلب قرار گرفته استکه در یک پوسته، 

 شده است.  هنمایش داد

 
 [71] هندسه و بارگذاری مخزن تحت فشار مثال دوم :31-4شکل 
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 نمایش داده شده است. 33-4ده در تحلیل این مثال در شکل های اجزای محدود استفاده شمش

 

 Q9یافته و چندربعی تعمیم Q9های کلاسیک لاگرانژی های اجزای محدود متشکل از المانشبکه :33-4شکل 

 بکارگرفته شده در حل مثال دوم

یافته پارامترهای شکل در این مثال با استفاده از تخمین هندسه مسئله با یک المان چندربعی تعمیم

Q9  4برابر, 4q c   ی دقیق مخزن تحت فشار با تخمین ، هندسه33-4بدست آمده است. در شکل

,4با پارامترشکل  Q9یافته هندسه مسئله با کمک المان چندربعی تعمیم 4q c   مقایسه شده

 است.

 
یافته مثال مخزن تحت فشار با استفاده از المان چندربعی تعمیم یی دقیق و بازتولید هندسههندسه :33-4شکل 

Q9  4با پارامتر شکل, 4q c   
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در تحلیل اجزای محدود برای رسیدن به  Q9جایی که با بکارگیری المان چندربعی تعمیم یافته از آن

نیاز  Q9های کلاسیک لاگرانژی های به مراتب کمتری نسبت به المانپاسخ قابل قبول به تعداد المان

ی است، بدیهی است که زمان اجرای برنامه نیز بسیار کمتر خواهد بود و بطور قابل توجهی در هزینه

شود. برای همگرایی به حل تحلیلی مسئله، نسبت زمان اجرای کدُ اجزای یی میجومحاسباتی صرفه

به المان چندربعی  Q9محدود نوشته شده در یک رایانه شخصی واحد برای المان کلاسیک لاگرانژی 

نتایج حاصل از تحلیل ی از طرف دیگر، با مقایسه بدست آمد. 2225/77پیشنهادی  Q9یافته تعمیم

 و Q9یافته های چندربعی تعمیمالماناجزای محدود مسائل ویسکوالاستیک خطی با استفاده از 

 توانمندتر هستند.  Q9های مختلط فوریه توان دریافت که المانمی،  Q9های مختلط فوریه المان

 

 

 

 

 

 

 

 

 



002 
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تحلیل المان مرزی مسائل : فصل پنجم

 های چندربعیز المانالاستواستاتیک با استفاده ا

 یافتهتعمیم
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 مقدمه -9-6

پیوسته دشوار است و برای  هاییافتن حل تحلیلی برای بسیاری از مسائل کاربردی مکانیک محیط

ها، با پیشرفت سریع رایانهتواند غیر ممکن باشد، از اینرو مسائل با هندسه و بارگذاری پیچیده می

است. در دهه های اخیر ایجاد شده  سازه های عددی بسیاری برای حل عددی مسائل مهندسیروش

ند با گسسته سازی دامنه تواوش میهای عددی غالب، روش اجزای محدود بوده است. این ریکی از روش

های کوچک و بکارگیری توابع شکل برای تخمین مشارکت متغیرهای حالت مانند جابجایی و به المان

های قبل از این روش در فصل[. 774بکار گرفته شود ]سازه تنش برای حل بسیاری از مسائل مهندسی 

المان مرزی به عنوان یک روش عددی جایگزین روش استفاده شد.  های ویسکوالاستیکیل سازهحلتبرای 

قدرتمند و فراگیر برای روش المان محدود، به خصوص در مواردی که روش اجزای محدود از دقت کافی 

[. روش المان 775نهایت، شناخته شده است ]برخوردار نیست مانند تمرکز تنش و مسائل با حوزه بی

در حل مسائل مهندسی متنوعی مانند الاستواستاتیک، تواند مرزی نیز مانند روش المان محدود می

ارتعاشات، انتقال حرارت، سیالات، مکانیک شکست، پلاستیسیته و ویسکوالاستیک، الاستودینامیک، 

غیره بکار گرفته شود. برتری روش المان مرزی نسبت به روش المان محدود آنست که در این روش تنها 

تر ههای کمتر و استفاده سادایجاد المانکه این موضوع سبب  سازی مرز مسئله نیاز استگسستهبه 

توان دریافت که در ایجاد فرمولاسیون شود. با مطالعه ادبیات فنی مینسبت به روش المان محدود می

روش المان مرزی از دو رویکرد شامل فرمولاسیون مستقیم و غیر مستقیم استفاده شده است. فرضیات 

[ بحث شد. اما فرمولاسیون المان مرزی 776ی مستقیم اولین بار توسط کوپرادزه ]تئوری معادله انتگرال

با استفاده  7361[ در سال 771مستقیم به منظور استفاده در مسائل مهندسی اولین بار توسط ریتزو ]

اثبات شد. در این فرمولاسیون، مجهولات جابجایی ها و ترکشن ها روی مرزها  714از اتحاد سومیگلیانا

های ترکشن ها و جابجاییگیری عددی ی های درون حوزه از طریق انتگرال، و تنش ها و جابجایاست
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[ از فرمولاسیون مستقیم با کمک تابع تنش ایری 773مرزی بدست می آید. جاسوان، مایتی و سیم ]

المان [ از این فرمولاسیون 773برای حل مسائل الاستواستاتیک دو بعدی استفاده کردند. سپس کروس ]

مرزی برای حل مسائل الاستواستاتیک سه بعدی استفاده کرد. اولین بار حل مسائل الاستودینامیک با 

های [ نخستین بار المان727[ ارائه شد. لاچات ]721استفاده از این فرمولاسیون توسط کروس و ریتزو ]

 درجات بالا را در این فرمولاسیون بکار گرفت. 

وند شی با روش غیر مستقیم، مجهولات مجازی در سیستم معادلات تعریف میدر فرمولاسیون المان مرز

 آیند و سپسکه هیچ مفهوم فیزیکی مستقیمی ندارند. در این روش ابتدا مجهولات مجازی بدست می

شوند. از تنش ها و جابجایی های حقیقی با انتگرال گیری مجهولات مجازی بر روی مرز محاسبه می

[ و همینطور 776توان به کارهای کوپرادزه ]مرتبط با روش غیر مستقیم مینخستین پژوهش های 

[ روند تکامل فرمولاسیون روش غیر 724-726[ اشاره کرد. در مراجع ]729، 722ماسونت و اولیویرا ]

مستقیم بیان شده است. فرمولاسیون المان مرزی مستقیم نسبت به غیر مستقیم از نظر ایده و استفاده 

 تر است. از آن در کاربردهای مختلف متداولست، به همین دلیل استفاده ساده تر ا

 های. برخی دیگر از حلمورد استفاده در الاستواستاتیک، حل کلوین است 715پرکاربردترین حل اساسی

ر شود که منجر به دقت و کارآمدی بیشتاساسی الاستواستاتیک برای برخی کاربردهای ویژه استفاده می

نهایت اشاره کرد که توسط تِلسِ و شود. از آن جمله می توان به حل نیم صفحه بیمی در حل مسئله

[ پیشنهاد و در مسائل ژئومکانیک با موفقیت استفاده شده است. حل اساسی ویژه دیگری که 721بِرِبیا ]

 [ پیشنهاد شده است در مسائل ترک کاربرد دارد. 723توسط اسِنایدِر و کروس ]

یافته های چندربعی تعمیماز این رساله، المان سوم در فصل XMQ  سه گرهی در دستگاه مختصات

لمان در ایافته برای نخستین بار پیشنهاد شد و خصوصیات توابع شکل چندربعی تعمیم طبیعی 
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هادی در تحلیل المان مرزی مسائل های پیشندر این بخش از این المانبیان شد. پیشنهادی 

 الاستواستاتیک دو بعدی استفاده خواهد شد. 

 فرمولاسیون مسائل الاستواستاتیک -9-5

تعادل است که برای یک جسم همسانگرد همگن  یحاکم بر مسائل الاستواستاتیک، معادله یمعادله

شود. برای هر نقطه به صورت زیر تعریف می 716ی حجمیهاالاستیک خطی در حالت عدم وجود نیرو

تعادل در حالت عدم  یمعادله  و مرز   یدر یک سازه دو بعدی با دامنه x دلخواه با مختصات

 [.723شود ]( بیان می7-4) یوجود نیروی حجمی به صورت رابطه

(5-7)    , , 0; 1,2 ; 1,2j ii i iju u i j        

 کند. در این رابطه ( از قرارداد جمع انیشتین تبعیت می7-5ی )رابطه j ju u x  میدان جابجایی را

هستند و کاما نشان دهنده مشتق نسبت  711ثوابت لامه  و  دهد.نمایش می x در نقطه با مختصات

 به مختصات مکانی یک نقطه در دامنه است.

 فرمولاسیون معادلات انتگرالی مرزی برای مسائل الاستواستاتیک -9-9

حاکم بر مسئله به فُرم انتگرالی در  ی(، معادله7-5ی )های وزن دار بر معادلهماندهبا اعمال روش باقی 

متناظر  713آید. متداول ترین تابع وزن مورد استفاده در روش المان مرزی، حل اساسی یا تابع گرینمی

نهایت است. با اعمال اتحاد گرین بر معادله انتگرالی بر روی دامنه بی یبا بردار نیروی واحد وارد بر حوزه

  ، [ .791آید ]( بدست می2-5) یمعادله انتگرالی مرزی به صورت رابطه 

(5-2)     * *d dc u p u u p 
 

    k k k k k k  
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ضریب  c 
k شود:( به صورت زیر تعریف می2-5ی )در رابطه 

(5-9) 
 

 

 

0

1
smooth boundary

2

lk

lk

c

c

c

 

  

  

 

 

 

k

k

k

  

x، و نقطه میدانی  منبع  یبه علاوه برای نقطه * * ,u u k k x  حل اساسی جابجایی و

  * * ,p p k k x ( ،2-4) یحل اساسی ترکشن دو نقطه ای است. در رابطه uk ینشان دهنده 

 تنش یا ترکشن است.بردار  pk جابجایی و

توان ( بر روی مرز تعریف شده است، از آن می2-5) یاز آن جایی که تمامی جملات انتگرالی در رابطه

 پایه برای بدست آوردن فرمولاسیون المان مرزی استفاده کرد.  یبه عنوان معادله

 ی انتگرالیگسسته سازی معادله -9-4

های چند ربعی تعمیم یافته ی پایه برای استفاده از المانمعادله( به عنوان 2-5ی انتگرالی )معادله حال

 هایمسئله توسط یک سری المان شود. بدین منظور مرز دامنهدر روش المان مرزی در نظر گرفته می

 ایی و ترکشن در طول هر المانشود. سپس مقادیر جابجمرزی چند ربعی تعمیم یافته گسسته سازی می

ی ، معادله i ی مرزی شود. برای هر نقطهها نوشته میگرهی آن بر حسب مقادیر ربعی تعمیم یافتهچند

 [ .791شود ]( نوشته می4-5) ی( پس از گسسته سازی به صورت رابطه2-5انتگرالی )

(5-4) * *

1 1j j

NE NE
i i j j

j j

c u p d u d
 

 

         
   

  Φ u Φ q  

ماتریس توابع شکل است که  Φ های چند ربعی تعمیم یافته و تعداد المان NE(، 4-5) یدر رابطه

 آیند. ( بدست می6-5) یهای آن از رابطه( ارائه شده است و درایه5-5) یدر رابطه

(5-5) 
     

     
1 2 3

1 2 3 2 6

0 0 0

0 0 0

     

     


 
  
 

Φ  
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(5-6) 

    

    

    

1

2

3

1
2

2

1
2

1
2

2

h g e
g

h g e
g

h g e
g

   

  

   

  


  

  

  

تابع  h   و پارامترهای,g e شوند:تعریف شدند. در اینجا نیز برای یادآوری تکرار می در فصل سوم 

(5-1) 

         

     

   

2 22 2 2 2

2 2 2

2 2

1 1 2

3 4 1 4

1

q q

q q q

q q

h c c c

g c c c

e c c

          

    

  

  

q,(، 1-5ی )در رابطه c ِچندربعی تعمیم یافته هستند. توابع شکلِ پارامترهای شکل 

شود (، این رابطه به صورت زیر نوشته می4-5) یهای مرزی موجود در رابطهنتگرالا یپس از محاسبه

[791. ] 

(5-3) 
1 1

N N
ij j ij j

j j 

 H u G p  

بردار  ju های مرزی هستند، گره شماره jو  i های مرزی است.تعداد گره N(، 3-5) یدر رابطه

 جابجایی و 
j

p بردار ترکشن در گره j-هستند.  امij
H و ij

G المان مرزی  ی معمولهاماتریس

مامی گره های توان برای ت( را می3-5) یکنند. معادلهرا به هم مرتبط می j و iهای هستند که گره

 ( حاصل شود3-5های کلی نوشت، تا سیستم کامل معادلات به صورت رابطه )مرزی براساس ماتریس

[791.] 

(5-3) Hu = Gp  

(، معادلات تعادل 3-5) یهای معمول المان مرزی هستند. معادلهماتریس G و H(، 3-5ی )در رابطه

دهدکه با اعمال شرایط مرزی بر آن به استاتیکی در شرایط عدم وجود نیروی حجمی را نمایش می

AX صورت = F آید. در این رابطه، در میF  بردار معلومات که حاصل ضرب شرایط مرزی موجود در
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بردار مجهولات شامل  Xماتریس ضرایب و  A است. G و  Hهای ضرایب متناظرشان در ماتریس

AXی معادلههای مرزی است. ایی ها و ترکشن های مجهول در گرهجابج = F  یک سیستم از معادلات

 تواند با روش حذفی گاوس حل شود. جبری خطی است که می

 پارامتر شکل -9-9

یابی برای روش اجزای هایی برای بدست آوردن پارامتر شکل موجود در توابع درونروش سوم در فصل

در روش اجزای مرزی برای بدست آوردن پارامترهای شکل مناسب  فصلدر این  محدود پیشنهاد شد.

برای هر مسئله از یک روش آزمون و خطا مبتنی بر دو مش بندی متوالی استفاده شده است. در این 

آید. سپس هر المان در مش دا مقادیر مجهولات گرهی مسئله با یک مش درشت بدست میروش ابت

شود. معیار همگرایی جمع اول به دو المان تقسیم شده و مجدداً مقادیر مجهولات گرهی محاسبه می

تفاوت مقادیر گرهی در دو مش متوالی است. شایان ذکر است، در جایی که در مش اول گرهی مربعات 

آید. در فرآیند آزمون و خطا هر پارامتر دارد، مقدار مجهولات در آن نقطه با درون یابی بدست میوجود ن

شکلی که منجر به کمترین مقدار معیار همگرایی شود، به عنوان پارامتر شکل مناسب برای آن مسئله 

 [. 16شود ]انتخاب می

 مثال های عددی -9-1

 مقدمه -9-1-6

بررسی دقت و توانایی توابع شکل چند ربعی تعمیم یافتهدر این قسمت به منظور  XMQ  یلحلتدر 

ه شده است و نتایج حاصل از مسائل الاستواستاتیک با استفاده از روش المان مرزی سه مثال عددی ارائ

ده مقایسه شهای مرزی چند ربعی تعمیم یافته با المان مرزی کلاسیک لاگرانژی و حل تحلیلی المان

لاستیک برای هر سه مثال به صورت، مدول یانگ ی ارد نیاز برای تعریف خصوصیات مادهاست. ثوابت مو
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 52 10E    0.25 و نسبت پوآسون   در نظر گرفته شده است. در هر سه مثال فرض شده است

 کنند. یک سیستم سازگار پیروی می مقادیر عددی از نظر ابعاد از یکه کلیه

 مثال اول: تیر کنسول تحت بار برشی در راًس آن -9-1-5

به عنوان مثال اول در نظر گرفته شده است. طول تیر برابر  7-5کنسول نشان داده شده در شکل  تیر

20L   4 و عمق آن برابرh  4 است و راسً تیر تحت یک بار برشی شده فرضP   قرار دارد

 نشان داده شده است.  2-5المان مرزی این مثال در شکل  [. مش استفاده شده در حل717]

 
 [717هندسه و بارگذاری  تیر کنسول تحت بار برشی مربوط به مثال اول ] :7-5شکل 

 

 [717مش المان مرزی استفاده شده در مثال اول و دوم ] :2-5شکل 

از مقاومت مصالح به راحتی برای میدان جابجایی و  ایصفحهحل تحلیلی این مسئله در حالت تنش 

 آید.تنش به صورت زیر بدست می
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(5-71) 

   

     

 

2
2

2
2 2

2
2

6 3 2
6 4

3 4 5 3
6 4

; 0;
2 4

x

z

y

z

xx yy xy

z z

Py h
u L x x y

EI

P h x
u y L x L x x

EI

P L x y P h
y

I I



 

  

  
      

  

 
       

 

  
    

 

  

با عرض واحد است. با در نظر  zمقطع تیر حول محور خمش  ممان اینرسی zI (، 71-5ی )در رابطه

 با  E ای، حل تحلیلی با جایگزینی مدول یانگ کرنش صفحه گرفتن مسئله به صورت یک مسئله
21

E


 

 با   و نسبت پوآسون 
1




نتایج بدست آمده  7-5آید. در جدول ( بدست می71-5ی )در رابطه 

های مرزی سه گرهی چند ربعی تعمیم یافته و کلاسیک مجهول گرهی با استفاده از المان برای مقادیر

توان دریافت که نتایج حاصل از می 7-5شده است. با استفاده از جدول  لاگرانژی با حل تحلیلی مقایسه

توابع شکل چند ربعی تعمیم یافته در مقایسه با توابع شکل کلاسیک لاگرانژی تطابق بسیار بهتری با 

یک های کلاسمقدار قابل توجهی نسبت به المان حل تحلیلی دارد، به طوری که در تمامی گره ها خطا به

,2.5 ا کرده است. پارامترهای شکل در این مثال کاهش پید 1q c  .در نظر گرفته شده است 

المان مرزی سه گرهی چند ربعی تعمیم یافته و  4ی نتایج حاصل از حل المان مرزی با استفاده از مقایسه :7-5جدول 

 کلاسیک لاگرانژی با حل تحلیلی در مثال تیر طره

 

 شماره گره

 

 راستا

پارامتر گرهی 

 مجهول

المان مرزی 

کلاسیک 

 لاگرانژی)خطا %(

المان مرزی چند 

ربعی تعمیم یافته 

 )خطا %(

 

 حل تحلیلی

 

7 

 

 

 x 
xx  3135/74 

(91/51) 

9117/23 

(999/2) 

91 

 y 
yu  111171113/1-

(51/69) 

111157794/1-

(135/3) 

111146315/1- 

 

2 

 

x  
xu  111471949/1-

(49/61) 

111344915/1- 

(46/71) 

117154633/1- 

y  
yu  117219611/1-

(33/61) 

112147141/1- 

(73/77) 

119135393/1- 

 

9 

x  
xu  111633335/1-

(91/51) 

117675353/1- 

(37/74) 

117416251/1- 
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y  
yu  114791433/1-

(13/51) 

11341737/1- 

(43/2) 

113641625/1- 

 

4 

x  
xu  111111/1 111111/1 111111/1 

y  
yu  114797211/1-

(75/51) 

113951134/1- 

(34/2) 

113641625/1- 

 

5 

 

x  
xu  111633335/1 

(91/51) 

1176753533/1 

(37/74) 

117416251/1 

y  
yu  114791433/1-

(13/51) 

11341737/1- 

(14/2) 

113641625/1- 

 

6 

x  
xu  111471949/1 

(49/61) 

111344915/1 

(46/71) 

117154633/1 

y  
yu  117219611/1-

(33/61) 

11214714/1- 

(73/77) 

119135393/1- 

 

1 

x  
xx  3135/74- 

(91/51) 

9117/23- 

(999/2) 

91- 

y  
yu  111171113/1-

(51/69) 

111157794/1- 

(135/3) 

111146315/1- 

3 x  
xx  1111/1 111111/1 111111/1 

y  
xy  43/7 (61/1) 43/7 (61/1) 5/7 

 

 مثال دوم: تیر دو سر ساده تحت بار گسترده سینوسی -9-1-9

به عنوان مثال دوم در نظر گرفته شده است. همانند  9-5ساده نمایش داده شده در شکل  تیر دو سر

20L مثال قبل طول تیر برابر   4 و عمق تیرh  ی ست. تیر مورد نظر تحت بار گستردهفرض شده ا

 سینوسی به صورت  sin xq
L

  1.5 قرار دارد که در آنq  [ مش 717در نظر گرفته شده است .]

نمایش داده شده  2-5کل استفاده شده در حل المان مرزی مثال دوم مشابه مثال اول است و در ش

 است. 
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 [717ی تحت بار گسترده سینوسی مربوط به مثال دوم ]هندسه و بارگذاری تیر دو سر ساده :9-5شکل 

 باشد.( می77-5) یحل تحلیلی برای مثال دوم به صورت رابطه

(5-77) 

         

     

     

         

       

       

 

0 0

0 0

2

cos { 1 sinh 1 cosh

1 sinh 2cosh

1 cosh 2sinh }

sin { 1 cosh 1 sinh

1 cosh 1 sinh

1 sinh 1 cosh }

sin {

x

x

y

y

xx

u x A y B y
E

C y y y

D y y y y u

u x A y B y
E

C y y y

D y y y y u

x


    

   

    


    

    

     

  

    

    

      

    

     

       

    

       

         

     

       

2

2

sinh cosh

sin 2cosh cosh 2sinh }

sin { sinh cosh }

cos { cosh sinh

cosh sinh sinh cosh }

yy

xy

A y B y

C y y y D y y y

x A C y y B D y y

x A y B y

C y y y D y y y

 

     

      

    

     



         

    

  

         

  

همانند مثال قبل، با در نظر گرفتن مسئله به صورت یک مسئله کرنش صفحه ای، حل تحلیلی با 

با  Eجایگزینی مدول یانگ 
21

E


با   و نسبت پوآسون 

1




 آید.می( بدست 77-5) یدر رابطه 

 (:77-5ی )در رابطه
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(5-72) 

 

   

 

   
 

 

 

2

0
2

0 0

cosh
2

;

2 sinh cosh
2 22

sinh
2

; 1 2

2 sinh cosh
2 22

tanh 1 ; 0
22

coth 1
22

x

y

hq
D

h Lh h

hq
C u B C

h Eh h

h hA D u

h hB C





  





  

  

 

 
 

 
 


     

 
 

 

 
     

 

 
   

 

  

نتایج حاصل از توابع شکل چند ربعی تعمیم یافته و کلاسیک لاگرانژی و همینطور حل  2-5در جدول 

های مرزی سه گرهی چند مقادیر مجهول گرهی حاصل از المان یتحلیلی ارائه شده است. با مقایسه

یم های چند ربعی تعممشخص است که استفاده از المان کلاسیک لاگرانژی کاملاًربعی تعمیم یافته و 

,1.9 شود. در این مثال از پارامترهای شکل یافته منجر به کاهش خطا می 2.21q c   استفاده شده

 است.

المان مرزی سه گرهی چند ربعی تعمیم یافته  4ی نتایج حاصل از تحلیل المان مرزی با استفاده از مقایسه :2-5جدول 

 و کلاسیک لاگرانژی با حل تحلیلی در مثال دوم

 

 شماره گره

 

 راستا

پارامتر گرهی 

 مجهول

المان مرزی 

کلاسیک 

 لاگرانژی)خطا %(

المان مرزی 

چند ربعی 

تعمیم یافته 

 )خطا %(

 

 تحلیلیحل 

 

7 

 

x  
xu  111469537/1-

(37/97) 

11153723/1- 

(7/79) 

111631352/1- 

y  
yu  111117/1 111111/1 111111/1 

 

2 

 

x  
xu  111111932/1 

(44/5) 

111111176/1 

(23/7) 

111111371/1 

y  
yu  117963224/1-

(23/47) 

11227133/1- 

(32/4) 

112991996/1- 

 

9 

 

x  
xu  111413915/1 

(92/97) 

111193392/1 

(22/6) 

111636431/1 

y  
yu  111117515/1 111111/1 111111/1 
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4 

 

x  
xu  111174135/1 

(44/5) 

111176713/1 

(19/9) 

111175694/1 

y  
xy  4634/9  (13/2) 5261/9(73/7) 5637/9 

 

5 

 

x  
xu  111451439/1-

(51/92) 

11693165/1- 

(79/4) 

11661935/1- 

y  
yu  111117932/1 11111/1 111111/1 

 

6 

x  
xu  111111932/1 

(44/5) 

111111176/1 

(23/7) 

111111371/1 

y  
yu  117932719/1-

(76/47) 

11272332/1- 

(91/3) 

112943132/1- 

 

1 

x  
xu  111465211/1 

(33/97) 

111643357/1 

(34/4) 

111639173/1 

y  
yu  111117932/1 11111/1 111111/1 

 

3 

x  
xx  1111/1 11111/1 111111/1 

y  
xy  4634/9  (13/2) 5261/9(73/7) 5637/9 

 

  pمثال سوم: سیلندر تحت فشار داخلی -9-1-4

به عنوان مثال سوم در نظر گرفته شده است. شعاع  4-5ای نمایش داده شده در شکل استوانهسیلندر 

10aداخلی سیلندر    25و شعاع خارجی آنb  سیلندر مورد نظر تحت فشار  فرض شده است و

100p داخلی  [ شایان ذکر است که به دلیل تقارن تنها 717قرار دارد .]بع هندسه مسئله لازم است ر

نشان داده شده  6-5(. مش بندی مرزی استفاده شده در حل مثال سوم در شکل 5-5مدل شود )شکل 

 است. 
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 [717هندسه و بارگذاری سیلندر تحت فشار داخلی مربوط به مثال سوم ] :4-5شکل 

 
 [717اعمال شرایط تقارن در مسئله سیلندر تحت فشار برای مثال سوم ] :5-5شکل 

 
 [717مش المان مرزی استفاده شده در مثال سوم ] :6-5شکل 
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 713حل تحلیلی این مثال به عنوان یک مثال کلاسیک الاستیسیته به راحتی با استفاده از تابع تنش اِیری

 ( قابل دستیابی است. 79-5) یبه صورت رابطه

(5-79) 2

2

0

0

r

rr

r

B
u Ar

r

u

D
C

r

D
C

r













 



 

 



  

, ضرایب مجهول  , ,D C B A آیند:( بدست می74-5) یصورت رابطهه ب (79-5ی )در رابطه 

(5-74) 

  

 

2

2 2

2 2

2 2

2

2 2

2 2

2 2

2

2

pa
A

b a

pa b
B

b a

pa
C

b a

pa b
D

b a

 




 










  

های قبل، نتایج حاصل از حل المان مرزی همانند مثالثوابت لامه هستند.   و  (،74-5ی )در رابطه

نتایج حاصل از توابع  یارائه شده است. با مقایسه 9-5ای مقادیر مجهول گرهی در جدول و تحلیلی بر

های توان دریافت که استفاده از المانشکل چند ربعی تعمیم یافته با توابع شکل کلاسیک لاگرانژی می

 شوند و تطابق بهتری با مقادیر حل تحلیلیور موثری منجر به کاهش خطا میچند ربعی تعمیم یافته بط

,0.5 دارند. مقادیر پارامتر شکل در این مثال  3q c    .در نظر گرفته شده است 

 

 

                                                           
109 Airy stress function 
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المان مرزی سه گرهی چند ربعی تعمیم یافته و  4ی نتایج حاصل از حل المان مرزی با استفاده از مقایسه :9-5جدول 

 کلاسیک لاگرانژی با حل تحلیلی در مثال سوم

 

 شماره گره

 

 راستا

پارامتر گرهی 

 مجهول

المان مرزی 

کلاسیک 

 لاگرانژی)خطا %(

المان مرزی چند 

ربعی تعمیم یافته 

 )خطا %(

 

 تحلیلیحل 

 

7 

 

x  
xu  11131376/1 

(36/7) 

111379515/1 

(51/7) 

11319415/1 

y  
yy  4131/721- 

(63/1) 

74193/793- 

(41/1) 

1352/793- 

 

2 

x  
xu  11576632/1 

(93/2) 

115717241/1 

(23/2) 

11523991/1 

y  
yy  2157/53- 

(67/1) 

1969/51- 

(73/1) 

3219/51- 

 

9 

x  
xu  11493353/1 

(61/7) 

11449413/1 

(66/1) 

11446423/1 

y  
yy  3721/95- 

(33/5) 

65931/93- 

(46/7) 

1352/93- 

 

4 

x  
xu  1197594/1 

(69/7) 

1197517/1 

(175/1) 

11975619/1 

y  
yu  1197594/1 

(69/7) 

1197517/1 

(175/1) 

11975619/1 

 

5 

x  
xx  3721/95- 

(33/5) 

65931/93- 

(46/7) 

1352/93- 

y  
yu  11493353/1 

(61/7) 

11449413/1 

(66/1) 

11446421/1 

 

6 

x  
xx  2157/53- 

(67/1) 

1969/51- 

(73/1) 

3219/51- 

y  
yu  11576632/1 

(93/2) 

115717241/1 

(23/2) 

11523991/1 

 

1 

x  
xx  4131/721- 

(63/1) 

74193/793- 

(41/1) 

1352/793- 

y  
yu  11131376/1 

(36/7) 

111379515/1 

(51/7) 

11319517/1 

 

3 

x  
xu  11553743/1 

(53/7) 

11567421/1 

(73/7) 

11563277/1 

y  
yu  11553743/1 

(53/7) 

11567421/1 

(73/7) 

11563277/1 
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 و پیشنهادات برای گیرینتیجه :فصل ششم

 کارهای آینده
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 گیرینتیجه -1-6

وابع ای از طریق تیابی نقطهروش درونفرآیند بدست آوردن توابع شکل در  گیری ازدر این رساله با بهره

شعاعی پایه  RPIM های جدیدی در دستگاه مختصات طبیعی که یک روش بدون شبکه است، المان

های نوین در تحلیل اجزای محدود سپس از این المان. ارائه شدهای بر پایه المان برای استفاده در روش

های الاستیک استفاده شد و نتایج حاصل از این های ویسکوالاستیک و تحلیل اجزای مرزی سازهسازه

طور بمقایسه شد. ای بر پایه توابع شکل چند جملهکلاسیک متداول های ها با نتایج حاصل از المانالمان

ته یاففوریه و چندربعی تعمیم-پایه شعاعی مختلط فوریه، گاوسین مشخص با بکارگیری توابع XMQ

ای نه گرهی های چهاروجهی صفحه، توابع شکل در المان Q9 ها برای حل مسائل بدست آمد و از آن

ی نتایج اجزای محدود در با مقایسهای استفاده شد. ای و کرنش صفحهویسکوالاستیک تنش صفحه

متداول های نسبت به المانارائه شده های مدرن مشخص شد که المانهای عددی حل شده، مثال

مسائل ل در ح کلاسیک از نقطه نظر سرعت همگرایی به پاسخ تحلیلی و هزینه محاسباتی و زمان تحلیل

 تایج مشخص شد که المان مختلط فوریه بر دوی نهمچنین با مقایسه توانمندتر بودند.ویسکوالاستیک 

فوریه و چندربعی تعمیم یافته در حل این کلاس از مسائل برتری دارد. -المان مدرن پیشنهادی گاوسین

های ورق به منظور تحلیل اجزای محدود بنابراین از توابع پایه شعاعی مختلط فوریه برای تقویت المان

های ورق تئوری کیرشوف گسسته بطور مشخص، المانه شد. های نازک ویسکوالاستیک استفادورق

 DKT های جدید المان ورق فوریه تئوری کیرشوف گسسته با توابع پایه شعاعی تقویت شد و این المان

 DKFT  .های پیشنهادی نسبت به های عددی نشان داد که این الماننتایج حاصل از مثالنامیده شد

های متداول همتای خود المان DKT های کلاسیک ورق، هزینه محاسباتی را به میزان قابل و المان

 دهند. توجهی کاهش می

در یک روش عددی بر پایه المان دیگر چندربعی تعمیم یافته نوین پیشنهادی  هایدر ادامه از المان

کل توابع شکمک مرزی مسائل الاستواستاتیک با  تحلیل اجزاییعنی روش اجزای مرزی استفاده شد. 
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یک در مقایسه با توابع شکل کلاسها و برتری آنمؤید توانمندی این توابع شکل چندربعی تعمیم یافته 

 لاگرانژی بود. 

 آیندهو کارهای هادات پیشن -1-5

ی توابع پایه شعاعی در حل عددی معادلات دیفرانسیل با مشتقات توابع شکل نوین بر پایهبکارگیری 

ر تواند به توانمندتای جدید و نوپا در پژوهش است و میهای بر پایه المان عرصهبا استفاده از روشجزئی 

 ها کمک کند. آنها و رفع نقاط ضعف کردن این روش

ی مهندسی سازه و مکانیک جامدات تحقیقات متنوعی قابل انجام است ی این رساله، در حوزهدر ادامه

 شود.ها در زیر اشاره میکه به برخی از آن

های بر پایه المان دیگر مانند روش اجزای محدود مرزی مقیاس ها در روشاستفاده از این المان -7

شده  SBFEM  

 های نوین در تحلیل المان مرزی مسائل ویسکوالاستیک خطیده از الماناستفا -2

 های نوین در تحلیل المان محدود مسائل مکانیک شکستاستفاده از المان -9

های نوین پیشنهادی در تحلیل المان محدود مسائل دینامیک پیشرو ) با نرخ استفاده از المان -4

کرنش بالا مانند ضربه و انفجار  Explicit Dynamics ) 

 های بزرگ )غیر خطیهای نوین پیشنهادی در حل عددی مسائل با تغییر شکلاستفاده از المان -5

 هندسی(

های نوین پیشنهادی در حل عددی مسائل پلاستیک ) غیر خطی مادی( و استفاده از المان -6

 ویسکوپلاستیک

 

 



002 
 

 منابع:

معادلات با  ،ها و تبدیلات فوریهانتگرالها، ریاضیات مهندسی: سری"( 7936ع، )  [ شیدفر7]

 .63چاپ دوازدهم، انتشارات دالفک، تهران، ص  "مشتقات جزئی ، توابع مختلط

[2] Timoshenko, S. P. and Goodier, J. N. (1987) “Theory of Elasticity”, Third Edition, 

Mc Graw-Hill, New York, USA. 

[3] Sadd, M. H. (2014) “Elasticity: Theory, Applications and Numerics”, Third 

Edition, Academic Press, USA. 

[4] Brinson, H. F. and Brinson, L. C. (2015) “Polymer Engineering Science and 

Viscoelasticity: An Introduction”, Second Edition, Springer, New York, USA. 

[5] Lakes, R. (2009) “Viscoelastic Materials”, Cambridge University Press, New York, 

USA. 

[6] Tschoegl, N. W. (1989) “The Phenomenological Theory of linear Viscoelastic 

Behavior: An Introduction”, Springer-Verlag, Berlin, Germany. 

[7] Christensen, R. (2012) “Theory of Viscoelasticity: An Introduction”, Elsevier 

Science, USA. 

[8] Flugge, W. (2013) “Viscoelasticity”, Springer, Berlin, Germany. 

[9] Wang, J. and Liu, G. (2002) “A point interpolation meshless method based on radial 

basis functions, International Journal for Numerical Methods in Engineering, 54, 11, 

pp. 1623-1648. 

[10] Zocher, M. A., Groves, S. and Allen, D. H. (1997), “A three dimensional finite 

element formulation for thermoviscoelastic orthotropic media” International Journal 

for Numerical Methods in Engineering, 40, 12, pp. 2267-2288. 

[11] Zocher, M. A. (1995), Ph.D. Dissertation, “A thermoviscoelastic finite element 

formulation for the analysis of composites”, Aerospace Engineering Department., Texas 

A&M University, USA. 



 719   

 

[12] Plunkett, R. (1992), Damping Analysis: An Historical Perspective, pp. 562-569, In: 

“M3D: Mechanics and Mechanisms of Material Damping”, ASTM STP 1169, Kinra 

V. K. and Wolfenden A., Philadelphia, USA. 

[13] Coulomb, C. A. (1784) Recherches theoretiques et experimentales sur la force de 

torsion et sur l’elasticite des fils de metal, Acad. Sci., Paris, France. 

[14] Timoshenko, S. P. (1983) “History of Strength of Materials”, Dover, New York, 

USA. 

[15] Vicat, L. T. (1834), “Note sur l’allgnemet progressif du fil de fer soumis a diverses 

tensions”, Annales, Ponts et chausees, Memoires et Documents, 7. 

[16] Weber, W. (1835), “Uber die Elastizitat der Seidenfaden”, Annalen der Physik und 

Chemie (Poggendorf’s), 34, pp. 247-257. 

[17] Kohlrausch, R. (1847), “Ueber das Dellmann’sche Elektrometer”, Annalen der 

Physik (Leipzig), 72, pp. 353-405. 

[18] Zener, C. (1948), “Elasticity and Anelasticity of Metals”, University of Chicago 

Press, Chicago, USA. 

[19] Weber, W. (1841), “Uber die Elastizitat fester korper”, Annalen der Physik und 

Chemie (Poggendorf’s), 54, pp. 247-257. 

[20] Scher, H., Shlesinger M. F. and Bendler J. T. (1991), “Time-Scale Invariance in 

Transport and Relaxation”, Physics Today, 44, pp. 26-34. 

[21] Maxwell, J. C. (1867), “On the Dynamical Theory of Gases”, Philosophical 

Transactions of the Royal Society London , Series A, 157, pp.49-88. 

[22] Boltzmann, L. (1874), “Zur Theorie der Elastischen Nachwirkunan”, sitzungsber., 

Kaiserlich Akad Wissen Math., Naturwissen, 70, pp. 275-306. 

[23] Markovitz, H. (1977), “Boltzmann and Beginnings of Linear Viscoelasticity”, 

Transactions of the Society of Rheology, 21, pp. 381-398. 

[24] Volterra, V. (1959), “Theory of Functionals and of Integral and Integro-

Differential Equations”, Dover, New York, USA. 



004 
 

[25] Leaderman, H. (1943), “Elastic and creep properties of Filamentous materials 

and other High Polymers”, The Textile Foundation, Washington DC, USA. 

[26] Tobolsky, A.V. and Andrews, R. D. (1945), “Systems manifesting Superposed 

Elastic and Viscous Behavior”, Journal of Chemical Physics, 13, pp. 3-27. 

[27] Ferry, J. D. (1950), “Mechanical Properties of Substances of High Molecular 

Weight. VI. Dispersion in Concentrated Polymer Solutions and Its Dependence on 

Temperature and Concentration”, Journal of American Chemical Society, 72, pp. 

3746–3752. 

[28] Plazek, D. J. (1996), “Oh, Thermorheological Simplicity, Wherefore Art Thou?” 

Journal of Rheology, 40, pp. 987–1014. 

[29] Maxwell, J. C. (1877), “Constitution of Bodies”, Scientific Papers, pp. 616–624. 

[30] Volterra, V. (1928), “Sur la Theorie Mathematique des Phenomenes Her editaires”, 

Journal de Mathematiques Pures et Appliquees, 7, pp. 249–298. 

[31] Lee, E. H. and Rogers, T. G. (1963) “Solution of Viscoelastic stress analysis 

problems using measured creep or relaxation functions”, Journal of Applied Mechanics, 

30, 1, pp. 127-133. 

[32] Hopkins, I. L. and Hamming, R. W. (1957) “On Creep and Relaxation”, Journal of 

Applied Physics, 28, 8, pp. 906-909. 

[33] King, I. P., (1965), Ph.D. Dissertation, “On the Finite Element Analysis of two-

dimensional stress problems with time dependent properties”, University of California, 

Berkeley, CA, USA. 

[34] Taylor, R. L. and Chang, T. Y. (1966) “An approximation method for 

Thermoviscoelastic stress analysis”, Nuclear Engineering and Design, 4, 1, pp. 21-28. 

[35] Chang, T. Y., (1966), Ph.D. Dissertation, “Approximate solutions in linear 

Viscoelasticity”, University of California, Berkeley, CA, USA.  

[36] Taylor, R. L., Pister, K. S. and Goudreau, G. L. (1970) “Thermomechanical analysis 

of Viscoelastic solids”, International Journal for Numerical Methods in Engineering, 

2, 1, pp. 45-59. 



 715   

 

[37] Zienkiewicz, O. C. and Watson, M. (1966) “Some Creep effects in stress analysis 

with particular reference to concrete pressure vessels”, Nuclear Engineering and 

Design, 4, 4, pp. 406-412. 

[38] Rashid, Y. R. and Rockenhauser, W. (1967) “Pressure Vessel analysis by Finite 

Element Techniques”, Conference on Prestressed Concrete Pressure Vessels, The 

Institution of Civil Engineers, pp. 375-383, London, UK. 

[39] Zak, A. R. (1968) “Structural analysis of realistic solid-propellant materials”, 

Journal of Spacecraft and Rockets, 5, 3, pp. 270-275. 

[40] White, J. L. (1968) “Finite Elements in linear Viscoelasticity”, Proceedings of the 

second Conference on Matrix Methods in Structural Mechanics, pp. 489-516, Dayton, 

OH, USA. 

[41] Zienkiewicz, O. C., Watson, M. and King, I. P. (1968) “A numerical method of 

Viscoelastic stress Analysis”, International Journal of Mechanical Sciences, 10, 10, 

pp. 807-827. 

[42] Greenbaun, G. A. and Rubinstein, M. F. (1968) “Creep analysis of axisymmetric 

bodies using Finite Elements”, Nuclear Engineering and Design, 7, 4, pp. 379-397. 

[43] Webber, J. P. H. (1969) “Stress analysis in Viscoelastic bodies using Finite Elements 

and a correspondence rule with Elasticity”, Journal of Strain Analysis, 4, 3, pp. 236-

243. 

[44] Lynch, F. S. (1969) “A Finite Element Method of Viscoelastic stress analysis with 

application to Rolling contact problems”, International Journal for Numerical 

Methods in Engineering, 1, 4, pp. 379-394. 

[45] Cyr, N. A. and Teter, R. D. (1973) “Finite Element Elastic-Plastic-Creep analysis of 

two dimensional continuum with temperature dependent material properties”, 

Computers and Structures, 3, 4, pp. 849-863. 

[46] Kim, H. O. and Kyhlemeyer, R. L. (1977) “A Finite Element formulation for Creep 

analysis”, International Journal for Numerical Methods in Engineering, 11, 12, pp. 

1865-1877. 



006 
 

[47] Krishnaswamy, P., Tuttle, M. E., Emery, A. F. and Ahmad, J. (1990) “Finite Element 

modeling of crack tip behavior in Viscoelastic materials. Part I: Linear Behavior”, 

International Journal for Numerical Methods in Engineering, 30, 2, pp. 371-387. 

[48] Krishnaswamy, P., Tuttle, M. E., Emery, A. F. and Ahmad, J. (1992) “Finite Element 

modeling of the time-dependent behavior of nonlinear ductile polymers”, Polymer 

Engineering and Science, 32, 16, pp. 1086-1096. 

[49] Batara, R. C., Levinson, M. and Betz, E. (1976) “Rubber covered Rolls-The 

Thermoviscoelastic problem. A Finite Element Solution”, International Journal for 

Numerical Methods in Engineering, 10, 4, pp. 767-785. 

[50] Batara, R. C. (1977) “Cold sheet rolling, the Thermoviscoelastic problem, a 

Numerical Solution”, International Journal for Numerical Methods in Engineering, 

11, 4, pp. 671-682. 

[51] Purushothaman, N., Moore, I. D. and Heaton, B. S. (1988) “Finite Element analysis 

of Viscoelastic solids responding to periodic disturbances”, International Journal for 

Numerical Methods in Engineering, 26, 7, pp. 1471-1483. 

[52] Srinatha, H. R. and Lewis, R. W. (1981) “A Finite Element Method for 

Thermoviscoelastic analysis of plane problems”, Computer Methods in Applied 

Mechanics and Engineering, 25, 1, pp. 21-33. 

[53] Srinatha, H. R. and Lewis, R. W. (1982) “A Finite Element Formulation of uncopled 

Thermoviscoelastic response of plane problems for all admissible values of Poisson’s 

ratio”, International Journal for Numerical Methods in Engineering, 18, 5, pp. 765-

774. 

[54] Ghazlan, G., Caperaa, S. and Petit, C. (1995) “An Incremental formulation for the 

linear analysis of thin viscoelastic structures using generalized variables”, International 

Journal for Numerical Methods in Engineering, 38, pp. 3315-3333. 

[55] Zocher M .A. (1995), A thermoviscoelastic finite element formulation for the 

analysis of composites, Ph.D. Dissertation, Texas A&M University, College Station, 

Texas, USA. 

[56] https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_linear_solid_model 

https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_linear_solid_model


 711   

 

[57] Hardy, R. L. (1971) “Multiquadric equations of topography and other irregular 

surfaces”, Journal of Geology and Mining Research, 76, 8, pp.1905-1915. 

[58] Franke, R. (1982) “Scattered data interpolation: test of some methods”, 

Mathematics of Computation, 38,157,  pp.181-200. 

[59] Kansa, E. J. (1990) “A scattered data approximation scheme with application to 

computational fluid-dynamics I and II”, Computers & Mathematics with Applications, 

19, 8-9, pp.147-161. 

[60] Wang, J. G. and Liu, G. R. (2002) “A point interpolation meshless method based on 

radial basis functions”, International Journal for Numerical Methods in Engineering, 

54, 11, pp.1623-1648. 

[61] Nardini, D. and Brebbia, C. A. (1983) “A new approach to free vibration analysis 

using boundary elements”, Applied Mathematical Modelling, 7, 3, pp. 157–162. 

[62] Brebbia, C. A. and Nardini, D. (1983) “Dynamic analysis in solid mechanics by an 

alternative boundary elements procedure”, International Journal of Soil Dynamics and 

Earthquake Engineering, 2, 4, pp. 228–233. 

[63] Nardini, D. and Brebbia, C. A. (1985). Boundary integral formulation of mass 

matrices of dynamic analysis, In: “Topics in Boundary Element Research”, Brebbia 

C.A., Springer, Berlin. 

[64] Golberg, M. A. and Chen, C. S. (1994) “The theory of radial basis functions applied 

to the BEM for inhomogeneous partial differential equations”, Boundary Elements 

Communications, 5, 2, pp. 57–61. 

[65] Agnantiaris, J. P., Polyzos, D. and Beskos, D. E. (1996) “Some studies on dual 

reciprocity BEM for elastodynamic analysis”, Computational Mechanics, 17, pp. 270–

277. 

[66] Bridges, T. R. and Wrobel, L. C., (1994) “On the calculation of natural frequencies 

of microstructures using DRBEM”, Proceedings of the Boundary Element Method 

(BEM) XVI Conference, pp. 529–536. 

[67] Golberg, M. A. (1995) “The numerical evaluation of particular solutions in the 

BEM–a review”, Boundary Elements Communications, 6, 3, pp. 99–106. 



008 
 

[68] Chen, C. S. (1995) “The method of fundamental solution for non-linear thermal 

explosions”, Communications in Numerical Methods in Engineering, 11, pp. 675–

681. 

[69] Karur, S. R. and Ramachandran, P. A. (1995) “Augmented thin plate spline 

approximation in DRM”, Boundary Elements Communications, 6, 2, pp. 55–58. 

[70] Mehraeen, S. and Noorzad, A. (2001) “Application of radial basis functions on dual 

reciprocity BEM for dynamic analysis of pierced shear wall”, International Series on 

Advances in Boundary Elements, 10, pp. 299–308.  

[71] Rashed, Y. F. (2002) “Transient dynamic boundary element analysis using Gaussian 

based mass matrix”, Engineering Analysis with Boundary Elements, 26, pp. 265–279. 

[72] Samaan, M. F. and Rashed, Y. F. (2007) “BEM for transient 2D elastodynamics 

using multiquadric functions”, International Journal of Solids and Structures, 44, pp. 

8517–8531. 

[73] Samaan, M. F. and Rashed, Y. F. (2009) “Free vibration multiquadric boundary 

elements applied to plane elasticity”, Applied Mathematical Modelling, 33, pp. 2421–

2432. 

[74] Rashed, Y. F. (2008) “Free Vibration of Structures with Trigonometric SIN(R) 

Function in the Dual Reciprocity Boundary Element Analysis”, Advances in Structural 

Engineering, 11, 4, pp. 397–409. 

[75] Hamzeh Javaran, S., Khaji, N. and Moharrami, H. (2011) “A dual reciprocity BEM 

approach using new Fourier radial basis functions applied to 2D elastodynamic transient 

analysis”, Engineering Analysis with Boundary Elements, 35, pp. 85-95. 

[76] Khaji, N. and Hamzei Javaran, S. (2013) “Complex Fourier Shape functions for 

analysis of two-dimensional potential problems using boundary element method”, 

Engineering Analysis with Boundary Elements, 37, pp. 260-272. 

[77] Hamzehei Javaran, S. and Khaji, N. (2014) “Dynamic analysis of plane elasticity 

with new complex Fourier radial basis functions in the dual reciprocity boundary element 

method”, Applied Mathematical Modelling, 38, pp. 3641–3651. 



 713   

 

[78] Hamzeh Javaran, S., Khaji, N. and Noorzad, A. (2011) “First kind Bessel function 

(J-Bessel) as radial basis function for plane dynamic analysis using dual reciprocity 

boundary element method”, Acta Mechanica, 218, pp. 247–258. 

[79] Wendland, H. (1995) “Piecewise polynomial, positive definite and compactly 

supported radial basis functions of minimal degree”, Advances in Computational 

Mathematics, 4, pp. 389–396. 

[80] Chen, C. S. and Brebbia, C. A. (1999) “Power H. Dual reciprocity method using 

compactly supported radial basis functions”, Communications in Numerical Methods 

in Engineering, 15, pp. 137–150. 

[81] Golberg, M. A., Chen, C. S. and Ganesh, M. (2000) “Particular solutions of 3D 

Helmholtz-type equations using compactly supported radial basis functions”, 

Engineering Analysis with Boundary Elements, 24, pp. 539–547. 

[82] Rashed, Y. F. (2002) “BEM for dynamic analysis using compact supported radial 

basis functions”, Computer and Structures, 80, pp. 1351–1367. 

[83] Samaan, M. F., Rashed, Y. F. and Ahmed, M. A. (2007) “The dual reciprocity 

method applied to free vibrations of 2D structures using compact supported radial basis 

functions”, Computational Mechanics, 41, 1, pp. 85–106. 

[84] Farcas, A., Elliott, L., Ingham, D. B. and Lesnic, D. (2003) “The dual reciprocity 

boundary element method for solving Cauchy problems associated to the Poisson 

equation”, Engineering Analysis with Boundary Elements, 27, pp. 955–962.    

[85] Agnantiaris, J. P., Polyzos, D. and Beskos, D. E. (2001) “Free vibration analysis of 

nonaxisymmetric and axisymmetric structures by the dual reciprocity BEM”, 

Engineering Analysis with Boundary Elements, 25, pp. 713–723. 

[86] Hamzehei Javaran, S. and Khaji, N. (2012), “Inverse multiquadric (IMQ) function 

as radial basis function for plane dynamic analysis using dual reciprocity boundary 

element method” 15th World Conference on Earthquake Engineering, Lisbon, Portugal. 

[87] Hamzehei Javaran, S. and Shojaee, S. (2017) “The solution of elasto static and 

dynamic problems using the boundary element method based on spherical Hankel 



081 
 

element framework”, International Journal for Numerical methods in engineering, 

112, 13, pp. 2067-2086. 

[88] Farmani, S., Ghaeini-Hessaroeyeh, M. and Hamzehei Javaran S. (2017) “The 

improvement of numerical modeling in the solution of incompressible viscous flow 

problems using Finite Element Method based on spherical Hankel shape functions”, 

International Journal for Numerical Methods in Fluids, 87, 2, pp. 70-89. 

[89] Bahrampour, M., Hamzehei-Javaran, S., and Shojaee, S. (2018). “New Insight into 

Viscoelastic Finite Element Modeling of Time- Dependent Material Creep Problems 

Using Spherical Hankel Element Framework”, International Journal of Applied 

Mechanics, in press. doi:10.1142/S1758825118500850. 

[90] Fornberg, B., Larsson, E. and Wright, G. (2006) “A new class of oscillatory radial 

basis functions”, Computers and Mathematics with Applications, 51, pp. 1209–1222. 

[91] Lu, Y., Belytschko, T. and Gu, L. (1994) “A new implementation of the element-

free Galerkin method”, Computational Methods in Applied Mechanics and 

Engineering, 113, pp. 397– 414. 

[92] Zhu, T. and Atluri, S. N. (1998) “A modified collocation method and a penalty 

formulation for enforcing the essential boundary conditions in the element free Galerkin 

method”, Computational Mechanics, 21, pp. 211–222. 

[93] Wagner, G. J. and Liu, W. K. (2000) “Application of essential boundary conditions 

in mesh-free methods: a corrected collocation method”, International Journal for 

Numerical Methods in Engineering, 47, 8, pp. 1367–1379. 

[94] Liu, W. K., Jun, S. and Zhang, Y. F. (1995) “Reproducing kernel particle methods”, 

International Journal for Numerical Methods in Fluids, 20, pp. 1081–1106. 

[95] Breitkopf, P., Rassineux, A., Touzot, G. and Villon, P. (2000) “Explicit form and 

efficient computation of MLS shape functions and their derivatives”, International 

Journal for Numerical Methods in Engineering, 48, 3, pp. 451– 466. 

[96] Danielson, K. T., Hao, S., Liu, W. K., Aziz Uras, R. and Li, S. (2000) “Parallel 

computation of meshless methods for explicit dynamic analysis” International Journal 

for Numerical Methods in Engineering, 47, 7, pp. 1323–1341. 



 737   

 

[97] Powell, M. J. D. (1992) “The theory of radial basis function approximation in 1990” 

, In Advances in Numerical Analysis, Light FW (ed.), Oxford: Clarendon Press, pp. 105–

203. 

[98] Liu, G. R. and Gu, Y. T. (2001) “A point interpolation method for two-dimensional 

solids”, International Journal for Numerical Methods in Engineering, 50, pp. 937-

951. 

[99] Hardy, R. L. (1990) “Theory and applications of the multiquadrics Biharmonic 

method (20 years of discovery 1968–1988)”, Computers and Mathematics with 

Applications, 19, pp. 163–208. 

[100] Coleman, C. J. (1996) “On the use of radial basis functions in the solution of elliptic 

boundary value problems”, Computational Mechanics, 17, pp. 418–422. 

رساله های مرزی، (، پیشنهاد توابع پایه مختلط فوریه در روش المان7932[ حمزه جواران، ص. )717]

 سازه، دانشگاه تربیت مدرس، تهران.-دوره دکتری مهندسی عمران

[102] Logan, D. L. (2012) “A first course in the Finite Element Method”, Cengage 

Learning Engineering, 5th edition, Connecticut, USA. 

[103] Simulia, ABAQUS CAE Software (2014), Theories Manual, ABAQUS Inc. 

[104] Barlow, J. and Davis, G. A. O. (1986) “Selected FE benchmarks in structural and 

thermal analysis”, Test No. LE1, NAFEMS Report FEBSTA. 

[105] Akoz, A. Y., Kadioglu, F., and Tekin, G. (2015) “Quasi-static and dynamic analysis 

of viscoelastic plates”, Mechanics of Time-Dependent Materials, 19, pp. 483-503. 

[106] Kadioglu, F. and Tekin, G. (2017) “Analysis of plates under point load using Zener 

material model”, International Journal of Computer Electrical Engineering, 9, pp. 

484-491. 

[107] Timoshenko, S. and Woinowsky-Krieger, S. (1959) “Theory of Plates and Shells”, 

McGraw-Hill, 2nd edition, New York, USA. 

[108] Kansara, K., (2004) “Development of membrane, plate and flat shell elements in 

Java”, M.Sc. Thesis, Virginia Polytechnic Institute & State University, Blacksburg, 

Virginia, USA. 



082 
 

[109] Batoz, J. L., Bathe, K. J. and Ho, L. W. (1980) “A study of three-node triangular 

plate bending elements”, International Journal for Numerical Methods in 

Engineering, 15, pp. 1771-1812. 

[110] Hamzehei-Javaran, S. (2018) “Approximation of the state variables of Navier’s 

differential equation in transient dynamic problems using finite element method based on 

complex Fourier shape functions”, Asian Journal of Civil Engineering, 19, pp. 431-

450. 

[111] Sorvari, J. and Hamalainen, J. (2010) “Time Integration in linear viscoelasticity- a 

comparative study”, Mechanics of Time-Dependent Materials, 14, pp. 307-328. 

[112] Simo, J.C. and Hughes, T.J.R. (1998) “Computational Inelasticity”, Springer, 

New York, USA. 

[113] Feng, W.W. (1992) “A recurrence formula for viscoelastic constitutive equations”, 

International Journal of Non-Linear Mechanics, 27, pp. 675-678. 

[114] Zhao, Z. (1991) “Shape Design Sensitivity Analysis and Optimization using the 

Boundary Element Method”, Springer- Verlag Berlin, Heildelberg, Germany. 

[115] Brebbia, C. A., Telles, J. C. F. and Wrobel, L. (1984) “Boundary Element 

Technique: Theory and Applications in Engineering”, Springer-Verlag Berlin, 

Heildelberg, Germany. 

[116] Kupradze, V. D. (1965) “Potential Methods in the Theory of Elasticity”, 

Oldbourne Press, UK. 

[117] Rizzo, F. J. (1967) “An Integral Equation Approach to Boundary Value Problems 

of Classical Elastostatics”, Applied Mathematics, 25, pp. 83- 95. 

[118] Jaswon, M. A., Maiti, M. and Symm, G. T. (1967) “Numerical Biharmonic Analysis 

and some Applications”, International Journal of Solids and Structures, 3, pp. 309- 

332. 

[119] Cruse, T. A. (1969) “Numerical Solutions in Three Dimensional Elastostatics”, 

International Journa of Solids and Structures, 5, pp. 1259- 1274. 



 739   

 

[120] Cruse, T. A. and Rizzo, F. J. (1968) “A Direct Formulation and Numerical Solution 

of the General Transient Elasto- Dynamic Problem”, Journal of Mathematical Analysis 

and Applications, 22. 

[121] Lachat, J. C. (1975) A Further Development of the Boundary Integral techniques 

for Elastostatics, Ph.D. Thesis, University of Southampton, UK. 

[122] Massonnet, C. E. (1965) “Numerical Use of Integral Procedures, Stress Analysis”, 

(eds. O. C. Zienkiewicz, G. S. Holister), Wiley, UK. 

[123] Oliveira, E. R. A. (1968) “Plane Stress Analysis by a General Integral Method”, 

Journal of the Engineering Mechanics Division, ASCE, pp. 79- 85. 

[124] Beniumea, R. and Sikarskie, D. L. (1972) “On the Solution of Plane Orthotropic 

Elasticity Problems by an Integral Method”, Journal of Applied Mechanics, 39, pp. 801- 

808. 

[125] Crouch, S. L. (1976) “Solution of Plane Elasticity Problems by the Displacement 

Discontinuity Method”, International Journal for Numerical Methods in 

Engineering, 10, pp. 301- 343. 

[126] Banerjee, P. K. (1976) “Integral Equation Methods for Analysis of Piece-Wise 

Non-Homogeneous Three-Dimensional Elastic Solids of Arbitrary Shape”, 

International Journal of Mechanical Sciences, 18, pp. 293- 303. 

[127] Telles, J. C. and Brebbia, C. A. (1981) “Boundary Element Solutions for Half-Plane 

Problems”, International Journal of Solids and Structures, 17, pp. 1149- 1158. 

[128] Snyder, M. D. and Cruse, T. A. (1975) “Boundary Integral Equation Analysis of 

Cracked Anisotropic Plates”, International Journal of Fracture, 11, pp. 315- 328. 

[129] Dominguez, J. (1993), Boundary Element in Dynamics, London: 

Computational Mechanics Publications, Elsevier Applied Science, Southampton, UK. 

[130] Brebbia, C. A. and Dominguez, J. (1992), Boundary Elements: An Introductory 

Course, Second Edition, WIT/ Computational Mechanics Publications, Southampton, 

UK. 

 



084 
 

Abstract 

This dissertation deals with the numerical analysis of viscoelastic and elastic 

structures. In particular, Finite Element Method (FEM) has been utilized in 

the analysis of viscoelastic structures, and the analysis of elastic structures 

have been performed by Boundary Element Method (BEM). The main 

motivation behind this research has been to enable accurate analysis of 

structures subjected to mechanical loading with the reduction in 

computational cost compared with conventional methods. In order to achieve 

this goal, it is proposed that the novel elements have been substituted for 

classical elements in the analysis. In particular, complex Fourier elements 

have been employed in the FE analysis of viscoelastic structures. Moreover, 

Extended Multiquadric (XMQ) elements and Gaussian-Fourier elements 

have been introduced and utilized in the FE analysis of 2D viscoelastic 

problems. In addition, FE analysis of thin viscoelastic plates has been 

performed by proposing new plate elements which are called Discrete 

Kirchhoff- Fourier Triangular (DKFT) plate elements. And finally, XMQ 

elements have been used in the BE analysis of Elastostatics problmes. Point 

interpolation method based on radial basis functions (RPIM) has been 

employed in order to obtain shape functions in these new elements.  

Keywords: Numerical analysis, Finite Element Method, Boundary Element 

Method, Viscoelastic structures, Elastostatic problems, Radial_Polynomial 

Point Interpolation Method. 
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