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  تشكر و قدرداني
استاد راهنما و آقاي مهندس ظريف مقدم به عنوان استاد از جناب آقاي دكتر بهروز حسني به عنوان 

  .كنممشاور كه در انجام اين كار كمك شاياني به من كردند تقدير و تشكر مي

همچنين از كليه عزيزاني كه به هر نحوي در به ثمرنشستن اين پايان نامه مرا ياري نمودند تشكر 

.مينمايم
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انشجو تأييد مي نمايد كه مطالب مندرج دراين پـايان نامه نتيجه تحقيقات خودش مي باشد و در د

  .صورت استفاده از نتايج ديگران مرجع آن را ذكر نموده است
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  1389بهار

  



 ز 

 

  چكيده پايان نامه

 .در اين پايان نامه تحليل ديناميكي مسائل الاستيك دوبعدي به روش ايزوژئومتريك انجام شده است

 .استاتريس جرم توليد شدهدر واقع در اين پايان نامه در ابتدا معادلات مورد نياز براي بدست آوردن م

 از ديگر. در اينجا به مقايسه روشهاي اجزاي محدود و ايزوژئومتريك پرداخته شده است همچنين
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 .استقرارگرفته
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  مقدمه  1- 1

 در كه باشد مي مسايلي صحيح ارزيابي و شناخت گامهاي اولين از مهندسي علوم در سازه تحليل

 معادلات حل به منجر ها سازه مكانيك در خاص طور به تحليل اين .مي شويم مواجه آن با عمل

 دنبال به بايد لذا .باشد مي زيادي بسيار پيچيدگي داراي كلي حالت در كه شود مي ديفرانسيلي

 هاي دهه در .بدهيم توسعه را خود علم و شناخت بتوانيم تا باشيم معادلات اين حل جهت روشهايي

 شده ارايه محققين روي پيش مشكلات حل و مهندسي مسايل تحليل براي بسياري روشهاي گذشته

 با روشها از اي دسته و محدود اجزاي روش محدود، تفاضل روش آنها مشهورترين از برخي كه است

 رفع و نمودن توانمندتر هدف با و يكديگر پي در روشها اين .باشند مي شبكه بدون روشهاي عنوان

 بزرگي ءخلا هنوز تا است شده سبب دلايلي وجود اما .اند شده ارايه خود از پيش روشهاي مشكلات

 اين از برخي .باشد داشته وجود رويشان پيش مسايل تحليل در محققين نشيب و فراز پر مسير در

 :از عبارتند دلايل

 تر،پيچيده مسايل با مواجهه مرزي، شرايط دقيق اقناع عدم مسايل، شكل دقيق توليد در روشها ضعف

 .غيره و استفاده مورد از الگوريتمهاي برخي بودن پيچيده آن، مشكلات و مسايل و شبكه توليد به نياز

- اصلي كه گفت بتوان شايد. دارد قرار محققين اختيار در مسايل حل براي قدرتمندي روشهاي امروزه

-مي افزاري م نر و افزاري سخت بعد در كامپيوتر علم توسعه روشها، اين توانايي و پيشرفت دليل ترين

 داراي گاه كه معادلاتي هاي دستگاه حل به قادر هيچگاه قدرتمند كامپيوترهاي وجود بدون. باشد

 اغلب لذا. بود نخواهيم شوند مي ارايه كنوني روشهاي خروجي عنوان به و بوده مجهول ميليونها

 هاي توانايي با مستقيم ارتباط موجود، روشهاي در حل زمان و هزينه كيفيت، كه شودمي ملاحظه

 .دارد استفاده مورد كامپيوتر
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 ها سازه تحليل روشهاي 2- 1

  تاريخچه 1-2-1

 سازه تحليل با و شده مرسوم ميلادي 1950 دهه در محدود اجزاي روش از استفاده با ها سازه تحليل

 از برخي رفع و تحقيقات گسترش با .نمود پيشرفت و گسترش به شروع تيرها از شده ساخته هاي

 و آكادميك افزارهاي نرم از زيادي تعداد ميلادي، 1970 تا 1960 دهه اواسط در روش اين معايب

 زمان آن تا كه بودند دانشي مبناي بر همگي افزارها نرم اين .گرديد تهيه روش اين مبناي بر تجاري

 ايجاد سبب نيز زمان آن در نيز كامپيوترها افزاري سخت و افزاري نرم محدوديتهاي .بود آمده بدست

 اين نفوذ و توسعه در توجهي قابل پيشرفتهاي زمان اين از پس اما. بود مشكلات از برخي نشدن حل و

 كه ماند باقي روش اين محدوديتهاي از برخي وجود اين با اما افتاد، اتفاق علم ديگر هايحوزه به روش

 زيادي بسيار تحقيقات وجود با .برد نام هاگره و المانها به محدود اجزاي روش نياز به توان مي جمله از

 ترينجدي از يكي هنوز امروز به تا ولي پذيرفت انجام محدود اجزاي شبكه توليد روشهاي روي بر كه

مي صرف آن انجام براي كه است زماني مدت شبكه توليد اشكال حداقل. باشد مي روش اين مشكلات

 ايجاد). 1(دهدمي اختصاص خود به را مساله حل زمان درصد هشتاد حدود ميانگين طور به كه شود

 كه گرديد شروع مشكلات اين رفع خاطر به نيز ميلادي 1990 از بعد سالهاي در شبكه بدون روشهاي

 ميلادي 1970 و 1960 سالهاي خلال در. داشت وجود هاگره از ايشبكه توليد به نياز آنها در هم باز

 سال حدود در و سطوح و منحنيها از جديدي بيان از بود عبارت كه يافت توسعه جديدي تكنولوژي

 شكل هر به سطوح و هامنحني روش اين در. )2(گرديد معرفي اسپلاينها پايه توابع مفهوم 1974

 نيز قطعات اين بين پيوستگي كه شدندمي ساخته سطح و منحني تكه چندين از استفاده با دلخواهي

 لذا ،است نياز عددي محاسبات به روش اين در اينكه به توجه با. گرديدمي برقرار خودكار طور به
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 توسط روش اين تئوريهاي بر روي كار همراه به كامپيوترها افزاري سخت و افزاري نرم پيشرفت

  .گرديد روش اين بيشتر توسعه سبب محققين

 تحليل در محدود اجزاي در استفاده مورد شكل توابع جاي به اسپلاين ايپايه توابع از استفاده ايده

 توسعه حدودي تا و معرفي 2004 تا 1998 سالهاي در Kaganو  Holligتوسط  مهندسي مسائل

 بدست اسپلاين توابع توسعه از كه نربز توابع از استفاده با ايده اين 2005 سال در. )3،4،5(يافت

بعد   به 2005 سال از. گرفت نام ايزوژئومتريك تحليل روش و يافت تكامل HughesميĤيند توسط 

Hughes خصوص اين در نيز مقاله چندين كه اندداشته روش اين توسعه در سعي همكارانش و  

  ).6،11،1،10،9( است شده منتشر

 بتوان شايد .)12(آمد بوجود 1960 تا 1950 سالهاي در مهندسي مسائل حل براي محدود اجزاء روش

 دهه پايان در . نمود ايفا روش اين پيشرفت در را نقش بيشترين هوافضا مهندسي دوره اين در گفت

  مانند هايي برنامه بعدها و NASTRANمثل  روش اين تجاري كامپيوتري هاي برنامه اولين 1960

 RISA ، SAP ، ANSYS به محدود اجزاء روش متعاقبا .آمدند پديد ها برنامه از ديگر بسياري و 

اين  از تجاري برنامه بسياري امروزه بطوريكه يافت گسترش مهندسي هاي شاخه از بسياري در سرعت

  .باشد مي دسترس در روش

 و هندسي مدلسازي زمينه در آمده بدست پيشرفتهاي از گرفتن الهام با و مشكلات اين بر غلبه براي 

  گرديده طرح2005 سال در Hughesتوسط  ايزوژئومتريك تحليل ايده 1كامپيوتر بوسيله طراحي

 و منحنيها دقيق تعريف در 3نربز و 2اسپلاين اي پايه توابع خواص از استفاده با روش اين در. )1(است

 انعطاف از جداي .شود مي استفاده سازي تقريب و درونيابي توابع عنوانه ب توابع اين از  سطوح،

 ساده مراتب به را حل بهبود توابع اين از استفاده بالا، گراديانهاي با توابع تقريب در توابع پذيري اين

                                                 
1CAD (Computer Aided Design) 
2B-Spline Basis Functions 
3 NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines) 
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 1ها گره تعداد افزايش سهولت پايه، تابع اي چندجمله درجه ارتقاء سادگي مثال بعنوان .سازد تر مي

 در حل دقت افزايش موارد جمله از آنها محل تغيير يا و 3كنترلي نقاط تعداد افزايش ،2گره بردار در

 .باشند مي روش اين

گردد و در فصل در فصل دوم تحليل ديناميكي بيان مينحوه نگارش پايان نامه بدين صورت است كه 

هارم چدر فصل . پرداخته ميشود و مقايسه آن با اجزاي محدود سوم به توضيح روش ايزوژئومتريك

نحوه بدست آوردن فرمولهاي روش اسپلاين ها ارائه مي شود و در فصل پنجم مثالهايي ارائه مي شود 

  . در فصل ششم به بيان نتيجه گيري و ارائه پيشنهادات مي پردازيم. تا توانايي اين روش سنجيده شود

 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

 

                                                 
١Knots 
٢Knot Vector 
٣Control Points 
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  مقدمه  1- 2

محاسبات نشان . اگر بارگذاري سازه تابع زمان باشد، آنگاه پاسخ سازه نيز به زمان وابسته خواهد بود

با فركانس كمتر از يك چهارم كمترين فركانس طبيعي  دهد اگر بارگذاري به صورت متناوب و مي

سخ استاتيكي بيشتر مي شود و بنابراين از روشهاي شبه ارتعاش سازه باشد، پاسخ سازه به زحمت از پا

اما اگر فركانس بارگذاري بيشتر و يا بار به صورت ناگهاني به سازه وارد . استاتيكي ميتوان استفاده كرد

براي تحليل ديناميكي افزون بر ماتريس سختي، ماتريس . شود، تحليل ديناميكي مورد نياز خواهد  بود

براي يك بارگذاري با بزرگي مشخص، پاسخ ديناميكي . ي نيز مورد نياز استجرم و ماتريس ميراي

هر چه فركانس بارگذاري به فركانس طبيعي سازه . ممكن است كمتر يا بيشتر از پاسخ استاتيكي باشد

  ).23(باشد، پاسخ سازه بزرگتر خواهد شدنزديكتر 

  مسائل مطرح در تحليل ديناميكي  2- 2

  :مهمترين مسائل مطرح در تحليل ديناميكي عبارتند از 

فركانس هاي طبيعي و مدهاي ارتعاشي : تعيين فركانس طبيعي سازه و شكل مدهاي ارتعاشي - الف

براي تعيين فركانس هاي ارتعاشي و . براي استفاده در برخي روشهاي تعيين پاسخ سازه مورد نيازند

  .مقادير ويژه است شكل مدهاي ارتعاشي نياز به حل مسئله

بارهاي هارمونيك به صورت توابع سينوسي يا كسينوسي از : پاسخ سازه در برابر بارهاي هارمونيك -ب

در تحليل هارمونيك، از . هاي دوار متصل به سازه، اعمال مي شوندزمان هستند و به وسيله ماشين

منظور از (پاسخ پايدار هستيم شود و در عوض به دنبالپاسخ گذرا در آغاز بارگذاري صرفه نظر مي

در روشهاي محاسباتي پاسخ ). پاسخ پايدار، پاسخي است كه در فواصل زماني يكسان تكرار مي شود

  .شود هارمونيك، از فركانس ها و مدهاي ارتعاشي استفاده مي



8 

 

ا بود كه در اين حالت بايد به دنبال پاسخ گذر: پاسخ سازه در برابر بارگذاري غيرمتناوب يا ناگهاني -ج

. در اين حالت نياز به انتگرالگيري از معادله حركت نسبت به زمان داريم .ناميمآن را تاريخچه پاسخ مي

اگر بارگذاري فقط تعداد كمي از كمترين فركانسهاي طبيعي سازه را تحريك كند، بايد پاسخ سازه را 

نظير (عاشي سازه محاسبه كرد براي يك بازه زماني در حدود  چند برابر بزرگترين زمان تناوب ارت

گذاري مدها و يا روش انتگرال گيري مستقيم ضمني در اين صورت روش رويهم). بارگذاري زلزله

هاي طبيعي سازه را تحريك كند، روش اگر بارگذاري تعداد زيادي از فركانس. مناسب خواهد بود

  .انتگرال گيري مستقيم صريح مناسب است

روش حل استفاده از آناليز طيف پاسخ : برابر بارگذاري متناوب يا ناگهانيماكزيمم پاسخ سازه در  -د

هاي ارتعاشي، مدهاي ارتعاشي سازه و تاريخچه پاسخ سازه يك درجه در اين روش از فركانس. است

اين روش تقريبي است ولي روشي  .شودفنر تحت اثر بارگذاري مورد نظر استفاده مي- آزادي جرم

  .ه تاريخچه پاسخ سيستم چند درجه آزادي استاقتصادي براي محاسب

روشهاي محاسباتي براي تحليل ديناميكي به طور گسترده مستقل از روش تحليل نظير اجزاي محدود 

جرم و ميرايي است و مهم نيست  در اين روشها مهم وجود ماتريس سختي،. يا ايزوژئومتريك هستند

  .)24( كه از كدام روش تحليل بدست آمده باشد

  حليل ديناميكيت 3- 2

   )13(معادله حركت سازه در ارتعاش اجباري در اثر اعمال نيرو بصورت زير است

ࡹ ሷܷ ൅ ࡯ ሶܷ ൅ ܷࡷ ൌ ࡲ       )2-1                            (  

روش حل اين معادله  به چگونگي ماهيت نيروي وارده  و اينكه از نوع هارمونيك يا متناوب ويا گذرا 

  .داردويا نامشخص باشد بستگي 
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معادله فوق از لحاظ رياضي بيانگر يك سيستم معادلات ديفرانسيل خطي مرتبه دوم است و جواب 

معادلات را ميتوان به وسيله روشهاي استاندارد براي حل معادلات ديفرانسيل با ضرايب ثابت تعيين 

كه مرتبه ولي روشهاي پيشنهادي براي حل سيستمهاي عمومي معادلات ديفرانسيل در صورتي . نمود

بنابراين در تحليلهاي عملي المانها، شماراندكي از . ماتريس ها بزرگ باشد ميتوانند پرهزينه باشند

  )23(.روشهاي موثر جالب توجه ميباشند كه عبارتند از روشهاي انتگرالگيري مستقيم و جمع آثار مدها

مجموعه روشهاي انتگرالگيري  آنچه  در اين پايان نامه مدنظر است تحليل ديناميكي گذرا است كه زير

در انتگرال گيري مستقيم معادله فوق با استفاده از يك روش عددي گام به گام  .مستقيم مي باشد

واژه مستقيم به اين معني است كه پيش از انتگرالگيري عددي، تبديل . شوندگيري ميانتگرال

روشهاي انتگرال گيري مستقيم روشهايي كه در مجموعه  .گيرد معادلات به فرم ديگري انجام نمي

آنچه در اينجا مورد . ويلسون و روش خانواده نيومارك θروش هوبولت، روش : قرارمي گيرند عبارتند از

  .توجه قرار ميگيرد روش  نيومارك است كه ميتوان به صورت زير خلاصه نمود

  روشهاي مختلف خانواده نيومارك – )1- 2(جدول 

α ൌ 1/2 γ ൌ 2β ൌ )پايدار(ميانگين ثابتروش شتاب  1/2  

α ൌ 1/2 γ ൌ 2β ൌ )پايدار مشروط(روش شتاب خطي 1/3  

α ൌ 1/2 γ ൌ 2β ൌ  )پايدار مشروط(تفاضل مركزي روش 0

α ൌ 3/2 γ ൌ 2β ൌ )پايدار(روش گالركين 8/5  

α ൌ 3/2 γ ൌ 2β ൌ )پايدار(روش تفاضل پسرو 2  

پارامترهايي هستند كه ميتوان آنها را براي به دست آوردن دقت انتگرالگيري و پايداري  γو  αكه 

   .)14(روش تعيين نمود
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لازم به يادآوري است كه روش تفاضل مركزي يك روش انتگرال گيري صريح است و روشهاي 

  .هوبولت، ويلسون و نيومارك  روشهاي انتگرالگيري ضمني است

لذا معادله حركت سازه به شكل . اين ارائه از اثر ميرايي صرفه نظر شده استهمچنين بايد گفت كه در 

  :زير در مي آيد

ࡹ ሷܷ ൅ ܷࡷ ൌ ࡲ      )2-2                                   (  

  حل گام به گام روش نيومارك 4- 2

  :روش حل گام به گام با استفاده از روش انتگرال گيري نيومارك بصورت زير است

  :ليهمحاسبات او. الف

  .ماتريس سختي و ماتريس جرم را تشكيل دهيد.  1

.را مشخص كنيد   ሷܷ ଴و ሶܷ ଴و ଴ܷ .2 

     .را انتخاب كنيد و مقادير ثابت انتگرالگيري را محاسبه كنيد و گاما گام زماني و پارامترهاي آلفا. 3

)2-3(             a଴ ൌ ଵ
ஓ∆௧మ                   aଵ ൌ ଵ

ఊ∆௧
                      aଶ ൌ ଵ

ଶஓ
െ 1                

    aଷ ൌ ሺ1ݐ∆ െ ሻ                                   aସߙ ൌ α∆ݐ  

                                 .                               ماتريس سختي موثر را محاسبه كنيد. 4

K෡ ൌ ܭ ൅ a଴M      )2-4     (      

 :براي هر گام زماني. ب

  .محاسبه كنيدبارهاي موثر را . 1
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 F෠୲ା∆୲ ൌ F୲ା∆୲ ൅ ሺa଴U୲ܯ ൅ aଵUሶ ୲ ൅ aଶUሷ ୲ሻ        )2-5    (             

  .تغيير مكانها را بدست آوريد. 2

෡U୲ା∆୲ܭ ൌ F෠୲ା∆୲         )2-6                                 (  

  .شتاب ها و سرعت ها را محاسبه كنيد. 3

ሷܷ ୲ା∆୲ ൌ a଴ሺU୲ା∆୲ െ U୲ሻ െ aଵUሶ ୲ െ aଶUሷ ୲         )٧-٢     (          

Uሶ ୲ା∆୲ ൌ Uሶ ୲ ൅ aଷUሷ ୲ ൅ aସUሷ ୲ା∆୲          )2-8                      (  

بايد توجه داشت كه در اين ارائه ماتريس جرم هم به صورت گسترده و هم به صورت متمركز مورد 

ج از هاي خاردر واقع منظور از ماتريس جرم متمركز ماتريسي است كه درايه .بررسي قرار گرفته است

هاي هر سطر از ماتريس جرم گسترده هاي قطراصلي آن مجموع درايهقطر اصلي آن صفر و درايه

 .ميباشد
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  مقدمه 1- 3

 منحنيها و دقيق تعريف در نربز و اسپلاين اي پايه توابع خواص از استفاده با روش ايزوژئومتريك در

ازانعطاف پذيري  جداي .شود مي استفاده سازي تقريب و درونيابي توابع بعنوان توابع اين از سطوح،

 ساده تر مي مراتب به را حل بهبود توابع اين از استفاده بالا، گراديانهاي با توابع تقريب در توابع اين

 در بردار  ها گره تعداد افزايش سهولت پايه، تابع اي چندجمله درجه ارتقاء سادگي مثال بعنوان. سازد

 مي اين روش در حل دقت افزايش موارد جمله از آنها محل تغيير يا و كنترلي نقاط تعداد افزايش ،گره

  .)15(باشند

  معايب و مزايا 2- 3

 حاصل اسپلاينها روش از استفاده علت به كه مزايايي به توجه با تا است شده سعي پژوهش اين در

 به اقدام افزاري نرم تهيه با و آورده بدست را كرنش و تنش مسايل براي روش اين فرمولبندي ميشوند،

 كاهش به توان مي مذكور روش مزاياي از. بنماييم ازمسايل دسته اين مدلسازي و تحليل ديناميكي

 مدلسازي هنگام در اندك اطلاعات به نياز مساله، زمان حل و معادلات دستگاه ابعاد در توجه قابل

 مساله، هندسه براي المان و گره توليد به نياز عدم هندسه پيچيده، با اجسام شكل توليد مساله، شكل

 مرزي شرايط دقيق اقناع آن، مكانيكي خواص و جسم توليد هندسه براي مشترك اطلاعات از استفاده

 ).16،17(نمود اشاره

 چگونگي مثلا .دارند وجود روش بودن نوپا علت به واقع در كه است مشكلاتي و مسايل روش معايب

 چگونگي ها، وصله بين پيوستگي مسايل، براي لازم فرمولبندي آوردن بدست عددي، گيري انتگرال

 .نماييم غلبه مشكلات اين بر مرور به بايستي كه غيره و حجمي و سطحي و متمركز بارهاي اعمال
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  موجود سابقه  3- 3

 منابع كمبود و بحث مورد روش بودن جديد به توجه با پژوهش اين شروع از قبل كه است ذكر به لازم

 كه گرديد انجام اسپلاين روش فرمولبندي آوردن بدست برروي كار بيشتر، آشنايي براي نياز مورد

متغييره  تك دوبعدي و بعدي يك مسايل كامپيوتري كدهاي تهيه و فرمولبندي براي مجموعا

 و آشكار موجود ابهامات از برخي تا گرديد صرف زمان سال حدود يك ظريف مقدمتوسط  استاتيكي 

 مطالعه دقيق طور به و شده تهيه مختلف منابع از شده مقالات ارايه كليه مسير اين در .گردد رفع

 مذكور روش ارايه از زيادي زمان مدت اينكه به نظر و با شده حاصل تجربه به توجه با لذا .گرديد

 مسطح كرنش/تنش مسايل شامل پيوسته بعدي محيطهاي دو حيطه به روش گسترش لذا نميگذرد،

نام  با اكنون روش اين همچنين. گرديد واقع توجه مورد پژوهش اين انجام براي در تحليل ديناميكي

است  اسپلاين روش همان واقع در كه است شده معرفي همكارانش و 1هيوز توسط ايزوژئومتريك روش

  .گرديد ارايه قبلا آن توضيحات و شده ارايه  3هوليگ و  2كاگان توسط كه

  

  فرضيات و اصول  4- 3

 :اند شده گرفته نظر در ذيل شرح به فرضياتي و اصول پايان نامه اين در

 .باشد مي نظر مد مسطح كرنش و تنش الاستيسيته مسايل ♣

 .است مساله ثابت دامنه سراسر در پواسون ضريب و الاستيسيته مدول ♣

   .باشند مي الاستيك حيطه در مصالح ♣

                                                 
1  Hughes 
2  Kagan  
3 Hollig 
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 .شوند مي گرفته نظر در كوچك شكلها، تغيير ♣

  .ديناميكي است نوع از سازه تحليل ♣

 .بود خواهد اسپلاينها از استفاده با سازه شكل مدلسازي ♣

 .شوند مي تهيه ويژوال فورترن افزار نرم در كدها كليه ♣

 NURBS و اسپلاين سطوح و منحنيها   5- 3

   مقدمه  3-5-1

 معادلات از استفاده هندسي، سطح يك يا و منحني يك معرفي جهت كاربرد پر و معمول روش دو

  در باشد كه ميf(x,y)=0 فرم به دقيق معادله يك. باشد مي پارامتري معادلات يا و جبري دقيق

   .كند مي مشخص منحني روي بر را x  وY متغيرهاي بين رابطه معادله اين. شود مي واقع xyصفحه 

 اين در .شود مي مشخص جبري رابطه يك با جداگانه طور به متغير هر پارامتري معادلات در اما

  ).18(بود خواهد زير صورت به معادله فرم حالت

ሻݑሺܥ        ൌ ሺݔሺݑሻ, ܽ            ሻ ሻݑሺݕ ൑ ݑ ൑ ܾ             )3-1(             

 يك آنكه براي مثلا .باشند مي اشكالاتي داراي باشند مي مبتني دقيق معادلات بر كه هايي منحني اما

 همچنين. داشت نيازخواهيم n- 1 درجه با اي جمله چند معادله يك بگذرد به نقطه nاز  منحني

به  اينكه يا و نبوده كار اين به قادر اصلا يا ايها جمله چند از استفاده با پيچيده شكل يك بيان براي

متوسل  ديگري كارآمد راههاي به بايستي حالت اين در. داريم نياز بالا درجات با هايياي چندجمله

  تكنيك ولي ،كند برطرف را مشكلات اين زيادي حدود تا تواندمي اسپلاينها از استفاده .شويم

NURBS بخش حل به قادر باشد، مي بيشتري تواناييهاي داراي و بوده اسپلاينها مبناي بر كه 

 و مفاهيم و فرمولبنديها به ادامه در. باشد مي پيچيده هاي مدلسازي در مشكلات از بسياري
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 اين مطالع از قبل خواننده است لازم كه پردازيم مي  1NURBSسطوح  و ها منحني خصوصيات

   .باشد داشته ها B-Splineخصوص  در اي اوليه اطلاعات بخش،

 آن خواص و B-Spline  پايه توابع تعريف  3-5-2

 به توان مي آنها با آشنايي براي كه دارد وجود ها B-Splineپايه  توابع تعريف جهت متنوعي روشهاي

 پركاربردترين و معمولترين از يكي از پژوهش اين در .نمود مراجعه )18،2 (ازجمله مختلف مراجع

 .است شده استفاده پيچيده سطوح و ها منحني تعريف جهت پايه توابع

  :باشد برقرار زير شرط آنها در كه باشد اعضايي داراي U={u0,u1,u2,…,um}مجموعه  كه كنيد فرض

௜ݑ ൑ ௜ݑ ൅ 1           ݅ ൌ 0,1,2, … , ݉                                    )3 -2(                                       

                           

 ܲدرجه  از كه را B-Spline پايه   تابع امينെ݅. ناميم مي 3را بردار گره ܷبردار  و 2گره را ها௜ݑ

ܲ) مرتبه( ൅ ,݅ܰبا را باشد مي1   )2(كنيم مي تعريف زير صورت به و داده نشان  ሻݑሺ݌

         )3-3(                            

  
 
 

            )3-4(  
 

  كه شود توجه
 

,iݑЄሾݑباز نيمه بازه در جز و بوده اي پله تابعي   ሻݑi,0ሺܰ تابع    .ميباشد  صفر آن مقدار  i+1ሾݑ

                                                 
1 Non Uniform Rational B-Spline 

2knot 
3Knot Vector 
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൐ ݌ هر ازاي به  ݌ درجه پايه با تابع دو از خطي تركيب   Ni,pሺuሻپايه تابع 0  െ   .باشدمي 1

 .باشدمي pو درجهUمحاسبه يك مجموعه از توابع پايه مستلزم داشتن يك بردار گره  

دررابطه فوق درصورت مواجهه با تقسيم 
0
 .گيريممقدارآن راصفردرنظر مي در ضرايب،0

]بازه نيمه باز  [1, +ii uu را بازه گرهi -ام مي ناميم.  

 .كنيم مي استفاده Ni,p از Ni,pሺuሻ جاي به سادگي جهت به پس اين از 

  B-Spline  پايه توابع مهم خواص از برخي  3-5-3

 منظور بدين .)18(كنيم  مي معرفي را  B-Splineپايه  توابع مهم خواص از تعدادي بخش اين در

   .نماييد فرض را ݌ درجه و U={u0,u1,u2,…,um}گره  بردار

,iݑሾخارج از بازه  ݑاگر  Ni,pሺuሻ باشد، آنگاه مقدارi+1ሾݑ ൌ   .خواهد بود 0

Ni,pሺuሻ،همواره uو  p، ݅مقادير كليه بازاي  ൒0  است.  

,iݑሾدلخواه بازه هر براي   .دارند وجود Ni,pሺuሻپايه  توابع مشتقات كليهi+1ሾݑ

ܷشكل  گره به بردار اگر خاص، حالت در  ൌ ቄ0, … ,0ᇣᇤᇥ
௣ାଵ

1, … ,1ᇣᇤᇥ
௣ାଵ

ቅ  ،اي  جمله چند به باشد

 .است معروف  ݌درجه برنشتاين

݉گرهها  تعداد اگر  ൅ ݊آنگاه  ، 1 ൅ ݊ رابطه و دارد وجود پايه تابع1 ൌ ݉ െ ݌ െ  برقرار   1

 .بود خواهد

,iݑሾدلخواه بازه هر براي  ∑بازه اين به متعلق هاي  uكليه وi+1ሾݑ N୨,୮ሺuሻ ൌ 1୧
௝ୀ௜ି௣  خواهد   

   .بود

هاي داخلي تكراري نباشند، آنها داراي از مهمترين خصوصيت اين تابع اينست كه اگر گره يكي

در آن گره تابع داراي پيوستگي  بار تكرارشده باشد،kاگر يك گره به تعداد . باشندميpC−1پيوستگي 
kpC   .مي باشد−



 آنها 

 گرهي باز 

  

    ௜ܰ,௣
′ ሺݑ

 محاسبه را

بيان از كلام ه

 .است بي

كه از بردار

[=U  

ሻݑ ൌ ௣
௨೔శ೛ି௨೔

ر آن زير ابطه

اطاله از وگيري

دستياب قابل) 2

ك 3ه درجه 

.  

[ 1,5.0,0,0,0,0

  .حاسبه نمود

௜ܰ,௣ିଵሺݑሻ െ

ر توسط تواني

18 

جلو براي كه ت

2،18(جع امر ر

توابع پايه ݊

)15(شده است

1,1,1,1[ گرفته از

ز رابطه زير مح

െ ௣
௨೔శ೛శభି௨೔శభ

௜ܰ,௣ ،مي باشد

  . نمايد جاوز

8

است موجود ت

در نيز مذكور

݊براي  ൌ 4

ه، نشان داده ش

شكل 3ه درجه

 B   

ي را ميتوان از

௜ܰାଵ,௣ିଵሺݑሻ

௣ሺuሻپايه  تابع

تج ݌مقدار از ي

قسمت اين در ز

موارد كليه ت

)1- 3( شكل

U توليد شده

توابع پايه): 3-1(

 B-Splineپايه

قبلي بخش در ر

ሻ                

ام݇مرتبه شتق

نبايستي ݇دار

نيز ديگري ص

اثبا .شود مي 

ن مثال در ش

[ .0,0,0,0,0=

شكل

توابع مشتقات

مذكور پايه بع

-5            (

u( ୧ܰ,୮(ر
ሺ୩ሻ مش

مقد كه شود جه

  

خواص البته

خودداري

به عنوان

]1,1,1,1,5.

م  3-5-4

توا مشتق

  

)3-  

  

اكنون اگر

توج. نمود

           



  ௜ܰ,௣
ሺ௞ሻሺݑሻ

 

  .ميگيريم ر

  

  منحني ك

 B-Splin

C(

ሻ ൌ ݌ ቆ
ே೔,೛ష

ሺೖష

௨೔శ೛ି

نظر در صفر با

[ ,0=U  

يك. نمود عريف

   

 eام  pرجه 

∑=
=

n

i
Nu

0
)(

షభ
భሻ

ି௨೔
െ

ே೔శభ,೛
ሺೖషభ

௨೔శ೛శభି

ب مساوي را سر

,1,1,5.0,0,0,0

 B-Spline تع

در پايه توابع 

∗ ipi puN , )(
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೛షభ
ሻ

ି௨೔శభ
ቇ        

كس كل آنگاه د،

  . زير است

1,1[كل گرفته از

پايه توابع از ه

  .نمود ف

൛ ௜ܰ,௣مجموعه

9

                 

شد صفر ساوي

بصورت 3جه

شك 3 پايه درجه

استفاده با توان

تعريف زير شكل

 ሻൟݑ௣ሺو رلي

                 

مس فوق رابطه 

مشتق تابع در

مشتق توابع):2-

 B-Spli  

B-Sp ت مي را

ش به توانمي را

كنتر نقاط عه

)3-6   (  

در كسرها خرج

ر گرهي قبل، م

-3(شكل

ine منحنيهاي

plineسطوح  و

 B-Splineم 

ሼآن ௜ܲሽ مجمو

.  

مخ هرگاه

براي بردار

م  3-5-5

و منحنيها

ام pدرجه 

)3-7( 

آ در كه 

 .ميباشند
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   .كنيم مي تعريف زير شكل به را  2Uيكنواخت غير و 1تكراري غير گره بردار

U = {ܽ, … , ܽᇣᇤᇥ
௣ାଵ

,ܾ,௠ି௣ିଵݑ, … , ܾᇣᇤᇥ
௣ାଵ

}          )٨- ٣                                                    (  

ܽ حالات بقيه در شود، مي ذكر صريحا كه مواردي در جز كه شود توجه ൌ ܾ و  0 ൌ -مي فرض 1

  .شوند

ሼكنترلي نقاط توسط چندضلعي كه همچنين ௜ܲሽ مي 3كنترليچندضلعي عنوان به را شودمي ايجاد-

   .ناميم

 .دارد وجود مرحله سه منحني، روي بر نقطه يك موقعيت محاسبه براي

   .شود مي واقع آن در ݑكه  اي بازه يافتن 

   ݑ به مربوط صفر غير پايه توابع كليه محاسبه 

   .مربوطه كنترلي نقاط مختصات در شده محاسبه پايه توابع ضرب 

 B-Spline منحنيهاي خواص از برخي  3-5-6

  .كنيم مي را معرفي B-Splineهاي  منحني مهم خواص از تعدادي اكنون

݊ا گر  ൌ ܷشكل  به گره بردار و باشد  ݌ ൌ ሼ0, … ,0,1, … ,1ሽ ،ܥمنحني باشدሺݑሻ يك 

   .بود خواهد (Bezier)بزير منحني

   .باشد مي  4اي تكه اي چندجمله يك صورت بهሻݑሺܥ منحني 

   .است منطبق آن كنترلي چندضلعي انتهاي و ابتدا نقاط بر منحني هر انتهاي و ابتدا نقاط 

  .گيرد مي قرار كنترلي ضلعي چند ميان در محدب صورت به منحني هر 

                                                 

1 nonperiodic 
2 nonuniform 
3 control polygon 
4 piecewise polynomial 
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,௜ݑሾبازه در فقطሻݑሺܥ منحني كند، حركت ௜ܲ  كنترلي نقطه كه صورتي در     ௜ା௣ାଵሾݑ

  .شود مي تغييرات دستخوش

 مشاهده قابل) 10،19 (مراجع در كه است موجود خصوص اين در نيز ديگري متنوع خصوصيات

  .خواهد بود

  B-Spline  سطوح  3-5-7

 تعريف مطابق حاصلضربي و گره بردار دو كنترلي، نقاط دوجهتي شبكه از  B-Splineسطح يك

  . شود مي زيرحاصل

,ݑሺݏ ሻݒ ൌ ∑ ∑ ௜ܰ,௣ሺݑሻ ௝ܰ,௤ሺݒሻ௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴ כ ௜ܲ,௝          )3 -9                                   (  

  .شوند مي تعريف زير صورت به گره بردارهاي رابطه اين در كه

            U = {0, … ,0ᇣᇤᇥ
௣ାଵ

,௣ାଵݑ, … , ,௥ି௣ିଵ,1ݑ … ,1ᇣᇤᇥ
௣ାଵ

} )3 -10(                              

            V = {0, … ,0ᇣᇤᇥ
௤ାଵ

,௤ାଵݒ, … , ,௦ି௤ିଵ,1ݒ … ,1ᇣᇤᇥ
௤ାଵ

} )3-11 (                                     

 

ݎداراي  Uبردار  آن در كه ൅ ݏ  داراي V بردار و عضو 1 ൅   :ميباشند وداريم عضو 1

ݎ             ൌ ݊ ൅ ݌ ൅ ݏ     ,       1 ൌ ݉ ൅ ݍ ൅ 1  )3-12(                                    

  ).9(شود انجام بايستي زير شرح به مرحله پنج سطح روي بر نقطه يك موقعيت محاسبه براي   

   .شود مي واقع آن در ݑ كه  اي بازه يافتن •

  ݑ به  مربوط صفر غير پايه توابع كليه محاسبه •

 .شود مي واقع آن در ݒكه  اي بازه يافتن •

 ݒبه  مربوط صفر غير پايه توابع كليه محاسبه •

   .سطح توليد فرمول طبق مربوطه كنترلي نقاط مختصات در شده محاسبه پايه توابع ضرب •
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    NURBS سطوح و منحنيها   3-5-8

 صورت به NURBS  ام pدرجه منحني يك .پردازيم مي NURBSمنحنيهاي  تعريف به بخش اين در

  .شود مي تعريف زير

ሻݑሺܥ          ൌ
∑ ே೔,೛

೙
೔సబ ሺ௨ሻ௪೔௣೔
∑ ே೔,೛

೙
೔సబ ሺ௨ሻ௪೔

       ܽ ൑ ݑ ൑ ܾ           )3-13(                                              

ሼآن در كه ௜ܲሽ و  كنترلي نقاط مجموعه൛N୧,୮ሺuሻൟ درجه  پايه توابع مجموعه pام B-Spline و  

ሼW௜ሽشود مي تعريف زير شكل به نيز گره بردار. باشد مي كنترلي نقاط وزن. 

U ൌ  ሼܽ, … , ܽᇣᇤᇥ
௣ାଵ

, u୮ାଵ, … , ,௠ି௣ିଵݑ ܾ, … , ܾᇣᇤᇥ
௣ାଵ

ሽ   )3-14          (                                  

ܽ فرض موارد ساير در شود، مي ذكر صريحا كه مواردي جز به ൌ  همچنين .است برقرار  b=1و 0

 .شوند مي فرض صفر از بزرگتر همواره ୧ܹوزني  مقادير

 زير صورت را به ሻ R୧,୮ݑሺاگر. نمود بازنويسي نيز تري ساده صورت به توان مي را NURBSفرمول  

  كنيم تعريف

       ܴ௜,௣ሺݑሻ ൌ ே೔,೛ሺ௨ሻ௪೔
∑ ேೕ,೛

೙
ೕసబ ሺ௨ሻ௪ೕ

                )3 -15(                   

   .نوشت زير ترساده شكل به را NURBSمنحني  فرمول توان مي آنگاه

ሻݑሺܥ           ൌ ∑ ܴ௜,௣ሺݑሻ כ ௜ܲ
௡
௜ୀ଴ )3 -16(                                                                    

   زير شكل تعريف به با همچنين

ܴ௜,௝ሺݑ, ሻݒ ൌ ே೔,೛ሺ௨ሻேೕ,೜ሺ௩ሻ௪೔,ೕ
∑ ∑ ேೖ,೛ሺ௨ሻ೘

೗సబ ே೗,೜
೙
ೖసబ ሺ௩ሻ௪ೖ,೗

                  )3 -17(                                                   

   

  . نمود تعريف زير رابطه با را NURBS  سطح توان مي 

,ݑሺݏ      ሻݒ ൌ ∑ ∑ ܴ௜,௝ሺݑ, ሻ௠ݒ
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴ כ ௜ܲ,௝    )3-18(                                          
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  NURBS  مهم تكنيكهاي  3-5-9

 ).18(باشد مي ذيل شرح به NURBSسطوح  و منحنيها در كارآمد و مهم بسيار تكنيكهاي از تعدادي

  (knot insetion) گره كردن اضافه 

 (knot refinement) گره اصلاح 

  (knot removal)گره حذف 

 (degree elevation) درجه ارتقاي 

 (degree reduction) درجه نزول 

 از استفاده با .باشد مي بخصوصي استفاده محل و روش داراي شده معرفي تكنيكهاي از يك هر

 بود خواهيم شده ايجاد پيچيده سطوح و هامنحني كليه اصلاح و كنترل ايجاد، به قادر فوق تكنيكهاي

 .نمود خواهد ها پوسته پيچيده اشكال سازي بهينه مسايل حل به قادر را ما امكان اين كه

 ارجاع )2،18(جعامر به مندان علاقهNURBS  سطوح و هامبحث منحني فراوان گستردگي به توجه با

 .شوند مي داده

   NURBS  مهم مزاياي  3-5-10

   :از عبارتند خلاصه طور به است شده پژوهش اين در آنها از استفاده باعث كه NURBSمهم  مزاياي

 NURBS  مانند تحليلي سطوح و منحنيها انواع توليد جهت قوي رياضي پايه يك داراي 

 هواپيما، بدنه مانند تحليلي غير پيچيده سطوح همچنين و غيره و كره هذلولي، سهمي،دايره،

 .باشد مي غيره و ماشين كشتي،    

   .باشند مي كردن درك و كردن حس قابل و ساده NURBSمفاهيم  و الگوريتمها 

  .باشند مي بسياري عددي پايداري داراي و بوده سريع بسيار NURBSالگوريتمهاي  

   بدون كردن، تصوير و دوران انتقال، مانند تبديلاتي اثر تحت NURBSسطوح  و هامنحني 
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 .ماند خواهندتغيير 

  .باشد مي نويسي برنامه الگوريتمهاي به تبديل به قادر راحتي به NURBSبندي  فرمول 

 موفقيت كاربردهاي با همراه كامپيوتري نويسي برنامه و رياضي مهم خواص از اي مجموعه درنتيجه

 .است شده پژوهش اين در آن از استفاده سبب مختلف صنايع در  NURBSآميز 

 روش ايزوژئومتريك در مقايسه با روش اجزاي محدود  6- 3

و روش اجزاي )  CAD( 1روش ايزوژئومتريك در اصل از تركيب تكنيكهاي طراحي توسط كامپيوتر

چهارچوب كلي تحليل ايزوژئومتريك با استفاده از تكنيك نربز در . )9،20(محدود حاصل شده است

  : كه عبارتند از )1(باشد  مقايسه با روش اجزاي محدود، مبتني بر اصولي مي

شوند و  در اين روش به جاي المانها، شبه المانها را داريم كه با ضرب بردارهاي گره حاصل مي - 1
به . باشد مانند المانها در روش اجزاي محدود نميبايد توجه كرد كه به هيچ عنوان مفهوم آن 

كرنش مسطح اين شبكه المان به صورت /عنوان مثال در مسايل دوبعدي مانند مسايل تنش
×U V خواهد بود كه قبلا به آن اشاره گرديده است .  

 . آيند بدست مي 2المانها از تقسيم دامنه توسط دهانه هاي گرهي - 2 - 2

 . شود ندسه مساله با مشاركت شبكه نقاط كنترلي و توابع پايه توليد ميه  - 3

مجهولات مانند تغييرمكانها، تنشها، سرعت، حرارت و  3با استفاده از مفهوم ايزوپارامتريك  - 4
 . نماييم ايم، بيان مي اي كه براي تعريف هندسه استفاده كرده غيره را با همان توابع پايه

 . باشند كه همان ضرايب توابع پايه مي 4از متغيرهاي كنترليدرجات آزادي عبارتند   - 5

نيز با استفاده از اضافه كردن گره، ارتقاي درجه توابع پايه و يا تركيبي از  5روند بهبود شبكه  - 6
. در اجزاي محدود است hpو  h  ،pاين عمل مشابه با روشهاي بهبود . شود آنها انجام مي

                                                 

1 Computer Aided Design 
2 Knot spans 
3 Isoparametric 
4 Control variables 
5 Mesh refinement 
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پذير است كه نيز در تحليل ايزوژئومتريك امكان kالبته روش جديدي با نام روش بهبود 
توان براي اطلاع بيشتر به  باشد توضيح داده نشده كه مي نمي پايان نامهچون مبحث اين 

 .رجوع نمود)1(مرجع 

 2ها هاي محاسبه شده براي وصله ، همانند روش اجزاي محدود، آرايه1گذاري هم ه رويدر مرحل - 7
در محل  براي ايجاد سازگاري. شوند در تحليل ايزوژئومتريك در يك آرايه كلي قرار داده مي

 3ها يا سطوح دو طرف وصله توان از پارامترهاي مشابه براي ساخت لبه ها، مي اتصال وصله
 .استفاده نمود

اي بين روش اجزاي محدود و روش ايزوژئومتريك از ديدگاه  توان مقايسه مي) 2-3(در جدول  

  .هاي كليدي در هريك از دو روش را ملاحظه نمود مشابهت برخي مشخصه

  مقايسه روش اجزاي محدود و روش ايزوژئومتريك  – )2- 3(جدول 

  روش ايزوژئومتريك روش اجزاي محدود
  نقاط كنترلي نقاط گرهي

 متغيرهاي كنترلي متغيرهاي گرهي
  مقادير گره ها در بردار گره شبكه اجزاي محدود

عدم انجام درونيابي نقاط و متغيرهاي كنترلي با توابع   انجام درونيابي نقاط و متغيرهاي گرهي با توابع پايه

  هندسه دقيق هندسه تقريبي
  پايه نربزتوابع  توابع پايه از نوع چندجمله اي هاي جبري

  5ميرايي تغييرات 4پديده گيبز
 وصله ها زير دامنه ها

 

پديده گيبز در جدول فوق، در واقع ناپايداري ناشي از تقريب زدن داده هاي ناپيوسته با چندجمله 

شود  نشان داده شده است همچنين ملاحظه مي )الف- 3-3(باشد كه در شكل  ايهاي جبري لاگرانژ مي

ها  ولي اگر داده. شود اي، اين نوسان شديدتر مي كه با افزايش تعداد نقاط و در نتيجه درجه چندجمله

                                                 
1
Assemble 

2
Patches          

3
Patch Interfaces      

4 Gibbs phenomena  
5 Variation diminishing 
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سبب  )ب- 3-3(به عنوان نقاط كنترلي در نظرگرفته شوند، استفاده از تكنيك نربز همانند شكل 

ي خواهد شد و در واقع ميرايي در تغييرات را شاهد هاي توليد مشاهده رفتاري متفاوت در منحني

شود تا بتوانيم محلهايي را كه داراي تغييرات زيادي در هندسه  اين خصوصيت سبب مي. خواهيم بود

  . )1(دهد مدل نماييم يا جوابها رخ مي

  

  الف  ب

ميرايي تغييرات براي داده هاي ناپيوسته با تكنيك ) درونيابي لاگرانژ براي داده هاي ناپيوسته، ب) الف  – )3-3(شكل 

  نربز
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  فصل چهارم
  

 روش با ديفرانسيل معادلات حل
اسپلاين
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  مقدمه 1- 4

 مورد استفاده در متغيره تك دوبعدي ديفرانسيل معادله كلي حالت معرفي از پس فصل اين در

 ايجادكدهاي جهت ،آن از و نموده اسپلاين روش بندي فرمول اثبات به اقدام جامدات مكانيك

  .نمود خواهيم استفاده مسايل حل براي كامپيوتري

 :نمود اشاره زير معادله به توان مي شويم مي مواجه آن با ها سازه مكانيك در كه معروفي معادلات از
 

      ப
ப୶
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ቁ ൅ డ
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ቀ݇௬
డ௨
డ௬

ቁ ൅ ݑ݌ ൅ ݍ ൌ 0  )4-1(                                            

 
 مراجع در را آن از ليستي توان مي كه است حاكم فيزيكي مسايل از بسياري بر معادله اين

  .نمود ملاحظه )14،21،22(

  بعدي دو اسپلاين روش فرمولبندي آوردن بدست  2- 4

تحليل در خصوص  ظريف مقدم يارش پژوهشفرمولبندي ارايه شده در اين بخش برداشتي از گز

كه در ادامه ملزومات ، باشدكه در دانشگاه صنعتي شاهرود موجود ميروش اسپلاين است ه استاتيكي ب

  .يده استدستيابي به تحليل ديناميكي مانند ماتريس جرم و فرمولبندي آن در فرمولها اعمال گرد

  :باشدمراحل بدست آوردن فرمولبندي بصورت زير مي

 :معادلات ديفرانسيل حاكم در مسايل مسطح الاستيك عبارتند از .1
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  شرايط مرزي طبيعي.2
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  ሺplane stressሻ در مسايل ايزوتروپيك تنش مسطح.3

ܿଵଵ ൌ ா
ଵିఓమ      ,    ܿଶଶ ൌ ா

ଵିఓమ )۴-۴ -١(                                                     

cଵଶ ൌ μcଵଵ ൌ μcଶଶ    ,   ܿ଺଺ ൌ                                              )٢- ଵଶ      )۴-۴ܩ

  ሺplane strainሻ در مسايل ايزوتروپيك كرنش مسطح.4

ܿଵଵ ൌ ாሺଵିఓሻ
ଵିఓିଶఓమ      ,    ܿଶଶ ൌ ாሺଵିఓమሻ
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  461كتاب ردي ص :نوشتن شكل ضعيف معادلات ديفرانسيل. 5

   0 ൌ ݄௘ ׯ ቂడ௪భ
డ௫

ቀܿଵଵ
డ௨
డ௫

൅ ܿଵଶ
డ௩
డ௬

ቁ ൅ ܿ଺଺
డ௪భ
డ௬

ቀడ௨
డ௬

൅ డ௩
డ

ቁ െ ଵݓ ௫݂ ൅ ሷݑଵݓߩ ቃ ݕ݀ݔ݀ െ 
Ω೐

݄݁Γe ݀ݔݐ1ݓΓ   )۴-۶-١(                                                                   

   0 ൌ ݄௘ ׯ ቂܿ଺଺
డ௪మ
డ௫

ቀడ௨
డ௬

൅ డ௩
డ௫

ቁ ൅ డ௪మ
డ௬

ቀܿଵଶ
డ௨
డ௫

൅ ܿଶଶ
డ௩
డ௬

ቁ െ ଶݓ ௬݂ ൅ ሷݒଶݓߩ ቃ ݕ݀ݔ݀ െ 
Ω೐

݄݁Γe ݀ݕݐ2ݓΓ )۴-۶ -٢(                                                                     

  را بسط مي دهيم )5(معادلات . 6
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  به يك رابطه كلي مي رسيم) 6 (با جمع روابط. 7
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  :به شرح ذيل مي باشند linearو يك قسمت  bilinearداراي يك قسمت ) 7 (. 8
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)۴-٢- ٩(                                                                                             

  :اكنون ميتوان تابع نمايي به شرح زير تشكيل داد. 9
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كه بايد براي يافتن روابط روش اسپلاين اين  vو  uدو مجهول وجود دارد كه عبارتند از )  9 (در . 10

هر نقطه   yو xدر اينجا اگر فرض شود كه مختصات . مجهولات را برحسب توابع پايه اسپلاينها نوشت

  :)11(كنند مانند يك رويه ديگر را توليد مي vيك رويه و با  uدر دامنه مساله به همراه 
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  كه در اين رابطه داريم 
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  توان براي رسيدن به هدفمان به شكل زير بسط دهيمرابطه فوق را مي. 11
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كه  )11 ( ظاهر شده اند، لذا نمادسازي و محاسبه برخي مشتقات vو  uمشتقات ) 9(چون در . 12

  :كنيممورد نياز هستند را به شكل زير تعريف  مي
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  آن را به شكل فشرده تري بازنويسي مي كنيم، )17 (با انجام عمليات جبري روي . 18

ΠሺU୧,୨, V୧,୨ሻ ൌ ଵ
ଶ
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௜ୀ଴ ൰

ଶ
ଵ

଴
ଵ

଴ ൅  

                   2ܿଵଶ ൭൬∑ ∑ ൬߮௬௦
డோ೔,ೕ

೛,೜ሺ௥,௦ሻ

డ௥
െ  ߮௬௥

డோ೔,ೕ
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೛,೜ሺ௥,௦ሻ
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൰ ௜ܸ,௝
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ଶ
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                  ܿ଺଺ ቆ൬∑ ∑ ൬െ߮௫௦
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௜ୀ଴ ൰

ଶ

൅  

                  2 ൭൬∑ ∑ ൬െ߮௫௦
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೛,೜ሺ௥,௦ሻ

డ௥
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                  ݄௘ ׬ ׬ ൣ൫∑ ∑ ߲ܴ௜,௝
௣,௤ሺݎ, ሻݏ ௜ܷ,௝

௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴ ൯ ݂ҧ௫ ൅ ൫∑ ∑ ߲ܴ௜,௝

௣,௤ሺݎ, ሻݏ ௜ܸ,௝
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴ ൯݂ҧ௬ െଵ

଴
ଵ

଴

  Γ݀ݕݐݒ൅ݔݐݑ ൅݄݁Γ݁ݏ݀ݎ݀ܬ ݒݒ൅ݑݑߩ

)۴-١٩(                                                                            

  را بصورت زير مي نويسيم) 18( . 19
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൅ ߮௫௥

డோ೔,ೕ
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൰ ൅  
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డோ೔,ೕ
೛,೜ሺ௥,௦ሻ
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൰ ௜ܷ,௝

௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴ ൰  

                  ൬∑ ∑ ൬߮௬௦
డோ೔,ೕ

೛,೜ሺ௥,௦ሻ

డ௥
െ  ߮௬௥

డோ೔,ೕ
೛,೜ሺ௥,௦ሻ

డ௦
൰ ௜ܸ,௝

௠
௝ୀ଴

௡
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                  ൬∑ ∑ ൬߮௬௦
డோ೔,ೕ

೛,೜ሺ௥,௦ሻ
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െ  ߮௬௥

డோ೔,ೕ
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ଶ

ቇ቉ ܬ ҧ݀ ݏ݀ݎ ൅  

                  ݄௘ ׬ ׬ ൣ൫∑ ∑ ߲ܴ௜,௝
௣,௤ሺݎ, ሻݏ ௜ܷ,௝

௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴ ൯ ݂ҧ௫ ൅ ൫∑ ∑ ߲ܴ௜,௝

௣,௤ሺݎ, ሻݏ ௜ܸ,௝
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴ ൯݂ҧ௬ െଵ

଴
ଵ

଴   

ߩ                  ቀ∑ ∑ ܴ௜,௝
௣,௤௠

௝ୀ଴
௡
௜ୀ଴ ሺݎ, ሻݏ ௜ܷ,௝

డమ௨
డ௧మ ൅ ∑ ∑ ܴ௜,௝

௣,௤௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴ ሺݎ, ሻݏ ௜ܸ,௝

డమ௩
డ௧మቁ ቃ ܬ ҧ݀ ݏݎ ൅  

                  ݄௘ ׯ ൫ݐݑ௫ ൅  ௬൯݀Γݐݒ
Γ೐

 )۴-٢٠(                                       

قسمت آبي رنگ را فعلاً .(مشتقگيري ميكنيم ୧ܸ୨و يكبار نسبت به  ୧ܷ୨اكنون يكبار نسبت به . 20

  )حذف   مي كنم
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డ௎೔,ೕ

ൌ ݄௘ ׬ ׬ ൤ܿଵଵ ൬߮௬௦
డோ೔,ೕ
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                  ∑ ∑ ൬߮௬௦
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೛,೜ሺ௥,௦ሻ
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൰ ௜ܸ,௝

௠
௝ୀ଴

௡
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௣,௤ሺݎ, ܬ ሻ݂ҧ௫൯ݏ ҧ݀ ଵݏ݀ݎ

଴
ଵ

଴ െ  

                ݄௘ߩ ׬ ׬ ൫ܴ௜,௝
௣,௤ሺݎ, ሻݏ ∑ ∑ ܴ௜,௝

௣,௤ሺݎ, ሻݏ ሷܷ ௜,௝
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௝ୀ଴

௡
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଴ ܬ ҧ݀ ଵݏ݀ݎ
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௠
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௡
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                  ൬߮௬௦
డோ೔,ೕ
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డ௥
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                  ∑ ∑ ൬߮௬௦
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డோ೔,ೕ
೛,೜ሺ௥,௦ሻ

డ௦
൰ ௜ܸ,௝

௠
௝ୀ଴

௡
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                  ݄௘ ׬ ׬ ൫ܴ௜,௝
௣,௤ሺݎ, ܬ ሻ݂ҧ௬൯ݏ ҧ݀ ݏ݀ݎ െଵ

଴
ଵ

଴  

                 ݄௘ߩ ׬ ׬ ൫ܴ௜,௝
௣,௤ሺݎ, ሻݏ ∑ ∑ ܴ௜,௝

௣,௤ሺݎ, ሻݏ ሷܸ௜,௝
௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴ ൯ଵ

଴ ܬ ҧ݀ ଵݏ݀ݎ
଴ ൌ 0  )4 -21 -2       (  

  :نحوه بدست آوردن روابط قرمز رنگ بصورت زير است. 21

ܫ ൌ ሷݑݑሺߩ ൅ ሷሻݒݒ ൌ ρ ቀݑ డమ௨
డ௧మ ൅ ݒ డమ௩

డ௧మቁ ൌ  
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ߩ ቀ∑ ∑ ܴ௜,௝
௣,௤ሺݎ, ሻݏ ௜ܷ,௝

డమ௨
డ௧మ ൅௠

௝ୀ଴
௡
௜ୀ଴ ∑ ∑ ܴ௜,௝

௣,௤ሺݎ, ሻݏ ௜ܸ,௝
డమ௩
డ௧మ

௠
௝ୀ଴

௡
௜ୀ଴ ቁ )4-22-1        (  

  خواهيم داشت ୧ܸ,୨و  ୧ܷ,୨با مشتقگيري از رابطه نسبت به 

డூ
డ௎೔,ೕ

ൌ ߩ ൤൫ܴ௜,௝
௣,௤ ሷܷ ௜,௝൯ ൅ డ

డ௨೔,ೕ
ቀడమ௨

డ௧మቁ൨  

  با استفاده از خاصيت جابجايي در ترتيب مشتق پذيري ميتوان نوشتكه 

൫ܴ௜,௝ߩ
௣,௤ሺݎ, ሻݏ ∑ ∑ ܴ௜,௝

௣,௤ሺݎ, ሷݑሻݏ ௜,௝
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ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
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ൌ  

 
֜ డூ
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  و بطور مشابه ميتوان نوشت
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௡
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  را باز هم فشرده تر مي كنيم )19(اكنون با تعاريف زير، . 22
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  :خواهيم داشت )19(در )  22 (با گذاشتن. 23
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ଵ
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ሺଵሻ ∑ ∑ ߯௜,௝
ሺଶሻ

௜ܸ,௝ ௠
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  :خواهيم داشت )25(و با توجه به انديسها در  )23( با كمي عمليات جبري روي. 24
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توجه شود كه در روابط فوق انديسها داراي شرايط خاصي هستند كه با تعاريف زير آنها را درست . 25

  ميكنيم 
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  حل مثال 1- 5

گردد كه در آن به هايي ارائه ميبواسطه عدم وجود مثال با حل دقيق دركتب علمي  در اينجا مثال

  .مقايسه حل به دو روش اجزاي محدود  و ايزوژئومتريك پرداخته شده است

سانتيمتر و به  2سانتيمتر و عرض  10به طول مستطيلي صفحه يكسر گيردار يكسرآزاد . 1مثال

به گره مياني در انتهاي  10بار نقطه اي  .گيريمشكل زير است را درنظر ميه سانتيمتر كه ب 1ضخامت 

 55مساله با روش ايزوژئومتريك و با تعداد  اين .استسازگار ماتريس جرم بصورت  كند و آزاد اثر مي

هر مستطيل يك المان ) 1-5(البته دقت شود كه در شكل . باشدمي) 1- 5(نقطه كنترلي مطابق شكل 

در واقع . نيست و اصلا  در اين خصوص شباهتي بين اجزاي محدود و روش ايزوژئومتريك وجود ندارد

در حالت كلي گره ها در . آيد المانهاي روش ايزوژئومتريك از حاصلضرب بردارهاي گرهي بدست مي

توانند  ئومتريك نقاط كنترلي ميگيرند در حالي كه در روش ايزوژ اجزاي محدود بر روي دامنه قرار مي

و } 0و0و0و0،25و0،50و0،75و1و1و1{ بردار گره براي جهت طولي برابر با . بر روي دامنه نباشند

همچنين درجه . در نظر گرفته شده است} 0و0و0و 0،33و0،66و1و1و1{براي جهت عرضي برابر با 

تغيير مكان نقطه اثر نيرو بصورت زير  . توابع پايه اسپلاين در اين مساله مساوي دو لحاظ گرديده است

  .است

 

صفحه طره اي تحت اثر بار ثابت - )1- 5(شكل   
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1زمان انتهاي آزاد صفحه مثال - نمودار تغييرمكان -  )2- 5(شكل   

  .نماييمرا با ماتريس جرم متمركز مجددا بررسي مي 1مثال . 2مثال
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2زمان انتهاي آزاد صفحه مثال  - نمودار تغييرمكان -  )3- 5(شكل    

.را تحت اثر نيروي هارمونيك به شكل زير را مورد بررسي قرار ميدهيم 1صفحه طره اي مثال. 3مثال  

 

اي تحت اثر بار هارمونيكصفحه طره - )۴-۵(شكل  
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3زمان مثال - نمودارتغييرمكان - )5- 5(شكل   

  

  .را تحت اثر بار هارمونيك  مجددا بررسي مينماييم 2مثال . 4مثال
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4زمان مثال  - نمودار تغييرمكان - )6-5(شكل  

مكان، مدت زمان حل مسئله و مدت زماني كه صرف حل  هاي ارائه شده علاوه بر مقدار تغييردر مثال

با توجه به اينكه تعداد نقاط كنترلي در روش شود با هم مقايسه گرديد و ديده شد كه معادلات مي

در نظر گرفته شده است لذا دستگاه  55محدود مساوي  ايزوژئومتريك با تعداد گره ها در روش اجزاي

زمان  ،پس از حل مساله. باشدمجهول مي 110معادلات حاصله براي هر دو روش به طور مشابه داراي 

بدست  هاي مشابهدر مثال مورد نياز براي روش ايزوژئومتريك حدودا يك سوم روش اجزاي محدود

ارائه شده در يك سيستم عامل و با يك مشخصات انجام  شده  نتايجلازم به تذكر است كه  .آمده است

 .است
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اي شكل زير را كه تحت اثر نيروي هارمونيك برشي در انتهاي آزاد مي باشد در صفحه طره. 5مثال

. سانتيمتر مي باشد 1و   2عرض و ضخامت آن  به ترتيب  سانتيمتر و 10طول صفحه . گيريمنظر مي

 .ن گره مياني انتهاي صفحه را بررسي ميكنيمتغيير مكان وابسته به زما

ܧ ൌ 1500 
݇݃

ܿ݉ଶ ݒ   ,   ൌ ߩ   ,   0.15 ൌ 1 
݇݃

ܿ݉ଷ ݐ∆    ,     ൌ 0.005 

  

5اي مثال صفحه طره - )7- 5(شكل   

اين مثال را نيز در دو حالت جرم متمركز و سازگار مورد بررسي قرار داديم  كه در نمودارهاي زير به 

  .طور خلاصه آمده است
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جرم سازگار - 5زمان مثال  - نمودار تغييرمكان - ) 8-5(شكل  
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  جرم متمركز - 5زمان مثال  - مكان نمودار تغيير - ) 9-5(شكل

آيد و عدم انطباق هاي مناسبي بدست ميملاحظه مي شود كه در هر دو حالت ماتريس جرم جواب

مكان، سرعت و  ديناميكي از تغييركامل نمودارها قابل قبول است زيرا با توجه به اينكه در روند حل 

از طرفي اين عدم  .گردد لذا اين عدم انطباق قابل پيش بيني استشتاب در گام زماني قبل استفاده مي

هاي مختلف به كمك روش اجزاي محدود نيز ملاحظه بنديشبكهانطباق در بررسي اين صفحه با 

  .گرديد كه درشكل زير نشان داده شده است
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هاي مختلف به روش اجزاي محدودبنديشبكهزمان با - مقايسه نمودارهاي تغييرمكان - ) 10-5(شكل  
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  اثر درجه منحني اسپلاين ها بر دقت جواب. 6مثال 

مورد بررسي قرار داديم و با روش اجزاي محدود مقايسه  3و  2و  1مثال قبل را با منحني هاي درجه 

  .باشد نموديم كه بصورت زير مي

 

6زمان مثال  - مكان نمودار تغيير - ) 11-5(شكل  

ܲ 2بعد از بررسي ملاحظه گرديد كه در ൌ ܲ  به نسبت 1 ൌ  جوابها انطباق بهتري با روش اجزاي

 .تاثير چنداني بر بهبود جواب نداشت 3همچنين افزايش درجه منحني به مقدار . محدود دارند

به نقطه گوسي  4در مقايسه با  نقطه گوسي 9همچنين بررسي انجام شده نشان داد كه استفاده از 

زمان در   –تنها باعث بهتر شدن كيفيت نمودار تغييرمكان  3هنگام استفاده از منحني اسپلاين درجه 

  . دمي شوتحليل ديناميكي  

TIME

U
Y

(1
0,

0,
t)
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IAM ver. FEM
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  اثر تعداد نقاط كنترلي بر دقت جواب. 7مثال

را با ثابت نگهداشتن درجه منحني اسپلاين و افزايش نقاط كنترلي در دو حالت  5مثال در اين قسمت 

 . شودجرم متمركز و سازگار مورد بررسي قرار داديم كه در زير مشاهده مي

 

 

 

با تعداد نقاط كنترلي متفاوت و ماتريس جرم سازگار 7نمودار مثال - ) 12-5(شكل  
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تعداد نقاط كنترلي متفاوت و ماتريس جرم متمركزبا  7نمودار مثال - ) 13-5(شكل  

شود افزايش نقاط كنترلي باعث بهبود جواب خواهد شد البته اين روند همانطور كه ملاحظه مي

  .دهيمافزايش نقاط كنترلي بايد با اصولي همراه باشد كه در ادامه توضيح مي

اي باشد كه نسبت فاصله اط به گونهاگر نحوه افزايش نقبه هنگام استفاده از ماتريس جرم متمركز 

در كند ولي طولي و عرضي نقاط كنترلي را كاهش دهد، اين روند به بهبود جواب كمك مي

  .كنيد ملاحظه مي)  15-5(ورت چنين نخواهد بود كه در شكلنصيغيرا
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با تعداد نقاط كنترلي متفاوت و ماتريس جرم سازگار 7نمودار مثال - ) 14-5(شكل  
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با تعداد نقاط كنترلي متفاوت و ماتريس جرم متمركز 7نمودار مثال - ) 15-5(شكل  

شود كه در حالتي كه از ماتريس جرم متمركز استفاده مي شود، افزايش نقط كنترلي به  مشاهده مي

بلكه اين افزايش نقاط بايد به نحوي باشد كه نسبت فاصله  ،شودتنهايي منجر به جواب دقيقتر نمي

ديده مي شود كه جوابها از  81طولي و عرضي نقاط كنترلي زياد نباشد، زيرا با افزايش نقاط كنترلي به 

  .شوندمقدار صحيح خود دور مي

αورا با تغيير پارامترهاي  5مثال . 8مثال  γ  ژئومتريك و مورد بررسي قرار مي دهيم و دو روش ايزو

  .كنيماجزاي محدود را در دو حالت جرم متمركز و سازگار با هم مقايسه مي
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–مقايسه دو روش ايزوژئومتريك و اجزاي محدود با خود و با يكديگر به كمك پارامترهاي آلفا و گاما  - ) 16- 5(شكل   

8جرم سازگار مثال   
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  –حدود با خود و با يكديگر به كمك پارامترهاي آلفا و گاما مقايسه دو روش ايزوژئومتريك و اجزاي م - ) 17- 5(شكل 

8جرم متمركز مثال   

و تفاضل پسرو كه از خانواده  تفاضل مركزيدر واقع در اين مثال روشهاي شتاب ميانگين ثابت، 

شود جوابها در اين سه روش  تقريباً به باشند با يكديگر مقايسه مي شوند كه ملاحظه مينيومارك مي

شوند و از طرفي دو روش ايزوژئومتريك و اجزاي محدود نيز همگرايي خوبي با جواب همگرا مييك 

اين در حالي است كه در شرايط كاملاً يكسان از لحاظ سيستم عامل و تعداد مجهولات  يكديگر دارند و

ك برابر زمان صرف شده به كم 4تا  3مسئله،  مدت زمان صرف شده در روش اجزاي محدود حدوداً 

  .روش ايزوژئومتريك مي باشد
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  :بصورت زير است نتايج حاصلهپس از بررسي هاي انجام شده 

در مقايسه روش هاي ايزوژئومتريك و  اجزاي محدود در تحليل ديناميكي مسايل دو بعدي  •

هارمونيك ديده شد كه روش ايزوژئومتريك نتايج مناسبي الاستيك تحت اثر بارهاي ثابت و 

كند بطوري دارد و از لحاظ سرعت انجام محاسبات بسيار بهتر از روش اجزاي محدود عمل مي

برابر سريعتر از روش اجزاي  4تا  3 حدوداُ در شرايط كاملا يكسان روش ايزوژئومتريك كه

 .محدود مي باشد

بدست گار و هم ماتريس جرم متمركز جوابهاي مناسبي در حل مسائل هم ماتريس جرم ساز •

 .آمد

و افزايش تعداد نقاط گوسي باعث بهبود جواب در تحليل  افزايش درجه منحني اسپلاين ها •

 . ديناميكي مسائل الاستيك گرديد

در تحليل ديناميكي به كمك ماتريس جرم متمركز افزايش تعداد نقاط كنترلي بايد با يك   •

تا به جوابي مناسبتر نائل گردد وآن اينست كه نسبت فاصله طولي و عرضي  شرط همراه باشد

 .نباشد و تا حد امكان به عدد يك نزديك باشد 4بزرگتر از نقاط كنترلي 

و تفاضل پسرو  با يكديگر به كمك  تفاضل مركزيدر مقايسه روشهاي شتاب ميانگين ثابت،  •

وه بر اين تحليل ديناميكي با اين سه روش علا. روش ايزوژئومتريك جوابهاي مناسبي ارائه شد

به كمك روشهاي اجزاي محدود و ايزوژئومتريك با يكديگر مقايسه شد و جوابها تقريباً  بر 

 .يكديگر منطبق شدند

عدم انطباق كامل جوابها در تحليل ديناميكي به كمك دو روش اجزاي محدود و   •

ائل از شتاب، سرعت و جابجايي گام ايزوژئومتريك قابل پيش بيني است، زيرا در حل مس



64 

 

روش اجزاي محدود،  با  ام شده باشود به طوري كه در بررسي انج زماني قبل استفاده مي

ديده شد كه با افزايش تعداد گره ها و در نتيجه كوچك شدن ندي هاي مختلف شبكه ب

اما، از شكل ديگر بر هم منطبق نيست  ،اي مشخصگره زمان - المانها نمودار تغيير مكان

 .خاصي پيروي مي كند

كليه كارهاي انجام شده در اين پژوهش در حيطه مسائل ايزوتروپيك بود و به عنوان كارهاي پيشنهاي 

همچنين با توجه به در  .ها را در رابطه با مسايل ارتوتروپيك نيز به انجام رساندتوان اين بررسي مي

توان كليه محاسبات فوق را در حيطه مسائل ايزوتروپيك و سختي مي اختيار داشتن ماتريس جرم و

  . ارتوتروپيك با حضور ميرايي به انجام رساند
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ABSTRACT 

In this thesis, dynamic analysis of  elastic problems in two dimensions has been done by 

isogeometric method. In fact, at the first step required equations is generated to earn the 

mass matrix. Also the finite element method is compared with isogeometric 

method.Moreover the effect of increase the control points and spline curve degree on 

answers improving has been detected. Considering that dynamic analysis is used in 

Newmark method, the effect of changing the parameters α and γ is compared with 

denoted methods.   

Key words: Dynamic Analysis, Splines, Newmark method, Isogeometric 
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