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 تشکر و قدردانی

 

 نمودند، یاری  نامه پایان این ارشگن  و تدوین در را  من که کسانی ی کلیه از دانم می لازم خود بر

 .نمایم قدردانی و تشکر صمیمانه

 مراحل ی کلیه در خیلی فراتر از یک استاد راهنماحقیقتا  که توکلی مهدی یدس  دکتر آقای جناب  از

 من اختیار در منت بی را  خود وقت و نمودند هنماییم را  و یاری  خوشرویی، با پژوهش این انجام

شتند  .دارم را  سپاس نهایت گذا

 تشکر کردند همراهی نامه یانپا این رساندن ثمر به در مرا  که دوستانی تمامی اساتید گرامی  و  از چنین هم

 .نمایم می
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دانشگاه شاهرود نویسنده ی عمران ی سازه دانشکدهدانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشته اینجانب سید امین تقوی شهری   

 آیزوژئومتریک لیلتحروش ی سطوح تراز و روش مجموعهها با استفاده از سازی توپولوژی سازهبهینهی مدل توسعه پایان نامه

 متعهد می شوم. تحت راهنمائی دکتر سید مهدی توکلی

 .تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است 

 .در استفاده از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است 

 ون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یاا امتیاازی در هایچ جاا ارائاه      مطالب مندرج در پایان نامه تاکن

 نشده است.

   و یاا   «دانشاگاه شااهرود  »و مقااتت مساتجرج باا ناام      باشاد مای شااهرود   معنوی این اثر متعلق باه دانشاگاه  کلیه حقوق

«Shahrood University ».به چاپ خواهد رسید 

  پایاان ناماه  در به دست آمدن نتایح اصلی پایان نامه تأثیرگذار بوده اند در مقاتت مستجرج از حقوق معنوی تمام افرادی که 

 رعایت می گردد.

  اساتفاده شاده اسات باوابط و اصاول       (هاآنیا بافتهای )در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که از موجود زنده

 اخلاقی رعایت شده است.

 ین پایان نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات شجصی افراد دسترسی یافته یا استفاده شده است در کلیه مراحل انجام ا

اصل رازداری، بوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده 

                                                                                                                                                     است.

 تاریخ                                                                                

 امضای دانشجو                                                                              

 

 

 

 

 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

  کلیه حقوق معنوی این اثر و محصوتت آن )مقاتت مستجرج، کتاب، برنامه های رایانه ای، نرم افزار ها و

در ود می باشد. این مطلب باید به نحو مقتضی متعلق به دانشگاه شاهر (تجهیزات ساخته شده است

 تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.

 بدون ذکر مرجع مجاز نمی باشد استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نامه. 

 

 تعهد نامه

Article I.  

Article II.  

Article III.  

Article IV.  

Article V.  

Article VI.  

Article VII.    
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 چکیده:

 به همواره که است ای سازه سازیبهینه مسائل انواع رینتمهم از یکی توپولوژی سازیبهینه

 دو همواره گذشته های سال طول در .باشدمی نظر مورد یدامنه در مصالح یتوزیع بهینه دنبال

 کرنشی انرژی تر،متداول رویکرد است. در بوده مطرح توپولوژی سازیمسائل بهینه در کلی رویکرد

 هاتنش مثل ایسازه هایواکنش برای دیگری محدودیت هیچ و ددگرمی حجمی بهینه قید تحت سازه

-می مینیمم تنش قیدهای تحت سازه وزن دیگر، رویکرد شود. درنمی نظر گرفته در هاتغییرمکان و

  شود.

سازی توپولوژی منظور بهبود عملکرد بهینهبه ی روشی جدیدارائه تحقیق هدف از انجام این

. برای رسیدن به این هدف تعداد نقاط کنترلی کم برای باشد، میزوژئومتریکها با روش تحلیل آیسازه

صورت ژاکوبی به-ی همیلتونح تراز استفاده شده است. همچنین معادلهوسط یهساختن تابع مجموع

ح تراز، وسط یهدر روش مجموع. شودی اسپلاین حل میعددی در فضای پارامتریک توابع پایه

 این که تغییرات ،شودیک تابع بمنی مرتبه باتتر نسبت به دامنه معرفی میتوپولوژی سازه توسط 

نماید،  سازیمدل را مرزها شدن متصل و شدن جدا سادگی تواند بهمی سازیبهینه مراحل در تابع

مقادیر مثبت این تابع نشانگر  شوند.همچنین مرزهای سازه توسط تراز صفر این تابع، مشجص می

در این پژوهش تابع باشند. مصالح در دامنه طراحی می ادیر منفی نواحی خالی ازوجود مصالح و مق

ها نیز ی اسپلاین که در تقریب هندسه و تغییرشکلبا استفاده از توابع پایه ح ترازوسط یهمجموع

عنوان عنوان تابع هدف و حجم بههمچنین انرژی کرنشی بهشود. استفاده شده است، تقریب زده می

، پیشنهادیمنظور نشان دادن کارایی روش به سازی در نظر گرفته شده است.ی بهینهئلهقید مس

   ارائه شده است.نتایج آن در انتها  وکامپیوتری تهیه شده ی با استفاده از برنامه دوبعدیچندین مثال 

تریک، فضای ح تراز، تحلیل آیزوژئوموسط یهسازه، روش مجموع سازی توپولوژیبهینهکلمات کلیدی: 

 پارامتریک
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 فهرست مطالب

 1 ------------------------------------------------------------------------------------------------------ اول فصل

 1 ------------------------------------------------------------------------------------------------ اتیکل و مقدمه

 2 -------------------------------------------------------------------------------------- موضوع یخچهیتار -1-1

 4 ---------------------------------------------------------------------------------------- پژوهش از هدف -1-2

 5 ---------------------------------------------------------------------------------- نامهانیپا یکل ساختار -1-3

 7 ------------------------------------------------------------------------------------------------------ دوم فصل

 7 ---------------------------------------------------------------------------------- کیزوژئومتریآ لیتحل روش

 8 --------------------------------------------------------------------------------------------------مقدمه -2-1

 9 ---------------------------------------------------------------------------- کیزوژئومتریآ روش یمبان -2-2

 9 ------------------------------------------------------------------------------------- یاگره یبردارها -2-2-1

 11 ------------------------------------------------------------------------------------------ هیپا توابع -2-2-2

 12 -------------------------------------------------------------------------------- نیاسپلا-یب سطوح -2-2-4

 14 ----------------------------------------------------- (NURBS) کنواختیریغ ینسب یهانیاسپلا-یب-2-3

 15 ------------------------------ نظر مورد سطح ای یمنحن یرو نقاط اساس بر یکنترل نقاط یمحاسبه-2-4

 15 ----------------------------------------------------------------------------------- یعموم یابیدرون-2-4-1

 21 ----------------------------------------------------------------------------------------- یکل بیتقر-2-4-2

 23 ------------------------------------------------------- مسطح تنش مسائل در کیزوژئومتریآ لیتحل-2-5

 31 --------------------------------------------------------------------------------------------------- سوم فصل

 31 ----------------------------------------------------------------------------------------- هاسازه یسازنهیبه

 32 ------------------------------------------------------------------------------------------------ مقدمه -3-1

 32 ----------------------------------------------------------------------------------------- هیاول فیتعار -3-2

 32 --------------------------------------------------------------------------------- یطراح یرهایمتغ -3-2-1

 33 ----------------------------------------------------------------------------------------- هدف تابع -3-2-2

 34 ---------------------------------------------------------------------------------------------- ودیق -3-2-3

 34 ------------------------------------------------ :یسازنهیبه یمسئله کی یبرا یعموم یاضیر فرم -3-3

 35 ------------------------------------------------------------------- :یاسازه یسازنهیبه مسائل انواع -3-4

 37 ------------------------------------------------------------------ (KKT) تاکر-کان-کاروش طیشرا -3-5

 39 ------------------------------------------------------------------------------------------------- چهارم فصل

 39 --------------------------------------------------------------------------------------------- یمجموعه روش

 39 -------------------------------------------------------------------------------------------------- تراز سطوح

 41 ------------------------------------------------------------------------------------------------- مقدمه -4-1

 41 ------------------------------------------------------------------------------------------- حیصر فرم-4-1-1

 41 ------------------------------------------------------------------------------------------ یضمن فرم-4-1-2
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 41 ---------------------------------------------------------تراز سطوح یمجموعه روش در یهندس ابزار-4-2

 43 -------------------------------------------------------- تراز سطوح مجموعه روش در محاسبات ابزار-4-3

 45 ------------------------------------------------------------------------------ دارعلامت یفاصله تابع -4-4

 45 ------------------------------ هاسازه یتوپولوژ یسازنهیبه در تراز سطوح یمجموعه روش کاربرد -4-5

 47 ------------------------------------ یسازنهیبه مسائل در تراز سطوح یمجموعه مدل یبندفرمول -4-6

 49--------------------------------------------------------------------------------------------------- پنجم صلف

 49-------------------- تراز سطوح یمجموعه روش به وستهیپ یهاسازه یتوپولوژ یسازنهیبه مدل یتوسعه

 51 ------------------------------------------------------------------------------------------------- مقدمه -5-1

 51 ---------------------------------------------------------------------------------------------- خچهیتار -5-2

 54 ---------------------------------------------- کیزوژئومتریآ لیتحل و تراز سطوح یمجموعه روش -5-3

 58 -------------------------------------------------------------------------------------- تیحساس زیآنال-5-5

 59 ---------------------------------------------------------------------------- میمستق یلیتحل روش-5-5-1

 61 ----------------------------------------------- حجم دیق تحت یکرنش یانرژ کردن ممینیم یمسئله -5-6

 65 ------------------------------------------------------------------------------------------------- ششم فصل

 65 -------------------------------------------------------------------------------------------- یعدد یهامثال

 66 ------------------------------------------------------------------------------------------------- مقدمه -6-1

 66 ---------------------------------------------------------- یتوپولوژ یسازنهیبه یعدد یهامثال حل -6-2

 85 -------------------------------------------------------------------- یشنهادیپ روش عملکرد یبررس-6-2

 87 -------------------------------------------------------------------------------------------------- هفتم فصل

 87 ----------------------------------------------------------------------------------------- شنهاداتیپ و جینتا

 88 ------------------------------------------------------------------------------------------------ مقدمه -7-1

 88 ------------------------------------------------------------------------------------------------- جینتا -7-2

 91 ------------------------------------------------------------------------------------------- شنهاداتیپ -7-3

 91 -------------------------------------------------------------------------------------------------------- مراجع
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 فهرست اشکال

 71 ------------------------ کنواختی یگره بردار یبرا دو و کی صفر، درجه نیاسپلا-یب یهیپا توابع( 7-2) شکل

 77 ------------------------------------------------------ گره بردار با نیاسپلا-یب یمکعب هیپا  توابع( 2-2) شکل

 77 --------------------------------------------------- (2-2) شکل هیپا توابع به مربوط اول مشتقات( 9-2) شکل

 72 ------------------------------------------------------ ]77[  یکنترل نقاط و نیاسپلا-یب یمنحن( 4-2) شکل

 79 --------------------------------------------------------------- ]77[  و  یبرا نیاسپلا-یب سطح( 5-2) شکل

 74 ---------------------------- ]77[( 7-2) جدول و( 5-2) شکل یکیزیف و یپارامتر ،یسیاند یفضا( 6-2) شکل

 73 ---------------------------------------------------------- ]71[  نظر مورد سطح یرو هیاول نقاط( 8-2) شکل

 u  ]71[ ------------------------------------------------------------------ 73 یراستا در یابیدرون( 3-2) شکل

 v  ]71[ ----------------------------------------------------------------- 21 یراستا در یابیدرون( 71-2) شکل

 22 ---------------------------------------------------- ]71[  نظر مورد سطح یکنترل نقاط بیتقر( 77-2) شکل

 23 --------------- ]77[ نربز المان کی یعدد یریگانتگرال یفضا و یپارامتر یفضا ،یکیزیف یفضا( 72-2) شکل

 94 ---------------------------------------------------------------- ]72[ سازه یسازنهیبه یمسئله( 7-9) شکل

 96 ------------------ ]72[ خرپا یاعضا مقطع سطح کردن نهیبه هدف با یابعاد یسازنهیبه یمسئله( 2-9) شکل

 96 ---------- ]72[ سازه شکل فیتوص یبرا مناسب تابع کردن دایپ هدف اب شکل یسازنهیبه یمسئله (9-9) شکل

 91 ----------------------------------------------------------- ]72[ خرپا کی یتوپولوژ یسازنهیبه (4-9) شکل

 91 ------------------------- ]72[ وستهیپ طیمح در مفصل سر دو یبعد دو ریت یتوپولوژ یسازنهیبه (5-9) شکل

 47 ---------------------------- تراز سطوح یمجموعه روش با یبعد دو طرح دامنه فیتعر یسازنهیبه (7-4) شکل

تابع یزوکانتورهایآ (2-4) شکل  2 2 1x y   x  ---------------------------------------------------- 42 

 44 ---------------------------------------------------------------------------------- دیسایهو تابع( 9-4) شکل

 44 ----------------------------------------------------------------------------- راکید یدلتا تابع( 4-4) شکل

علامتدار یفاصله تابع( 5-4) شکل  1 x ------------------------------------------------------------ 45 

 46 ------------------------------------------- گرددیم مرزها شدن جدا موجب که راتییتغ روند( 6-4) شکل

 48 ----------------------------------------------- ]26[ تراز سطوح یمجموعه مدل و طرح یدامنه( 1-4) شکل

 x ]59[ ------------------------ 54)( تراز سطوح یمجموعه تابع از استفاده با مرز و یتوپولوژ انیب( 7-5) شکل

 56 -------------------------------------------------------------------------- مسئله یکیزیف یفضا( 2-5) شکل

 56 ------------------------------------------------------------------------- مسئله یپارامتر یفضا( 9-5) شکل

 51 ---------------------------------------------- یژاکوب-لتونیهم یمعادله حل در روندهشیپ روش( 4-5) شکل

 69 --------------------------------------------------- تگرانژ بیبر به نسبت حجم راتییتغ نمودار( 5-5) شکل

 61 ------------------------------------------------------- کنسول ریت یگاههیتک و یارگذارب طیشرا( 7-6) شکل

 61 ----------------------------------------------------- %45 حجم دیق با کنسول ریت ینهیبه طرح( 9-6) شکل

 61 -----------------------------------------------------یبعد 9 صورت به کنسول ریت ینهیبه طرح( 4-6) شکل

 61 ------------------------------------------ کنسول ریت هدف وتابع حجم دیق ییهمگرا روند نمودار( 5-6) شکل

 68 ----------------------------------------------------------- [96] کنسول ریت ینهیبه یینها طرح( 6-6) شکل

 68 ----------------------------------------------------------- [98] کنسول ریت ینهیبه یینها طرح( 1-6) شکل

 63 ------------------------------------------------------- کنسول ریت یگاههیتک و یبارگذار طیشرا( 8-6) شکل
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 63 ----------------------------------------------- حفره 71 با  حل یبرا رفته کاربه یهیاول یتوپولوژ( 3-6) شکل

 63 ----------------------------------------------- درصد 45 حجم دیق با کنسول ریت ینهیبه طرح( 71-6) شکل

 11 ----------------------------------------- کنسول ریت هدف وتابع حجم دیق ییهمگرا روند نمودار( 77-6) شکل

 11 ------------------------------------------------------ کنسول ریت یگاههیتک و یبارگذار طیشرا( 72-6) شکل

 17 --------------------------------------------- حفره 71 با  حل یبرا رفته کاربه یهیولا یتوپولوژ( 79-6) شکل

 17 ----------------------------------------------- درصد 45 حجم دیق با کنسول ریت ینهیبه طرح( 74-6) شکل

 17 ----------------------------------------- کنسول ریت هدف وتابع حجم دیق ییهمگرا روند نمودار( 75-6) شکل

 12 ------------------------------------------------------ کنسول ریت یگاههیتک و یبارگذار طیشرا( 76-6) شکل

 12 --------------------------------------------- حفره 71 اب  حل یبرا رفته کاربه یهیاول یتوپولوژ( 71-6) شکل

 12 ----------------------------------------------- درصد 45 حجم دیق با کنسول ریت ینهیبه طرح( 78-6) شکل

 12 ----------------------------------------- کنسول ریت هدف وتابع حجم دیق ییهمگرا روند نمودار( 73-6) شکل

 19 ---------------------------------------------------------ساده ریت یگاههیتک و یبارگذار طیشرا( 21-6) شکل

 19 --------------------------------------------- حفره 71 با  حل یبرا رفته کاربه یهیاول یتوپولوژ( 27-6) شکل

 19 -------------------------------------------------- درصد 41 حجم دیق با ساده ریت ینهیبه طرح( 22-6) شکل

 14 ------------------------------------------- ساده ریت هدف وتابع حجم دیق ییهمگرا روند نمودار( 29-6) شکل

 14 ------------------------------------------------------- شلیم ریت یگاههیتک و یبارگذار طیشرا( 24-6) شکل

 15 --------------------------------------------- حفره 71 با  حل یبرا رفته کاربه یهیاول یتوپولوژ( 25-6) شکل

 15 ------------------------------------------------- درصد 41 حجم دیق با شلیم ریت ینهیبه طرح( 26-6) شکل

 15 ------------------------------------------ شلیم ریت هدف وتابع حجم دیق ییهمگرا روند نمودار( 21-6) شکل

 16 -------------------------------------------------- بلند کنسول ریت یگاههیتک و یبارگذار طیشرا( 28-6) کلش

 16 --------------------------------------------- حفره 76 با  حل یبرا رفته کاربه یهیاول یتوپولوژ( 23-6) شکل

 16 ------------------------------------------- درصد 41 حجم دیق با بلند کنسول ریت ینهیبه رحط( 91-6) شکل

 11 ------------------------------------ بلند کنسول ریت هدف وتابع حجم دیق ییهمگرا روند نمودار( 97-6) شکل

 11 -------------------------------------------------- بلند کنسول ریت یگاههیتک و یبارگذار طیشرا( 92-6) شکل

 18 --------------------------------------------- حفره 76 با  حل یبرا رفته کاربه یهیاول یتوپولوژ( 99-6) شکل

 18 ------------------------------------------- درصد 41 حجم دیق با بلند کنسول ریت ینهیبه طرح( 94-6) شکل

 18 ------------------------------------ بلند کنسول ریت هدف وتابع حجم دیق ییهمگرا روند نمودار( 95-6) شکل

 13 ----------------------------------------------------- شکل ال ریت یگاههیکت و یبارگذار طیشرا( 96-6) شکل

 13 ---------------------------------------------------------- حل یبرا رفته کاربه یهیاول یتوپولوژ( 91-6) شکل

 81 ---------------------------------------------- درصد 25 حجم دیق با شکل ال ریت ینهیبه طرح( 98-6) شکل

 81 ---------------------------------------- شکل ال ریت هدف وتابع حجم دیق ییهمگرا روند نمودار( 93-6) شکل

 87 ----------------------------------------------------- شکل ال ریت یگاههیتک و یبارگذار طیشرا( 41-6) شکل

 87 ---------------------------------------------------------- حل یبرا رفته کاربه یهیاول یتوپولوژ( 47-6) شکل

 82 ---------------------------------------------- درصد 25 حجم دیق با شکل ال ریت ینهیبه طرح( 42-6) شکل

 82 ---------------------------------------- شکل ال ریت هدف وتابع حجم دیق ییهمگرا روند نمودار( 49-6) شکل

 89 ------------------------------------------------- شکل یمنحن ریت یگاههیتک و یبارگذار طیشرا( 44-6) شکل

 89 ---------------------------------------------------------- حل یبرا رفته کاربه یهیاول یتوپولوژ( 45-6) شکل

 84 ------------------------------------------ درصد 95 حجم دیق با شکل یمنحن ریت ینهیبه طرح( 46-6) شکل
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 84 ----------------------------------- شکل یمنحن ریت هدف وتابع حجم دیق ییهمگرا روند نمودار( 41-6) شکل

 85 ----------------------------------- یکنترل نقطه 7926 با ]95[ مرجع کنسول ریت ینهیبه طرح( 48-6) شکل

 85 ------------------------- (7 مثال)یکنترل نقطه 867 با موجود پژوهش کنسول ریت ینهیبه طرح( 43-6) شکل

 85 ------------------------- (2 مثال)یکنترل نقطه 297 با موجود پژوهش کنسول ریت ینهیبه طرح( 51-6) شکل

 86 ----------------------------------- یکنترل نقطه 7926 با ]95[ مرجع کنسول ریت ینهیبه طرح( 57-6) شکل

 86 ------------------------- (9 مثال)یکنترل نقطه 867 با موجود پژوهش کنسول ریت ینهیبه طرح( 52-6) شکل

 86 ------------------------- (4 مثال)یکنترل نقطه 297 با موجود پژوهش کنسول ریت ینهیبه طرح( 59-6) شکل
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 موضوع یتاریخچه -1-1

 با بهینه و اقتصادی طرح یک به رسیدن مهندسی، مسائل طراحی در مهم فاکتورهای از یکی

 اقتصاد و سازه رفتار که است علمی سازی،بهینه است.  مسئله آن به مرتبط فنی دعقوا و اصول رعایت

 هایهزینه کاهش بهمنجر سازه، ایمنی بر علاوه نهایت در و گیردمی نظر در زمانهم طوربه را پروژه

 با که است هاییسازه طراحی ها،سازه سازیبهینه از هدف .شودمی نیز مصالح اتلاف از پرهیز و ساخت

مسائل  .هستند برخوردار وارده نیروهای برابر در سجتی و مقاومت بیشترین از حداقل، وزن وجود

، 7سازی توپولوژیبهینه :بندی نمود که عبارتند ازی مجتلف دستهتوان در سه ردهسازی را میبهینه

دف پیدا کردن تعداد و ها هسازی توپولوژی سازه. در بهینه9اد سازهسازی ابعو بهینه 2سازی شکلبهینه

ها هدف پیدا کردن بهترین موقعیت سازی شکل سازهدر بهینه .]7[ ستا هاحفرهمکان مناسب 

دست آوردن حداقل سطح مقطع سازی ابعادی هدف بهاست. در بهینهمجتصات نقاط و مرزهای سازه 

 است. ای سازهمورد نیاز برای هریک از اعض

 به همواره که است ایسازه سازیبهینه مسائل انواع ترینمهم از یکی توپولوژی سازیبهینه

 تابع انتجاب منظور، این به رسیدن برای. باشدمی نظر مورد یدامنه در مصالح یبهینه توزیع دنبال

ابزاری است که به طراح در  سازی توپولوژی،بهینه. است برخوردار باتیی اهمیت از مناسب قید و هدف

به   ی موجود، کمک بسیاری خواهد کرد.ی مناسب برای سازهبندی اولیهدست آوردن یک طرحبه

گاهی و مشجصات مصالح سازی توپولوژی، شرایط بارگذاری و تکیهی بهینههنگام حل یک مسئله

که در انتها  ایگونهبهباشد یی تعریف شده ممعلوم بوده و هدف حذف یا توزیع مجدد مصالح در دامنه

 سازی، بهینه کند. فرایندی بهینهمورد نظر را در مسئله 4دست آمده، تابع هدفتوپولوژی به

                                                           
7 Topology optimization 

2 Shape optimization 

9 Size optimization 

4 Objective function 
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 9و آنالیز حساسیت 2مسئله، تحلیل سازه 7سازی توپولوژی شامل سه قسمت اصلی مدل هندسیبهینه

 باشد. سازی میی بهینهمسئله

 برخی که است شده ارائه مهندسی مسائل تحلیل برای سیاریب هایروش گذشته هایدهه در

 هایروش عنوان با هاروش از ایدسته و محدوداجزای روش محدود، تفابل روش هاآن مشهورترین از

مشکلات  رفع و نمودن توانمندتر هدف با و یکدیگر پی در هاروش این اگرچه .باشندمی شبکه بدون

 بدون و کامل را آن بتوان که یافت را روشی تواننمی هم هنوز اما اند،هشد ارائه خود از پیش هایروش

 یهندسه دارای مسائل شکل دقیق تولید در بعف به توانمی هاکاستی این یجمله از .نامید نقص

 تولید به همچنین نیاز و مصالح خواص در شدید تغییرات با مسائل دقیق سازیمدل در بعف پیچیده،

 بر غلبه برای .نمود اشاره سازه شکل سازیبهینه مسائل نظیر مسائل، برخی در هالمانی اشبکه مکرر

 مورد شکل توابع جایبه لایناسپ یپایه توابع از استفاده موجود، هایروش بهبود و مشکلات این

 توسط 2114 تا 7338 هایسال در بار اولین مهندسی، مسائل تحلیل در محدوداجزای در استفاده

 یتوسعه از نربز که توابع از استفاده با ایده این ،2115 سال در .]4-2[ شد معرفی هولیگ و نکیگا

 نام زوژئومتریکآی تحلیل روش و یافت تکامل همکارانش و هیوز توسط آیند،می دستبه اسپلاین توابع

 اخیر هایتپیشرف و 4رایانه کمک به طراحی هایفناوری از استفاده را روش این اساس .]1-5[ گرفت

 یپایه توابع خواص از استفاده بمن روش این دردهد. می تشکیل ایرایانه گرافیک یزمینه در

 سازیتقریب و یابیدرون جهت هاآن از احجام، و سطوح ها،منحنی دقیق تعریف در 5نربز و لایناسپ

 سازیبهینه مسائل در یزوژئومتریکآ تحلیل روش از طرفی .گرددمی استفاده نیز مسئله مجهوتت

 .است گرفته قرار استفاده مورد نیز هاسازه توپولوژی

                                                           
7 Geometric Modeling 

2 Structural Analysis 

9 Sensitivity analysis 

4 Computer Aided Design (CAD) 

5 Non Uniform Rational B-Spline(NURBS) 
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های دست آوردن مرزبرای به 9و ستیان 2توسط اشر 7ی سطوح ترازکه روش مجموعهاز زمانی 

کار برده ها و علوم مجتلف بهاین روش در بسیاری از رشته ،]3،8[ مشترک و مرزهای آزاد معرفی شد

سازی شکل و توپولوژی بسیار مورد توجه قرار ح تراز در بهینهوی سطوش مجموعهشده است. امروزه ر

سادگی که بهطوریبه ،باشدو فراگیر می ی سطوح تراز بسیار تطبیق پذیروعهروش مجم گرفته است.

های تیز، جدا شدن مرزها از یکدیگر و یا ادغام مرزهای مشترک را بیان کند. این بیان تواند گوشهمی

گردد و نیازی به پارامتری کردن مرز سازی شکل و توپولوژی میی بهینهسازی مسئلهباعث سادهده سا

صورت تابع بمنی اسکالر از بعد باتتر تعریف ی سازه بهدر این روش هندسه باشد.مشترک نمی

ی مرز جدید از حل معادلهگردد و گردد و مرز سازه توسط یک سطح تراز مشجص معرفی میمی

همچنین نواحی مثبت بیانگر وجود مصالح و نواحی منفی معرف ، آیددست میبه 4ژاکوبی-میلتونه

آورده  صورت کاملبهح تراز وی سطروش مجموعهی پنجم تاریجچه در فصل  های خالی هستند.فضا

 شده است.

 هدف از پژوهش -1-2

ی اصلاح روش تفابل وسیلهکاهش تعداد نقاط کنترلی به تحقیق نجام اینهدف اصلی از ا

بندی تفابل محدود وابسته باشد. در این رویکرد شبکهژاکوبی می-ی همیلتونمحدود در حل معادله

عنوان تابع هدف و انرژی کرنشی سازه بههمچنین در این پژوهش  باشد.به تعداد نقاط کنترلی نمی

ی کمینه ئلهمسفته شده است. سازی در نظر گری بهینهعنوان قید مسئلهمحدودیت حجم سازه به

 .مفهوم با بیشینه کردن سجتی کل سازه است کردن انرژی کرنشی هم

 
                                                           
7 Level Set Method 

2 Osher 

9  Sethian 

4 Hamilton-Jacobi Equation 
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 نامهساختار کلی پایان -1-3

به بیان کلیاتی در مورد  حابرباشد. در فصل فصل میهفت نامه شامل طور کلی این پایانبه

روشی جدید و  عنوانبهریک . در فصل دوم روش تحلیل آیزوژئومتنامه پرداخته شده استپایان

صورت مجتصر ارائه های تزم جهت تحلیل مسائل تنش مسطح بهبندیپرکاربرد بررسی شده و فرمول

 شده است.

 . در فصل چهارمپردازیمها میسازی سازهکلی بهینهاصول و مبانی به بیان در فصل سوم 

ی سطوح بندی مدل مجموعهمولسپس فر ،مورد بررسی قرار گرفته است ی سطوح ترازوعهروش مجم

ی سطوح روش مجموعهدر فصل پنجم در ابتدا به بیان  سازی آورده شده است.تراز در مسائل بهینه

ی نقاط کنترلی و حل معادلهتعداد ی کاهش نحوهسپس به  ،پردازیمتراز و تحلیل آیزوژئومتریک می

سازی انرژی ی بهینهمسئلهبندی فرمول همچنین، شوداشاره میژاکوبی در فضای پارامتری -همیلتون

با استفاده از آنالیز حساسیت، سرعت نرمال حاکم فصل انتهای بیان شده و در کرنشی تحت قید حجم 

. در فصل یابی مسائل، استجراج شده استنهعنصر برای بهی ترینمهم عنوانبهسازی ی بهینهبر مسئله

حل شده و نتایج آن آورده  متنوعی یهای عددمثال منظور نمایش عملکرد روش پیشنهادیبه ششم

 منظوربه پیشنهادهایی طورهمین و نامهپایان این نتایج از ایخلاصه نیز هفتم فصل در شده است.

 ه است.شد ارائه زمینه، این در مندعلاقه دانشجویان رای، بکامپیوتری هایبرنامه یتوسعه
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 تحلیل روش

 ژئومتریکآیزو
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 مقدمه -2-1

اند. از جمله ها توسعه یافتههای اخیر برای تحلیل سازهعددی مجتلفی در دهه هایروش

 یمحدود و دستهمحدود، اجزایتفابل هایروشگیری، به ترتیب شکلتوان بهمی هاآن ترینمهم

روشی  عنوانبهمحدود . امروزه روش اجزایبدون مش اشاره کرد هایروشموسوم به  هایروش

افزارهای تجاری مجتلفی قدرتمند در بسیاری از علوم مهندسی شناخته شده و با استفاده از آن نرم

، این روش ملاحظهقابلهای پیشرفت با وجود این تهیه شده است که در صنعت کاربردی فراوان دارد.

ی تعریف مرزهای هندسی اشاره هتوان به نحومی هاآن ترینمهمباشد که از دارای نقاط بعفی نیز می

ی واقعی کاملاً وابسته به تقریب هندسه، نزدیک شدن به هندسهمحدود با توجه بهکرد. در روش اجزای

 لحاظ هندسی رسیدن به آن بسیار مشکل است. ازبندی است و در برخی مسائل پیچیده ی شبکهنحوه

به ایجاد تغییرات در متغیرهای مجهول، منجر دیگر بهبود حل، چه از لحاظ تقریب هندسه و یا از سوی

گردد. علاوه بر سبب افزایش تعداد معادتت و بات رفتن زمان حل می درنهایتشود که بندی میشبکه

ی جدید در حین حل مسئله ساخت چندین شبکه هاآنمحدود حل مسائلی که در این در روش اجزای

 افزایش دهد. اتبمربهی طرح را تواند هزینهتزم است؛ می

ای برخوردار بوده است، یکی از مواردی که همواره در تحلیل مسائل مهندسی از اهمیت ویژه

باشد. تقریباً یک دهه پس از های تحلیل میهای طراحی هندسه و روشبرقراری ارتباط بین روش

ها، انهی رایدلیل توسعهو به 7381تا  7311های محدود و بین سالگیری روش اجزایشکل

تا  7338های در سال .سازی هندسه به کمک رایانه شکل گرفتگیری در علم مدلهای چشمپیشرفت

-محدود، به استفاده در اجزای جای توابع شکل موردی اسپیلاین بهی استفاده از توابع پایهایده 2114

سائل مهندسی مطرح های طراحی به کمک رایانه در تحلیل معنوان یکی از راهکارهای ورود تکنیک

توسط هیوز و همکارانش  2115یزوژئومتریک در سال آروش تحلیل  کهو همین امر سبب شد  شد

 .بدتوسعه یا



 

9 
 

پذیری و دقت بات در تعریف هندسه ی دستگاه معادتت، انعطافی اندازهکاهش قابل ملاحظه

سازی و دقت بات در اقناع نهی تحلیل و بهیبندی مجدد در طول پروسهو مرزهای آن، عدم نیاز به مش

 ،های عددی متداولیزوژئومتریک را از سایر روشآشرایط مرزی ازجمله مزایایی است که روش تحلیل 

توان این روش را بسط و تعمیم قدرتمند روش تحلیل به تعبیری می .]1-5[ کندمتمایز می

جا نیز از وجود دارد در این محدودمانند آنچه در روش اجزای ؛آورد حساببهمحدود سنتی اجزای

جا نیز از همان شود. به این منظور که در ایناستفاده می 7مفهومی مشابه خاصیت آیزوپارامتریک

 توابعی که برای مدل کردن هندسه استفاده شده است در تقریب تابع مجهول نیز استفاده خواهد شد.

دسه مسئله نقاط کنترلی که منطبق بر هن توان به ایجاد شبکهاز جمله معایب روش آیزوژئومتریک می

 جایی برای یک نقطه مشجص اشاره کرد.آسان نبودن پیدا کردن جابهو  نیست

 

 مبانی روش آیزوژئومتریک -2-2

 یپایه توابع توسط شده ساخته احجام و سطوح ها،منحنی فرد منحصر به هایویژگی از یکی

-می نگاشت و تشابه دوران، انتقال، همچون متداول یهندس تبدیلات تحت آنها تغییرپذیری عدم نربز،

  از بسیاری در امروزه یکنواختغیر نسبی هایاسپلاین-بی همان یا نربز توابع دلیل همینبه ،باشد

 شناخته هندسی طراحی برای قدرتمند ریابی ابزارهای از یکی عنوانبه جهان صنعتی استانداردهای

 اند. شده

 بردارهای گرهی -2-2-1

 یکاست.  2ایگره بردار نربز، توسط شده ساخته سطوح معرفی برای اساسی مفاهیم از یکی

 :]71[شودمی تشکیل زیر صورتبه که است حقیقی اعداد از غیرنزولی ایدنباله ای،گره بردار
 

                                                           
7Isoparametric 

2 Knot vector 
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 (2-7)     
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-ی بیدهنده های شکل تشکیلتابع تعداد nای و دجملهی چندرجه pاُمین گره،  i ،iدر آن که

گیرد، استفاده قرار می روند. یکی از انواع بردارهای گرهی که در این بحث موردشمار میبه اسپیلاین

 :]71[ باشدنامتناوب )باز( است که فرم زیر را دارا می بردار گرهی

(2-2)         
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 باشندتکرار می p+1ها دارای ز بردارهای گرهی، اولین و آخرین مقدار از گرهدر این نوع ا

 توابع پایه -2-2-2

 .]71[ شودصورت بازگشتی با شروع از اعداد ثابت تعریف میاسپلاین به-ی بیتوابع پایه

(2-9)                              
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 :]71[اریمد …,p=1,2,3برای و در ادامه 
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    و دو برای بردار گرهی یکنواخت یک اسپلاین درجه صفر،-ی بیتوابع پایهدر شکل زیر 

 ,4,3,2,1,0 77[ شودمشاهده می[. 

 

اسپلاین درجه صفر، یک و دو برای بردار گرهی یکنواخت -ی بی( توابع پایه7-2) شکل

 0,1,2,3,4,...  



 

00 
 

گره بردار با اسپلاین-بی مکعبی پایه توابععنوان مثال دیگر به 1,1,1,1,75.0,5.0,25.0,0,0,0,0 

 باشد.صورت زیر میبه

 

گره بردار با اسپلاین-بی مکعبی پایه( توابع  2-2) شکل 1,1,1,1,75.0,5.0,25.0,0,0,0,0 

 :]71[ آیدمی ستدبه زیر رابطه از اسپلاین-بی پایه تابع یک اول مشتق

(2-5)          





 1,1,, 





 





pi

ipi

pi

ipi

pi N
p

N
p

N 

 .دهدمی نشان را (2-2) شکل پایه توابع به مربوط اول مشتقات شکل زیر

 

 (2-2)شکل  پایه توابع به مربوط اول مشتقات( 9-2) شکل

 

 اسپلاین-منحنی بی -2-2-3

یک  شوند.لاین ساخته میاسپ-ی بیا استفاده از ترکیب خطی توابع پایهب اسپلاین-های بیمنحنی

 :]71 [شوداسپلاین به شکل زیر تعریف می-منحنی بی

(2-6)  ba                               i

n

i

pi PNC  



0

, 
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(2-1)     























1

11

1

,...,,,...,,,...,

p

pmp

p

bbaa  

 و مجتصات نقاط کنترلیiPدر آن که piN ,
 بردار وpیاسپلاین نرمال از درجهی بیابع پایهتو 

نشان داده شده  زیردر شکل  دودرجهی ها برای تابع پایهیک نمونه از این منحنی باشد.ی میاگره

 .است

 

 ]77[  اسپلاین و نقاط کنترلی-منحنی بی (4-2) شکل

 

 ناسپلای-سطوح بی -2-2-4

با تعریف 





















 1

11

1

1,...,1,,...,,0,...,0
p

prp

p


و  





















 1

11

1

1,...,1,,...,,0,...,0
q

qsq

q


عنوان به 

 ، در تحلیلگره هستند، فضای پارامتریک 1sو 1rترتیب شامل ای که بهبردارهای گره

 باشد.رار میهمواره روابط زیر برق 7ی بازادر بردارهای گره  گردد.آیزوژئومتریک مشجص می

 (2-8) 1 qms 1 pnr  

باشد. تعداد نقاط کنترلی در جهت دیگر می mو  تعداد نقاط کنترلی در جهت  nکه در آن 

نمایش  sو  rای با های بردار گرهباشند و تعداد گرهاسپلاین می-های توابع بیمرتبه qو  pهمچنین 

 شود.داده می

                                                           
7   Open knot vector  
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حاصل از ، باشدمیqیز درجها و در جهتpی از درجه ، که در جهتاسپلاین-بییک سطح 

 :]71[ صورت زیر تعریف خواهد شدبه برب تانسوری

(2-3)   jiqj

n

i

m

j

pi NNS ,,

0 0

, )()(),( P 
 

 

 

زیر نمایش داده ی نقاط کنترلی آن در جدول شبکه مجتصات همراه به ساخته شدهاز یک سطح نمونه 

  صورتی این شکل بهابردارهای گرهشده است.  0,0,0,0.5,1,1,1   و 0,0,0,1,1,1 می-

 .باشد

 

 

 

 

 

 ]77[ (5-2) شکل( مجتصات نقاط کنترلی 2-7)

 

اسپلاین برای -( سطح بی5-2) شکل 0,0,0,0.5,1,1,1   و 0,0,0,1,1,1 ]77[ 
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 آید:دست میبه شکل زیر بهفضای اندیسی، پارامتری و فیزیکی  در انتها

 

 ]77[ (7-2) جدول( و 5-2و فیزیکی شکل ) پارامتری ( فضای اندیسی،6-2) شکل

 

 (NURBSواخت )های نسبی غیریکناسپلاین-بی-2-3

-غیر عبارت. است انگلیسی زبان به کسری یکنواختغیر هایاسپلاین-بی عبارت مجفف نربز

-منحنی تعریف در. نباشد یکنواخت تواندمی کلی حالت در که استای گره بردار به یکنواخت مربوط

 تاثیر نحوه بر آن مقدار که شودمی فتهگر در نظر w وزن مقدار یک کنترلی نقطه هر برای نربز، های

 زیر صورتبه توانمی را نربز p درجه یک منحنی. است موثر منحنی شکل بر کنترلی نقطه آن

 :]71[ نمود تعریف

    i

n

i

i PRC  



1

      )71-2( 

 که در آن:

(2-77)                                                                  
 

 



n

i

ipi

ipi

i

wN

wN
R

1

,

,




  

 عادی اسپلاین-بی پایه تابع رابطه بات به نربز پایه تابع باشند، برابر همبا هانوز مقادیر همهچنانچه 

آن  در هاوزن که است نربز تابع از خاصی حالت اسپلاین-بیی پایه تابع دیگر عبارتبهشود. می تبدیل

 شوندتعریف می صورت زیرر مشابه سطح ساخته شده با استفاده از توابع نربز بهطوبه هستند. هم برابر

] 71[: 
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 
   

   
 


n

i

m

j

jiqjpi

jiqjpi

ji

wNN

wNN
R

1 1

,,,

,,,

, ,




     )72-2( 

ji

n

i

m

j

ji PRS ,

1 1

, ),(),( 
 

       )79-2( 

که در آن همچنین
jiw ,

)( های مرتبط ووزن 
1, piN و )(

2, pjNاسپلاین نرمال از -ی بیایه، توابع پ

ی درجه
1p2 وp .هستند 

ی ی محاسبهبا استفاده از توابع نربز، در ادامه به نحوهسطح  ی ساخت منحنی ونحوه پس از معرفی

که در روش از آنجایی پردازیم.نقاط کنترلی با استفاده از نقاط روی منحنی یا سطح مورد نظر می

ی نقاط کنترلی جدید برای تحلیل سازی نیاز به محاسبهی سطوح تراز در هر مرحله از بهینهمجموعه

ی نقاط کنترلی بر اساس نقاط روی منحنی یا سطح چند روش محاسبه به باشد، در ادامهسیستم می

 شده است. اشارهمورد نظر 

 

 حنی یا سطح مورد نظری نقاط کنترلی بر اساس نقاط روی منمحاسبه-2-4

-دادهدست آوردن نقاط کنترلی جدید با استفاده از بجش معرفی چند روش برای به هدف این

شود. تقسیم می جزئیو کلی ی به دو دسته 7یابیدرونهای باشد. روشروی سطح مورد نظر می های

بیشتر  جزئیای هشود. روشسازی حل میی بهینهیک سیستم معادتت یا یک مسئله در روش کلی

 رود.کار میدست آوردن نقاط کنترلی یک بجش از منحنی یا سطح بهبرای به

  2عمومییابی درون-2-4-1

 ،پردازیمیابی نقاط کنترلی یک منحنی میبجش ابتدا به معرفی روشی برای درون در این

 دهیم.یابی یک سطح تعمیم میسپس روش مورد نظر را برای درون

                                                           
7Interpolation 

2Global Interpolation 
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صورت مقابل معرفی شود:  وی منحنی که در اختیار داریم بهفرض شود نقاط ر nkk ,...,0, Q 

نقاط کنترلی این منحنی را با خواهیم حال می باشد.تعداد نقاط روی منحنی مورد نظر می nکه در آن 

ی او یک بردار گرهاختصاص بدهیم   kuیک  kQبه هر  یابی کنیم. اگر مادرون کلیاستفاده از روش 

 مناسب muu ,,0 U آنحل و یک سیستم معادتت خطی با تشکیل توانیم می ،انتجاب کنیم، 

 . دست بیاوریمرا به نظرمد نقاط کنترلی

(2-74)      i

n

i

kpik uN PQ 



0

, 

های مجتلفی روش kuی برای محاسبه باشد.می 1n به تعدادنقاط کنترلی  iPی بات در رابطه

 .]71[ شودوجود دارد که در ادامه به آن اشاره می

 

 1روش فضای مساوی 

-فضای بین صفر و یک به ،های متناظر با نقاط روی منحنیدر روش فضای مساوی، برای ساختن گره

دلیل اینکه توانایی این روش بهشود. ه تعداد نقاط روی منحنی مورد نظر تقسیم میصورت مساوی و ب

 .]71[شود ساخت اشکال پیچیده را ندارد توصیه نمی

00 u           1nu       )75-2( 

n

k
uk           1,,1  nk     )76-2( 

 2طول وتر روش 

ترین کاربرد را بیششود. این روش استفاده می kuی در این روش از نقاط روی منحنی برای محاسبه

 آورد.وجود میسازی یکنواخت را بهسازی منحنی دارد و یک گسستهبرای گسسته

                                                           
7Equally spaced method 

2Chord length method 
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



n

k

kkd
1

1QQ    )71-2( 

00 u            1nu    )78-2( 

d

QQ
uu

kk

kk

1

1






                  1,,1  nk     )73-2( 

 .]71[شود نامیده میی طول وتر اندازه dکه در آن  

 

 1روش مایل به مرکز 

 هاکه دادهابداع شده است و حتی زمانی  kuیاین روش جدیدترین روشی است که برای محاسبه

 .]71[دهد باشند، نتایج مناسبی میدارای تغییرات سریع می





n

k

kkd
1

1QQ    )21-2( 

00 u            1nu    )27-2( 

d

QQ
uu

kk

kk

1

1






                1,,1  nk     )22-2( 

ی با فواصل ابردار گره .رسدی مناسب میای بردار گرهمحاسبه به نوبت kuدست آوردنپس از به

 آید:دست میصورت زیر بهیکسان به

00  puu             1 mpm uu    )29-2( 

1


pn

j
u pj                       pnj  ,,1    )24-2( 

پیشنهاد  تدلیل احتمال تکین شدن دستگاه معادتی با فواصل یکسان بهاردار گرهب ندست آوردبه

 کنیم:استفاده می ،شودصورت زیر تعریف میکه به 2روش میانگین از جای آنبهشود، نمی

                                                           
7Centripetal method 

2Averaging method 
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00  puu             1 mpm uu    )25-2( 






 
11 pj

ji

ipj u
p

u                           pnj  ,,1    )26-2( 

 .]71[باشد می ku دست آمده وابسته به توزیعی بهااین روش بردار گره درکه 

 
بردار گرهی وابسته به  (1-2) شکل

ku  ]71[ 

 

ی ی مناسب معادلهاو بردار گره ku یدست آوردن نقاط کنترلی یک منحنی پس از محاسبهبرای به

 کنیم:زیر را حل می

(2-21)     i

n

i

kpik uN PQ 



0

, 

صورت زیر در اختیار فرض شود یک دستگاه از نقاط روی سطح را به ،یک سطح کلییابی برای درون

 داریم:

(2-28)   mlnklk ,...,0;,...,0, Q 

 :کنیمی زیر استفاده میبز از رابطهنر سطح برای ساختن یک  همانطور که قبلا بیان شد،

 

      jilqjk

n

i

m

j

pilklk vNuNvuS ,,

0 0

,, , PQ 
 

   )23-2( 
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  ]71[  مورد نظر روی سطح اولیه نقاط (8-2) شکل

 ابتدا باید ،ییابی منحندرون مشابه با بجش lk vu  آید: دستمتناظر با نقاط روی سطح به ,





m

l

l

kk u
m

u
01

1
         nk ,...,0   )91-2( 





n

k

k

ll v
n

v
01

1
        ml ,...,0   )97-2( 

صورت زیر به (23-2)وجود آمده رابطه های عمود برهم بهکه سطح مورد نظر از منحنیبا توجه به این

 شود:سازی میساده

      lik

n

i

pi

m

j

jilqjk

n

i

pilk uNvNuN ,

0

,

0

,,

0

,, RPQ 















    )92-2( 

  ji

m

j

lqjli vN ,

0

,, PR 


   )99-2( 

 

 ]u  ]71درونیابی در راستای  (3-2) شکل
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 باشد:صورت زیر میبه 0l عنوان مثال روابط برای راستایبه

     
     

      



























































0,

0,2

0,0

,,1,0

1,1,11,0

0,0,10,0

0,

0,1

0,0

nnpnnpnp

pnpp

pnpp

n uNuNuN

uNuNuN

uNuNuN

R

R

R

Q

Q

Q











   )94-2( 

llll NN QRRQ  1
      ml ,0    )95-2( 

پس از محاسبه
li,R کهmlni  ,0,,0  کنترلی نقاط

ji,P که mjni  ,0,,0 

صورت زیر روابط به 0i عنوان مثال برای راستایبه آید.دست میصورت زیر بهدر راستای دیگر به

 است:

     
     

      



























































mmqmmqmq

qmqq

qmqq

m vNvNvN

vNvNvN

vNvNvN

,0

1,0

0,0

,,1,0

1,1,11,0

0,0,10,0

,0

1,0

0,0

P

P

P

R

R

R











   )96-2( 

iiii NN RPPR  1
      ni ,0    )91-2( 

 

 ]v  ]71درونیابی در راستای  (71-2) شکل
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  7کلیتقریب -2-4-2

باشد. یابی میتر از روش درونمراتب سجتدست آوردن نقاط کنترلی بهبرای به روش تقریب

ی منحنی )سطح( و صورت خودکار با در اختیار داشتن درجهیابی تعداد نقاط کنترلی بهدر روش درون

آید. در این بجش به معرفی تقریب نقاط کنترلی با دست میهای روی منحنی )سطح( بهدهتعداد دا

 .]71[ پردازیممی 2استفاده از تکنیک کمترین مربعات

 صورت زیر در اختیار داریم:بهاولیه که همان نقاط روی منحنی هستند را فرض شود تعدادی داده 

(2-98)  nm           mQQ ,,0  

 شود:صورت زیر نوشته میرابطه منحنی به
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 ی زیر کمینه شود:باید رابطه iP نقطه کنترلی  1n در ادامه برای تقریب
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صورت سازی بات و ساده سازی آن، روابط تقریب نقاط کنترلی برای یک منحنی بهبا حل مسئله بهینه

 آید:دست میزیر به
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7 Global approximation 

2 Least squares  
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آورده شد از روابطی که در قسمت درونیابی  U و بردار گرهی ku یدر روابط بات برای محاسبه

 کنیم.می استفاده

های اولیه با ابعادبرای تقریب نقاط کنترلی یک سطح در ابتدا یک ماتریس از داده   11  sr را در

 اختیار داریم:

(2-46)        mlnklk ,...,0;,...,0, Q 

 روش کمترین مربعات ماتریس نقاط کنترلی با ابعاد حال باید توسط   11  mn دست را به

بدین صورت که کنیم، مشابه روش تقریب نقاط کنترلی یک منحنی عمل می ،منظوربیاوریم، برای این 

، سپس با کنیممحاسبه می با استفاده از روابط ذکر شده ها راابتدا در یک راستا نقاط کنترلی منحنی

 زنیم. رلی سطح مورد نظر را تقریب میدست آمده و روابط موجود، نقاط کنتاستفاده از نقاط کنترلی به

 

 ]71[  تقریب نقاط کنترلی سطح مورد نظر (77-2) شکل
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 یزوژئومتریک در مسائل تنش مسطحآتحلیل -2-5

ی یزوژئومتریک، ابتدا بایستی هندسهآمنظور تحلیل اتستیک مسائل دوبعدی به روش به

طور دقیق تعریف ی نربز بهدر نهایت توابع پایهی نقاط کنترلی و مسئله توسط بردارهای گرهی، شبکه

گردد تری تقسیم میهای کوچکشود. سپس با استفاده از همان بردارهای گرهی، دامنه به شبکه

دهد. را تشکیل می لمان گرهیا مقدار متمایز در دو راستا، یک افاصل هر دو گره ب که حدطوریبه

را  7اند یک وصلهو بردار گرهی تعریف شده، قرار گرفتهی دها که در محدودهلمانی این امجموعه

توان از بیش از یک وصله نیز استفاده نمود. در پیچیده می د کرد. در مسائل با هندسهنایجاد خواه

شوند. سپس مقادیر ی نربز تقریب زده میهای تابع مجهول با استفاده از توابع پایهی بعد، مؤلفهمرحله

دار و یا ی وزنماندههای باقیدست آمده از یکی از روشی قبل در روابط بهرحلهتقریب زده شده از م

گردد. با شوند و این امر منجر به تولید یک دستگاه معادتت خطی میاصل کار مجازی جایگزین می

دست بهها هستند، مسئله که همان مقادیر تغییرمکان حل این دستگاه معادتت مقادیر مجهوتت

ی ها در هر نقطهها و تنشتوان به مقادیر کرنشها، می. در نهایت با داشتن مقادیر تغییرمکانآیندمی

 ی مسئله دست یافت.دلجواه از دامنه

یزوژئومتریک همانند روش اجزای محدود برای رسیدن به دستگاه معادتت آدر روش تحلیل 

ساس مقدار ماتریس برایب مطابق خطی بایستی مقدار ماتریس برایب کل محاسبه گردد. بر همین ا

گردند. محاسبه و سپس اسَمبل می 2یاهای گرهلمانگفته خواهد شد برای هر کدام از ا آنچه در ادامه

ها نیز با هم اسَمبل های بیشتری استفاده شود، ماتریس برایب وصلهکه از تعداد وصلهدرصورتی

و  p,yp=[xps[، های هندسهدامه به تعریف مؤلفهحاصل گردد. در ا (Ku=f)ی تعادل شوند تا معادلهمی

 پرداخته خواهد شد. p ،]p,vp=[upuی های تابع تقریب تغییرمکان روی وصلهمؤلفه

                                                           
7 Patch 

2  Knot element 
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جای المان، برای یزوژئومتریک بهآدر روش  سجتیبرائب در مقایسه با روش اجزای محدود، ماتریس 

های مجتلف، سجتی وصلهبرائب  هایشود. بعد از اسمبل کردن ماتریسیک وصله تشکیل می

آید. در واقع تمام تقریب زدن هندسه و تابع تغییر مکان در روی یک دست میماتریس سجتی کل به

شود. در این قسمت با استفاده از روشی مشابه با روش اجزای محدود صورت محلی انجام میوصله و به

را  توان هندسهمی که قبلا بیان شد،ی طهشود. مطابق رابی ماتریس سجتی یک وصله ارائه میرابطه

 اسپلاین تقریب زد. -ی بیبا استفاده از توابع پایه

 (2-41)                                                                          
, ,

0 0
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,),(روابط  که در این jiR شود:صورت زیر تعریف میو به باشندی نربز میتوابع پایه 

(2-43)   
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p ،ی توان تغییر مکان وصلهبع مجهول، میعنوان تابا در نظر گرفتن تابع تغییر مکان به vuu p , 

 صورت زیر تقریب زد:به را

 

(2-51) 

 که
p

jiu pو ,

jiv با استفاده از  هستند.pیبرای وصله های مجتصات نقاط کنترلی در دو راستامؤلفه ,

محاسبات ی غیر صفر در فقط توابع پایه ،کندی نربز که بیان میثیر محلی توابع پایهی تأخاصیت بازه

توان روابط بات را برای هر شوند، میدر نظر گرفته می   11 ,,),(   jjii صورت زیر ، به
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(2-57)  
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 که در آن:

(2-52)        

     
















,0,0,

0,0,0

0

,

,,,

,,,

jijpiqjpi

jijpiqjpi

RRR

RRR




R 
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(2-54)    Ty
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 ها در مسائل اتستیسیته مطابق روابط زیر است:کرنش و تعریف کرنش-ی تنشرابطههمچنین 

(2-55)               σ Cε 

(2-56)    ε DU ε BU 

باشند و ترتیب ماتریس اتستیسیته و ماتریس اپراتور دیفرانسیلی می به Dو  Cکه در این روابط 

 شوند:صورت زیر تعریف میبه

(2-15)  
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 Bتغییر مکان که با -کرنش ماتریس (52-2) یرابطه در دیفرانسیلی اپراتور کارگیریبه با بنابراین

 آید:دست میصورت زیر بهبه شود،نمایش داده می
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(2-35)  
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نیاز داریم. همانند روش  yو  xی نربز نسبت به ی بات، ما به مشتقات جزئی توابع پایهبر اساس رابطه

 کنیم:، استفاده می7یای این مشتقات از قانون زنجیرهاجزا محدود، برای محاسبه

(2-61)  
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 صورت زیر قابل بیان است:به (61-2)رابطه فرم ماتریسی 

 (2-67)  
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 و با نام دارد 2موجود در آن، ماتریس ژاکوبین 2×2که ماتریس
1J  شود. این ماتریس مینمایش داده

باشد، در واقع نگاشتی از فضای می  و  های هندسه نسبت بهکه شامل مشتقات جزئی مولفه

 پارامتری   به فضای فیزیکی مسئله , yx, ی نربز است. بنابر این مشتقات جزئی توابع پایه

 آید:دست میصورت زیر بهبه y و x نسبت به

(2-62)  
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های ی نربز نسبت به مولفهی بات مشتقات جزئی توابع پایهدر رابطه  در ادامه که  نیز نیاز است ,

 داریم:

                                                           
7 Chain rule 

2  Jacobian matrix 
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(2-69)  
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گیری گوسی استفاده کرد. توان از روش انتگرالدست آمده، میی ماتریس برایب بهبرای محاسبه

ای های گرهنقاط گوسی، نقاطی از پیش تعیین شده هستند که برای المانمحدود، همانند روش اجزای

نقاط بهره ببریم، بایستی از  که بتوانیم از اینها محاسبه شده است. برای اینمجتلف، محل و وزن آن

مجتصات نقاط ارائه شده در دستگاه  طوری که این نگاشت،یک نگاشت دیگر هم استفاده کنیم به

مربوط به فضای المان مادر sr, را به دستگاه مجتصات فضای پارامتری   کند.منتقل می ,

(2-64)  
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 شود:صورت زیر میگیری باعث ایجاد ماتریس ژاکوبین بهاین نگاشت در انتگرال

(2-65)  

































ss

rr




2J 

 که در آن:

(2-66)  
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گرفت  توان نتیجه( می24-2ی )ها در رابطهکرنش و تعریف کرنش-از روابط تنشدر ادامه با استفاده 

 که:

(2-16)     B DR ε BU 

آسانی توان ماتریس برایب را بههای معمول مانند روش کار مجازی، میحال با انجام یکی از روش

 ، نیروی سطحی باشد، داریم:τ و حجمیی نیروی ، نشان دهندهbتشکیل داد. اگر 

(2-86)  0
p p p

T T T

V V

dV dV d  


     ε σ u b u τ 

که 
pV  وp ی به ترتیب حجم و مرز وصلهP  هستند. در نهایت با جایگزینی ε B U از ،

σیو معادله (61-2)ی رابطه Cεو ساده کردن (68-2) ی، در رابطه
T

U ماتریس برایب وصله را ،

 دست آورد:صورت زیر بهوان بهتمی

(2-36)  
pV

Tp dVCBBK 

-توان فرم نهایی ماتریس برایب را در دستگاه مجتصات مربوط به فضای المان مادر، بهدر ادامه می

 صورت زیر نوشت:

(2-11)     
1 1

1 2
1 1

, ,p T d d     
 

  K B CB J J 

 شود:حاسبه میصورت زیر مو در نهایت انتگرال ماتریس برایب به روش گاوس به

(2-17)      1 2

1 1

, ,
m n

p T

i j

i j

w w   
 

 

K B CB J J 

و  iwدر هر المان و  sو  rتعداد نقاط گوسی در جهت  nو  mکه در آن
jw  نیز وزن نقاط

گیری عددی یک فضای فیزیکی، فضای پارامتری و فضای انتگرال (72-2) شکل درباشند. میگوسی 

 نشان داده شده است. المان نربز
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 ]77[ گیری عددی یک المان نربزفضای انتگرالو فضای پارامتری فضای فیزیکی،  (72-2) شکل
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 فصل سوم

  هاسازه سازیبهینه
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 مقدمه -3-1

 است، کرده مشغول خود به را مهندسان ذهن متمادی سالیان که مهمی ایهدغدغه از یکی

 نیز اقتصادی و بهینه مهندسی، و فنی قوائد و اصول رعایت عین در که است هاییطرح یابی بهدست

 کرده پیدا مهندسی علوم در ایویژه جایگاه سازیبهینه گذشته هایسال طی در دلیل همین به .باشند

-گاهتکیه به را وارده بارهای بتواند که است ساختاری بهترین ایجاد معنی به ایسازه یسازبهینه .است

 یا حتی و سجتی ترینبیش وزن، ترینکم با ساختاری تواندمی بهترین از دهد. منظور ها انتقال

است  ممکن اهداف، این از کدام هر به رسیدن منظورباشد. به کمانش مقابل در رفتار پایدارترین

حجم  چون هم هاییکمیت معموتً ای،سازه سازیبهینه مسائل باشند. در داشته وجود نیز قیدهایی

گرفته  نظر در قید عنوان به سازه یهندسه حتی و هاتغییرمکان ها،تنش شده، گرفته کاربه مصالح

 .]72[شوند می

 از معیّنی مقدار توزیع به که است ایسازه سازیبهینه هایشاخه از یکی توپولوژی سازیبهینه

 تعداد، تعیین توپولوژی سازیبهینه از هدف دیگر عبارت پردازد. بهمی مشجص یدامنه یک مصالح در

 .]7[ باشدمی دامنه در مصالح اتصال ینحوه و سازه هایحفره و شکل مکان

 تعاریف اولیه -3-2

شود که شامل اصلی تعریف می سازی بر اساس چند پارامتربندی و شکل کلی مسائل بهینهفرمول

 پردازیم.باشند و در ادامه به توبیح هریک میمی 9و توابع قید 2، تابع هدف7متغیرهای طراحی

 متغیرهای طراحی -3-2-1

                                                           
7 Design variables 

2 Objective function 

9 Constrains 
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اصلاح  ها،ها داریم و با تغییر آنمتغیرهای طراحی پارامترهایی هستند که مقداری آزادی تغییر در آن

خصوصیات  کنیم که این پارامترها معموتً سطح مقطع اعضا و یاایجاد میی مورد نظر را تزم در سازه

ی گسسته و پیوسته ی موجود هستند و به دو دستهدیگری از مصالح و خواص هندسی اعضای سازه

 شوند.بندی میتقسیم

توان ها را میشود که بعضی از آنهایی بیان میای توسط کمیتطورکلی یک سیستم سازهبه

هایی که در حین این فرآیند سازی در نظر گرفت. کمیتوان متغیرهای طراحی برای فرآیند بهینهعنبه

های شوند. این پارامترها توسط الگوریتمثابت هستند پارامترهای از پیش تعیین شده نامیده می

ی هایی که از پیش تعیین شده نیستند را متغیرهای طراحسازی تغییر نجواهند کرد. کمیتبهینه

ی پارامترهای از پیش تعیین شده و متغیرهای طراحی، یک طرح را تشکیل نامیم. مجموعهمی

 .]79[ ی خواص زیر برای سازه باشندکنندهتوانند بیاندهند. متغیرهای طراحی میمی

 خواص مکانیکی یا فیزیکی مصالح سازه .7

 های یک سازهی ارتباط اعضا یا المانتوپولوژی یا نحوه .2

 ساختار یک سازههندسه یا  .9

 ابعاد یا سطح مقطع عربی سازه  .4

 تابع هدف -3-2-2

عنوان معیاری جهت تعیین میزان مؤثر بودن توان آن را بهتابع هدف تابعی است که می

ها انرژی کرنشی، وزن، تغییر مکان، تنش، فرکانس سازی سازهطراحی در نظر گرفت. جهت بهینه

عنوان تابع هدف در نظر گرفت. توان بهکیبی از این موارد را میلرزش، بارهای کمانش و هزینه و یا تر

کاهش  راکنیم که تابع هدف وقتی که چند تابع هدف داریم با توجه به پیچیده بودن مسئله سعی می

تر دهیم یا تابع هدفی را که از همه مهمدهیم که این عمل را یا با ترکیب کردن توابع هدف انجام می
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ی شدنی، نیاز نیم. برای انتجاب بهترین طرح از میان بینهایت طرح موجود در ناحیهکاست انتجاب می

سازی است. در حالت به تعریف یک تابع هدف داریم. انتجاب تابع هدف گام مهمی در عملیات بهینه

 ی مهمترین ویژگی یک طرح است که باید بهینه شود.  کنندهکلی تابع هدف بیان

 قیود -3-2-3

ها تجاوز کنند را قیدهای توانند از آنمتغیرهای طراحی وجود دارد و نمی برایحدودی که 

شوند. هر یک از ی قیدهای مساوی و قیدهای نامساوی تقسیم مینامند که به دو دستهطراحی می

ها قابل دهند. وابح است که برخی از طرحمجموعه مقادیر متغیرهای طراحی، یک سازه را تشکیل می

اگر یک طرح تمام  قبول هستند.ای ملاحظات رفتاری، غیر قابل برخی دیگر به دلیل پارهاستفاده و 

دست آوردن یک طرح شدنی شود. برای بهمیالزامات خود را برآورده کند به آن طرح شدنی گفته 

 شود.می ها قید گفتههایی باید برآورده شوند که به آنمحدودیت

 :سازیبهینه یمسئله یک برای عمومی ریاضی رمف -3-3

 هاگاهتکیه به را وارده بارهای بتواند که است ساختاری بهترین ایجاد معنی به ایسازه سازیبهینه

 دهد. انتقال

 

 ]72[ سازی سازهی بهینهمسئله (7-9)شکل 

 مسائل باشند. در داشته وجود نیز است قیدهایی ممکن اهداف، این از کدام هر به رسیدن منظوربه

-تغییر مکان ها،تنش شده، گرفته کاربه حجم مصالح چونهم هاییکمیت معموتً ای،سازه سازیینهبه

 شوند.گرفته می نظر در قید عنوان به سازه یهندسه حتی و ها
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 :]74[ کرد بیان زیر عمومی فرم در را ایسازه سازیبهینه یمسئله توانمی کلی طور به

(9-7)        
 

 
 












ek

gj

x

nk

njts

f

,...,1;0

,...,1;0..

min

xh

xg

x

             

 متغیر طراحی و ixکه در آن xf  ،تابع هدف xhk مساوی و  قیدهای xg j
قیدهای نامساوی  

  هستند.

. دهندمی تشکیل را شدنی فضای یک کنند، اقناع را قیدها یهمه که طراحی متغیرهای از ایمجموعه

 کرده نقض را قیدها از یکی که حداقل است طراحی نقاط یهمه از ایمجموعه نشدنی فضای طرفی، از

آن باشند، طراحی متغیرهای از خطی توابعی نامساوی و مساوی قیدهای و هدف تابع . اگر]74[ باشند

 غیرخطی، تابع سازینهبهی یمسئله یک بود. در خواهد خطی سازیبهینه یمسئله مسئله یک گاه

 مسائل معمول است. به طور طراحی متغیرهای از غیرخطی تابع یک قیدها از یکی هدف یا حداقل

 باشند.می غیرخطی سازیبهینه مسائل جزو ایسازی سازهبهینه

 

 :ایسازه سازیبهینه مسائل انواع -3-4

بندی تقسیم زیر یدسته سه در ار ایسازه سازیبهینه مسائل توانمی هندسی، خصوصیات منظر از

 :نمود

-مسائل بهینه روی را خود تمرکز ای،سازه سازیبهینه در اولیه هایپژوهش ابعادی: سازیبهینه (7

 یا بهینه قاب یا خرپا یک اعضای مقطع سطح کردن پیدا مثال، عنوانبه. اندگذاشته سازی ابعادی

 ثابت ی طراحیدامنه مسائل، از دست این ر. دندهست مسائل این یجمله از صفحه یک کردن بجامت

 .]74،72[ کندنمی تغییر سازیبهینه یپروسه طول در است و
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 ]72[خرپا  اعضای مقطع سطح کردن بهینه هدف با ابعادی سازیبهینه یمسئله( 2-9شکل )

کردن مرزهای  پیدا یمسئله ای،سازه سازیبهینه در بعدی هایتوسعه عنوانشکل: به سازیبهینه  (2

تنش  یسازه یک مرزهای تعریف برای مناسب تابع کردن است. پیدا شده مطرح سازه یک یبهینه

-بهینه مسائل از دسته این جزو اسکلتی یسازه یک اتصاتت محل کردن پیدا طور همین و مسطح

 دهد.ا نشان میسازی شکل در محیط پیوسته ری بهینهیک مسئله (3-9)شکل  هستند. ایسازی سازه

 

 ]72[ سازه شکل توصیف برای مناسب تابع کردن پیدا هدف با شکل سازیبهینه یمسئله (9-9شکل )

 
 

در . نمود مطرح ایسازه سازیبهینه نوع ترینمتداول عنوانبه را آن توانتوپولوژی: می سازی( بهینه9

در  طراحی متغیرهای عنوانبه اعضا مقطع سطح خرپاها، مانند گسسته مسائل توپولوژی سازیبهینه

خرپا  از هستند قادر اعضا این که معنی این به گردد صفر تواندمی هاآن مقدار که شودمی گرفته نظر

 توپولوژی سازیبهینه دهد. در می نشان را خرپا یک توپولوژی سازیبهینه (4-9) شوند. شکل حذف

 در مصالح توزیع دیگر عبارت به و ها حفره یتموقع و تعداد تعیین هدف نیز، پیوسته هایمحیط

 .است شده داده نشان (5-9) شکل در آن از اینمونه که است ی طراحیدامنه
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 ]72[ خرپا یک توپولوژی سازیبهینه (4-9) شکل

 

 

 ]72[ پیوسته محیط تیر دو بعدی دو سر مفصل در توپولوژی سازیبهینه (5-9) شکل

 (KKT) 1تاکر-کان-شرایط کاروش -3-5

است یا نه ملزم به استفاده از شرایط  کلی ،ای مینیمم محلیکه آیا نقطهمنظور بررسی اینبه

KKT را تعریف کنیم: 2. برای این منظور تزم است ابتدا تابع تگرانژهستیم 

(9-2)           
1

,
gn

k k

k

L f 


 x x g x      

در آن که xfتابع هدف xkg وسازی قید مسئله بهینهk باشدمیبرایب تگرانژ. 

 :]75[ شوندتاکر به شکل زیر تعریف می-کان-با این تعریف شرایط کاروش

(9-9 )                                                                                           max(x, )
0 ; j j

j

L
x x

x


 


  

                                                           
7 Karush-Kuhn-Tucker 

2 Lagrangian function 
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 (9-4)                                                                        min max(x, )
0 ; j j j

j

L
x x x

x


  


 

(9-5)                                            min(x, )
0 ; j j

j

L
x x

x


 


  

(9-6)        (x) 0i i g 

 (9-1) (x) 0i g 

(9-8) 0i   

 نسبت به متغیرهای طراحی برابر است با: Lجزیی مشتق

(9-3) 0

1

(x) (x)(x, ) l
i

i

ij j j

gL

x x x






 
 

  


g
  

 شود. ( نامیده میKKTتاکر )-کان-ی کاروشرا اربا کند یک نقطه باتهر نقطه که شرایط 
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 فصل چهارم

 ی روش مجموعه 

 سطوح تراز
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 همقدم -4-1

 این برای مبنایی روش دو. دارد وجود سطوح و هامنحنی ریابی نمایش برای مجتلفی هایراه

 بیان اختصار به منحنی نمایش برای هاروش این از یک هر ادامه درصریح.  نمایشاز:  نداعبارت کار

 .شوند می

 صریح فرم-4-1-1 

 در. است منحنی نمایش نحوه محدودترین حال عین در و ترینساده منحنی یک صریح فرم

 صورتبه معموت که شودمی بیان دیگر مجتصه از تابعی صورتبه مجتصه یک این حالت xfy  

22 صورتبه دو درجه سهمی یک مثال عنوانبه. شودمی داده نشان  xy مزیت . شودمی بیان

 انحنا شیب، مانند هندسی هایویژگی آن نتیجه در که است مشتقات یافتن بودن آسان در روش این

روی  خاصی نقطه آیا که دریافت وانتمی سادگیبه . همچنینشوندمی مشجص سادگیبه و غیره

-دست میبه نمایش نحوه این در آسانیبه نیز منحنی دو برخورد محل. نه یا است شده واقع منحنی

 داشته باشد yبرای  مقدار یک تنها تواندمی xمقدار هر که است این در روش این مهم اشکال. آید

 وابسته به نمایش نحوه این علاوهبهیابد.  کاهش نمایش قابل هایمنحنی تنوع شودمی جبمو که

 .کندمی تغییر منحنی رابطه هامحور این تغییر با و است مجتصات محورهای

 

 ضمنی فرم-4-1-2 

 شکل به معادله یک پاسخ مجموعه بمنی، شکل در منحنی یک  0, yxf این با. است 

نتیجه  در و شودمی فراهم باشند، دارا را x یکسان مقدار نقطه، یک از بیش اینکه امکان نمایشفرم 

122 معادله مثال عنوانبه. نمود بیان روش این با توانمی را دایره مثل هندسی مهم اشکال  yx 

 توانمی را منحنی صریحی هر که است بدیهی. دهدمی نشان را واحد شعاع به دایره یک بمنی فرم

 امکان فرم صریح، همانند. نیست برقرار همیشه آن عکس که حالی در نمود بیان بمنی شکل به
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 محل کردن حال پیدا این با. است فراهم سادگیبه خیر، یا دارد قرار منحنی روی اینقطه اینکه تعیین

 این در قابل نمایش هایمنحنی تنوع اینکه وجود با .است ترمشکل حالت این در منحنی دو برخورد

 طراحی بمنی در نمایش حال این با .دارد هاییمحدودیت روش این هم باز اما است، بیشتر روش

 .گیردمی قرار استفاده مورد کامپیوتر با هندسه
 

 ی سطوح ترازدر روش مجموعه ابزار هندسی-4-2

باشد. درتمندی وجود دارد که قابل استفاده میدر بیان بمنی مرز مشترک ابزار هندسی ق

(x)کهعنوان مثال هنگامیبه 0  شودی مرز مشترک تعریف میعنوان آیزوکانتور تشکیل دهندهبه، 

نها تزم است در داخل مرز یا خارج یا بر روی آن قرار دارد. ت 0xیسادگی دریافت که نقطهتوان بهمی

 را مورد بررسی قرار داد. که علامت

 (4-7)   
(x) 0

(x) 0

(x) 0

x

x

x











   


  
   

 

 

 تراز ی سطوحمجموعه روش با بعدی دو طرح دامنه تعریف سازیبهینه (7-4) شکل

 گردد:صورت زیر تعریف میتابع بمنی به 7گرادیان

                                                           
7 Gradient 
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, ,
x y z

  


   
   

   
  )2-4(  

 

(  )به سمت خارج در جهت افزایش 7برداری است که در جهت بردار نرمال 0xیدر نقطه مقدار

 صورت زیر نوشت:توان بهبنابراین بردار نرمال را می ؛باشدمرز مشترک می

N








  )9-4( 

2 بعدیتعدادی از آیزوکانتورهای دو زیردر شکل  2(x) 1x y     همراه با چند بردار نرمال نشان

 داده شده است.

 

تابع آیزوکانتورهای( 2-4) شکل  2 2 1x y   x  

  باشد.به سمت چپ می 0xبه سمت راست و برای 0xازایبه Nبنابراین جهت بردار 

 هایروشکار توان آن را تقریب زد. برای ایندست آوردن مقدار مشتق می( برای به2-4) یرابطهدر 

 که ؛استفاده کرد مرتبه اول 2یروندهتوان از تفابل پیشعنوان مثال میبسیاری موجود است. به

Dصورتتوان آن را بهمی اختصاربه   .معرفی کرد 

(4-4)   1i i
xD

x x

 
  
 
 

 

D  اول معرفی کرد:مرتبه  7یروندهپساختصار برای تفابل توان بهرا می 
                                                           
7 Normal vector 

2 Forward Difference 
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(4-5)  1i i
xD

x x

 
 
 
 

 

0D دو را با یاز مرتبه 2و تفابل مرکزی  کنیم:ی زیر معرفی میو با رابطه 

(4-6)  0 1 1

2

i i
xD

x x

 
  
 
 

 

 در روش مجموعه سطوح تراز ابزار محاسبات-4-3

 شود:صورت زیر تعریف میبه 9بعدی هویسایدیک تابع

1 ; 0
( )

0 ; 0
H







 


                                                                  )1-4( 

محاسبه  گیری را فقط برای فضای خارجی مرز مشترککند تا انتگرالن تابع به ما کمک میای

 کنیم.

 شود:حاصل می 4تابع هویساید در جهت نرمال، تابع دلتای دیراگ مشتق با تعریف جهت برای

      NH  xx ̂                                                           )8-4( 

(x)کهجایی توجه به این نکته تزم است که این توزیع تنها در مرز مشترک 0   است؛ غیر

 شود.صفر می

 شود:بعدی هویساید تعریف میصورت مشتقی از تابع یکع دلتا بهبعدی، تابدر فضای یک

(4-3)            ˆ( ) H ( )   

 محاسبه کرد. توان انتگرال سطح هر تابع را بر روی مرز با استفاده از تابع دلتا می

)کهجاییاز آن (x))   مرز مشترک صفر است؛ در حل عددی تقریب مناسب  جزبهدر تمام نقاط

 :]76[ کنیمصورت زیر تعریف میآید لذا تابع هویساید را بهیدست نمبرای انتگرال به

                                                                                                                                                                          
7 Backward Difference 

2 Central Difference 

9 Heaviside  

4 Dirac delta 
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


















x

x
x

x

xH

,1

,))
2

sin(1(
2

1

,

)(




   )71-4( 

 

 تابع هویساید (9-4) شکل

 :]76[ آیددست میصورت زیر بهبهدیراک تابع دلتا همچنین 













x

x
x

x

,0

,)
2

cos(
4)(



                                     )77-4( 

 

 تابع دلتای دیراک (4-4) شکل

-دیراگ می تابع دلتای و هویساید تابع تقریب برای اسکالر کوچک مقادیر  Δو  αبات  روابط در که

 باشد.

 هایروشدهد که انتگرال سطح را با استفاده از ی فوق این اجازه را به ما میاز رابطه شدهاصلاحدلتای 

 دست آوریم.عددی معمول به
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 7داری علامتتابع فاصله -4-4

شود. استفاده میدارعلامت فاصله تابع از معموت باتتر دقت با عددی نتایج آوردن بدست برای

 :]78،71[ کهطوریاست به  بمنی از یدار تابعی علامتتابع فاصله

(x) (x) ;d x                                                           )72-4( 

 بنابراین:

(x) (x)

(x) 0

(x) (x)

d x

x

d x











    


  
    

                                                         )79-4( 

 است که: این دارعلامت فاصله تابع ویژگی ترینمهم

(4-74) Dx;                     1 x 

 

داری علامتفاصله تابع (5-4) شکل  1 x 

 

 هاسازی توپولوژی سازهی سطوح تراز در بهینهکاربرد روش مجموعه -4-5

با بعد باتتر  ی سطح تراز، از تابع بمنی اسکالر ها در مدل مجموعهدر حالت کلی، برای بیان رویه

 :]26[ شودیدر یک تراز مشجص استفاده م
                                                           
7 Sign distance Function 
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(4-57)  
 kxx

RR





)(:

: 3




 

دادن به  تواند با اجازهیمسازی ینهبه. روند استسطح تراز صفر رویه  دهندهنشان، 0kکه در آن 

ی سطح تراز، بیان شود. شکل دینامیکی تابع تغییرات دینامیکی وابسته به زمان تابع مجموعه

 :استزیر  صورتبهی سطح تراز، مجموعه

(4-76)   kttxtxtS  )),((:)()(  

ی ای، رابطهیری زنجیرهگمشتقی فوق و اعمال قانون رابطهیری نسبت به زمان از دو طرف گمشتقبا 

 :]26[ آیدیم دستبهزیر  همیلتون ژاکوبی

(4-71)  

( , )
( , ) 0 ;

( ( ))

x t dx
x t

t dt

dx
v x

dt







 





 

 

x((v((کند و را متناسب با زمان مسئله، تعریف می ی فوق، مقادیر تابع رابطه   سرعت رشد مرز

 شود.متحرک نامیده می

 

 گرددکه موجب جدا شدن مرزها می تغییراتروند  (6-4) شکل

 

 



 

47 
 

 سازیی سطوح تراز در مسائل بهینهبندی مدل مجموعهفرمول -4-6

دست آوردن طرح بهینه، برای ح تراز در بهوی سطبندی روش مجموعهمولدر این بجش، فر

 سازی را تشکیل داد.ی بهینهمسئله بایست صورتشود. در ابتدا میهای ارتجاعی خطی بیان میسازه

 شود:صورت زیر بیان میها بهسازی سازهی بهینهدر حالت کلی، مسئله

(4-78)  

0

max

( ) ( )

t

u

D

T

D D D

D

Tot

D

Minimize J F d

Subject to d d dS

u u U

d V V





 

  

  

  



  



u u

σ ε bυ τυ

υ

 

)ی فوقر رابطهد )J u و  تابع هدفσ باشد. همچنین فضای طراحی با تانسور تنش میD  و مرز آن

 uمتغیر نوشته شده که در آن  صورتبهی تعادل ارتجاعی خطی معرفی شده است. معادله Dبا 

 ε.باشدمی مجازی هایتغییر مکان υو  Uیی جاجابهسینماتیکی میدان  قبولقابلی هامکانتغییر

 0uو  Dنیروهای سطحی وارد شده بر روی مرز τنیروهای حجمی و b،کرنشتانسور 

 .اندشدهتعریف  Dگاهی معین روی مرزیهتکی هامکانتغییر

محدود  maxVی محدودیت مقدار مصالح بر روی دامنه )که به مقدار کنندهیانبآخرین نامساوی، 

 سازی است.ینهبهی مسئلهیگر نامساوی مذکور، همان قید حجم د عبارتبه؛ استگردیده( 

بنابراین است؛  Dدر فضای  Dی دنبال پیدا کردن مرز بهینهسازی فوق، بهینهبهی مسئله

مینیمم  استتعریف شده  Fی خاصی که توسط تابع هندسهبایست برای فیزیک و یم J(u)تابع هدف 

ی درجهاز  x)(ی فوق، از تابع بمنی طهرابی سطح تراز در گردد. برای استفاده از روش مجموعه

شود. در بمن با توجه به استفاده یماست؛ استفاده  DDکه  Dباتتر، برای تعریف مرز در فضای

زیر  صورتبهو خارج منحنی (، برای نمایش مرز مشترک، فضای داخل 0kصفر )از سطح تراز 

 تعریف خواهد شد:
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DDxx

DDxx





\0)(

\0)(




                                                             )73-4( 

 شود:یمزیر تعریف  به فرمو مرز مشترک نیز 

DDxx  0)(                                                               )21-4( 

 .شده استمشجص  (2-5)شکل ی سطح تراز در مجموعهشکل دامنه و مدل 

    

 ]26[ ی سطوح ترازی طرح و مدل مجموعهدامنه (1-4) شکل                  

 گردد:یمزیر بیان  صورتبهسازی فوق، ینهبهی مسئلهی سطح تراز برای مجموعهبنابراین مدل  

Tot

D

VVV

mEquilibriutoSubject

dHuFuJMinimize







 

max)(

)()()(

                                           )27-4( 

 باشد.یم 0تابع هویساید H)(ی فوقدر رابطه

 

 

 

 

 

 

                                                           
7 Heaviside function 

𝜙(𝑥, 𝑡  

 ()آ
 )ب(

𝑠(𝑥, 𝑡  
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 پنجمفصل 

سازی توپولوژی بهینهمدل ی توسعه

ی های پیوسته به روش مجموعهسازه

 سطوح تراز
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 مقدمه -5-1

ها با سازی توپولوژی سازهعملکرد بهینه منظور بهبودبه ی جدیدروش یارائه هدف این فصل

برای رسیدن به این هدف تعداد نقاط کنترلی کم برای ساختن تابع . روش تحلیل آیزوژئومتریک است

عنوان ی سطوح تراز بهدر این پژوهش مقادیر تابع مجموعهح تراز استفاده شده است. وسط یهمجموع

ی نقاط کنترلی که در پژوهش گذشته مقادیر شبکهدر حالی ،متغیر طراحی در نظر گرفته شده است

ی تابع مجموعهدر نظر گرفتن مقادیر با  نمود.سازی تغییر میعنوان متغیر طراحی در فرآیند بهینهبه

بندی تفابل محدود هنگام حل، شود تا شبکهعنوان متغیر طراحی این امکان فراهم میسطوح تراز به

ای که مرزهای سازه، ح ترازوسط یهمجموعدر روش  ی ایجاد شود.بدون تاثیر از شبکه نقاط کنترل

ی یک تابع بمنی از بعد وسیلهاست که به 7صورت مدلی از مرزهای دینامیکیبه ،شودسازی میبهینه

خوش تغییرات سازی، شکل و توپولوژی آن دستشود. وابح است که در روند بهینهباتتر معرفی می

در اختیار ما قرار  راحتیبهرا  تغییریافتهتوپولوژی  ،ی سطوح ترازبع مجموعهزیادی خواهد شد ولی تا

 دهد.می

 تاریخچه -5-2

سازی توپولوژی ها، بهینهسازی سازهی بهینهموبوعات تحقیق در زمینه ترینمهمیکی از 

های صنعت دارد؛ شده است. از خاطر کاربردی که در حوزهاست. اخیراً توجه زیادی به این موبوع به

های های زیادی در دهه، روش]73[ انجام شده است 2توسط بندسو و کیکوچیای که کارهای اولیه

تر به مرجع سازی توپولوژیک توسعه پیدا کرده است. برای اطلاعات کاملائل بهینهاخیر برای حل مس

 مراجعه شود. ]21[

                                                           
7 Dynamic boundary 

2 Bendsoe & Kikuchi 
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 ]72،22[ )SIMP(2 متغیرو چگالی  ]73[ 7سازیهمگنتوان به روش ها میترین روشاز رایج

 7یا  1ی هایی است که دارای چگالهای فوق، توپولوژی بهینه تقریباً شامل الماندر روش .اشاره کرد

المان هستند.  یهای عددی برای این دو روش بر پایهباشد که الگوریتم. تزم به یادآوری میباشدمی

صورت بهسازی فضای طرح اولیه محور، گسستههای المانارچوب کلی محاسبات روشچه

 جزءهر ثابت برای  صورتبهباشد و متغیرهای طراحی محدود میهای یکنواخت اجزایمستطیل

آمیز در ی المان تا حدودی کارآمد و موفقیتپایهاگرچه محاسبات بر  شود.محدود در نظر گرفته می

سازی با اماّ هنوز پارامترهای نامطلوبی دارد. یکی از معایب بهینه ،باشدسازی میحل مسائل بهینه

 .شدبای سازه میمحور در بیان اطلاعات مربوط به هندسههای المانروشاستفاده از 

باشد و در ها مرز بین قسمت پر و قسمت خالی دقیقاً مشجص نمیکل در این روش طوربه

بنابراین برای دستیابی به توپولوژی  شوند.زیگزاگ ظاهر می صورتبهها، مرزها سازی با این روشبهینه

کاهش  سازی شکل برایکه به واقعیت در عمل نزدیک باشد نیازمند عملیات دیگری از جمله بهینه

تری درآورد که این کار بعضاً آسان نرم صورتبهبایست مرزها را باشیم. همچنین میمی تمرکز تنش

 باشد.مستلزم هزینه زیادی میهای زیادی استفاده نمود که بایستی از تعداد المان باشد ونمی

ژی وابسته به سازی توپولوهای بهینههای اشاره شده در فوق، اخیراً الگوریتممشکلحل برای 

ها، معرفی تابع شکل و توپولوژی این روش یی بیشتری پیشنهاد شده است. بارزترین مشجصههندسه

روش حرکت تکاملی این  یباشد. ایده اصلی در بیان تابع توپولوژی، بر پایهبمنی می صورتبهسازه 

ی سطوح به روش مجموعه هاسازی سازهباشد. بهینهاساس حساسیت تابع هدف و قیود آن می تابع بر

سعی کردند طرحی  هاآنآغاز شد. در کارهای اولیه،  ]92[ 9تراز برای اولین بار توسط ستین و ویگمن

دست هبرای ب هاآنرا با کمترین حجم پیدا کنند که به مقدار انرژی مشجصی نیز در همان زمان برسد. 

                                                           
7 Homogenization  
2 Solid Isotropic Material with Penalization 

9 Sethian & Wiegmann 
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ای استفاده کردند. در شده سرعت ساختهژاکوبی با تابع -ی همیلتونآوردن مرز مشترک از معادله

های لرزشی سطوح تراز را برای مسائلی که شامل سیستم ی، روش مجموعه7اشر و سانتوزا ]42[مرجع 

 سازی با قید حجم است استفاده کردند.مانند فرکانس تشدید شده یا گپ طیفی برای بهینه

سازی شکل و تی برای بهینه، یک چهارچوب محاسبا]52[و همکارانش  2در کارهای اتیر

برای رشد تابع  9سطوح تراز معرفی شده است که از گرادیان شکل یتوپولوژی با روش مجموعه

ی سطوح تراز ارائه ی سطوح تراز استفاده شده است و الگوریتم عددی برای حل تابع مجموعهمجموعه

. در اندهرا توسعه داد در حل های عددیروش ]21، 26[و همکارانش  4ونگ تحقیقاتشده است. 

های عددی زیادی حل گردیده است تا عملکرد این روش را ثابت کند و اهمیت مثال هاآنمقاتت 

نیز تعمیم  5این روش را برای مواد مرکب هاآندهد. همچنین ادامه تحقیقات در این روش را نشان می

برای حل مسائل طرح  ]91 و 23[ 1توسط رویتر و کیولن ]TDF[6. تابع تعریف توپولوژی ]28[دادند 

کار برده شد. ی توپولوژی استفاده گردید و روش معیار بهینگی برای پیدا کردن مقادیر بهینه بهبهینه

اند. در های پیوسته ارائه کردهسازی سازهروش دیگری را در بهینه ]67[ و همکارانش 8اخیراً بلیچکو

متغیر  عنوانبهتوپولوژی و شکل سازه  یکنندهی تعریفقادیر نقاط گرهی تابع بمنمتحقیقات ایشان 

دست آوردن مقادیر همستقیم استفاده گردیده است و روش معیار بهینگی برای ب صورتبهطراحی 

 کند.های عددی نیز ارائه گردیده که کارآمدی روش را اثبات میکار گرفته شده است. مثالبهینه به

محور در ، روش گرهسازی توپولوژیمحور بهینهنهای سنتی المادر مقایسه با روش

پذیرد. در هر انجام می راحتیبهی سازه سازی دارای مزایای روشنی است مثلاً تعریف هندسهبهینه
                                                           
7 Osher & Santoaz 

2 Allarie  

9 Shape Gradient  

4 Wang  

5 Composite 

6 Topology Description Function 

1 Ruiter & keulen 

8 Belytschko  
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توپولوژی سازه موجود  کنندهبیانی سازه، در تابع بمنی سازی تمام اطلاعات هندسهمرحله از بهینه

باشد مزیت بسیار می دسترسیقابلیا شرایط مرزی در هر مرحله جایی که شکل و پیکره است. از آن

سازی نیاز به پذیرد و پس از بهینهانجام می راحتیبهجالبی است. همچنین تغییرات توپولوژی سازه 

 باشد.سازی شکل نمیهای پردازش تصویر و بهینهروش

لقوه مناسب است ولی برای حل مسائل با TDFمحور با استفاده از توابع اگرچه روش نقطه

ژاکوبی برای روش -ی همیلتونهایی دارد. اولین محدودیت به حل معادلههمچنان محدودیت

برای  محدود،همانند روش اجزای است که قرارازاینگردد. محدودیت ی سطوح تراز برمیمجموعه

ن معناست داته بدر نظر گرفته شود. این نک 7CFLبایست شرایط می ،های زمانیپایداری عمومی گام

توانند به اندازه یک سلول شبکه حرکت کند. این ی سطوح تراز میکه در هر مرحله، مجموعه

 گردد.محدودیت باعث کاهش سرعت در همگرایی جواب می

ح تراز ارائه کردند. در وی سطی مجموعه[ یک روش برای حل معادله97لوو و همکارانش ]

ح تراز وی سطی مجموعهبرای حل معادله 2عی نیمه بمنیاز روش تقسیم عملگر تجم هاآنکار 

سازی، بدون طور خودکار در طول روند بهینه، تغییرات توپولوژیکی بههاآناستفاده شده است. در روش 

روش آیزوژئومتریک را  ]29[ . اخیراً توکلی و همکارانششده استانجام  9مصنوعی هایروشنیاز به 

سازی، از روش منظور بهینهبه هاآناند. ها مورد استفاده قرار دادهسازه سازی توپولوژیبرای بهینه

سازی توپولوژی را برای اند. همچنین ونگ و همکاران بهینه( استفاده کردهMMA) 4های پویامجانب

 هاآنی مینیمم کردن انرژی کرنشی تحت قید وزن و یک قید تنش نیز تعمیمی دادند. در کار مسئله

در  5گیری گوسیدر هر مرحله، بیشترین تنش موجود در بین تمام نقاط انتگرال موردنیاز قید تنشی

. همچنین آلبرتو فانسلو و همکاران وزن مینیمم را با استفاده از قیود ]99[ باشدمیان کل دامنه می
                                                           
7 Courant–Friedrichs–Lewy 

2 Semi-Implicit additive operator 

3 Artificial Schemes 
4  Method of Moving Asymptotes 

5 Gaussian integration points 
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ی و توکل اًهمچنین اخیر .]94[ دست آوردندهی سطوح تراز بتنش محلی با استفاده از روش مجموعه

ی سطح تراز و تحلیل روش مجموعهسازی توپولوژی تنش مسطح با بهینههمکارانش به بررسی مسائل 

ها مسائلی همچون مینیمم کردن انرژی کرنشی تحت قید در تحقیقات آن .پرداختند ایزوژئومتریک

 حجم، مینیمم کردن وزن تحت قید تنش محلی و مینیمم کردن همزمان انرژی کرنشی و وزن تحت

 .]95[قید تنش محلی مورد بررسی قرار گرفته است 

 ح تراز و تحلیل آیزوژئومتریکوسط یهروش مجموع -5-3

ی عددی استفاده سازگسستهتوان از هر روش یمی سطح تراز، مجموعهبرای بیان عددی تابع 

سازه،  ییکرهپی سازگسستهی مستطیلی برای هاسلولی ساده، با شبکهتوان از یمکرد. معموتً 

فرم زیر ی سطح تراز را بهمجموعهتوان تابع یماستفاده کرد. با انتجاب مناسب توابع تقریب، 

 ی نمود:سازگسسته

(5-7) ( , ) ξ                , ,

1 1

( , ) ( ) ( )
n m

i j i j

i j

t R t
 

 ξ ξ 

 نقاط کنترلی هستند. مجتصات Φi,jکه در آن 

 

 

 ]x ]95)( سطوح تراز یهرز با استفاده از تابع مجموعبیان توپولوژی و م (7-5) شکل

کار رفته یاب بهمعموتً از خاصیت آیزوپارامتریک روش تحلیل سازه استفاده شده و از همان توابع درون

  شود.ی سطح تراز نیز استفاده میبرای تقریب تابع مجهول و تقریب هندسی، برای تشکیل رویه
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 ها عددی همچون روشتوان از روشپایداری حل می تأمینژاکوبی و -ی همیلتونحل معادلهر به منظو

با استفاده از روش عددی رو  در یک زمان مشجص استفاده کرد. جلوی اولری برای تغییرروبه

 اولری خواهیم داشت: جلویبه

(5-2)   
1

0

0
n n

n n

v
t

v
t




 





   




  



 

ی زمانی را هر مرحله CFLاستفاده کرد. طبق شرایط  CFLبایست از شرایط پایداری حل میبرای 

 .]26[ صورت زیر محدود کردتوان بهمی

(5-9)   
 

min( , )

max n

x y
t

v

 
  

ی نقاط کنترلی تفابل محدود وابسته به شبکه بندیکه شبکهبه دلیل این ،]95[ مرجع در

بایست تعداد نقاط کنترلی زیاد در نظر گرفته شود، ولی میژاکوبی -لتونی همیحل معادله برای ،بود

شود، ژاکوبی در فضای پارامتری انجام می-ی همیلتوندر این پژوهش با توجه به اینکه حل معادله

عبارت دیگر در باشد، بهبندی روش تفابل محدود در حل نمیتعداد نقاط کنترلی وابسته به شبکه

بندی تفابل محدود در فضای پارامتری انجام شده، که با توجه به منظم بودن آن به روش حابر شبکه

ی در ادامه پس از محاسبه بندی بدون مشکل انجام خواهد شد.صورت مربع در هر وصله این شبکه

ح وسط یهنقاط کنترلی برای تابع مجموعژاکوبی، بایستی -ی همیلتونمرزهای جدید توسط معادله

برای این کار دو روش حاسبه شود و با استفاده از نقاط کنترلی جدید تحلیل انجام شود. تراز جدید م

تشریح شده است. در این پایان نامه از روش  2یابی نقاط کنترلی در فصل تقریب نقاط کنترلی و درون

 تقریب نقاط کنترلی استفاده شده است.
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توان زیکی است که از این دسته میهر نقطه در فضای پارامتری نمایشگر یک نقطه از فضا فی

صورت به (2-5)در شکل  ح تراز اشاره کرد.وسط یهبه نقاط روی مرز یا تراز صفر تابع مجموع

 فضای فیزیکی مسئله نمایش داده شده است.شماتیک 

 

 فضای فیزیکی مسئله (2-5) شکل

 

 مسئله فضای پارامتری (9-5) شکل
 

شود، نشان داده شده ژاکوبی روی آن حل می-که معادله همیلتون مسئله در شکل بات فضای پارامتری

 است.
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 ژاکوبی-ی همیلتونرونده در حل معادلهروش پیش (4-5) شکل

 یژاکوبی، تابع، فاصله-ی همیلتونرسانی مرزهای سازه توسط معادلهروزدر هر مرحله پس از به

 و روی شبکه تفابل محدود انجام خواهد شد. دار خواهد شد. این معادله نیز در فضای پارامتریعلامت

 :]96[ شوددار از روابط زیر استفاده میی علامتی تابع فاصلهمنظور محاسبهبه

 (5-4)   
22 ).(
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

x
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Sign
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 سازیالگوریتم بهینه -5-4

ائه شده عنوان یک روش جدید ارنامه بهکه در این پایانسازی فرایند بهینهالگوریتم  در این قسمت

 شود.میتشریح است، 

0tدر زمان (x,0)ی سطوح ترازتابع مجموعهدر این گام  (:1اولیه مقداردهی) گام اول   برای

 ، رویx)(ریفبرای تع دارعلامتی فاصلهبرای این منظور، از تابع  شود.مقدار دهی می Dیدامنه

ح تراز همواره در وی سطمجموعهکنیم تا کنیم. با این کار سعی مییم، استفاده Dی طرح یهاولسطح 

دست در تمامی نقاط به 1یرابطه که با برقراری دارعلامتی فاصلهی معینی قرار گیرد. تابع بازه

های بسیار تند یبششده در این فصل از ایجاد ی اشارههافرمولی بسیاری از سازسادهعلاوه بر  ،آیدمی

 .کندو بسیار کند در منحنی سطح تراز جلوگیری می

یافته مجدداً تحلیل شده ی تغییربایست سازهسازی میحله از بهینهدر هر مر: (تحلیل سازه)گام دوم 

های اجزای شوند. برای این منظور از هر یک از روش ها دوباره محاسبهمکان و مقادیر مجهول تغییر

 توان استفاده کرد.محدود، ایزوژئومتریک و ... می

 محاسبه ، قید حجمدر این قسمت، سرعت نرمال و بریب تگرانژ آنالیز حساسیت(: سوم )گام 

                                                           
7 Initialization 
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 فرم تگرانژین، نسبت بهع هدف، بهحساسیت تابع هدف و قیود، با استفاده مشتق سویی تاب گردد.می

 پردازیم.در ادامه به تشریح این قسمت می آید.یم دستبهیرهای طراحی متغ

جدیدهای برای تشکیل آمدهدستبهی همیلتون ژاکوبی معادلهحل (: 1روز رسانیبه) گام چهارم

),( tx. 

های بیان شده در فصل با روش ی سطوح ترازتابع مجموعه ط کنترلی جدیدی نقامحاسبه :پنجمگام 

 .2-4-2و  7-4-2های ، قسمت2

ی فاصلهی سطح تراز. در این مرحله با تعریف مجدد تابع مجموعه 2یمقداردهدوباره : ششمگام 

قرار گیرد. ی معینی ح تراز همواره در بازهوی سطمجموعهشود تا مقادیر تابع ، سعی میدارعلامت

ی سطوح تراز حالت تابع رسانی، مقادیر تابع مجموعهروزی بهطور که مشجص است پس از مرحلههمان

خود بگیرند لذا با های زیاد بههمراه شیبتوانند مقادیر زیادی را بهدار خارج شده و میی علامتفاصله

 یم.کنی دوباره مقداردهی این نقایص را رفع میاستفاده از مرحله

 تا رسیدن به همگرایی با دقت موردنظر. تکرار مراحل دوم تا پنجم :هفتمگام 

 

 آنالیز حساسیت -5-5

های مسئله ها و خروجیی بین ورودیتوان به این شکل تعریف کرد که رابطهتحلیل حساسیت را می

ساس تغییرات در های مسئله را بر اتوان میزان تغییرات خروجیکند. به این وسیله میرا بررسی می

نیاز اساسی های مجتلف از نظر کمی و کیفی تعیین کرد. در حقیقت تحلیل حساسیت یک پیشورودی

 باشد.سازی به روش ریابی میی بهینهبرای حل مسئله

سازی نیاز داریم تا از تابع هدف و توابع قید برحسب متغیرهای طراحی در مسائل بهینه

دست حساسیت تابع هدف و توابع قید را نسبت به متغیرهای طراحی بهگیری نماییم و اصطلاحاً مشتق

                                                           
7 Update 

2 Reinitialization 
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ها بسیار سودمندتر هستند و دلیل انجام تحلیل حساسیت از سایر روشها بهگونه روشآوریم. اصوتً این

توانیم برحسب زیرا با تعیین مشتقات حساسیت می ؛کنندتر پاسخ را برای ما تعیین میبسیار سریع

یرات یک متغیر بر روی تابع هدف و توابع قید، متغیری را انتجاب کرده و تغییر دهیم که شدت اثر تغی

تر به خود را سریع درنتیجهتغییرات در آن شدت بیشتری بر روی تابع هدف و توابع قید داشته باشد و 

 نزدیک کنیم. جواب

روش  -2محدود  روش تفابل -7طور کلی سه روش برای تعیین مشتقات حساسیت وجود دارد: به

 .تحلیلینیمهروش  -9تحلیلی 

نالیز حساسیت استفاده شده است لذا برای آ مستقیم از روش تحلیلی پژوهشکه در این با توجه به این

 این روش بررسی خواهد شد. تنها

 روش تحلیلی مستقیم-5-5-1

u(xدر روش مستقیم،  )k

jx




 :]19[ آیددست میبه گیری از معادتت تعادلا مشتقب 

(x ) u(x ) (x )
u(x ) (x )

k k k
k k

j j j

K F
K

x x x

  
 

  
                                  )5-5( 

 فرم زیر بازنویسی کرد:توان این رابطه را بهکه می

u(x ) (x ) (x )
(x ) u(x )

k k k
k k

j j j

F K
K

x x x

  
 

  
                                  )6-5( 

حال اگر فرض شود تغییرات نیرو نسبت به  شود.می بار گفتهی فوق، شبهعبارت سمت راست معادلهبه

                 جابجایی ناچیز است خواهیم داشت:

(5-1)        k
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پردازیم. سازی انرژی کرنشی تحت قید حجم میبه بررسی مسئله بهینه فصلاین  یادامه در

سازی بوده که علاوه بر هینهی مینیمم کردن انرژی کرنشی فرم نسبتاً فراگیر برای مسائل بمسئله

. همچنین کندزیادی اصلاح می تا حدودها را نیز ها و جابجاییکل سازه، تنش 7ماکزیمم کردن سجتی

سازی ی سطوح تراز، آنالیز حساسیت مسئله بهینهی سرعت نرمال روش مجموعهمنظور محاسبهبه

 طور کامل شرح داده شده است. انرژی کرنشی تحت قید حجم به

 

 حجمی مینیمم کردن انرژی کرنشی تحت قید مسئله -5-6

صورت زیر به Vmaxبا درنظر گرفتن مقدار مشجصی از مصالح  J سازی انرژی کرنشی ی بهینهمسئله

 :شودنوشته می

 

 (5-8)                                                                                 

nsrestrictiodesign

VVconstraintvolume

mequilibriutoSubject

dHFJMinimize

max

)(

:

:

))(())(,())(,(



  xxuxu
x




 

 ی فوق رای تگرانژین مسئلهبایست رابطهی آنالیز حساسیت این مسئله ابتدا میمحاسبهبه منظور 

  ی فوقی تگرانژین مسئلهلذا معادله ،دست آورده سپس نسبت به متغیرهای طراحی مشتق بگیریمبه

 صورت زیر خواهد بود:به

 (5-3)                                                        ))(()(
2

1
),( maxVdHdHL

DD

eT    ukuu 

 

از روش مستقیم استفاده شده است. در این روش ابتدا  پژوهشی آنالیز حساسیت در این برای محاسبه

دست طور مستقیم مقادیر بهمشتق جابجایی نسبت به متغیرهای طراحی محاسبه شده و سپس به

                                                           
7 Stiffness maximization 
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ی تعادل ها از دو طرف رابطهتق تغییرمکانی مششود. برای محاسبهآمده در روابط جایگذاری می

 گیریم. لذا خواهیم داشت:مشتق می

 (5-71)   ( ) ( ) ( )

    



    
   

    

ku f

ku f k u f
u k 

با فرض عدم وابستگی بار به تغییرات متغیرهای طراحی، مقدار مشتق جابجایی نسبت متغیرهای 

 شود:سازی میصورت زیر سادهطراحی به

 (5-77 )                                                                                                     1

 

 
 

 

u k
k u 

 رسیم:ی زیر میرابطه گیری از تابع تگرانژین بهبا مشتق

 (5-72)                                                                                      
1 ( )

2

T TL V 


   

   
  

   

u k
u k u u 

 سازی خواهیم داشت:ی فوق و سادهبا جایگذاری در رابطه

(5-79)                                                                              
1 ( )

2

TL V 


  

  
  

  

k
u u 

 همچنین داریم:

(5-74 )                                                                                              ( )V H d


  

 

(5-75)                                                               
( )

( ) 1
V H

d d ds


  
   

 
     

 
  

 صورت زیر است:نسبت به متغیر طراحی به ماتریس سجتی مشتق صورت مشابههب

(5-76)  
eTe dH
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 گیری از تابع تگرانژین نسبت به زمان و استفاده از روش تندترین شدیدترین شیب نزولیمشتقبا 

 گردد:صورت زیر محاسبه میمقدار سرعت به

0)(
))((




















dt

dL

t

L x
x

x





  )78-5( 

(5-73)    ( )
d L

dt





   



x
x 

(5-21)  
1 ( )

( ) ( )
2

e

e

T e

n

H
v d




 

 
    

 


k
x u u 

-سازی میکه هندسه و تابع مجهول تغییر مکان با استفاده از توابع پایه اسپلاین مدلبا توجه به این

گرانژ قید حجم نیز مقدار بریب ت گیرد.ها نیز در فضای پارامتری صورت میگردند، استجراج سرعت

-بهزیر  صورتبهیرهای طراحی(، متغآنالیز حساسیت )مشتقات تابع هدف نسبت به  بر اساسمستقیماً 

 آید:یم دست

(5-27)    



 



0
2

1
dHdT 


u

k
u 

     


ddT kuu
2

1
                                                  )22-5( 
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


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d

deT


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

)(

))(
2

1
( uku

   )29-5( 

را  0بایست یم ،تاکرکانط ایاز صفر باشد؛ بنا به شر ترکوچک برای  آمده دستبهاگر مقدار 

 باشد.صورت زیر مینمودار تغییرات حجم نسبت به بریب تگرانژ قید حجم به در نظر گرفت.
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                          جم نسبت به بریب تگرانژ            نمودار تغییرات ح (5-5) شکل            
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 های عددیمثال
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 مقدمه -6-1

لیل سازی توپولوژی سازه با استفاده از روش تحمنظور نمایش عملکرد بهینهدر این قسمت به

-به مدول اتستیسیته و نسبت پواسون هامثال تمامیمثال ارائه شده است. در  چندآیزوژئومتریک 

1pایو بزرگی بار نقطه 1.9و  pa 7ترتیب N  در نظر گرفته شده است. عرض تقریبی تابع

222.0 هویساید مقدار yx   گرفته شده است کهدر نظرxوy  فاصله نقاط

 زمانی برابر باشد. گاممی yو xکنترلی در راستاهای
maxv

x
t





بیشترین   maxv باشد که در آنمی 

  در نظر گرفته شده است. 1.5بریب محدودیت حرکت و برابر با مقدار   سرعت حرکت مرز و

 

 سازی توپولوژی                                                    های عددی بهینهحل مثال -6-2

 (1مثال 

Np ایدر این مثال تیر کنسول کوتاهی که بار نقطه 1  شود، مورد بررسی ارتفاعش وارد می وسطبه

ی باشد. کل دامنهمی 2و نسبت ابعاد سازه  %45سازی قرار گرفته است. قید حجم مسئله بهینه

کار رفته برای حل شامل ی بهاست. توپولوژی اولیه شده ی کنترلی، مدلنقطه 867طراحی توسط 

 است: زیر صورتبه ترتیببه sو rاستاهای برای هر یک از ر گرهی باشد. بردارهایحفره می71

 ,1,1,1 ,0.97435,0.05128, 0.02564 0,0,0,  

 ,1 ,1 ,1 0.94736,0.10526, 0.05263 0,0,0,  
 

 (2-6)گاهی و بارگذاری مقطع نشان داده شده است. همچنین در شکل شرایط تکیه (7-6)در شکل 

 45ی نهایی مقطع بهینه تحت قید شود. نتیجهکار رفته برای حل مشاهده میی بهتوپولوژی اولیه

مشجص شده  (5-6)و نمودار روند همگرایی قید حجم و تابع هدف در شکل  (9-6)درصد در شکل

سازی، حجم مصالح کاهش یافته تا قید شود در طی مراحل اولیه بهینهاست. همانطور که مشاهده می

-جا شدن نواحی پر از مصالح، کاهش میاقناع شده، سپس حجم ثابت مانده و انرژی کرنشی با جابه

 یابد.
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                       گاهی تیر کنسول   یهتکشرایط بارگذاری و  (7-6) شکل            

         
                                     کار رفته برای حلی بهتوپولوژی اولیه (2-6) شکل                    %45با قید حجم  ی تیر کنسولطرح بهینه (9-6) شکل              

 

                                              

                          بعدی 9ی تیر کنسول به صورت طرح بهینه (4-6) شکل        

 

                                  

               نمودار روند همگرایی قید حجم وتابع هدف تیر کنسول (5-6) شکل                
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در  [98.96]های مرجع ای با نتایج مقاله، مقایسهپژوهشدر این  آمده دستنظور کنترل نتیجه بهمبه

انجام شده است، با این تفاوت که در مقاتت مرجع به منظور تحلیل سازه از روش  (7-6)جدول 

 محدود استفاده شده است.اجزای

 

 درصد 45ی نتایج برای قید حجم یسهمقا (7-6)دول ج

 قید حجم
Compliance 

 محقق

54.0 8046 Allaire et al. (2114)   [68]  

54.0 8046 Wang and Wang (2116)   [66]  

موجود پژوهش 2*66446=844.8 54.0  

 

 

 [96] ی تیر کنسولطرح نهایی بهینه (6-6) شکل

 

 

 [98]ی تیر کنسول ی بهینهطرح نهای (1-6) شکل

 

 (2مثال 

بار کنیم. مانند مثال قبل دوباره حل می 297به  867مثال قبل را با کاهش تعداد نقاط کنترلی از 

Np اینقطه 1  2و نسبت ابعاد سازه  %45سازی نه. قید حجم مسئله بهیشودوارد می ارتفاع وسطبه 

کار ی بهتوپولوژی اولیه است. شده ی کنترلی، مدلنقطه 297ی طراحی توسط باشد. کل دامنهمی

-به ترتیببه sو rبرای هر یک از راستاهای  گرهی باشد. بردارهایحفره می71رفته برای حل شامل 

 است: زیر صورت
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 ,1,1,1 0.94736,0.10526, 0.05263 0,0,0,  
 ,1,1,1 ,0.9999,0.2222, 0.1111  0,0,0,  

توپولوژی  (77-6)و  (71-6)گاهی این مسئله و در اشکال گذاری و تکیهشرایط بار (8-6)در شکل 

 بهینه و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

   

  گاهی تیر کنسول یهتکشرایط بارگذاری و  (8-6) شکل      

                                                     

 حفره 71با   کار رفته برای حلی بهتوپولوژی اولیه (3-6) شکل    

 

   

 درصد                45ی تیر کنسول با قید حجم طرح بهینه (71-6) شکل
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        کنسول د همگرایی قید حجم وتابع هدف تیرنمودار رون (77-6) شکل       

رسیم که کاهش زیاد نقاط کنترلی بر توپولوژی به این نتیجه می 2و مثال  7ی نتایج مثال سهبا مقای

همچنین انرژی کرنشی در مثال با تعداد نقاط کنترلی بیشتر، نسبت به . گذاردنهایی مسئله تاثیر می

 مثال با تعداد نقاط کنترلی کمتر مقدار کمتری دارد. 

 

 (3مثال 

بار  ی کنترلی مدل شده ونقطه 867با  ،باشدمی 2 آننسبت ابعاد که  کوتاهی در این مثال تیر کنسول

Np اینقطه 1  باشد.می %54سازی قید حجم مسئله بهینههمچنین  .شودارتفاعش وارد می پایینبه 

گاهی این یهگذاری و تکشرایط بار (72-6)در شکل است.  7کار رفته همانند مثال به گرهی بردارهای

توپولوژی بهینه و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده  (75-6)و  (74-6)مسئله و در اشکال 

 شده است.

 

 گاهی تیر کنسول یهتکشرایط بارگذاری و  (72-6) شکل      



 

70 
 

    

 حفره 71با   کار رفته برای حلی بهتوپولوژی اولیه (79-6) شکل   

  

 درصد                45ی تیر کنسول با قید حجم ینهطرح به (74-6) شکل

     

 کنسول د همگرایی قید حجم وتابع هدف تیرنمودار رون (75-6) شکل

 (4مثال 

-نقطه کنترلی مدل شده و بار واحد به پایین ارتفاع وارد می 297ی مسئله توسط در این مثال هندسه

گاهی این گذاری و تکیهشرایط بارشود. فره میح 71و توپولوژی اولیه شامل  %45قید حجم شود. 

 کنید.توپولوژی نهایی و روند همگرایی را در اشکال زیر مشاهده میو همچنین  مسئله
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 گاهی تیر کنسولیهتکشرایط بارگذاری و  (76-6) شکل

      

 حفره 71با   کار رفته برای حلی بهتوپولوژی اولیه (71-6) شکل   

      

 درصد                45ی تیر کنسول با قید حجم طرح بهینه (78-6) شکل

   

      کنسول د همگرایی قید حجم وتابع هدف تیرنمودار رون (73-6) شکل
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 (5مثال 

 867 ازشود. در این مثال گاهی و بارگذاری تیر ساده زیر مشاهده میشرایط تکیه (21-6)در شکل 

سازی ی بهینهقید حجم مسئله است. شده ی مسئله استفادهندسهسازی همدلبرای  ی کنترلینقطه

کنید. مشاهده می (29-6)و  (22-6)باشد. توپولوژی نهایی و روند همگرایی را در اشکال می 41%

 است: زیر صورتبه ترتیببه sو rبرای هر یک از راستاهای  گرهی بردارهای

 ,1,1,1 ,0.97435,0.05128, 0.02564 0,0,0,  

 ,1 ,1 ,1 0.94736,0.10526, 0.05263 0,0,0,  
 

      

 سادهگاهی تیر یهتکشرایط بارگذاری و  (21-6) شکل

           

 حفره 71با   کار رفته برای حلی بهتوپولوژی اولیه (27-6) شکل   

           

         درصد 41با قید حجم  سادهی تیر طرح بهینه (22-6) شکل       
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               ساده د همگرایی قید حجم وتابع هدف تیرنمودار رون (29-6) شکل                 

 

 (6مثال 

تیر میشل نمایش داده شده است. تعداد نقاط کنترلی گاهی گذاری و تکیهشرایط بار (24-6)در شکل 

و نمودار روند  توپولوژی بهینهباشد. می %41و قید حجم  2باشد. نسبت ابعاد سازه می 867 کار رفتهبه

 ترتیببه sو rبرای هر یک از راستاهای  گرهی بردارهای در ادامه آورده شده است.همگرایی این مثال 

 است: زیر صورتبه

 

 

0,0,0, 0.02564 ,0.05128, ,0.97435 ,1,1,1

0,0,0, 0.05263 ,0.10526, 0.94736 ,1 ,1 ,1









 

 

        

 میشلگاهی تیر یهتکشرایط بارگذاری و  (24-6) شکل
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 حفره 71با   کار رفته برای حلی بهتوپولوژی اولیه (25-6) شکل                

 

                         

 درصد 41با قید حجم  میشلی تیر طرح بهینه (26-6) شکل            

 

                                   

         میشل د همگرایی قید حجم وتابع هدف تیرنمودار رون (21-6) شکل

 (7مثال 

Npایکه بار نقطه 4ر این مثال تیر کنسولی بلندی با نسبت ابعاد د 1 به وسط ارتفاعش وارد می-

است.  شده ی کنترلی، مدلنقطه 7981ی طراحی با شود، مورد بررسی قرار گرفته است. کل دامنه

برای  گرهی د. بردارهایباشحفره می 76ی شامل و توپولوژی اولیه %41سازی قید حجم مسئله بهینه

 برابر  مقادیر زیر در نظر گرفته شده است. sو راستای  rراستای 
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 

 

0,0,0,0.014085,0.028169, ,0.985915,1,1,1

0,0,0,0.058824,0.117647, ,0.941176,1,1,1









 

ی نهایی مقطع بهینه شود. نتیجهکار رفته برای حل مشاهده میی بهتوپولوژی اولیه (23-6)در شکل 

 (97-6)حجم و تابع هدف در شکل و نمودار روند همگرایی قید  (91-6)درصد در شکل  41تحت قید 

 مشجص شده است.

 

 کنسول بلندگاهی تیر یهتکشرایط بارگذاری و  (28-6) شکل

 

            

 حفره 76با   کار رفته برای حلی بهتوپولوژی اولیه (23-6) شکل   

 

 

 درصد 41با قید حجم  کنسول بلندی تیر طرح بهینه (91-6) شکل     
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            کنسول بلند د همگرایی قید حجم وتابع هدف تیرنمودار رون (97-6) شکل             

 (8مثال 

Npایکه بار نقطه 4در این مثال تیر کنسولی بلندی با نسبت ابعاد  1  ارتفاعش وارد می پایینبه-

است.  شده ی کنترلی، مدلنقطه 7981ی طراحی با شود، مورد بررسی قرار گرفته است. کل دامنه

برای  گرهی باشد. بردارهایحفره می 76ی شامل و توپولوژی اولیه %41سازی قید حجم مسئله بهینه

 برابر  مقادیر زیر در نظر گرفته شده است. sو راستای  rراستای 

 1,1,1,0.985915,169,4085,0.0280,0,0,0.01   

 1,1,1,0.941176,647,8824,0.1170,0,0,0.05  

ی نهایی مقطع بهینه شود. نتیجهکار رفته برای حل مشاهده میبهی توپولوژی اولیه (99-6)در شکل 

 (95-6)و نمودار روند همگرایی قید حجم و تابع هدف در شکل  (94-6)درصد در شکل  41تحت قید 

 مشجص شده است.

 

 کنسول بلندگاهی تیر یهتکشرایط بارگذاری و  (92-6) شکل
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         حفره 76با   کار رفته برای حلی بهیهتوپولوژی اول (99-6) شکل   

                  
           درصد 41با قید حجم  کنسول بلندی تیر طرح بهینه (94-6) شکل     

        
 کنسول بلند د همگرایی قید حجم وتابع هدف تیرنمودار رون (95-6) شکل

  (9مثال 

Npاینقطه ال شکلی که باردر این مثال تیر  1  بررسی قرار شود، مورد ارتفاعش وارد می وسطبه

ی دو در هر دو جهت ی نربز با مرتبهی کنترلی که توسط دو وصلهنقطه 457کل دامنه با گرفته است. 

صورت زیر های گرهی بهی اول مقادیر برداربرای وصله .باشدمی %25همچنین قید حجم  مدل شده

 باشد:می
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 

 

0,0,0, , ,..., , ,1,1,1

0,0,0, , ,..., , ,1,

0.1111 0.

1

2222 0.7777 0.8888

0.0416 0.08333 0.8571 0.9285 1,








 

 صورت زیر خواهد بود.های گرهی بهی دوم مقادیر برداربرای وصلههمچنین 

 

 

 

0,0,0, , ,..., , ,1,1,1

0,0,0, , ,..., , ,1,

0.0714 0.

1

1428 0.8571 0.9285

0.1111 0.2222 0. 17777 0.8888 ,








 

توپولوژی بهینه و تیر میشل نمایش داده شده است. گاهی گذاری و تکیهشرایط بار (96-6)در شکل 

 آورده شده است. (93-6)و  (98-6)ترتیب در اشکال بهنمودار روند همگرایی 

             

                  ال شکلگاهی تیر یهتکشرایط بارگذاری و  (96-6) شکل 

                                          

                        کار رفته برای حلی بهتوپولوژی اولیه (91-6) شکل          
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                     درصد 25با قید حجم  ال شکلی تیر طرح بهینه (98-6) شکل                 

                         
                      ال شکل د همگرایی قید حجم وتابع هدف تیرنمودار رون (93-6) شکل              

  

  (11مثال 

Npاینقطه ال شکلی که باردر این مثال تیر  1  بررسی قرار شود، مورد ارتفاعش وارد می تاببه

ی دو در هر دو جهت ی نربز با مرتبهی کنترلی که توسط دو وصلهنقطه 457کل دامنه با گرفته است. 

صورت زیر های گرهی بهی اول مقادیر برداربرای وصله .باشدمی %25همچنین قید حجم  مدل شده

 باشد:می

 

 

0,0,0, , ,..., , ,1,1,1

0,0,0, , ,..., , ,1,

0.1111 0.

1

2222 0.7777 0.8888

0.0416 0.08333 0.8571 0.9285 1,








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 صورت زیر خواهد بود.های گرهی بهی دوم مقادیر برداربرای وصلههمچنین 

 

 

0,0,0, , ,..., , ,1,1,1

0,0,0, , ,..., , ,1,

0.0714 0.

1

1428 0.8571 0.9285

0.1111 0.2222 0. 17777 0.8888 ,








 

 در ادامه آورده شده است.توپولوژی بهینه و نمودار روند همگرایی این مثال 

                              

   ال شکلهی تیر گایهتکشرایط بارگذاری و  (41-6) شکل

                              
                               کار رفته برای حلی بهتوپولوژی اولیه (47-6) شکل                
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                        درصد 25با قید حجم  ال شکلی تیر طرح بهینه (42-6) شکل          

              
                       ال شکل  د همگرایی قید حجم وتابع هدف تیرنمودار رون (49-6) شکل         

  (11مثال 

ی کنترلی نقطه 996کل دامنه با یک تیر منحنی شکل مورد بررسی قرار گرفته است. در این مثال 

برابر  مقادیر  sو راستای  rستای برای را گرهی بردارهای .باشدمی %95، همچنین قید حجم مدل شده

 زیر در نظر گرفته شده است.
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 

 

0,0,0, , ,..., , ,1,1,1

0,0,0, , ,..., , ,1,

0.0526 0.

1

1052 0.8947 0.9473

0.0714 0.1428 0. 18571 0.9285 ,








 

  

 
 
 

               

                     

                                     منحنی شکلگاهی تیر یهتکشرایط بارگذاری و  (44-6) شکل                     

                       

                               کار رفته برای حلی بهتوپولوژی اولیه (45-6) شکل                                
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                                درصد 95با قید حجم  منحنی شکلی تیر طرح بهینه (46-6) شکل                               

                     

 د همگرایی قید حجم وتابع هدف تیر منحنی شکل  نمودار رون (41-6) شکل  
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  عملکرد روش پیشنهادی بررسی-6-2
نامه با پژوهش انجام شده در منظور نمایش عملکرد روش پیشنهادی در این پایانقسمت بهدر این 

سازی انرژی ی بهینهتابع هدف مسئلهدو پژوهش،  در هرای آورده شده است. ، مقایسه]95[مرجع 

در مثال اول تیر کنسول کوتاهی که بار واحد به وسط ارتفاعش  .باشدکرنشی و قید مسئله حجم می

آورده  (2-6)صورت خلاصه در جدول نتایج این مقایسه بهاست. شود مورد بررسی قرار گرفته وارد می

  .شده است

             شود  تیر کنسول که بار به وسط ارتفاعش وارد میج برای ی نتایمقایسه (2-6)دول ج

Compliance محقق تعداد نقاط کنترلی قید حجم 

[95]مرجع  7926 1.45 64.4  

61.46=99.19*2 (7)مثال  پژوهش موجود 867 1.45   

14.82=91.47*2  1.45 972 (2پژوهش موجود)مثال    

 

                  

 نقطه کنترلی  7926با  ]95[مرجع ی تیر کنسول طرح بهینه (48-6) شکل       

                                                                

                         (7نترلی)مثال نقطه ک 867پژوهش موجود با ی تیر کنسول طرح بهینه (43-6) شکل                  

           
                         (2نقطه کنترلی)مثال  297پژوهش موجود با ی تیر کنسول طرح بهینه (51-6) شکل                  
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سازی انرژی کرنشی تحت قید حجم برای تیر کنسول ی بهینهی دیگر، نتایج مسئلهامنظور مقایسهبه

صورت نتایج این مقایسه به ، آورده شده است.شودمیتاهی که بار واحد به پایین ارتفاعش وارد کو

 آورده شده است.  (9-6)خلاصه در جدول 

             شود  تیر کنسول که بار به پایین ارتفاعش وارد میی نتایج برای مقایسه (9-6)دول ج

Compliance محقق تعداد نقاط کنترلی قید حجم 

[95]مرجع  7926 1.45 84  

14.14=91.91*2 (9)مثال  پژوهش موجود 867 1.45   

16.24=72.98*2 (4پژوهش موجود)مثال  297 1.45   
 

                   
 نقطه کنترلی   7926با  ]95[مرجع ی تیر کنسول طرح بهینه (57-6) شکل               

 

                 
        (9نقطه کنترلی)مثال  867پژوهش موجود با ی تیر کنسول طرح بهینه (52-6) شکل            

                                                        
                         (4ثال نقطه کنترلی)م 297پژوهش موجود با ی تیر کنسول طرح بهینه (59-6) شکل        
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 فصل هفتم

 نتایج و پیشنهادات
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 مقدمه -7-1

 تنش مسائل ایزوژئومتریک تحلیل روند کامل بررسی به نامه،پایان این قبلی های فصل در

ها با استفاده از  سازه توپولوژی سازیبهینه بندی حاکم بر آن پرداختیم. سپس مسائلو فرمول مسطح

 قرار بررسی مورد سازی انرژی کرنشی رابهینه مسئله حساسیت آنالیزی سطوح تراز و موعهروش مج

 یبرنامه طور همین و شده های استفادهروش و الگوریتم کارایی و صحت بررسی برای نهایت در. دادیم

 حاصل یینها نتایج فصل، این در. قرار دادیم مطالعه مورد را متعددی هایمثال شده، تهیه کامپیوتری

 یتوسعه جهت پیشنهادهایی پایان نیز در. کرد خواهیم بیان خلاصه صورتبه را مطالعات این از

 .شد ارائه خواهد زمینه این در مندعلاقه دانشجویان برای شده نوشته یبرنامه

 نتایج -7-2

ست. تابع سازی توپولوژی سازه استفاده شده ااز تحلیل آیزوژئومتریک برای بهینه پژوهشدر این 

سازی کار رفته، گسستهای نربز که برای تحلیل سیستم نیز بهح تراز توسط توابع پایهوسط یهمجموع

سازی در نظرگرفته بهینه یح تراز به عنوان متغیر طراحی مسئلهوسط یهشود. مقادیر تابع مجموعمی

ی ی و توسط حل معادلهسازی متغیر طراحی در فضای پارامتریکدر هر مرحله از بهینه. شده است

در فضای پارامتریکی این امکان  ژاکوبی-ی همیلتونمعادلهحل  شود.رسانی میروزژاکوبی به-همیلتون

سازی مسئله استفاده کنیم، هر چند که کاهش دهد که از نقاط کنترلی کمتری در مدلرا به ما می

-توان نتیجهشود که میاز مسائل می زیاد تعداد نقاط کنترلی باعث تغییر در توپولوژی نهایی برخی

ی کنترلی که و تحلیل سازه به یک حداقل تعداد نقطه سازی هندسهگیری کرد که همواره برای مدل

ی دلیل استفاده از شبکهدر کارهای گذشته به .استطور کامل پوشش دهد، نیاز ی مسئله را بهدامنه

ژاکوبی، ملزم به استفاده -ی همیلتونبرای حل معادلهبندی تفابل محدود عنوان شبکهنقاط کنترلی به

با حل معادله  مسئلهتری برای حفظ دقت حل مسئله بودند که این بیشنقاط کنترلی  دتعدا از 

در روش ارائه شده در هر مرحله برای محاسبه  ژاکوبی در فضای پارامتری از بین رفته است.-همیلتون
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شود که این خطا را های تقریب مقداری خطا وارد محاسبات میشدلیل استفاده از رونقاط کنترلی به

انتجاب بردار گرهی منتاظر با نقاط  هنگامهای اشاره شده در فصل دوم توان با استفاده از روشمی

 به حداقل رساند. مورد نظر روی منحنی یا سطح

عریف هندسه دلیل تجای تحلیل اجزا محدود بهاستفاده از روش تحلیل آیزوژئومتریک به

های روش آیزوژئومتریک از دیگر ویژگی. شودتوسط توابع نربز باعث ایجاد مرز هموارتری در سازه می

سازی هندسه و توپولوژی سازه، با استفاده از تعداد توان به امکان مدلمحدود میینسبت به روش اجزا

پذیری دلیل انعطافدود بهنقاط کنترلی کمتری نسبت به تعداد گره مورد نیاز در روش اجزای مح

 شود.کاهش حجم محاسبات می ها اشاره کرد که باعثاسپلاین

در روش آیزوژئومتریک نقاط کنترلی سطوح حل، لزوما بر هندسه و فیزیک حل منطبق 

 کنترلی، نقاط .است روش مطرح این در فیزیکی و کنترلی یشبکه مفهوم دو ،ایننیستند و بنابر

 از که متداول هایروش به نسبت روش این هایمزیت دیگر از یکی. کنندمی یجادا را کنترلی یشبکه

مراحل  حین در محدوداجزای یشبکه ساخت یمرحله ؛ حذفکنندمی استفاده محدوداجزای روش

 بعدیسه در مسائل ویژهبه محاسبات حجم یملاحظهقابل کاهش سبب کار این .است سازیبهینه

 .شودمی

با  توانمی لذا شود،می انجام بات بسیار دقت با ی مسئلههندسه تعریف نربزها از استفاده با

 به کمک اینکه بمن کرد. مدل بات دقت باو  مناسبی صورتبه را مرزها شکل مزیت این از استفاده

 حالت در گونو بیضی کره و دوبعدی حالت در بیضی و دایره همچون اشکالی سازیمدل امکان نربزها

محدود برای تولید این نوع اشکال بدیهی است در روش اجزای .دارد وجود باتیی دقت با بعدیسه

ی محاسبات های زیاد برای تقریب هندسه استفاده نمود که سبب افزایش هزینهبایستی از تعداد المان

 .خواهد شد
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 پیشنهادات -7-3

ی سطوح تراز و روش ها با روش مجموعهازهسازی توپولوژی سی مدل بهینهبه توسعه نامهپایان این در

 قید عنوانبه حجم و هدف تابع عنوانبه کرنشی انرژیکه در آن  هتحلیل آیزوژئومتریک پرداخته شد

 شودمی مطرح آتی هایفعالیت انجام در جهت پیشنهادهاییه است. در ادامه شد گرفته نظر در طراحی

 :از عبارتند که

  با توجه به روش ارائه شده در این تابع هدف تحت قید تنش وزن سازه به عنوان بررسی

 نامهپایان

 سازی ی بهینهعنوان یک مسئلهن وزن و انرژی کرنشی تحت قید تنش بهاثر همزما بررسی

 چند هدفه

 منظور تولید هندسه با استفاده از بهایزوژئومتریک  تحلیل در اسپلاین-تی پایه توابع از استفاده

 امنظمی کنترلی نشبکه

 

 

 

 
 

 

 



 

90 
 

 راجعم

 

1. Bendsøe M. P. and Sigmund O. (2003), “Topology Optimization; Theory, 

Methods and Applications”, Springer, Germany, pp. 1-84. 

 

2. Kagan P., Fischer A. and Bar-Yoseph P. Z. (1998), “New B-Spline finite ele-

ment approach for geometrical design and mechanical analysis”, International 

Journal for Numerical Methods in Engineering, 41, 3, pp. 435-458. 

 

3. Hollig K., Reif U. and Wipper J. (2001), “Weighted extended B-Spline approx-

imation of dirichlet problems”, Siam J. Numer. Anal., 39, 2, pp. 442-462. 

 

4. Kagan P., Fischer A. and Bar-Yoseph P. Z. (2003), “Mechanically based mod-

els: adaptive refinement for B-Spline finite element”, International Journal for 

Numerical Methods in Engineering, 57, 8, pp. 1145-1175. 

 

5. Hughes T. J. R., Cottrell J. A. and Bazilevs Y. (2005), “Isogeometric analysis: 

CAD, finite elements, NURBS, exact geometry and mesh refinement”, Comput. 

Methods Appl. Mech. Engrg, 194, 39-41, pp. 4135-4195. 

 

6. Bazilevs Y. Beirao Da Veiga L., Cottrell J. A., Hughes T. J. R. and Sangalli G. 

(2006), “Isogeometric analysis: approximation, stability and error estimates for 

h-refined meshes”, Math. Models Methods Appl. Sci., 16, 7, pp. 1031-1090. 

 

7. Cottrell J. A., Reali A., Bazilevs Y., and Hughes T. J. R. (2006), “Isogeometric 

analysis of structural vibrations”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg, 195, 

pp. 5257-5296. 

 

8. Sethian JA, Wiegmann A., 2000, Structural boundary design via level set and 

immersed interface methods. Journal of Computational Physics, Vol.163 489-

528. 

 

9. Osher SJ, Santosa F., 2001, Level set methods for optimization problems involv-

ing geometry and constraints I. Frequence of a two density inhomogeneous 

drum. Journal of Computational Physics, Vol. 171 272-288. 

 

10. Piegl L. and Tiller W. (1995), “The NURBS Book”, 2th ed., Springer, Germany, 

pp. 1-138. 

 

11. T.J.R. Hughes, J. Cottrel and Y. Bazilevs (2009), “Isogeometric Analysis To-

ward integration of CAD and FEA”, Wiley. 

 
12. Christensen P. W. and Klarbring A. (2009), “An Introduction to Structural Op-

timization”, Springer, Sweden, pp. 1-7. 

 



92 
 

13. Fleury C., Braibant V., 1986, Structural optimization - a new dual method using 

mixed variable, Int. J. Num. Meth. Eng. 23,409-428 

 

14. Hassani B. and Hinton E. (1998), “Homogenization and Structural Topology 

Optimization: Theory, Practice and Software”, Springer, London, pp. 1-7. 

 

15. Arora J. (2011), “Introduction to optimum design”, 3th ed., 

 

16. Belytschko T, Xiao SP and Parimi C., 2003, Topology optimization with implic-

it functions and regularization. International Journal for Numerical Methods in 

Engineering Vol., 57 1177-1196. 
 

17. Osher S., Fedkiw R. 2002, Level Set Methods and Dynamic Implicit Surfaces, 

New York: Springer, Verlag. 

 

18. Sussman M., Smereka P., Osher S. 1994; A level set approach for computing so-

lutions to incompressible two-phase flow, Comput. Phys., Vol. 114, No. 1, pp. 

146–159. 

 

19. Bendsoe, M.P.; Kikuchi, N. 1988, Generating optimal topologies in structural 

design using a homogenization method. Comput. Meth. Appl. Mech. Eng. 2, 

197–224. 

 

20. Eschenauer HA, Olhoff N., 2001, Topology optimization of continuum struc-

tures: A review, Applied Mechanics Review, Vol. 54 331-390.  

 

21. Rozvany GIN, Zhou M and Birker T., 1992, Generalized shape optimization 

without homogenization. Structural Optimization, Vol. 4 250-252. 

 

22. Bendsoe, M.P. 1989, Optimal shape design as a material distribution problem, 

Struct. Optim. 1, 193–202. 

 

23. Sethian JA, Wiegmann A., 2000, Structural boundary design via level set and 

immersed interface methods. Journal of Computational Physics, Vol.163 489-

528. 

 

24. Osher SJ, Santosa F., 2001, Level set methods for optimization problems involv-

ing geometry and constraints I. Frequence of a two density inhomogeneous 

drum. Journal of Computational Physics, Vol. 171 272-288. 

 

25. Allaire G, Jouve F and Toader AM., 2002, A level set method for shape optimi-

zation. Comptes Rendus de l'Académie des Sciences Serie I, Vol. 334 1125-

1130. 

 

26. Wang MY, Wang XM and Guo DM., 2003, A level set method for structural to-

pology optimization. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineer-

ing, Vol. 192 227-246.  



 

93 
 

27. Wang X, Wang MY and Guo D., 2004, Structural shape and topology optimiza-

tion in a level-set framework of region representation. Structural and Multidisci-

plinary Optimization, Vol. 27 1-19. 

 

28. Wang MY, Wang XM., 2004, “Color” level sets: A multi-phase method for 

structural topology optimization with multiple materials. Computer Methods in 

Applied Mechanics and Engineering, Vol. 193 469 – 496.  

 

29. Petersen NL., 2000, Maximization of Eigenvalues using topology optimization. 

Structural and Multidisciplinary Optimization, Vol. 20 2-12. 

 

30. de Ruiter MJ, van Keulen F., 2004, Topology optimization using a topology de-

scription function, Struct Multidisc Optim.  

 

31. Luo J., Luo Z., Chen L., Tong L., Wang M.Y. 2008,  A semi-implicit level set 

method for structural shape and topology optimization, Journal of Computation-

al Physics, 227:5561–5581.  

 

32. Tavakkoli S.M., Hassani B., Ghasemnejad H.  2013, ISOGEOMETRIC TO-

POLOGY OPTIMIZATION OF STRUCTURES BY USING MMA, Int. J. Op-

tim. Civil Eng; 3(2):313-326. 

 

33. Xu Guo, Wei Sheng Zhang, Michael Yu Wang, Peng Wei (2011); Stress-related 

topology optimization via level set approach, Comput. Methods Appl. Mech. 

Engrg. 3439–3452. 

 

34. Hélio Emmendoerfer Jr., Fancello EA, Barcellos CS. A level set approach for 

topology optimization with local stress constraints. Int. J. Numer. Meth. Engng 

(2014); DOI: 10.1002/nme.4676. 

 

35. Jahangiry, H. A. and Tavakkoli, S. M. (2017),“An isogeometrical approach to 

structural level set topology optimization,” Comput. Methods Appl. Mech. Eng., 

vol. 319, pp. 240–257, Jun.. 

 

36. Allaire G., Gournay F., Jouve F., Toader A.M. 2004; Structural optimization us-

ing topological and shape sensitivity via a level set method, Internal Report 555, 

Ecole Polytechnique, France. 

 

37.  Zafer Gurdal, R. T. Haftka Raphael T. Haftka (1991), “Elements of Structural 

Optimization”, 3th ed. 

 

38. S.Wang, M.Y.Wang (2006), Radial basis functions and level set method for 

structural topology optimization, Internat. J. Numer. Methods Engrg. 65 47 

2060–2090. 

 

https://www.amazon.com/s/ref=dp_byline_sr_book_1?ie=UTF8&text=Zafer+Gurdal%2C+R.+T.+Haftka+Raphael+T.+Haftka&search-alias=books&field-author=Zafer+Gurdal%2C+R.+T.+Haftka+Raphael+T.+Haftka&sort=relevancerank


94 
 

Abstract 

Topology optimization is one of the most important kinds of structural optimiza-

tion problems, aims to find the optimum distribution of materials in a certain domain. 

During the last decade, two general approaches on topology optimization problems have 

been developed. In more common approach, the compliance or energy of deformation is 

minimized for a given amount of materials. The other approach is to minimize the 

weight of structures under stress or displacement constraints. 

The purpose of this research is to provide a new method for improving the per-

formance of topology optimization of structures by using isogeometric analysis. To re-

ceive this goal, less control points have been used to make level set function. The Ham-

ilton–Jacobi equation is also numerically solved in the parametric space of the spline 

basis functions. In the level set method, the topology of structure is introduced by a 

higher-order implicit function over the domain that any changes in this function during 

the optimization process can easily model boundaries. Zero level provides the bounda-

ries of the structure. The positive values of this function indicate the presence of materi-

als and the negative values indicate the areas empty of materials in the design domain. 

In this research, the same basis functions are employed for approximating the level set 

function, deformations and geometry modeling. At the end, several examples are 

demonstrated to show the performance of the proposed method. 

 

Keywords: structural topology optimization, Level set method, Isogeometric 

Analysis, Parametric space 
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