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  چکیده

در طول تاریخ فجایع . باشدمسئله بسیار مهمی در دنیاي صنعتی امروز می خوردگی و شکستترك

ها، خارج شدن قطارها از ریل و ... رخ ها و پلله سقوط هواپیماها، فروریختن ساختمانزیادي از جم

به  باعثو  است ها در اثر بارهاي وارده بودهها و گسترش آنکه ناشی از به وجود آمدن ترك است داده

مالی فراوان، مختل شدن قسمتی از سیستم حمل و نقل و بسیاري  جانی و وجود آمدن خسارات

بینی فرآیند گسترش آن براي ساخت . بنابراین درك رفتار ترك و پیشاست هاي دیگر شدهلمشک

، بسیار جسامی که براي بشر ارزشمند هستندهاي زیرزمینی و دیگر ابزار و اقطعات صنعتی، سازه

 .شودمکانیک شکست نامیده می پردازد،علمی که به تحلیل و مطالعه این مسائل می باشد.ضروري می

در جهان حقیقی از جمله مسائل هر روز با مسائل جدیدتري  بشر ،و پیشرفت علم ا گذشت زمانب

ها با استفاده از کارهاي که تحلیل و بررسی آن شودروبرو می هاي پیچیدهبا هندسه مکانیک شکست

 هايباشد؛ در نتیجه نیاز به استفاده از روشیرممکن میآزمایشگاهی و میدانی بسیار دشوار و یا غ

ها در زمینه ترین پیشرفت. یکی از مهمشودمحاسبات عددي با دقت هر چه بیشتر، احساس می

یل مسائل به مدت زیادي براي تحلکه  بوده استهاي عددي، گسترش روش اجزاء محدود  روش

مسیرهاي دلخواهی که ترك در هر مرحله از گسترش خود تحت  دلیل بهمهندسی به کار رفته است. 

بایست در هر مرحله از کند در روش مرسوم اجزاء محدود میارگذاري مود ترکیبی طی میشرایط ب

ها منطبق شود و این نقص بندي مجدد صورت گیرد تا هندسه ترك با مرزهاي المانشبکه ،رشد ترك

  باشد.میاین روش اصلی 

پایه شبکه در  بر هاياجزاء محدود و دیگر روش هاي موجود در روشحال با توجه به محدودیت

یافته از روش توسعه ها، در این پژوهشهاي بزرگ و رشد تركتغییرشکل ی از جملهمسائلتحلیل 

هاي بدون که یکی از روش Extended Element Free Galerkin (XEFG)گالرکین بدون المان 

ن و یا گونه الما، از هیچمذکورروش  در .ه استد، استفاده شباشدشبکه شکل ضعیف سراسري می



 ز 

 

اي از فقط با استفاده از مجموعه توابع تقریب اي براي تعریف دامنه مسئله استفاده نشده است وشبکه

در این ه مسئله و بر روي مرزها، ساخته شده است. در دامن ي توزیع شده به صورت یکنواختهاگره

. در اضافه شده است المانسازي مناسب، به تقریب روش استاندارد گالرگین بدون روش، توابع غنی

 Moving Least Squaresبراي ساخت توابع شکل از تقریب حداقل مربعات متحرك  روش یاد شده،

(MLS) بوده  4اسپلاین درجه ، در تابع شکلمورد استفاده تابع وزن  ت و همچنیناستفاده شده اس

  است.

فاده است سیر نوك آنکردن مدنبال نمایش بدنه ترك وسازي و براي مدلروش مجموعه تراز نیز 

راي محاسبه ضرایب ب ،Mهمچنین در پژوهش حاضر از روش انتگرال اندرکنش یا انتگرال  شده است.

مسیر رشد ترك نیز با استفاده از معیار  ترکیبی استفاده شده است.شدت تنش در مودهاي خالص و 

  ه است.دش در هر مرحله از رشد ترك مشخص تنش پیرامونی حداکثر

هایی مثالنوشته شده است و همچنین  ®MATLABه از روش فوق کد مربوطه در محیط با استفاد

با  هااین مثال درارائه شده است؛  هاگسترش ترك و هاي ساکنهاي تركعددي نیز در دو بخش با نام

ها در دقت جواب حاصله و هاي مورد استفاده، تاثیر آنهاي مختلف از جمله مجموعه گرهتغییر پارامتر

نتایج حاصل از ضرایب شدت تنش در مودهاي خالص و  نهایتا یزان خطاي آن نشان داده شده است.م

مقایسه  هاي محققان گذشتهیج موجود در پژوهشمعادل با نتا 1ترکیبی و ضریب شدت تنش مود 

نشان از دقت و صحت کدهاي نوشته شده و به طور کلی سنجی صورت گرفته، شده است که صحت

  رفته در این پژوهش دارد.کار انجام گ

 یافتهتوسعهروش  گسترش ترك،انتگرال اندرکنش، ضرایب شدت تنش، کلمات کلیدي: 

  ، روش بدون شبکه(XEFG)بدون المان  گالرکین
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  مقدمه -1

برداري آیند و یا اینکه در حین بهرهها به وجود میها یا در هنگام ساخت اجسام در داخل آنترك

در طول تاریخ فجایع زیادي از جمله سقوط هواپیماها، فروریختن شوند. تحت بارهاي وارده ایجاد می

ها و اند که ناشی از به وجود آمدن تركها، خارج شدن قطارها از ریل و ... رخ دادهها و پلساختمان

ها، به وجود آمدن خسارات مالی اند و سبب کشته شدن انسانهاي وارده بودهها در اثر بارگسترش آن

  اند.هاي دیگر شدهفراوان، مختل شدن قسمتی از سیستم حمل و نقل و بسیاري مشکل

تواند سبب گسیختگی توده سنگ شود و نهایتا ها میها در سنگنشده و شدید تركرشد کنترل

هاي ذخیره هوا یا گاز هایی که در اطراف تونلها شود. تركن تونلها یا فروریختمنجر به زمین لغزش

هاي عمق مناسب تونل، هاي اشتباه در زمینهتوانند در صورت طراحیآیند، میفشرده به وجود می

اي به سمت سطح زمین حرکت کنند و روندهفشار گاز قابل تحمل درون تونل و ... ، به صورت پیش

  ی به صورت پدیده بلندشدگی بشوند.زي گاز فشرده و گسیختگنهایتا منجر به آزادسا

هاي بینی فرآیند گسترش آن براي ساخت قطعات صنعتی، سازهبنابراین درك رفتار ترك و پیش

ها سبب صدمات مالی زیرزمینی و دیگر ابزار و اجسامی که براي بشر ارزشمند هستند و گسیختگی آن

  باشد.ناپذیري دارد، بسیار مهم و ضروري میرانشود و تاثیرات جبو جانی بسیاري می

 هاي قدیمی، ازاجزاء محدود و دیگر روش هاي موجود در روشبا توجه به نقص پژوهشدراین 

یافته گالرکین بدون المان توسعه بندي مجدد در هر مرحله از رشد ترك، از روشجمله نیاز به شبکه

به همراه روش مجموعه تراز با  باشداسري میهاي بدون شبکه شکل ضعیف سرکه یکی از روش

بررسی روند سازي هندسه ترك و مدل ، براي®MATLABدر محیط نرم افزار  استفاده از کدنویسی

  بعدي استفاده شده است. 2جامدات الاستیک و در حالت در  رشد ترك

یافته و توسعه یافته گالرکین بدون المان مشابه روش اجزاء محدودقابل ذکر است که روش توسعه
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اي گونه المان و یا شبکهباشد با این تفاوت که در روش مورد استفاده، از هیچدر ادامه راه این روش می

ها که به صورت یکنواخت در اي از گرهشود و فقط از مجموعهبراي تعریف دامنه مسئله استفاده نمی

  د.وش یم اند استفادهدامنه مسئله و بر روي مرزها توزیع شده

  ضرورت انجام پژوهش -1-1

بندي حل و طبقه انجام تحقیقات آزمایشگاهی و میدانی،با وجود اینکه محدوده وسیعی از مسائل با 

اند، بسیاري از مسائل مکانیک شکست که شامل ها ارائه شدههاي تحلیلی براي آناند و فرمولشده

وجود تقریب زد و مورد بررسی قرار هاي تحلیلی متوان با روشباشند را نمیهاي پیچیده میهندسه

هاي محاسبات عددي با دقت هر چه داد. در نتیجه با پیشرفت علم هر روز نیاز به استفاده از روش

بیشتر، از جمله روش استفاده شده در این پژوهش براي مطالعه شکست و دیگر مسائل موجود در 

  شود.جهان حقیقی، بیشتر احساس می

سازي عددي هندسه ترك و بررسی فرآیند و جهت انتشار آن تحت دللذا در این پژوهش با م

هاي مختلف، سعی شده است که رفتار ترك در شرایط مختلف بررسی گاهی و بارگذاريشرایط تکیه

  اثیر پارامترهاي مختلف بر نحوه گسترش ترك نیز نشان داده شود.و ت شود

  پژوهش هدف از -1-2

هایی نیک شکست از جمله این پژوهش، طرح سواله مکاهاي مختلف در زمینپژوهش هدف از

  باشد :ها میهمچون موارد زیر و پاسخگویی به آن

آلات قسمتی از یک سازه یا یک قطعه صنعتی همچون قطعات هواپیماها، قطارها و دیگر ماشین

به  اي هستند تحت چه بارگذاري و تا چه زمانی با توجههاي اولیهمکانیکی که ناخواسته داراي ترك

توانند بدون بروز مشکلی مورد استفاده قرار هاي موجود و دیگر شرایط حاکم میاندازه و هندسه ترك
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گیرند؟ باید توجه داشت که تعویض یک دستگاه یا قطعه صنعتی یا تخریب یک سازه براي بازسازي 

  به صرفه نیست. برداري و ایمن باشند از نظر اقتصاديهاي موجود قابل بهرهآن در صورتی که با ترك

هاي موجود در یک قطعه گسترش پیدا با توجه به بارهاي وارده با چه سرعت و در چه جهتی ترك

هاي ذخیره گاز یا ها و تونلهایی با اهمیت بسیار بالا همچون نیروگاهکنند؟ به عنوان مثال در سازهمی

هاي به حوي انجام داد که تركتوان شرایط طراحی را به نهواي فشرده که در قسمت قبل ذکر شد می

هاي ناشی از آن از جمله انفجار و یا هدر رفت انرژي نشوند وجود آمده باعث خارج شدن گازها و پیامد

هاي مذکور با افزایش ضخامت دیواره سازه یا افزایش عمق تونل به نحوي که از که این کار در مثال

  انجام شود. تواندنظر اقتصادي بهینه و همچنین ایمن باشد می

مورد تغییر هندسه و دیگر پارامترهاي تاثیرگذار، عددي با  هاییمثالي پژوهش انجام شده در انتها

 مقادیر موجود در منابعسنجی صورت گرفته با صحتکه مقایسه انجام شده و د انتحلیل قرار گرفته

  دارد. و مناسب بودن آن نشان از دقت کار انجام شده

  پژوهش بنديفصل -1-3

  زیر ارائه شده است : صورت ایی است که بههاین پژوهش داراي بخش متن

حاضر را ارائه کرد که شامل معرفی مسئله،  پژوهش مطالبی که در فصل اول مشاهده شد کلیاتی از

  .و توضیح مختصري از روش تحقیق بود انجام پژوهشضرورت و هدف 

هاي بر پایه شبکه اشاره شده روشهاي بدون شبکه نسبت به ابتدا به برتري روش در فصل دوم

است، سپس توضیحاتی پیرامون شکل قوي و شکل ضعیف معادلات دیفرانسیل جزئی داده شده است. 

هاي بدون شبکه پرداخته شده است؛ پس از آن در مرحله بعد، به شرح مراحل معمول در روش

المان با استفاده از تقریب  هاي توابع شکل و فرآیند ساخت توابع شکل در روش گالرکین بدونویژگی

حداقل مربعات متحرك بیان شده است. در انتها نیز روش گالرکین بدون المان و نحوه اعمال شرایط 
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  مرزي اساسی در این روش به طور کامل توضیح داده شده است.

ابتدا مفاهیم پایه علم مکانیک شکست تعریف شده است؛ در ادامه درباره مودهاي در فصل سوم 

هاي تنش و تغییر مکان در هاي مربوط به میدانشکست توضیحاتی ارائه شده است. سپس فرمول پایه

اند و پس از آن معیارهاي کلی براي شکست الاستیک ارائه شده است. اطراف ترك نمایش داده شده

هاي هاي مختلف تعیین ضرایب شدت تنش و نرخ آزادسازي انرژي از جمله روشدر ادامه روش

هاي عددي گسترش اند. در قسمت بعد برخی از روشمحاسباتی و آزمایشگاهی بیان شده تحلیلی،

اند. در انتهاي این فصل نیز فرآیند محاسبات عددي استفاده هاي بدون شبکه ارائه شدهترك و روش

یافته گالرکین بدون هاي روش توسعهشده در پژوهش حاضر شرح داده شده است که شامل فرمول

کنش براي محاسبه ضرایب شدت تنش، شرح زاویه رشد ترك در هر رضیح روش انتگرال اندالمان، تو

  مرحله و روش مجموعه تراز است.

هاي هاي ساکن و همچنین حالتهایی عددي براي چندین حالت تركنیز مثالدر فصل چهارم 

ها و اطراف آن هاي غنی شدهها، گرهمختلف رشد ترك ارائه شده است. در این قسمت مسیر رشد ترك

هاي به وجود آمده نمایش داده شده است و ضرایب شدت تنش با مراجع مقایسه گردیده تصویر تنش

  است.

ادامه  براي یو پیشنهادات ه استشد بحث پژوهش حاصل از نتایج درباره در نهایت در فصل پنجم،

  .ه استشد آینده، ارائه هايتحقیق راه این پژوهش و تکمیل آن در
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  EFG هاي بدون شبکه وروش - 2

  مقدمه -1- 2

بوده  (FEM) روش اجزاء محدودهاي عددي، گسترش ها در زمینه روشترین پیشرفتیکی از مهم

شود که تشکیل یک شبکه هاي مجزایی تقسیم میاست. در این روش یک محیط پیوسته به المان

اجزاء محدود براي مدتی طولانی یک ابزار استاندارد براي حل عددي محدوده وسیعی  دهند. روشمی

شود، از مسائل مهندسی و علمی بوده است. در مسائل واقعی روز جهان هر چه زمان بیشتري طی می

ها شود که روش اجزاء محدود به تنهایی براي تحلیل آنهاي زیادتري روبرو میبشر با پیچیدگی

  هاي این روش اشاره شده است :باشد. در این قسمت به بعضی از محدودیتمناسب نمی

براي روش اجزاء محدود، ساخت یک شبکه با کیفیت مناسب که تطابق خوبی با هندسه مسئله  -

تر داشته باشد و نیازهاي خاص مسئله فیزیکی را ارضاء کند کار دشواري است. این مسئله وقتی جدي

هاي و پدیده (extrusion)هاي بزرگ مثل رشد ترك، بیرون زدگی تغییر شکلشود که مسائلی با می

شوند. به عنوان مثال در مسئله رشد ترك با مسیرهاي دلخواه معمولا به فیزیک نجومی بررسی می

  شود.ها مشکل ایجاد میبندي الماندلیل عدم تطابق این مسیرها با خطوط اصلی مش

هاي پیچیده شود. در تواند سبب کاهش دقت و صحت در برنامهمی FEMپذیر در بندي تطبیقمش -

  باشد.ها المان، غیرعملی میاین حالت، حل سیستم معادلات بر مبناي میلیون

براي روش اجزاء محدود این یک امر ضروري است که شبکه مورد استفاده باید داراي درجه  -

استفاده از یک المان مثلثی خطی براي  پیوستگی مطابق با هندسه مسئله باشد. به عنوان مثال

باشد مناسب نیست. این امر باعث ایجاد مجزاسازي یک مرز دایروي که داراي درجه دوم پیوستگی می

 شود.خطا در برنامه می
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بندي مجدد در مسائل اشاره شده از جمله رشد ترك باعث افزایش هزینه محاسبات، افزایش مش -

  شود.پیچیدگی در حل برنامه اجزاء محدود میمحاسبات و به طور کلی  زمان

  .باشدها پایین میدقت و صحت در این روش مخصوصا براي محاسبه تنش -

بندي ها و شبکهتا زمانی که براي تحلیل مسائل فیزیکی با استفاده از روش اجزاء محدود از المان

هاي ذکر ت. با توجه به محدودیتاي نخواهند داشاستفاده شود مشکلات ذکر شده در بالا راه حل ساده

هاي عددي دیگري گسترش پیدا کنند و مورد شده براي روش اجزاء محدود، ضروري است روش

استفاده قرار بگیرند که قابلیت تحلیل مسائل پیچیده، بدون تولید شبکه را داشته باشند. همچنین این 

  ارامترهاي ضروري حفظ شوند.بایست به نحوي با معادلات حاکم رفتار کنند که پها میروش

به عنوان یک روش عددي  (Meshless or Meshfree Methods)هاي بدون شبکه در نتیجه، روش

هاي بدون شبکه در طی دهه گذشته به اند. روشهاي ذکر شده پیشنهاد شدهبراي غلبه بر محدودیت

مسائل مهندسی، پیشرفت  اند که اکنون براي محاسبات عددي محدوده وسیعی ازنحوي گسترش یافته

هاي مسائل نیازي هاي بدون شبکه براي مجزاسازي دامنهقابل توجهی به دست آمده است. این روش

ها یا نقاط، توابع اي از گرهها ندارند و فقط با استفاده از مجموعهبندي و استفاده از المانبه شبکه

  هاي بدون شبکه اشاره شده است :یازات روشسازند. در این قسمت، به چند نمونه از امتتقریب را می

ها نیست به طور قابل توجهی هزینه محاسبات با توجه به اینکه نیازي به ساخت شبکه و المان -

 کند.کاهش پیدا می

 هاي خاص با توجه بهاي از نودها در محلتواند با اضافه کردن مجموعهدقت و صحت محاسبات می -

  ایش یابد.هندسه و مشخصات مسئله افز
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 شوند.هاي بالاتر به سادگی ساخته میتوابع شکل با درجه -

 تواند کاهش پیدا کند.زمان محاسبات با توجه به عدم نیاز به تولید شبکه به طور قابل توجهی می -

 هاي بزرگ وتوانند به سادگی تغییرشکلهاي بدون شبکه میدر مقایسه با روش اجزاء محدود، روش -

  طی را مورد تحلیل و بررسی قرار دهند.مسائل غیرخ

 توانند بسیار مفید باشند.سازي شکست مواد میبراي شبیه -

  هاي چندگانه را دارند.هاي مختلف مواد و دامنهقابلیت تحلیل مسائل براي حالت -

  (strong form) و شکل قوي (weak form) شکل ضعیف -2- 2

د حـل از انتگـرال    هاي بدون شبکه بر اساس اینکهدر حالت کلی، روش گیـري اسـتفاده   در طی رونـ

هـایی اسـت کـه نیـازي بـه      شوند. گروه اول شـامل روش کنند یا استفاده نکنند به دو گروه تقسیم می

 (PDEs)معـادلات دیفرانسـیل جزئـی     (strong form)گیري ندارنـد و بـر اسـاس شـکل قـوي      انتگرال

معـادلات   (weak form)ي شـکل ضـعیف   هـایی اسـت کـه بـر مبنـا     باشند و گروه دوم شامل روش می

باشند. همچنین روشی بدون شبکه نیز که بر مبناي ترکیب شـکل قـوي و شـکل    دیفرانسیل جزئی می

ضـعیف   –باشد هم گسترش پیدا کرده است که به عنـوان روش بـدون شـبکه شـکل قـوي      ضعیف می

هـا بـا   نسیل جزئی در گرههاي بدون شبکه شکل قوي، معمولا معادلات دیفراشود. در روششناخته می

ها در این قسمت نـام بـرده شـده    شوند. چند نمونه از این روشمجزا می collocationاستفاده از روش 

  : (Li, H., & Mulay, S. S, 2013) است 

 (Liszka and Orkisz)روش تفاضل محدود عمومی  -

  (Oñate)روش نقطه محدود  -



11 

 

  hp-cloud (Liszka)روش  -

  collocation (Zhang)روش  -

  روش بدون شبکه شکل قوي داراي چندین مزیت به شرح زیر است :

  . سادگی در اجرا و به کارگیري روش1

  باشد.. از نظر محاسباتی موثر و کارامد می2

. به صورت حقیقی یک روش بدون شبکه است و نیازي به استفاده از هیچ شبکه اي براي تقریب 3

  گیري ندارد.متغیر میدان یا براي انتگرال

آمیـزي در علـوم   هاي بدون شبکه شکل قوي بـه شـکل موفقیـت   با توجه به مزایاي ذکر شده، روش

گیرنـد.  محاسباتی مکانیکی به خصوص براي مسائل مربوط به مکانیک سیالات مورد استفاده قـرار مـی  

ب از نظـر عـددي   هـا اغل ـ باشند؛ به عنوان مثال، این روشهایی نیز میها داراي نقصهر چند این روش

ناپایدار بوده و از دقت کمی برخوردارند به خصوص در مواردي که معادلات دیفرانسیل جزئی با شـرایط  

  باشد.ها) حاکم بر مسئله میمرزي طبیعی (شرایط مرزي نیرویی یا مربوط به تنش

سـتند  هاي دیفرانسیل جزئـی ه هاي ضعیف معادلههاي بدون شبکه که بر پایه شکلگروه دوم روش

هـایی از  باشـند. مثـال  می (local)و شکل ضعیف محلی  (global)خود شامل دو نوع شکل ضعیف کلی 

  : (Li, H., & Mulay, S. S, 2013) هاي شکل ضعیف کلی در این قسمت ذکر شده است روش

  (Nayroles)روش جزء پراکنده  -

  (Belytschko)روش گالرکین بدون المان  -

  (Liu and Jun)کزي روش بازسازي هسته مر -
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  (Liu and Gu)اي یابی نقطهروش درون -

هاي بدون هاي ضعیف محلی براي گسترش روشگیري سراسري، شکلبه منظور اجتناب از انتگرال

گـالرکین  -توان به روش بـدون شـبکه محلـی پتـرو    اند که به عنوان مثال میشبکه محلی استفاده شده

Petrov–Galerkin (Atluri) هاي بدون شـبکه در ترکیـب بـا دیگـر     د. همچنین تاکنون روشاشاره کر

  .(Gu and Liu)ها نیز مورد مطالعه قرار گرفته است روش

آمیزي در مسائل مربـوط بـه مکانیـک جامـدات     هاي شکل ضعیف بدون شبکه به طور موفقیتروش

بـر   (FEM) د معمولیها در مقایسه با روش اجزاء محدوگیرند. هر چند این روشمورد استفاده قرار می

هـا مجبـور بـه اسـتفاده از     شـوند اکثـر آن  هاي میدان، بدون شبکه نامیـده مـی  یابی متغیرحسب درون

باشند تا بتوانند از شکل ضعیف معادلـه  اي به صورت سراسري یا محلی میها یا شبکه پس زمینه سلول

گیـري،  گیري نمایند. این انتگرالدیفرانسیل جزئی در دامنه سراسري مسئله یا دامنه محلی آن انتگرال

گیـري باعـث   زمینـه بـراي انتگـرال   شـبکه پـس   کند وها را از نظر محاسباتی گران قیمت میاین روش

  ها به صورت حقیقی بدون شبکه نباشند.شود این روش می

اند که به عنوان نمونه مواردي در هاي بدون شبکه پیشنهاد شدههمچنین چندین نوع دیگر از روش

 : (Li, H., & Mulay, S. S, 2013) ینجا ذکر شده است ا

  (Mukherjee)روش گره مرزي  -

  (Li)یابی نقطه محلی روش تغییرات درون -
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هاي مرسوم هاي ترکیبی بین دو روش بدون شبکه یا بین یک روش بدون شبکه با دیگر روشروش

نیز تاکنون ارائه شده   EFGM/FEMدودبه عنوان مثال روش ترکیبی گالرکین بدون المان با اجزاء مح

  است.

اي از نقطـه نظـر نـوع بـه کـارگیري روش و      تـوان گفـت هـر روش بـدون شـبکه     به طور کلـی مـی  

باشد که با توجه به هندسـه و ماهیـت فیزیکـی    سازي آن داراي مزایا و معایب خاص خودش می فرمول

  توان یک یا چند روش را مورد استفاده قرار داد.مسئله می

  هاي بدون شبکهکات بنیادي روشن -3- 2

هاي میدان توان براي تقریب مقادیر متغیریابی مختلفی میهاي بدون شبکه از توابع دروندر روش

ها مورد توان در این روشکه می 1ها استفاده کرد. در اینجا به چند ویژگی مهم یک تابع شکلدر نود

  استفاده قرار داد اشاره شده است :

 شرط اتحاد یگانه را ارضاء کند : اید. تابع شکل ب1

)2 -1                                                                  (                         

 باشد.می xمیدان در نقطه  iنشان دهنده مقدار تابع شکل نود شماره  در اینجا 

  زي متغیر میدان خطی را ارضاء نماید :. تابع شکل باید شرط بازسا2

)2 -2                                                               (                        

      

 

                                                
      1- Shape function 
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 . تابع شکل بهتر است ویژگی تابع دلتاي کرونیکر را داشته باشد :3

)2 -3                          (                      

اگر توابع شکل، ویژگی تابع دلتاي کرونیکر را ارضاء کنند، اعمال شرایط مرزي اساسی آسان 

  شود. می

هایی، شرایط مرزي اساسی توان با اتخاذ روشهر چند در صورت عدم ارضاي این شرط، باز هم می

  را برقرار کرد.

  هاي بدون شبکهمراحل معمول در روش -4- 2

گیرند به هاي بدون شبکه مورد استفاده قرار میمراحلی که در فرایند اجراي روش )1- 2(در شکل 

  نمایش گذاشته شده است :
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 (Li, H., & Mulay, S. S, 2013)  هاي بدون شبکهمراحل اجراي روش 1–2 شکل 

  تولید هندسه مسئله -2-4-1

یابی به مختصات بایست ساخته شود. به منظور دستندسی مسئله میدر اولین مرحله، مدل ه

دامنه محاسباتی مسئله نودهایی به صورت پراکنده و نامنظم و یا به صورت یکنواخت در داخل دامنه و 

هاي میدان شوند و نهایتا در انتهاي محاسبات مقادیر متغیرهمچنین بر روي مرزهاي مسئله تعریف می

  شوند.اسبه میدر این نودها مح
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میزان تراکم این نودها به مقدار دقتی که از جواب مسئله بعد از تحلیل مورد نیاز است بستگی 

 دارد.

  تقریب متغیر میدان -2-4-2

شود و در ادامه نودهایی که در این دامنه محلی اي محلی در اطراف هر نود تعریف میابتدا دامنه

یابی مناسب به نود مورد نظر با استفاده از یک تابع درون یابی متغیر میدان درگیرند براي درونقرار می

  گیرند :صورت زیر مورد استفاده قرار می

)2 -4                  (                                                 

)مقدار تابع تقریب یعنی   , یابی با استفاده از نودهاي اطراف آن درون Iه در نود شمار  (

 i دهنده مقادیر تابع شکل و پارامتر گرهی براي نود شمارهبه ترتیب نشان و  شود و  می

هاي تواند به هر شکلی مورد استفاده قرار بگیرد که شکلیابی محلی ذکر شده میهستند. دامنه درون

یابی محلی نمایش داده این دامنه درون )2- 2(باشند. در شکل طیلی از اشکال رایج میاي و مستدایره

 شده است :
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 (Li, H., & Mulay, S. S, 2013) یابی دامنه محلی براي درون 2–2 شکل 

  مجزاسازي معادله دیفرانسیل حاکم -2-4-3

براي مجزاسازي معادله دیفرانسیل حاکم وجود دارد که استفاده از رویکرد شکل قوي و دو رویکرد 

گیري و در روش شکل باشد. در روش شکل قوي به طور مستقیم و بدون انتگرالیا شکل ضعیف می

شود. اغلب اعمال شرایط مرزي گیري براي مجزاسازي معادله دیفرانسیل استفاده میضعیف از انتگرال

باشد و به طور کلی در روش شکل ضعیف براي حل انتگرال در روش شکل قوي دشوار میاساسی 

شود و نهایتا نتایج حاصله در این نقاط گوسی در عددي از روش گوسی و نقاط گوسی استفاده می

  شوند.یابی مینودهاي موجود در میدان، درون

  گردآوري سیستم معادلات کلی -2-4-4

جبري خطی به صورت محلی در هر یک از نودهاي میدان با در این مرحله ابتدا یک معادله 

آید؛ استفاده از روش بدون شبکه که بر پایه شکل ضعیف یا قوي معادله دیفرانسیل است به دست می

شوند تا بردار نیرو و ماتریس سختی کل به دست آیند سپس همه معادلات محلی گردآوري می

(KU=F) .  



18 

 

  حل سیستم معادلات کلی -2-4-5

و یا تکرارشونده  (direct)توان با استفاده از دو روش مستقیم ادلات نهایی را میسیستم مع

(iterative) .حل کرد  

  هاي مستقیمروش -5-1- 2-4

چندین روش مستقیم براي حل سیستم معادلات خطی موجود است که در اینجا چند نمونه ذکر 

  شده است :

  . Choleskyوش فاکتورگیري و ر ، روش تجزیه LUروش حذفی گوسی، روش تجزیه 

  هاي تکرارشوندهروش -5-2- 2-4

 Gauss-Seidel  ،conjugateتوان به چند نمونه از جمله روش ژاکوبی، ها میبراي این روش

gradient  وKrylov subspace ها شامل یک حل تکرارشونده براي سیستم اشاره کرد. این روش

ب دست یافته شود، به عبارت دیگر خطاي معادلات هستند تا زمانی که به یک جواب با دقت مطلو

  شود.محاسباتی در حل با چک کردن مقدار باقیمانده در انتهاي هر تکرار، مینیمم می

آیند و هاي میدان به دست میها در نودبراي مسائل استاتیکی از نوع تغییر مکان، تغییر مکان

وند. براي مسائل کمانش و ارتعاش شها با استفاده از روابط موجود حاصل میها و کرنشسپس تنش

شود و معادله حاصل را نیز با استفاده از یکی از آزاد از بردارهاي ویژه و مقادیر ویژه استفاده می

توان حل کرد. براي مسائل دینامیکی می subspace iteration و  QR ، Lanczosهاي ژاکوبی ،  روش

توان استفاده کرد که در انتها می modal superpositionگیري مستقیم و یا روش نیز از روش انتگرال

  آیند.ها به دست میها و شتابها ، سرعتتغییر مکان
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  توابع شکل بدون شبکه -5- 2

براي به دست آوردن حل تقریبی یک مسئله که معادلات دیفرانسیل جزئی و شرایط مرزي خاصی 

هول با استفاده از یکسري توابع شکل باشند ابتدا نیاز به تقریب زدن تابع میدان مجحاکم بر آن می

  سازي را براي مجزا کردن سیستم معادلات اعمال کرد.توان فرآیند فرمولاست، در مرحله بعد می

ها که در دامنه شوند زیرا فقط یک مجموعه از گرهاین توابع شکل به صورت محلی پشتیبانی می

شوند و تابع شکل براي خارج از این میمحلی کوچکی حضور دارند براي ساخت توابع شکل استفاده 

باشد. این دامنه محلی را محدوده استفاده نشده و یا مقدار آن در خارج از محدوده مذکور صفر می

  نامند.دامنه پشتیبانی یا دامنه تاثیر می

بایست یکسري الزامات پایه را هاي بدون شبکه مییک روش خوب براي ساخت توابع شکل روش

  ه به مواردي در اینجا اشاره شده است :ارضاء کند ک

  . باید از نظر عددي داراي پایداري باشد.1

  ها داراي جواب صحیح و منطقی باشد.. باید به نحوي انتخاب شود که براي یک توزیع دلخواه گره2

  نویسی و مجزاسازي معادلات دیفرانسیل . باید پیوستگی لازم را براي به کار بردن در مراحل فرمول3

  جزئی داشته باشد.

  . باید به صورت متراکم و فشرده پشتیبانی شود به عبارت دیگر باید در خارج از محدوده دامنه تاثیر 4

  صفر باشد.

  بایست در دامنه مسئله وقتی که از . تابع مجهول تقریب زده شده با استفاده از این تابع شکل می5

  شود سازگار باشد.شکل ضعیف استفاده می
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گونه است که تابع شکل، شرط تابع دلتاي کرونیکر را ارضاء کند یعنی تابع شکل آل اینت ایده. حال6

ها واقع در دامنه تاثیر مقدار صفر را اختیار مقدار واحد در گره مورد نظر داشته باشد و در بقیه گره

  کند.

هاي جذاب در هاي ساخت موثر و کارآمد براي توابع شکل بدون شبکه یکی از حوزهگسترش روش

سازي تاکنون پیشنهاد باشد. چندین نوع روش فرمولهاي بدون شبکه میتحقیقات مربوط به روش

هاي نمایش تقریب یا سازي را به سه دسته بر حسب نوع تئوريهاي فرمولاین شیوه (Liu) شده است.

  :نمایش داده شده است  )1- 2(که در جدول  بندي کرده استیابی تابع، طبقهدرون

  

  (Liu, G. R., & Gu, Y. T, 2005)  یابی بدون شبکههاي درونبندي روشطبقه 1- 2 جدول 

  

در روش نمایش به صورت انتگرالی، تابع با استفاده از اطلاعات موجود در دامنه محلی به صورت 

ري و سازگار بودن در این روش با انتخاب تابع وزن مناسب شود. پایدادار نشان داده میانتگرال وزن
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ها در اجزاء هاي نمایش به صورت سري داراي تاریخچه طولانی هستند. این روششود. روشحاصل می

هاي توزیع شده دلخواه استفاده هاي بدون شبکه بر پایه گرهمحدود توسعه یافتند و اکنون در روش

ها با انتخاب توابع پایه به صورت کامل (یعنی به کاربردن در این روششوند. پایداري و سازگاري می

شود. در روش نمایش به ترین درجه تا بالاترین درجه) حاصل میجملاتی با تمام درجات از پایین

مورد استفاده قرار گرفته  (FDM)صورت دیفرانسیلی که براي مدت زیادي در روش تفاضل محدود 

  شود.پایداري از تئوري سري تیلور استفاده مییابی به است براي دست

گاهی یا هاي روش بدون شبکه در اینجا مفهوم دامنه تکیهیابقبل از معرفی و بحث پیرامون درون

  دامنه تاثیر به طور کامل شرح داده شده است.

  گاهی یا دامنه تاثیردامنه تکیه - 6- 2

هاي موجود در دامنه تاثیر آن رهیابی براي یک نقطه مورد بحث بستگی به گدقت و صحت درون

گاهی باید به نحوي انتخاب شود که نهایتا براي تابع نقطه مورد نظر دارد؛ بنابراین یک دامنه تکیه

هاي مختلف انتخاب شود، تواند به شکلتقریب، مقادیر صحیح و دقیقی به دست آید. دامنه تاثیر می

 )3-2(باشند. در شکل هاي دایروي و مستطیلی میشکلتر براي دامنه تاثیر دو نمونه مرسوم و متداول

  اند :هاي مذکور نشان داده شدهدامنه
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  (الف)    

  

  

  

  

  

  

  (ب)

شعاع دامنه  ي (هاي تاثیر دایروهاي بدون شبکه (الف) دامنهدر مدل هاي تاثیر براي نقطه دامنه 3–2 شکل 

 & ,.Liu, G. R) .) باشندمی yو  xابعاد دامنه تاثیر در دو جهت  و  هاي تاثیر مستطیلی ((ب) دامنهتاثیر) 

Gu, Y. T, 2005)  
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با استفاده از فرمول  که در مرکز دامنه تاثیر قرار دارد، بعد دامنه تاثیر  براي نقطه مورد نظر 

  شود :زیر محاسبه می

.
s s cd d  )2 -5                                                                     (                             

 فاصله گرهی در نزدیکی نقطه  باشد و گاهی میاندازه بدون بعد دامنه تکیه در این رابطه، 

  باشد.می

برابر با فاصله بین دو گره کنار هم است  ها به صورت یکنواخت توزیع شده باشند مقدار اگر گره

ین فاصله توان به صورت میانگرا می ها به صورت غیریکنواخت توزیع شده باشند، مقدار و اگر گره

نیز با  گاهی دامنه تاثیر تعریف کرد. مقدار اندازه بدون بعد دامنه تکیهگرهی بین نقاط داخل 

هاي مورد قبولی را نتیجه آید. به طور کلی مقدار هاي عددي به دست میانجام آزمایش

  اند به همراه دارد.براي بسیاري از مسائلی که تاکنون مورد مطالعه قرار گرفته

  (تقریب حداقل مربعات متحرك) EFGساخت توابع شکل روش  -7- 2

توسط ریاضیدانان جهت تطبیق  Moving Least Squares (MLS) تقریب حداقل مربعات متحرك

و این روش به عنوان یک  (Lancaster and Salkausdas)ها و ساخت سطوح ابداع شده است داده

اکنون به صورت گسترده در هم MLSشود. تقریب بع شناخته میروش نمایش به صورت سري توا

  رود.هاي بدون شبکه براي ساخت توابع شکل به کار میروش

  MLS سازي توابع شکلفرمول -2-7-1

 u(x) براي MLSشود؛ تقریب در نظر گرفته می Ωدر دامنه  u(x)یک تابع مجهول از متغیر میدان 

  شود :به صورت زیر تعریف می xدر نقطه 
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         
m

h T
j j

j 1

u x p x a x p x a x


  )2 -6                               (                         

نیز تعداد توابع پایه  m دهنده تابع پایه در مختصات مکانی است ونشان p(x)در این فرمول 

شود تا میهاي موجود در مثلث پاسکال ساخته ايجملهاغلب با استفاده از تک p(x)باشد. تابع پایه  می

ترین تا بالاترین درجه را دارا باشد. در ها از پایینکامل بودن آن محقق شود یعنی تمام درجات جمله

مثلث پاسکال در اي خالص استفاده شده است. کار انجام شده در این پژوهش از توابع پایه چندجمله

  نشان داده شده است : )4- 2(شکل 

  

  

  

  

  

  

  

 (Liu, G. R., & Gu, Y. T, 2005) هاي دو بعدي مثلث پاسکال براي دامنه 4–2 شکل 

 شود : دهد که به صورت زیر تعریف میبردار ضرایب مجهول را نشان می a(x))، 6- 2در رابطه (

        T
1 2 ma x a x    a x       a x  )2 -7                                   (                  
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توان با را می aهستند. ضرایب  xتابعی از مقدار  a(x)توجه شود که در این معادله بردار ضرایب 

 شود به دست آورد :که به صورت زیر تعریف می Jدار کردن نرم وزناستفاده از مینیمم

     
n 2T

i i i
i 1

J W x x p x a x u


   
 


)2 -8                                          (             

 xهاي موجود در دامنه تاثیر نقطه دهنده تعداد گرهنشان nتابع وزن است و  Wدر این رابطه، 

باشد. با می  = xنیز پارامتر گرهی در نقطه  باشد که تابع وزن براي آنها مخالف صفر است و  می

رود معمولا بسیار بیشتر از تعداد ضرایب به کار می MLS که در تقریب (n)ها توجه به اینکه تعداد گره

کند یعنی منحنی آن در طول از روي مقادیر گرهی عبور نمی باشد، تابع تقریب می (m)مجهول 

  مشاهده کرد : )5- 2توان در شکل (ها منطبق نیست. این مسئله را میمسیرش بر آن

  

  

  

  

  

  

  

  MLS  (Liu, G. R., & Gu, Y. T, 2005)در تقریب  و پارامترهاي گرهی  تابع تقریب  5–2 شکل 
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  گیرد :رابطه زیر شکل می aنسبت به  Jگیري از حال با مشتق

J a 0   )2 -9                                    (                                                                 

  دهد :که این رابطه، مجموعه روابط خطی زیر را نتیجه می

      sA x a x B x U )2 -10                                                      (                          

  شود :اري شامل پارامترهاي گرهی تابع میدان است و به صورت زیر تعریف میبرد در اینجا 

 T
s 1 2 nU u    u       u  )2 -11                                                              (           

  شود :شود و به صورت زیر تعریف مینامیده می 1دارماتریس ممان وزن A(x)همچنین 

)2 -12                                                 (              

یک ماتریس متقارن  Aماتریس  ،(m = 3)براي یک مسئله دو بعدي و با استفاده از تابع پایه خطی 

  شود :باشد که به صورت زیر نوشته میمی 3×3و به صورت 

 

       
n

T
3 3 i i i

i 1

A x W x p x p x





   

   
1 1 2 2

2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 2 2 2 2

1 x y 1 x y

W x x x x x y W x x x x x y

y x y y y x y y

   
   

       
   
   

 
 

 

                                                
      1- Weighted moment matrix 
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 
n n

2
n n n n n

2
n n n n

1 x y

W x x x x x y

y x y y

 
 

   
 
 


  

 

n n n

i i i i i
i 1 i 1 i 1

n n n
2

i i i i i i i
i 1 i 1 i 1

n n n
2

i i i i i i i
i 1 i 1 i 1 3 3

W x W y W

x W x W x y W

y W x y W y W

  

  

   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

  

  

  

  

)2 -13              (                                

  شود :به صورت زیر تعریف می )10-2(نیز در رابطه  Bماتریس 

)2 -14  (                                  

شود که در این قسمت مشاهده می n×3تابع پایه خطی یک ماتریس  که در حالت دو بعدي و با

 : شودمی

       3 n 1 1 2 2 n n

1 2 n

1 1 1

B x W x x x    W x x x       W x x x

y y y


      
               
            

  
  

 

1 2 n

1 1 2 2 n n

1 1 2 2 n n

3 n

W W W

x W x W x W

y W y W y W



 
 
 
 
 
 

  


  


  


)2 -15   (                                                    
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 شود :نتیجه زیر حاصل می a (x)براي  )10- 2(با حل رابطه 

     1
sa x A x B x U )2 -16   (                                                                         

 آید :به صورت زیر به دست می مقدار  )6- 2(با جایگذاري معادله بالا در معادله 

     
n

h T
i i s

i 1

u x x u x U


                                                                        )2-17(    

 xگره موجود در دامنه تاثیر نقطه  nبراي تعداد  MLSبردار توابع شکل   (x)که در اینجا 

 توان آن را نشان داد :باشد و به صورت زیر می می

         
T

1 2 n 1 n
x x    x       x


     )2 -18     (                                       

  شود :ام به صورت زیر تعریف می iبراي گره  تابع شکل 

)2 -19    (                            

تا زمانی که توابع وزن به صورت مناسب انتخاب شوند در کل دامنه پیوسته  MLSتوابع شکل 

به صورت زیر  )19-2(براي سادگی در به دست آوردن مشتقات جزئی توابع شکل، معادله  باشند. می

  شود :بازنویسی می

     T Tx x B x   )2 -20(                                                                                

  باشد :به صورت زیر می که در اینجا 

T T 1p A  )2 -21    (                                                                                          
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 توان از معادله بالا به صورت زیر به دست آورد :را می متقارن است،  Aبا توجه به اینکه ماتریس 

A p  )2 -22 (                                                                                                      

 را با حل معادلات زیر به دست آورد :  توان مشتقات جزئیپس از این می

 
,i ,i ,i

,ij ,ij ,i , j , j ,i ,ij

,ijk ,ijk ,i , jk , j ,ik ,k ,ij ,ij ,k

A p A

A p A A A

A p (A A A A

   

       

         

 

,ik , j , jk ,i ,ijkA A A )      )2 -23    (                                                                   

را  ϕتوان با استفاده از مقادیر به دست آمده، توسط معادلات زیر مشتقات جزئی تابع شکل حال می

 به دست آورد:

T T T
,i ,i ,i

T T T T T
,ij ,ij ,i , j , j ,i ,ij

T T T T T
,ijk ,ijk ,ij ,k ,ik , j , jk ,i

T T T T
,i , jk , j ,ik ,k ,ij ,ijk

B B

B B B B

B B B B

          B B B B

    

        

        

       

)2 -24 (                                            

انتخاب شود که موجود در دامنه تاثیر باید به نحوي  (n)هاي باید توجه داشت که تعداد گره

دارد؛ به  (m)بستگی به توزیع گرهی و تعداد توابع پایه  nپذیر باشد. انتخاب مقدار معکوس Aماتریس 

پذیر باشد معمولا داراي شرایط مناسبی باشد و همچنین معکوس Aمنظور اطمینان از این که ماتریس 

بهترین مقدار  nمتاسفانه براي . (n>>m)شود در نظر گرفته می mبسیار بزرگتر از مقدار  nمقدار 

  تئوري وجود ندارد و مقدار آن باید با انجام آزمایشات عددي براي هر مسئله محاسبه شود.
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هاي بعد ارائه در بخش 1شدهدر حالت غنی جایی مقدار تقریب جابه u (x)براي تابع مجهول 

  شده است.

  انتخاب تابع وزن -8- 2

مشاهده شد، تابع وزن نقش بسیار مهمی را در عملکرد  ϕع شکل طور که در فرمول تابهمان

این تابع باید کند؛ بازي می  EFGو نهایتا در به دست آوردن حل نهایی دقیق در روش  MLSتقریب 

در اینجا بر اساس مطالعات تر نسبت دهد. به نحوي انتخاب شود که مقادیر بزرگی را به نودهاي نزدیک

  ی که تابع وزن باید داشته باشد، شرح داده شده است :هایانجام شده، ویژگی

 تابع وزن در محدوده دامنه تاثیر داراي مقدار مثبتی است. -

 باشد.مقدار تابع وزن در خارج از محدوده تاثیر صفر می -

  یابد.کاهش می xمقدار تابع وزن به طور یکنواخت و تدریجی با دور شدن از نقطه مورد نظر  -

  ، به توابع وزنی که بیشترین استفاده را دارند، اشاره شده است :در این قسمت

 شود :که به صورت زیر تعریف می 3تابع وزن اسپلاین درجه  -

 

2 3
i i i

2 3
i i i i i

i

2 / 3 4 r 4r r 0.5

W x 4 / 3 4r 4r 4 / 3r 0.5 r 1

0 r 1

   
     
 



)2 -25 (                                       

  شود :که به صورت زیر تعریف می 4تابع وزن اسپلاین درجه  -

  

                                                
      1- Enriched 
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)2 -26(                                                   

  شود :که به صورت زیر تعریف می (exponential)تابع وزن نمایی  -

 
 

2

ir /
i

i

i

e r 1W x
0 r 1

   


)2 -27   (                                                                      

به صورت زیر تعریف  باشد. همچنین براي هر سه تابع وزن، ثابت پارامتر شکل می αدر اینجا 

  شود:می

   )2 -28                                         (                      

ه دامنه تاثیر براي انداز است و  xتا نقطه نمونه  دهنده فاصله گره نشان مقدار 

  باشد.تابع وزن می

  ها نشان داده شده است :، نمودار سه تابع وزن ذکر شده به همراه مشتقات اول آن)6-2در شکل (
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:  (W3) 4: اسپلاین درجه  (W2)  3: اسپلاین درجه  (W1) هاتوابع وزن و مشتقات درجه اول آن 6–2 شکل 

  (Liu, G. R., & Gu, Y. T, 2005)  (α = 0.3)تابع نمایی 

  باشد.می 4تابع وزنی که در این پژوهش مورد استفاده قرار گرفته است تابع وزن اسپلاین درجه 
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  هاي ضعیف سراسريهاي بدون شبکه بر پایه شکلروش -9- 2

بر پایه شکل ضعیف گالرکین در دامنه  هاي شکل ضعیف سراسري بدون شبکه معمولاروش

ها از توابع شکل بدون شبکه که به صورت محلی پشتیبانی شوند که در آنسراسري مسئله تعریف می

  شود.شوند استفاده میمی

 diffuse element methodاولین روش شکل ضعیف سراسري بدون شبکه، روش جزء پراکنده 

(DEM)  بوده است که توسطNayroles ائه شده است. در این روش از تقریب ارMLS  براي ساخت

شد شد. شکل ضعیف گالرکین نیز براي دامنه سراسري مسئله به کار گرفته میتوابع شکل استفاده می

 point interpolationاي بدون شبکه یابی نقطههاي درونتا سیستم معادلات مجزا ساخته شوند. روش

methods (PIM) باشند نیز توسط عیف گالرکین میکه بر پایه شکل ضLiu and Gu اند. در ارائه شده

شود. شوند، نمایش داده میهایی که به طور مناسب توزیع میدامنه مسئله توسط گره PIMروش 

اي از اي براي ساخت توابع شکل در این روش فقط بر پایه مجموعهاي چند جملهیابی نقطهروش درون

زمینه براي حل هاي پسشود. همچنین از سلولمنه محلی استفاده میهاي توزیع شده در داگره

بایست استفاده شود. مشخصه اصلی این روش این است که توابع هاي حاصله در این روش میانتگرال

  کنند.شکل آن مشخصه تابع دلتاي کرونیکر را ارضا می

هاي بدون شبکه از روش یکی دیگر Element Free Galerkin (EFG)روش گالرکین بدون المان 

باشد. حال با توجه به اینکه در این پژوهش از روش گالرکین بدون سراسري می بر پایه شکل ضعیف

ها، مزایا، معایب و دیگر مشخصات این روش در بخش بعدي شود درباره ویژگیالمان استفاده می

  توضیحاتی ارائه شده است.
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 Element-Free Galerkin Methodروش گالرکین بدون المان  -10- 2

(EFGM)  

از تقریب حداقل مربعات متحرك  ابداع شده است  Belytschkoاین روش نیز که توسط در 

(MLS) شود. در روش در شکل ضعیف گالرکین براي ساخت مجموعه معادلات جبري استفاده می

EFG اند هها که به صورت مناسب در سطح دامنه توزیع شداي از گرهدامنه مسئله توسط مجموعه

هایی که به خاطر زمینه نیز براي محاسبه انتگرالهاي پساي از سلولشود. مجموعهنمایش داده می

که براي ساخت  MLSباشد. تقریب آیند مورد نیاز میاستفاده از شکل ضعیف گالرکین به وجود می

در دامنه محلی توزیع ها که به صورت دلخواه اي از گرهرود فقط بر پایه مجموعهتوابع شکل به کار می

  شود.شوند، ساخته میمی

  در اینجا به چند نکته کلیدي درباره این روش اشاره شده است :

هاي عددي به دست که از آزمایش EFGنرخ همگرایی روش  باشد وبسیار دقیق می EFGروش  -

 باشد.می بسیار بیشتر و بهتر از روش اجزاء محدود آمده است

  باشد.ل مربوط به شکست الاستیک خطی بسیار مناسب میبراي مسائ EFGروش  -

  هاي زیر اشاره کرد :توان به مزیتمی EFGبراي روش 

  وجود دارد حذف شده است. FEM. در این روش ساخت المان که در روش 1

ها صورت گیرد تا نمودارها و ها و تنشپردازش بر روي کرنشبایست پسمی FEM. براي روش 2

پردازش نیازي این پس EFGمیدان به صورت هموار به دست آیند ولی در روش  هاي حاصلهشکل

  ها خود هموار هستند.نیست چون این میدان

  باشد.ها میمستقل از نحوه آرایش گره EFG. عملکرد روش 3
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 EFGگونه اصلاحاتی روش نیز بدون هیچ (incompressible)شدن قابل فشرده. براي مواد غیر4

  رد استفاده قرار بگیرد.تواند مو می

هایی که در این روش وجود دارد و همچنان محققان در حال همچنین به برخی از مشکلات و نقص

  مطالعه بر روي این مسائل هستند در اینجا اشاره شده است :

شوند مشخصه تابع دلتاي کرونیکر را ساخته می MLSکه با استفاده از تقریب  EFG. توابع شکل 1

هاي مخصوصی استفاده بایست از روشکنند؛ در نتیجه براي اعمال شرایط مرزي اساسی میارضاء نمی

  ها اشاره شده است.شود. در ادامه بحث به چند نمونه از این روش

باشد؛ هاي عددي سراسري براي محاسبه سیستم معادلات مورد نیاز میگیري. در این روش انتگرال2

باعث پیچیده و زمینه استفاده شود که ها و شبکه پسار سلولبایست از ساختبه همین دلیل می

شود این روش به صورت حقیقی یک این موضوع سبب میشود. همچنین شدن فرآیند حل میسخت

  روش بدون شبکه نباشد.

باشد. دلایلی به شرح زیر براي تر میپرهزینه FEMاز نظر محاسباتی نسبت به روش  EFG. روش 3

  ذکر است : این موضوع قابل

 بایست براي هر نقطه نمونه حل شود تا توابع شکل ساخته شوند.اي از معادلات جبري میمجموعه -

 هاي موجود در دامنه محلی در حین ساخت توابع شکل باید انجام شود.فرآیند پیدا کردن گره -

د که این موضوع باشنآیند داراي ابعاد بزرگی میهایی که در نهایت به دست میسیستم ماتریس -

  هاي بیشتر براي ساخت توابع شکل است.ناشی از استفاده از گره
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  . عملکرد این روش بستگی زیادي به نحوه انتخاب تابع وزن دارد.4

. در صورت استفاده از ضرایب لاگرانژ براي اعمال شرایط مرزي اساسی نیز فرآیند حل دشوار 5

  شود. می

 بر اینکه براي مسائل مربوط به رشد ترك و مکانیک شکستعلاوه  EFGقابل ذکر است که روش 

(Xu, Y., & Saigal, S, 1998)  (Rao, B. N., & Rahman, S, 2000) باشد، اینبسیار مناسب می 

 دهی فلزاتتوان به شکلروش در مسائل گوناگون دیگري نیز کاربرد دارد که به عنوان نمونه می

(Yanjin, G., Xin, W., Zhao, G., & Ping, L, 2009)،  تحلیل ارتعاش(Liu, G. R., Nguyen-

Thoi, T., & Lam, K. Y, 2009)  و انتقال حرارت (Singh, I. V., & Jain, P. K, 2005) .اشاره کرد  

محصور شده  Гکه با مرز  Ωاي دو بعدي براي مکانیک جامدات با دامنه در پژوهش حاضر، مسئله

کل قوي سیستم معادلات که شامل معادله تعادل، شرط مرزي است، در نظر گرفته شده است. ش

 طبیعی و شرط مرزي اساسی است، در اینجا نمایش داده شده است :

TL b 0         in     )2 -29    (                                                                           

t n=t              on   )2 -30(                                                                                 

uu u         on   )2 -31(                                                                                       

شرط تابع دلتاي کرونیکر را  MLSطور که در مباحث قبل بیان شد با توجه به اینکه تقریب همان

هایی براي اعمال شرایط مرزي اساسی استفاده کرد. در این بایست از یکسري روشکند میارضاء نمی

 EFGقسمت، دو روش پنالتی و ضرایب لاگرانژ براي به دست آوردن سیستم معادلات نهایی در روش 

  شرح داده شده است.
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  هاي ارضاء شرایط مرزي اساسیروش -2-10-1

  (Penalty Method)التی روش پن -2-10-1-1

  باشد :در این روش، معادله شکل ضعیف گالرکین با اعمال ضرایب پنالتی به صورت زیر می

   

   

t

u

T T T

T

Lu D Lu d  u b  d  u t   d

1
          u u u u d 0

2

  



        

     

  


)2 -32 (                               

 باشد. ضرایب پنالتی ماتریس قطري ضرایب پنالتی می αدر این فرمول، 

یکدیگر تفاوت داشته و یا تابعی از مختصات باشند؛ اغلب در عمل براي این ضرایب، یک توانند با  می

  شود.عدد مثبت بزرگ اختیار می

شوند، رابطه گره موجود در دامنه تاثیر ساخته می nکه توسط تعداد  MLSبا استفاده از توابع شکل 

  باشد :زیر برقرار می

     

1

1
1 nh

2 1 2 2n 2n 1
1 n

n

n

u

0 0u
u u

0 0
u

  

 
 
      

            
 
  





)2 -33  (             

پارامترهاي  و  باشد. همچنین می MLSماتریسی شامل توابع شکل  ϕکه در اینجا 

هاي گرهی با این مکانباشند؛ قابل ذکر است که مقدار تغییرمی 1تغییرمکان براي گره شماره 

شرط تابع دلتاي  MLS پارامترها متفاوت هستند، دلیل این موضوع نیز این است که توابع شکل

  کنند.کرونیکر را ارضاء نمی
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موجود در معادله شکل  uذکر شده در فرمول بالا به جاي تمام عبارات  با جایگذاري مقدار 

و انجام یکسري محاسبات ریاضی، نهایتا سیستم معادلات مجزاي سراسري روش  )32- 2(ضعیف  

EFG شود :اعمال شرایط مرزي اساسی به صورت زیر حاصل میکارگیري روش پنالتی براي با به  

K K U F F    
 

)2 -34 (                                                                               

هاي موجود در کل دامنه دهنده بردار پارامترهاي گرهی تغییرمکان براي همه گرهنشان Uدر اینجا 

هاي سختی گرهی حاصل ماتریس سختی سراسري است که از گردآوري ماتریس Kباشد، میمسئله 

نیز بردار نیروي خارجی وارده است که از گردآوري بردارهاي نیرویی گرهی به دست  Fشود و می

ه باشد که با استفاده از حالت محلی آن که بماتریس سختی پنالتی سراسري می آید. ماتریس  می

 آید :شکل زیر است به دست می

u

T
IJ I JK d



    )2 -35 (                                                                                  

نیز که به دلیل شرایط مرزي اساسی تولید شده است با استفاده از حالت محلی  بردار نیرویی 

 شود :باشد حاصل میزیر میآن که به صورت 

u

T
I IF ud



      )2 -36                                                (                         

ها در متقارن باشند. براي محاسبه انتگرال و  Kهاي شود ماتریسفرآیند گالرکین سبب می

هاي میدان توانند از گرهها میباشد. این سلولزمینه میهاي پسلولاي از سنیاز به شبکه EFGروش 

شوند مستقل باشند. تعداد نقاط گوسی که براي هر که براي محاسبه تقریب متغیر میدان استفاده می

شود و در نتیجه کل نقاط گوسی مورد استفاده در دامنه مسئله بستگی به چگالی سلول انتخاب می

  مسئله دارد. هاي موجود درگره
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بودن و هاي قطعا مثبتمزیت روش پنالتی این است که ماتریس سختی حاصله داراي ویژگی

باشد که در اینجا شرح داده شده هایی نیز میباشد. با این وجود این روش داراي نقصبودن میمتقارن

  است :

بی به صورت تقریبی اعمال شرایط مرزي اساسی در این روش با توجه به اندازه ضرایب پنالتی انتخا -

تر در نظر گرفته شوند اعمال شرایط مرزي شوند. از نظر تئوري هر چه این ضرایب پنالتی بزرگمی

 شود.اساسی با دقت و صحت بیشتري انجام می

اي از ضرایب پنالتی که به طور کلی قابل اعمال براي انواع مختلف مسائل موجود انتخاب مجموعه -

انتخاب یک مقدار خیلی بزرگ براي این ضرایب نیز اغلب سبب ایجاد مشکلات  باشد دشوار است.

 شود.عددي می

به طور کلی نتایج به دست آمده از این روش داراي دقت کمتري نسبت به نتایج حاصله از روش  -

  باشد.ضرایب لاگرانژ می

مسائل مختلف و هاي موجود در روش پنالتی، این روش به طور گسترده در با وجود تمام نقص

  استفاده شده است. Zhu and Atluriتوسط محققین زیادي از جمله 

  (Lagrange Multipliers)روش ضرایب لاگرانژ   -2-10-1-2

استفاده  EFGبراي اعمال شرایط مرزي اساسی در روش  Belytschkoروش ضرایب لاگرانژ توسط 

  باشد :ت زیر میشده است. معادله شکل ضعیف گالرکین با استفاده از این روش به صور
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)2 -37(                                                           

شوند شرط توان به عنوان نیروهاي هوشمندي در نظر گرفت که سبب میرا می λضرایب لاگرانژ 

  مرزي اساسی به صورت زیر ارضاء شود :

u u 0  )2 -38        (                                                                                            

موجود در معادله شکل ضعیف بالا  λشده نهایی، ضرایب لاگرانژ یابی به فرمول مجزابه منظور دست

و توابع شکل، براي  هابایست با استفاده از مقادیر گرهی آنباشند میکه توابعی مجهول از مختصات می

 یابی شوند :هاي موجود بر روي مرزهاي اساسی درونگره

    
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



)2 -39(  

تابع شکل براي گره   باشد،یابی میهاي مورد استفاده براي این درونتعداد گره در این رابطه، 

I  ،ام بر روي مرز اساسی استs بر روي مرز اساسی است و  طول کمانλ  بردار ضرایب لاگرانژ گرهی

  توان به شکل ماتریس گرهی زیر نیز نوشت :باشد. معادله بالا را میبر روي مرز اساسی می
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n nuI
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  بر روي مرز اساسی است. Iس توابع شکل براي گره ماتری در این رابطه، 

هاي لاگرانژ مورد استفاده در روش اجزاء محدود یابتوان درونرا می در معادلات بالا تابع شکل 

توان به صورت شکل کلی را می nیاب لاگرانژ درجه در نظر گرفت. در این صورت درون (FEM)مرسوم 

 زیر ارائه کرد:
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)2 -41 (            

       

  n = 1یاب خطی)، در نتیجه یاب لاگرانژ درجه یک انتخاب شود (دروندر صورتی که درون

 آیند :به صورت زیر به دست می  = sو   = sهاي لاگرانژ در نقطه یابباشد و درون می
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)2 -42  (                                                     

 باشد :تغییرات ضریب لاگرانژ به صورت زیر می

h N   )2 -43(                                                                                                 

به صـورت زیـر بـه     )37-2(عبارت چهارم در معادله  )33-2(ن معادله و معادله حال با استفاده از ای

  آید :دست می
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      

    

   

   

  

 

  )2 -44 (                                   

ي اساسی هاي میدان واقع بر روي مرزهابردار ضرایب لاگرانژ گرهی براي همه گره Ʌدر اینجا 

نیز به صورت زیر  هاي موجود بر روي مرز اساسی است و ماتریس گرهی تعداد کل گره است، 

  شود :تعریف می

u

T T
IJ I JG N d



     )2 -45                                                   (                      

 باشد :نیز برداري به شکل زیر می همچنین 

u

T
I Iq N ud



   )2 -46 (                                                                                       

 Qآید و ها به دست می ماتریسی سراسري است که با استفاده از  G، ) 44- 2(در معادله 

  شود.ها حاصل می ري است که توسط برداري سراس
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 آید :نیز به صورت زیر به دست می )37- 2(به طور مشابه عبارت آخر در معادله 

 
u u

T nn
T

I I J J
I J

u d u N d


 

  
            

   
    

u

IJ

t

n n
T T
I I J J

I 1J 1

G

n N
T
I IJ J

I 1J 1

T
s

u N d

u G

U G





  



 

   

   

  

 





)2 -47(                                                                        

نتیجه زیر حاصل  )37- 2(در معادله  )47- 2(و  )44- 2(زین کردن نتایج حاصل از معادلات با جایگ

 شود:می

   T T TU KU G F G U Q 0        )2 -48    (                                          

باشد. به دلیل اینکه دو عبارت بردار نیروي سراسري می Fماتریس سختی سراسري و  Kدر اینجا 

Uδ  وɅδ شود که شرایط زیر شوند فقط در صورتی معادله بالا ارضا میبه صورت دلخواه انتخاب می

 برقرار باشد:

T

KU G F 0

G U Q 0

   


 
)2 -49 (                                                                                    

  صورت زیر نوشت :توان به شکل ماتریسی به دو معادله بالا را می
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       t tt t

T
2N 2n 1 2N 2n 12N 2n 2N 2n

K G U F

QG 0
  

     

     
     

      
)2 -50 (            

با استفاده از روش ضرایب  EFGشده براي روش این معادله شکل نهایی سیستم معادلات مجزا

شوند و براي به دست باشد. با حل این معادله، پارامترهاي گرهی تغییرمکان مشخص میلاگرانژ می

 )33- 2(بایست از معادله هاي میدان در دامنه مسئله مینقطه از جمله گرهها در هر آوردن تغییرمکان

دهد، ها را افزایش میاستفاده کرد. با وجود اینکه روش ضرایب لاگرانژ، تعداد متغیرها و بعد ماتریس

  باشد.این روش در اعمال شرایط مرزي اساسی داراي دقت و صحت بالایی می
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  فصل سوم

 هاي گسترش تركبررسی روش           
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  هاي گسترش تركبررسی روش -3

  مفاهیم پایه مکانیک شکست -3-1

باشد، واضح است که شکست و گسیختگی مسئله بسیار مهمی در دنیاي صنعتی امروز می

بایست براي مقابله با این پدیده و کنترل آن اي میدرنتیجه، کارهاي تئوري و همچنین عملی پایه

ناپذیر توانند اندك و جزئی بوده و یا خسارات جبرانها میپیامدهاي ناشی از تركانجام شود. 

هاي مقابله با ها و فرآینداي داشته باشند. مکانیک شکست درباره طراحی قطعات و سازه گسترده

  . (Zehnder, A. T, 2012) دهد ها پاسخ میهایی طرح کرده و به آنگسیختگی سوال

اي است تحت چه بارگذاري و تا چه زمانی با توجه هاي اولیهکه داراي ترك یک سازه یا یک قطعه

تواند بدون بروز مشکلی مورد استفاده قرار هاي موجود و دیگر شرایط حاکم میبه اندازه و هندسه ترك

هاي موجود در یک قطعه گسترش گیرد؟ با توجه به بارهاي وارده با چه سرعت و در چه جهتی ترك

باري گسترش پیدا نند؟ در چه زمان و تحت چه تعداد سیکل بارگذاري ترك به صورت فاجعهکپیدا می

اي باشد و عملکرد ایمنی آن حفظ شود؟ شود که در قطعهاي از ترك اجازه داده میکند؟ چه اندازهمی

  شوند.هاي مشابه با استفاده از علم مکانیک شکست پاسخ داده میها و دیگر سوالاین سوال

 ,Mohammadi)  گردداهیم پایه مکانیک شکست به اواخر قرن نوزدهم و اوایل قرن بیستم برمیمف

S, 2008)  . توسط گریفیث  1920این شاخه از علم در حدود سال (Griffith, A. A, 1920) معرفی

هاي داخلی در اجسام او اولین فردي بوده است که متوجه این موضوع شد که وجود درزه و تركشد؛ 

اولین کنند. همچنین ها بازي میها و گسیختگیقش قابل توجهی در شروع و انتشار شکستن

ها توسط هاي تنش، کرنش و تغییرمکان در اطراف تركهاي تئوري در تحلیل میدانپیشرفت

Westergaard ه است انجام شد (Westergaard, H, 1939).  
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هاي تئوري براي مقاومت کششی در بینیششده، مشاهده شده است که بین پیطی مطالعات انجام

توجهی وجود دارد؛ این  هاي قابلگیري شده، تفاوتمواد ترد و شکننده و مقادیر آزمایشگاهی اندازه

دانند. علمی که هاي ریز موجود در قطعات و اجسام مورد بررسی میها را ناشی از درزها و تركتفاوت

کند مکانیک شکست ها بحث میها و دیگر مشخصات آند آنها، نحوه رشدرباره به وجود آمدن ترك

شود. این علم به تحلیل و مطالعه درباره اندرکنش بین ناپیوستگی هندسی (ترك)، محیط نامیده می

 پردازد.پیوسته اطراف آن و گسترش این ناپیوستگی می

باشد؛ نظر می شکست در جامدات به معنی ظاهرشدن یک سطح از ناپیوستگی در دامنه جسم مورد

به عبارت دیگر اصطلاح شکست، جداشدن محلی سطح چسبندگی ماده را در بدنه یک جسم جامد 

  کند.توصیف می

  : (Kuna, M, 2013) دو دیدگاه کلی براي یک ترك از نظر ابعاد موجود است 

هاي . دیدگاه میکروسکوپیک : فرآیند شکست حقیقی به صورت محلی با استفاده از مکانیزم1

اي و فیزیکی سازه_دهد و با مشخصات میکروگسیختگی مقدماتی در سطح میکروسکوپیک مواد رخ می

  شود.مواد تعریف و بررسی می

توان به طور مناسبی با استفاده از هاي شکست را می. دیدگاه ماکروسکوپیک : در این حالت فرآیند2

 هاي مکانیک جامدات و مکانیک مواد توصیف کرد.روش

  شود.هش حاضر از نقطه نظر ماکروسکوپیک درباره پارامترهاي مکانیکی مواد بحث میدر پژو

شوند؛ هنگامی که مهندسان هاي طولی ظاهر میفرآیندهاي شکست و گسیختگی در انواع مقیاس

هایی که در باشند محققین علم مواد فرآیندمکانیک در حال تحلیل ترك در مقیاس ماکروسکوپیک می

دانان حالت جامد کنند. همچنین فیزیکباشند را بررسی میپیک و میکروسکوپیک میمقیاس مزوسکو



48 

 

ها را به صورت اتصالات اتمی و مولکولی در ساختارهاي با اندازه نانو مورد ارزیابی و مطالعه هم ترك

شود که هاي مختلف براي ارزیابی ترك در اجسام مشاهده میمقیاس )1- 3(دهند. در شکل قرار می

  : گیرنداي از علم مورد تحلیل قرار مییک در شاخه هر

  

  دینامیک مولکولی    میکرومکانیک               (damage)مکانیک آسیب       مکانیک شکست                  

  (Kuna, M, 2013)  هاي مختلف براي ارزیابی تركمقیاس 1- 3 شکل 

شود که در هر قطعه یا ماده حقیقی، ناچارا درزها و گونه فرض میدر علم مکانیک شکست این

توانند در هنگام ساخت مواد یا قطعات به وجود ها میها و تركهایی وجود خواهد داشت. این درزترك

  هاي مختلف اعمالی تولید شوند.ها تحت بارگذاريبرداري از آنآیند یا در هنگام بهره

ها نقش دارند، چندین فرآیند هاي شیمیایی که در تخریب مواد و سازهرف نظر از فرآیندص

  : (Recho, N, 2012) مکانیکی مهم نیز در ایجاد گسیختگی نقش دارند 

 کمانش -

 پذیرگسیختگی شکل -

 گسیختگی ترد -

 گسیختگی ناشی از خستگی -
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 شکستگی ناشی از خزش در دماي بالا -

 و .... -

آمیز در صنایع هاي فاجعهنوع گسیختگی ترد و خستگی به عنوان عوامل بسیاري از خرابی از دو

  شود.مختلف یاد می

در حالت کلی فاکتورهاي تاثیرگذار در رفتار رشد ترك و گسیختگی در مواد به دو دسته کلی 

ها و ... از جمله فاکتورهاي متالورژیکی شوند؛ ناخالصی، اندازه دانهمکانیکی و متالورژیکی تقسیم می

ها و شرایط ها، تنشباشند در حالی که فاکتورهاي مکانیکی مربوط به حالت تغییرمکان،کرنشمی

  باشند.محیطی از جمله دما می

توان به سه فاکتور اصلی که گذارند اما میاگرچه فاکتورهاي زیادي بر روي رشد ترك تاثیر می

  کند به صورت زیر اشاره کرد :ی گسترش ترك کنترل میرفتار سازه را در ط

 مقاومت ماده نسبت به گسیختگی -

 هاي موجود اولیهاندازه ترك یا ترك -

  مقدار و نحوه اعمال بار و تغییرات آن -

توانند به ترتیب در سه عنوان معیار گسیختگی، هندسه و شرایط مرزي موارد ذکر شده می

  بندي شوند. طبقه
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  پایه شکستمودهاي  -3-2

ها گانه شکست یا ترکیبی از آنتوان به عنوان یکی از مودهاي ساده سههر ترك و شکستگی را می

  نمایش داد:

هاي صفحه ترك عمود بر صفحه ترك و مکان(مود بازشوندگی ترك) : در این حالت تغییر 1. مود 1

 باشد.راستاي انتشار آن می

هاي سطح ترك در صفحه جاییه) : در این حالت جابه(مود لغزشی یا برشی داخل صفح 2. مود 2

 باشد.ترك و عمود بر نوك ترك می

جایی سطح ترك در صفحه ترك و (مود پارگی یا برش خارج از صفحه) : در این حالت جابه 3. مود 3

  باشد.موازي با نوك آن می

  د :توان مودهاي مختلف ذکر شده را مشاهده کرمی )3-3(و  )2- 3(هاي در شکل

  

  

  

  

  (Kuna, M, 2013)  در فضانمایش مودهاي شکست  2- 3 شکل 
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  (Schreurs, P. J. G, 2012)  نمایش مودهاي شکست در صفحه 3- 3 شکل 

براي مثال  3و مود  2ه شده است در صورتی که مود هاي فلزي مشاهدترك اغلب در سازه 1مود 

ها رخ دهند. لرزههاي زیرزمینی یا در زمینهاي فشاري در سنگهاي تحت تنشتوانند براي تركمی

شدن اجسام مرکب یا عموما در سطوح مشترك ضعیف جامدات مشاهده لایه در لایه 2همچنین مود 

 . (Bui, H. D, 2006) شده است 

هاي تغییرمکان و تنش در اطراف یک ترك در یک دانتعیین می - 3-3

  محیط الاستیک خطی، ایزوتروپیک و همگن

تعریف   توان به صورت سري تانسور تنش میدان تنش الاستیک در نزدیکی یک ترك را می

 کرد :

      1/2 I II III
ij I ij II ij III ijr K f K f K f        )3 -1     (                              

موقعیت یک نقطه را در سیستم مختصات قطبی نزدیک نوك ترك نشان  Ɵو  r، در این رابطه

  دهند.  می

Irwin  .و  ، مفهوم ضریب شدت تنش را به عنوان معیاري براي مقاومت تکینگی معرفی کرد
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ه صورت زیر تعریف بکه  در فرمول بالا ضرایب شدت تنش براي مودهاي اول تا سوم هستند 

 شوند: می

I yy
r 0

0

K lim 2 r



   )3 -2 (                                                                                     

II xy
r 0

0

K lim 2 r



   )3 -3(                                                                                    

III yz
r 0

0

K lim 2 r



   )3 -4   (                                                                                 

در یک سیستم کارتزین منطبق بر دامنه مسئله و با استفاده از یک سیستم مختصات قطبی در 

به صورت  x = (r , Ɵ)ر هر نقطه د 2و  1تنش براي مود ترکیبی  هاي نوك ترك، مجموعه کامل میدان

 باشد : زیر می

I II
11

K 3 K 3
cos 1 sin sin sin 2 cos cos

2 2 2 2 2 22 r 2 r

        
           

)3 -5(          

I II
22

K 3 K 3
cos 1 sin sin sin cos cos

2 2 2 2 2 22 r 2 r

      
      

)3 -6   (                

I II
12

K 3 K 3
sin cos cos cos 1 sin sin

2 2 2 2 2 22 r 2 r

      
       

)3 -7(                   

 اي نیز است و در حالت کرنش صفحه اي براي حالت تنش صفحه

  باشد.می

توان میدان کرنش را نیز به دست آورد. همچنین با استفاده از قانون رفتار الاستیک خطی می

 باشند :به صورت زیر می yو  xو در راستاي  2و  1ها در حالت مود ترکیبی مکانتغییر هايمیدان
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   I IIK r 3 K r 3
u 2 1 cos cos 2 3 sin sin

4 2 2 2 4 2 2 2

      
                

)3 -8 (  

   I IIK r 3 K r 3
2 1 sin sin 2 3 cos cos

4 2 2 2 4 2 2 2

      
                 

)3 -9(  

 باشد که رابطه زیر براي آن برقرار است :مدول برشی می μ که در این روابط،

 
E

2 1
 

 
)3 -10 (                                                                                              

  شود :رت زیر تعریف میبه صو اي،براي حالت کرنش صفحه

3 4    )3 -11 (                                                                                                 

  باشد :به صورت زیر می اي،همچنین براي حالت تنش صفحه

3

1

 
 

 
)3 -12 (                                                                                                  

هاي مربوط به مود دلخواه توان عبارتنیز می 2یا  1براي به دست آوردن هر یک از مودهاي خالص 

  دلات حذف کرد.هاي شامل فاکتور شدت تنش دیگر را از معاخالص را حفظ کرده و عبارت

یا مود پارگی نیز فقط دو عبارت تنش غیر صفر و یک عبارت تغییرمکانی غیر صفر وجود  3در مود 

 دارد:

xx yy zz xy 0        )3 -13(                                                                       
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III
xz

K
sin

22 r


  


)3 -14 (                                                                                  
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III
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2 2 2




 
)3 -17 (                                                                                 

است و از ها استفاده شده و مود ترکیبی حاصل از آن 2و  1در این پژوهش فقط از مودهاي خالص 

  صرف نظر شده است. 3مود 

  معیارهاي شکست الاستیک -3-4

گیري در بحث معیار گسترش ترك، براي یک ترك که در سازه الاستیک خطی رشد براي نتیجه

  توان در نظر گرفت :کند دو معیار زیر را میمی

ك به که از میدان تنش نزدیک نوك تر (K) 1. یک معیار محلی بر پایه مقایسه ضریب شدت تنش1

باشد. به عنوان (سفتی شکست یا فاکتور شدت تنش بحرانی) می آید با مشخصه ماده دست می

از سفتی  1شکست وقتی بارگذاري سبب شود که ضریب شدت تنش مود  1مثال براي حالت مود 

 کند:بیشتر شود در این حالت ترك رشد می 1شکست مود 

I ICK K )3 -18(                                                                                                   

  که از انتقال انرژي سراسري ترك  (G). یک رویکرد سراسري نیز بر پایه مقایسه نرخ آزادسازي انرژي 2

  

                                                
      1- Stress intensity factor 
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گونه بیان حرانی) است. این معیار این(نرخ آزادسازي انرژي ب شود با مشخصه ماده مشخص می

شود که وقتی نرخ آزادسازي انرژي موجود از انرژي مورد نیاز براي گسترش ترك (سفتی مواد)  می

 کند:بیشتر شود ترك شروع به گسترش پیدا کردن می

CG G )3 -19    (                                                                                                  

جایی و تنش از هاي جابهبراي یک ترك دو بعدي که تحت بارگذاري عمومی قرار دارد میدان

آید و نرخ آزادسازي انرژي به صورت زیر بر حسب به دست می 3و  2، 1هاي مودهاي ترکیب میدان

 شود :ضرایب شدت تنش مودهاي مختلف تعریف می

2 2 2
I II IIIK K K

G
E E 2

  
  

)3 -20(                                                                                

باشد. می اي است و در حالت کرنش صفحه اي براي حالت تنش صفحه

  باشد.نیز مدول برشی می μهمچنین 

 و (K و نرخ آزادسازي انرژي هاي تعیین ضرایب شدت تنشروش -3-5

(G  

در مراجع موجود  G  و kدر این قسمت با توجه به اینکه براي موارد محدودي از مسائل، مقادیر 

ها توان با استفاده از آنکه می (Zehnder, A. T, 2012) شود هاي مختلفی اشاره میباشد، به روشمی

  مقادیر یاد شده را محاسبه کرد.
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  : (Analytical Methods) هاي تحلیلیروش -3-5-1

  (Elasticity Theory) تئوري الاستیسیته -3-5-1-1

 (complex variable)توان بر حسب تئوري متغیر مختلط بعدي را می 2معادلات الاستیسیته 

 analytic)هاي قدرتمندي همچون تئوري تابع تحلیلی بندي کرد، در این حالت به روشفرمول

function)  و نگاشت همدیس(conformal mapping) شود.شدن و اجراکردن داده میاجازه استفاده  

  (Energy and Compliance) هاي تطابقی و انرژيروش -3-5-1-2

ها در صورتی مفید هستند که نمونه آزمایش یا سازه را بتوان با استفاده از تئوري ورق یا این روش

ه را بتوان به عنوان تابعی از مدل کرد. در چنین مواردي اگر انرژي یا سختی ساز (beam or plate)تیر 

توان نرخ آزادسازي انرژي و ضریب شدت تنش طول ترك یا مساحت تعیین کرد، در این حالت می

  باشد) را محاسبه کرد. 1(اگر بارگذاري در حالت مود 

  (Boundary Collocation Method)روش تجمع محلی مرزي  -3-5-2

 (eigenfunction)یه بسط تابع ویژه این روش، یک روش براي محاسبه ضرایب شدت تنش بر پا

  باشد.هاي تنش نوك ترك میبراي میدان

  (Computational Methods)هاي محاسباتی روش -3-5-3

هاي روش توان باباشند را نمیهاي پیچیده میبسیاري از مسائل مکانیک شکست که شامل هندسه

ش اجزاء محدود، روش اجزاء هاي محاسباتی از جمله روموجود تقریب زد. استفاده از روش تحلیلی

ها براي مطالعه شکست در مسائل جهان حقیقی بسیار ارزشمند است. چندین مرزي و دیگر روش

  شود:روش در این قسمت نام برده می
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 (Stress and Displacement Correlation)همبستگی تغییرمکان و تنش  -

 (Global Energy and Compliance)تطابق و انرژي سراسري   -

- Crack Closure Integrals 

 (Domain Integral)اي انتگرال دامنه  -

  (Experimental Methods) هاي آزمایشگاهیروش -3-5-4

هاي تحلیلی و محاسباتی وجود در برخی موارد امکان تعیین ضرایب شدت تنش با استفاده از روش

اشد یا اینکه اطلاعات درباره ندارد؛ براي مثال اگر بارگذاري مشخص نباشد یا به صورت دینامیکی ب

هاي مختلف سازه که براي تحلیل با اجزاء محدود مورد نیاز است موجود نباشد. در چنین قسمت

هاي گیريهاي آزمایشگاهی بر پایه اندازهتوان براي تعیین ضرایب شدت تنش از روشمواردي می

ي آزمایشگاهی در اینجا نام برده هاها استفاده کرد. برخی از روشمکانمحلی تنش، کرنش و تغییر

  اند :شده

 (Strain Gauge)روش گیج کرنش  -

 (Photoelasticity)فوتو الاستیسیته  -

 (Digital Image Correlation)همبستگی تصویر دیجیتال  -

  (Thermoelastic)روش ترموالاستیک  -

 و (Epstein, J. S, 1993) ع توان در منابهاي آزمایشگاهی را میها و برخی دیگر از روشاین روش

(Zehnder, A. T, 2012) .مشاهده کرد  
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براي محاسبه ضرایب  Mدر پژوهش انجام شده از روش انتگرال اندرکنش (تعاملی) یا انتگرال 

  شود.هاي بعد، این روش شرح داده میشدت تنش استفاده شده است که در بخش

  پایداري گسترش ترك -3-6

بندي در اینجا دو نوع تقسیمباشد. اري گسترش ترك مییک ویژگی مهم شکست، بحث پاید

  شود :موجود براي این ویژگی مشاهده می

  ناپایدار (رشد ترك بحرانی، گسیختگی سراسري) - 

  پایدار (رشد ترك زیر بحرانی، گسیختگی محلی) - 

وقتی یک ترك به صورت شدید و ناگهانی تحت یک بارگذاري ثابت گسترش پیدا کند در این 

ت گسترش ترك را ناپایدار گویند؛ حال اگر افزایش بار خارجی به منظور گسترش ترك مورد نیاز حال

  شود.باشد این حالت گسترش ترك پایدار نامیده می

دهد را اي در حین تغییر شکل از خود نشان میي که هر مادهرفتاردر بحث مکانیک شکست، 

  : عریف کردگانه زیر تهاي سهتوان به صورت یکی از گروه می

  گیرد.رفتار الاستیک که در مکانیک شکست الاستیک خطی مورد بررسی قرار می - 

  شود.درباره آن بحث میپلاستیک  –مکانیک شکست الاستیک رفتار پلاستیک که در  - 

 .گیردمورد ارزیابی قرار می رفتار ویسکوالاستیک/ ویسکوپلاستیک که در مکانیک شکست خزش - 

  کند :هاي زیر پیروي میبراي مواد در نظر گرفت از یکی از حالت توانمیکه  ییهاانواع گسیختگی

  خزش (شکست خزش، شکست برشی یا نرمال) - 

  )dimpleپذیر (شکست برشی، شکست نرم و شکل - 
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  تکه شدن)ورقه شدن و تکهترد و شکننده (گسیختگی به صورت ورقه - 

شوند ها و به طور کلی سبب شکست مواد میآنها، گسترش هایی که باعث ایجاد تركبارگذاري

 ارائه شده است : ،انواع بارگذاري ذکر شدهانواع مختلفی دارند. در این قسمت 

  شوند.زدگی میخوردگی و زنگ ها به دلیلتركشیمیایی که سبب ایجاد  بارگذاري - 

  شود.اي یا تناوبی که باعث گسیختگی خستگی در مواد میدوره بارگذاري - 

 دینامیکی که گسیختگی سریعی را به همراه خواهد داشت. بارگذاري - 

 سیختگی اجباري بیان کرد.گتوان نتیجه آن را ایجاد استاتیکی که می بارگذاري - 

  : بندي به صورت زیر ارائه کردبر حسب یک نوع تقسیم توانمی وظایف کلی مکانیک شکست را

هاي مکانیک پیوسته با استفاده از بر پایه مدلها تحلیل شرایط بارگذاري مکانیکی در ترك -

 هاي عددي و تحلیلی. روش

استخراج پارامترهاي شکست مخصوص ماده و معیارهاي شکست و گسیختگی مکانیکی براي آغاز  -

 ترك و فرآیند انتشار آن.

رشد هاي آزمایشگاهی براي تعیین پارامترهاي مناسب ماده که مقاومت ماده در برابر گسترش روش -

 کنند.ترك را مشخص می

هاي شکست و گسیختگی مکانیکی به منظور به دست آوردن روابط کمی استفاده از مفاهیم و معیار -

دهد و زمانی که این جسم براي مشخص شدن مقاومتی که یک جسم داراي ترك از خود نشان می

  برداري قرار بگیرد.تواند به صورت ایمن مورد بهرهمی
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  هاي بدون شبکهگسترش ترك و روشهاي عددي روش -3-7

هاي ها براي دامنهمسائل معمول و ساده از جمله ترك اگرچه کارهاي تحلیلی بسیار زیادي بر روي

که تحت شرایط بارگذاري  هاي عملی و حقیقید صورت گرفته است ولی براي هندسهمحدود و نامحدو

هاي روش .هاي عددي استفاده از روشي موجود، نیاز به استهاباشند به دلیل پیچیدگیواقعی می

وسیعی از مسائل  سازي محدودهسازي و شبیهه به عنوان ابزاري مفید براي مدلعددي پیشرفت

شوند. در این میان روشی که به صورت گسترده و به مدت زیادي براي تحلیل مهندسی محسوب می

با باشد. می Finite Element Method (FEM) مسائل مهندسی به کار رفته است روش اجزاء محدود

شرایط بارگذاري مود توجه به مسیرهاي دلخواهی که ترك در هر مرحله از گسترش خود تحت 

بندي یست در هر مرحله از رشد ترك شبکهباکند در روش مرسوم اجزاء محدود میترکیبی طی می

  FEMص اصلی روشا منطبق شود و این نقهرد تا هندسه ترك با مرزهاي المانمجدد صورت گی

تاکنون چندین روش بر پایه ساخت شبکه براي کاهش یا غلبه بر مشکلات موجود در  باشد. می

محدود هاي اجزاء توان به روشاند که در این میان میسائل مربوط به رشد ترك ارائه شدهمدلسازي م

  (GFEM)  ود کلی، روش اجزاء محد(Belytschko, T., & Black, T, 1999)  (XFEM)یافته توسعه

(Strouboulis, T., Babuška, I., & Copps, K, 2000) ء مرزي اجزاو روش(BEM)  (Aliabadi, 

  تر اشاره کرد.شدههاي شناختهبه عنوان روش(1997

اند تا فقط سطح ترك رسبندي را به یک مقدار حداقل میفرآیند شبکه (BEM)مرزي  روش اجزاء

شدن در یک محیط همگن شد. هر چند این روش براي ارزیابیه بابندي مجدد داشتنیاز به شبکه

باشد که این مسئله حل مسائل مکانیک شکست غیرخطی را می Greenالاستیک خطی نیازمند توابع 

  کند.وسط این روش با محدودیت مواجه میت
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ت لبه بر برخی مشکلابراي غبکه هاي بدون شهاي بر پایه ساخت شبکه، روشدر مقابل روش

و در اند ر تحلیل مکانیک جامدات معرفی شدههاي محاسباتی مرسوم مورد استفاده دموجود در روش

ه آمیزي براي مسائل متعدد مهندسی از جملاند که به طور موفقیتطی دو دهه اخیر توسعه یافته

که به جاي ون شبهاي بدگیرند. در روشترك و ... مورد استفاده قرار می هاي بزرگ، رشدشکلتغییر

هاي میدان استفاده ز نقاط پراکنده براي تقریب متغیراي اها یا شبکه از مجموعهاستفاده از المان

د که در این میان انائه شدههاي بدون شبکه ارهاي مختلفی از روشهاي اخیر مدلشود. در سال می

 (Gingold, R. A., & Monaghan, J. J, 1977) توان به روش هیدرودینامیک ذرات هموار می

(SPH) روش گالرکین بدون المان ،(EFG)  (Belytschko, T., Lu, Y. Y., & Gu, L, 1994) روش ،

یابی ، روش درون(Atluri, S. N., & Zhu, T, 1998)  (MLPG)گالرکین محلی بدون شبکه - پترو

 ,Liu) کزي ، روش بازسازي جزء مر (RPIM) (Wang, J. G., & Liu, G. R, 2002)  نقطه شعاعی

W. K., Jun, S., & Zhang, Y. F, 1995) (RKPM) ها اشاره کرد.و دیگر روش  

نویسی و نحوه تقریب تابع محلی براي تعدادي از ، نام، فرآیند فرمول)1- 3(در جدول شماره 

  تر آورده شده است.شدههاي بدون شبکه شناخته روش
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  (Liu, G. R, 2009)  مهمهاي بدون شبکه نام و مشخصات تعدادي از روش 1- 3 جدول 
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  فرآیند محاسبات عددي پژوهش حاضر -3-8

 Extended Element (XEFG)ن المان گالرکین بدویافته در این پژوهش از روش عددي توسعه

Free Galerkin  که مشابه روشXFEM ها و ساخت المان با این تفاوت کهاست  و در ادامه این روش

، براي MATLABافزار نرم در محیط، استفاده شده است. به این منظور شبکه از آن حذف شده است

دي، بع 2استاتیکی در جامدات الاستیک و در حالت زي هندسه ترك و روند رشد ترك شبهسامدل

ع موجود نشان از صحت و دقت کار سنجی صورت گرفته با منابکدهایی نوشته شده است که صحت

سازي مناسب، به تقریب روش استاندارد گالرگین بدون شبکه در این روش، توابع غنی انجام شده دارد.

(EFG) هاي موجود در دامنه مسئله لحاظ گردد؛ تابع تقریب به اند تا تاثیر ناپیوستگیاضافه شده

ها در طول ترك مکان ناپیوستگیبراي تغییر 1ویسایداي هو مناسبی با استفاده از تابع پلهصورت موثر 

سازي شده ي نودهاي نزدیک نوك ترك، غنیاي براستفاده از توابع انشعابی یا شاخهو همچنین با ا

براي ساخت توابع شکل از تقریب حداقل مربعات متحرك  استفاده شده روش در همچنین است.

(MLS) ابع شکل استفاده شده است. قابل ذکر است که توMLS  (Lancaster, P., & Salkauskas, 

K, 1981) هاي مخصوصی براي بایست از روشکنند در نتیجه میشرط دلتاي کرونیکر را ارضاء نمی

عمال شرایط مرزي هاي بسیار زیادي براي اي اساسی استفاده کرد. تاکنون روشاعمال شرایط مرز

 .Belytschko, T., Gu, L., & Lu, Y) ضرایب لاگرانژ هاي توان به روشاند که میاساسی ارائه شده

Y, 1994)2شده، قاعده وردشی اصلاح  (Lu, Y. Y., Belytschko, T., & Gu, L, 1994) ترکیب ،

  اشاره کرد.(Krongauz, Y., & Belytschko, T, 1996) روش اجزاء محدود و گالرکین بدون المان 

  

  

                                                
      1- Heaviside 
      2- Modified variational principle 
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ش هندسه ترك و دنبال کردن مرز متحرك ناپیوستگی نیز براي نمای (LSM)روش مجموعه تراز 

سازي گونه نودهاي اطراف ترك براي غنیرد استفاده قرار گرفته است و اینموجود در دامنه مسئله مو

 & ,.Duflot, M) شوند. مسیر رشد ترك نیز با استفاده از معیار تنش پیرامونی حداکثر مشخص می

Nguyen-Dang, H, 2004) براي محاسبه ضرایب شدت شود. از رشد ترك مشخص می ر مرحلهدر ه

 .Chan, S) جایی بهتوان به روش جاها میمختلفی موجود است که از میان آن هايروش (SIFs)تنش 

K., Tuba, I. S., & Wilson, W. K, 1970) روش تنش ، (Watwood, V. B, 1970) روش فرآیند ،

هاي که از روشJ  (Rice, J. R, 1968)انتگرال و روش (Parks, D. M, 1974) مشتق سختی 

ود هاي موجترین روشجایی و تنش از اولین و سادههاي جابهتر هستند اشاره کرد. روششده شناخته

- ها بستگی به چگالی شبکه در روشباشند که دقت و صحت آنبراي محاسبه ضرایب شدت تنش می

داراي دقت خوبی  Jهاي بدون شبکه دارد. روش انتگرال ها در روشهاي بر پایه شبکه و یا چگالی گره

- کیبی از نظر محاسباتی پرهزینه میاست ولی در هنگام محاسبه ضرایب شدت تنش در حالت مود تر

شود براي حاصل می Jکه از روش انتگرال  Mرو از روش انتگرال اندرکنش یا انتگرال باشد. از این

نیز از  شود. در این پژوهشبه صورت گسترده استفاده می رکیبیمحاسبه ضرایب شدت تنش در مود ت

روش انتگرال اندرکنش براي محاسبه پارامترهاي شکست در مواد همگن استفاده شده است. همچنین 

  اند.نتایج موجود در مراجع مقایسه شدهبا  (SIF)نتایج عددي به دست آمده از ضرایب شدت تنش 

  (XEFG)ن المان یافته گالرکین بدوتقریب روش توسعه -3-8-1

، Extended Finite Element Method (XFEM)یافته ستفاده از روش اجزاء محدود توسعهبا ا

 : باشداد یگانه خارجی به صورت زیر میسازي اتحبر پایه غنی XEFGتقریب تغییرمکان در روش 

)3 -21(  

ائه شد با این تفاوت که این ار EFG) است که در روش 17- 2(این فرمول همان فرمول شماره 

  هایی غنی شده است.فرمول براي در نظر گرفتن ترك در دامنه مسئله توسط عبارت
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باشد و هم این  xها هم شامل نقطه مورد نظر هایی است که دامنه تاثیر آنشامل گره مجموعه 

ها همزمان شامل هایی است که دامنه تاثیر آننیز شامل گره که دامنه ترك را قطع کند. مجموعه 

هاي توان مفهوم گرهمی )4- 3(باشد. در شکل  و نقطه نوك ترك یعنی  xنقطه مورد بررسی 

 ,Nguyen, V. P., Rabczuk, T., Bordas, S., & Duflot) ها را مشاهده کردمربوط به این مجموعه

M, 2008):  

  

  

  

  

  

 ,Nguyen, V. P., Rabczuk, T., Bordas, S., & Duflot, M)  و  هايگرهتعریف مجموعه  4- 3 شکل 

2008)  

باشد، دار از خط ترك میتابع فاصله علامت f(x)باشند، می MLSتوابع شکل   ،)21- 3(رابطه  در

H ویساید و تابع هB شوند :که به صورت زیر تعریف می باشنداي مینیز توابع شاخه  

)3 -22                                                                           (

     

)3 -23          (
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  باشند.مختصات محلی مربوط به نوك ترك میمختصات قطبی در سیستم  و  r در این رابطه،

  شکل ضعیف و سیستم معادلات مجزا -3-8-2

شود تا در ادامه، سیستم معادلات در این قسمت بار دیگر شکل ضعیف گالرکین نمایش داده می

  با جزئیات کامل ارائه شود. (XEFG)یافته گالرکین بدون المان مجزا براي روش توسعه

محصور شده  Гکه با مرز  Ωبعدي براي مکانیک جامدات با دامنه اي دو در این پژوهش، مسئله

تابع شرط  EFGمورد استفاده در روش  MLSبا توجه به اینکه تقریب  .شوداست در نظر گرفته می

ساسی هایی براي اعمال شرایط مرزي ابایست از یکسري روشکند میدلتاي کرونیکر را ارضاء نمی

براي اعمال شرایط مرزي  (Lagrange multipliers)یب لاگرانژ اضر روشاستفاده کرد؛ در اینجا از 

تفاده از این روش به استفاده شده است. معادله شکل ضعیف گالرکین با اس EFGاساسی در روش 

  باشد :صورت زیر می

 )3 -24 (  

لا موجود در معادله شکل ضعیف با λشده نهایی، ضرایب لاگرانژ جزایابی به فرمول مبه منظور دست

ها و توابع شکل، براي ست با استفاده از مقادیر گرهی آنبایباشند میکه توابعی مجهول از مختصات می

حاسبات ریاضی از یابی شوند. نهایتا با انجام یکسري مموجود بر روي مرزهاي اساسی درون هايگره

  : شوده میه دست آوردب )، سیستم معادلات زیر24- 3معادله شکل ضعیف (

 )3 -25         (                                                                          

با استفاده از روش ضرایب  EFGاین معادله شکل نهایی سیستم معادلات مجزاشده براي روش 

باشند؛ این ردار نیروي سراسري میب fماتریس سختی سراسري و  Kباشد. در اینجا لاگرانژ می

  شوند :پارامترها و دیگر پارامترهاي موجود در این معادله به صورت زیر تعریف می
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        )3 -26          (                                                                 

)3 -27                (                                                                           

        )3 -28          (                                                             

)3 -29                     (                                                              

)3 -30                                                (                                     

اي              کرنش صفحه           )   31- 3(  

                          اي              تنش صفحه      )         32- 3(

هاي لاگرانژ مورد استفاده در روش اجزاء محدود یاب، همان دروندر معادلات بالا تابع شکل 

(FEM) ) پارامترهاي گرهی تغییرمکان 25- 3مرسوم در نظر گرفته شده است. با حل معادله ،(

هاي میدان هاي حقیقی در هر نقطه از جمله گرهشوند و براي به دست آوردن تغییرمکانمشخص می

  استفاده کرد. )21-3(بایست از معادله در دامنه مسئله می

استفاده شده در این پژوهش، در سیستم معادلات مجزایی که با فرآیند گالرکین  XEFGدر روش 

سازي دهد که به دلیل غنیرخ می Bشود و این تغییر در ماتریس آید یک تغییر ایجاد میبه دست می

 ,Nguyen, V. P., Rabczuk) شود ب بزرگتر شدن این ماتریس به شکل زیر میانجام شده است و سب

T., Bordas, S., & Duflot, M, 2008) :  
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)3 -33(                                                                                               

شده غنی Bدهنده ماتریس هم نشان استاندارد است و  Bتریس دهنده مانشان در اینجا 

  : باشدمی

)3 -34(                                 

را  Bاي سازي شاخهو یا توابع غنی H(x)سازي هویساید تواند تابع غنیمی در اینجا عبارت 

  اختیار کند.

  (Interaction Integral) ا انتگرال اندرکنشانتگرال تعاملی ی -3-8-3

 روش انتگرال تعاملی یک ابزار کارآمد براي محاسبه پارامترهاي شکست در حالت مود ترکیبی است

 (Rao, B. N., & Rahman, S, 2003)   که از مفهوم انتگرال جی(J Integral) کند. در استفاده می

یک جسم داراي ترك در حالت دو بعدي شرح داده شده این بخش، این روش براي مواد همگن و براي 

در نظر گرفته شده است که محدوده اطراف نوك  )5- 3(. یک جسم داراي ترك همانند شکل است

  : (Pant, M., Singh, I. V., & Mishra, B. K, 2013) محصور شده است  Гترك توسط مرز 

  

  

  

 

  (Pant, M., Singh, I. V., & Mishra, B. K, 2013)  گیري انتگرال تعاملیمحدوده انتگرال 5- 3 شکل 
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  شود :انتگرال جی مستقل از مسیر به صورت زیر تعریف می

)3 -35                                         (                            

 Wدر اطراف نوك ترك است و  Гام از بردار یکه عمود بر مرز  jدهنده عضو نشان در این رابطه، 

  شود :باشد که به صورت زیر تعریف میچگالی انرژي کرنشی می

)3 -36                                                                       (                      

اي ) را به یک شکل دامنه35- 3توان معادله (شده مییافتن انتگرال کنتور یادود به منظور بهب

  معادل با استفاده از تئوري واگرایی تبدیل کرد :

)3 -37   (                                                               

تابع وزنی است که داراي  qباشد و می Гز مساحت داخل مر A، )5- 3(با توجه به این رابطه و شکل 

ها است. براي مقدار واحد در نوك ترك، مقدار صفر بر روي مرز دامنه و مقادیر دلخواه در بقیه قسمت

 1شود؛ حالت محاسبه انتگرال تعاملی دو حالت تعادل براي جسم داراي ترك در نظر گرفته می

دهنده نشان 2شرایط مرزي آن است و حالت هاي حقیقی مسئله به همراه دهنده میدان نشان

شود که باشد. با ترکیب دو حالت ذکر شده یک حالت تعادل دیگر حاصل میهاي کمکی می میدان

  باشد :اي انتگرال جی به صورت زیر میبراي شکل دامنه

)3 -38                           (

      

 



70 

 

  باشد :ترکیبی به صورت زیر می چگالی انرژي کرنشی براي این حالت

 )3 -39                                                 (       

  شود :) نتیجه زیر حاصل می38- 3با بسط دادن معادله (

)3 -40      (                                                                   

  شود :شود به صورت زیر تعریف میکه انتگرال تعاملی نامیده می عادله مقدار در این م

)3 -41     (                      

با توجه به اینکه براي یک جسم جامد الاستیک خطی در شرایط مود ترکیبی مقدار انتگرال جی 

  شود :سري محاسبات ریاضی، نتیجه زیر حاصل میبا نرخ آزادسازي انرژي برابر است و انجام یک

)3 -42           (                                             

اي برابر با و براي حالت کرنش صفحه Eاي برابر براي حالت تنش صفحه در این معادله مقدار 

را براي  و  مقادیر  1ریب شدت تنش مود باشد. حال براي محاسبه ضمی 

  شود :اختیار کرده که نتیجه زیر حاصل میحالت کمکی 

)3 -43                                                                  (                          

شود. حال با محاسبه مقدار ز به طور مشابه عمل مینی 2براي محاسبه ضریب شدت تنش مود 

توان با استفاده از معادلات به دست آمده براي ضرایب شدت تنش، ) می41- 3از معادله ( 

  محاسبه کرد. 2و  1هاي ها را در مودمقادیر آن
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  جهت رشد ترك -3-8-4

استاتیکی ورت شبهدر این پژوهش رشد ترك در یک جسم الاستیک خطی و در دو بعد به ص

  شوند عبارتند از :استفاده میکه براي تعیین جهت رشد ترك  متداولی معیارهايبررسی شده است. 

  پیرامونی بیشینه تنش  . معیار1

   انرژي کرنشی چگالی . معیار کمینه2

  بیشینه نرخ آزادسازي انرژي .  معیار3

شود به این صورت بیان میکه  ه استدر این پژوهش از معیار بیشینه تنش پیرامونی استفاده شد

براي یابد.  گسترش می باشدمیبیشینه   که تنش پیرامونی  ترك از نوك آن در امتداد که

  شوند :ها در نوك ترك به صورت زیر ارائه میحالت مود ترکیبی عمومی تنش، تنش

  

)3 -44                 (              

      

باشد، در نتیجه براي به دست آوردن میتنش پیرامونی در امتداد گسترش ترك یک تنش اصلی 

  قرار داد :برابر صفر  )44- 3را در رابطه (   تنش برشیبایست زاویه گسترش ترك می

  

 r I II
1 1 1

cos K sin K 3cos 1 0
2 2 22 r


  

           
)3 -45 (                               
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  : شود می زیر ي منجر به رابطه معادلهین ا

 K sin K 3 cos 1 0I m II m     )3-46                            (                            

  آید :زیر به دست می ي رابطه شده، نهایتاپس از انجام محاسبات ریاضی و حل معادله حاصل 

)3 -47                          (                                  

      

دهنده نشان Ɵو  rباشد و در تمام عبارات بالا، دهنده زاویه گسترش ترك مینشان در اینجا 

  باشند.مختصات قطبی محلی واقع در نوك ترك می

  Level Set Method (LSM)روش مجموعه تراز  -3-8-5

یک روش محاسباتی مناسب براي (Osher, S., & Sethian, J. A, 1988) روش مجموعه تراز 

باشد. در این روش ناپیوستگی مورد نظر با تابع کردن حرکت یک ناپیوستگی میکردن و دنبالمدل

شود. مقدار این تابع مجموعه تراز بر روي ناپیوستگی صفر است، در یک مجموعه تراز نشان داده می

  باشد.فی میطرف ناپیوستگی مثبت و در طرف دیگر آن من

 & ,.Stolarska, M., Chopp, D. L., Moës, N) روش مجموعه تراز اولین بار توسط 

Belytschko, T, 2001)  به براي مسائل مربوط به رشد ترك مورد استفاده قرار گرفت. در این روش

شد کردن مسیر رسازي و دنبالطور کلی دو تابع مجموعه تراز براي تعریف موقعیت یک ترك و مدل

کردن مسیر یکی از این توابع براي نمایش مسیر بدنه ترك و دیگري براي دنبال، باشدترك لازم می

باشد که به صورت فاصله نرمال هر می  اولین مجموعه تراز، مجموعه تراز نرمال نوك ترك است؛

باشد می راز مماسی شود. دومین مجموعه تراز، مجموعه تنقطه از دامنه از سطح ترك تعریف می

در داخل دامنه مطابق  ABشود. ترك که به صورت فاصله مماسی هر نقطه از نوك ترك تعریف می
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 ,Jameel)  دهنده دو نوك ترك باشندنشان Bو  Aشود به نحوي که در نظر گرفته می )6- 3(شکل 

A., & Harmain, G. A, 2015) اگر .P ی در دامنه باشد مجموعه تراز نرمال دهنده هر نقطه گرهنشان

  شود :این گره به صورت زیر تعریف می

)3 -48                                      (        

      

  شوند :نیز به صورت زیر تعریف می Bو  Aهاي مماسی مربوط به دو نوك مجموعه تراز

     ,    )3 -49                                (                

      

  باشند.می BAو  ABهاي یکه در راستاي به ترتیب بردار و   که در این روابط،

  

  

  

  

 P  (Jameel, A., & Harmain, G. A, 2015)و نقطه  ABنمایش مختصات ترك  6- 3 شکل 

شود. مایش داده مین در این شیوه، مسیر بدنه ترك با استفاده از تابع مجموعه تراز صفر 

  بنابراین ترك در موقعیتی است که شرایط رابطه زیر حاکم باشد :

)3 -50                                                             (                                         

ترك نمایش بایست بعد از هر مرحله از رشد ترك بروزرسانی کرد. هاي تراز را میمقادیر مجموعه

نمایش توابع مجموعه تراز را سازد.  شده را آسان می هاي غنی مجموعه تراز، انتخاب گرهبه کمک روش 
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  : (Jameel, A., & Harmain, G. A, 2015)مشاهده کرد )7-3(توان در شکل اي میبراي یک ترك لبه

  

  

  

  

  

  

  (Jameel, A., & Harmain, G. A, 2015)  و مماسی  نمایش مجموعه ترازهاي نرمال  7- 3 شکل 
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  فصل چهارم

  سازي عددي ترك و گسترش آن  مدل                     

  XEFGبا روش                      
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 XEFGسازي عددي ترك و گسترش آن با روش مدل -4

  مقدمه -4-1

سازي ترك و روند گسترش آن پرداخته شده اسـت؛ در ابتـدا   در این فصل به تحلیل و بررسی مدل

شـوند و در  سـاکن ارزیـابی مـی   گاهی و بارگذاري متفاوت براي یک ترك هایی داراي شرایط تکیهمثال

شوند. همچنین نتـایج  باشند نمایش داده میها میدهنده مسیر گسترش تركهایی که نشانادامه مثال

اند که نشان از صحت پژوهش انجام هاي ذکر شده با نتایج موجود در منابع مقایسه شدهحاصل از مثال

  شده دارند.

  هاي عدديمثال -4-2

د در محاسبات از جمله ماتریس سـختی و بـردار نیـرو از روش گوسـی     هاي موجوبراي حل انتگرال

باشد؛ در کار انجام شده زمینه در دامنه مسئله میاستفاده شده است که لازمه آن ایجاد یک شبکه پس

گیري استفاده شـده اسـت. همچنـین قابـل ذکـر اسـت کـه از        نقطه گوسی در هر سلول انتگرال 16از 

هـا اسـتفاده   انـد در تمـام مثـال   رت یکنواخت در دامنه مسئله پراکنده شدهمجموعه نودهایی که به صو

  اند.استاتیکی فرض شدهها شبهشده است. همه ترك

  هاي ساکنبررسی ترك -4-2-1

  اي ساکن تحت بارگذاري کششیورق داراي ترك لبه -1- 1- 4-2

  MPa) که تحت بارگذاري کششی به شدتW×L ) m16 m × 8یک ورق مستطیل شکل با ابعاد 

1  =σ شودگرفته میدر نظر  )1- 4(شکل مطابق  باشد،اي در میانه خود میاست و داراي ترك لبه 

(Nguyen, N. T., Bui, T. Q., Zhang, C., & Truong, T. T, 2014) .  
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 ,.Nguyen, N. T., Bui, T. Q., Zhang, C)  تحت بارگذاري کششی ايترك لبه مستطیلی داراي ورق 1- 4 شکل 

& Truong, T. T, 2014)  

و ضریب پواسـون   = GPa1000 Eدهنده طول ترك است، مدول الاستیسیته مصالح نشان aمقدار 

3/0 ʋ = ضرایب شدت تنشی که در این مقاله با استفاده از روش  باشند. مقادیرمیXEFG     بـه دسـت

کـه توسـط فرمـول زیـر حاصـل      (EE, Gdoutos, 2005) ی موجـود در  هاي تحلیل ـآمده است با جواب

  : شوند مقایسه شده است می

)4 -1(         
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هاي مختلف طول ترك به عرض ورق مورد بررسـی قـرار گرفتـه کـه نتـایج حاصـله از روش       نسبت

XEFG نشـان داده شـده    )1-4(اي موجـود در روش حاضـر در جـدول    و فرمول تحلیلی به همراه خط

  است :

  با مقادیر تحلیلی آن XEFGآمده از روش دستمقایسه مقادیر ضریب شدت تنش مود اول به 1- 4 جدول 

a/w  تحلیلی  
 XEFG با استفاده از روش 

  15×30هايو مجموعه گره
  درصد خطا (%)

  XEFG با استفاده از روش 

 24×40هايو مجموعه گره
 درصد خطا (%)

2/0  07/3  33/3  47/8  46/3  91/12  

3/0  56/4  8/4  26/5  87/4  87/6  

4/0  67/6  83/7  46/17  93/6  99/3  

5/0  02/10  99/10  72/9  98/10  65/9  

6/0  64/15  84/16  71/7  5/16  54/5  

  

قابل ذکر است در این مثال حالت کرنش همچنین  باشد.می MPaبرابر  در این جدول واحد 

  اي در نظر گرفته شده است.صفحه

  اي ساکن تحت بارگذاري برشیورق داراي ترك لبه -2- 1- 4-2

  psi  1بـه شـدت   برشی) که تحت بارگذاري w×h ) in16 × in 7یک ورق مستطیل شکل با ابعاد 

=τ  شـود. در  در نظر گرفتـه مـی   )2-4( مطابق شکل باشد،در میانه خود میاي داراي ترك لبهاست و

  ).  (این مثال طول ترك برابر با نصف عرض ورق اختیار شده است 

باشـند و  مـی  = ʋ 25/0و ضـریب پواسـون    = psi 7 10 × 3 Eهمچنین مدول الاستیسیته مصالح 

  اي در نظر گرفته شده است.شرایط کرنش صفحه
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 ,.Fleming, M., Chu, Y. A., Moran, B)  تحت بارگذاري برشی ايورق مستطیلی به همراه ترك لبه 2- 4 شکل 

Belytschko, T., Lu, Y. Y., & Gu, L, 1997) 

 

و دو نـوع شـبکه گرهـی     2و  1مقادیر ضرایب شدت تنش براي دو مـود   )3-4(و  )2-4(در جداول 

 اند :ها ارائه شدهمتفاوت به همراه حل دقیق موجود در منابع براي مقایسه نتایج حاصله با آن
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  با مقدار تحلیلی آن XEFGآمده از روش دستمقادیر ضریب شدت تنش مود اول به مقایسه 2- 4 جدول 

  تحلیلی 
 XEFGبا استفاده از روش  

  5×11هايو مجموعه گره
  درصد خطا (%)

  XEFG با استفاده از روش 

 11×29هايو مجموعه گره
 درصد خطا (%)

34  11/34  32/0  02/34  06/0  

  

  با مقدار تحلیلی آن XEFGآمده از روش دستضریب شدت تنش مود دوم بهمقادیر  مقایسه 3- 4 جدول 

  تحلیلی 
 XEFGبا استفاده از روش  

  5×11هايو مجموعه گره
  درصد خطا (%)

  XEFG با استفاده از روش 

 11×29هايو مجموعه گره
 درصد خطا (%)

55/4  5  89/9  87/4  03/7  

  

  باشد.می psiبرابر  و  این جداول واحد در 

  دوگانه ساکن تحت بارگذاري کششی ورق داراي ترك لبه -3- 1- 4-2

 MPa  1به شدت کششی) که تحت بارگذاري b×h ) m16 × m 8یک ورق مستطیل شکل با ابعاد 

 =σ  باشد، مطابق شکل  می به صورت متقارن وددر میانه خ در دو طرف و ايترك لبه دو داراياست و

و ضـریب   = GPa1000 Eمـدول الاستیسـیته مصـالح    شـود. در ایـن مثـال    در نظر گرفته مـی  )4-3(

  اي در نظر گرفته شده است.باشند و شرایط کرنش صفحهمی = 3/0ʋ پواسون
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  (Mohammadi, S, 2008)  دوگانه ساکن داراي ترك لبه ورق 3- 4 شکل 

  :آیدبه دست می )2-4(مقدار تحلیلی ضریب شدت تنش مود یک در این حالت با استفاده از فرمول     

2 3

I 0
a a a

K 1.12 0.43 4.79 15.46 a
b b b

      
           

       

)4 -2(                              

نتایج حاصله به همراه خطاي موجود  که است مورد بررسی قرار گرفته (a)مقادیر مختلف طول ترك    

  نشان داده شده است : )4-4(در جدول  متفاوت مجموعه گره 2ر روش حاضر براي د

  با مقادیر تحلیلی آن XEFGآمده از روش دستمقایسه مقادیر ضریب شدت تنش مود اول به 4- 4 جدول 

a  حلیلیت  
 XEFGبا استفاده از روش  

  15×30هايو مجموعه گره
  درصد خطا (%)

  XEFG با استفاده از روش 

 24×40هايو مجموعه گره
 درصد خطا (%)

1  2 17/2  5/8  13/2  5/6  

5/1  46/2  3  9/21  73/2  9/10  

2  93/2  15/3  5/7  07/3  7/4  

5/2  52/3  98/3  13  67/3  2/4  
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باشد می m2 = aها براي حالتی که شده اطراف آنهاي غنیو گره هاموقعیت ترك )4-4(شکل ر د

 : شودمشاهده می استفاده شده است، 15×30 هايمجموعه گرهو از 

  

  

  

  

  

 

 

  

 

  

 هاشده اطراف آنهاي غنیها و گرهترك موقعیت 4- 4 شکل 

  

-4(هـاي  شـکل در )، )4-4((ذکر شده در جدول  aمقدار مختلف  4جسم نیز براي  هايییرشکلتغ

  نشان داده شده است : 24×40هايمجموعه گرهو 15×30هايمجموعه گرهبه ترتیب براي  )6-4(و  )5



83 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  15×30هايترك لبه دوگانه با مجموعه گره ورق داراي هايتغییرشکل 5- 4 شکل 
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  24×40هايمجموعه گره هاي ورق داراي ترك لبه دوگانه باتغییرشکل 6- 4 شکل 
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  ورق داراي ترك وسط ساکن تحت بارگذاري کششی -4- 1- 4-2

ه از وجه بالایی تحت تنش کششی قرار دارد و در این مثال به بررسی ترك موجود در وسط ورقی ک

باشـد،  مـی  MPa1 باشد پرداخته شده است. مقدار تنش کششـی  گاه میدر وجه پایین نیز داراي تکیه

باشـند و شـرایط کـرنش    مـی  = ʋ 3/0و ضـریب پواسـون     = GPa210 Eمدول الاستیسیته مصـالح   

کـه بـه    20×40مسئله، از مجموعه نودهاي اي در نظر گرفته شده است. همچنین براي حل این صفحه

  اند استفاده شده است.صورت یکنواخت در دامنه مسئله پراکنده شده

  توان این شرایط مرزي را مشاهده کرد :می )7-4(در شکل 

  

  

  

  

  

  

  

  

 & ,.Muthu, N., Maiti, S. K., Falzon, B. G)  ورق داراي ترك وسط ساکن تحت بارگذاري کششی 7- 4 شکل 

Guiamatsia, I, 2013)  
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 دهنده طول تـرك اسـت.  نشان a2باشد و مقدار ) میW×L2 ) m2 × m 1در این شکل، ابعاد ورق 

سازي انجام شده در این پـژوهش، نصـف شـکل در    در اینجا با توجه به تقارن موجود در شکل، در مدل

باشـد و  اي مـی گیرد که حالتی مشابه تـرك لبـه  د تحلیل و بررسی قرار مینظر گرفته شده است و مور

  توان این موضوع را مشاهده کرد :می )8-4(متفاوت است. در شکل  گاهیفقط داراي شرایط تکیه

  

  

  

  

  

  

  

  

 

 

  

 (Tuấn, B. M., Yunfei, C, 2014)  لیل تقارنبه د ورق داراي ترك وسط ساکن شکل ساده شده 8- 4 شکل 
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از روش  در شکل ساده شده ثانویه، نتـایج حاصـل   هاي مختلف طول ترك به عرض ورقنسبتبراي 

XEFG 5-4(ر در جـدول  به همراه خطـاي موجـود در روش حاض ـ   و مقادیر تحلیلی موجود در منابع( 

 :نشان داده شده است 

  با مقادیر تحلیلی آن XEFGآمده از روش دستمقایسه مقادیر ضریب شدت تنش مود اول به 5- 4 جدول 

a/w  تحلیلی  
 XEFGبا استفاده از روش  

  20×40هايو مجموعه گره
  درصد خطا (%)

1/0 399/0 394/0 25/1-  

2/0  574/0  597/0  01/4  

3/0  727/0  728/0  14/0  

4/0  88/0  837/0  89/4-  

5/0  053/1  032/1  99/1-  

6/0  265/1  255/1  79/0-  

7/0  558/1  505/1  4/3 -  

  

  باشد.می MPaبرابر  در این جدول واحد 

شـکل سـاده   از ترك مذکور در حالـت     = 4/0،  5/0،  6/0توان براي مقادیر می )9-4(در شکل 

  شده اطراف آن مشاهده کرد :هاي غنیشده، موقعیت ترك را به همراه گره
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 براي حالات مختلف  شده اطراف آنهاي غنیو گره موقعیت ترك 9- 4 شکل 

هـاي موجـود در   اي حـل انتگـرال  هاي قبل ذکـر شـد در ایـن پـژوهش بـر     طور که در قسمتهمان

زمینه ایجاد شـده اسـت؛ بـراي    محاسبات مربوط به پارامترهاي معادلات مجزاي نهایی، یک شبکه پس

نقطه گوسـی) در هـر سـلول     4×4نقطه گوسی (به صورت  16محاسبات مربوط به دامنه کلی مسئله از 

نقطـه   64ت نـوك تـرك از   استفاده شده است و همچنین براي محاسـبه انتگـرال انـدرکنش در قسـم    

حاصـله اسـتفاده شـده اسـت. در شـکل       نقطه گوسی) براي افزایش دقت جواب 8×8گوسی (به صورت 

شود به همـراه  اي که در اطراف نوك ترك براي محاسبه ضرایب شدت تنش استفاده میدامنه )4-10(

  شود :نقاط گوسی آن نمایش داده می
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 نمایش نقاط گوسی در دامنه اطراف نوك ترك 10- 4 شکل 

  

  هابررسی رشد ترك -4-2-2

  گاهاي موجود در میانه جسم و در حالت بدون تکیهرشد ترك لبه -2-1- 4-2

ارائه شد، در حالتی که از مجموعه نودهـاي   1_1_2_4اي که در بخش در این قسمت رشد ترك لبه

در ابتـدا   aاند استفاده شده است و مقدار امنه مسئله پراکنده شدهکه به صورت یکنواخت در د 15×30

به عنوان  (a = a / 10∆)باشد مورد بررسی قرار گرفته است. در هر مرحله از رشد ترك می m6/2 برابر 

شـده   فـرض اي طول رشد ترك در نظر گرفته شده است. همچنین در این مثال حالت کـرنش صـفحه  

  باشند.می = 3/0ʋ و ضریب پواسون  = GPa1000 Eصالح است. مدول الاستیسیته م
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-مرحله مشاهده می 9و  6، 3بعد از اطراف آن  شدههاي غنیموقعیت ترك و گره )11-4(شکل در 

  :شود

  م از رشد تركدر مراحل سوم، ششم و نه اطراف آن شدههاي غنیموقعیت ترك و گره 11- 4 شکل 

  

  نشان داده شده است : )12-4(شکل در  9و  6، 3هاي جسم نیز در مراحل تغییرشکل

  ها در مراحل سوم، ششم و نهم از رشد تركتغییرشکل 12- 4 شکل 

کششـی اسـت و در    یعنی مـود  1با توجه به شکل واضح است که مود ترك حاکم در این مثال مود 
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  داشت. وجود خواهد در این مثال یعنی  1نتیجه فقط ضریب شدت تنش مود 

مشـاهده   )13-4(شکل توان در با طول ترك را نیز می 1مود  همچنین تغییرات ضریب شدت تنش

 :کرد

  

  با طول ترك 1مود  تغییرات ضریب شدت تنش 13- 4 شکل 

) نیـز افـزایش   ( 1طور که از نتایج پیداست با افزایش طول ترك، ضریب شدت تـنش مـود   همان

باشـد و نهایتـا موجـب گسـیختگی نمونـه      دهد که این ترك ناپایدار مییابد و این موضوع نشان میمی

  شود. می

  گاهکیبی به همراه تکیهاي موجود در میانه جسم و در حالت بار تررشد ترك لبه -2-2- 4-2

اي که از وجه بالایی تحت تنش ترکیبـی کششـی و برشـی    در این قسمت به بررسی رشد ترك لبه

 باشـد پرداختـه شـده اسـت. مقـدار تـنش کششـی        گاه مـی قرار دارد و در وجه پایین نیز داراي تکیه

MPa50   و مقدار تنش برشی MPa25 ایط مـرزي را  تـوان ایـن شـر   مـی  )14-4(باشد. در شـکل  می
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  مشاهده کرد :

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 ,Pant, M., Singh, I. V., & Mishra, B. K)  اي موجود در میانه جسم با بار ترکیبیشد ترك لبهر 14- 4 شکل 

2013)  

کـه   18×36ي ) است و همچنین از مجموعه نودهـا L×H ) m2/0 × m 1/0در این مثال ابعاد ورق 

 (a)مقـدار طـول اولیـه تـرك      اند استفاده شده است.به صورت یکنواخت در دامنه مسئله پراکنده شده

ل رشد ترك در نظر به عنوان طو    m 01/0 =∆aباشد و در هر مرحله از رشد ترك، می m 02/0برابر 

و ضـریب پواسـون     = GPa200 E در این مثال مدول الاستیسیته مصـالح  همچنین  گرفته شده است.

3/0ʋ = اي در نظر گرفته شده است.تنش صفحه باشند و شرایطمی  

اي مـذکور، موقعیـت تـرك را بـه همـراه      وان در چند مرحله از رشد ترك لبهتمی )15-4(در شکل 

 مشاهده کرد :  5و  3، 1شده اطراف آن در مراحل هاي غنیگره
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  از رشد ترك 5و  3، 1 در مراحل اطراف آن شدههاي غنیموقعیت ترك و گره 15- 4 شکل 

در این مثال براي مقایسه نتایج حاصله با نتایج موجود در مرجع مـورد اسـتفاده، پـارامتري بـه نـام      

را بـر   توان مقـدار  می )44-3(شود؛ با توجه به فرمول عریف میمعادل ت 1ضریب شدت تنش مود 

ي میـدان تـنش   نوشت که یک معیار و اندازه واحد برا معادل  1حسب ضریب شدت تنش مود 

  کند :مود ترکیبی فراهم می

Ieq2
I II

K1 3
cos K cos K sin

2 2 22 r 2 r


      
        

     
)4 -3(                                   

      

  : شوداز این رابطه نتیجه زیر حاصل میکه 

3 2m m m
Ieq I IIK K cos 3K cos sin

2 2 2

       
      

     
)4 -4(                                      

   

 )17-4(و  )16-4(هـاي  توان در شکلمعادل با طول ترك را می 1تغییرات ضریب شدت تنش مود 

هـا بـا یکـدیگر    شند، مشاهده کرد که از مقایسه آنباکه به ترتیب حاصل از مرجع و پژوهش حاضر می

  ان داد :نش هش انجام شده راصحت پژوتوان می
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 ,Pant, M., Singh, I. V., & Mishra, B. K) معادل با طول ترك  1تغییرات ضریب شدت تنش مود  16- 4 شکل 

2013)  

  

  

  

  

  

  

  

  آمده از پژوهش حاضردستادل با طول ترك بهمع 1ت تنش مود تغییرات ضریب شد 17- 4 شکل 
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  گاهدار تحت بار کششی به همراه تکیهاي زاویهرشد ترك لبه -2-3- 4-2

که از وجه بالایی تحت تنش کششی قرار دارد و دار زاویه ايدر این قسمت به بررسی رشد ترك لبه

 دول الاستیسیته مصـالح  باشد پرداخته شده است. در این مثال مگاه میدر وجه پایین نیز داراي تکیه

GPa200 E =   3/0و ضریب پواسون ʋ = اي در نظـر گرفتـه شـده    باشند و شرایط تـنش صـفحه  می

انـد  که به صورت یکنواخت در دامنه مسئله پراکنـده شـده   13×35است. همچنین از مجموعه نودهاي 

  استفاده شده است.

  رد :را مشاهده ک ذکر شده توان شرایط مرزيمی )18-4(در شکل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  (Pant, M., Singh, I. V., & Mishra, B. K, 2013)  دار تحت بار کششیاي زاویهرشد ترك لبه 18- 4 شکل 
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 40باشد، زاویه تـرك اولیـه نسـبت بـه افـق      ) میW×H ) m2/0 × m 1/0در این شکل ابعاد ورق 

اسـت   m 02/0برابر  (a)مقدار طول اولیه ترك باشد؛ می MPa100 نش کششی درجه است و مقدار ت

  ل رشد ترك در نظر گرفته شده است.به عنوان طو    m 01/0 =∆aو در هر مرحله از رشد ترك، 

اي مـذکور، موقعیـت تـرك را بـه همـراه      وان در چند مرحله از رشد ترك لبهتمی )19-4(در شکل 

  مشاهده کرد : 4و  3، 2در مراحل  شده اطراف آنهاي غنیگره

  

  از رشد ترك 4و  3، 2شده اطراف آن در مراحل هاي غنیموقعیت ترك و گره 19- 4 شکل 

در این مثال براي مقایسه نتایج حاصله با نتایج موجود در مرجع مـورد اسـتفاده، از پـارامتر ضـریب     

  شود.استفاده می معادل  1 شدت تنش مود

 )21-4(و  )20-4(هـاي  توان در شکلمعادل با طول ترك را می 1تغییرات ضریب شدت تنش مود 

 هـا بـا یکـدیگر   شند، مشاهده کرد که از مقایسه آنبابه ترتیب حاصل از مرجع و پژوهش حاضر می که

  نشان داد : توان صحت پژوهش انجام شده رامی
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 ,Pant, M., Singh, I. V., & Mishra, B. K)  معادل با طول ترك 1تغییرات ضریب شدت تنش مود  20- 4 شکل 

2013)  

  

  

  

  

  

  

  

  آمده از پژوهش حاضردستك بهمعادل با طول تر 1ت تنش مود تغییرات ضریب شد 21- 4 شکل 
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  گاهچین با تکیهاي غیروسطرشد ترك لبه -2-4- 4-2

چین که از وجه بالایی تحت تنش کششـی قـرار   وسطاي غیردر این بخش به بررسی رشد ترك لبه

. در  )1394الرسول ع، نادري ر. و خادم(  گاه است پرداخته شده استدارد و در وجه پایین داراي تکیه

و از مجموعه  باشدمی m2 برابر (a) ترك است، طول اولیه )W×L ) m10 ×  m10ورق این مثال ابعاد 

 ʋ 3/0 و ضریب پواسون  =GPa1000Eاستفاده شده است. مدول الاستیسیته مصالح  20×38هاي گره

  اي در نظر گرفته شده است.باشند. همچنین در این مثال حالت کرنش صفحهمی =

  شرایط مرزي را مشاهده کرد :توان این می  )22-4(در شکل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  تحت بار کششی گاهچین با تکیهاي غیروسطترك لبه 22- 4 شکل 
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را بـه   چـین، موقعیـت تـرك   وسطاي غیروان در چند مرحله از رشد ترك لبهتمی )23-4(شکل در 

  ده کرد :اطراف آن مشاه شدههاي غنیهمراه گره

  در مراحل اول، سوم و پنجم از رشد ترك اطراف آن شدههاي غنیموقعیت ترك و گره 23- 4 شکل 

ارائـه شـده    )24-4(شـکل  در  از رشد ترك ها نیز در مراحل اول، سوم و پنجمشکلهمچنین تغییر

  است :

  در مراحل اول، سوم و پنجم از رشد ترك هاتغییرشکل 24- 4 شکل 

دهد که محل قرارگیري ترك در دامنه چین این نکته را نشان میوسطاي غیربررسی رشد ترك لبه

توانـد در بـه وجـود آوردن    مسئله نیز همانند نحوه بارگذاري، هندسه مسئله و زاویه و هندسه ترك می

  تاثیرگذار باشد. 2و  1ود ترکیبی مختلف ترك از جمله م مودهاي
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 نتایج و پیشنهادها -5

  مقدمه -5-1

هـاي  و دیگـر مباحـث ارائـه شـده در فصـل      4هاي عددي فصل با توجه به مثال ، ابتدادر این فصل

مطالعات آتی و بـراي   در ادامه نیز پیشنهاداتی جهت نتایج کلی به دست آمده بیان شده است؛گذشته، 

  ادامه راه این پژوهش به محققان ارائه شده است.

  گیرينتیجه -5-2

وش بـدون شـبکه شـکل ضـعیف     یافته گالرکین بدون المان که یـک ر در این پژوهش، روش توسعه

شـرایط  هـا بـراي   هـا و تحلیـل و بررسـی نحـوه گسـترش آن     سازي تـرك باشد براي مدلسراسري می

هـاي  گاهی و مرزي مختلف و در حالت مودهاي خالص و ترکیبی به کار گرفته شده است. تحلیـل  تکیه

اي بـراي جامـدات الاسـتیک    اي و تـنش صـفحه  هاي کرنش صفحهبعد و در حالت 2صورت گرفته، در 

ت؛ در هاي لازم انجام شده اس ـکدنویسی ®MATLABافزار خطی ارائه شده است. به این منظور در نرم

از روش انتگرال اندرکنش براي محاسبه ضرایب شـدت تـنش اسـتفاده شـده      ،گرفتهطی فرآیند صورت

است. همچنین از روش مجموعه تراز بـراي مشـخص شـدن موقعیـت تـرك در هـر لحظـه و انتخـاب         

سازي دارند، استفاده شده است. معیار بیشینه تـنش پیرامـونی نیـز بـراي بـه      هایی که نیاز به غنی گره

شده، تابع تقریـب  تفاده گردیده است. در روش استفاده اس ،دست آوردن زاویه رشد ترك در هر مرحله

ها در طول تـرك و همچنـین بـا    مکان آنها و تغییربا استفاده از تابع هویساید براي نمایش ناپیوستگی

  سازي شده است.هاي نزدیک نوك ترك، غنیاي براي گرهاستفاده از توابع شاخه

آمـده بـا نتـایج تحلیلـی و موجـود در       دسـت  شده توسط مقایسـه نتـایج بـه    کدهاي نوشتهصحت 

قابل ذکر است نتایج به دست آمـده   هاي عددي بررسی شده است.تحقیقات محققان دیگر با ارائه مثال

از پژوهش حاضر براي مقادیر ضریب شدت تنش به نتایج تحلیلی موجـود در مراجـع بـه میـزان قابـل      
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گر دقت و باشند که این مسئله بیاندیک بوده است و داراي درصد خطاي پایین و مناسبی میقبولی نز

شود استفاده کـردن ایـن   طور که مشاهده میباشد. همانصحت روش مورد استفاده در این پژوهش می

از شده در سطح دامنه و بر روي مرزها و عـدم نیـاز بـه اسـتفاده      هاي توزیعاي از گرهروش از مجموعه

هاي بر پایـه  بندي مجدد در هر مرحله از رشد ترك برتري این روش را نسبت به روشها و شبکهالمان

ائل مربـوط بـه   تـوان در مس ـ دهد؛ بنابراین از این روش میشبکه از جمله روش اجزاء محدود نشان می

  .هاي بزرگ و دیگر مسائل مهندسی بهره جستشکلمکانیک شکست، تغییر

  هاي حاصل از پژوهش حاضر اشاره شده است :یجهدر ادامه به نت

به دست آمد که در یک ها با مقادیر ورودي متفاوت، این نتیجه ها و تکرار آندر طی بررسی مثال - 

هاي به دست آمده براي ضرایب شدت تنش به گیري نوك ترك جواببا افزایش دامنه انتگرال محدوده

  یابد.دقت جواب افزایش می و به عبارتیشود تر میها نزدیکمقادیر تحلیلی آن

توانند در به وجود آوردن مودهاي شکست خالص و ترکیبی تاثیرگذار باشند پارامترهاي مختلفی می - 

در  اولیه ها، محل قرارگیري تركتوان به نوع، جهت و ترکیب بارگذاريهاي انجام شده میکه با بررسی

  اشاره کرد. گاهیتکیه جسام و شرایطاجسم، هندسه و زاویه ترك اولیه، هندسه 

ها، ضریب شـدت تـنش یـک    ها مشاهده شد گاهی با افزایش طول تركطور که در برخی مثالهمان -

شـوند؛ در  هـا ناپایـدار نامیـده مـی    یابد که ایـن نـوع تـرك   مود یا مود معادل به طور مداوم افزایش می

یابد و نهایتا منجر به گسـیختگی  جی گسترش میگونه موارد بدون افزایش بار، ترك به صورت تدری این

  شود.جسم می

گیري اطراف نوك ترك، تغییر چندانی در نتایج به دست آمده براي با دوران دادن دامنه انتگرال - 

  دهد.ضرایب شدت تنش رخ نمی

جـواب حاصـل    ،هـا تـا حـدي   در پژوهش حاضر این نتیجه حاصل شد که با افزایش دامنه تاثیر گـره  -
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حدي بیشتر شـود سـبب   هاي موجود در دامنه تاثیر یک گره از یک شود ولی اگر تعداد گرهتر میقدقی

شود که به متوقف شدن فرآیند محاسـبات  شدن آن میناپذیر دار و معکوستکینگی ماتریس ممان وزن

مسـئله و   ها در دامنهدهد که شامل افزایش تعداد کل گرهشود؛ این اتفاق در دو حالت رخ میمنجر می

  باشد.یا افزایش دامنه هر گره به میزان زیاد می

 گاهی با وجود اینکه به طور کلی طبق مطالب مراجع، مقدار اندازه بدون بعد دامنه تکیه - 

براي بسیاري از مسائلی که تاکنون مورد مطالعه قرار  هاي مورد قبولی را در محدوده  نتیجه

نتایج  9/1تا  7/1در محدوده  ، در این پژوهش با اختیار کردن مقدار د به همراه داشته استانگرفته

  قابل قبولی مشاهده شده است.

مقایسه شد و مشاهده شد که با  4با تابع وزن اسپلاین درجه  3عملکرد تابع وزن اسپلاین درجه  - 

براي  4یابد در نتیجه از تابع وزن اسپلاین درجه می ها نیز افزایشافزایش درجه تابع وزن، دقت جواب

  .ه استها استفاده شدتمامی مثال

نقطه گوسی اسـتفاده   16گیري از گونه که ذکر شد براي دامنه کلی مسئله در هر سلول انتگرالهمان -

نقطـه گوسـی    64گیري نوك ترك جهت به دست آوردن ضرایب شدت تنش از شد و در دامنه انتگرال

گونه بیان کرد کـه  توان اینگیري براي افزایش دقت جواب حاصله استفاده شد. میهر سلول انتگرال در

شود ولی زمـان محاسـبه را بـه    افزایش تعداد نقاط گوسی با اینکه سبب افزایش دقت جواب حاصله می

  .دهدمقدار زیادي افزایش می

هاي عددي این موضوع را نتیجه مثالرد؛ ها نیز تاثیري همانند نقاط گوسی داانتخاب تعداد گره - 

هایی که بر روي دامنه مسئله و مرزهاي آن کند که در این مسائل با افزایش تعداد گرهمشخص می

مقدار خطاي حل به مقدار قابل یابد، افزایش می ، در اکثر موارد دقت جواب حاصلهاندتوزیع شده

هاي در نتیجه میزان تراکم گره یابد.افزایش می نیز زمان محاسباتکند ولی توجهی کاهش پیدا می
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  مورد استفاده، به مقدار دقتی که از جواب مسئله بعد از تحلیل مورد نیاز است بستگی دارد.

که به دلیـل   qو  Gشوند و در نتیجه پارامترهاي ها، شرایط مرزي اساسی حذف میگاهبا حذف تکیه -

از محاسـبات خـارج شـده و     ،شـوند ایب لاگرانژ ایجـاد مـی  ارضاي شرایط مرزي با استفاده از روش ضر

 شود.اي تبدیل میسیستم معادلات مجزاي نهایی به شکل ساده

  هادپیشنها -5-3

ها و سازي تركهاي بالایی براي مدلیافته گالرکین بدون المان قابلیتبا توجه به اینکه روش توسعه

بایست با برطرف کـردن  می ،انیک شکست داردها و به طور کلی تحلیل مسائل مکبررسی نحوه رشد آن

موجـود در جهـان    تـر ها، مسائل پیچیدهبهبود این روش یا ترکیب آن با دیگر روش هاي موجود ونقص

  لیل و ارزیابی قرار داد.حقیقی را مورد تح

  هاي آینده پیشنهادهایی ارائه شده است :در این قسمت براي پژوهش

که  ه استبعد پرداخته شد 2ر این پژوهش به تحلیل ترك در طور که ملاحظه گردید دهمان - 

  ها را مورد ارزیابی قرار داد.ترك ،بعدي 3در حالت  ،هاي آتیتوان در تحقیق می

 توان، حال اینکه میانداستاتیکی در نظر گرفته شدهها به صورت شبهدر این پژوهش ترك - 

ها هاي ناشی از آنوجود دارد و تاثیر تنش در اجسام حالتی که تغییرات دما دینامیکی یا هاي بارگذاري

  .را بر نحوه رشد ترك نیز بررسی کرد

هاي واحد و نحوه گسترش آن ها پرداخته شد. حال سازي تركدر پژوهش حاضر، به بررسی و مدل - 

 ها وگونه تركهاي چندگانه وجود دارند که بررسی ایناینکه در بسیاري از اجسام و قطعات، ترك

  هاي آینده باشد.تواند موضوعی براي پژوهشگذارند، میتاثیري که بر عملکرد یکدیگر می

  قرار داد. ها در اجسام را نیز مورد ارزیابیها از جمله حضور حفرهتوان تاثیر وجود دیگر ناپیوستگیمی - 
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توان با ه میه شده است کدر این پژوهش از روش گوسی به عنوان روش انتگرال گیري عددي استفاد -

  تري حاصل شود.ر و یا بهبود این روش سعی کرد تا نتایج دقیقتغیی

تـوان از روش  توان تغییر داد؛ به عنوان مثـال مـی  را نیز می روش به دست آوردن ضرایب شدت تنش -

crack closure integral  استفاده کرد.هاي ذکر شده در پژوهش حاضر یا دیگر روش  

ود تا با رفع تواند در جهت بهبود این روش انجام شهاي دیگر نیز میروشترکیب این روش با  - 

تر دست پیدا تر و کارامددلتاي کرونیکر بتوان به روشی قوي شرط هاي موجود مثل ارضا نشدن نقص

  کرد.

تواند در ها در اطراف نوك ترك و یا بدنه آن افزایش پیدا کنند نیز میهایی که مجموعه گرهحالت - 

ها و د. حال اینکه نحوه افزایش تعداد گرهنفزایش دقت جواب حاصل از تحلیل بسیار موثر باشجهت ا

بایست با انجام تحقیقاتی مشخص تر و تاثیرگذارتر هستند میهایی که براي این کار مناسبمحل

  شوند.

- فحهاي و کرنش صتنش صفحه تهایی از جمله حالهاي مورد بررسی در این پژوهش فرضدر مثال - 

ها را در توان این فرضاي براي ساده کردن مسائل در نظر گرفته شده است که در تحقیقات آتی می

  وجود دارند پرداخت.  در جهان حقیقی هایی که بیشترنظر نگرفت و به بررسی دیگر حالت

آن وارد  هـایی بـر جـداره   اند و از داخل ترك نیروها با موادي پر شدههایی که داخل آنتوان تركمی -

زنـد و افـزایش   شود نیز مورد بررسی قرار داد؛ به عنوان مثال زمانی که آب در داخل تـرك یـخ مـی   می

  کند.، فشار داخلی در ترك ایجاد میحجم ناشی از آن
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Abstract 

Cracking and fracture is very important issue in today's industrial world. During history, 

many disasters have been occurred including airplanes crash, buildings and bridges 

collapsing, getting off the trains from the rail and etc which is due to creation of cracks and 

their propagation under incoming loads and have been caused to creation of abundant 

financial and human health damages, disturbing a part of transportation system and many 

other problems. Therefore it is very essential to understanding the behavior of crack and 

predicting the process of it’s propagation for constructing the industrial components, 

underground structures and other tools and objects that are valuable for human. The branch 

of science which deals with analysis and study of these problems is called fracture 

mechanics. 

With the passage of time and advancement of science, human faces newer problems in 

real world everyday including fracture machanics problems with complex geometries which 

their analyzing and checking by using experimental and field works is very hard or 

impossible; So the need of using numerical computational methods with more precision is 

being felt. Extending the finite element method has been one of the most important 

developments in the field of numerical methods which has been used for a long time to 

analyze the engineering problems. Because of arbitrary paths that crack passes in each step 

of it’s propagation under mixed mode loading conditions, in conventional finite element 

method at each step of crack propagation, remeshing must be done to lead crack geometry 

matches with elements boundaries which is the main defect of this method. 

Now according to the existent limits in finite element method and other mesh-based 

methods for analyzing the problems like large deformations and cracks propagation, in this 

research the Extended Element Free Galerkin method (XEFG) has been used which is one 

of the global weak form meshfree methods. In the mentioned method, no element and no 

mesh have been used for defining the problem domain and approximation functions have 

been constructed just by using the set of uniform distributed nodes in the domain of the 

problem and on the boundaries. In this method, appropriate enrichment functions have been 

added to the approximation of standard element free galerkin method. In the mentioned 

method, the approximation of Moving Least Squares (MLS) has been used for constructing 

the shape functions and also the used weight function in the shape function has been the 

quartic spline. 
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The Level Set method has been used for modeling and showing the crack body and 

chasing the path of it’s tip. Also in this research the interaction integral or M integral has 

been used for calculating the stress intensity factors in pure and mixed modes. The path of 

crack propagation has been determined with using the maximum circumferential stress 

criterion in each step of crack propagation. 

By using the above method, the relevant code has been written in MATLAB® 

environment and also the numerical examples have been presented in two sections with the 

names of stationary cracks and propagation of cracks; in these examples by changing the 

different parameters such as the used set of nodes, their effect on the accuracy of obtained 

solution and it’s error rate has been shown. Finally the obtained results from stress intensity 

factors in pure and mixed modes and equivalent mode-I stress intensity factor have been 

compared with existent results in past researchers studies which this validation indicates the 

accuracy and precision of the written codes and generally the work has been done in this 

research. 

Keywords : interaction integral, stress intensity factors, crack propagation, 

Extended Element Free Galerkin method, meshfree method 
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