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بينيهاي بي حاصل آلوده شويد و نه  اي كه هستيد نه اجازه بدهيد كه به بد در هر حرفه... 

آيد، شما را به ياس و  ميبگذاريد كه بعضي لحضات تاسف بار، كه براي هر ملتي پيش 

نخست از . يتان زندگي كنيدها در آرامش حاكم بر آزمايشگاهها و كتابخانه. نااميدي بكشاند

رويد،  سپس همچنان كه پيشتر مي »م؟ا هبراي يادگيري و خود آموزي چه كرد«خود بپرسيد 

و اين پرسش را آنقدر تكرار كنيد تا با اين  »م؟ا همن براي كشورم، چه كرد«بپرسيد 

هيجان انگيز برسيد كه شايد سهم كوچكي در پيشرفت و اعتلاي احساس شاد بخش و 

اما هر پاداشي كه زندگي به تلاشهايمان بدهد يا ندهد هنگامي كه به . يدا هبشريت داشت

شويم هر كدام مان بايد حق آن را داشته باشيم كه با  پايان تلاشهايمان نزديك مي

  ».ما هام دادم انجا همن آنچه در توان داشت«صداي بلند بگوييم 
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 تقديم به 

 رهروان علم و دانش

.كنند ميو آنهايي كه با وجود مشكلات فراوان در ميدان علم و دانش با دشمن جهل نبرد   

 



 و 

 

        �8ردا�8�7ردا�8�7ردا�8�7ردا�7
S.�ی� �Q �R Kد ا�OPد و  2M�Nاز و 2Mود�F �GHI 9'J� ! K �L رو� داAB'CDE، ?�� <:�ن =>;:�9 

  .� را_^$د� او [�ر \ اY]�م XY'ا�W ر��VP ا�Uرت
5abc و deا! ،fgh ار�Qوا ،ijk l از m no de�:p از qr ،st ی�ن�u �vد � ا�OPا ��wxر�] �

  .ز ���� اABار�;:�م �:�ب {|� د}%$ 2yzو 
�����ار� P ،ت ��0'� دار���V� no ��� K ن�wا��ص �.�م از ا� ���N �N ا�� ���  ��� و از ��او��'�

  .�Uن را � £$ �HI ، ¡¢2M و �'e:�?�ن دا�E ! ا�v ��ز و �'م ���Oام ��ارد
A¤¥¦;§ ل© �� K �ª]'« ��¬­ ر� ­¯:�س�° رde�¹ �'د را ! ا¸·¶�د� از �µ²،  st´��³ از ±²

  .، ©ل �8ردا�N �.4 \ �7 {ی�دا¾[�½¼� �'د را ! ا�v «و�º ا�از 



 ز 

 

  تعهد نامه

دانشجوي كارشناسي ارشد دانشكدة عمران و معماري دانشگاه صنعتي  احمد گنجعلي اينجانب

تخمين خطا و حل تطبيقي سازه هاي دو بعدي در اجزاي ا عنوان شاهرود، نويسنده پايان نامه ب

  .راهنمايي دكتر بهروز حسني متهد مي شوم تحت محدود و تحليل ايزوژئومتريك

تحقيقات در اين پايان نامه توسط اينجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار  •

 .است

 .ع مورد استفاده استناد شده استدر استفاده از نتايج پژوهشهاي محققان ديگر به مرج •

مطالب مندرج در پايان نامه تاكنون توسط خود يا فرد ديگري براي دريافت هيچ مدرك يا  •

 .امتيازي در هيچ جا ارائه نشده است

كليه حقوق معنوي اين اثر متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي باشد و مقالات مستخرج با  •

به چاپ خواهد  (Shahrood University of Technology) و يا) دانشگاه صنعتي شاهرود(نام 

 .رسيد

اند در  حقوق معنوي تمام افرادي كه در به دست آمدن نتايج اصلي پايان نامه تاثير گذار بوده •

 .مقالات مستخرج از پايان نامه رعايت مي گردد

استفاده ) بافتهاي آنهايا (در كليه مراحل انجام اين پايان نامه، در مواردي كه از موجود زنده  •

 .شده است ضوابط و اصول اخلاقي رعايت شده است

در كليه مراحل انجام اين پايان نامه، در مواردي كه به حوزه اطلاعات شخصي افراد دسترسي  •

 .يافته يا استفاده شده است اصل رازداري، ضوابط و اصول اخلاقي انساني رعايت شده است

  

  امضاي دانشجو

 مالكيت نتايج و حق نشر

  

مقالات مستخرج، كتاب، برنامه هاي رايانه اي، (كليه حقوق معنوي اين اثر و محصولات آن  •

اين . متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي باشد) نرم افزاها و تجهيزات ساخته شده است

 .مطلب بايد به نحو مقتضي در توليدات علمي مربوطه ذكر شود

 .و نتايج موجود در پايان نامه بدون ذكر مرجع مجاز نمي باشد استفاده از اطلاعات •

 :تاريخ



 ح 

 

  :چكيده

در اين پايان نامه به بررسي و معرفي روشهاي تخمين خطا و حل تطبيقي در اجزاي محدود و 

محدود، به در روش اجزاي . همچنين اصول به كار رفته در روش ايزوژئومتريك پرداخته شده است

پرداخته شده است كه قادر به تحليل مسائل دو بعدي به كمك  به زبان فرترن تهيه برنامه كامپيوتري

جهت تخمين خطاي تحليل اجزاي محدود از روش بازيافت  .تخمين خطا و حل تطبيقي مي باشد

بندي همچنين حل تطبيقي با المان . استفاده شده است )SPR( تنش بر مبناي نقاط فوق همگرا

با مقايسه نتايج بدست  .پذيرفته استدوباره در هر مرحله جهت بهبود شبكه اجزاي محدود صورت 

با حل  Ansysنرم افزار و  اين برنامهآمده براي فاكتور شدت تنش صفحة تركدار تحت كشش حاصل از 

ن نتايج نشا. در برآورد خطاي اجزاي محدود و حل تطبيقي بررسي شدتئوري، صحت و دقت آن 

تخمين خطا و روش از كارايي كاملا رضايت بخشي برخوردار است و علاوه بر آن دهد كه اين برنامه  مي

و  بيشترداراي دقت ، Ansysنرم افزار  به كار رفته در آن نسبت به روش مورد استفاده در حل تطبيقي

دان تنش يهبود مجهت ب همچنين در اين پايان نامه به تشريح روشي ابداعي .باشد مي كمتريهزينه 

ن يتخم اين. شده استموجود در آن پرداخته  ين خطايك و تخميزوژئومتريبدست آمده از روش ا

با ن روش، يدر ا .رديگ يافت تنش قرار ميبر باز يمبتن يبرآورد خطا يروشها تةدر دس خطا، كننده

 سطحيك  در هر ناحيه، دان تنشيمهاي  همگرا، براي تابع مقادير هريك از مؤلفه استفاده از نقاط فوق

كنيم كه در  ي استفاده ميتوابع شكل نربز همان از به منظور تعريف اين سطح. شود يم ي ساختهفرض

از مقايسه نرم خطاي انرژي  .شوند روش ايزوژئومتريك براي تقريب زدن تابع جابجايي به كار گرفته مي

نده خطاي پيشنهادي از كارايي شود كه تخمين كن دقيق و نرم خطاي انرژي تقريبي، مشاهده مي

  .مناسبي جهت برآورد خطاي موجود در تحليل مسائل به روش ايزوژئومتريك برخوردار است

تخمين خطا، حل تطبيقي، فاكتور شدت تنش، تحليل ايزوژئومتريك، اجزاي محدود،  :كلمات كليدي

  بازيافت تنش
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                                                                                                                       مقدمه -1-1

با پيچيده تر شـدن  . شوند مي، مسائل مهندسي نيز روز به روز پيچيده تر همگام با رشد علوم و فناوري

فـزون جوامـع   حليلي ديگر جوابگوي نيازهاي روز ازوم حل سريعتر و دقيق تر آنها، روشهاي تمسائل ول

با چنين نگرشي، محققان همواره سعي كردند در كنار توسعه مباني علوم، روشهاي عـددي را  . نيستند

               .نيز توسعه بخشند

تـوان بـه روش    مياز مهمترين اينها . توسط محققين ابداع گشته استدراين مسير، روشهاي متعددي 

 و همچنـين روش   روش المانهاي مـرزي  ،محدود، روش اجزاي محدود، روش احجام محدودتفاضلهاي 

روشها مـوارد كـاربرد   هر كدام از اين . اشاره كردجديد ترين روش ها است،  ةايزوژئومتريك كه از جمل

      .خاص خود را دارند وهنوز هم محققان درصدد رشد و توسعه اين روشها و ابداع روشهاي جديد هستند

ي هـا  ي است كه كاربرد فراواني در حـل مسـائل بسـياري از رشـته    يروش اجزاي محدود يكي از روشها

ي توسعه اين روش را بايد در اوائـل دهـه   ها ريشه. مسائل مكانيك جامدات دارد مهندسي وبه خصوص

كورانت معادلـه پواسـون پـيچش را توسـط آنچـه امـروز        1943در سال . ميلادي جستجو كرد 1940

روشهاي اجـزاي  . شود، حل كرد، اما كارهاي وي مدتها ناشناخته ماند مياي مثلثي خطي ناميده المانه

، 1960در سال . دارد 1957در سال محدود به شكل امروزي آن، ريشه در كارهاي ترنر و همكاران وي 

 يا هپـار ين روش براي حل معادلات ديفرانسيل ا كاربرد ؛ وكلاف نام اجزاي محدود را بر اين روش نهاد

  .]1[شد پيشنهاد و چونگ زينكويچتوسط  1965درسال 

و هنـوز روشـها و تكنيكهـاي     ندا هتاكنون مقالات وكتابهاي فراواني در زمينه اجزاي محدود نوشته شد

اما از همان آغاز مدل سازي رخدادهاي فيزيكي توسط كامپيوتر شوند؛  ميجديدي در اين زمينه مطرح 

؛ عددي درمحاسبات منشأ اصلي نگراني بوده اسـت  خطاهايو شكل گيري مباني اجزاي محدود وجود 

و تبديل آن به يك مسأ لـه كـامپيوتري قابـل مـديريت،      پيوستهزيرا در فرايند جزء بندي يك محيط 

ي يـا معـادلات   ا هود در مدل را كه بوسيله معـادلات ديفرانسـيل پـار   عات موجتوان تمام اطلا مييقينا ن
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  .انتگرالي مشخص و توصيف شده است، در بر گرفت

  خطاي تقريبي در چنين شبيه سازيهايي چقدر است؟  

 كـم  مقـدارآنرا كرد وبطور موثر و قابل توجه  خطا را اندازه گرفت، كنترل كه بتوان چگونه ممكن است

  كرد؟

سوالاتي اسـت كـه از آغـاز بكـارگيري روشـهاي عـددي در مسـائل مختلـف علـوم و مهندسـي،           اينها 

   .را با خود روبرو كرده است ها متخصصان اين  رشته

وراه براي تحقيقـات بعـدي آسـانتر     ،شود پاسخ دادهاين سوالات  بهاين تحقيق  در پايان است كه اميد

  .شده باشد
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                                                                                                                     روش اجزاي محدود - 1-2

يا تغييرشكل كه معادلات  تنش روش كلاسيك تحليل يك محيط پيوسته بدين قرار است كه يك تابع

ر هر نقطه از محيط پيوسته شامل ي را دركرنش، و شرايط سازگا ـ، روابط تنشتعادلديفرانسيل 

ي ها قيدهاي معمولا پيچيده، تعداد حل توجه به با. شود ميشرايط مرزي برآورده سازد، تعيين 

ي كلاسيك به ها به علاوه اكثر نتايج بدست آمده از روش. باشد ميكلاسيك موجود، بسيارمحدود 

جمله اول آنها به كار گرفته  بات علمي فقط چندباشد كه در محاس ميصورت سريهاي نا متناهي 

توان  ميدر صورت عدم تعيين يك تابع صريح، . شود كه نتيجه آن ايجاد يك تقريب در نتايج است مي

حل نمود، ليكن اين روش نيز ايراداتي 1معادله ديفرانسيل تعادل را به كمك روش تفاوتهاي محدود

 . ]2[ستا ها آمده از جمله آندارد كه عدم ارضاء شرايط مرزي و عدم دقت در نتايج بدست 

روش تقريبي ديگري كه امروزه به عنوان يك ابزار قوي براي حل عددي محدوده وسيعي از مسائل 

به اجزاي  پيوستهدر روش اجزاي محدود، محيط . باشد مي 2هندسي است، روش اجزاي محدود

اين عمل را جزء بندي . گردد ميشود، تقسيم  ميناميده ) جزء محدود(هندسي ساده وكوچكتري كه 

تغيير مكان، مشخصات مصالح وتنشهاي داخلي  4سپس با انتخاب يك تابع شكل. گويند مي 3كردن

با توجه به ترتيب . گردد ميجزاء تعريف ي هر يك از اين اها برحسب تغيير مكانهاي مجهول گره

كردن نيروهاي خارجي  منظورقرارگيري اجزاء در كنار يكديگر، معادلات آنها بر هم سوار شده و با 

اين معادلات نيروهاي . آيد ميل كل سيستم بدست ددرمحل گرها، معادلات تعا گاهيه وشرايط تكي

دهند و ثابتهاي آنها مشخصات هندسي و الاستيك اجزاي  ميگرهي را به تغيير مكانهاي گرهي ربط 

از آنها تنشهاي داخلي محاسبه با حل اين معادلات تغيير مكانهاي گرهي و با استفاده . باشد ميمحدود 

  .  ]2[شوند مي

                                                 
 
1
 Finite difference  

2 Finite Element  
3 Discretizing  
4 Shape Function  
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با توجه به اينكه استفاده از تكنيكهاي تابع تغيير شكل متداول است، در ادامه به شرح روابط حاكم بر 

 .]2[پردازيم ميمعادله ديفرانسيل مربوط به يك مسئله الاستيسيته خطي 

)1 -1(      on Ω      0
TLu b S DSu b+ ≡ + =  

)1 -2(  uon Γ                        u u=   

)1 -3(  ton Γ  GDSu t t= =  

)1 -4(    u tΓ Γ = ΓU  

  

. باشد ميماتريس الاستيسيته  Dسيل كرنش و نعملگر ديفرا Sمعرف عملگر ديفرانسيل خطي،  Lكه 

با استفاده از ) u(معمولا جواب دقيق مسئله ) روش متكي بر تغيير مكانها(در روش اجزاي محدود 

  . ودش ميروش گالركين به كمك روابط زير تقريب زده 

)1 -5(  hu u N u≈   ميدان تغيير مكان  =

  :در رابطه بالا

u= واب دقيق مسئلهج  

hu= جواب تقريبي مسئله يا جواب ناشي از حل اجزاي محدود  

N= توابع شكل  

u= تغيير مكانهاي گرهي شبكه جزء بندي شده  

  .كرنش به صورت زير خواهد بود -تغيير مكان و تنش -براي هر جزء انتخابي، روابط كرنش

)1 -6(  h hSu SN u B uε = =   ميدان كرنش  =

)1 -7(  h hD DBuσ ε=   ميدان تنش  =

  :در روابط فوق 

hε= كرنش ناشي از حل اجزاي محدود  

hσ= تنش ناشي از حل اجزاي محدود  
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B= غيير مكان، كه به ماتريس ت -ماتريس كرنشB معروف است.  

با استفاده از اصل كار مجازي، سختي و بارهاي گرهي معادل براي هر كدام از اجزاء انتخابي طبق 

  . آيد ميروابط زير بدست 

)1 -8(  0K u f−   ار مجازيكاصل   =

  

)1 -9(  T
K B DB d

Ω
= Ω∫  ماتريس سختي  

)1 -10(  T T
f N b d N t d

Ω Γ
= Ω + Γ∫   بردار بارهاي گرهي معادل  ∫

  :در روابط فوق 

b=نيروي حجمي اجزاء    

t=نيروي سطحي اجزاء  

با حل چند  fكه پس از سوار كردن ماتريس سختي كليه المانها و همچنين تشكيل بردار گرهي 

و همچنين تنش ناشي از حل اجزاي محدود از  شوند ميمحاسبه hu و uمقادير معادله چند مجهول 

  :آيد  ميرابطه زير بدست 

)1 -11(  
h DBuσ =  

براي خيلي از انواع اجزاي محدود، انتگرال گيري صريح براي تعيين ماتريس سختي و بارهاي گرهي 

ي انتگرال گيري عددي ها شود كه از تكنيك ميدر چنين مواقعي لازم . معادل امكان پذير نيست

  .باشد ميرال گيري عددي گاوس ناسب ترين روشها، روش انتگيكي از دقيق ترين و م. استفاده شود

)1 -12(  

1 1

( , ) ( , ). ( , )
n n

j k j k j k

k j

f x y dxdy R R f Jξ η ξ η
= =

=∑∑∫∫  

) 2براي نقطه انتگرال گيري 1ضرايب وزنيkRوjRكه در آن  , )j kξ η باشد مي.  

                                                 
1
Weighting factor   

2 Integration Point  
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     در روش اجزاي محدود ها خطا -1-3

با توجه به آنچه در قسمت قبل آمد، منابع . محدود يك روش تقريبي استواضح است كه روش اجزاي 

 :]3[توان به سه گروه عمده تقسيم كرد  ميطا در روش اجراي محدود را خ

كه درحالت كلي  شود مياين خطا از آنجا ناشي  : خطاي ناشي از تقريب زدن دامنه حل مسأله -1

براي مثال، يك صفحه . نظر به طور كامل پوشانيدد توان دامنه حل مسأله را با المانهاي مور مين

توان با المانهاي مثلثي خطي به طور كامل مدل نمود، هر چند اين كار با  ميي شكل را هيچگاه نا هداير

  . هر دقت دلخواه با ريز تر كردن شبكه المان بندي امكان پذير است

بستگي به سخت افزار و نرم افزار مورد  ها اين گروه از خطا :خطاي ناشي از گرد كردن اعداد  - 2

شود،  ميارقام يك عدد در رايانه ذخيره  از آنجا كه تعداد محدودي از. حاسبات داردماستفاده براي 

به  استفاده از اين عدد در محاسبات باعث ايجاد خطا خواهد شد و به علت اينكه محاسبات معمولا

ست، اين موضوع باعث گسترش خطا در تمامي حل صورت زنجيروار به نتايج مراحل قبل وابسته ا

را  ها بر خلاف ساير انواع خطاها، ريز تر نمودن شبكه المان بندي معمولا اين گروه از خطا. گردد  مي

به صورت سخت افزاري و يا نرم افزاري تعداد براي كاهش اين گروه از خطاها، بايد . كند ميتشديد 

شود، افزايش داد كه اين كار با افزايش حافظه مورد نياز  مينگهداري  ارقامي از يك عدد را كه در رايانه

  .و همچنين بالا رفتن زمان حل همراه است

اين گروه از خطاها، عمده ترين منبع خطا در روش اجزاي  :خطاي ناشي از گسسته سازي  - 3

اين گروه ازخطاها . باشد ميمحدود بوده و ناشي از تقريب زدن ميدان جابجايي به وسيله توابع شكل 

  .يابد ميكاهش  ،با ريزتر كردن شبكه المان بندي و بالا بردن درجه توابع شكل مورد استفاده زني

سه گروه خطا در حل عددي معادله ديفرانسيل و براي مثال در معادلات الاستيسيته در بدست اين 

  . شود ميهر گره وارد  uآوردن مقدار جابجايي 

گسسته تحقيق به عنوان خطا مورد بحث قرار خواهد گرفت، خطاي ناشي از  آنچه از اين پس در اين
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است و بنابراين همواره فرض بر آن خواهد بود كه دامنه حل به طور كامل توسط المانهاي مورد سازي 

  .گيرد مياستفاده پوشيده شده و محاسبات نيز به صورت كاملا دقيق انجام 

  در اجزاي محدود آناليز تطبيقيخطا و پيشينه علمي برآورد  -1-4

وسط تيي است كه ها يي كه در آن يك روش عمومي از تخمين خطا بيان شد، مقالهها از اولين مقاله

  .نوشته شده است 1910در سال 1ريچاردسون

كند كه خطا در هر طرحي از تفاوت  مياردسون در تخمين خطا از اين حقيقت پيروي اصولا روش ريچ

 .]4[بستگي دارد) يا امروزه اندازه جزء محدود(ي مورد استفاده ها اندازه مشمحدود معمولا به 

روش آنها بر اين  .آغاز شد 3و رينبولت 2توسط بابوشكا و 1978ين خطا در سال كار اصلي در تخم

اساس بود، كه دقت باقيمانده را در يك گروه از المانها و يا يك المان تنها مورد بررسي قرار داده وبه 

  .]4[توانستند خطا را تخمين بزنند ميكمك آن 

معمولا كيفيت ودرستي روشهاي تخمين خطا به وسيله مقايسه بين معيار خاصي از خطاي واقعي و 

البته امكان محاسبه خطاي دقيق براي يك سري مسائل خاص كه . گردد مي خطاي تقريبي بررسي

در اين راستا، نسبت خطاي تقريبي به خطاي واقعي . حل دقيق آنها در دسترس است، وجود دارد

  .]5[ارائه شد 1981كه اين نسبت اولين بار توسط بابوشكا در سال  شود ميناميده  4شاخص تأثير

  .گردد كه شاخص تأ ثير واحد گردد ميا هنگامي بر حل دقيق منطبق حل جديد روشهاي تعيين خط

در . در ليسبون برگزار شد ها يك كنفرانس مهمي پيرامون اصلاح وفقي و تخمين خطا 1984در سال 

ارائه شدكه يكي ازاين پيشرفتها روش  ها اين كنفرانس پيشرفتهاي جديدي در زمينه برآوردكننده

ارائه شد وبراي بسياري از مسائل فيزيك و مكانيك قابل  5روش فوق توسط دمكوويز. المان بازيافت بود

                                                 
1 L.F. Richardson 
2 I. Babǔska  
3C. Rheinboldt  
4 Effectivity Index  
5 Demkowicz  
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ارائه  گرديد كه منظور اصلي آنها ارائه روش  2و وزر 1نكو سرانجام روند مشابهي توسط باجرا بود 

 .آناليز رياضي بر مسائل بيضوي دو بعدي بود

اي با توزيع يكنواخت معيار  براي اولين بار شبكه المان بهينه را شبكه 1986نش در بابوشكا و همكارا

از اين پس اين تعريف در همة . ]6[براي مسائل يك بعدي تعريف كردندروي كل دامنه، 3خطاي انرژي

  . روشهاي آناليز تطبيقي مورد استفاده قرار گرفت

در همان سال روش و . بازيافت تنشها را در برآورد خطا ابداع كردند و زو روش زينكويچ 1987در سال 

ي براي تخمين خطاي كلي و محلي در حل المانهاي محدود و شكلي ساده از آناليز تطبيقي به ا هساد

  .]7[را ابداع كردند hروش 

براي ي با تقريب خطا در مسائل خمش صفحه، روشي را ا هو زو طي مقال زينكويچ 1989در سال 

شد بر مبناي آناليز تطبيقي ارائه  ميصلاح المان بندي مثلثي كه طي آن بعد المانها ريزتر ا

 1992قيقات زيادي در آناليز تطبيقي، انجام دادند و در سال از اين پس اين دو محقق تح .]8[كردند

را در برآورد خطاي حل المانهاي محدود وآناليز تطبيقي، طي دو مقاله معروف ارائه  SPR  4روش

  .]10و 9[كردند 

در برآورد خطا را با اضافه كردن قيود تعادل اصلاح  ها ادن و همكارانش روش مانده 1993در 

  .]11[كردند

و اوليور يك روش كلي در بهبود خطا در حل مسائل دو بعدي سازي شكل با  5بوگدا 1993در سال 

  .]12[استفاده از آناليز تطبيقي ارائه كردند

روش قدرتمند ديگري در برآورد خطا ارائه كردند كه نسبت به روشهاي  زينكويچبرومند و  1997در 

اكثر مسائل به ويژه مسائل اين روش قابل استفاده در . ]14و13[قبلي داراي هيچ محدوديتي نبود

                                                 
1 Bank  
2 Weiser  
٣ Energy error norm  
4 Superconvergent Pach Recovery  
5 Bugeda 
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  .آيد ميپلاستيك است كه اين ويژگي يك مزيت مهم به شمار 

  هدف و تشريح مسأله در اين تحقيق -1-5

اجزاي محدود گستردگي زيادي در علوم  هاي عددي به ويژه روشبا توجه به اينكه در عصر حاضر روش

آيد، اعتماد كرد،  ميكه از آن بدست  نتايجيمختلف و صنعت پيدا كرده است، در صورتي كه نتوان به 

شود وباعث  ميصحت تمام كارهايي كه از اجزاي محدود در آنها استفاده شده است با مشكل مواجه 

از اينرو در كنار فراگيري علم اجزاي محدود پرداختن به روشهايي كه به   ؛گردد گمي مي در ترديد و سر

  .رسد ميكمك آنها بتوان خطاي موجود را تخمين زد ونيز ميزان آنرا كاهش داد ضروري به نظر 

  .پژوهش شكل گرفته در قالب اين پايان نامه از دو بخش كلي زير تشكيل شده است

سعي شده است تا خواننده را با انواع روشهاي برآورد خطا آشنا سازد و همچنين در بخش اول، 

در نهايت با انتخاب روشي مناسب در چگونگي حل تطبيقي در روش اجزاي محدود را بيان كند و 

تخمين خطا و بهبود شبكه اجزاي محدود، به تهيه يك برنامه كامپيوتري جهت تحليل مسائل دو 

صحت و دقت نتايج بدست آمده از اين برنامه كامپيوتري به . داخته شده استبعدي الاستيسيته پر

. بررسي شده است Ansysوسيله مقايسه آن با نتايج حاصل از تحليل تئوري و نرم افزار تجاري 

. باشد مسئله مورد استفاده جهت اين مقايسه، تعيين فاكتور شدت تنش صفحة تركدار تحت كشش مي

فاكتورشدت تنش به صورت يك معادله تبيين اين جهت مورد تاكيد است كه اهميت نتايج نيز از 

رياضي براي تركي دلخواه در يك سازه پيچيده و تحت بارگذاري دلخواه، مشكل وگاهي غير ممكن 

  .باشد است؛ لذا استفاده از يك روش عددي با قابليت اطمينان بالا درحل اينگونه مسائل الزامي مي

به  خلاصه اصول به كار گرفته شده در تحليل ايزوژئومتريك بيان شده است و در بخش دوم، به طور

تشريح يك روش ابداعي جهت بهبود ميدان تنش بدست آمده از روش ايزوژئومتريك و تخمين خطاي 

روش تخمين كننده خطايي كه به آن اشاره خواهد شد در دستة . شود ميموجود در آن پرداخته 

از مقايسه نرم خطاي انرژي  .گيرد قرار مي) گراديان(ني بر بازيافت تنش روشهاي برآورد خطا، مبت
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دقيق و نرم خطاي انرژي تقريبي براي دو مسئله نمونه معروف كه معمولا جهت بررسي كارايي 

شود كه تخمين كننده خطاي پيشنهادي از كارايي  روند، مشاهده مي ميي خطا به كار ها برآوردكننده

   .خطاي موجود در تحليل مسائل به روش ايزوژئومتريك برخوردار استمناسبي جهت برآورد 
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  مقدمه - 2-1

گيرند كه از  ميقرار  2وپيشرونده 1ي خطا در دو دسته پسروندهها از نظر يك تقسيم بندي برآورد كننده

ي بسيار مهم در كاربرد روش اجزاي ها بين آنها موضوع برآورد پسرونده خطا به صورت يكي از جنبه

در اين نوع برآورد، پس از هر بار حل مسأله با روش اجزاي محدود، با استفاده . محدود، در آمده است

در صورتي كه برآورد پيشرونده خطا، اطلاعاتي درباره . شود مياز مقادير محاسبه شده، خطا برآورد 

همچنين اطلاعاتي اجمالي درباره رفتار خطا، مادامي . دهد ميي مختلف ارائه ها همگرايي وپايداري حل

دهد اما هيچ اطلاعات كمي درباره مقدار خطا در يك  ميكند، ارائه  ميي شبكه تغيير ها كه متغير

  .]15[كند ميمسئله خاص ارائه ن

  :گيرند  ميدر تقسيم بندي مشابه روشهاي تخمين خطا در دو گروه عمده زير قرار 

ي خطا قبل از حل مسأله، بر اساس خواص حل دقيق آن ها گروه از برآورد كننده اين: استقرايي -1

حالتي كه ابعاد المانهاي به كار رفته (مانند هموار بودن و غيره، اطلاعاتي در مورد نرخ حدي همگرايي 

ي ها به لحاظ كاربرد محدود، اين گروه از برآورد كننده. آورند ميفراهم ) كند ميبه سمت صفر ميل 

  .شوند ميخطا بيشتر در تحقيقات تئوري به كار برده 

ي خطا، با استفاده از نتايج يك حل اجزاء محدود و با ها اين گروه از برآوردكننده: استنتاجي - 2

. دهند مياستفاده از فرضيات اوليه، تخميني از توزيع خطاي يك كميت در دامنه حل مسأله ارائه 

كنند، از  ي در كاربردهاي عملي مهندسي ايفا ميا هروزه نقش عمدي خطاي استنتاجي امها برآوردكننده

  . ي خطا مورد توجه قرار گرفته استها اين رو در اين تحقيق تنها اين گروه از برآوردكننده

اولين اينها تخمين خطا بر اساس . خطا به روش استنتاجي، دو رويكرد عمده وجود دارددر برآورد 

و دومين كه امروزه تأكيد بر استفاده از آن    . باشد ميروشهاي باقيمانده است كه از ادامه كار بابوشكا 

                                                 
1 posteriori estimation of error 
2 priori estimation of error 
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پيشتاز  2اٌدن است، كه در اين زمينه انس ورس و 1ي خود تعادليها باشد، استفاده از روشها، با وصله مي

  .]4[گيرند نيز در اين دسته قرار مي) گراديان(روشهاي برآورد خطا مبتني بر بازيافت تنش . باشند مي

  .پروازيم ميدر ادامه اين فصل به شرح و توضيح اين دو رويكرد 

  ها روشهاي برآورد خطا مبتني بر محاسبه مانده -2-2

ديفرانسيل با حل دقيق آن متفاوت است، واضح است كه از آنجا كه حل اجزاي محدود يك معادله 

همچنين در يك حل اجزاي . نمايد ميحل اجزاي محدود، معادله ديفرانسيل را به طور كامل ارضا ن

باشد و ميدان  ميداراي پيوستگي درلبه المانها ) u(اصلي معادله  متغيرمحدود، اصولا تنها ميدان 

در اينجا . اين موضوع، اساس تخمين خطا در اين دسته از روشها است. است گسسته )σ(گراديان آن، 

با قرار دادن حل حاصل از روش اجزاي محدود در معادله ديفرانسيل اوليه و محاسبه مانده آن و نيز 

  . آيد ميدود به دست ديان در لبه المانها، تخميني از خطاي حل اجزاي محمحاسبه پرش ميدان گرا

اين روش ونيز ايده . اين روش نخستين تلاش براي محاسبه خطا در روش اجزاي محدود بوده است

  .]1[توسط بابوشكا و رينبولت مطرح شد 1978تعيين خطاها در روش اجزاي محدود اولين بار در سال 

 :]2[پردازيم ميدر ادامه به شرح مختصري از اين روش 

ديفرانسيل حاكم بر يك مسئله الاستيسيته با شرايط مرزي معلوم به صورت زير فرض كنيد معادله 

 است

  

)2 -1(  in  Ω  0LU P+ =  

  in   Γ  0 0 0L U P+ =  

  .مرز است Γكل ناحيه و  Ωمنظور از . ميدان جابجايي است Uاپراتورهاي خطي و  Lو0Lكه در آن 

بدست  �Uتوان يك ميدان جابجايي پيشنهادي  مياكنون با استفاده از روشهايي مثل روش گالركين 

                                                 
1 self-equilibrating patches 
2 Ainsworth and Oden 
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قرار داده شود، طرف دوم اين معادله به علت ) 1-2(اگر اين ميدان جابجايي تقريبي در معادله . آورد

  .دهند نمايش مي rگويند وآن را با  مياين مقدار را مانده . وجود خطاي گسسته سازي صفر نخواهد شد

)2 -2(  �r LU P= +  

توان مقدار خطا را براي  ميبنابراين . با استفاده از اين رابطه مقدار خطا در هر نقطه قابل محاسبه است

  هر المان با انتگرال گيري روي المان به صورت زير محاسبه نمود 

)2 -3(  2 2

e

ie r d
Ω

= Ω∫  

البته مقدار خطايي كه از رابطه فوق به . ام است iسطح المان  eΩشاخص خطا و  ieكه در اين رابطه 

  . آيد قسمتي از خطاي كل المان است ميدست 

مطرح باشد، پيوستگي در تغيير مكان وجود دارد ولي در  0Cاگر يك مسئله الاستيسيته از نوع 

وجود ندارد واين بدان معني است كه تنشها در مرز المان با تنشهاي مشتق و يا شيب آن پيوستگي 

  .دهد مياين موضوع را نشان  1-2شكل . مرزي المان مجاور خود تفاوت دارند

  

  

  عدم پيوستگي شيب در مرز المان 1- 2شكل 

  گردد ميبا توجه به مطالب فوق شاخص خطا به صورت زير اصلاح 

)2 -4(  2 2 2

1 2e c r d c J d
Ω Γ

= Ω + Γ∫ ∫  

براي يك المان تنها در حالت . مرز بين كل المانهاست Γمقدار پرش در مرز المانها و  Jدر رابطه فوق 

  .شوند مياين ضرايب به صورت زير محاسبه . محاسبه شده است 2cو  1cدو بعدي ضرايب 
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)2 -5(  2

1 224

h
c

pκ
=  

  
2
24

h
c

pκ
=  

ضريبي است كه بستگي به معادله  κدرجه يا توان توابع شكل و  pاندازه المان،  hدر اين روابط 

به صورت زير بدست آمده  κمثلا براي مسائل تنش وكرنش مستوي ضريب . ديفرانسيل حاكم دارد

  .است

)2 -6(  
1

E
κ

ν
=

−
  

بنابراين مقدار خطا براي هر المان به صورت زير محاسبه   . ضريب پواسون است νمدول يانگ و  Eكه 

  .گردد مي

)2 -7(  
2

2 2 2

224 24
i i

i

r

h h
e r d J d

p pκ κΩ

= Ω+ Γ∫ ∫  

  بادر نتيجه خطا روي كل محيط برابر است 

)2 -8(  2 2

1

m

itotal
i

e e
=

=∑  

  .تعداد كل المانهاست mدر رابطه بالا 

 از دانشگاه 1بابوشكا همراه با يك تيم تحقيقاتي به سرپرستي پروفسور استروبوليس كهدر تحقيقاتي 

ي بين روشهاي تخمين خطا ا هتوان مقايس ميتگزاس، انجام دادند، روشي ابداع شد كه به كمك آن 

اين روش آزمون وصله بابوشكا نام گرفت و بر اساس آن پي برده شد كه روشهاي بازيافتي . دادانجام 

لذا در اين تحقيق . ]4[باشند ميي از دقت و همگرايي بهتري برخوردار ا هدر مقايسه با روشهاي باقيماند

  .شود ميصرف نظر  ها از بررسي بيشتر اين دسته از برآورد كننده

                                                 
1 Strouboulis 
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  )گراديان(خطا مبتني بر بازيافت تنش  روشهاي برآورد -2-3

پس از حل معادله ديفرانسيل الاستيسيته توسط روش اجزاي محدود وبه دست آوردن مقادير 

، ها در گره) گراديان ميدان(جابجايي در هر گره، در صورتي كه به دست آوردن مقادير دقيق تنش 

ي بازيافت ها د، در آن صورت بايد از روشروي مرز المانها و يا هر جاي ديگر از دامنه مورد نظر باش

باشد، تنها تابع جابجايي در  0Cزيرا اگر مسألة تغييراتي، از درجات پايين، مانند . تنش استفاده نمود

نقاط گرهي و مرز المانها پيوسته بوده و تنش يا گراديان ميدان در آن نقاط گسسته و همراه با پرش 

براي مثال در هر گره كه چهار المان مربعي شكل به آن متصل باشد، فقط يك مقدار  .باشد مي

به وسيلة اجزاي محدود موجود بوده، ولي براي مشتق اول و  جابجايي پس از حل معادلة ديفرانسيل

تنش، به دليل ناپيوسته بودن شيب در آن گره، از هر المان متصل به گره مذكور مقداري متفاوت، 

اين موضوع براي كلية مرزهاي . چهار مقدار مختلف براي آن گره وجود خواهد داشت مجموع يعني در

زيرا قاعدتا بايد فقط . توان به اهميت بحث بازيافت تنش پي برد مي از اينجا. باشد ميانها نيز صادق الم

يك مقدارمشخص، نزديك به حل دقيق، براي مشتق اول يا تنش در هر گره موجود باشدكه به دست 

آوردن اين مقدار، با استفاده از عمليات تكميلي بازيافت تنش به روي نتايج حاصل از حل روش اجزاي 

  . خود شامل روشهاي مختلفي است باشد، كه ميمحدود مقدور 

به طور كلي بازيافت تنش روشي به منظور بالا بردن دقت، وپيوسته و هموار نمودن ميدان تنش يا 

در اين روش با استفاده از حل روش اجزاي . گراديان ميدان به دست آمده از حل اجزاي محدود است

يا در نقاط دلخواه روي دامنه محاسبه محدود، يك جواب نزديك به حل دقيق يا تحليلي در هر گره 

  .شده كه دقت بالاتري نسبت به حل اولية اجزاي محدود داشته است

  :شود  مياين ميدان تنش بهبود يافته، به صورت زير تعريف 

)2 -9(  **σ = Nσ  

كه در آن 
*

σ  مقادير گرهي اين ميدان وN با استفاده از اين . توابع شكل مورد استفاده در المانها است
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  :شود  ميميدان بهبود يافته، خطاي بازيافت به صورت زير تعريف 

)2 -10(  =* *
σ he σ - σ  

تنش از روشهاي متعددي براي بازيافت . باشد ميتنش ناشي از اجزاي محدود  hσكه در رابطه بالا 

ي در كارايي اين گروه ا هواضح است كه كارايي روند بازيافت نقش عمد. حل اجزاي محدود وجود دارد

  .در ادامه اين فصل، مهمترين اين روشها بررسي خواهد شد. ي خطا داردها از برآورد كننده

  1روش ميانگين گيري -3-1- 2

تنش به كار برده شده است، كه در براي بازيابي  1974در سال  2روشي كه توسط هينتن و كمپبل

حال حاضر نيز در برخي نرم افزارهاي اجزاي محدود براي به دست آوردن يك مقدار واحد تنش در 

  .]16[رود ميبه كار  ها گره

در روش موضعي پيشنهاد شده ابتدا . در اين مقاله دو متد سراسري و موضعي پيشنهاد شده است

وسيله روش اجزاي محدود به دست آمده وپس از آن با استفاده از مقادير تنش در نقاط گوسي به 

ميانگين . آيد ميبه دست  ها برونيابي در هر المان مربعي با چهار نقطه گوسي، مقادير تنش در گره

 تنش حاصل از المانهاي متصل به هر گره پس از عمل برونيابي به عنوان مقدار بهبود يافتة آن تعريف

  :ابطه داريم گردد و مطابق ر مي

)2 -11(  
* 1

i

i

i h X

i

τ

τ ξ

σ σ
ρ ∈

= ∑  

hكه در آن 

τσ  تنش محاسبه شده در المانτ  در محل گرهi و ام بعد از عمل برونيابيiρ  تعداد

اين روش با وجود سادگي وسرعت بالا در مسائل ساده كه شبكه  .باشد مي ام iالمانهاي متصل به گره 

  .المان بندي منظم است، كارايي قابل قبولي دارد

                                                 
1 Averaging Method 
2 Hinton and Campbell  
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روش تصوير  -3-2- 2
2
L
1  

اين روش از اولين روشهاي . ]17[را پيشنهاد كردند 2Lروش تصوير  1971در سال  2اودن و براچلي

  :در اين روش با كمينه كردن عبارت زير . شود ميبازيافت تنش محسوب 

)2 -12(  ( ) ( )T d= Ω∏ ∫
Ω

* *
h hσ -σ σ -σ  

  :آيد  ميروي دامنه حل، مقادير گرهي ميدان تنش بازيافتي به صورت زير بدست 

)2 -13(  1 T
hd−

Ω

 
= Ω 

 
∫

*
σ A N DB u  

  :كه در آن 

)2 -14(  T d
Ω

= Ω∫A N N  

البته . باشد ميدامنة حل  Ωتنش به دست آمده از حل اجزاي محدود و  hσتنش بازيافتي و  σ*و 

  .شود مياين روش كارايي محدودي داشته و با ابداع روشهاي جديدتر به ندرت از آن استفاده 

   SPR  3روش بازيافت تنش بر مبناي نقاط فوق هم گرا  -2-3-3

توسط زينكويچ و زو ابداع شد و گام بسيار بلندي در بازيافت  1992اين روش بازيافت تنش در سال 

امروزه اين روش به عنوان يكي از بهترين و موثرترين روشها براي برآورد خطا . ]9[تنش برداشته شد

كه در آنها تنش بدست  برمبناي استفاده ازنقاطي اساس اين روش. رود ميدر مسائل مهندسي به كار

در اين نقاط مرتبه  .آمده از تحليل تقريبي نسبت به ساير نقاط از دقت بيشتري برخوردار مي باشد

گراديان يك تابع، يك مرتبه از مقداري كه از تقريب تابع شكل مربوط به حل تقريبي انتظار  همگرايي

به همين دليل به اين نقاط، نقاط فوق همگرا گفته مي شود كه اولين بار توسط . مي رود، بالاتر است

قاط فوق به طور كامل به تشريح مفهوم ن 1لازم به ذكر است كه در ضميمة  .]2[بارلو مطرح شده است

                                                 
1 L2 Projection Method 
2 Oden and Brauchli 
3 Superconvergent patch recovery 
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  .همگرا در برآورد خطاي تحليل اجزاي محدود پرداخته شده است

ي با ضرايب نامعين بر روي گراديان حاصل از ا هدراين روش با برازش يك ميدان به صورت چند جمل 

، ميدان گراديان بهبود يافته تعيين  1روش اجزاي محدود روي گروه المانهاي متصل به هر گره

  :شود ميصورت زير فرض  اين ميدان به. شود مي

)2 -15(  *

p Paσ =  

*در روابط فوق 

pσ ،تنش بهبود يافته ،P ي حداكثر هم درجه با توابع شكل ها يا همجموعة تك جمل

   مقادير مجهول مطابق رابطة ) 16- 2(مقادير ثابت مجهول هستند، با كمينه كردن تابع  aالمان و 

  .آيد ميبه دست ) 17- 2(

)2 -16(  * 2 2

1 1

( ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ) )
n n

h i i p i i h i i i i

i i

F a x y x y x y p x y aσ σ σ
= =

= − = −∑ ∑  

)2 -17    (  1a A b−=  

  :شوند ميبه صورت زير تعريف   bو A) 17-2(در رابطة 

)2 -18(  
1

( , ) ( , )
n

T

i i i i

i

A P x y P x y
=

=∑  

)2 -19(  
1

( , ) ( , )
n

T

i i h i i

i

b P x y x yσ
=

=∑  

مختصات نقاط فوق همگرا  iyو  ixتنش به دست آمده از روش اجزاي محدود،  hσدر اين روابط، 

 .است 2تعداد المانهاي موجود در هر ناحيه nو  pΩيا نقاط بهينه نمونه گيري گراديان در 

به وسيلة يك تابع شكل خطي كه ) 15-2(از رابطة  pΩر ي موجود دها ، سهم گرهaپس از محاسبه 

واضح است كه اين سهم براي گره اصلي  ).2-2شكل (شود ميام است، محاسبه  iمركز آن بروي گره 

ي مياني، يعني ها عمليات فوق براي گره. باشد مياي برابر صفر  گوشه ها برابر واحد و براي ساير گره

 اي هي گوشها گيرد و سهم حاصل از عمليات به روي گره ميند انجام نا هيي كه در رئوس واقع نشدها گره

                                                 
1 patch 
2 patch 
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  .گردد ميبراي آنها منظور 

  

   ها محاسبة سهم گره 2 - 2شكل 

 REP 1، ها روش بازيافت تنش بر مبناي تعادل در زير دامنه -2-3-4

در اين روش بر خلاف . ]13[توسط برومند و زينكويچ ابداع شد  1997اين روش بازيافت در سال 

اساس كار در اين روش، . احتياج به مشخص نمودن نقاط فوق همگرا در المان نيست SPRروش 

معادل قرار دادن نيروهاي عمل كننده بر يك گروه از المانها براي ميدان تنش حاصل از روش اجزاي 

) واقع در گوشه هر المان( iحول گره  SPRاگر مانند روش . است 2ود و ميدان تنش بهبود يافتهمحد

توان به صورت زير به  ميدر نظر گرفته شود، برآيند نيروهاي عمل كننده بر آن را  pΩيك زير دامنة 

  :دست آورد 

)2 -20(  
p

T

p hF B dσ
Ω

= Ω∫  

برآيند اثر نيروهاي باقيمانده دامنه و نيز اثر نيروهاي بدنه بر اين گروه از المانها  pFدر رابطه بالا، 

  :توان براي ميدان تنش بازيافتي تعريف نمود  ميهمين كميت را . است

    

                                                 
1 Recovery by Equilibrium in Patches 
2 Improved Stress Field 
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)2 -21(  * *

p

T

pF B dσ
Ω

= Ω∫  

  :شود  ميتعريف در اين روش ميدان تنش به صورت زير 

)2 -22(  

1

2* .

D

ap

ap
Pa

ap
σ

σ

  
  
  = =           

MO
  

بعد ميدان  Dσيهاي هم درجه با توابع شكل به كار رفته در المان و ا همجموعه تك جمل pكه در آن 

شود دو  مياز آنجا كه تعداد معادلات و مجهولات به احتمال زياد با هم برابر نيست، سعي . تنش است

*و  pFكميت

pF به اين منظور، با كمينه كردن تابع زير. به صورت تقريبي برابر قرار داده شوند:  

)2 -23(  * *

p p p p

T

T T T T

h hB d B d B d B dσ σ σ σ
Ω Ω Ω Ω

   Π = Ω− Ω Ω− Ω   
   ∫ ∫ ∫ ∫  

  :اگر تابع فوق به صورت زير نوشته شود. توان ضرايب مجهول را محاسبه نمود مي

)2 -24(  ( ) ( )T

p pHa F Ha FΠ= − −  

  :كه در آن 

)2 -25(  
p

TH B P d
Ω

= Ω∫  

  :شوند مي، ضرايب مجهول به صورت زير محاسبه )24- 2(با كمينه كردن رابطه 

)2 -26(  ( ) 1
T T

pa H H H F
−

=  

كمتر از تعداد مجهولات  )24- 2(اما از آنجايي كه گاهي تعداد معادلات نهفته در كمينه كردن رابطه 

به همين منظور، رابطه بالا به صورت زير اصلاح        . از رابطه فوق امكان پذير نيست aاست، محاسبه 

           :گردد مي

)2 -27(  
1

i i

T T T T

p

p

a H H H H H F H Fτ τ τ τ

τ ρ τ ρ

−

∈ ∈

   
= + +   
   

∑ ∑  

Fكه در آن  τ ) نيروهاي عمل كننده بر روي المانτ ( گردد ميبه صورت زير تعريف:  
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)2 -28(  T

hF B d
τ

τ τσ
Ω

= Ω∫  

  .است) استفاده از نقاط فوق همگرا(كارايي اين روش قابل مقايسه با روش قبل 

  معيارهاي بيان خطا - 2-4

در حالت كلي، خطا عبارت است از اختلاف بين حل دقيق و حل تقريبي كه به روش اجزاي محدود 

  :آيد ميبنابراين خطاي حل تنش بصورت زير بدست . بدست آمده است

)2 -29(  
heσ σ σ= −  

توان از  مياما به دليل عدم دسترسي به ميدان تنش واقعي . ميدان تنش دقيق است σكه در آن

ميدان تنش اصلاح شده استفاده كرد كه اين ميدان تنش جديد توسط يكي از روشهاي بازيافت تنش 

  :شود ميبنابراين خطاي تقريبي بصورت زير محاسبه . بدست آمده است

)2 -30(  *

heσ σ σ= −  

كند ضمن اينكه اين مقدار ممكن است از  ميابطة اخير مقدار خطاي تقريبي را در يك نقطه برآورد ر

بنابراين براي درك بهتر خطا از معيارهاي بهتري براي بيان آن . نظر عددي، كوچكتر از صفر باشد

  .شود مياستفاده   

  :]2و3[مهمترين معيارهاي بيان خطا عبارتند از

   1معيار خطاي انرژي - 1

 2Lمعيار خطاي  - 2

  مفهوم نرم -1- 2-4

ازاي تابع مفروض به ) aوb(را بر روي بازه  gو  fتوابع  براي پي بردن به مفهوم نرم، ابتدا ضرب داخلي

( ) 0w x   .] 19[گيريم ميرا در نظر  ≤

                                                 
1 Energy Norm 
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)2 -31(  , ( ). ( ). ( )
b

w
a

f g f x g x w x dx〈 〉 = ∫  

با ايده گرفتن از فضاي سه بعدي و رابطه ضرب داخلي با طول بردارها در آنجا، در اينجا نيز همراه با 

 : ] 19[كنيم ميبردارها را مطرح ) تعميم مفهوم طول(ضرب داخلي، مفهوم نرم 

  :شود ميبه صورت زير تعريف  fنرم بردار 

)2 -32(  1

2,f f f= 〈 〉  

  :باشد مياز فضا، شرايط اساسي نرم به صورت زير  fبه ازاي هر بردار 

)2 -33(  0

.

0 0

f

f g f g

f f

f f

α α

≥

+ ≤ +

=

= ⇔ =

  

  معيار انرژي -2- 2-4

  را در نظر بگيريم) 1-1(اگر مجددا معادله ديفرانسيل  

)2 -34(  0Lu b on+ = Ω  

رابطه زير بيان  طبق تعريف، نرم انرژي براي مسائل الاستيسيته با معادله رفتاري فوق به كمك

  :شود مي

)2 -35(  
1 1

2 2

( )T T TU u Lu d u S DS u d
Ω Ω

   
= Ω = Ω   

   
∫ ∫  

)2 -36(  
1

2

( ) ( )TU Su D Su d
Ω

 
= Ω 

 
∫  

)2 -37(  
1

2
T D dε ε

Ω

 
= Ω 

 
∫  
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)2 -38(  
1

2
1T D dσ σ−

Ω

 
= Ω 

 
∫  

  :] 2[شود ميو نرم انرژي براي خطاها براي يك مسئله الاستيسيته خطي توسط روابط زير بيان 

)2 -39(  
1 1

2 2

( ) ( )T T

h he e Le d u u L u u d
Ω Ω

   
= Ω = − − Ω   

   
∫ ∫  

)2 -40(  
1

2

( ) ( )T

h hD dε ε ε ε
Ω

 
= − − Ω 

 
∫  

)2 -41(  
1

2

( ) ( )T

h h dε ε σ σ
Ω

 
= − − Ω 

 
∫  

)2 -42(  
1

2
1( ) ( )T

h hD dσ σ σ σ−

Ω

 
= − − Ω 

 
∫  

  ����درصد خطاي نسبي  -3- 2-4

باشد و لذا معمولا خطا به  ميبيان خطا به صورت مقدار مطلق، عملا شاخص مناسبي براي درك آن ن

  :شود ميدرصد خطاي نسبي نرم انرژي با رابطة زير بيان . شود ميصورت نسبتي از مقدار كل بيان 

)2 -43(  
0
0100

e

U
η = ×  

از طرفي همانطور كه قبلا بحث شد، ميدان تنش، كرنش و يا جابجايي به طور دقيق در دست نيست، 

  :بايستي از ميدان تنش اصلاح شده استفاده كردپس در محاسبه معيار خطا 

)2 -44(  
1

2
* 1 *( ) ( )T

h he e D dσ σ σ σ−

Ω

 
≈ = − − Ω 

 
∫  

  :شود ميدر نتيجه درصد خطاي نسبي نيز به صورت تقريبي و با توجه به حل اصلاح شده بيان 

)2 -45(  
e

u
η =  
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  :شود ميبه صورت زير محاسبه  uكه در رابطة فوق 

)2 -46(  
1

22 2*u u e = +  
  

)2 -47(  
1

2
* * 1 *u D dσ σ−

Ω

 
= Ω 

 
∫  

بناميم، بنابراين شرط يك حل قابل قبول توسط η$چنانچه خطاي نسبي قابل قبول در يك مسئله را 

  :روش اجزاي محدود اين است كه

)2 -48(  $η η≤  

  .] 2[شود ميدرصد در نظر گرفته  5معمولا در كارهاي عملي كمتر از  η$مقدار 

 L2معيار  - 4- 2-4

  :شوند ميبراي خطاي تغيير مكان، تنش و كرنش به صورت روابط زير تعريف  L2نرم 

)2 -49(  
2

1

2

( ) ( )T

u h hL
e u u u u d

Ω

 
= − − Ω 

 
∫  

)2 -50(  
2

1

2

( ) ( )T

h hL
e dσ σ σ σ σ

Ω

 
= − − Ω 

 
∫  

)2 -51(  
2

1

2

( ) ( )T

h hL
e dε ε ε ε ε

Ω

 
= − − Ω 

 
∫  

را  D-1مشابه رابطه نرم انرژي است با اين تفاوت كه تابع وزني ) 50- 2(شود كه رابطه  ميمشاهده 

  .ندارد

دهند كه  ميبه ما اين اجازه را ) 51-2(و ) 50- 2(و ) 49-2(بنابراين نرمهاي تعريف شده در روابط 

  . توجه خود را روي كميت مورد نظر متمركز نمائيم

  :شود ميبه صورت زير محاسبه  L2درصد خطاي نسبي براي معيار 
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)2 -52(  
2

1

* * 2

*

T

L

dσ σ
σ Ω

 Ω
 =

Ω 
 

∫  

)2 -53(  

1

* * 2

*
( ) ( )T

h h d
eσ

σ σ σ σ
Ω

 − − Ω
 =

Ω 
 

∫  

)2 -54(  

2

1

22
*

2 2
* *

L

e

e

σ

σ

η
σ

 
 =  +  

  

  خطا 1جذر مجموع مربعات - 5- 2-4

مورد نظر باشد مقدار  Ωبراي يك ناحية  مجموع مربعات خطاي تنش به صورت نرماليزه شدهاگر جذر 

  .] 2[باشد ميآن از رابطه زير قابل محاسبه 

)2 -55(  2

1
2 2

L

RMS

e
e

σ

σσ
 
 ∆ = =

Ω 
 

  

)2 -56(  

1

2T

RMS

dσ σ
σ Ω

 Ω
 

=  Ω 
 

∫
  

  :خطاي نسبي نرماليزه شده تنش عبارت است از

)2 -57(  
0
0100RMS

RMS

eση
σ

= ×  

توانند بر روي كل دامنه، جزئي از دامنه ويا فقط يك المان محاسبه شوند در  ميهر يك از نرمهاي بالا 

  :شود مي هاين صورت خطاي كل به صورت زير محاسب

)2 -58(  2
2

1

m

i i

e e
=

=∑  

                                                 
1Root mean square 
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  .باشد ميتعداد اجزاي شبكه  mكه در آن 

  ���� تأثير شاخص -6- 2-4

توان معيار خطاي دقيق و تقريبي را  ميبراي بعضي مسائل خاص كه حل دقيق مسئله موجود است 

نسبت معيار خطاي تقريبي به معيار خطاي واقعي، بيانگر همگرايي حل به سمت حل . بدست آورد

ميده باشد كه اين نسبت شاخص تأثير نا ميواقعي است و معياري براي بيان دقت محاسبه گر خطا 

  .شود مي

)2 -59(  e

e
θ =  

  .هنگامي يك محاسبه گر خطا داراي كارايي مناسب است كه شاخص تاثير به سمت واحد ميل نمايد

تعريف شاخص  -7- 2-4
i

ξ 

توان به قابل قبول بودن  مي η$و مقايسه آن با  ηبيان شد، با محاسبه  3-4-2همان طور كه  در بخش 

به طوري . خطاي اتفاق افتاده در تحليل به روش اجزاي محدود براي محيط جزء بندي شده پي برد

ηˆكه اگر  η〈  باشد، خطاهاي اتفاق افتاده قابل قبول بوده و چنانچهˆη η〉  باشد، خطاي اتفاق افتاده

. بيش از مقدار مجاز بوده و براي رسيدن به جواب قابل قبول بايد شبكه جزء بندي شده اصلاح گردد

  .] 2[اما سئوالي كه در اينجا مطرح است، اين است كه شبكه جزء بندي شده چگونه بايد اصلاح شود

رسد كوچكتر نمودن كليه المانها تا  ميبراي اصلاح شبكه جزءبندي شده اولين راه حلي كه به نظر 

η$حصول  η〈 شود كه حجم  مياما راه حل فوق يك راه حل اقتصادي نيست و موجب . باشد مي

اما راه حلي كه به نظر . باشد ميمسئله بسياد بزرگ شده و حل آن نيازمند نرم افزارهاي با ظرفيت بالا 

گردد، كوچكتر  ميوردار بوده و موجب كمترين افزايش حجم مسئله آيد از كارايي بيشتري برخ مي

باشد، عمليات  مييعني در جاهايي كه خطا بيش از خطاي مجاز . باشد مينمودن موضعي مسئله 

باشد، دست نخورده  مياصلاحي اعمال شود ودر جاهايي كه خطاي اتفاق افتاده كمتر از خطاي مجاز 
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باقي بماند، روش اخير به اصلاح وفقي معروف است كه در فصل سوم به تفصيل مورد بحث قرار خواهد 

اما در روش اخير نيازمند ابزار يا پارامتري هستيم، كه بتوان به كمك آن خطاي موضعي كليه . گرفت

  .پردازيم ميادامه به نحوة محاسبة آن  معروف است كه در iξاين پارامتربه . اجزاء را محاسبه نمود

را  iξبراي آنكه يك معياري داشته باشيم تا بتوانيم بگوييم كه در كجاها خطا بيشتر است، شاخص 

به منظور تعميم خطاي نسبي نرمها براي تك تك . كنيم ميبراي تك تك اجزاء به صورت زير تعريف 

شود كه درصد خطا به طور يكنواخت بين كليه اجزاء توزيع شده  ميوشكا فرض اجزاء مطابق تعريف باب

 : ]2[پس خواهيم داشت. است

)2 -60(  
2

2
* *

1

m

i i

e e
=

=∑  

)2 -61(  
2 2

* *.
i

e m e=  

  .باشد مي Ωتعداد اجزاء در كل ناحيه  mكه درآن 

)2 -62(  

11
22 22 **

2 2 2 2
* * * *

.
i

m ee

u e u e
η

  
  = =
  + +   

  

*را با  1چنانچه خطاي مجاز

per
e نمايش دهيم، خواهيم داشت:  

)2 -63(  $ * *

i per
e eη η= ⇒ =  

)2 -64(  $

2
*

2

2 2
* *

per
m e

u e
η =

+
  

)2 -65(  
$ 1

2 2 2* *

per
e u e

m

η  = +  
  

  :عبارت خواهد بود با iξطبق تعريف شاخص 

                                                 
1 Permissible 
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)2 -66(  
*

i
i

per

e

e
ξ =  

1iξبنابراين به عنوان يك معيار چنانچه  مورد قبول بوده و ) امi(باشد، خطاي جزء مورد نظر  〉

1iξچنانچه    .باشد، خطاي جزء فوق بيش از مقدار مجاز خواهد بود 〈
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 مقدمه -3-1

براي درك بهتر . پردازيم مياصلاح وفقي در حل اجزاي محدود موضوعي است كه در اين فصل به آن 

  .كنيم ميمسئله ، ابتدا دو سئوال اساسي زير را مطرح 

   1.شود ميدر يك حل انجام شده به روش اجزاي محدود خطاي اتفاق افتاده چگونه تعيين ) الف

بهترين روش اصلاحي حل اجزاي محدود براي رسيدن به نتايج قابل قبول، به طوري كه اقتصادي ) ب

  .نيز باشد، چه روشي است

  . ]3[دهند ميل موضوع اصلاح وفقي را تشكي) ب(و ) الف(به طور كلي اندر كنش پرسشهاي 

در فصل قبل، در مورد پرسش اول به طور مفصل بحث شد و معلوم گرديد كه چگونه از يك حل 

  .توان خطا را تخمين زد مياجزاي محدود 

در مورد پرسش دوم اغلب كاربرها دوست دارند كه شبكة جزء بندي اوليه را حفظ كرده و عمليات 

انواع روشهاي اصلاح موضعي شبكه اجزاي محدود به  كه بررسي. اصلاحي به طور موضعي صورت گيرد

  .طور مفصل در اين فصل مورد بحث قرار خواهد گرفت

  . ] 2[ميلادي صورت گرفت 1970اولين روشهاي حل تطبيقي توسط بابوشكا و رينبولت در سال 

شود كه درآن همواره در هر مرحله،  ميدر حقيقت حل تطبيقي به آن دسته از فرآيندهايي گفته 

در اين فرآيند حل اوليه به روش اجزاي محدود عادي . ] 2[باشد مينيازمند به جوابها در مرحله قبل 

  . نقش بسيار مهمي در تقريب حل و مقدار خطاي محاسبه شده دارد

شبكه المان  منظور از. يكي از اهداف مهم روش آناليز تطبيقي پيدا كردن شبكه المان بهينه است

بهينه شبكه اي است كه با تعداد المانهاي ثابت، حداقل خطاي حل به روش اجزاي محدود را داشته 

صورت  1974در سال  2اولين تلاش براي رسيدن به شبكه المان بهينه توسط نايس و ماركال. باشد

و سپس با استفاده شود  ميبه صورت نامعلوم در نظر گرفته  ها در اين روش موقعيت گره .] 20[گرفت

                                                 
1 A posteriori error estimate 
2 Neice and Marcal 
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در روشهاي آناليز تطبيقي . را تعيين نمود ها توان موقعيت گره مياز حداقل نمودن انرژي پتانسيل 

. شبكه الماني بهينه است كه معيار خطاي انرژي به صورت يكنواخت روي كل ناحيه توزيع شده باشد

حال حاضر اين تعريف درهمه  و در. ]5,7[اين تعريف اولين بار در مورد مسائل يك بعدي صورت گرفت

توجه به اين نكته ضروري است كه اگر از معيار خطاي . شود ميروشهاي آناليز تطبيقي استفاده 

به عبارت ديگر تعريف شبكه المان بهينه . ديگري استفاده شود، شبكه المان بهينه تغيير خواهد نمود

  .منحصر به فرد نيست

بيشتر مطالب و تمام . پردازيم مييز تطبيقي در اجزاي محدود در ادامه به بررسي انواع روشهاي آنال

  .  باشد مي ]2[اشكال  موجود در اين بخش برگرفته از مرجع 

  انواع روشهاي آناليز تطبيقي -3-2

در زير دو نوع گروه كلي كه بيشتر . روشهاي مختلفي براي حل تطبيقي در اجزاي محدود وجود دارد 

  .شوند ميگيرند معرفي  ميمورد مورد استفاده قرار 

 hروش اصلاح شبكه )1
شود، و براي دستيابي به  ميدر اين روش از المانها با مرتبه يكسان استفاده : 1

 .كند مينتايج مطلوب، اندازه المانها  تغيير 

Pروش اصلاح شبكه  )2
كنيم و با افزايش  ميدر اين روش ما از المانهايي با اندازه يكسان استفاده : 2

خطايي بيشتر از معيار تعيين شده هستند به بهبود شبكه و كاهش  ،انهايي كه دارايمرتبه الم

  .پردازيم ميخطاي ناشي از حل اجزاي محدود 

  .پردازيم ميشوند كه در ادامه به معرفي آنها  ميهر يك از روشهاي بالا خود به چند نوع تقسيم 

  hانواع روشهاي اصلاح شبكه  -3-2-1

در اين روش هر المان كه داراي خطايي بيشتر از :  3)غني سازي( ها المانروش تقسيم  -2-1-1- 3 

                                                 
1 h-refinement 
2 p-refinement 
3 element subdivision (enrichment) 



   حل تطبيقي دراجزاي محدود                                                                                                                      سومفصل 

34 

 

، به طوري كه مرزهاي المان ابتدايي دست شود ميباشد به دو بخش تقسيم  ميمعيار تعيين شده 

لماني كه به دو بخش تقسيم اين روش توليد يك گره مياني در ا بيكي از معاي. ماند مينخورده باقي 

باشد، در اينصورت يك المان با گره مياني متصل به المان خطي بدون گره مياني توليد  ميشود  مي

در اين موارد بايد محدوديتهايي براي آن گره مياني تعيين كرد كه در نتيجه محاسبات بيشتر . شود مي

 شود، با اين حال اين روش ميشود كه تا حدودي باعث غير اقتصادي شدن اين روش  ميو پيچيده تر 

  .رود مييكي از پر كاربردترين روشهاي آناليز تطبيقي به شمار 

در اين روش بر روي كل دامنه مورد  :1)المانبندي دوباره(المانها  توليدكامل روش -2-1-2- 3 

شود و براي بهبود دوبارة شبكه،  ميالمانهايي با اندازه جديد توليد  ،استفاده براي حل اجزاي محدود

  . شود ميشوند و دامنه دوباره المان بندي  مياك كل المانهاي اوليه پ

مخصوصا در مسائل سه بعدي كه توليد مش براي . باشد مياين روش تا حدودي گران و غير اقتصادي   

ي ها مشكل بعدي كه در اين روش وجود دارد، انتقال نتايج و داده. باشد ميبعضي از المانها مشكل 

با وجود اين، نتايج بدست آمده از اين روش بسيار . باشد ميي اوليه به مشهاي ثانويه ها ناشي از مش

مهندسي زيادي، مخصوصا مسائلي كه شكل المانها در طول  - عالي بوده است و براي مسائل كاربردي

  .رود ميكند، بهترين روش براي حل تطبيقي به شمار  ميآناليز تغيير 

ي توليد شده از مش بندي ها در اين روش تعداد كل گره:  r 2صلاح شبكه به روش ا -2-1-3- 3

در روي دامنه تغيير  ها ماند و براي رسيدن به بهترين تقريب، موقعيت گره ميمسئله ثابت باقي 

باشد  رسد، امااستفاده از آن در عمل مشكل مي مياگر چه اين روش ازنظرتئوري جالب به نظر. كند مي

توان به عنوان يك  ميبعلاوه اين روش را ن. پياده سازي اين روش وجود داردكمي براي پيشنهادهاي  و

توان براي آن يك دقت از پيش تعيين شده مشخص  ميروش صحيح اصلاح شبكه به شمار آورد زيرا ن

  .كرد تا بعد از اصلاح شبكه به آن دقت برسيم

                                                 
1 mesh regeneration or remeshing 
2 r-refinement 
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   .كرد توان مشاهده ميرا  hروشهاي مختلف اصلاح شبكه به روش  1-3در شكل 

 

 اوليه شبكه) الف                       

 

  )غني سازي(افزايش مش با تقسيم مجدد مش اوليه ) ب                     

  

  اصلاح شبكه با توليد دوباره مش جديد) ج                       

  

  با جابجايي موقعيت نقاط rاصلاح شبكه به روش ) د                       

 hي مختلف اصلاح شبكه به روش ها شيوه  1- 3شكل 
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 Pرويكردهاي مهم در اصلاح شبكه به روش  -3-2-2

  :دو رويكرد مهم وجود دارد كه عبارتند از Pدر اصلاح شبكه به روش 

  افزايش درجه المانها به طور يكسان در تمام دامنه ) 1

  1سلسله مراتبيافزايش درجه المانها به طور موضعي با استفاده از اصلاح ) 2

هيچكدام از روشهايي كه ذكر شد، داراي يك دستور عمل مستقيمي براي دستيابي به بهترين اصلاح 

اين روشها معمولا نياز به اطلاعات زيادي دارند، در . شبكه براي يك معيار مشخص از خطا نيستند

هاي داده شده متغير روند اما به هر حال سرعت همگرايي براي مينتيجه روشهاي پر خرجي به شمار 

  .باشد و پيشنهادهاي زيادي براي اعمال اين روش داده شده است ميبسيار بالاتر  Pبه روش اصلاح 

باشد كه در آن  مي hpشود، روش  ميروش ديگري كه از آن براي اصلاح شبكه اجزاي محدود استفاده 

، و نيز درجه hش اندازه المانها در اين رو. پذيرد ميبه طور همزمان صورت  hو  pاصلاح شبكه به روش 

تحقيقات زيادي در مورد اين روش توسط . كنند مي، تغيير pاستفاده شده در توابع شكل  اي هچند جمل

رجوع كرد و  ]21و6[توان به مراجع  ميبابوشكا و ادن گزارش شده است كه براي اطلاعات بيشتر 

توسعه داده  2وسط زينكويچ ، زو و گونگكه ت hpبه جزئياتي از روش اصلاح  4-3همچنين در قسمت 

  .كنيم ميشده است اشاره 

 hمثالهايي براي اصلاح شبكه به روش  -3-3

  توليد مش  -3-3-1

را نام برديم و بيان كرديم كه تأثير روش  hدر مقدمه اين فصل، چندين روش اصلاح شبكه به روش 

در اين روش ما اجازه .اصلاح شبكه با توليد مش دوباره در كل دامنه،نسبت به ديگر روشها، بيشتر است

ي متفاوت توليد شوند و همواره آغاز تحليل در هر مرحله، با اندازة ها دهيم كه المانها در اندازه مي

                                                 
1 hierarchical refinement 
2 Gong 



   حل تطبيقي دراجزاي محدود                                                                                                                      سومفصل 

37 

 

به كمك درونيابي، . شود ميه از مش قبلي تعريف شده است، شروع مشخصي از المان، كه براي هر نقط

توان اندازة المان مورد استفاده در هر گره از دامنه را تعيين كرد كه در ادامه به جزئيات آن اشاره  مي

  . خواهد شد

در اصلاح شبكه، براي كاهش تعداد المانها، توانايي تعريف اندازه مش يا چگالي آن در هر نقطه از 

اولين توليد كننده مش كه توانايي تعيين تعداد المانها در هر نقطه، با توجه . دامنه، اهميت زيادي دارد

 ي مش،ها واين توليد كننده ] 2[ميلادي به وجود آمد 1980به چگالي آن را داشت در اواسط سال 

ضا و مكانيك و همكارانش در زمينة محاسبات مهندسي هواف 1توسط پريير 1987اولين بار در سال 

باشد  مي 2كليات اين روش، بر اساس روش توليد مش فرونتال. ]22[سيالات مورد استفاده قرار گرفت

و با استفاده از المانهاي مثلثي توسعه داده  3كه اين روش توليد مش اولين بار توسط كاونديش و لوو

 .]24و23[شده بود

، توسعه داده شدند اما 4ا المانهاي چهاروجهيي مش در فضاي سه بعدي و بها بعدها اين توليد كننده

اولين روش براي توليد المانهاي . گسترش آن به المانهاي چهار ضلعي و مكعب، به هيج وجه آسان نبود

چهار ضلعي در مسائل دو بعدي بوجود آمد كه كارهاي انجام شده توسط زينكويچ، زو و رانك در اين 

اساس كار آنها با پيوستن دو المان مثلثي به يكديگر و توليد باشد به طوري كه  ميزمينه قابل توجه 

  . ]26و25[پذيرد مييك المان چهار ضلعي صورت 

تاكنون هيچ روشي در حل تطبيقي براي توليد المانهاي مكعبي در فضاي سه بعدي به وجود نيامده 

اصلاح شبكه است تا به كمك آن بتوان براي هر نقطه از دامنه چگالي مش تعريف كرد و به 

  . ] 2[پرداخت

به عقيده زينكويچ، هيچ روش توليد مش مؤثر براي مش مكعبي كه به كمك آن بتوان به حل تطبيقي 

                                                 
1 Peraire 
2 frontal 
3 J.C. Cavendish & S.H. Lo 
4 tetrahedral 
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 اما به هر حال كوششهاي فراواني براي آن صورت پذيرفته است كه در منابع ] 2[پرداخت وجود ندارد

 .به آن اشاره شده است] 28و27[

 hمورد نياز در اصلاح شبكه به روش پيشگويي اندازه المان  -3-3-2

دهند كه نرم  ميي خطايي كه در فصل قبل به آن اشاره شدند به ما اين توانايي را ها تخمين كننده

واضح است كه حل . انرژي خطا را بدست آوريم و خطاي هر المان را با دقت خوب محاسبه كنيم

خيلي اوقات . ه كمك يك تحليلگر، محدود كردرا بتوان ب ها پذيرد كه اين خطا ميتطبيقي زماني پايان 

سؤالي كه در اين . شود ميشود و در نتيجه اصلاح شبكه ضروري  مياين محدوديت در هر المان ارضا ن

  .آيد بخش به آن پاسخ خواهيم داد اين است كه چگونه بهترين و مؤثرترين اصلاح شبكه بدست مي

و يك مقدار  ηبين درصد خطاي نرم انرژي  اي هطدر ساده ترين حالت، بايد به دنبال ساختن راب

0، براي هر المان باشيم كه اين مقدار مشخص در مسائل مهندسي كمتر ازηمشخصي از آن 
0 5 

  . آيد ميبنابراين رابطة زير بدست . باشد مي

)3 -1(  η η≤  

بهينه مطلوب است كه، خطاي نرم انرژي در بين تمام المانها به طور يكسان تقسيم شود در يك مش 

  بنابراين اگر كل خطاي مجاز به صورت زير تعيين شود

)3 -2(  $
12 2
2( )u u eη η≡ ≈   خطاي مجاز+

  .شود ميبه صورت زير تعريف  eكه در آن 

)3 -3(  2 2 2
ˆe u u= −  

  .باشد) 4-3(توان گفت كه خطا در هر المان بايد كمتر از رابطة  ميآنگاه 

)3 -4(  
$
2 2

1

2( ) m
k

u e
e e

m
η

+
〈 =  

  .باشد ميتعداد المانهاي موجود در دامنة حل مسئله  mكه 
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. تجاوز كند، بايد اصلاح شوند) 4- 3(در نتيجه المانهايي كه خطا در آنها از مقدار تعيين شده در رابطة 

  بنابراين اگر نسبت زير را تعريف كنيم 

)3 -5(  
k

k
m

e

e
ξ=  

1kξپذيرد كه  ميآنگاه براي هر المان، عمليات اصلاح زماني انجام    .باشد 〈

در  ξتواند به طور پيشرونده، بر روي تعداد مشخصي از المانهايي كه  ميبنابراين عمليات اصلاح شبكه 

  .شود، صورت پذيرد ميآنها از ميزان مشخصي بيشتر 

شوند كه اين نوع تقسيم مجدد شبكه، به    مياين المانها به دو نيم تقسيم  hدر اصلاح شبكه به روش 

تواند به شبكه  مياگر چه اين روش براي اصلاح شبكه در نهايت . باشد ميف غني سازي شبكه معرو

بهينه با تعداد درجات آزادي كمتر، نسبت به حالتي كه كل المانها اصلاح شوند، دست يابد اما در 

براي رسيدن به جواب خيلي  ها باشد زيرا ممكن است تعداد سعي ميحالت كلي روشي غير اقتصادي 

  .زياد شوند

باشد كه دراين شبكه  ميحل بهتر براي رفع اين مشكل تشكيل يك شبكه جديد بر روي كل دامنه  راه

1ξجديد رابطة  براي اين منظور بايد توزيع المانها در شبكه بندي جديد را پيشگويي . ارضا شود ≥

  .شود ميكرد كه اين پيشگويي با فرمول بندي كه در ادامه خواهيم داشت امكان پذير 

  :اگر فرض كنيم كه

)3 -6(  p

kk
e h∝  

. باشد ميي مورد استفاده در تقريب ا همرتبة چند جمل pفعلي، و  kاندازة المان شمارة  khكه در آن 

  .اندازة المان جديد توليد شده نبايد از مقدار زير بزرگتر شود) 4- 3(آنگاه براي ارضاي معادلة 

)3 -7(  1

p

new k kh hξ
−

=  

توان به يك  ميدر ادامه، در شكلها نشان داده شده است كه چطور با يك مش اوليه نسبتا درشت  

 .دقت تقريبا خوبي كه از پيش تعيين شده دست يافت
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حل تطبيقي با استفاده از . hتأثير مش اوليه در سرعت همگرايي اصلاح شبكه به روش  2- 3شكل 

  جة دومرالمانهاي مثلثي د

       تأثير شبكة اوليه بر سرعت همگرايي براي يك تير طره كوتاه با دو نقطة منفرد در   2-3درشكل 

باشد، نشان داده شده است، به طوري كه براي رسيدن  ميي آن كه متصل به يك ديوار صلب ها گوشه

0به دقت 
0 از يك مش يكنواخت براي مرحله اوليه استفاده شده است و همان طور كه مشاهده  5

1شود اگر مش اوليه از  مي

8
h   .يابد ريزتر شود محاسبات اصلاح شبكه كاهش چشمگيري مي =

به صورت زير اصلاح   ) 7-3(و ) 6-3(در مسائل با نقاط منفرد، براي در نظر گرفتن اثر اين نقاط، روابط 

  .شوند مي

)3 -8(  e hk k
λ∝  

)3 -9(  1

new k kh hλξ
−

=  

در اكثر مسائل مهندسي . كند ميپارمتري است كه شدت منفرد بودن مسئله را بيان  λدر اين روابط 

λ  باشد مي 5/0باشد كه در اينجا يك انتخاب مناسب براي اين پارامتر  مي 5/0 -0/1بين.  

  .]29[استفاده شده است) 9- 3(و ) 7-3(براي تعيين مش اوليه، از هر دو رابطة  2-3در شكل 
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سه مرحله از حل تطبيقي براي يك تير طره، با دو نوع المان مثلثي خطي و  4- 3و  3-3در شكلهاي  

شود در مسئله با المان مرتبه بالاتر،  ميدرجه دوم، نشان داده شده است و همان طور كه مشاهده 

  .تعداد المان كمتري براي رسيدن به يك ميزان دقت لازم است

  

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  اصلاح شبكه تير طره كوتاه با المانهاي خطي مثلثي 3- 3شكل 
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  اصلاح شبكه تير طره كوتاه با المانهاي مثلثي درجه دوم 4- 3شكل 

مقايسة سرعت همگرايي بين اصلاح شبكه با المانهاي يكنواخت و اصلاح، به كمك  5-3در شكل 

كوچك كردن موضعي المانها صورت گرفته است كه نتيجة آن سرعت همگرايي بالا، همراه با درجة 

مسئلة مشابهي توسط دو نوع اصلاح  6- 3همچنين در شكل . باشد ميآزادي كمتر براي اصلاح موضعي 

نشان داده شده است كه  نوع اول، اصلاح با استفاده از روش غني سازي و دوم، با استفاده از  شبكه

0در هر دو مسئله المانهاي چهار ضلعي خطي براي رسيدن به دقت . باشد ميتوليد دوبارة المانها 
05 

ه شده است، در روش غني سازي، نيز نشان داد 7-3به كاربرده شده است و همان طور كه در شكل 
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0ت قهفت اصلاح براي رسيدن به د
باشد در حالي كه در روش، با توليد دوبارة المانها، تنها  مينياز  05

  ).8-3شكل (رسيم ميبا سه اصلاح به اين دقت 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  كوتاهسرعت همگرايي بدست آمده از نتايج تجربي براي تير طره  5- 3شكل 

  

  

  

  

  

  

  

  

غني سازي مش در مقابل توليد دوبارة مش با استفاده از المانهاي چهار . تير طره كوتاه 6- 3شكل 

  ضلعي خطي
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  و استفاده از المانهاي مربعي خطي ها حل تطبيقي تير طرة كوتاه با غني سازي مش 7- 3شكل 

  

  

  ستفاده از المانهاي چهار ضلعي خطيو ا ها ة مشرحل تطبيقي تير طرة كوتاه با توليد دوبا 8- 3شكل 

  

اصلاح شبكه براي يك سيلندر تحت تنش، با استفاده از معيارهاي مختلف نشان داده  9- 3در شكل 

شود، در حالت كلي، معيار توزيع يكسان چگالي نرم انرژي بين  ميشده است و همان طور كه مشاهده 

0معيارها به دقت مورد نظر المانها، با تعداد درجات آزادي كمتري نسبت به ديگر 
  .رسد مي 05
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                                      )د(               )               ج(                            )ب(                          )الف(          

  مراحل مختلف اصلاح شبكه بر اساس   9- 3شكل 

توزيع يكنواخت چگالي خطاي انرژي بين ) توزيع يكنواخت نرم خطاي انرژي بين تمام المانها؛ ب) الف

توزيع يكنواخت ) توزيع يكنواخت بيشترين خطاي تنشها در هر نقطه بين المانها و د) المانها؛ ج

نرم  %5ي نهايي داراي كمتر از ها تمام شبكه. بيشترين درصد خطاي تنشها در هر نقطه بين المانها

 .باشند ميخطاي انرژي 

 

  با استفاده از شبكه بندي مجدد در هر مرحله h حل تطبيقي به روش - 3-3-3

پردازيم كه در تمام آنها از شبكه بندي  مي hدر اين بخش به مثالهاي بيشتري از حل تطبيقي به روش 

  .جديد در هر مر حله استفاده شده است
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  شكل تحت تنش مسطح Lصفحة  -3-3-1- 3

شكل، تحت تنش مسطح است  Lبرگرفته از تحليل يك صفحة  10- 3نتايج نشان داده شده در شكل 

در اينجا يك مرحله از اصلاح . كه در آن از المانهاي مربعي درجه دو ايزوپارامتريك استفاده شده است

  .شبكه همراه با نتايج مربوط به سرعت همگرايي نشان داده شده است

  تحت كرنش مسطح قطعه مكانيكي - 3-3-2- 3

در اين مسئله فرضيات مربوط به كرنش مسطح، همراه با المانهاي خطي مربعي به كار گرفته شده 

 %5شود با يك مرحله اصلاح شبكه، مسئله به دقت  ميمشاهده  11-3همان طور كه در شكل . است

خطاي نسبي رسيده است كه نتايج مربوط به همگرايي تنش برشي 
xyτ  در اين شكل نشان داده شده

  .است

  سد وزني سوراخ دار  - 3-3-3- 3

      12-3آخرين مثال در اين بخش مربوط به يك مسئله كاربردي مهندسي نشان داده شده در شكل 

ز در تحليل ابتدايي كه براي اين سد انجام شده است، مهندس طراح تشخيص داده است كه ا. باشد مي

مش اوليه انتخاب ) الف 12-3(شكل . المانهاي مثلثي درجه دو براي شبكه بندي اين سد استفاده كند

شود با اينكه از المان با مرتبة بالا براي تحليل اين  ميهمان طور كه مشاهده . دهد ميشده را نشان 

با يك مرحله اصلاح  .باشد مي%) 17حدود (سد استفاده شده است، اما خطا داراي ميزان نسبتا بالايي 

خطاي نرم انرژي  %5شود به ميزان تعيين شده  ميمشاهده ) ب 12- 3(شبكه همان طور كه در شكل 

دهد كه چگونه تنها با  مياين مثال به صورت آشكار مزيت استفاده از حل تطبيقي را نشان . رسيم مي

  .يك مرحله اصلاح به دقت بسيار قابل قبولي خواهيم رسيد
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  شكل تحت تنش مسطح  Lاصلاح شبكه صفحة  10- 3شكل 
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  حل تطبيقي قطعة مكانيكي تحت كرنش مسطح با استفاده از المانهاي خطي مربعي 11- 3شكل 
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 hpو  pاصلاح شبكه به روش  -3-4

باشد كه از توابع شكل  ميبه صورت موضعي در صورتي امكان پذير  pاستفاده از روش اصلاح شبكه 

ميلادي  1983اولين استفاده از اين توابع در سال . سلسله مراتبي در حل اجزاي محدود استفاده كنيم

در حالت كلي استفاده از اين روش مشكل است و نياز به فرضيات زيادي براي . صورت گرفته است

بيشتر است و  hبه روش  در اين روش مراحل اصلاح شبكه نسبت. كاهش خطاي اجزاي محدود دارد

 16-3در شكل . توان با يك مرحله اصلاح شبكه به دقت مورد نياز مسئله دست پيدا كرد ميبه ندرت 

  .نشان داده شده است pاصلاح شبكه سد وزني سوراخ دار به روش 

در اين بخش . رود مي، روش مشابه ديگري است كه براي حل تطبيقي به كار hpاصلاح شبكه به روش 

اين روش در ابتدا توسط . پردازيم كه بسيار مؤثر و ساده است ميا به يك نوع كاربردي از اين روش تنه

در ادامه دو مرحله اساسي كه دراين روش صورت . ]30[ابداع شد 1989زينكويچ و همكارانش در سال 

  .كنيم ميپذيرد را بيان  مي

در مسائل مهندسي بيشتر از (با المانهاي مرتبة پايين  hاولين مرحله استفاده از يك اصلاح به روش ) 1

در اين مرحله خطاي . باشد مي %5براي رسيدن به دقت ) شود ميالمانهاي خطي و درجه دو استفاده 

  .شود ميانرژي تقريبا به طور يكسان بين تمام المانها توزيع نرم 

 pبه طوري كه از يك مرتبة يكسان . دباش ميبر روي كل دامنه  pمرحلة دوم استفاده از يك اصلاح ) 2

مزيت اساسي و مهم اين روش اين است كه به آساني قابل برنامه . شود ميبراي تمام المانها استفاده 

  .  باشد مخصوصا وقتي كه از توابع شكل سلسله مراتبي استفاده شده باشد مينويسي و اجرا 

كمك سه پاسخ پي در پي، خطاي نرم انرژي توان به  مي pبا استفاده از اصلاح كل دامنه به روش 

  .]31[شود ميسراسري را به طور تقريبي برنيابي كرد كه در ادامه به آن پرداخته 
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  )الف(

  

  

  )ب(

 

حل تطبيقي سد وزني سوراخ دار تحت بارگذاري آب و استفاده از المانهاي مثلثي درجه  12 - 3شكل 

   %5دو با فرض كرنش مسطح تا رسيدن به دقت 
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 )الف(

  

  

 

  )ب(

) درجة آزادي ب 206مرحلة سوم با ) الف. pحل تطبيقي سد وزني سوراخدار به روش  13- 3شكل 

  درجة آزادي  365مرحلة چهارم با 
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  ]32[تواند به صورت زير نوشته شود مي، همگرايي pدر اصلاح شبكه به روش 

)3 -10(  e CN β−≤  

C, β  ثابتهاي مثبتي هستند كه به جوابهاي مسئله بستگي دارند وN  باشد ميتعداد درجات آزادي .

  :بيان شود آنگاه خواهيم داشت) 3-3(اگر فرض كنيم كه براي هر اصلاح شبكه خطا به صورت رابطه 

)3 -11(  22 2
q qu u CN β−− =  

,2با  1,q p p p= − از آنها،  βو Cشود كه با حذف ثابتهاي  ميسه پاسخ از معادله بالا تشكيل  −

2
u  آيد ميبه كمك حل معادله زير بدست  

)3 -12(  
$ $

1

2 1

log( / )

log( / )2 22 2

1

2 22 2
1 2

P P

P P

N N

N N

p p

p p

u u u u

u u u u

−

− −

−

− −

 
− − = 

 − −
 

  

تواند به صورت زير بدست  مي pدر نتيجه خطاي نرم انرژي سراسري در هر مرحله از اصلاح به روش  

  آيد

)3 -13(  $
22 2

1,2,...,qe u u q p= − =  

توان گفت كه اين روش اصلاح شبكه بسيار سريع و با دقت بالا ما را به جواب نهايي     ميبه طور كلي 

  .رساند مي

به اصلاح شبكه آنها پرداخته شد  hدو مثال كه در بخش قبل با روش  15-3و  14-3در اشكال 

شكل با يك نقطة منفرد و دومي تير كوتاه طره با دو نقطة  Lشوند كه اولين آنها صفحة  ميمشاهده 

در هر دو مسئله در مرحلة اول، اصلاح شبكة توليد شده با المانهاي مثلثي درجه . باشد ميمنفرد قوي 

 .برسد %5صورت پذيرفته است تا به دقت  hدو به كمك روش 

سه جواب پي در پي توليد   pيابد و با سومين و چهارمين مرتبه از  ميافزايش  pدر مرحلة دوم، مرتبه 

  .رسد مي %1شود كه در نهايت خطا به ميزان كمتر از  مي
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 hpشكل با روش  Lنتايج اصلاح شبكة صفحة  14- 3شكل 
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 hpنتايج اصلاح شبكه تير كوتاه طره با روش  15- 3شكل 
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  مقدمه -4-1

ي به كار رفته در برنامة نوشته شده به زبان فرترن، جهت ها در اين فصل به معرفي و بيان الگوريتم

  .شود ميي دو بعدي به كمك تخمين خطا و حل تطبيقي در اجزاي محدود پرداخته ها تحليل سازه

  .نامگذاري شده است ADAPTبه همراه حل تطبيقي،  ها اين برنامه به دليل توانايي در تحليل سازه

و  1باشد كه توسط مصطفي اوزاكا مي اي هي مورد استفاده در اين برنامه، برگرفته از برنامها زير برنامه

  .تحت نظر دكتر هينتون نوشته و تكميل شده است 1994تا  1990در سالهاي  2جان زاينس

  .شوند ميبه صورت زير بيان  ADAPTدر يك نگاه كلي، ويژگيهاي برنامه 

ي دو بعدي با امكان اعمال شرايط تنش مسطح، كرنش مسطح و تقارن ها تحليل خطي سازه - 1

 ارتي، ثقلي و نيروي گريز از مركزي گرهي، خطي، حرها محوري تحت بارگذاري

 توليد شكل مدل و ايجاد مرزها با استفاده از بي اسپلاينهاي درجه سه  - 2

توليد شبكه اجزاي محدود به صورت ساختار نيافته و خودكار، با استفاده از پنج المان مثلثي  - 3

چندين هشت گرهي و نه گرهي، بر روي  سه گرهي و چهار گرهي و چهار ضلعي چهار گرهي،

 ناحيه متفاوت

تخمين خطاي تحليل اجزاي محدود به كمك دو روش بازيافت تنش در نقاط فوق همگرا بر  - 4

و روش ميانگين گيري و همچنين بهبود شبكه ) SPR(روي گروه المانهاي متصل به يك گره 

 اجزاي محدود با استفاده از دو روش غني سازي و شبكه بندي دوباره

 ADAPTشريح هر يك از اين چهار ويژگي كلي و ديگر خصوصيات برنامه در ادامه اين فصل، به ت

  .پردازيم مي

  

  

                                                 
1 M.Ozaka 
2 J.Sienz 
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  تحليل اجزاي محدود -4-1

تحليل اجزاي محدود براي مسائل الاستيسيته خطي درجه دو امكان پذير  ADAPTدر برنامه 

ر مسئله اين آناليز با امكان اعمال شرايط تنش مسطح، كرنش مسطح و تقارن محوري در ه. باشد مي

، گسترة خطي، حرارتي و بار ثقلي در هر سازة اي هامكان اعمال بارگذاري نقط. پذيرد ميدلخواه صورت 

ي متقارن ها در سازه ωدلخواه و همچنين اعمال نيروي گريز از مركز ناشي از حركت دوراني با سرعت 

  .محوري وجود دارد

محاسبه  SPR، مقادير تنش گرهي به كمك دو روش ميانگين گرهي و بعد از تحليل اجزاي محدود

شوند و نتايج نهايي به صورت مقادير تغيير مكان گرهي، بردار تنش نقاط گوس و بردار تنش در هر  مي

  .شوند ميگره، نمايش داده 

مدل جهت آشنايي با روابط موجود در تحليل دو بعدي مسائل الاستيسيته و معرفي فرضياتي كه در 

رود، در ادامه به بيان مختصري از تئوري الاستيسيته براي  ميسازي دو بعدي مسائل واقعي به كار 

  .پردازيم مي اي همسائل صفح

  اي هتئوري الاستيسيته براي مسائل صفح -4-1-1

كه با عمل نيز مطابقت دارد، مسائل سه بعدي تئوري ارتجاعي به مسائل با  اي هبا فرضيات ساده كنند

  .]33[شود ميبعد كمتر تبديل 

  

  شش مولفه مستقل تنش در يك جسم جامد 1- 4شكل 
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0xzاگر داشته باشيم ) 1-4(با توجه به شكل  yz zzσ σ σ= = تواند در حالت تنش  ميمسئله  =

آيد  تئوري ارتجاعي، زماني به وجود مي اي هانسور تنش در مسائل صفحاين حالت از ت. مسطح حل شود

در معرض تغيير شكلهايي قرار گيرد كه همگي ) در مقايسه با ابعاد صفحه(كه يك صفحة بسيار نازك 

. وابسته به مختصات داخل صفحه بوده و صفحه مسطح، پس از تغيير شكل نيز مسطح باقي بماند

ي تانسور تنش ها عمود بر صفحه وجود نداشته باشد، در اين صورت مولفه همچنين هيچ نوع بارگذاري

  .]33[باشد ميبراي مصالح ايزوتروپيك به صورت زير 

)4 -1(  
2
( )

1
xx xx yy

E
σ ε νε

ν
= +

−
  

)4 -2(  
2
( )

1
yy xx yy

E
σ νε ε

ν
= +

−
  

)4 -3(  
2(1 )

xy xy

E
σ γ

ν
=

+
  

  :عمود بر صفحه داريمي ها و براي كرنش

)4 -4(  0 , ( )xz yz zz xx yy
E

ν
ε ε ε σ σ= = = − +  

)اگر در مسائل تئوري ارتجاعي  , ) 0w x y بر قرار ) zو در جهت  x,yي وابسته به ها تغيير مكان( =

 zدر اين حالت تمام سطوح عمود بر محور . شود ميباشد، آنگاه مسئله به صورت كرنش مسطح مطرح 

  :در اين صورت داريم. ماند ميپس از تغيير شكل نيز عمود بر آن باقي 

)4 -5(   0xz yz zzε ε ε= = =  

افتند كه بعد عمود بر  ميدر صورتي در يك محيط منشوري اتفاق  اي هاين حالت از مسائل صفح

توان در  ميمثالي از اين نوع مسئله را . در مقايسه با ابعاد اين صفحه خيلي بزرگ باشد xyصفحة 

ي طويل و دور از دو سر ها يا تغيير شكل ناشي از فشار در لوله ها ي دور از تكيه گاهها سدها، در محل

كرنش  كرنش در مصالح ايزوتروپيك براي تنش در حالت -با استفاده از روابط تنش. آن جستجو كرد

  :]33[مسطح داريم



   برنامه تحليل سازه هاي دو بعدي به كمك تخمين خطا و حل تطبيقي در اجزاي محدود                                    چهارمفصل 

59 

 

)4 -6(  (1 )
(1 )(1 2 )

xx xx yy

E
σ ν ε νε

ν ν
 = − + + −

  

)4 -7(  (1 )
(1 )(1 2 )

yy yy xx

E
σ ν ε νε

ν ν
 = − + + −

  

)4 -8(  
2(1 )

xy xy

E
σ γ

ν
=

+
  

)4 -9(  
(1 )(1 2 )

zz xx yy

Eν
σ ε ε

ν ν
 = + + −

  

)4 -10(  0xz yzσ σ= =  

) اي هرا به سيستم مختصات استوان) x,y,z(اگر سيستم مختصات دكارتي  , , )r zθ  تبديل كنيم، با

، نوع ديگري از مسائل دو بعدي به نام مسائل متقارن محوري θبه  ها فرض عدم وابستگي تغيير شكل

0zدر اين حالت اگر بارگذاري نيز در حالت متقارن محوري باشد، . آيند ميبه دست  rθ θε ε= = 

ي ها همچنين هر تغيير مكان شعاعي به طور خود به خود باعث به وجود آمدن كرنش. خواهد بود

  ).2-4شكل (غير صفر خواهد بود) محيطي(در اين جهت  ها شود و تنش ميمحيطي 

  

  در حالت متقارن محوري ها و كرنش ها تنش 2- 4شكل 
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بدين ترتيب تانسور كرنش شامل . شود ميي تنش و كرنش اضافه ها بنابراين يك مولفه به ماتريس

,چهار مولفه  , ,rr zz rz θθε ε γ ε كرنش با استفاده از ضرايب هوك و پواسون براي -روابط تنش. است

  .مصالح ايزوتروپيك به صورت زير است

)4 -11(  (1 )
( )

(1 )(1 2 ) 1
rr rr zz

E
θθ

ν ν
σ ε ε ε

ν ν ν
−  = + + + − − 

  

)4 -12(  (1 )
( )

(1 )(1 2 ) 1
zz zz rr

E
θθ

ν ν
σ ε ε ε

ν ν ν
−  = + + + − − 

  

)4 -13(  
2(1 )

rz rz

E
σ γ

ν
=

+
  

)4 -14(  ( )
(1 )(1 2 )

zz rr

E
θθ

ν
σ ε ε

ν ν
= +

+ −
  

)4 -15(  0r zθ θσ σ= =  

به شكل زير استخراج  اي هي روابط تنش و كرنش براي سه حالت مسائل صفحها بدين ترتيب ماتريس

  :]33[شود مي

)4 -16(    Dσ ε=  

  تنش مسطح

)4 -17(  

  

2

1 0

1 0
1

1
0 0

2

E
D

ν
ν

ν
ν

 
 
 

=  −  −
 
 

  

  كرنش مسطح

)4 -18(  

1 0
1

(1 )
1 0

(1 )(1 2 ) 1

1 2
0 0

2(1 )

E
D

ν
ν

ν ν
ν ν ν

ν
ν

 
 − 

−  =  + − −
 

− 
 − 
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  متقارن محوري

)4 -19(  

1 0
1 1

1 0
(1 ) 1 1

1 2(1 )(1 2 )
0 0 0

2(1 )

0 1
1 1

E
D

ν ν
ν ν

ν ν
ν ν ν

νν ν
ν

ν ν
ν ν

 
 − −
 
 
 − − −

=  −+ −  
 −
 
 
 − − 

  

  

  توليد شكل و مرزهاي سازه - 4-2

جهت توليد مرزها از بي اسپلاينهاي پارامتري درجه سه استفاده  ADAPTبا توجه به اينكه در برنامه 

  .پردازيم ميشده است، در اين بخش به صورت مختصر به بيان روابط و مفاهيم مربوط به آنها 

در مهندسي سازه يكي از هدفهاي اصلي دست يابي به روشي جهت توليد شكل براي هندسه مسائل 

با توجه به . به كار رفته بايد علاوه بر سادگي، روشي منعطف باشددر اين رهگذر روش . مورد نظر است

ي مختلفي كه در اين زمينه وجود دارند، ها ي موجود براي توليد شكل و روشها انواع منحني

  . گيرند ميمناسب براي توليد اشكال هندسي مورد توجه قرار  اي هبه عنوان گزين ها اسپلاين

شود، زيرا داراي كمترين درجه با  ميي درجه سه استفاده ها پلاينبراي مدل سازي شكل بيشتر از اس

  . كند ميهستند كه اغلب نياز طراح را در مدل سازي و حل مسئله برطرف  C(2)پيوستگي 

 توابع اسپلاين -1- 4-2

1فرض كنيد يك مجموعه از اعداد حقيقي به صورت: تعريف 2 ... kx x x〈 〈 يك تابع . داده شده باشند 〉

2ي ها با گره nاز درجه  S(x)اسپلاين  1..., ,x x وkx تابعي است كه در شرايط زير صرق كند:  

)1در هر بازه ) 1 1,2,..., ) j jj k x x x += ≤ ≤  ،S(x) از درجه حداكثر  اي هيك چند جملn باشد مي.  

2 (S(x)  2،1از مرتبه و مشتقاتش ، ...، n-1  روي( , )−∞ )1پيوسته اند، يعني  ∞ ) nS x C −∈  

به . كند مياست كه در شرايط فوق صدق  اي هقطع اي هبنابراين يك تابع اسپلاين، يك تابع چند جمل
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)1ي ها در محل برخورد بازه S(x)طور كلي  , )i ix x )1و  + , )i ix x− هاي متفاوت داده اي هبا چند جمل

  . شود مي

از طرح ابتدائي آن مشتق شده است وآن عبارت است از يك تكه چوب يا فلز  "يناسپلاتابع "كلمه 

توان يك منحني  ميآيد بطوريكه از آن  مينازك بسيار بلند كه به هر شكل دلخواه و مورد نظر در 

  .]34[هموار درست كرد

ها در اين است كه با انتخاب يك تابع اسپلاين از اي هفايده استفاده از توابع اسپلاين نسبت به چند جمل

آوريم كه تا حد ممكن هموار باشد، به اين معنا كه بدون آنكه در حالت  ميدرجه پايين، تابعي بدست 

ها از درجه اي هد جملباشد، داراي بيشترين پيوستگي است؛ در صورتي كه چن اي هكلي يك چند جمل

  .]34[كنند ميبالا زياد نوسان 

  .ي مختلفي داردها اسپلاين مدل

اسپلاين خطي فقط خاصيت پيوستگي . هر قطعه اين نوع اسپلاين يك خط است: اسپلاين خطي) الف

  . دهد ميدارد و مشتق پذير نيست، چون با مشتق گيري پيوستگي خود را از دست 

)4 -20(  [ ]1

0

1

( ) , ( ) (0) ,
j j

j j j n

j j

y y
S x x x f x C x x

x x

+

+

−
= − + ∈

−
  

[ ](0) ,C a b  : اين نماد نمايان گر مجموعه تمام توابع از[a,b]  بهR  است كهn  بار مشتق پذير بوده و

است و چون مشتق پذير نيست  n=0براي اسپلاين خطي . كنند ميام پيوستگي را نيز حفظ nبا مشتق 

  .دارد C(0)و مشتق صفر ام آن پيوسته است، پس پيوستگي 

برخوردار  اي هاين نوع اسپلاين در مقايسه با انواع ديگر اسپلاينها از اهميت ويژ: اسپلاين مكعبي) ب

اين بدان معني است . باشد مياين منحني با كمترين درجه ممكن  C(2)دليل اين امر پيوستگي . است

  .اشدب ميكه اسپلاين مكعبي تا دو بار مشتق پذير، و مشتق دوم آن نيز پيوسته 

)4 -21(  2 3( ) ( ) ( ) ( ) 0,1,2,..., 1j j j j j j j jS x a b x x c x x d x x j n= + − + − + − = −  

آيد و استفاده از كامپيوتر  ميدانيم روش اجزاي محدود يك روش عددي به شمار  مياما همان طور كه 
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در كامپيوتر نمايشي مناسب است كه پارامتري باشد، و نمايش نموداري يا . در اين زمينه الزامي است

 .است ها نيز، عدم پارامتري بودن آن ها اين نوع منحنيلذا اشكال . تابعي چندان مناسب نيست

  ي پارمتري درجه سهها اسپلاين -2- 4-2

توان براي تعريف پارامتري شكل يك قطعه  ميي درجه سه فرگوسن، بزير و بي اسپلاينها را ها منحني

جهت توليد توان به راحتي به فرم ماتريسي نوشت و از آن  مياين روشها را . مورد استفاده قرار داد

توان به فرم ماتريسي زير بيان  ميهر سه روش نامبرده در فوق را . ي كامپيوتري استفاده نمودها برنامه

  .]35[كرد

)4 -22(  ( ) . .P h H R M=  

  :كه در آن خواهيم داشت

)4 -23(  3 2 1 , 0 1H h h h h = ≤ ≤   

R  وM با توجه به اينكه در اين . نيز به نوع منحني اسپلاين مورد استفاده بستگي خواهند داشت

  :ي  بي اسپلاين درجه سه استفاده شده است، براي اين نوع منحني خواهيم داشتها تحقيق از منحني

)4 -24(  

0

1

2

3

1 3 3 1

3 6 3 01
, , 0 1

3 0 3 06

1 4 1 0

T

T

B B T

T

b

b
R M h

b

b

− −   
  −   = = ≤ ≤
  −
  
    

  

2كه در روابط فوق  1 0, ,b b b  3وbبردارهاي موقعيت در رئوس كنترلي ، B0  ،B1  ،B2  وB3 باشند مي.  

  .اين رئوس كنترلي بيانگر چندضلعي مشخصه  منحني هستند

شكل بيان كننده چند  1كليه نقاط واقع بر روي منحني درجه سه بي اسپلاين در ميان پوسته محدب

 .شوند ميواقع  2ضلعي مشخصه اسپلاين

  

                                                 
1 Convex hull 
2 Polygon 
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 B-Splineمنحني درجه سه  3- 4شكل 

4-2 -3- B- اسپلاينها  

از توابع اسپلاين كه از آنها كليه توابع اسپلاين ديگر با تشكيل تركيبهاي خطي بدست  اي هدست

اسپلاين ناميده  -Bكنند،  ميرا فراهم   براي فضاي اسپلاينهاي خاص 1آيند، به طوري كه يك پايه مي

اسپلاينها به وسيله روابط بازگشتي به راحتي قابل توليد  - B، ها گرهبه محض معلوم بودن . شوند مي

  . هستند و الگوريتم آنها نسبتا ساده است

}فرض كنيد كه مجموعه }0 1 2, , ,..., mU u u u u= داراي اعضايي باشد كه در آنها شرط زير برقرار باشد.  

1 0,1,2,...,i iu u i m+≤ =  

uiو بردار 2ها را گرهU ناميم مي 3را بردار گره.i –  امين تابع پايهB-  اسپلاين را كه از درجهP ) مرتبه

(p+1 باشد را با مي( )p

iB u  7[كنيم مينشان داده و به صورت زير تعريف[.  

)4 -25(  10
1

( )
0

i i

i

if u u u
B u

else

+≤ 〈
= 


  

)4 -26(  11 1

1

1 1

( ) ( ) ( )
i pp p pi

i i i

i p i i p i

u uu u
B u B u B u

u u u u

+ +− −
+

+ + + +

−−
= +

− −
  

  توجه شود كه

0تابع  � ( )iB u بوده و جز در بازه نيمه باز  اي هتابعي پل[ [1,i iu u u   .باشد ميمقدار آن صفر  ∋+

                                                 
1 Basis 
2 Knot 
3 Knot Vector 
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0pبه ازاي هر � )تابع پايه 〈 )p

iB u  تركيب خطي از دو تابع پايه با درجهp-1 باشد مي.  

0در رابطه مذكور در صورت مواجه با تقسيم  �

0
در ضرايب، مقدار آن را برابر صفر در نظر   

  .]36[گيريم مي

)در صورتي كه توابع پايه )p

iB u  را به صورتNi,p(u) 5-4و  4-4(ي ها نمايش دهيم، در شكل (

  .اسپلاين را مشاهده كرد توان نمايش ترسيمي چند تابع پايه مي

pنحوه محاسبه 6-4شكل 

iB  1براي محاسبه. دهد ميرا نشان( )iB u 0به ( )iB u 1و

1( )iB u+  احتياج

1توان ميبنابراين . داريم

0 ( )B u،1

1 ( )B u،1

2 ( )B u 1به محض محاسبه. را محاسبه كرد.... و( )iB u ها

)2توان مي )iB u اين روند تا جائي كه به محاسبه. را بدست آورد( )p

iB u يابد مينياز است ادامه  ها.  

  اسپلاين -Bي ها حنيمن - 4- 4-2

يك منحني درجة . اسپلاين تعريف نمود -Bتوان با استفاده از توابع پايه  مياسپلاين را  -Bمنحنيهاي 

p  امB-  36[تعريف نمود) 27-4(توان به شكل معادله  مياسپلاين را[.  

  

}يكنواخت  اي هبراي بردار گر 1،2، 0توابع پايه از درجه  4- 4شكل    }0,1, 2,3, 4,5,...u =  
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} اي هتوابع پايه درجه دو براي بردار گر 5- 4شكل  }0,0,0,1, 2,3, 4,5,5,5u =  

  

  

[ )
[ )
[ )
[ )
[ )
[ )

0 1

1 2

2 3

3 4

4 5

5 6

,

,

,

,

,

,

u u

u u

u u

u u

u u

u u

  

pدياگرام نحوه محاسبه  6- 4شكل 

i
B  

)4 -27(  
0

( ) ( )
n

p

i i

i

C u B u P
=

= ×∑
  

}در رابطه بالا }iP مجموعه نقاط كنترلي و{ }( )p

iB u  مجموعه توابع درجهp امB-  باشند مياسپلاين .

  .كنيم ميرا به شكل زير تعريف  U 2و غير يكنواخت 1بردار گره غير تكراري

)4 -28(  1 1

1 1

,..., , ,..., , ,...,p m p

p p

U a a u u b b+ − −

+ +

  
=  

  
123 123

  

}چند ضلعي كه توسط نقاط كنترلي }iP  ناميم مي 3شود را چند ضلعي كنترلي ميايجاد.  

  

                                                 
1 nonperiodic 
2 nonuniform 
3 Control polygon 
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  5-4شكل  اي هاسپلاين با استفاده از توابع پايه و بردار گر -B اي همنحني درجه دوم تك 7- 4شكل 

  .]36[براي محاسبه موقعيت يك نقطه بر روي منحني، سه مرحله وجود دارد

  .شود ميدر آن واقع  uكه  اي هيافتن باز .1

  uمحاسبه كليه توابع پايه غير صفر مربوط به  .2

  .ضرب توابع پايه محاسبه شده در مختصات نقاط كنترلي مربوطه .3

  مدلسازي دامنه يك سازه - 5- 4-2

مرزها از روي هم . نمايش داده شده است 8-4نماي كلي از مرزهاي يك جسم دو بعدي در شكل 

  تواند خودش از تعدادي زير قطعه  ميين هر قطعه علاوه بر ا. گذاري قطعات اسپلاين به وجود آمده اند

  

 15نقطه كليدي و  19مدل سازي دامنه يك سازه شامل سوراخ داخلي با استفاده از  8- 4شكل 

  .]37[قطعه
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باشد كه بر روي مرزها واقع  ميهمچنين هر زير قطعه شامل تعدادي نقاط كليدي . تشكيل شود

اسپلاين است كه در ميان دو نقطه كليدي مجاور واقع  -Bهر زير قطعه يك منحني درجه سه . اند شده

براي مرزهاي . باشند ميمشترك  ها بعضي از اين نقاط كليدي در محل تقاطع قطعه. گرديده است

در مورد مرزهاي منحني . مستقيم به حداقل دو نقطه كليدي كه بر روي مرزها واقعند، احتياج داريم

همان طور كه . شكل نيز به حداقل سه نقطه احتياج است تا بتوان مرزهاي منحني شكل را مدل نمود

، 5، 3قطعات . باشد ميعه قط 15نقطه كليدي و  19شود اين دامنه شامل  ميمشاهده  8- 4در شكل 

ي ها جهت تعريف قطعات در مرز خارجي، در جهت خلاف عقربه. داراي دو زير قطعه هستند 15و  13

ي ساعت ها در جهت موافق با عقربه ها در مورد مرزهاي داخلي، جهت تعريف قطعه. باشد ميساعت 

  .]37[باشد مي

  توليد شبكه اجزاي محدود -4-3

مش . رسد ميرزها، نوبت به مش بندي ناحيه مورد نظر از سازه مورد مطالعه پس از تعيين و معرفي م

با روش  اي هيكي از مراحل مهم در حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات پار ها بندي و توليد المان

  .اجزاي محدود در مسائل مكانيك جامدات است

 تركوچك و ترساده طعاتق با اوليه هندسي شكل جايگزيني و بندي تقسيم مفهوم به مش توليد

 يا و  مثلث صورت به دوبعدي اشكال در شوند،مي ناميده  المان كه كوچك اشكال اين. باشد مي

 حل براي .ميشوند ظاهر  وجهي هشت يا و  چهاروجهي صورت به بعدي سه اشكال در و  چهارضلعي

 مدل يك به اوليه هندسي مدل بايستي ابتدا محدود، اجزاي روش از استفاده با اي سازه مسائل

 گذشته، دهه چند در. باشدمي مش توليد كار، بخش مهمترين منظور بدين .شود تبديل محاسباتي

 به محدود اجزاي تحليلي يها برنامه توليد جهت را بسياري تلاش كامپيوتري، نويسانبرنامه و محققان

 آن بابت زيادي وقت و بوده كار بخش مهمترين مش، توليد يها برنامه ميان اين در. اندرسانيده انجام

 توليد هايالگوريتم توليد و بهبود جهت بسياري هايتلاش نيز امروزه وجود، اين با. است شده صرف
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 صورت به مناسب چگالي و بالا كيفيت با مش توليد ،ها برنامه اين در اصلي هدف .گيرد مي انجام مش

  .باشد مي موثر و اتوماتيك

توليد شبكه اجزاي محدود به صورت اتوماتيك و با استفاده از المانهاي مثلثي و  ADAPTدر برنامه 

 اين شبكه اجزاي محدود به صورت ساختار. گيرد ميانجام  9- 4چهار ضلعي نشان داده شده در شكل 

عد الگوريتم به كار رفته در برنامه قادر است كه ب. شود تشكيل مي 2و به روش جبهه پيش رونده 1نيافته

از تخمين خطاي اجزاي محدود، چگالي مش مورد نياز را در نواحي مختلف ناحيه تعيين كند و بر 

  . اساس آن حل تطبيقي انجام پذيرد

   

  

 ADAPTالمانهاي مورد استفاده جهت شبكه بندي دامنه در برنامه  9- 4شكل 

  

در ادامه به آشنايي بيشتر با مفاهيم توليد شبكه اجزاي محدود و تشريح الگوريتم مورد استفاده جهت 

  .پردازيم مي ADAPTتوليد مش، در برنامه 

  انواع روشهاي توليد كننده شبكه اجزاي محدود -4-3-1

يم بندي  ي توليد مش به سه گروه كلي زير تقسها ، روشها بدون در نظر گرفتن نوع و شكل المان

  :]37[شوند مي

                                                 
1 Unstructured 
 
2 Advancing Front 
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  1يافته سازمان مش توليد هايروش .1

 2نيافته سازمان مش توليد هايروش .2

 3تركيبي مش توليد هايروش .3

 دامنه، داخل در موجود المان و گره هر براي كه هستند هاييروش يافته، سازمان مش توليد هايروش

 نيافته، سازمان هايمش مورد در ولي باشد مي ثابت آنها همسايگي در موجود هايالمان و ها گره تعداد

 هاگره ابتدا مش، توليد يافته سازمان هايروش در همچنين .كند تغيير تواندمي و نبوده ثابت تعداد اين

 و هاالمان توليد نيافته، سازمان هايروش در كه است حالي در اين . شونديم توليد هاالمان سپس و

 سادگي به توانمي يافته سازمان هايروش امتيازات از. پذيرد مي صورت همزمان طور به ها گره

-نمي كه است اين آن مهم عيوب از اما .برد نام كامپيوتر حافظه كمتر مصرف همچنين و آنها الگوريتم

 .كرد استفاده پيچيده هايشكل در مش توليد براي راحتي به روش اين از توان

 اين. باشندمي پيچيده سطوح بندي مش براي قدرتمندي هايروش نيافته سازمان مش توليد هايروش

. ميدهند تخصيص خود به را كامپيوتر از بيشتري حافظه يافته، سازمان هايروش به نسبت هاروش

 مصرف روشها از نوعاين  اصلاح و توليد براي را زمانشان بيشتر مش، توليد فن متخصصان و محققان

 و يافته سازمان توليد مش از اينمونه 10-4شكل در .اند نموده منتشر را بسياري مقالات و اند كرده

  .باشد مي ملاحظه قابل نيافته سازمان مش

 مش توليد هايروش از تركيبي صورت به پيداست، اسمشان از كه گونههمان نيز تركيبي هايروش

  .باشنديم نيافته سازمان و يافته سازمان

براي حل تطبيقي مسائل به روش اجزاي محدود، به يك توليد كننده مش سازمان نيافته قوي نياز 

، براي شبكه بندي دامنه مسئله مورد مطالعه، از يك روش توليد مش ADAPTدر برنامه . است

 AFT كه به اختصار)  Advancing Front Technique ( روش جبهه پيش روندهساختار نيافته به نام 

                                                 
1 Structured Mesh Generation 
2 Unstructured Mesh Generation 
3 Hybrid Mesh Generation 
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هاي پيچيده بسيار مناسب است و  اين روش براي مدل سازي شكل. نامند، استفاده شده است مي

اين . توان گفت اطلاعات و پارامترهاي مورد نياز براي توليد مش در اين روش بسيار كم است مي

پارامترها تعيين كننده چگالي مش در نواحي مختلف دامنه مورد نظر و همچنين اندازه، جهت و 

  .ها هستند المانكشيدگي 

لازم به ذكر است كه در ضميمة دو، به طور كامل به تشريح روش جبهة پيشرونده جهت توليد شبكة 

  .اجزاي محدود پرداخته شده است

  )الف

  )ب   

  مش سازمان نيافته) مش سازمان يافته ب) الف 10- 4شكل 

  تخمين خطا و بهبود شبكه اجزاي محدود -4-4

قادر به تخمين خطاي اجزاي محدود با استفاده از دو روش  ADAPTهمان طور كه بيان شد، برنامه 

  :باشد ميزير 

تخمين خطا با استفاده از بازيافت تنش در نقاط فوق همگرا بر روي گروه المانهاي متصل به  - 1
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 ).SPR(يك گره 

 .تخمين خطا با استفاده از روش ميانگين گيري - 2

به طور گسترده مورد  SPRان نامه اساس روشهاي تخمين خطا، به ويژه روش در فصل دوم اين پاي

  .شود مين اي هبحث قرار گرفته است؛ لذا در اين قسمت به آن اشار

توسط زينكويچ و  SPRتخمين خطا با استفاده از روش ميانگين گيري،  روشي است كه قبل از روش 

از  7- 5با استفاده از اين روش نيز در قسمت  چگونگي تخمين خطا، .]7[ابداع شد 1987زو در سال 

  . فصل پنجم بيان شده است

بهبود شبكه اجزاي محدود در اين برنامه با استفاده از دو روش غني سازي شبكه اوليه و شبكه بندي 

در فصل سوم نيز به طور گسترده به چگونگي بهبود شبكه اجزاي محدود . باشد ميدوباره، امكان پذير 

توان تفاوت شبكه نهايي اصلاح شده  مي 11-4در شكل . از اين دو روش پرداخته شده است با استفاده

كه با براي صفحة مربعي تحت بار متمركز  ،با استفاده از دو روش غني سازي و شبكه بندي دوباره

  .ملاحظه نمودبدست آمده را  ADAPTاستفاده از نتايج برنامه 
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  شبكه اجزاي محدود اصلاح نشده) الف

  

  

  

  

  

  

  

  اصلاح با استفاده از شبكه بندي دوباره) ج      روش غني سازي                           از اصلاح با  استفاده ) ب

  

  ح شبكه صفحة مربعي تحت بار متمركزاصلا 11- 4شكل 
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 مقدمه -5-1

در اين فصل براي نشان دادن صحت، دقت و توانايي برنامه در حل مسائل اجزاي محدود، به ويژه 

دقت . مسائل از نوع تكين، به تعيين فاكتور شدت تنش صفحة تركدار تحت كشش پرداخته شده است

تجاري و صحت نتايج بدست آمده از برنامه به وسيله مقايسة آنها با نتايج آناليز تئوري و نرم افزار 

Ansys دهند كه الگوريتم استفاده شده در برنامه جهت  مينتايج نشان  .مورد بررسي قرار گرفته است

از كارايي  Ansysتخمين خطاي اجزاي محدود، در مقايسه با الگوريتم مورد استفاده در نرم افزار 

با تعداد  Ansysدر مقايسه با نرم افزار  ADAPTباشد؛ به طوري كه برنامه  ميبهتري برخوردار 

   .رسد ميالمانهاي كمتر و در نتيجه درجات آزادي كمتري به دقت مورد نياز مسئله 

فاكتورشدت تنش به صورت باشد كه تبيين  مياهميت نتايج اين فصل نيز از اين جهت مورد تاكيد 

هي يك معادله رياضي براي تركي دلخواه در يك سازه پيچيده و تحت بارگذاري دلخواه، مشكل وگا

غير ممكن است؛ لذا استفاده از يك روش عددي با قابليت اطمينان بالا درحل اينگونه مسائل الزامي 

   .باشد مي

رسد كه براي درك بهتر  ميفاكتور شدت تنش، لازم به نظر قاديرقبل از بيان نتايج بدست آمده براي م

مكانيك شكست مواد  اين مفهوم و چگونگي حصول روابط تئوري آن، به بيان مختصري از علم

                                                                                                                   .ارتجاعي خطي بپردازيم

مكانيك شكست ارتجاعي خطي -5-2  

بر حسب  مكانيك شكست ارتجاعي خطي روشي براي بيان ميدان و توزيع تنش در نزديكي نوك ترك

مكانيك شكست . باشد ميبارگذاري در دوردست، اندازه و شكل هندسي ترك يا ناپيوستگي ترك گونه 

در . ارتجاعي خطي مبتني بر اعمال اصول تئوري مكانيك ارتجاعي خطي به قطعة داراي ترك است

ر بسيار ي نقاط مختلف ماده در اثر اعمال باها شود كه تغيير مكان ميمكانيك ارتجاعي خطي فرض 

ي موجود در ها و كرنش ها توان تنش ميكوچك بوده و ماده نيز داراي رفتار خطي است، بدين معنا كه 
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مهمترين اصل مكانيك شكست ارتجاعي خطي اين است كه . ماده را با هم بطور خطي متناسب دانست

با واحد (، Kتوزيع تنش نزديك يك ترك نوك تيز بر حسب يك كميت به نام فاكتور تمركز تنش 

Mpa. m .Ksi) يا  in قابل بيان است كه به هر دو عامل، تنش وارده به قطعه در دوردست( )σ  و

بنابراين سطح بارگذاري روي ترك بر حسب فاكتور . بستگي دارد ))a(شامل طول ترك (هندسة قطعه 

كه تحت  اي هچون هر قطع. باشد ميقابل بيان است و از اين حيث اين فاكتور شبيه تنش شدت تنش 

شود، و يك قطه ترك دار نيز كه  مي دگيرد در واقع تا سطح مشخصي تنش در آن ايجا ميبار قرار 

  .شود ميفاكتور شدت تنش در آن ايجاد  معيني گردد تا سطح ميتحت بار واقع 

اولين گام در بررسي يك ترك، تحليل تنش قطعة تركدار است كه توسط آن بررسي رشد ترك و در 

ي تنش براي مدهاي ها براي متمايز نمودن مولفه. شود مينتيجه حساسيت قطعه به ترك امكان پذير 

اين . مختلف تغيير شكل، مناسب است كه سه مود تغيير شكل نسبي سطوح ترك تعريف گردد

  :]39[عبارتند از) نمايش داده شده اند 1- 5كه در شكل (يير شكل مودهاي تغ

كه متداول ترين فرم گسيختگي در اثر رشد ترك است، معرف تغيير  1يا مود بازشدگي 1مود  - 1

در اين مود سطوح ترك  . باشد مي XZو  XYشكل متقارن سطوح ترك نسبت به صفحات 

 .دهند مين بطور عمود بر هم در جهت مخالف يكديگر تغيير مكا

2يا مود برشي 2مود  - 2
متقارن و نسبت به  XY، تغيير مكان سطوح ترك نسبت به صفحة  

دراين مود، دو سطح ترك نسبت به هم در جهت عمود بر خط . پادمتقارن  است XZصفحة 

 .لغزند مينوك ترك، 

و نيز معرف تغيير شكل سطوح ترك بصورت پاد متقارن نسبت به هر د 3يا مود پارگي 3مود  - 3

در اين مود، لغزش دو صفحه در جهتي به موازات خط پروفيل . باشد مي XZو  XYصفحة 

 .افتد ميترك اتفاق 

                                                 
1 Pening Mode 
2 Shearing Mode 
3 Tearing Mode 
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  1مود                          

    

                          

  2مود                          

  

                          

  3مود                          

  

  

  

  مودهاي تغيير شكل ترك 1- 5شكل 

در ادامه به طور خلاصه تحليل تئوري ارتجاعي براي يك ترك افقي در يك صفحه به ابعاد بينهايت 

شود تا از اين تحليل بتوان فهم دقيق تري از معادلات  ميارائه ) 2- 5شكل (تحت بارگذاري دو محوره 

  .بدست آوردوسترگارد و فاكتور شدت تنش 

شود و  مي، در حالت تنش مسطح در نظر گرفته )2-5(شده در شكل  جسم تركدار نشان داده

بر اين اساس و با در . گردد ميهمچنين ماده تشكيل دهندة اين جسم نيز همگن و ايزوتروپيك فرض 

توان با مراحل استاندارد زير به توزيع تنش و  مينظر گرفتن فرضيات اصلي تئوري ارتجاعي خطي، 

  .]39[جابجايي در نمونه رسيد

  معادلات تعادل تنش -1

  .توان معادلات تعادل تنش را به صورت زير نوشت ميدو بعدي  ةبراي نمون
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  صفحه به ابعاد بينهايت تحت بار كششي دو محوره يكنواخت 2- 5شكل 

)شود كه اين دو معادله داراي سه مجهول  ميمشاهده  , , )x y xyσ σ τ لذا براي حل اين . باشند مي

  .معادلات به يك معادلة اضافي نياز خواهيم داشت

   ها معادلات هوك و روابط بين كرنش و جابجايي - 2

ي ها شوند،  به كرنش ميتنش در هر نقطه از جسم با روابط زير كه به نام معادلات هوك شناخته 

  :باشند ميجسم مرتبط 

)5 -2(   

2(1 )

x x x

y y x

xy

xy

E

E

E

ε σ νσ

ε σ νσ

γ
τ

ν

= −

= −

=
+

  

با اضافه شدن اين سه معادله، سه . ضريب پواسون ماده است νمدول ارتجاعي ماده و  Eكه در آنها 

بنابراين هنوز . گردد ميافزوده ) ي تنشها مولفه(به مجهولات قبلي ) ي كرنشها مولفه(مجهول ديگر 

نيز با روابط زير به ي جابجايي و كرنش ها مولفه. كمبود يك معادله براي حل، به قوت خود باقي است

  .هم اتصال دارند
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)5 -3(  
; ;x y xy

u u

x y y x

ν ν
ε ε γ

∂ ∂ ∂ ∂
= = = +

∂ ∂ ∂ ∂
  

با يكديگر، معادله تطابق ) 3-5(با تركيب معادلات . باشند ميي جابجايي ها مولفه νو  uكه در آن 

 .آيد ميبه صورت زير بدست  1كرنش

)5 -4(  2 2 2

2 2
( ) ( )

xy

x y
x y y x

γ
ε ε

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂
  

توان به شش مجهول مورد نظر يعني  مي) 1-5و2-5و4- 5(اكنون با شش معادله معرفي شده 

  .هاي تنش و كرنش دست يافت مولفه

2ايري
نشان داد كه براي هر مسئله ارتجاعي تابعي به نام تابع تنش ايري وجود دارد كه در معادلات  

)اگر اين تابع را . كند ميصدق ) 1-5روابط (تعادل  , )x yφ  ،ي تنش را به ها توان مولفه ميبناميم

  .صورت زير نوشت

)5 -5(  2 2 2

2 2

( , ) ( , ) ( , )
; ;x y xy

x y x y x y

x y x y

φ φ φ
σ σ τ

∂ ∂ ∂
= = = −

∂ ∂ ∂ ∂
  

، برآورده شدن اين روابط تعادل بسادگي )1-5(ي تنش در روابط تعادل ها با قرار دادن اين مولفه  

نوشته و نتيجه را در ) 5-5(را بر حسب تابع تنش ايري ) 2-5(حال اگر معادلات هوك . شود ميديده 

  .قرار دهيم، خواهيم داشت) 4- 5(معادله تطابق كرنش 

)5 -6(  4 4 4

4 4
2 0

y x x y

φ φ φ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
  

  ويا

)5 -7(  4 2 2( ) ( ) 0φ φ∇ = ∇ ∇ =  

هر تابعي كه . شود ميبه نام تابع باي هامونيك شناخته  ∇4φبه نام تابع هارمونيك و  ∇2φكه در آن 

  .شود ميصدق كند، به نام تابع تنش ايري شناخته ) 7- 5(در معادله 

                                                 
1 Strain Compatibility Equation 
2 Airy 
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 zشناخته شده و در آن متغير مختلط  1كه به نام تابع وسترگارد( Z(z)فرض كنيد تابع مختلطي مانند 

وجود داشته باشد به طوري كه بتوان با انتگرال گيري از آن، تابع تنش ايري ) باشد مي x+iyبه صورت 

در اين حالت، تابع مختلط طوري انتخاب . را به دست آورد) 2-5(براي مسئله نشان داده در شكل 

ي مرتبه اول و دوم اين تابع به فرم زير ها شود كه تابع تنش ايري به صورت تركيبي از انتگرال مي

  .ه شودنوشت

)5 -8(  2Re( ( )) ) Im( ( ) )Z z dz y Z z dzϕ = +∫∫ ∫  

توان نشان داد  مي. باشند ميي حقيقي و موهومي تابع مختلط ها به ترتيب قسمت Imو  Reكه در آن 

)كه اين تابع  )φ  اكنون، با مشتق گيري از اين . نمايد ميصدق ) 7- 5(در معادله باي هارمونيك

  .آيند ميتنش به صورت زير به دست ي ها معادله، مولفه

)5 -9(  Re( ( )) .Im( ( ))

Re( ( )) .Im( ( ))

.Re( ( ))

x

y

xy

Z z y Z z

Z z y Z z

y Z z

σ

σ

τ

= −

= +

= −

  

مناسب براي مسئله مورد نظر به طوري كه شرايط مرزي  (Z(z))اكنون اگر بتوان يك تابع وسترگارد 

ي تنش در اطراف نوك ترك را به ها مولفه) 9- 5(توان با استفاده از روابط  ميمورد نظر را اقناء كند، 

 اي هبايد به گون Z(z)تابع ) نشان داده شده است 2-5كه در شكل (براي مسئله مورد نظر . دست آورد 

  .باشد كه در شرايط مرزي زير صدق كند

0

x

y

y

y

x

y

a x a

x a

σ σ

σ σ

σ

σ

= ±∞ =

= ±∞ =

− 〈 〈+ =

= ± = ∞

  

لا را اقناء نمايد، لذا تواند كليه شرايط مرزي با ميزير، ) 10-5(شود كه تابعي به فرم تابع  ميمشاهده 

xاين تابع به جز در نقاط . تواند يك تابع وسترگاد براي صفحه مورد نظر باشد مي a= دو نوك ( ±

  .در همه نقاط تحليلي است) ترك

                                                 
1 Westergaard 
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)5 -10(  
2 2

.
( )

z
Z z

z a

σ
=

−
  

xرا به نوك ترك در ) 2-5(اگر مركز مختصات نشان داده شده در شكل  a= منتقل كنيم و تقريب  +

 متغيركوچكتر باشد، در نظر بگيريم و همچنين،  aبسيار از مقدار  zاول اين تابع در حالاتي كه مقدار 

cosرا به فرم قطبي  zمختلط  siniz re iθ θ θ= =   :بنويسيم، خواهيم داشت +

2 2

2

.( )
( ) ;

( )

( )
2

( , )
2

i

z a
Z z

z a a

a
Z z

z

a
Z r e

r

θ

σ

σ

σ π
θ

π
− +

+
=

+ −

=

=

  

)با مشتق گيري از تابع  )Z z و قرار دادن روابطRe( )Z وIm( )Z  توان  مي، )9-5(در معادلات

xهاي تنش در نزديك نوك ترك مولفه a= در صورتي كه توزيع تنش را در ناحيه . را به دست آورد

rاف نوك ترك بسيار متمركز در نظر بگيريم و اطر

a
كه عدد بسيار كوچكي است را برابر صفر قرار  

  .گردند ميي تنش در اطراف نوك ترك به صورت زير بيان ها دهيم، مولفه

)5 -11(  

3
cos 1 sin .sin

2 2 22

3
cos 1 sin .sin

2 2 22

3
cos .sin .cos

2 2 22

x

y

xy

a

r

a

r

a

r

σ π θ θ θ
σ

π

σ π θ θ θ
σ

π

σ π θ θ θ
τ

π

 = −  

 = +  

=

  

)دهند كه در نوك ترك  مياين معادلات نشان  0)r حالت ويژه داشته و قابل تعريف  ها تنش =

aσدر اين روابط همچنين عبارت . باشند نمي π  مود (1به نام فاكتور شدت تنش براي مود

توان  مياكنون با اين تعريف، . شود مينشان داده  IKشود كه معمولا با نماد  ميشناخته ) شدگي باز

  :را به صورت زير بيان كرد 3و 1،2ي مود ها در ترك ها روابط تنش و جابجايي
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  :1 مود

  

  

)5 -12(  

2

2

3
cos 1 sin .sin

2 2 22

3
cos 1 sin .sin

2 2 22

3
cos .sin .cos

2 2 22

( ), 0

cos 1 2 sin
2 2 2

sin 2 2 cos
2 2 2

0

I
x

I
y

I
xy

z x y xz yz

I

I

K

r

K

r

K

r

K r
u

K r
v

w

θ θ θ
σ

π
θ θ θ

σ
π

θ θ θ
τ

π
σ ν σ σ τ τ

θ θ
ν

µ π

θ θ
ν

µ π

 = −  

 = +  

=

= + = =

 = − +  

 = − +  
=

  

  :2 مود

  

  

  

  

)5 -13(  
2

2

3
sin 2 cos .cos

2 2 22

3
sin .cos .cos

2 2 22

3
cos 1 sin .sin

2 2 22

( ), 0

sin 2 2 cos
2 2 2

cos 1 2 sin
2 2 2

0

II
x

II
y

II
xy

z x y xz yz

II

II

K

r

K

r

K

r

K r
u

K r
v

w

θ θ θ
σ

π
θ θ θ

σ
π

θ θ θ
τ

π
σ ν σ σ τ τ

θ θ
ν

µ π

θ θ
ν

µ π

 = − +  

=

 = −  
= + = =

 = − +  

 = − + +  
=

  

  :3 مود

  

)5 -14(  

sin
22

cos
22

0

III
xz

III
yz

x y z xy

K

r

K

r

θ
τ

π
θ

τ
π

σ σ σ τ

= −

=

= = = =
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  2
sin

2

0

IIIK r
w

u v

θ
µ τ

=

= =

  

)ي مختصات قطبيها ي تنش و مولفهها كه در آن مولفه , )rθ نشان داده ) 3-5(باشد كه در شكل  مي

به  νو  µبوده و  zو x، yي جابجايي در جهت محورهاي ها نيز به ترتيب مولفه  wو u،v. شده اند

ترتيب مدول ارتجاعي برشي و نسبت پواسون ماده بوده و 
II

K و
III

K  نيز به ترتيب فاكتور شدت

  .باشد مي 3و 2تنش براي مودهاهي 

هر يك از سه مود اصلي تغيير مكان سطوح ترك، داراي روابط تنش و جابجايي منحصر به خود است 

از  اي هتغيير شكل يك ترك در قطع. شوند ميي وسترگارد شناخته ها و جابجاي ها كه به نام تنش

زماني كه تغيير . افتدتواند در هر يك از اين مودها و يا تركيبي از اين مودها اتفاق  ميماشين يا سازه 

و در شرايطي كه تركيبي از مودها جهت بيان  1مكان ترك فقط در يك مود رخ دهد، حالت مود خالص

لازم است به ذكر . شود ميترك ناميده  2جابجايي سطوح ترك لازم باشد، حالت مود تركيبي جابجايي

بوده كه در اين تحقيق بر آن يا مود بازشدگي  1است كه متداولترين و مهم ترين مود شكست، مود 

    .تاكيد شده است

  
  ي تنش در نوك تركها تعريف سيستم مختصات و مولفه 3- 5شكل 

                                                 
1 Pure Fracture Mode 
2 Mixed Displacement Fracture Mode 
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براي حالت كرنش مسطح كه در آن جابجايي در جهت عمود بر صفحه، ) 13- 5(و ) 12-5(معادلات 

wلازم به تاكيد است كه وقتي . ، صفر است، نوشته شده استr  ند، معادلات ك ميبه سمت صفر ميل

يعني [بيشتر گردد،  rباشند و هر چه مقدار  ميدقيق )) 14-5(تا ) 12-5(معادلات (تنش وسترگاد 

از نوك ترك مورد نظر ) در مقايسه با ابعاد ترك و صفحه(نسبتا زياد  اي هبا فاصل اي هتنش در نقط

  .كند ميدقت اين معادلات كاهش پيدا  ]باشد

دهند كه براي يك قطعه تركدار كه تحت مود شكست خاصي  ميان ت نوشته شده همچنين نشمعادلا

ي ها بوده و بر حسب يكي از كميت 1قرار گرفته توزيع تنش و جابجايي در نزديك نوك ترك غير متغير

ي ربنابراين شكل و اندازه ترك، هندسه قطعه و سطح بارگذا. باشند ميفاكتور شدت تنش قابل بيان 

  .كنند وليكن در توزيع تنش اثري ندارند ميتنش تغيير ايجاد  همگي در مقدار فاكتور شدت

دهد كه فاكتور شدت تنش بايد با حاصلضرب تنش و  ميتحليل ابعادي معادلات توزيع تنش نشان 

بر اساس تحليل انجام شده براي ماده شيشه . ريشه دوم يك طول مشخصه نسبت مستقيم داشته باشد

بنابراين . توان آن طول مشخصه را برابر طول ترك در نظر گرفت ميو بسط و گسترش آن براي فلزات، 

)فاكتور شدت تنش با حاصلضرب تنش اعمال شده  )σ  و ريشه دوم طول تركa  نسبت مستقيم

)لذا فرم عمومي شدت تنش با در نظر گرفتن ضريب تناسبي مانند . دارد )f g  كه تابع هندسه قطعه

  .شود ميو ترك است، به صورت زير نوشته 

)5 -15(  . . ( )K a f gσ=  

)تعيين تابع  )f g ي مختلف، يكي از موارد مهم تحقيقات است و تاكنون براي ها براي هندسه و ترك

در مواردي كه اين تابع معلوم . ي مختلف، تعيين گرديده استها و ترك ها بسياري از قطعات با هندسه

ي عددي فاكتور شدت تنش را ها ي آزمايشگاهي و يا روشها توان با استفاده از روش مينباشد، 

  .محاسبه نمود

                                                 
1 Invariant 
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  فاكتور شدت تنش -5-3

ش موضعي توان تن ميهمان طوري كه از معادلات تنش وسترگاد ديده شد، توسط فاكتور شدت تنش 

به  اي هاگر صفح. مرتبط كرد) مانند تنش اعمال شده به قطعه(در نوك ترك را به تنش دوردست 

 2aعرض نامحدود كه تحت بار كششي يكنواخت در دوردست قرار گرفته و داراي تركي به طول 

بسيار بزرگتر از طول ترك در  2bكه در آن ) الف 4-5(مانند شكل (دروسط است، مورد نظر قرار گيرد 

0θتوان مقدار حداكثر تنش در نوك ترك را با قرار دادن  مي، )شود مينظر گرفته  در معادله تنش  =

yσ  به صورت زير محاسبه نمود)12-5(در معادلات ،.  

 )5-16(  
2

I
y

K

r
σ

π
=  

)كه در نتيجه فاكتور شدت تنش  )
I

K  شود ميبصورت زير حاصل.  

)5 -17(  2I yK rσ π=  

در اين معادله، تنش
yσ  با افزايش فاصله از نوك ترك يعنيr  اي هيابد و اين كاهش به گون ميكاهش 

است كه فاكتور شدت تنش 
I

K  درحالتي كه ابعاد آن نامحدود ( چنانچه اين صفحه . ماند ميثابت

قرار گيرد، نمونه فقط داراي مود برشي خواهد بود و در ) ب 4-5(مانند شكل  τتحت بار برشي ) باشد

) 2توان فاكتور شدت تنش مود  مياين حالت نيز به طريق مشابه  )
II

K را به صورت زير تعريف نمود.  

)5 -18(  
IIK aτ π=  

  

  صفحه با عرض محدود داراي ترك مركزي 4- 5شكل 

براي صفحه با عرض محدود نيز همين فرم كلي معادلات بالا براي ضريب شدت تنش حفظ شده و 
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)همان طور كه در قسمت قبل بيان گرديد، يك ضريب تصحيح هندسي  )f g  در اين معادلات ضرب

كه در اين تحقيق به آن  1در ادامه به تعيين ضريب تصحيح مربوط به صفحه با ترك عمقي. گردد مي

  .پردازيم ميپرداخته شده است، 

كه در ( 2aگ و داراي يك شكافت مركزي به طول با عرض بزر اي هفاكتور شدت تنش براي صفح

در صورتي كه عرض ورق . گردد ميبيان ) 17-5(بر طبق معادله ) نشان دادن شده است) 3-5(شكل 

ي ها در نظر گرفته شود، ضريب تصحيحي بايد در نظر گرفته شود تا بتوان اثر تنش 2bمحدود و برابر 

در اين حالت فاكتور . طه فاكتور شدت تنش وارد نمودلبه نمونه در توزيع تنش نوك ترك را در راب

  .   شدت تنش خواهد بود

)5 -19(  1

22
tan

2
I

b a
K a

a b

π
σ π

π
 =  
 

  

  محاسبه فاكتور شدت تنش در مدلهاي اجزاي محدود دو بعدي -5-4

در اين قسمت، نحوه محاسبه فاكتور شدت تنش بر اساس نتايج تحليل اجزاي محدود مورد بحث قرار  

لذا فقط . كاملا مشابه يكديگر است 2و 1محاسبه فاكتور شدت تنش براي مودهاي . خواهدگرفت

  .]39[تشريح خواهد شد 1محاسبات در مورد مود 

معادلات (در حوالي نوك ترك  1همان طور كه از معادلات وسترگارد براي توزيع تنش و جابجايي مود 

در طول يك شعاع معلوم اخراج شده از نوك ترك، توان با تعيين تنش  مينشان داده شد، )) 12- 5(

تابعي براي 
I

K  بر حسب فاصلهr مقدار اين تابع در . به دست آوردr=0 منجر به مقدار
I

K شود مي.  

3
cos 1 sin .sin

2 2 22

I
y

K

r

θ θ θ
σ

π
 = +  

  

0θدر    :خواهيم داشت) يعني خط جلوي ترك( =

2

I
y

K

r
σ

π
=  

                                                 
1 Through-Thickness Crack 
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)5 -20(  2I yK rσ π=  

كه براي حالت كرنش مسطح نوشته شده، در ) 12-5(و يا براساس جابجايي داده شده در معادله 

θ π= )توان نوشت مي) يعني خط پشت ترك:  

  

)5 -21(  

2sin 2 2 cos
2 2 2

sin (2 2 )
2 2

2

2 2

I

I

I

K r
v

K r
v

K v
r

θ θ
ν

µ π

θ
ν

µ π

µ π
ν

 = − +  

= −

 =  − 

  

نسبت پواسون  νمدول ارتجاعي برشي و  µجابجايي در جهت عمود بر راستاي ترك،  vدر روابط بالا

توان اين  براي مواد ايزوتروپيك، مي Eو مدول  µبا استفاده از رابطه بين مدول برشي . باشند ميماده 

  .رابطه را به فرم زير نوشت

  

)5 -22(  

2

2(2 2 )

2 2

2

(4 4 )

I

I

E

K v
r

E
K v

r

πν
ν

π
ν

 
 +
 =

− 
 
 

 
=  − 

  

اكنون اگر تنش
yσ  0(در جلوي تركθ θ(در خط پشت ترك  vو يا جابجايي ) = π= ( معلوم

 1ضريب فاكتور شدت تنش را با برون يابي) 22-5(و ) 20-5(توان با استفاده از معادلات  ميباشد، 

  .محاسبه نمود r=0در نقطه  rبر حسب  IKمنحني تغييرات

  تعريف مسئله -5-5

صفحه از جنس فولاد، با مدول يانگ  . صفحه محدودي با تركي در قسمت مياني تحت كشش قرار دارد

GPa200 E= عرض صفحه . است � =3/0و ضريب پواسونm4/0b=2  و عرض ترك در قسمت مياني

  .باشد مي m 04 /0a =2صفحه 

                                                 
1 Etrapolation 
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نيروي گسترده . گردند ميمال و گسترده در وجه بالا و پايين نمونه، به مدل اع اي هنيروها به صورت لب

نيوتن بر متر بوده كه با توجه به واحد بودن عرض نمونه، موجب تنش  100×106اعمالي به مقدار 

  .ي مدل خواهد گرديدها در لبهMPa100برابر 

در نظر  اي هكنيم و صفحه را داراي كرنش صفح ميدر اين مسئله شكست را الاستيك خطي فرض 

  .گيرد مياز مدل مورد آناليز قرار  4/1به دليل تقارن مدل، فقط . گيريم مي

  

 ]40[صفحه با ترك مياني 5- 5شكل 

  .گردد ميبه صورت زير محاسبه ) 19-5(به صورت تئوري با استفاده از رابطه IKفاكتور شدت تنش 

  1

2

1
1

2
2

2
tan

2

2 0.2 0.02
100 0.02 tan 25.17 .

0.02 2 0.2

I

I

b a
K a

a b

K MPa m

π
σ π

π

π
π

π

 =  
 

× × = × = × × 

  

 ADAPTمدلسازي مسئله به كمك برنامه  - 5-6

تشكيل . پردازيم مي ADAPTدر اين قسمت به بيان نتايج ناشي از مدلسازي مسئله به كمك برنامه 

مدل هندسي و شبكه بندي دامنه اين مسئله با استفاده از دو نوع المان مثلثي شش گرهي و چهار 

كه در ادامه، نتايج مربوط به هر كدام مورد ضلعي هشت گرهي ايزوپارامتريك صورت پذيرفته است 

  .بررسي قرار خواهند گرفت
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 نتايج ناشي از مدلسازي با المان مثلثي شش گرهي -1- 5-6

در . شود مياز مسئله مدل  4/1همان طور كه در قسمت تعريف مسئله بيان شد، به علت تقارن، تنها 

 4/1توان شبكه بندي اوليه، بارگذاري و شرايط تكيه گاهي به وجود آمده از جدا شدن  مي 6-5شكل 

المان مثلثي  428دهند كه براي شبكه بندي اولية با  مينتايج نشان . دامنه از كل آن را مشاهد كرد

0شش گرهي، درصد خطاي نسبي 
  .باشد مي 077/3

همان طور كه . شود مييي كل دامنه و نيز در اطراف نوك ترك مشاهده شبكه بندي نها 7-5در شكل 

 شود، از روش توليد كامل المانها يا المان بندي دوباره، براي اصلاح شبكه اجزاي محدود  ميمشاهده 

  المان مثلثي شش گرهي به درصد خطاي نسبي 733در شبكه نهايي با . استفاده شده است hبه روش 

  

  

  
77/3ηتعداد المانها، درصد =428، ها تعداد گره=917(شبكه اوليه  6- 5شكل   )درجة آزادي 1834با  =

  

42/0ηتعداد المانها، درصد =733، ها تعداد گره=1568(شبكه نهايي  7- 5شكل    )درجة آزادي 3136با  =
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  آمده از شبكه بندي دامنه با المانهاي مثلثي شش گرهي مقادير فاكتور شدت تنش بدست 1- 5جدول 

 r(mm)فاصله از نوك ترك  X(m)مختصات در جهت  شماره گره
  Y تنش در جهت

(MPa) 

 فاكتور شدت تنش

Mpa(m)1/2 

1309 0.020 0.470 469.879 25.525 
1310 0.021 0.525 446.786 25.651 

1254 0.021 0.580 424.424 25.611 

1253 0.021 0.634 405.930 25.629 

1199 0.021 0.689 391.223 25.748 

1198 0.021 0.750 376.844 25.866 

1182 0.021 0.805 364.597 25.925 

1184 0.021 0.860 354.122 26.026 

1139 0.021 0.920 343.735 26.135 

1137 0.021 0.975 334.776 26.203 

1136 0.021 1.035 325.131 26.225 

1135 0.021 1.096 316.436 26.257 

1130 0.021 1.156 309.109 26.347 

1131 0.021 1.217 302.305 26.432 

1129 0.021 1.277 295.827 26.500 

1127 0.021 1.332 290.052 26.535 

1125 0.021 1.398 283.491 26.569 

1124 0.021 1.458 277.811 26.594 

1068 0.022 1.519 272.560 26.626 

1066 0.022 1.579 268.077 26.704 

1065 0.022 1.645 263.488 26.789 

1064 0.022 1.706 259.783 26.893 

1013 0.022 1.772 255.919 27.000 

1014 0.022 1.837 252.026 27.079 

1012 0.022 1.903 248.205 27.143 

1010 0.022 1.964 244.750 27.187 

997 0.022 2.030 241.066 27.223 

995 0.022 2.101 237.333 27.269 

930 0.022 2.167 234.298 27.339 

928 0.022 2.233 231.510 27.422 

927 0.022 2.304 228.459 27.490 

925 0.022 2.370 225.686 27.542 

922 0.022 2.442 222.596 27.571 

921 0.023 2.513 220.164 27.665 

831 0.023 2.585 217.777 27.751 

830 0.023 2.656 215.446 27.831 

828 0.023 2.727 213.124 27.899 

826 0.023 2.799 210.858 27.961 

825 0.023 2.876 208.483 28.024 

823 0.023 2.947 206.403 28.086 

780 0.023 3.024 204.257 28.155 

779 0.023 3.101 202.191 28.222 

776 0.023 3.178 200.148 28.281 

775 0.023 3.255 198.225 28.346 

773 0.023 3.337 196.314 28.426 

771 0.023 3.414 194.605 28.502 

770 0.023 3.496 192.777 28.573 

769 0.024 3.579 191.072 28.652 

765 0.024 3.661 189.414 28.728 

764 0.024 3.749 187.738 28.814 
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  ي شدت تنش محاسبه شده از المانهاي مثلثي شش گرهيها برازش خط به فاكتور 8- 5شكل 

 

0
برابر  17يعني با افزايش المانها به كمتر از دو برابر، به كاهش خطايي حدود . ماي هرسيد022/0

 . رسيم مي

ي تنش محاسبه شده، فاكتور شدت تنش را با استفاده از معادله ها توان با استفاده از مولفه مياكنون 

 ي شدت تنش محاسبه شده و در جدول ها ، فاكتورrبر حسب مقادير مختلف . بدست آورد) 20- 5(

، مقادير مختلفي براي فاكتور rشود كه بر حسب مقادير مختلف  ميمشاهده . داده شده اند) 1- 5(

ترسيم  r متغيري شدت تنش را بر حسب ها اين مقادير فاكتورحال اگر . آيد ميشدت تنش به دست 

و به دست  ها با برازش يك خط به داده. ايجاد خواهد شد) 8-5(كنيم، منحني رسم شده در شكل 

گردد، فاكتور شدت تنش در نوك  مي r=0آوردن محل تلاقي اين خط با محور قائم يعني جايي كه 

است كه براي برون يابي دقيق تر گاهي بهتر است كه اطلاعات لازم به ذكر . ترك به دست خواهد آمد

باشند، مورد نظر قرار  ميچند المان نزديك به ترك كه داراي فاصله زيادي نسبت به ديگر نتايج 

  .نگيرند

و آناليز تئوري با  ها شود كه مقادير فاكتور شدت تنش به دست آمده از برونيابي تنش ميملاحظه 

y = 0.99x + 25.16

R² = 0.996
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مقدار فاكتور شدت تنش از روش برون يابي مولفه تنش . دهند ميقبولي نشان يكديگر تطابق قابل 

yσ  1/2ناشي از حل تطبيقي اجزاي محدود عددي حدود( )MPa m16/25 باشد؛ در حالي كه  مي

)1/2فاكتور شدت تنش بدست آمده از آناليز تئوري )MPa m17/25 باشد مي.  

  نتايج ناشي از مدلسازي با المان چهار ضلعي هشت گرهي -2- 5-6

در اين قسمت نيز همانند بخش قبل، به بيان نتايج بدست آمده با شبكه بندي دامنه با المانهاي چهار 

 . پردازيم ميضلعي هشت گرهي 

رفتن مرتبه المان نسبت  شود، در شبكه بندي نهايي با بالا ميمشاهده  10- 5همان طور كه در شكل 

0به حالت قبل، ميزان درصد خطاي نسبي از 
0به 042/0

كاهش يافته است؛ و همچنين كاهش  021/0

  المان چهار ضلعي هشت گرهي، صورت پذيرفته  555المان مثلثي شش گرهي به  733تعداد المانها از 

 

69/4ηتعداد المانها، درصد =216، ها تعداد گره=713(كه اوليه شب  9- 5شكل      )درجة آزادي 1428با  =

 

 

21/0ηتعداد المانها، درصد =555، ها تعداد گره=1758(شبكه نهايي   10- 5شكل    )درجة آزادي 3516با  =
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 بدست آمده از شبكه بندي با المانهاي چهار ضلعي هشت گرهيمقادير فاكتور شدت تنش  2- 5جدول 

 r(mm)فاصله از نوك ترك  X(m)مختصات در جهت  شماره گره
  Y تنش در جهت

(MPa) 

 فاكتور شدت تنش

MPa(m)1/2 

232 0.0200 0.090637 1050.706 25.07367 

295 0.0201 0.107117 968.0042 25.11247 

292 0.0201 0.1291 885.4556 25.2171 

313 0.0202 0.1566 806.5552 25.2960 

310 0.0202 0.1950 726.2607 25.4215 

350 0.0202 0.2390 653.3269 25.3145 

347 0.0203 0.3378 554.4149 25.5427 

412 0.0204 0.4312 493.8501 25.7054 

410 0.0206 0.5960 421.1117 25.7696 

527 0.0208 0.7608 377.2377 26.0816 

528 0.0209 0.9366 341.1220 26.1678 

539 0.0211 1.1124 315.1597 26.3474 

537 0.0214 1.4035 283.7974 26.6501 

574 0.0217 1.7001 260.8069 26.9553 

571 0.0221 2.0737 238.9481 27.2745 

608 0.0224 2.4417 223.5934 27.6943 

607 0.0229 2.8922 208.0928 28.0512 

614 0.0233 3.3426 196.2770 28.4443 

612 0.0240 3.9633 183.3150 28.9275 

 

  

  ي شدت تنش محاسبه شده از المانهاي چهار ضلعي هشت گرهيها برازش خط به فاكتور 11- 5شكل 

  

محاسبه شده اند؛ كه اين  rمقادير فاكتور شدت تنش، بر حسب مقادير مختلف  2-5در جدول . است

y = 0.992x + 25.17

R² = 0.992
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مقادير با توجه به نتايج بدست آمده براي تنش 
yσ  در فاصله صفر تا حدود چهار ميليمتر از نوك

  .ترك محاسبه شده اند

لازم به ذكر است كه براي تمام موارد، با توجه به ابعاد نمونه و نيز جهت داشتن شرايط يكسان، از 

نتايج بدست آمده براي تنش 
yσ  در فاصله صفر تا حدود چهار ميليمتر از نوك ترك استفاده شده

  .است

با برازش خط به فاكتورهاي شدت تنش محاسبه شده از شود  ميمشاهده  11- 5 همانطور كه در شكل 

آيد  ميبراي فاكتور شدت تنش در نوك ترك بدست  17/25عدد  ،المانهاي چهار ضلعي هشت گرهي

  .باشد ه كاملا با نتيجة تئوري منطبق ميك

  Ansysمدلسازي مسئله به كمك برنامه -5-7

 Ansysدر اين بخش به بيان نتايج مربوط به حل مسئله صفحة تركدار تحت كشش به كمك نرم افزار 

و همچنين برتري نسبي آن  ADAPTهدف از تبيين اين قسمت، بررسي صحت برنامه . پردازيم مي

در تخمين خطا و حل تطبيقي و در نتيجه تعيين فاكتور شدت تنش صفحة  Ansysم افزار نسبت به نر

جهت اين مقايسه از دو المان مشابه با المانهاي مورد . باشد ميتركدار، با مقايسه نتايج مربوط به آنها 

و المان چهار  PLANE2المان مثلثي شش گرهي . استفاده شده است ADAPTاستفاده در برنامه 

مشخصات هندسي مربوط به هر يك مشاهده  12-5كه در شكل  PLANE82ضلعي هشت گرهي 

  .]41[شوند مي

  

  

  

  Ansysنرم افزار به كمك المانهاي مورد استفاده در شبكه بندي  12- 5شكل 

  يا هبر گرفته از مقال Ansysالگوريتم مورد استفاده جهت تخمين خطاي اجزاي محدود در نرم افزار 
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  تحت عنوان  1987باشدكه توسط زينكويچ و زو در سال  مي

"A Simple Error Estimator and Adaptive Procedure for Practical Engineering Analysis"  

  .]41[پردازيم مي؛كه در ادامه به بررسي اجمالي از اين روش ]7[ارائه شده است

)5 -23(  { } { } { }i a i

n n nσ σ σ∆ = −  

  :بالا داريمدر رابطه 

{ }inσ∆ = بردار خطاي تنش در گرهn  از المانi   

{ }anσ = بردار تنش ميانگين در گرهn  شود ميكه به صورت زير محاسبه 

  

n

eN = تعداد المانهاي متصل به گرهn  

{ }
1

n
eN

i

n

i

n

eN

σ
=
∑

={ }anσ  

{ }inσ = بردار تنش در گرهn  از المانi  

  :در اينصورت براي هر المان داريم

)5 -24(  { } [ ] { }11

2

T

i
V

e D dVσ σ
−

= ∆ ∆∫  

  :كه در اين رابطه داريم

ie  = خطاي انرژي براي المانi ،V  =حجم المان  

{ }σ∆ =بردار خطاي تنش مربوط به هر گره  

  .شود ميدر نهايت خطاي انرژي كل با رابطه زير بيان 

)5 -25(  
1

rN

i

i

e e
=

=∑  

  .باشد ميتعداد المانها در كل و يا قسمتي از دامنه  Nrكه در آن 

استفاده شده است؛ اما  Ansys (ver11)با توجه به اينكه در اين تحقيق از آخرين ويرايش نرم افزار  

شود هنوز دراين نرم افزار از روش ميانگين گيري و استفاده از حداقل  ميهمان طور كه مشاهده 

اين روش در مقايسه با روش بازيافت . شود ميمربعات جهت تخمين خطاي اجزاي محدود استفاده 
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از آن  ADAPTتنش در نقاط فوق همگرا بر روي گروه المانهاي متصل به يك گره، كه در برنامه 

شود كه اين نرم افزار از  ميلذا پيش بيني . باشد مياستفاده شده است ازتوانايي بسيار كمتري برخوردار 

  .تخمين خطاي اجزاي محدود بر خوردار باشددر  ADAPTنتايج ضعيفتري نسبت به برنامه 

   PLANE2نتايج ناشي از مدلسازي با المان مثلثي شش گرهي -5-7-1

 

 

29/7ηتعداد المانها، درصد =241، ها تعداد گره=526(شبكه اوليه  13- 5شكل    )درجة آزادي 1052با  =

 

59/0ηتعداد المانها، درصد =723، ها تعداد گره=1588(شبكه نهايي 14- 5شكل   )درجة آزادي 3176با  =
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  PLANE2مقادير فاكتور شدت تنش بدست آمده از شبكه بندي نهايي با المانهاي مثلثي  3- 5جدول 

 r(mm)فاصله از نوك ترك  شماره 
  Y تنش در جهت

(MPa) 

 فاكتور شدت تنش

MPa(m)1/2 

1 0.38571 523.14 25.7532 

2 0.51429 454.58 25.8403 

3 0.64286 407.8 25.9173 

4 0.77143 372.7 25.9472 

5 0.9 348.57 26.2117 

6 1.0286 326.33 26.234 

7 1.1571 310.2 26.4491 

8 1.2857 294.52 26.4709 

9 1.4143 283.28 26.7036 

10 1.5429 272.55 26.8348 

11 1.6714 261.87 26.8355 

12 1.8 254.22 27.0352 

13 1.9286 247.01 27.1906 

14 2.0571 240.04 27.2895 

15 2.1857 233.08 27.3139 

16 2.3143 228.19 27.5163 

17 2.4429 223.41 27.6783 

18 2.5714 218.72 27.8008 

19 2.7 214.09 27.8844 

20 2.8286 209.46 27.9235 

21 2.9571 205.93 28.0696 

22 3.0857 202.57 28.2056 

23 3.2143 199.21 28.3099 

24 3.3429 196.34 28.4547 

25 3.4714 193.61 28.5933 

26 3.6 190.87 28.706 

27 3.7286 188.26 28.8147 

 

در اين المان جهت نمايش اهميت آناليز تطبيقي براي تعيين فاكتور شدت تنش، به بيان فاكتور شدت 

شود كه نتيجة بدست  ميمشاهده . پرداخته شده است) الف 15-5(شبكه اوليه در شكل تنش ناشي از 

آمده براي فاكتور شدت تنش، اختلاف زيادي نسبت به مقدار بدست آمده از حل تطبيقي دارد و داراي 

0
  .باشد ميخطا نسبت به آناليز تئوري  028



   بررسي صحت و دقت برنامه با تعيين فاكتور شدت تنش صفحة تركدار تحت كشش    فصل پنجم

98 

 

  

  شبكه بندي اوليه) الف

  

  شبكه بندي نهايي) ب

  

شبكه ) شبكه بندي اوليه و ب) ي شدت تنش محاسبه شده از الفها برازش خط به فاكتور 15- 5شكل 

  بندي نهايي

y = 3.814x + 18.14

R² = 0.908
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   PLANE82نتايج ناشي از مدلسازي با المان چهار ضلعي هشت گرهي  -5-7-2

 

46/9ηتعداد المانها، درصد =109، ها تعداد گره=370(شبكه اوليه  16- 5شكل    )درجة آزادي 740با  =

  

22/0ηتعداد المانها، درصد =1017، ها تعداد گره=3262(شبكه نهايي 17- 5شكل    )درجة آزادي 6524با  =

  

 PLANE82مقادير فاكتور شدت تنش بدست آمده از شبكه بندي با المانهاي چهار ضلعي  4- 5جدول 

 r(mm)فاصله از نوك ترك  شماره 
  Y تنش در جهت

(MPa) 

 فاكتور شدت تنش

MPa(m)1/2 

1 0.2 716.4 25.4 

2 0.3 589.63 25.6 

3 0.4 512.5 25.7 

4 0.5 459.76 25.8 

5 0.6 420.95 25.8 

6 0.7 391.58 26.0 

7 0.8 367.94 26.1 

8 0.9 347.99 26.2 

9 1 331.61 26.3 
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10 1.1 317.44 26.4 

11 1.2 304.8 26.5 

12 1.3 293.91 26.6 

13 1.4 284.33 26.7 

14 1.5 275.39 26.7 

15 1.6 267.78 26.8 

16 1.7 260.49 26.9 

17 1.8 254.13 27.0 

18 1.9 248.19 27.1 

19 2 242.56 27.2 

20 2.1 237.71 27.3 

21 2.2 232.87 27.4 

22 2.3 228.52 27.5 

23 2.4 224.58 27.6 

24 2.5 220.65 27.7 

25 2.6 217.03 27.7 

26 2.7 213.82 27.8 

27 2.8 210.62 27.9 

28 2.9 207.41 28.0 

29 3 204.76 28.1 

30 3.1 202.17 28.2 

31 3.2 199.57 28.3 

32 3.3 196.98 28.4 

33 3.4 194.83 28.5 

34 3.5 192.74 28.6 

35 3.6 190.65 28.7 

36 3.7 188.56 28.7 

37 3.8 186.58 28.8 

  

  

  PLANE82ي شدت تنش محاسبه شده از شبكه بندي با المانهاي ها برازش خط به فاكتور 18- 5شكل 

y = 0.925x + 25.33

R² = 0.998

25

25.5

26

26.5

27

27.5

28

28.5

29

29.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

ش 
تن
ت 
د
ش
ر 
تو
اك
ف

M
P

a
√(
m
)

r(mm) فاصله از نوك ترك



   بررسي صحت و دقت برنامه با تعيين فاكتور شدت تنش صفحة تركدار تحت كشش    فصل پنجم

101 

 

  مقايسه و نتيجه گيري  -5-8

و دو المان  Ansysنرم افزار  PLANE82و  PLANE2آمده از دو المان  بدستنتايج ) 5- 5(در جدول 

   .بيان شده است ADAPTمثلثي شش گرهي و چهار ضلعي هشت گرهي برنامه 

در هر دو نوع المان  Ansysدر مقايسه با نرم افزار  ADAPTشود برنامه  ميهمان طور كه مشاهده 

  . باشد ميبراي رسيدن به درصد خطايي مشابه، داراي تعداد المان كمتري 

، از دقت Ansysدر مقايسه با نرم افزار  ADAPTمقدار فاكتور شدت تنش بدست آمده از نتايج برنامه 

  .باشد ميبرخوردار  اي هبسيار قابل توج

با افزايش مرتبه المان، با وجود اينكه درصد خظاي نسبي كاهش يافته است اما در ميزان فاكتور شدت 

  .شود ميتنش تغيير چنداني مشاهده ن

در مقايسه با درصد  اي هداراي تفاوت قابل ملاحظ Ansysخطاي نسبي شبكه اوليه در نرم افزار درصد 

  .باشد مي ADAPTخطاي نسبي شبكه اوليه برنامه 

  Ansysو نرم افزار  ADAPTنتايج بدست آمده از برنامه  5- 5جدول 

 مشخصات
 مثلثي شش گرهي مثلثي شش گرهي

PLANE2 

چهارضلعي هشت 

 گرهي

هشت  چهارضلعي

 PLANE82گرهي 

در شبكه  ها تعداد گره

 اوليه
917 526 713 370 

در شبكه  ها تعداد گره

 نهايي 
1568 1588 1758 3262 

تعداد المانها در شبكه 

 اوليه
428 241 216 109 

تعداد المانها در شبكه 

 نهايي
733 723 555 1017 

درصد خطاي نسبي شبكه 

 اوليه
77/3 29/7 69/4 46/9 

درصد خطاي نسبي شبكه 

 نهايي
42/0 59/0 21/0 22/0 

فاكتور شدت تنش شبكه 

 نهايي 
16/25 33/25 17/25 33/25 

درصد خطاي فاكتور شدت 

 تنش از ميزان تئوري 
04/0 63/0 0 63/0 

 نوع المان
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  مقدمه -1- 6

در اين فصل به تشريح يك روش ابداعي جهت بهبود ميدان تنش بدست آمده از روش ايزوژئومتريك و 

روش تخمين كننده خطايي كه در اينجا به آن اشاره . شود ميتخمين خطاي موجود در آن پرداخته 

  .گيرد قرار مي) گراديان(خواهد شد در دستة روشهاي برآورد خطا، مبتني بر بازيافت تنش 

هاي ميدان تنش در هر  همگرا، براي تابع مقادير هريك از مؤلفه ين روش، با استفاده از نقاط فوقدر ا

 1به منظور تعريف اين سطح از همان توابع شكل نربزي. ناحيه، يك سطح فرضي ساخته مي شود

از . دشون كنيم كه در روش ايزوژئومتريك براي تقريب زدن تابع جابجايي به كار گرفته مي استفاده مي

بدست آمده براي دو مثال نمونه معروف كه  مقايسه نرم خطاي انرژي دقيق و نرم خطاي انرژي تقريبي

شود كه  ، مشاهده ميگيرد ميي خطا مورد استفاده قرار ها معمولا جهت بررسي كارايي برآورد كننده

ل مسائل به تخمين كننده خطاي پيشنهادي از كارايي مناسبي جهت برآورد خطاي موجود در تحلي

  .روش ايزوژئومتريك برخوردار است

باشد، اما براي آشنايي با  عليرغم آنكه در اين پژوهش، تشريح روش ايزوژئومتريك مورد نظر نمي

هاي بعدي اين فصل به بيان  مفاهيمي كه در تخمين خطاي اين روش با آنها روبرو هستيم، در بخش

   .بعضي از مفاهيم اولية آن پرداخته شده است

  روش ايزوژئومتريك  -2- 6

از جمله . اند با پيشرفت سريع علوم و تكنولوژي، روشهاي عددي توسعه و تنوع چشمگيري يافته

تحليل ايزوژئومتريك، بالقوه داراي . جديدترين اين روشهاي مي توان روش ايزوژئومتريك را نام برد

چندان دور بتواند جايگزين روشهاي  اي نه ي منحصر به فرد و مناسبي است كه شايد در آيندهها ويژگي

وجود برخي معايب در روش اجزاي محدود،  .عددي متداول نظير اجزاي محدود و نقاط محدود گردد

از جمله وجود خطا در تعريف مرزهاي مسائل با هندسه پيچيده و يا مسائل با تغييرات شديد در 

                                                 
1 Nurbs shape functions 
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مانها در برخي مسائل، نظير مسائلي كه در بارگذاري و خواص مصالح و نيز نياز به توليد مكرر شبكه ال

سازي شكل سازه، از جمله علل ابداع اين روش  شوند و يا مسائل بهينه چارچوب لاگرانژي حل مي

توسط هيوز و همكارانش معرفي  2005اين روش براي اولين بار طي مقاله اي در سال . باشد مي

ي بدون مش ها وش اجزاي محدود و روشروش ايزوژئومتريك داراي بعضي مفاهيم شبيه ر. ]42[شد

هاي مختلف علوم و  ديفرانسيل جزئي حاكم در حوزه معادلات تواند براي حل مسائل باشد كه مي مي

 1در اين روش از تكنيكهاي طراحي به كمك كامپيوتر. مهندسي، از جمله الاستيسيته، به كار رود

دليل اينكه روشهاي طراحي به كمك كامپيوتر تاكنون در روش اجزاي محدود به . استفاده شده است

صورت گسترده وارد نشده است مربوط به اختلاف زماني، در پيدايش اين دو نسبت به يكديگر 

ميلادي بوده است در حالي  1960تا  1950آغاز پيدايش روشهاي اجزاي محدود در سالهاي . باشد مي

  .]42[شكل گرفته اند 1980تا  1970ه روشهاي طراحي به كمك كامپيوتر بعدها در حدود سالهاي ك

به وجود  2ي نسبي غير يكنواختها اسپلاين -اي كه در اين روش معرفي شده است بر اساس بي ايده

 ها يدر اين روش ضمن استفاده از خواص توابع پايه اسپيلاين و نربز در تعريف دقيق منحن. آمده است

  .و سطوح، از آنها جهت درونيابي و تقريب سازي هم استفاده مي شود

اسپلاين  -ها و سطوح بي جهت آشنايي بيشتر با مفاهيم روش ايزوزئومتريك، به معرفي منحنيدر ادامه 

  .شود ميو نربز و همچنين فرمولبندي روش ايزوژئومتريك پرداخته 

  اسپلاين و نربز - بي -2-1- 6

ن و نربز پرداخته ياسپلا -يو سطوح ب ها يمنحن ياز، به معرفيطور خلاصه و در حد نن بخش به يدر ا

  .شود يشنهاد ميپ  ]42و36[شتر، مراجعه به مراجع يب ييآشنا يبرا. شود يم

تعريف  3)ناحيه(در يك فضاي پارامتري  ها اسپيلاين  -بي. ساخته مي شوند ها اسپلاين -نربزها از بي

                                                 
1 CAD(Computer Aided Design) 
2 Non-Uniform Rational B-splines(NURBS) 
3 Patch 
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يك بردار . دامنة مدلسازي شده را به چندين زير دامنه تقسيم مي كنند مذكور نواحي. شوند مي

  .]36[شود يل مير تشكيمختصات به صورت ز يك سرياز  يك بعدي يپارامتر يدر فضا 1گرهي

)6-1(  { }, , ..., , 1, 2, ..., 1
1 2 1 1

i n p
n p i i

ξ ξ ξ ξ ξΞ = ≥ = + ++ + +  

كه در آن
iξ i ،امين گرهp  مرتبه چند جمله اي وn اسپلاين به  -تعداد توابع شكل تشكيل دهنده بي

نوع خاصي از  انواع مختلفي از بردارهاي گره اي وجود دارد ولي در اين بحث فقط از .شمار مي رود

اين نوع بردارها به فرم . استفاده مي كنيم) 3يا باز( 2بردارهاي گره اي بنام بردارهاي گره اي نامتناوب

  :نشان داده مي شوندزير 

)6-2(  { 1 1

1 1

,..., , ,..., , ,...,p m p

p p

a a b bξ ξ+ − −

+ +

  
Ξ =  

  
123

  

)كه با p اسپلاين از درجه  امين تابع پايه اي بيiدر اين صورت  ),N
i p

ξ شود بصورت   نشان داده مي

  :]36[شود زير تعريف مي

)6-3(  

( ) 1
1

,0
0

if
i iN

i
otherwise

ξ ξ ξ
ξ

≤ < +=


  

( ) ( ) ( )1
, , 1 1, 1

1 1 1

i piN N N
i p i p i p

i i i p i

ξ ξξ ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

−− + +
= +− + −− −+ + + +  

  :]36[بصورت زير تعريف مي شودP اسپلاين از درجه  -با استفاده از تعاريف بالا، منحني بي

)6-4(  ( ) ( ),

0

n

i p i

i

C N P a bξ ξ ξ
=

= ≤ ≤∑
  

( )ξC  است كه در آن  4اييك منحني چند جمله اي قطعه{ }iP  نقاط كنترلي و( ){ },i pN ξ  توابع

                                                 
1 Knot Vector 
2 Nonperiodic knot vector 
3 Open 
4 Piecewise polynomial curve 
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0aبا فرض )2-6(اسپيلاين هستند، كه روي بردار گره اي نامتناوبي بصورت رابطه  -پايه اي بي و =

1b   .تعريف مي شوند =

1nدرجه توابع پايه،  p اگر 1mتعداد نقاط كنترلي و  + باشند، آنگاه مي توان رابطه  ها تعداد گره +

1m n p= +   .را براي آنها نوشت +

  :]36[شود يف مير تعرين بصورت زياسپلا -يسطوح ببه طرز مشابهي 

)6-5(  ( ) ( ) ( ), , ,

0 0

,
n m

i p j q i j

i j

S N N Pξ η ξ η
= =

=∑∑
  

  :كه در آن

)6-6(  

{ {1 1

1 1

0,..., 0 , ,..., ,1,...,1 ;p r p

p p

ξ ξ+ − −

+ +

  
Ξ =  

    

{ {1 1

1 1

0,..., 0 , ,..., ,1,...,1q s q

q q

η η+ − −

+ +

  
=  

  
H

  

1rداراي Ξبطوري كه بردار گره اي  1sداراي  Hگره و +  .گره مي باشد +

 :]36[شود بصورت زير تعريف مي p يك منحني نربز از درجه

)6-7(  ( )
( )

( )

,

0

,

0

n

i p i i

i

n

i p i

i

N w P

C a b

N w

ξ
ξ ξ

ξ

=

=

= ≤ ≤
∑

∑
  

}كه در آن }iP ،نقاط كنترلي{ }iw و ها وزن( ){ },i pN ξ اسپلاين از درجه  -توابع پايه اي بيp 

  .تعريف شده اند )2-6( كه بر روي بردار گره اي بصورت رابطه هستند،

رت زير باشد، بصو qاز درجه  η، و در جهت pاز درجه ξو در نهايت، يك سطح نربز كه در جهت 

  :]36[شود تعريف مي
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)6-8(  ( )
( ) ( )

( ) ( )

, , , ,

0 0

, , ,

0 0

, 0 , 1

n m

i p j q i j i j

i j

n m

i p j q i j

i j

N N w P

S

N N w

ξ η
ξ η ξ η

ξ η

= =

= =

= ≤ ≤
∑∑

∑∑
  

}در عبارت فوق },i jP شبكه نقاط كنترلي مي باشد كه در دو جهت تعريف شده است؛ همچنين

{ },i jw و  ها وزن( ){ },i pN ξ  و( ){ },j qN η ي ها اسپلاين هستند كه بر روي بردار -توابع پايه اي بي

اي را  اگر توابع پايه اي نسبي قطعه )8-6( در رابطه .تعريف شده اند )6-6(گره اي به صورت رابطه 

  :بصورت زير تعريف كنيم

)6-9(  ( )
( ) ( )

( ) ( )

, , ,

,

, , ,

0 0

,
i p j q i j

i j n m

k p l q k l

k l

N N w
R

N N w

ξ η
ξ η

ξ η
= =

=

∑∑
  

  :خواهيم داشت

)6-10(  ( ) ( ), ,

0 0

, ,
n m

i j i j

i j

S R Pξ η ξ η
= =

=∑∑
  

 yو xشبكه نقاط كنترلي و سطح نربز بدست آمده از آن با توابع پايه درجه دو در جهت  1 - 6شكل  در

  .شود مشاهده مي

 
  شبكه نقاط كنترلي) الف(

 
  سطح نربز) ب(

 .]36[به آن با توابع پايه درجه دو مربوطشبكه نقاط كنترلي و سطح نربز   1 -6شكل 
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 بندي روش ايزوژئومتريك فرمول  - 2-2- 6

به منظور تحليل يك محيط پيوسته در ايزوژئومتريك، بايد آن محيط را به يك محيط گسسته تبديل 

  .پذيرد ميصورت نقاط كنترلي نربز نمود، اين عمل در روش ايزوژئومتريك با استفاده از 

به همراه نقاط كنترلي و  همانطور كه در بخش قبل اشاره شد، سطوح نربز از يكسري توابع پايه

نقاط كنترلي تشكيل دهنده شبكه اي از نقاط هستند و يك رويه . هاي گره اي تشكيل شده استبردار

توان تعريف  مينربز را در صورت معلوم بودن بردارهاي گره اي، با مشخص نمودن نقاط كنترلي آن 

  .نمود

ه و ، در نقاط كنترلي محاسب)تغيير مكان(بطور كلي در روش ايزوژئومتريك مقدار مجهول مسئله 

  .شود سپس به وسيلة توابع پايه اي نربز در بقيه نقاط تقريب زده مي

    شوند كه مولفه هاي  اول و دوم  مختصات  اين  نقاط در اين روش نقاط كنترلي طوري انتخاب مي

),x yP P(اط              ، بتوانند هندسه مسئله را برآورد كنند؛ در اينصورت مولفة سوم مختصات اين نق

)zP (اي نربز، نشان دهندة  شود كه درونيابي بين اين نقاط به وسيله توابع پايه   طوري محاسبه مي

 xyتوان رويه اي تشكيل داد كه تصوير آن روي صفحة  ميتغيير مكان آن نقطه باشد؛ در حقيقت 

نشان دهندة مجهول  xyنسبت به صفحه) z(نشان دهندة هندسه مسئله و ارتفاع رويه در هر نقطه 

  .باشد) تغيير مكان(مسئله در آن نقطه 

اگر هر مولفة تغيير مكان در دامنه مسئله به صورت يك صفحه در نظر گرفته شود در اينصورت با 

توان صفحة مربوط به هر مولفة تغيير مكان را در حالت دو بعدي به صورت  مياستفاده از مفهوم نربز 

  :زير نمايش داد

)6-11(  
( )
( ) , ,

,
ˆ

,
i j i j

i j

u x y
R

v x y

  
= ≈ = 

  
∑∑u u P

  

i,در رابطه بالا jP  بردار مولفه هاي سوم مختصات نقاط كنترلي نربز در جهتu  وv باشد كه به  مي
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i,. رود ميعنوان تنها پارامتر مجهول براي تعيين صفحة هر مولفة تغيير مكان به شمار  jR  توابع ،

  .اي نربز هستند كه عملكردي شبيه توابع شكل در اجزاي محدود دارند پايه

0(همچنين با در نظر گرفتن دستگاه مختصات نرمال   , 1ξ η≤   :داريم) ≥

)6-12(  
( )
( )

( )

( )

, ,

0 0

, ,

0 0

,
,

,
,

n m

i j u i j

i j

n m

i j v i j

i j

R
u

v
R

ξ η
ξ η

ξ η
ξ η

= =

= =

 
     

= =   
    

  

∑∑

∑∑

P

u

P

  

باشند؛ در اينصورت  ميبه دليل خاصيت بازة تاثير توابع نربز، تنها تعداد محدودي از اين توابع غير صفر 

  :معادل است با )12-6(رابطه 

)6-13(  
( )
( )

( )

( )

, ,

, ,

,
,

,
,

ji

k l u k l

k i p l j q

ji

k l v k l

k i p l j q

R
u

v
R

ξ η
ξ η

ξ η
ξ η

= − = −

= − = −

 
     

= =   
    

  

∑ ∑

∑ ∑

P

u

P

  

  :باشد ميبه صورت زير  )13- 6(فرم ماتريسي رابطه 

)6-14(  .=u R P  

 ماتريس توابع پايه اي نسبي نربز Rماتريس ستوني تغيير مكان هاي نقاط كنترلي،  uدر رابطه بالا 

  :باشند مينقاط كنترلي به صورت زير  ماتريس ستوني Pو 

)6-15(  ,

, ,

T
i j

i j i ju v =  u
  

)6-16(  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
, , ,

, , ,

, 0 ... , 0 ... , 0

0 , ... 0 , ... 0 ,

i p j q i p j i j

i p j q i p j i j

R R R

R R R

ξη ξη ξη
ξη ξη ξη

− − −

− − −

 
= 
 

R  

)6-17(  
, , , , , ,... ...

T

u i p j q v i p j q u i p j v i p j u i j v i jP P P P P P− − − − − − =  P
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  :شود ميبعد از محاسبه تغيير مكانها ماتريس كرنش به صورت زير محاسبه 

)6-18(  ε =Lu  

براي مسائل دو بعدي بصورت زير باشد كه  ميعملگر ديفرانسيل  Lبردار تغيير مكان و  uدر اين رابطه 

  :شود ميتعريف 

)6-19(  

0

0

x

y

y x

 ∂
 
∂ 

 ∂
 ∂ 
 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

L

  

  :شود ميماتريس كرنش به صورت زير محاسبه  )14-6(با جايگذاري رابطه 

)6-20(  ε = BP  

B=كه در آن  LR باشد مي.  

با فرض وجود رفتار خطي كشسان، رابطة بين تنش ها و كرنش ها خطي و بصورت زير همچنين 

  :شود ميمحاسبه 

)6-21(  ( )0 0σ ε ε σ= − +D  

ماتريس كشساني است كه براي مسائل  Dو  كرنش اوليه 0ε، تنش پسماند 0σ )21-6(در رابطة 

  :باشد ميتنش مسطح به صورت زير 

)6-22(  
( )

2

1
2

1 0

1 0
1

0 0

E

ν

ν
ν

ν −

 
 =  −
  

D

  

در ادامه همانند روش اجزاي محدود با استفاده از رهيافت كار مجازي به تشكيل ماتريس سختي 
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  .پردازيم مي

 نيروهاي سطحي tو نيروهاي كالبدي Ω،bمرزهاي مسئله مورد نظر با دامنة  Γدر صورتي كه 

  :باشد، با استفاده از روش كار مجازي داريم

)6-23(  0
T

T Td d dδ δ δ
Ω Ω Γ

Ω− Ω− Γ =∫ ∫ ∫ε σ u b u t
  

  :داريم )20-6(و  )14- 6(با جايگذاري روابط 

)6-24(  0T T T T T Td d dδ δ δ
Ω Ω Γ

Ω − Ω − Γ =∫ ∫ ∫P B σ P R b P R t
  

δبا حذف همچنين  P  خواهيم داشت )21-6(و استفاده از رابطة:  

)6-25(  0 0T T T T Td d d d
Ω Ω Ω Ω Γ

Ω− Ω+ Ω− Ω− Γ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫0
B Dε B Dε B σ d R b R t  

  :داريم )20-6(و با جايگذاري رابطة 

)6-26(  0 0T T T T Td d d d
Ω Ω Ω Ω Γ

Ω− Ω+ Ω− Ω− Γ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫0
B DBP B Dε B σ d R b R t  

  :شود ميبه صورت زير نوشته  )26-6(تنش و كرنش اوليه رابطه در صورت عدم وجود 

)6-27(  =KU F  

نيروهاي خارجي  Fو ) تغيير مكان ها(مجهولات مسئله  U،)سختي(ماتريس ضرايب  Kكه در آن

  :شوند ميباشند؛ كه بصورت زير تعريف  ميوارده بر زير دامنه 

)6-28(  T d
Ω

= Ω∫K B DB  

)6-29(  T Td d
Ω Γ

= Ω + Γ∫ ∫F R b R t  

  .شوند ميمحاسبه )  تغيير مكان ها(مجهولات مسئله  )27-6(و در نهايت با حل دستگاه معادلات  

  



  ايزوژئومتريك از تحليلحاصل  تنش تخمين خطا و بهبود ميدان    ششمفصل 

112 

 

در . شود ميدر روش ايزوژئومتريك از توابع شكل مشابهي براي تقريب هندسه و تحليل مسئله استفاده 

اين صورت، نقاط كنترلي و بردار گرهي يكساني براي مدلسازي هندسي مسئله و همچنين تقريب تابع 

  :شود ميبه صورت زير تعريف  نيز بنابراين هندسه مسئله. رود ميمجهول به كار 

)6-30(  
( ) ( )

( ) ( )

, ,

0 0

, ,

0 0

, ,

, ,

n m

i j x i j

i j

n m

i j y i j

i j

x R P

y R P

ξ η ξ η

ξ η ξ η

= =

= =

=

=

∑∑

∑∑
  

ξ,كه در آن  η مختصات نرمال هستند  مولفه هاي), 10 ξ η≤ ,، و )≥ ,,y i j x i jP P  به ترتيب اولين و

  .باشند ميدومين مؤلفه هاي مختصات نقاط كنترلي 

. شود ميدر اين روش براي حل عددي انتگرال ماتريس سختي از روش انتگرال گيري گوس استفاده 

بدين منظور نياز به المان بندي دامنة مسئله داريم، تا بتوانيم از نقاط گوس و وزن هاي ارائه شده براي 

عمل المان بندي در ايزوژئومتريك با استفاده از دهانه هاي . المان هاي چهارضلعي استفاده كنيم

]بطوري كه هر زير مجموعه بصورت. پذيرد مياي نربز انجام  گره ] [ ]1 1, ,i i i iξ ξ η η+  نربز المانيك  ×+

  .نمونه اي از اين المان بندي نشان داده شده است 2 -6شكل در . شود ميناميده 

 

 ]42[نربز المان هاي ساخته شده به وسيله دهانه هاي گره اي 2 - 6شكل   

  :شود ميماتريس سختي هر زير دامنه بصورت زير ارائه ارائه  )28-6(مطابق رابطة 
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)6-31(  ( ) ( ), ,
patch

T

patch dξ η ξ η
Ω

= Ω∫∫K B DB  

)كه در آن  ),ξ ηB  شود ميبصورت زير تعريف:  

)6-32(  

0

0

x

y

y x

 ∂
 
∂ 

 ∂
= =  ∂ 

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

B LR  

x,نسبت به  Rبنابراين براي حل انتگرال ماتريس سختي به مشتقات  y  در دستگاه مختصات كلي

نياز داريم؛ كه براي ارتباط بين دستگاه مختصات كلي و فضاي پارامتري نربز، ژاكوبين زير را تعريف 

  :كنيم مي

)6-33(  1

x y

x y

ξ ξ

η η

∂ ∂ 
 ∂ ∂
 =
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

J  

  :بنابراين داريم

)6-34(  1

1

x

y

ξ

η

−

∂ ∂ 
   ∂∂   =   ∂ ∂   

∂   ∂   

RR

J
R R

  

كه در آن 
ξ

∂
∂
R

و  
η

∂
∂
R

را  )31-6(توان رابطه  ميبنابراين . باشند ميمشتقات جزئي توابع پايه اي نربز  

 :بصورت زير نوشت

)6-35(  ( ) ( ) 1, , det
patch

T

patch d dξ η ξ η ξ η
Ω

= ∫∫K B DB J  
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 ضلعي نقاط چهاردر المان هاي  .باشد ميمقدار تابع داخل انتگرال در نقاط گوس در اينصورت نياز به 

 نگاشت نياز به يكمشخص شده است، بنابراين  1در دستگاه مختصات نرمان يا سرنديپيتي گوس

ام را به دستگاه مختصات نرمال iمختصات نقاط ارائه شده در دستگاه سرنديپيتي المان  باشد كه مي

)زيردامنه نربز  ),ξ η ژاكوبيني بصورت زير گيري باعث ايجاد  اين نگاشت در انتگرال. منتقل كند

  :شود مي

)6-36(  2 2,
r r

d d drds

s s

ξ η

ξ η
ξ η

∂ ∂ 
 ∂ ∂= = 
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

J J  

  :كه در آن

)6-37(  
( )

( )

1

1

1
, 0

2

1
0 ,

2

i i

i i

r r

s s

ξ η
ξ ξ

ξ η
η η

+

+

∂ ∂
= − =

∂ ∂
∂ ∂

= = −
∂ ∂

  

به فرم نهايي زير در دستگاه مختصات سرنديپيتي المان نوشته  )35-6( بنابراين رابطه  ماتريس سختي

  :شود مي

)6-38(  ( ) ( )
1 1

1 2
1 1

, , det detT

patch r s r s drds
− −

= ∫ ∫K B DB J J  

  افت تنشيح روش بازيتشر -3- 6

يافته براي هر مولفة تنش در هر ناحيه به صورت يك به طور كلي در اين روش، ميدان تنش بهبود 

اين سطح فرضي با استفاده از توابع شكل نربزي كه براي تخمين . سطح فرضي در نظر گرفته مي شود

يك سطح نربز زماني بدست خواهد آمد كه . آيد استفاده شده اند، بدست مي) جابجايي(تابع مجهول 

كنترلي توسط كاربر،  هر نقطهy و xبا تعريف مختصات . مختصات نقاط كنترلي آن مشخص شده باشد

                                                 
1- Serendipity coordinate 
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نحوه . كنترلي مي باشد نقطه z، مولفه تنها مولفه مجهول جهت تعيين سطح بهبود يافتة تنش

نقاط كنترلي به نحوي است كه سطح تنش جديد بدست آمده نسبت به سطح  zمحاسبه مختصات 

  .طح تنش بهبود يافته تبديل مي شودتنش قبلي كه از تحليل ايزوژئومتريك است، به يك س

اساس محاسبه مختصات نقاط كنترلي و در نتيجه بدست آوردن سطح تنش بهبود يافته برگرفته از 

خاصيت نقاطي است كه در آنها تنش بدست آمده از تحليل تقريبي نسبت به ساير نقاط از دقت 

ن يك تابع، يك مرتبه از مقداري كه از در اين نقاط مرتبه همگرايي گراديا .بيشتري برخوردار مي باشد

به همين دليل به اين نقاط، نقاط .  تقريب تابع شكل مربوط به حل تقريبي انتظار مي رود، بالاتر است

  .]2[فوق همگرا گفته مي شود كه اولين بار توسط بارلو مطرح شده است

واص آنها پرداخته شده لازم به ذكر است كه در ضميمة يك به طور كامل به بررسي اين نقاط و خ

  .است

در تحليل ايزوژئومتريك دو بعدي كه دامنه مسئله با توجه به آرايش نقاط گرهي به المانهاي چهار 

مختصات نقاط .  ضلعي تقسيم مي شود، اين نقاط فوق همگرا بر نقاط گوسي المان منطبق هستند

و سطح تنش بدست آمده از  كنترلي سطح بهينه تنش با مينيمم كردن فاصله بين اين سطح فرضي

حل ايزوژئومتريك در نقاط گوس المانهاي هر ناحيه با استفاده از روش حداقل مجموع مربعات 

  .محاسبه مي شود

نشان دهيم، با توجه به  σ*هاي بردار تنش را با هريك از مؤلفه) بهينه(در صورتي كه سطح بازيافتي 

  :توابع شكل نربز مي توان اين سطح را در داخل هر ناحيه به صورت زير بيان نمود

)6-39(  
,

*

,

1 1

σ ( , )
i j

m n

i j

i j

R u v P
= =

=∑∑  

توابع  Rهر ناحيه،  xدر جهت تعداد نقاط كنترلي  mو  yدر جهت نقاط كنترلي  تعداد nدر آن كه 

به  را Pو Rدر صورتي كه .كنترلي مربوط به صفحه تنش مي باشد مختصات نقاط Pنربز و شكل 

تعريف  )41-6(و  )40-6(ترتيب بردار توابع شكل نربز و بردار مختصات نقاط كنترلي، به صورت روابط 
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  .بيان نمود )42- 6(توان به صورت  را مي )39-6(كنيم، رابطه 

)6-40(  
1,1 1,2 1, 2,1 2,2 2, ,, ,..., , , ,..., ,...,

T

n n m nR R R R R R R =  R  

)6-41(  
1,1 1,2 1, 2,1 2,2 2, ,, , ..., , , ,..., , ...,

T

n n m nP P P P P P P =  P  

)6-42(  σ* T= R P  

نقاط كنترلي  zهمان طور كه مشاهده مي شود، تنها پارامتر مجهول جهت تعيين اين سطح، مختصات 

براي تعيين اين مقادير، مجموع مربعات اختلاف تنش بين مقدار بدست آمده از . باشد مي) Pبردار (

براي اين منظور تابع. مم مي كنيمتحليل ايزوژئومتريك و تنش بهبود يافته را در نقاط گوس ميني

( )F P كنيم را به صورت زير تعريف مي:  

)6-43(  
, ,

* 2

1 1

( ) (σ σ )
y x

i j i j

k k

j i

F
= =

= −∑∑P  

ترتيب تعداد نقاط گوس در  به kyو  kxايزوژئومتريك و تنش بدست آمده از تحليل σكه در آن

  :خواهيم داشت )43- 6(در  )42-6(با جايگذاري رابطه  .ود درهر ناحيه مي باشدموج y و xاي جهته

)6-44(  2

1

( ) ( - σ )
K

T

l l l

l

F
=

=∑P R P  

)در نهايت با مشتق گيري از تابع .گوس موجود در هر ناحيه مي باشد اد نقاطتعد Kكه در آن  )F P 

 كنترلي و مساوي صفر قرار دادن آن مختصات نقاط كنترلي صفحه تنش نقاط  zهاي  مؤلفهنسبت به 

  .بهبود يافته بدست مي آيد

)6-45(  1

,

( )
0

i j

F

P

−∂
= ⇒ = ⇒ =

∂
P

AP B P A B  

  . شوند ميمحاسبه  )46- 6(به صورت Bو Aماتريسهاي كه در آن
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 )6-46(  
1 1

; .σ
i

K K
T

i i i

i i= =

= =∑ ∑A R R B R  

همانگونه كه در ادامه  .داشتن مختصات نقاط كنترلي، سطح تنش مربوط به آن نيز بدست مي آيدبا 

، اين ميدان مؤلفه تنش نسبت به سطح تنش بدست آمده از روش ايزوژئومتريك نشان داده خواهد شد

تواند به عنوان يك تخمين كننده بالقوه خطا براي تحليل  رو مي باشد و از اين دقيق تر مي

روش كار اين تخمين كننده خطا بدين صورت است كه با در نظر گرفتن . وژئومتريك به كار رودايز

اختلاف بين سطح تنش بازيافتي و سطح تنش بدست آمده از تحليل ايزوژئومتريك براي هر المان، به 

در  .صورت تقريبي به يك معياري جهت تعيين ميزان خطاي موجود در آن المان دست پيدا كرد

توان با افزايش نقاط در بردارگرهي و يا نقاط كنترلي در اطراف آن المان، به بهبود  ميه بعد مرحل

پذيرد و اين  ميمحلي شبكه اوليه پرداخت و تحليل ايزوژئومتريك دوباره با توجه به شبكه جديد انجام 

  .روند تا حصول دقت مورد نياز كاربر ادامه خواهد يافت

ن كننده خطا به مقايسه نرم خطاي انرژي تقريبي و نرم خطاي انرژي جهت بررسي كارايي اين تخمي

دقيق براي دو مسئله نمونه معروف در الاستيسيته كه معمولا جهت بررسي كارايي برآوردكننده هاي 

لذا در ابتدا به چگونگي محاسبه نرم خطاي انرژي تقريبي و . روند، پرداخته شده است ميخطا به كار 

  .شود ميقيق پرداخته نرم خطاي انرژي د

  نرم خطاي انرژي -4- 6

يكي از معروفترين معيارهاي بيان . استفاده از معيارهاي مختلفي براي تعيين ميزان خطا متداول است

طبق تعريف، نرم خطاي انرژي دقيق تنش براي يك المان به صورت . خطا، معيار خطاي انرژي است

  :]2[زير بيان مي شود

)6-47(  
1

2
1( ) ( )Te d−

Ω

 
= − − Ω 

 
∫ σ σ D σ σ  
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ماتريس الاستيسيته و  Dتنش بدست آمده از حل تقريبي،  σمقدار دقيق تنش،  σكه در اين رابطه

Ω  مواردي خاص كه حل تئوري بعضي از با توجه به اينكه در حالت كلي، جز در . باشد ميدامنه المان

باشد، لذا به جاي استفاده از  باشد، حل دقيق مسئله در دسترس نمي مسائل الاستيسيته موجود مي

در . ميزان دقيق تنش از ميزان بهبود يافته آن جهت محاسبه نرم خطاي انرژي استفاده مي شود

  :شود تقريبي به صورت زير تعريف مي اينصورت نرم خطاي انرژي

)6-48(  
1

2
* 1 *( ) ( )Te e d−

Ω

 
= − − Ω 

 
∫ σ σ D σ σ�  

   .تنش بدست آمده از تحليل ايزوژئومتريك مي باشد σتنش بازيافتي و  σ*كه در اينجا

در اينصورت . شده استبراي محاسبه انتگرال فوق روي هر المان از روش انتگرال گيري گوس استفاده 

  :خواهيم داشت

)6-49(  
1

1 1 2
1

1 2

1 1

( ) ( ) .Te J J dr ds−

− −

 
=  

 
∫ ∫ * *σ - σ D σ -σ  

 vو uسراسري به فضاي y و xمربوط به انتقال دستگاه مختصات از فضاي  1Jدر رابطه بالا دترمينان

 sو rبه فضاي  vو uمربوط به انتقال دستگاه مختصات از فضاي  2Jمربوط به توابع پايه نربز و دترمينان

   .باشد مي) مختصات نرمال المان پايه(

  :شود مينرم خطاي انرژي براي هر المان به صورت زير محاسبه و در نهايت 

)6-50(  
1

2
1

1 2

1 1

( ) ( ) . .
m n

T

i j

j i

e J J w w−

= =

 
=  

 
∑∑ * *σ - σ D σ -σ 

n  وm  به ترتيب تعداد نقاط گوس در جهتy وx  در هر المان وw  در  .باشد ميوزن نقاط گوسي

  .مجموع نرم خطاي انرژي المانها، نرم خطاي انرژي كل دامنه را تشكيل مي دهد نهايت

  .پردازيم ميدر ادامه به بيان نتايج بدست آمده براي دو مسئله نمونه 
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  تير طره تيموشنكو - 5- 6

به بيان نتايج گرفته شده از مدلسازي يك تير الاستيك خطي ايزوتروپيك در شرايط در اين قسمت 

  )3-6شكل (تنش مستوي توسط تحليل ايزوژئومتريك و بازيابي تنش هاي آن پرداخته مي شود 

  :باشد ميپارامترهاي به كار برده شده در اين آناليز به صورت زير 

10 , 2 , 300 , 1500 , 0.15L D P E ν= = = = =  

 

  ر طره در شرايط تنش مستويتي  3-6شكل 

به صورت زير داده  1تنشهاي دقيق اين مسئله با توجه به حل تحليلي آن توسط تيموشنكو وگودير

  .]44[شده است

)6-51(  ( )
x

P L x y

I
σ

−
= − 

)6-52(  0yσ = 

)6-53(  
2

2( )
2 4

xy

P D
y

I
σ = − 

 كه در آن
3

12

D
I   .باشد مي =

نقطه كنترلي و دو ناحيه مشابه  105براي مدلسازي و تحليل اين تير به روش ايزوژئومتريك از 

  ).4-6شكل (استفاده شده است

                                                 
1 Timonshenko and Goodier 
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  نقاط كنترلي مورد استفاده در مدلسازي تير طره  4-6شكل 

ازتوابع شكل  ]45[جهت نمايش بهتري از كارايي تخمين كننده خطاي پيشنهادي با توجه به مرجع 

ξوηبردارهاي گرهي در جهات. نربز مرتبه دو در هر ناحيه استفاده شده است   .باشند به صورت زير مي 

{ } { }0,0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1,1 , 0,0,0.3,0.5,0.7,1,1u v= =  

به نقاط كنترلي مربوطه اعمال شده است همچنين نيروي  3-6شكل  ط مرزي تكيه گاهي همانندشراي

P به صورت خطي بين هر يك از نقاط كنترلي سر آزاد تير اعمال شده است.   

با توجه به مرتبه توابع شكل، در تحليل ايزوژئومتريك تعداد نقاط مورد نياز جهت انتگرال گيري 

از اين رو در اين مثال از نه . ]46[ورد مشابه آن در اجزاي محدود بيشتر استعددي به روش گوس از م

  .نقطه گوس جهت انتگرالگيري عددي و نقاط بهينه تنش در هر المان استفاده شده است

 نرم خطاي دقيق، نرم خطاي تقريبي و شاخص تاثير هر المان و همچنين براي كل 3-6جدول  در

باشد كه  ميشاخص تاثير نسبت نرم خطاي تقريبي به نرم خطاي دقيق  .دامنه نشان داده شده است

بيانگر همگرايي حل به سمت حل واقعي است و معياري براي بيان دقت محاسبه گر خطا به شمار 

يك محاسبه گر خطا داراي كارايي مناسب است كه شاخص تاثير به سمت يك ميل   ميهنگا. رود مي

  .نمايد

ترسيم  5-6شكل تقريبي و نرم خطاي انرژي دقيق براي هر المان دري انرژي نمودار تغييرات نرم خطا

تقريبي نسبت به نرم شود، تشابه در نحوة تغييرات نرم خطاي  همان طور كه مشاهده مي. شده است

نحوة توزيع نرم  7- 6 و 6-6 اشكالدر . باشد خطاي دقيق نشانه كارايي مناسب محاسبه گر خطا مي

  .نرم خطاي انرژي تقريبي نشان داده شده است خطاي انرژي دقيق و
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 تيموشنكو تير طره نرم خطاي دقيق، نرم خطاي تقريبي و شاخص تاثير 3-6جدول 

 θشاخص تاثير eنرم خطاي تقريبي در هر المان eنرم خطاي دقيق در هر المان شماره المان

1 58.97 34.76 0.59 

2 45.64 34.19 0.75 

3 45.64 34.19 0.75 

4 58.97 34.76 0.59 

5 26.72 26.75 1.00 

6 19.42 12.73 0.66 

7 19.42 12.73 0.66 

8 26.72 26.75 1.00 

9 12.61 10.05 0.80 

10 11.53 13.36 1.16 

11 11.53 13.36 1.16 

12 12.61 10.05 0.80 

13 11.14 11.05 0.99 

14 10.72 10.92 1.02 

15 10.72 10.92 1.02 

16 11.14 11.05 0.99 

17 10.58 10.13 0.96 

18 10.06 10.29 1.02 

19 10.06 10.29 1.02 

20 10.58 10.13 0.96 

21 9.97 9.58 0.96 

22 9.43 9.64 1.02 

23 9.43 9.64 1.02 

24 9.97 9.58 0.96 

25 9.34 8.97 0.96 

26 8.80 9.04 1.03 

27 8.80 9.04 1.03 

28 9.34 8.97 0.96 

29 8.71 8.17 0.94 

30 8.18 8.30 1.01 

31 8.18 8.30 1.01 

32 8.71 8.17 0.94 

33 8.08 8.34 1.03 

34 7.55 8.21 1.09 

35 7.55 8.21 1.09 

36 8.08 8.34 1.03 

37 7.46 5.18 0.69 

38 6.92 5.84 0.84 

39 6.92 5.84 0.84 

40 7.46 5.18 0.69 

41 6.83 5.01 0.73 

42 6.30 4.35 0.69 

43 6.30 4.35 0.69 

44 6.83 5.01 0.73 

45 6.20 6.29 1.01 

46 5.67 6.59 1.16 

47 5.67 6.59 1.16 

48 6.20 6.29 1.01 

49 5.58 5.08 0.91 

50 5.04 5.11 1.01 

51 5.04 5.11 1.01 

52 5.58 5.08 0.91 
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 θشاخص تاثير eنرم خطاي تقريبي در هر المان eنرم خطاي دقيق در هر المان شماره المان

53 4.95 4.58 0.92 

54 4.41 4.67 1.06 

55 4.41 4.67 1.06 
56 4.95 4.58 0.92 

57 4.32 3.92 0.91 

58 3.79 4.00 1.06 

59 3.79 4.00 1.06 

60 4.32 3.92 0.91 

61 3.70 3.30 0.89 

62 3.16 3.38 1.07 

63 3.16 3.38 1.07 

64 3.70 3.30 0.89 

65 3.12 2.67 0.86 

66 2.53 2.75 1.08 

67 2.53 2.75 1.08 

68 3.12 2.67 0.86 

69 2.82 2.03 0.72 

70 1.88 2.20 1.17 

71 1.88 2.20 1.17 

72 2.82 2.03 0.72 

73 2.66 1.80 0.68 

74 1.19 1.72 1.45 

75 1.19 1.72 1.45 

76 2.66 1.80 0.68 

77 2.88 1.59 0.55 

78 1.45 1.73 1.20 

79 1.45 1.73 1.20 

80 2.88 1.59 0.55 

 0.86 656.59 760.63 مجموع

 

  

  تير طره تيموشنكو نمودار تغييرات نرم خطاي انرژي تقريبي و نرم خطاي انرژي دقيق  5- 6شكل
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  نرم خطاي دقيق )الف(

 

  نرم خطاي تقريبي )ب( 

  توزيع نرم خطاي دقيق و نرم خطاي تقريبي تير طره تيموشنكو  6-6شكل 

    

  نرم خطاي دقيق )ب(  نرم خطاي تقريبي )الف(

  نرم خطاي تقريبي و نرم خطاي دقيق تير طره تيموشنكوتوزيع سه بعدي   7-6شكل 
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، مقدار تنش)52- 6(با توجه به رابطة 
yσ  بدست آمده از حل تئوري مسئلة تير طره تيموشنكو در

شود صفحه تنش ميمشاهده  8-6شكل همان طور كه در . باشد ميسراسر دامنه برابر صفر 
yσ  براي

نتايج بازيابي شده نسبت به صفحه تنش بدست آمده از تحليل ايزوژئومتريك داراي شكستگي هاي 

كه نشان دهندة كارايي مناسب محاسبه گر  همگرايي بيشتري به سمت صفر دارد باشد و ميكمتري 

  .باشد ميخطا 

  

  تحليل ايزوژئومتريك )الف(

 

  بهبود يافته) ب(

صفحة تنش  8-6شكل 
yσ  براي نتايج بدست آمده از تحليل ايزوژئومتريك و بهبود يافتة تير طره

 شنكووتيم
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  نامحدود سوراخدارصفحه  -6-6 

مساله دو بعدي ديگري كه براي مقايسه مورد بررسي قرار خواهد گرفت، مساله صفحه نامحدود 

  ).9- 6شكل (باشد ميسوراخدار 

 

  صفحه نامحدود سوراخدار  9-6شكل 

  ).10-6شكل (به علت تقارن، تنها يك چهارم از دامنه مدلسازي شده است

 

  مشخصات و شرايط مرزي دامنه مدلسازي شدة صفحه نامحدود سوراخدار 10-6شكل 

1σاين صفحه تحت تنش كششي  قرار گرفته است و با فرض شرايط تنش مسطح تحليل شده  =

و ضريب پواسون  E=1000مصالح به صورت الاستيك خطي ايزوتروپيك با ضريب يانگ . است

0.3ν   .در نظر گرفته شده است =

  .]44[باشد ميتنشهاي دقيق اين مسئله با توجه به حل تحليلي آن به صورت زير 
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)6-54(  
2 4

2 4

3 3
1 ( cos 2 cos 4 ) cos 4

2 2
x

a a

r r
σ θ θ θ= − + + 

)6-55(  
2 4

2 4

1 3
( cos 2 cos 4 ) cos 4
2 2

y

a a

r r
σ θ θ θ= − − − 

)6-56(  
2 4

2 4

1 3
( sin 2 sin 4 ) sin 4
2 2

xy

a a

r r
σ θ θ θ= − + + 

نقطه كنترلي و دو  63براي مدلسازي و تحليل صفحة نامحدود سوراخدار به روش ايزوژئومتريك از 

  ).11-6شكل (ناحيه مشابه استفاده شده است

 

  نقاط كنترلي مورد استفاده در مدلسازي صفحه نامحدود سوراخدار  11-6شكل 

به طوري مشابه با مثال اول، در اين مثال نيز از توابع شكل نربز مرتبه دو در هر ناحيه و نه نقطه 

براي هر ناحيه به صورت زير در نظر  ξوηبردارهاي گرهي در جهتهاي . گوسي استفاده شده است

  .گرفته شده است

{ } { }0,0,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,1,1 , 0,0,0.3,0.7,1,1u v= =  

به نقاط كنترلي مربوطه اعمال شده است همچنين تنش 10-6شكل شرايط مرزي تكيه گاهي همانند 

σ به صورت خطي بين هر يك از نقاط كنترلي واقع بر لبه سمت راست مدل اعمال شده است.  

يل صفحه نامحدود سوراخدار به روش ايزوژئومتريك  و همانند مثال قبل در ادامه نتايج مربوط به تحل

  .همچنين نتايج مربوط به نرم خطاي انرژي تنش هاي بازيافتي و دقيق ارائه شده است
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  صفحه نامحدود سوراخدار نرم خطاي دقيق، نرم خطاي تقريبي و شاخص تاثير 4-6جدول 

 θشاخص تاثير eنرم خطاي تقريبي در هر المان eالمان نرم خطاي دقيق در هر شماره المان

1 0.00454 0.00408 0.90 

2 0.00864 0.00587 0.68 

3 0.00180 0.00170 0.94 

4 0.00313 0.00280 0.90 

5 0.00419 0.00520 1.24 

6 0.00135 0.00078 0.57 

7 0.00242 0.00275 1.13 

8 0.00298 0.00329 1.10 

9 0.00120 0.00065 0.54 

10 0.00202 0.00213 1.06 

11 0.00248 0.00273 1.10 

12 0.00096 0.00048 0.50 

13 0.00186 0.00184 0.99 

14 0.00226 0.00232 1.03 

15 0.00082 0.00044 0.54 

16 0.00192 0.00160 0.84 

17 0.00192 0.00207 1.08 

18 0.00058 0.00043 0.74 

19 0.00223 0.00127 0.57 

20 0.00107 0.00215 2.01 

21 0.00035 0.00043 1.25 

22 0.00334 0.00084 0.25 

23 0.00463 0.00151 0.33 

24 0.00186 0.00106 0.57 

25 0.00408 0.00184 0.45 

26 0.00930 0.00410 0.44 

27 0.00382 0.00218 0.57 

28 0.00079 0.00170 2.15 

29 0.00318 0.00529 1.67 

30 0.00219 0.00166 0.76 

31 0.00061 0.00072 1.19 

32 0.00188 0.00201 1.07 

33 0.00177 0.00193 1.09 

34 0.00048 0.00052 1.10 

35 0.00156 0.00202 1.30 

36 0.00152 0.00151 1.00 

37 0.00042 0.00054 1.28 

38 0.00148 0.00167 1.13 

39 0.00142 0.00136 0.96 

40 0.00039 0.00050 1.28 

41 0.00139 0.00154 1.11 

42 0.00148 0.00123 0.83 

43 0.00041 0.00046 1.12 

44 0.00083 0.00169 2.04 

45 0.00174 0.00095 0.55 

46 0.00121 0.00041 0.34 

47 0.00216 0.00064 0.30 

48 0.00277 0.00055 0.20 

 0.81 0.08547 0.10540 مجموع
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صفحه نامحدود  نمودار تغييرات نرم خطاي انرژي تقريبي و نرم خطاي انرژي دقيق 12 -6شكل 

 سوراخدار

  

  

  

  نرم خطاي دقيق) الف

  

  

  

  

  

  نرم خطاي تقريبي) ب

  

  

  تقريبي صفحه نامحدود سوراخدارتوزيع نرم خطاي دقيق و   13-6شكل 
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  نرم خطاي تقريبي) ب(  نرم خطاي دقيق) الف(
  توزيع سه بعدي  نرم خطاي دقيق و  نرم خطاي تقريبي صفحه نامحدود سوراخدار 14 -6شكل 

  

  

  تحليل تئوري) الف(       

  

    

  

  

  

  تحليل ايزوژئومتريك) ب( 

  

    

  

  

  

  تنشهاي بهبود يافته) ج(

  

    

  

  

براي نتايج گرفته شده از  تحليل تئوري، تحليل ايزوژئومتريك و  xσكانتور تنش  15 -6شكل 

  تنشهاي بهبود يافته صفحه نامحدود سوراخدار
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  تحليل تئوري) الف(

  

  

  

  

  

  

  تحليل ايزوژئومتريك) ب(

  

  

  

  

  

  

  تنشهاي بهبود يافته) ج(

  

  

  

  

براي نتايج گرفته شده از تحليل تئوري، تحليل ايزوژئومتريك و تنشهاي  xσصفحة تنش 16 -6شكل 

  بهبود يافته صفحه نامحدود سوراخدار
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و نيز همساني تقريبي  4-6جدول در  ،براي شاخص تاثير نرم خطاي كل دامنه 81/0با توجه به عدد 

توان گفت كه روش تخمين  مي، 12- 6شكل نمودار تغييرات نرم خطاي انرژي دقيق و تقريبي در 

  .باشد ميخطاي به كار گرفته شده براي صفحة نامحدود سوراخدار نيز از كارايي نسبتا خوبي برخوردار 

براي مقايسه بين توزيع نرم خطاي دقيق و تقريبي و همچنين درك بهتري  14-6 و 13-6 در اشكال

از تشابه در توزيع نرم خطاي آنها، به ترسيم كانتور و توزيع سه بعدي نرم خطاي انرژي دقيق و 

  .تقريبي پرداخته شده است

ئوري، تحليل ايزوژئومتريك و را براي نتايج گرفته شده از تحليل ت xσكانتور تنش 15- 6شكل 

مشاهده  16-6شكل همچنين در . دهد ميتنشهاي بهبود يافته صفحه نامحدود سوراخدار نمايش 

ت آمده از تنشهاي بهبود يافته در مقايسه با صفحة تنش تحليل بدس xσشود كه صفحة تنش مي

شابه بيشتري نسبت به صفحة بدست آمده از تحليل ايزوژئومتريك داراي شكستگي كمتر و در نتيجه ت

  .  تئوري دارد

  صفحه تركدار تحت كشش -7- 6

در اين مثال به بررسي رفتار تخمين كننده خطا، در برآورد خطاي بدست آمده از تحليل مسئله داراي 

  .يك نقطه تكين با روش ايزوژئومتريك مي پردازيم

معمولا مسائل با نقطه تكين، به علت بالا بودن خطاي آلودگي، مسائل خوبي جهت بررسي كارايي  

تخمين كننده هاي خطا به شمار نمي روند؛ اما هدف از اين مثال همان طور كه گفته شد، بررسي 

داراي با توجه به اين نكته كه نوك ترك به عنوان يك نقطه تكين، . رفتار تخمين كننده خطا مي باشد

خطاي زيادي نسبت به ساير نقاط است، لذا يك تخمين كنندة خطاي مناسب بايد به طور نسبي قادر 

در صورتي كه بهبود شبكه با توجه به نتايج بدست آمده از تخمين . به نمايش اين توزيع خطا باشد

ند برنامه را در توا ميمناسب باشد  رفتاريكنندة خطا مورد نظر باشد، تخمين كنندة خطايي كه داراي 

  .هر مرحله به بهبود محلي شبكه در اطراف نوك ترك راهنمايي كند
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اضلاع اين مربع به . شود ميمشاهده  Pمشخصات صفحه مربعي تحت تنش كششي  17 -6شكل در 

  .فرض شده است aو گسترش ترك به ميزان  2aطول 

 

  صفحه مربعي تركدار تحت تنش كششي قائم 17 -6شكل 

نتايج  17-6شكل در مد اول و بر اساس سيستم مختصات قطبي نشان داده شده در  بازشدگي ترك

  .]47[باشد ميتحليلي آن به صورت زير 

)6-57(  3
cos 1 sin sin

2 2 22

I
xx

K

r

θ θ θ
σ

π
 = − 
 

 

)6-58(  3
cos 1 sin sin

2 2 22

I
yy

K

r

θ θ θ
σ

π
 = + 
 

 

)6-59(  
3

sin cos cos
2 2 22

I
xy

K

r

θ θ θ
σ

π
= 

  :شود ميبه صورت زير تعريف IKكه در آن فاكتور شدت تنش

)6-60(  
IK P aπ= 

پارامترهاي به كار . گيرد ميجهت مدلسازي عددي، به علت تقارن تنها نيمي از دامنه مورد تحليل قرار 

  .باشند ميرفته در حل مسئله به صورت زير 
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P =10  E =1000    ; 0.3ν =    ;  2a = 10 ; = طول ضلع مربع  

  . تحليل مسئله با روش ايزوژئومتريك براي توابع شكل درجه يك، دو و سه صورت پذيرفته است

در ) بردار گرهي(براي بررسي اثر افرايش درجه توابع شكل در كارايي تخمين كننده خطا، تعداد المانها 

و با ) P(با افزايش درجه توابع شكل  m=P+n+1شود؛ لذا با توجه به رابطه  ميهر سه مدل ثابت فرض 

درهر جهت يكي به باشد، بايد  مي P+1توجه به اينكه تعداد تكرار عضوهاي صفر و يك بردار گرهي، 

بردار گرهي در هر ناحيه و المانهاي توليد شده بر  18 -6شكل  .افروده شود) n(تعداد نقاط كنترلي 

  .دهد ميروي كل دامنه مدلسازي شده را، توسط توابع شكل درجه يك، دو و سه نشان 

 

  )ب(  )الف(

المانهاي توليد شده بر روي دامنه مدلسازي شده توسط توابع ) ب(بردار گرهي و ) الف( 18 -6شكل 

  شكل درجه يك، دو و سه به روش ايزوژئومتريك

دامنة مدلسازي شده به همراه شرايط مرزي و نقاط كنترلي به كار رفته جهت تحليل  19 -6شكل 

همانطور كه در اين  .دهد مينشان  صفحه تركدار تحت كشش با توابع شكل درجه يك، دو و سه را

شود، افزايش نقاط كنترلي در نزديكي نوك ترك كه داراي خطاي بيشتري نسبت به  ميشكل مشاهده 

  .باشد، انجام شده است ميساير نقاط 

نتايج بدست آمده از نرم خطاي انرژي دقيق و تقريبي براي تحليل صفحة تركدار تحت  20-6شكل در 

  .رجة يك، دو و سه نشان داده شده استكشش با توابع شكل د

 20-6شكل رجة يك، دو و سه در دبا مشاهدة نرم خطاي انرژي تقريبي براي هر سه نوع توابع 

  تحت تركدار خطا داراي رفتاري مناسب جهت برآورد خطاي صفحة كنندة اين تخمين كه توان گفت مي

u 

v 

x 

y 
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  )الف(  

    
  )ج(  )ب(

به همراه شرايط مرزي و نقاط كنترلي به كار رفته جهت تحليل دامنه مدلسازي شده  19 -6شكل 

  درجة سه) ج(درجة دو، ) ب(درجة يك، ) الف(صفحه تركدار تحت كشش با توابع شكل 

كه در هر سه مورد، ميزان خطا در نوك ترك نسبت به ساير نقاط به طور  باشد، به طوري ميكشش 

  .اي بيشتر نشان داده شده است قابل ملاحظه

صورت پذيرد مشاهده  20-6شكل در صورتي كه مقايسه اي بين ميزان ماكزيمم نرم خطاي دقيق در 

  .يابد ميشود كه با افزايش درجة توابع شكل خطاي تحليل ايزوژئومتريك كاهش  مي
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  نرم خطاي انرژي دقيق

 
  نرم خطاي انرژي تقريبي

  توابع شكل درجه يك) الف

 
  دقيق نرم خطاي انرژي

  
  نرم خطاي انرژي تقريبي

  توابع شكل درجه دو) ب

  
  نرم خطاي انرژي دقيق

  

  
  نرم خطاي انرژي تقريبي

  توابع شكل درجه سه) ج  

  

مقايسه نرم خطاي انرژي دقيق و تقريبي صفحه تركدار تحت كشش با توابع شكل درجه  20-6شكل 

 ، دو و سهيك
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همچنين . در اين فصل به جمع بندي و بيان خلاصه نتايج حاصل از اين پژوهش پرداخته شده است

هاي  چندين پيشنهاد جهت ادامه پژوهش در زمينة تخمين خطا و حل تطبيقي در روش در انتها

با توجه به اينكه موضوع اين پژوهش در دو بخش  .شده است ارائهايزوژئومتريك  اجزاي محدود و

تخمين خطا و حل تطبيقي در اجزاي محدود و همچنين ارائه روشي جهت برآورد خطا و بهبود ميدان 

از تحليل ايزوژئومتريك قرار دارد، لذا در ادامه به طور خلاصه به بيان نتايج گرفته  تنش بدست آمده

  .شود ميشده از هر يك از اين دو بخش پرداخته 

  نتايج بدست آمده از بخش اول پژوهش  -7-1

اجزاي محدود معمولي، تقريبا هيچگونه ابزاري مبني بر مناسب بودن اندازة روش با توجه به اينكه در 

المان به كار رفته و صحيح بودن نوع حل در دسترس مهندسين وجود ندارد و انتخاب اندارة المان 

ضمن  از پژوهش، بخشدر اين  ، لذاپذيرد ميي داده شده در اين مورد صورت ها بيشتر بر اساس توصيه

ن يك روش اجزاي محدود وفقي به عنوااز  مباني تخمين خطا و حل تطبيقي در اجزاي محدود،بيان 

  .گرديد استفادهي روش اجزاي محدود معمولي ها ابزار قوي براي غلبه بر محدوديت

توان به طور  مييل برتري روش اجزاي محدود وفقي نسبت به روش اجزاي محدود معمولي را دلا

  :خلاصه به شرح زير بيان نمود

اجزاي در روش  :در اختيار داشتن ابزاري، مبني بر صحيح بودن نوع حل صورت گرفته )1

و مقايسه آن با خطاي نسبي سراسري ) η(محدود وفقي با محاسبة خطاي نسبي سراسري 

همچنين حل تطبيقي اين . توان صحت حل صورت گرفته را كنترل نمود مي) η(قابل قبول 

قبول در كند كه با توزيع مناسب خطا بر روي كل شبكه، مقادير قابل  امكان را فراهم مي

  .تمامي المانها بدست آيد

و ) η(در روش اجزاي محدود وفقي، ابتدا خطاي نسبي سراسري  :اصلاح وفقي المانها )2

شود، سپس بر اساس روش  ميبراي تك تك المانها محاسبه ) iξ(خطاي نسبي موضعي 
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1iξايي كه در آنها با استفاده از شبكه جزء بندي غني شده، المانه hاصلاح نوع  است، به 〈

يابد تا معيار توقف اصلاح وفقي  ميشوند و اين عمل آنقدر ادامه  ميالمانهاي كوچكتر تقسيم 

ريز (گيرد كه بسيار سريعتر از حل عادي  ميبنابراين اصلاح محلي شبكه انجام . تامين شود

  .شود ميهمگرا ) كردن يكنواخت شبكه

در روش اجزاي محدود وفقي با توجه به  :به جواب نهايي با تعداد المانهاي كمتررسيدن  )3

اينكه عمليات اصلاحي فقط در نواحي كه ميزان خطا در آن ناحيه بيشتر است، اعمال 

بنابراين . توان با تعداد المانهاي كمتر به جواب نهايي مسئله دست يافت ميلذا . شود مي

ر با تعداد المانهاي كمتر از ديگر مزاياي استفاده از روش رسيدن به جواب نهايي دقيق ت

همچنين به دليل كاهش حجم محاسبات، خطاي ناشي . رود مياجزاي محدود وفقي به شمار 

  .يابد مياز گرد كردن اعداد نيز كاهش 

، روشي جهت تبيين تخمين خطا و حل تطبيقي در اجزاي محدودبه كمك بخش اين در همچنين 

تنش براي هر ترك مورد نظر در يك سازه پيچيده و تحت بارگذاري دلخواه با قابليت فاكتور شدت 

با مقايسه نتايج بدست آمده براي فاكتور شدت تنش حاصل از نرم افزار  .اطمينان بالا معرفي گرديد

Ansys و برنامة ADAPT  تئوري، صحت و دقت برنامة با حلADAPT  در برآورد خطاي اجزاي

جهت Ansys  توانايي الگوريتم به كار رفته در نرم افزارهمچنين . بيقي آن بررسي شدمحدود و حل تط

هاي دو بعدي نسبت به روش بازيافت تنش بر مبناي نقاط  تخمين خطاي تحليل اجزاي محدود سازه

كه در اين پژوهش جهت تخمين خطاي اجزاي محدود استفاده شد، مورد بررسي ) SPR(فوق همگرا 

از كارايي كاملا رضايت بخشي برخوردار است و  ADAPTبرنامة  دهد كه ايج نشان مينت. قرار گرفت

نرم  به كار رفته در آن نسبت به روش مورد استفاده در تخمين خطا و حل تطبيقيروش علاوه بر آن 

اهميت نتايج نيز از اين جهت مورد تاكيد  .باشد مي كمتريو هزينه  بيشترداراي دقت ، Ansysافزار 

است كه تبيين فاكتورشدت تنش به صورت يك معادله رياضي براي تركي دلخواه در يك سازه پيچيده 
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و تحت بارگذاري دلخواه، مشكل وگاهي غير ممكن است؛ لذا استفاده از يك روش عددي با قابليت 

  .باشد اطمينان بالا درحل اينگونه مسائل الزامي مي

  نتايج بدست آمده از بخش دوم پژوهش -7-2

در اين بخش اصول به كار رفته در تحليل مسائل به روش ايزوژئومتريك معرفي شد و به ارائه يك 

  . روش ابداعي جهت برآورد خطا و بهبود ميدان تنش بدست آمده از اين روش پرداخته شده است

بالقوه  رود و ميدر تحليل سازه ها به شمار با توجه به اينكه روش ايزوژئومتريك يكي از روشهاي جديد 

اي نه چندان دور بتواند  در آيندهرسد  ميبه نظر  داراي ويژگي هاي منحصر به فرد و مناسبي است كه

بدست آمده از اين  نتايج جايگزين روشهاي عددي متداول نظير اجزاي محدود و نقاط محدود گردد لذا

  .استبخش از اهميت بيشتري برخوردار 

  :باشد ميبه طور خلاصه نتايج بدست آمده از اين بخش به صورت زير 

باشد و در نمودار و كانتور نرم خطاي تقريبي  مي 86/0شاخص تاثير كل تير طره تيموشنكو  - 1

توان بيان نمود كه تخمين  ميشود؛ لذا  ميبا نرم خطاي دقيق تشابه قابل قبولي مشاهده 

كنندة خطاي پيشنهادي از كارايي مناسبي جهت برآورد خطاي مسئله تير طره تيموشنكو 

 .باشد ميبرخوردار 

باشد و در اين مسئله نيز تطابق و تشابه  مي 86/0شاخص تاثير كل مسئله صفحه سوراخدار  - 2

شود همچنين  مياهده قابل قبولي در نمودار و نرم خطاي تقريبي با نرم خطاي دقيق مش

بدست آمده از تنش هاي بازيافتي نسبت به كانتور  xσمشاهده شد كه كانتور و صفحة تنش

لذا در  .بدست آمده از تحليل ايزوژئومتريك از دقت بالاتري برخوردار است xσو صفحة تنش

د كه تخمين كنندة خطاي پيشنهادي از كارايي مناسبي توان بيان نمو مياين مسئله نيز 

 .جهت برآورد خطاي تحليل ايزوژئومتريك برخوردار است

با مشاهده آرايش مناسب نرم خطاي تقريبي براي صفحة تركدار تحت كشش با توابع شكل  - 3
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توان بيان نمود كه تخمين كنندة خطاي پيشنهادي قادر به شناسايي  ميدرجة يك، دو و سه 

توان  ميباشد؛ لذا  مين نوك ترك كه نسبت به ساير نقاط داراي خطاي بيشتري است، مكا

گفت كه در اين مثال نيز برآورد خطا به درستي صورت پذيرفته است و اين تخمين كنندة 

صفحة تركدار  خطا توانايي استفاده به عنوان يك راهبر جهت فرآيند تكراري بهبود شبكه

  .باشد ميرا دارا  تحت كشش

با توجه به اينكه تفاوت اصلي روش ايزوژئومتريك با ديگر روشهاي آناليز سازه، استفاده از تكنيك نربز 

 بيان نمودتوان  ميباشد،  ميمسئله به عنوان يك راهبرد هندسي درتوليد مدل هندسي و تابع مجهول 

به كه ويژگي بارز روش تخمين خطاي پيشنهادي در اين پژوهش همخواني آن با روش ايزوژئومتريك، 

  .باشد ميبرآورد خطاي اين روش در عنوان يك روش هندسي، 

توان از روش  ميدر نهايت با توجه به نتايج گرفته شده از حل مثالهاي مطرح شده در اين پژوهش 

نوان راه حلي ساده و مهندسي جهت برآورد خطا و بهبود ميدان خطاي پيشنهادي به عكنندة تخمين 

  .تنش بدست آمده از تحليل مسائل به روش ايزوژئومتريك نام برد

  ارائه پيشنهادات -7-3

با وجود اينكه روشهاي تخمين خطا و حل تطبيقي در اجزاي محدود از گذشته تاكنون مورد بررسي و 

هنوز اين شاخه از دانش داراي ظرفيت زيادي جهت ابداع و كنكاش بوده اند اما به نظر مي رسد  

در ادامه به چند پيشنهاد جهت پيشبرد اين . نوآوري براي بهتر شدن الگوريتمهاي موجود مي باشد

  . موضوع در آينده اشاره شده است

استفاده از روش حداقل مربعات وزن دار به جاي روش حداقل مربعات، در تعيين پارامترهاي  - 1

 .تنش بهبود يافته مجهول

بررسي تاثير روش هاي انتگرال گيري عددي مختلف و همچنين تعداد نقاط گوس در سرعت  - 2

 .همگرايي مسئله
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بررسي وجود نقاط با قدرت همگرايي بالاتر نسبت به نقاط فوق همگراي مورد استفاده در  - 3

 SPRروش 

تعيين پارامترهاي  تلفيق همزمان معيارهاي مختلف، علاوه بر معيار حداقل مربعات جهت - 4

 .مجهول تنش بهبود يافته

همچنين به علت تازگي و ويژگي هاي منحصر به فرد روش ايزوژئومتريك در تحليل مسائل متفاوت 

علوم و مهندسي مي توان از آن به عنوان افقي روشن در پيش روي محققين نام برد كه در آينده اي 

اين . دي گذشته از جمله اجزاي محدود مي باشدنزديك قادر به پشت سر گذاشتن تمام روش هاي عد

. روش از پتانسيل بسيار بالايي جهت كار تحقيقاتي برخوردار است و هنوز در ابتداي راه خود قرار دارد

  .در ادامه به چند پيشنهاد جهت پيشبرد اين موضوع در آينده اشاره شده است

روشن حل نشده است، تاثير و يكي از مهمترين موضوعاتي كه در اين روش هنوز به صورت  - 1

در صورت يافتن اين . نحوة ارتباط بين حركت نقاط كنترلي و سطح نربز توليد شده مي باشد

مهم بسياري از مسائل چالش برانگيز از جمله اعمال دقيق بارگذاري دلخواه و شرايط مرزي 

 .قابل حل مي باشد

اجزاي محدود براي بهبود  هايي كه در روش سازي روشها و ايده پيادهسنجي و  امكان - 2

 .هاي تخمين خطا و حل تطبيقي مورد استفاده قرار گرفته است الگوريتم

بهبود محلي شبكة تحليل  داشتن امكان جهت، NURBSبه جاي  T-Splineاستفاده از  - 3

  .ايزوژئومتريك

  

  

  



 

142 

 

  1ضميمه 

  

   ي اجزاي محدودخطا برآوردنقاط فوق همگرا در 

  

  خطا مرتبه -1

شود  ميفرض . تقسيم شده است، در نظر بگيريد hبا اندازه  eΩرا كه به اجزاي محدود  Ωمحدوده 

بديهي است كه اگر جواب . باشند pكامل از درجه  اي هشامل يك چند جملتوابع شكل اجزاي محدود 

يا كمتر باشد در اين صورت تقريب حاصل، دقيق  pاز درجه  اي هخود يك چند جملφمورد نظر، 

  .خواهد بود

نيست ولي در صورتي كه جواب  اي هخود يك چند جمل φدر حالت كلي معمولا جواب مورد نظر 

توان آن را  ميشوند، نباشد،  ميمورد نظر داراي نقاط تكين، كه در آنها بعضي يا تمام مشتقها بينهايت 

 Oتوانيم رابطة زير را در همسايگي نقطة فرضي  ميبراي مثال، . بطور موضعي با سري تيلور نشان داد

  :از يك محدودة دو بعدي بنوسيم 

)1(                          
0 0 0( , ) .....X Y X Y

X Y

φ φ
φ φ

∂ ∂
∆ ∆ = + ∆ + ∆ +

∂ ∂
  

حال . باشد مي O، تفاوت مختصات نقطه مورد نظر و مبدأ منظور شده در نقطه ∆Yو ∆Xكه در آن 

، در يك جزء با Eمورد استفاده قرار گيرد، در اين صورت خطاي  Pاز درجه  اي هاگر يك چند جمل

توان دقيقاً به وسيله سري  ميرا  اي هزيرا اين چند جمل. توان از رابطة زير محاسبه نمود مي، را hاندازه 

  .ام نمايش دادPتيلور درجه 

)2(  1( )pE O h +=  



   نقاط فوق همگرا در برآورد خطاي اجزاي محدود  1ضميمه 

143 

 

  .]18[باشد مي ∆Yو∆Xنمودار ماكزيمم مقادير hدر رابطه فوق 

)در بياني ديگر، فرض كنيد تابع  )u x  باشد، مفروض  ميكه داراي مشتقات پيوسته تا مرتبة دلخواه

  :بسط سري مك لورن اين تابع در حالت دو بعدي عبارت است از . باشد

)3(  2 2

, , , , ....
1 1( ) (0) (0) (0) (0)
2 2x y xx yyu x u xu yu x u y y += + + + +  

را با تعدادي از جملات سري مك لورن آن به صورت  u(x)توان تابع  ميدر همسايگي نقطه مورد نظر 

  :زير تقريب زد 

)4(  $ 1

, ,( ) ( ) (0) (0) (0) ... ( )P

x yu x u x u xu yu O h +≅ = + + + +  

تابعي است كه ميزان خطاي ناشي  Oدر جمله آخر، . باشد مي yو xمجموع توانهاي  Pدر معادله فوق 

عبارت است از فاصله بين دو گره كه به صورت زير بيان  hاز قطع سري مك لورن را بيان كرده و 

  :شود  مي

)5(  2 2

x yh h h= +  

يابد و در نتيجه تابع تقريبي به  ميكاهش  Oمقدار خطاي  pوبا افزايش  hاز ديدگاه نظري با كاهش 

  .كند ميسمت تابع دقيق ميل 

 .باشد ميباشد، كه اين مرتبه، معياري براي بيان ميزان خطا  مي p+1در رابطه بالا تقريب از مرتبه 

  در انتگرالگيري عددي گوسنقاط  -2

در فرآيند اجزاي محدود، عمليات جبري لازم براي محاسبه ماتريسهاي جزء اجزاي مرتبه بالا، به دليل 

استفاده از علاوه بر اين در صورت . باشد ميپيچيدگي انتگرالهاي موجود، خسته كننده و طولاني 

فرآيند نگاشت، بايستي ماتريس ژاكوبي نگاشت را براي محاسبه مشتقهاي موجود در اين انتگرالها 

عكس نمود و در نتيجه استفاده از انتگرال گيري دقيق، به واسطة پيچيدگي روابط حاصل، تقريبا غير 

ي عددي محاسبه نمود كه در چنين حالتي بايستي انتگرالها را با استفاده از روشها. ممكن خواهد شد

  .گردد ميبه وسيلة يك مجموعيابي جايگزين ) 6(در آن يك انتگرال نمونه از معادله 
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)6(  1 1

1 1
det( )

e e

l mN N
I k J d d

X X
ξ η

− −

∂ ∂
=

∂ ∂∫ ∫  

ي يك، دو يا سه بعدي را تنها با استفاده از ها توان انتگرالهاي بر روي حوزه ميدر حالت كلي 

در نقاط مشخصي از محدوده، در وزنهاي مناسب به  مجموعيابي حاصلضرب مقدار جملات انتگرالده

  :صورت زير محاسبه نمود

1  )الف 7(

0 0 1 1
1
( ) ( ) ( ) ... ( )n nI G d W G W G W Gξ ξ ξ ξ ξ

−
= ≈ + + +∫  

1  )ب 7(

0 0 0 1 1 1
1
( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )n n nI G d d W G W G W Gξ η ξ η ξ η ξ η ξ η

−
= ≈ + + +∫  

را به عنوان نقاط نمونه انتخاب nξ . . .و1ξ و 0ξتوان ابتدا نقاط  ميبراي ابداع روشهاي يك بعدي، 

)ام  nدرجه  اي هنمود، سپس چند چند جمل )nF ξ  را كه در اين نقاط دقيقا معادل تابع( )G ξ 

) اي هتوان چند جمل ميبدين منظور . باشد، به دست آورد مي )nF ξ را به صورت زير نشان داد:  

)8(  
0 1( ) ... n

n nF ξ α α ξ α ξ= + + +  

  :شوند مياز حل معادلات زير نتيجه  اي هكه در آن ضرايب چند جمل

)9(  

0 0 1 0 0

1 0 1 1 1

0 1

( ) ...

( ) ...

( ) ...

n

n

n

n

n

n n n n

G

G

G

ξ α α ξ α ξ

ξ α α ξ α ξ

ξ α α ξ α ξ

= + + +

= + + +

= + + +

M M
  

توان انتگرال مورد نظر را به صورت تقريبي محاسبه نمود و سپس با  ميحال با استفاده از رابطة زير 

به ) الف 7(در آن، يك فرمول تقريبي از نوع معادله ) 9(قادير ضرايب حاصل از حل معادله قرار دادن م

  .دست آورد

)10(  1 1
12

0
1 1

2
( ) ( ) 2 ... 1 ( 1)

3 1

nn
nI G d F d

n

α α
ξ ξ ξ ξ α +

− −
 = = = + + + − − +∫ ∫  

لجندر،  بر خلاف روش قبل، مختصات نقاط نمونه  -در روش انتگرالگيري عددي كوادراچر گوس

)گيري، كه تابع  )G ξ  گردد، از قبل تعيين نشده است ولي مختصات آنها چنان  ميدر آنها محاسبه

) اي هگردد، كه انتگرال يك چند جمل ميتعيين  )G ξ  از درجات كمتر يا مساويP  را محاسبه نمايد
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)كه در آن مقدار )p n≥ مجهول است و بايستي محاسبه گردد) .n+1  تعداد نقاط نمونه گيري

  )باشد مي

  :مورد نظر به صورت زير نوشته شود اي هاگر چند جمل 

)11(  
0 1( ) ... p

p pF ξ α α ξ α ξ= + + +  

  :وبه صورت زير محاسبه نمود) الف 7(توان انتگرال تابع فوق را با استفاده از تقريب  ميدر اين صورت 

)12(  1

0 0 1 0 0 1 0 1 1 1
1

0 1 1 1

( ) ( ... ) ( ... ) ...

( ... )

p p

p p p

p

n p

I F d W W

W

ξ ξ α α ξ α ξ α α ξ α ξ

α α ξ α ξ
−

= = + + + + + + + + +

+ + + +

∫  

  :صورت زير به دست آورد و به) 10(توان با استفاده از رابطة  ميمقدار دقيق انتگرال فوق را 

)13(  12
0

2
2 ... 1 ( 1)

3 1

nnI
n

α α
α + = + + + − − +

  

در صورتي مقدار دقيق ) الف 7(توان  مشاهده نمود كه معادله  ميبا مقايسه ضرايب دو رابطه فوق 

) اي هانتگرال چند جمل )pF ξ  دهد كه روابط زير برقرار باشد ميرا به دست:  

)14(  

  

}معادله فوق، كميتهاي ) p+1(متشكل از در دستگاه  }, 0,1,2,...,,i i i nW ξ بديهي . باشند ميمجهول  =

توان در صورت برابر بودن تعداد معادلات و مجهولات به دست  مياست كه جواب دستگاه فوق را تنها 

  :آورد، يعني

)15(  1 2( 1)p n+ = +  

را بر حسب  pجدول زير تغييرات . باشد مينمودار يك عدد فرد  pعدد صحيح است؛  nاز آنجا كه 

  .]18[دهد مينشان  nمقادير 

با درجة  اي هتوان، براي مثال، با سه برآورد تابع دقيقا انتگرال يك چند جمل ميبا استفاده از اين روش 

0 1

0 1 1

1

0 0 1 1

... 2

... 0

1
... 1 ( 1)

1

n

n n

p p p p

n n

W W W

W W W

W W W
p

ξ ξ

ξ ξ ξ +

+ + + =

+ + + =

 + + + = − − +

M M
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  .كمتر يا مساوي پنج را محاسبه نمود

كه انتگرال آن دقيقا  اي هدرجه چند جمل

  )p( شود مي محاسبه

  

  تعداد نقاط نمونه گيري

)n+1(  

1  

3  

5  

7  

1  

2  

3  

4  

 nتوان مختصات نقاط نمونه گيري و وزنهاي مربوطه را به ازاي مقادير مشخص  ميدر اين روش 

  :شود ميبه صورت زير نوشته  n=0، با فرض )14(معادله . محاسبه نمود

)16(  0

0 0

2

0

W

W ξ

=

=
  

توان با فرض قرار  ميبديهي است كه در صورت استفاده از يك نقطة نمونه گيري، دقيقترين نتيجه را 

درجه  اي هتوان يك چند جمل ميگيري نقطة نمونه در مركز محدوده به دست آورد كه با استفاده از آن 

  ).الف 1شكل (اول را دقيقا انتگرالگيري نمود 

  

  

  

  

  

  )ب(                                                         )الف(                                    

دو نقطه نمونه ) ب. ( p=1يك نقطه نمونه گيري، دقيق بازاي ) الف. (لجندر - كوادراچر گوس  1شكل 

 تقريب سطح زير منحني، هاشور زده شده است .p=3گيري، دقيق براي 

  :داريم n=1روشي مشابه و با فرض به 
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)17(  

0 1

0 0 1 1

2 2

0 0 1 1

2

0

2

3

W W

W W

W W

ξ ξ

ξ ξ

+ =

+ =

+ =

  

  ):ب1شكل (با حل دستگاه معادلات فوق جوابهاي زير بدست خواهد آمد

)18(  
1 0

0 1

1
0.5773502591

3

1W W

ξ ξ= − = =

= =
  

در جدول زير قرار  nلجندر و وزنهاي مربوطه به ازاي مقادير بالاي  -مختصات نقاط نمونه گيري گوس

  :]18[دارند

iW   نقاط

  نمونه
iξ  

 

  

  .باشد ميبه شكل زير لازم  اي هدر مسائل دو بعدي محاسبه انتگرالهاي دوگان
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)19(  1 1

1 1
( , )I G d dξ η ξ η

− −
= ∫ ∫  

گيرد، ساده ترين روش، استفاده از دو  مياز آنجا كه انتگرال فوق بر روي يك محدوده مستطيلي انجام  

بدين ترتيب فرآيند محاسبه انتگرال فوق را      . باشد ميη و ξانتگرالگيري عددي مستقل در جهات 

  :نمود توان با محاسبه انتگرال داخلي، با استفاده از فرمولهاي بخش قبل، به صورت زير شروع مي

)20(  1

0
0

( , ) ( , )
n

i i

i

G d W Gξ η ξ ξ η
=

=∑∫  

   ηو سپس با استفاده از يك انتگرالگيري مشابه در جهت 

)21(  
1

1
0 0 0

( , ) ( , )
n n n

i i j ij i j

i j i

I W G d W W Gξ η η ξ η
−

= = =

   
= =   

   
∑ ∑ ∑∫  

  :تقريب زير را براي محاسبه انتگرال دو گانه فوق بدست آورد

)22(  
0 0

( , )
n n

ij i j ij i j

i j

I W G W W Wξ η
= =

= =∑∑  

)كه در آن  , )i iξ η مختصات نقاط نمونه گيري است.  

    
  

  ها لجندر در چهار ضلعي -نقاط نمونه گيري براي كوادراچرگوس  2شكل 

صورت  در. توان مجددا از يك روش مستقيم استفاده نمود ميي دو بعدي مثلثي نيز ها براي محدوده

، روش مورد نظر داراي سه مجهول، مختصات نقاط نمونه و وزن )n=0(استفاده از يك نقطه نمونه 

توان با  ميرا η وξدرجه اول بر حسب  اي هباشد و بديهي است كه يك چند جمل مي، 0Wمربوطه 

 اي ه، امكان انتگرال گيري دقيق يك چند جملn=2با فرض . استفاده از اين روش انتگرال گيري نمود

  .گردد و الي آخر ميدرجه سوم فراهم 
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نشان داده شده ) 3(در شكل  n=0,1,2,3مقادير ضرايب وزني و مختصات نقاط نمونه گيري به ازاي 

  .است

  1نقاط فوق همگرا -3

به  پردازيم كه درآنها دقت ودرستي حل به روش اجزاي محدود، ميي نقاطي بررسدر اين قسمت به 

در . (باشند ساير نقاط بيشتر است و از توان همگرايي بيشتري نسبت به جواب دقيق برخوردار مي

بعضي المانها اين نقاط گوسي هستند كه داراي مشخصه مذكور هستند و اصطلاحĤ به آنها نقاط فوق 

  .)شود ميهم گرا گفته 

 

 ]18[چند فرمول كوادراچر براي مثلثها  3 شكل

  . ] 2[پردازيم ميدر ادامه براي روشن شدن مطلب به يك معادله ديفرانسيل مرتبه دوم يك بعدي 

  :گيريم ميمعادله زير را در نظر 

                                                 
1 Super convergent Points 
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)23(  ( ) 0
d d

k u Q
dx dx

β+ + =  

در شكل           . و گراديان آن، در دو انتهاي بازه داده شده است uكه شرايط مرزي، به صورت مقدار تابع 

1hبراي دو المان به طول )الف 4( duو  uمقدار دقيق  2hو  

dx
و همچنين مقادير بدست آمده از حل  

شود، در نقاط  ميهمان طور كه مشاهده . ي داده شده استاجزاي محدود با استفاده از المان خط

      )ب 4(  در شكل. آمده از حل دقيق كاملا با مقدار اجزاي محدود آن برابر است بدست uگرهي مقدار 

شاهد تفاوت زياد، بين گراديان ناشي از حل اجزاي محدود و حل دقيق هستيم به جزء در نواحي 

  .رسد باشد و در وسط هر المان اين اختلاف به صفر مي ميحل دقيق داخلي هر المان كه نزديك به 

در دو  uكه از المانهاي درجه دو براي حل اجزاي محدود استفاده شده است، مقدار  )الف 5(در شكل 

باشد، اما با دورشدن از دو انتهاي هر المان و  ميانتهاي هر المان دقيق و يا نزديك به مقدار دقيق 

مشاهده ) ب 5(و همان طور كه در شكل  .شود مينزديك شدن به نواحي داخلي، اين اختلاف زيادتر 

  .باشند يا گراديان در دو نقطه گوس مربوط به هر المان داراي مقدار دقيق مي ها شود، تنش مي

  . نام گرفت 2بيان شد و اين نقاط، نقاط بارلو 1بارلواين حقيقت اولين بار به طور آزمايشي توسط 

  :شود مياز مطالب گفته شده دو نكته بديهي زير برداشت 

  .باشند ميدر هر المان با مرتبه دلخواه همان نقاط گرهي ) u(بهترين نقاط براي جابجايي  - 1

  استفاده شده در اي هبهترين دقت براي گراديان يا تنش، در نقاط گرهي گوس مربوط به چند جمل - 2

  .باشد ميحل اجزاي محدود 

اي  در اين نقاط مرتبه همگرايي تابع يا گراديان آن، يك مرتبه بالاتر از مقداري كه از تقريب چند جمله

باشد؛ به همين دليل به اين نقاط، نقاط فوق همگرا  ميرود،  ميمربوط به حل اجزاي محدود انتظار 

نشان داده  ] 2[در مرجع  3با استفاده از تئوري هرمان، ودن اين نقاطعلت فوق هم گرا ب. شود مي گفته

                                                 
1 Barlow 
2 Barlow points 
3 Herrmann theorem 
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  .شده است

كنند را دقيقا  ميتوان تمام توابع خطي كه از آن نقطه عبور  ميبا يك نقطة گوس در وسط المان 

، از اين رو اگر تابع تنش مسئله به صورت خطي باشد براي هر تابع از آن، )6شكل (انتگرال گيري كرد

به طور مشابه براي توابع تنش درجة دو و سه اين . باشد ميمقدار تنش در نقطة گوس كاملا دقيق 

  .خاصيت برقرار است

ال گيري بهترين نقاط نمونه براي گراديان در سمت چپ، و كمترين نقاط لازم براي انتگر) 7(در شكل 

  مربعي المان شود، براي ميهمان طوركه مشاهده . عددي در سمت راست جدول نشان داده شده است

  

  

  )الف(                              

  

  )ب(                                

  )المانهاي خطي(در يك بعد ) ب(و گراديان آن ) الف(بهترين نقاط نمونه براي تابع   4شكل 

همگرا وجود ندارند  باشند اما در المان مثلثي اين نقاط فوق مينقاط گوس بر نقاط فوق همگرا منطبق 

، فوق همگرايي نقاطي كه در شكل، براي المان مثلثي 1ولي نتايج عددي بدست آمده توسط موآن

                                                 
1 Moan 
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  .كند مينشان داده شده است را تاييد 

همان طور . نشان داده شده است) 8(دو در شكل آناليز يك تير طره، با چهار المان مستطيلي درجه 

شود، تنش در نقاط گوس در مقايسه با ديگر نقاط از همگرايي و دقت بسيار زيادي  ميكه مشاهده 

به آن  1-3- 2باشد وبا استفاده از روش برونيابي كه توسط هينتون و كامبل در بخش  ميبرخوردار 

  . اشاره شد، مقادير گرهي تنش محاسبه شده است

  

  

  )الف(            

  

  )ب(             

  )المانهاي درجه دو(در يك بعد ) ب(و گراديان آن ) الف(بهترين نقاط نمونه براي تابع   5شكل  
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 ] 2[خاصيت نقاط انتگرال گيري گوس در تضمين همگرايي گراديان 6شكل

  

 

  ] 2[نمونه فوق هم گرا و نقاط انتگرالگيري گوسنقاط   7شكل
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مقدار تنش در نقاط گوس و مقادير گرهي بدست آمده ). 8Q(تير طره با چهار المان درجه دو  8شكل 

  ] 2[به كمك برونيابي
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  2ضميمه 

  

  روش جبهه پيش رونده براي توليد شبكه اجزاي محدود

  

  تاريخچه -1

ي دو ها فرم كلاسيك اين روش براي حالت. ارائه شد 1971در سال  1اين روش اولين بار توسط جورج

پس از آن . و همكارانش مطرح شد 3توسط پراير 1987و در سال  2توسط لو 1985بعدي در سال 

 7و شوستكو و لونر 1992 6، ماوريپليس1989 5، گلگلاب1988 4تحقيقات افرادي چون لونر و پاريخ

امروزه اين روش، روشي بسيار قوي و كامل براي توليد . باعث پيشرفت فراوان اين روش شد 1992

و  1991در سال  8تحقيقات بلاكر و استفانسون .باشد ميي دلخواه ها يي با كيفيت بالا در شكلها مش

ي چهار ضلعي و شش ضلعي را در فضاي دو ها يي با المانها ، توليد مش1993در سال  9بلاكر و ميزر

كند و داراي اين قابليت است  مياين روش يكپارچگي مرزي را حفظ . دهد ميبعدي و سه بعدي نشان 

ي مرزي داخلي و خارجي ها در اين روش منحني. د كنديي با كيفيت بالا در مرزها توليها كه مثلث

دامنه محاسبات كه عموما به وسيله اسپلاينهاي تكه تكه مكعبي كه بر مبناي مجموعه نقاطي كه 

توسط كاربر معرفي شده است، تعريف شده اند؛ با تقسيم شدن به قطعات خطوط مستقيم كه مرتبط 

                                                 
1 A.George 
2 Lo 
3 Peraire 
4 Lohner and Parikh 
5 Golgolab 
6 Mavriplis 
7 Shoostko and Lohner 
8 Blacker and Stephenson 
9 Blacker and Meyers 
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. شود ميبدين ترتيب يكپارچگي مرز حفظ . شوند ميزي با توزيع نقاط دامنه مرزي هستند، گسسته سا

سپس اين جبهه اوليه به سمت . دهند مياين مجموعه از قطعات مستقيم خطي، جبهه اوليه را تشكيل 

بدين ترتيب نقاط جديد و اضلاع جديد توليد . كند ميداخل دامنه با يك فرايند گام به گام نقل مكان 

اضلاع يك مثلث جديد . شوند ميي مثلثي تشكيل ها شوند و المان ميشوند و اضلاع قديمي حذف  مي

متشكل از دو نقطه از يك ضلع جبهه اوليه و يك نقطه ديگر بر روي مرز جبهه اوليه، يا نقاط تازه 

اين فرايند تا زماني كه هيچ ضلعي بر روي جبهه اوليه باقي . توليد شده در داخل جبهه اوليه است

اين امر بدين معنا است كه جبهه اوليه از بين رفته و يك دامنه مثلثي . كند ميا نمانده باشد ادامه پيد

ي مرزي به اندازه ها قابل توجه است كه انتخاب اوليه نقاط بر روي منحني. گذارد ميشده را پشت سر 

  .]38[المانها مرتبط است زيرا اضلاع در جبهه اوليه، همان اضلاع در مش بندي نهايي هستند

  ل فرايند توليد مشكنتر -2

شود بايد از يك سيستم كنترل كننده مش در ارتباط با اندازه  ميهر روش كه براي توليد مش استفاده 

حالت دو (  AFTاصلي ترين كار براي كنترل اندازه المانها در روش . و شكل المانها برخوردار باشد

دامنه محاسباتي با استفاده از مش  تعريف مشخصات دقيق المانها براي هر المان مورد نظر در) بعدي

ي هر المان، با يك درونيابي از پارامترهاي مشخص شده روي مش ها كنترل روي مشخصه. زمينه است

اندازه، شكل و جهت المانهاي مثلثي، با سه پارامتر مستقل توصيف . آيد ميزمينه بدست 

  )1شكل :(شود مي

  δپارامتر اندازه  .1

   Sپارامتر كشيدگي  .2

در شكل نشان داده شده است و با دو بردار مستقل و  φجهت قرار گيري المان كه با زاويه  .3

  .]39[شود ميمشخص  s,nعمود بر هم 
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  پارامترهاي المان 1شكل 

, تواند چهار پارامتر ميبراي مشخص كردن يك المان، كاربر  , ,x yn n S δ در اينجا  .را تعريف كندny 

براي كنترل شبكه، مقادير مورد . هستند oxyبا در نظر گرفتن مختصات كلي  nي بردار ها مولفه  nxو 

ي مش زمينه مشخص شده اند و براي هر نقطه داخل ناحيه ها نياز اين پارامترها در هر يك از گره

  .شوند ميمورد نظر، اين پارامترها از طريق درون يابي مشخص 

تواند  اين مش زمينه مي. شود ميمشخصات مش زمينه معمولا توسط كاربر و به صورت دستي تعريف 

ا بر روي مرزهاي ناحيه مش زمينه لازم نيست كه دقيق. براي اشكال پيچيده نيز نسبتا بزرگ باشد

  ).2شكل (مورد نظر براي مش بندي منطبق باشد و فقط كافي است كه اين ناحيه را پوشش دهد

در صورتي كه مش زمينه وجود نداشته باشد، يك مش زمينه به صورت پيش  ADAPTدر برنامه 

تراكم يا . دباش ميشود كه شامل دو المان مثلثي يكسان با چگالي مشابه  ميفرض در نظر گرفته 

تواند با مقدار پنج درصد اندازه قطر مش  ميدارد  δچگالي مش زمينه كه ارتباط مستقيم با پارامتر

  اوليه به عنوان مش زمينه  برد، از مش ميدر اين برنامه كه از روش تطبيقي بهره . زمينه مشخص شود

 

  

  ]2[مش زمينه براي دامنه مسئله مورد نظر  2شكل 

x 

y n  
s 
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شود، در اينصورت مشخصات المانها با دقت بيشتري براي مرحله بعد  ميبراي مرحله بعدي استفاده 

  .آيند ميبدست 

كه قرار است يكي از نقاط نهايي دامنه مش  اي هبراي هر نقط AFTهمان طور كه بيان شد، در روش 

اين چهار پارامتر در حقيقت مربوط به يك المان . ستقل وجود داردبندي شده باشد، چهار پارامتر م

هستند ولي براي تشكيل اين المان كه به صورت مثلثي است ابتدا بايد مشخصات سه گره اين مثلث 

مشخصات دو  AFTدر روش . موجود باشد و به عبارت ديگر بايد پارامترهاي آن مشخص شده باشد

بل معلوم است و مشخصات راس سوم از روي درون يابي از مش راس از اين سه راس هميشه از ق

براي هر نقطه منتخب كه جزئي از مجموعه نقاط مش نهايي خواهد بود اين . آيد ميزمينه به دست 

ي مربوط به آن از قبل توسط كاربر ها پارامترهاي مش زمينه در گره. درون يابي بايد انجام شود

  . مشخص شده است

حوه تهيه فايل ورودي برنامه، چگونگي معرفي مشخصات مش زمينه بيان شده در قسمت ضميمة ن

  . است

 3ي ها در ادامه براي درك بيشتر مفهوم مش زمينه و تاثير پارامترهاي آن بر مش بندي نهايي  شكل

  . ]39[ارائه شده اند 9تا 
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  مشخصات هندسي مش زمينه 3شكل 

  

  

  

 

  مشخصات نقاط مش زمينه و شبكه نهايي 4شكل 
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  بر شبكه نهايي δتاثير پارامتر 5شكل 

  

 

  نهايي شبكهبر  Sتاثير پارامتر  6شكل 

  

 

  بر شبكه نهايي nxتاثير پارمتر  7شكل 
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  بر شبكه نهايي nyتاثير پارامتر  8شكل 

 

  پارمترهاي مش زمينه و تاثير آن بر شبكه نهايي 9شكل 

  الگوريتم روش جبهه پيش رونده براي توليد شبكه اجزاي محدود -3

ي به وجود آمده ها اعتبار مثلث. است ها و المان ها بر مبناي توليد همزمان گره AFTاساس روش 

يك مثلث معتبر بايد در داخل جبهه در حال مش . شود ميهمزمان با توليد آنها توسط برنامه كنترل 

به صورت  AFTدر ادامه الگوريتم روش . بندي و داراي مشخصات درون يابي شده از مش زمينه باشد

  .]39[شود ميگام به گام ارائه 

اين جبهه يك چند ضلعي شامل يك سري . شود ميابتدا جبهه اوليه براي توليد شبكه تشكيل  - 1    

به اين . دهد و نقاط است كه مرز اوليه ناحيه مورد نظر براي مش بندي را تشكيل مي ها پاره خط

ون يابي از سپس با استفاده از در. ناميم ميگوييم و نقاط روي آن را نقاط فعال  مي جبهه فعالجبهه، 
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اين پارامترها همان طور كه قبلا ذكر شد براي . آيد ميروي مش زمينه پارامترهاي نقاط فعال به دست 

  .شوند كه قرار است با دو نقطه مجاور، يك المان را تشكيل دهند، استفاده مي اي هبدست آوردن نقط

در اين مرحله با  δمقدار. است lانتخاب كوچكترين ضلع روي جبهه فعال كه طول آن برابر - 2    

به دست ) كوچكترين ضلع جبهه فعال(درون يابي از روي دو نقطه تشكيل دهنده اين پاره خط 

شود و از ليست اضلاع فعال  ميپس از تشكيل مثلث جدي، اين ضلع ديگر ضلع فعال ناميده ن. (آيد مي

  .)شود ميخارج 

بر روي عمود منصف ضلع مورد نظر ) Kideal(محاسبه محل قرار گيري نقطه مطلوب  - 3    

در . ايجاد شودKideal به طوري كه يك مثلث متساوي الاضلاع با راس ) كوچكترين ضلع جبهه فعال(

اينجا با تعريف جهت حركت بر روي مرزها از به وجود آمدن اين مثلث در بيرون از جبهه فعال 

جهت حركت روي مرزها ي خارجي، پادساعتگرد و روي مرزهاي داخلي، ساعتگرد . كنيم مي خوداري

  .است

0.8rو شعاع  Kidealساختن يك دايره با مركز  - 4     δ δكه مقادير =′   .آيد مياز رابطه زير بدست  ′

)1(  
0.55 0.55

0.55 2

2 2

l if l

if l l

l if l

δ
δ δ δ

δ

〈
′ = ≤ ≤
 〉

  

كند و قابليت تطبيق  ميي نا هم شكل جلوگيري ها از به وجود آمدن مثلث rمقدار دهي به  اين طريقه

  .نمايد ميهندسي را تضمين 

پيدا كردن نقاط فعالي كه در اين دايره قرار دارند؛ در اين مرحله ليستي از اين نقاط فعال به  - 5    

، بهترين Kidealاز اين ليست نزديك ترين نقطه به نقطه . شود ميتهيه  Kidealترتيب فاصله آنها از نقطه 

  . نقطه براي تشكيل مثلث است

به عنوان مورد نظر براي تشكيل  Kidealاگر هيچ نقطه فعالي در اين دايره وجود نداشت، نقطه  - 6    

  :شود، در صورتي كه شرايط زير را داشته باشد ميمثلث انتخاب 
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  . قرار داشته باشد) از قبل توليد شده(ي موجود ها نبايد در داخل مثلث )Kideal(اين نقطه  -      

ي توليد شده موجود ها هيچ يك از دوضلع المان و در اين جا مثلث جديد، نبايد با اضلاع مثلث -      

  .تداخل داشته باشند

شود و به  يمبا موفقيت روبرو نشد، دومين ضلع كوچك از جبهه فعال انتخاب  6اگر مرحله  - 7    

  .رود مي 3مرحله 

شود و جبهه فعال جديد شكل  ميبا موفقيت روبرو نشد، مثلث جديد توليد  6يا  5اگر مرحله  - 8    

پس از تشكيل جبهه فعال جديد روند كار از . گيرد كه شامل اضلاع فعال و نقاط فعال جديد است مي

  .شود ميدوباره آغاز  2مرحله 

در . كند ميي كه هيچ ضلع فعالي روي جبهه وجود نداشته باشد ادامه پيدا اين فرايند تا جاي - 9    

  .توان گفت كه كل دامنه مورد نظر مش بندي شده است مياين حالت 

  .پردازيم مي 10در ادامه جهت آشنايي بيشتربا مراحل اين روش، به مش بندي دامنه شكل 

ي آن كم ها كه يك ربع دايره از گوشهدهد  مياين شكل در فضاي دو بعدي است و مربعي را نشان 

مقادير پارامترهاي مش زمينه در . تشكيل شده است ACDو  ABDمش زمينه از دو مثلث . شده است

  :به صورت زير است A,B,C,Dهر چهار نقطه 

1 1 1 0x yS n nδ = = = =  

 

  وشه آن كم شده استمش زمينه صفحه مربعي كه يك چهارم دايره از گ 10شكل 
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  براي توليد اولين المان Kidealتعيين محل نقطه  11شكل 

انتخاب شده اند و جبهه اوليه تشكيل شده  8تا  1شود، نقاط  ميمشاهده  11همان طور كه در شكل 

انتخاب  1-2از همه كوچكترند و ضلع  2- 3و  1- 2شود دو ضلع  ميهمان طور كه ملاحظه . است

به شعاع  اي هسپس داير. به وجود آمده است Kideal شود و همان طور كه در شكل پيداست نقطه  مي

δ نقطه  AFTالگوريتم  6اين دايره هيچ نقطه فعالي را شامل ني شود و طبق بند . توليد شده است ′

Kideal  شرايط تشكيل مثلث را دارا است؛ پس نقطهKideal  شود و مثلث جديد شكل  ميپذيرفته

آيد و  ميدر اين مرحله جبهه جديد به وجود . اين مثلث اولين المان توليد شده خواهد بود. گيرد مي

  .شود ميبه عنوان ضلع غير فعال شناخته  1- 2ضلع 

active nodes: 1,9,2,3,4,5,6,7,8 
active sides: 1-9, 9-2, 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-7, 7-8, 8-1 
passive nodes: none 
passive faces: 1-2 
npoint (total number of point): 9 
nelem (total number of elements created): 1 
nptr (number of point remainung, i.e. active nodes): 9 

                                                                                       

  

  

  

  توليد اولين المان 12شكل 
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  براي توليد دومين المان Kidealتعيين نقطه  13شكل 

  

active nodes: 1,9,2,10,3,4,5,6,7,8 
active sides: 1-9, 9-2, 2-10, 10-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-7, 7-8, 8-1 
passive nodes: none 
passive faces: 1-2, 2-3 
npoint (total number of point): 10 
nelem (total number of elements created): 2 
nptr (number of point remainung, i.e. active nodes): 10 

  

  توليد دومين المان 14شكل 

  ). 13شكل (شود  ميبه عنوان كوچكترين ضلع فعال انتخاب  2-3در مرحله بعدي ضلع 

شايان . گيرند ميند و در مراحل بعدي مد نظر قرار هست 2-3هم اندازه ضلع  1-9و  2-9البته اضلاع 

ذكر است كه ترتيب انتخاب كوچكترين ضلع از بين اضلاع هم انداز، تاثيري بر شكل نهايي مش توليد 
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  .شده ندارد

براي تشكيل  2-3انجام شد اين بار بر روي ضلع  1تمام عملياتي كه در مرحله قبل براي تشكيل المان 

به عنوان نقطه مورد نظر براي تشكيل المان مثلثي  Kidealشود و باز هم نقطه  يمالمان جديد تكرار 

  ).14شكل (شود  ميشود و دومين المان نيز بدين ترتيب توليد  ميانتخاب 

  

  براي توليد سومين المان Kidealتعيين محل نقطه  15شكل 

  

active nodes: 1,9,2,10, 4,5,6,7,8 
active sides: 1-9, 9-2, 2-10, 10-4, 4-5, 5-6, 6-7, 7-8, 8-1 
passive nodes: 3 
passive faces: 1-2, 2-3, 3-4 
npoint (total number of point): 10 
nelem (total number of elements created): 3 
nptr (number of point remainung, i.e. active nodes): 9 

  توليد سومين المان 16شكل 
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همان طور كه در شكل قابل ملاحظه است ). 15شكل (شود  ميانتخاب  10- 3در مرحله بعد ضلع 

است كه به عنوان راس  4كه در دايره قرار دارد، نقطه شماره  Kidealنزديكترين نقطه فعال به نقطه 

 شرايط تشكيل مثلث Kidealضمن اينكه ). 16شكل (شود  ميمثلث جديد يعني سومين المان انتخاب 

در داخل دايره  4و المان جديد را نداشت، چون خارج از محدوده جبهه فعال بود؛ يعني اگر گره شماره 

كرديم و همان طور كه ملاحظه  ميبراي توليد مثلث بررسي  Kidealقرار نداشت، بايد شرايط نقطه 

  .شرايط تشكيل يك المان معتبر را ندارد) Kideal(شود اين نقطه  مي

 ،Kidealشود و دايره به مركز  ميبه عنوان كوچكترين ضلع فعال انتخاب  2-10لع در مرحله بعد ض

به عنوان راس مثلث جديد  9بدين ترتيب نقطه فعال شماره ). 17شكل (باشد  مي 9شامل نقطه 

  .شود ميپيدا است، توليد  18شود و المان چهارم همان طور كه در شكل  ميانتخاب 

  

  

  براي توليد چهارمين المان Kidealتعيين محل نقطه  17شكل 

  

به دست  22شوند و مش بندي نهايي به صورت شكل  ميباقي المانها نيز به ترتيبي كه گفته شد توليد 

  .آيد مي
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active nodes: 1,9, 10, 4,5,6,7,8 
active sides: 1-9, 9-10, 10-4, 4-5, 5-6, 6-7, 7-8, 8-1 
passive nodes: 2, 3 
passive faces: 1-2, 2-3, 3-4 
npoint (total number of point): 10 
nelem (total number of elements created): 4 
nptr (number of point remainung, i.e. active nodes): 8 

  

  توليد چهارمين المان 18شكل 

  

 

active nodes: 9, 10, 4,5,6,7,8 
active sides: 9-10, 10-4, 4-5, 5-6, 6-7, 7-8, 8-9 
passive nodes: 1, 2, 3 
passive faces: 8-1, 1-2, 2-3, 3-4 
npoint (total number of point): 10 
nelem (total number of elements created): 5 
nptr (number of point remainung, i.e. active nodes): 7 
 

  توليد پنجمين المان 19شكل 
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  براي توليد ششمين المانKideal تعيين محل نقطه  20شكل 

  

 
active nodes: 9, 10, 4,5,6,7 
active sides: 9-10, 10-4, 4-5, 5-6, 6-7, 7-9 
passive nodes:8, 1, 2, 3 
passive faces: 7-8, 8-1, 1-2, 2-3, 3-4 
npoint (total number of point): 10 
nelem (total number of elements created): 6 
nptr (number of point remainung, i.e. active nodes): 6 

  

  توليد ششمين المان 21شكل 
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active nodes: none 
active sides: none 
passive nodes: 1, 2, 3,4,5,6,7,8 
passive faces:, 1-2, 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-7, 7-8, 8-1 
npoint (total number of point): 11 
nelem (total number of elements created): 12 
nptr (number of point remainung, i.e. active nodes): none 

  

  مش بندي نهاي 22شكل 

شود، هيچ ضلع فعالي وجود ندارد و اين به معناي پايان فرايند  ميملاحظه  22همان طور كه درشكل 

  .باشد ميتوليد مش به روش جبهه پيش رونده 

  ها و نحوه اثر پارامترها در تشكيل المان تطبيق -4

در يك نقطه مورد نظر از دامنه محاسباتي برابر واحد باشد، مش بندي اطراف اين نقطه  Sاگر پارامتر 

 Sي كشيده شده با پارامترهاي ها توان مثلث مي. ي تقريبا متساوي الاضلاع باشدها بايد شامل مثلث

ي مختلف را به وسيله نگاشت رياضي به دست آورد؛ كه در اين صورت توليد المانها ها و در جهت متغير

كند كه در آن  مياز اين روش براي توليد المانها استفاده  AFT. گيرد ميدر فضاي پارامتري صورت 

ي ي تقريبا متساوي الاضلاع در فضاها ي كشيده شده موجود در فضاي فيزيكي به وسيله مثلثها مثلث

  ).23شكل (شوند  ميتري، توليد پارام

انتقال از فضاي فيزيكي يا فضاي واقعي مسئله به فضاي پارامتري، شامل چرخش و كشيدن يا فشردن 
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Xدر اين انتقال يك بردار با بردار مشخصه. المانها است
r

Xدر فضاي فيزيكي، با بردار 
r
در فضاي  %

  .شود ميبه كار گرفته ) 2(براي اين انتقال رابطه . شود ميمتري مشخص پارا

  

  انتقال از فضاي فيزيكي به فضاي پارامتري 23شكل 

  

)2(  
1 1

x y

x y

s s
X XS S

n n

 
 =
 
  

r
% %  

به  n,sي بردارهاي ها مولفه. قابل مشاهده هستند 1در شكل  n,sو بردارهاي  Sپارامتر كشيدگي المان 

  :صورت زير هستند

)3(  ( , ) (cos ,sin )x ys s φ φ=  

)4(  ( , ) ( cos ,sin )x yn n φ φ= −  

شودو سپس با يك انتقال معكوس از فضاي  ميبدين ترتيب فرايند مثلث در فضاي پارامتري انجام 

پارامتري به فضاي فيزيكي، مثلث مورد نظر با كشيدگي و جهت دلخواه در فضاي فيزيكي به دست 

  .آيد مي
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  3ضميمه 

  

  ADAPTآشنايي با نحوه تهيه فايل ورودي برنامه 

  

  

  

، و در ADAPTدر اين ضميمه به بيان جزئيات و معرفي پارامترهاي موجود در فايل ورودي برنامه 

  .پردازيم مينهايت چگونگي تهيه آن براي هر مسئله دلخواه 

اين فايل بايد در همان . خواند ميفرا  dat.به طور پيش فرض، برنامه فايل ورودي خود را با پسوند 

  .كه برنامه از آن اجرا شده است، قرار گيرد اي هپوش

  :شود ميفايل ورودي برنامه از چهار بخش كلي زير تشكيل 

1 (general data           

  .باشد ميشامل اطلاعات كلي مربوط به فايل ورودي و خروجي برنامه 

2(mesh generation data  

در اين بخش به بيان اطلاعاتي در مورد شكل هندسي مدل و توليد مرزها، شبكه بندي دامنه، 

  .پردازيم ميبارگذاري و شرايط مرزي 

 3 (finite element data 

و ) تنش مسطح، كرنش مسطح، متقارن محوري(داراي اطلاعاتي مربوط به نوع تحليل اجزاي محدود 

  .باشد ميخواص مصالح 

4( adaptivity data 
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شامل پارامترهاي مربوط به تخمين خطا و حل تطبيقي، به ويژه تعيين ميزان دقت مورد نياز مسئله 

 .باشد مي

يك نمونه از فايل ورودي برنامه نشان داده ) 1(ي، در شكل جهت آشنايي بيشتر با جزئيات فايل ورود

شكل است كه در قسمتي از مرز  اي هاطلاعات اين فايل مربوط به يك بيضي با سوراخ داير. شده است

) 2(در شكل . داخلي خود تحت بار گسترده قرار دارد و با فرض كرنش مسطح تحليل شده است

 .   شود ميايل ورودي مشاهده مشخصات و شبكه نهايي مربوط به اين ف

 
 

@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ 
@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ 
@@                                                                    @@ 
@@                                                                    @@ 
@@         aaaa      dddddd        aaaa      pppppp     tttttttt      @@ 
@@       aa    aa    dd    dd    aa    aa    pp    pp      tt         @@ 
@@       aa    aa    dd    dd    aa    aa    pp    pp      tt         @@ 
@@       aaaaaaaa    dd    dd    aaaaaaaa    pppppp        tt         @@ 
@@       aa    aa    dd    dd    aa    aa    pp            tt         @@ 
@@       aa    aa    dd    dd    aa    aa    pp            tt         @@ 
@@       aa    aa    dddddd      aa    aa    pp            tt         @@ 
@@                                                                    @@ 
@@                                                                    @@ 
@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ 
@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ 
 
@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ 
@@@                        adapt data file                           @@@ 
@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ 
### general data ####################################################### 
- jobname (4 chars only) 
   elci 
- title 
   ellipse with circle hole under internal pressure  
- output control 
- mesg fema adap    
    0    0    1    
### mesh generation data ############################################### 
- node nreg nseg poib eleb poig dofn lpoi ledg fpoi fedg para corr poco 
   6    1    8    0    0    11   2    0    1    0    1    0    1    1 
- esiz  
  5.0 
- background mesh 
- parameter values 
- geometry points 
     1    0    0.0000   -0.1200 
     2    0    0.0000   -0.1500 
     3    1    0.1697    315.00 
     4    0    0.2000    0.0000 
     5    1    0.1697    45.000 
     6    0    0.0000    0.1500 
     7    1    0.1697    135.00                   
     8    0   -0.2000    0.0000 
     9    0   -0.1200    0.0000              
     10   0    0.0000    0.1200            
     11   0    0.1200    0.0000         
- polar coordinate systems 
     1    0.000        0.000    
- boundary segment data 
     1  2 
      1  2 
      0  0 
      1       0.0       0.0       0.0       0.0        0.0 
     2  3 
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      2  3  4   
      1  2 
      3       0.0       0.0       0.2       0.15       0.0 
     3  3 
      4  5  6 
      2  1 
      3       0.0       0.0       0.2       0.15       0.0 
     4  3 
      6  7  8   
      1  2 
      3       0.0       0.0       0.20      0.15       0.0 
     5  2  
      8  9  
      0  0  
      1       0.0       0.0       0.0        0.0      0.0 
     6  2 
      9  10 
      2  1 
      2       0.0       0.0       0.12       0.0      0.0 
     7  2 
      10  11  
      1  2  
      2       0.0       0.0       0.12       0.0      0.0 
     8  2 
      11  1 
      2  1 
      2       0.0       0.0       0.12       0.0      0.0 
- region data 
     1  8 
      1  2  3  4  5  6  7  8 
- point loads                     
- pressure loads 
     8        15.0      0.0       15.0       0.0 
- fixed points 
- fixed edges 
     5        11        0.0       0.0        0.0      0.0 
### finite element data ################################################ 
- type best prop grav rota temp 
    2   20    2    0    0    0 
- material properties 
     1   200000.0       0.3       0.0        0.0      0.0 
- gravity data 
- centrifugal data 
### adaptivity data #################################################### 
- itad dere hval sing 
    5    1    1    0 
- percentage error and relaxation factor 
       1.00     1.00    1.00 
- singularity points 
### end of data ######################################################## 

 

 از فايل ورودي برنامه  اي هنمون  1شكل
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 مشخصات و شبكه نهاي مربوط به فايل ورودي نمونه  2شكل

 .پردازيم ميدر ادامه به تشريح كامل هر يك از چهار بخش ذكر شده 

  

### general data ##################################################### 

jobname-  

اين نام فقط . خواند ميباشد كه در هنگام اجرا با نوشتن آن، برنامه آنرا فرا  مينام فايل ورودي برنامه 

كه فايلهاي  اي هپوش. يك نام براي فايل ورودي است elciبراي مثال . باشد ميداراي چهار حرف 

نامگذاري، و ) -ADOنام فايل ورودي(شود با اسم  ميوط به هر فايل ورودي در آن نوشته خروجي مرب

  .شود ميدر همان مسير برنامه اصلي تشكيل 

title- 

توان با تعيين عنواني براي مسئله در دست تحليل، تو ضيحات بيشتري از آن بيان  ميدر اين قسمت 

 .كرد

output control- 

توان نحوة چاپ اطلاعات مورد  مي، mesg-fema-adapبا استفاده از عدد صفر و يا يك براي سه پارامتر 

 
1 
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  .نياز را در خروجي برنامه تعيين كرد

يك و دو پارامتر ديگر صفر باشد، برنامه تنها نياز به اطلاعات موجود در  mesgاگر مقدار پارامتر 

دارد و در خروجي نيز تنها اطلاعات مربوط به شبكه data   mesh generationوgeneral data قسمت 

  . شود ميبندي دامنه، داده 

يك و دو پارامتر ديگر صفر باشد، اطلاعات مربوط به تحليل اجزاي محدود و  femaاگر مقدار پارامتر 

شبكه بندي دامنه بدون حل تطبيقي و تخمين خطا در اختيار كاربر قرار خواهد گرفت و همچنين 

  .باشد مين adaptivity dataبه اطلاعات ورودي در قسمت  نيازي

تمام اطلاعات مربوط به شبكه بندي  mesgو  femaو صفر براي  adapبا تعيين عدد يك براي پارامتر 

 .گيرند ميدامنه، تحليل اجزاي محدود، تخمين خطا و حل تطبيقي در خروجي در اختيار كاربر قرار 

  

### mesh generation data ############################################# 

در . شود ميدر خط اول از اين بخش، متغيرهاي مختلفي وجود دارد كه در زير هر يك مقدار آن داده 

  .پردازيم ميتوانند كسب كنند  ميادامه به معرفي هر متغير و مقاديري كه 

node- 

همان طور كه در فصل . كند ميي هر المان را به برنامه معرفي ها د گرهاين متغير نوع المان و تعدا

. شود چهار بيان شد، در اين برنامه دامنه به كمك دو نوع المان مثلثي و چهار ضلعي شبكه بندي مي

المانهاي مثلثي سه گرهي و شش گرهي و المانهاي چهار ضلعي چهار گرهي، هشت گرهي و نه گرهي 

با معرفي هر يك از اعداد زير . باشند ميعا شش دسته المان جهت جزءبندي دامنه ايزوپارامتريك، جم

  .ي آنرا تعيين كردها توان نوع المان و تعداد گره ميبراي اين متغير 

  المان مثلثي سه گرهي :  3

  المان مثلثي شش گرهي:  6

  المان چهار ضلعي چهار گرهي:  4

2  
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  المان چهار ضلعي هشت گرهي:  8

  چهار ضلعي نه گرهيالمان :  9

nreg- 

اين متغير تعداد نواحي مختلف موجود را در دامنه حل مسئله از نظر خواص الاستيسيته تعيين 

  . كند مي

...) دايره، بيضي، مربع و(بايد توجه داشت كه در هر ناحيه، برنامه قادر به ترسيم هر تعداد حلقة بسته 

در هم تداخل ايجاد نكنند و هر يك در ناحيه مربوط به خود قرار  ها باشد؛ به شرطي كه اين حلقه مي

  .گيرند

nseg- 

  . كند مياين متغير تعداد تقسيمات لازم جهت ترسيم هندسه مدل را به برنامه معرفي 

جهت ترسيم هندسه مدل مورد مطالعه و توليد مرزها نياز به تعيين يك سري نقاط هندسي مشخص 

)geometry point or key point (به فاصلة بين اين نقاط هندسي قطعه . باشد مي)segment ( گفته

 .شود مي

شود، جهت ترسيم هندسه مدل از يازده نقطة هندسي و  ميمشاهده ) 2(همان طور كه در شكل 

نحوة شماره گذاري نقاط هندسي و قطعات براي مرزهاي . معرفي هشت قطعه استفاده شده است

هر قطعه حداقل . باشد ميد و براي مرزهاي داخلي به صورت ساعتگرد خارجي به صورت پاد ساعتگر

  .تواند از نقاط بيشتري برخوردار باشد ميباشد و جهت ترسيم بهتر  ميداراي دو نقطه هندسي متوالي 

poib-   

  .شود ميتعداد نقاط لازم جهت ترسيم مش زمينه به كمك اين متغير به برنامه معرفي 

eleb- 

  .شود ميلازم جهت ترسيم مش زمينه به كمك اين متغير به برنامه معرفي تعداد المانهاي 

همان طور كه در فصل چهارم بيان شد، شبكه بندي دامنه در اين برنامه به كمك روش فرونتال انجام 

باشد تا در نهايت كل شبكه بندي اجزاي  ميدر اين روش در ابتدا نياز به يك مش زمينه . گيرد مي
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در اين برنامه به طور پيش فرض يك مش زمينه براي تمام مسائل در نظر گرفته . محدود تشكيل شود

اين مش زمينه از دو المان مثلثي تشكيل شده است كه به كمك آن كل دامنه در يك . شده است

از طول قطر اين مستطيل در نظر  5%چگالي اين مش پيش فرض . گيرد ميناحية مستطيلي قرار 

  .تواند تغيير يابد مي، چگالي اين مش esizeبا وجود اين به كمك متغير . شده استگرفته 

به معني استفاده از مش زمينه پيش فرض در هر مسئله  elebو  poibصفر قرار دادن مقدار متغير 

نياز به تعريف مش زمينه خاصي داشته باشد، به كمك اين دو متغير  اي هاما اگر مسئل. باشد ميدلخواه 

  .توان آنرا به برنامه معرفي نمود مي background meshو تعريف دقيق آنها در قسمت 

poig- 

باشد به كمك اين متغير به برنامه معرفي  ميتعداد نقاط مشخصي كه براي تعريف هندسه مدل نياز 

  .شود مي

lpoi- 

  .كند ميوارد بر مدل را معرفي  اي هعداد بارهاي نقطاين متغير ت

ledg- 

 .كند مياين متغير تعداد بارهاي گسترده وارد بر هر قسمت از مدل را معرفي 
fpoi- 

  .شود ميتعداد نقاط تكيه گاهي مدل به كمك اين متغير به برنامه معرفي 

fedg- 

  .شود ميعرفي به كمك اين متغير به برنامه م اي هتعداد تكيه گاههاي لب

dofn- 

  .شود ميتعداد درجات آزادي در هر گره به كمك اين متغير معرفي 

para- 

  .شود ميتعداد پارامتر در هر گره به كمك اين متغير معرفي 

شوند و زماني از آن  ميي اجزاي محدود درونيابي ها پارامترها توسط مش زمينه جهت توليد گره

  .زمينة پيش فرض برنامه استفاده نشودشود كه از ويژگي مش  مياستفاده 

corr- 
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به كمك اين متغير، استفاده از ويژگي تصحيح هندسي مدل و يا عدم نياز به آن را به برنامه معرفي 

اگر مقدار اين متغير عدد يك باشد به معني استفاده از اين ويژگي و اگر اين مقدار صفر باشد . كنيم مي

  .باشد ميگي به معني عدم استفاده از اين ويژ

همان طور كه در فصل چهار بيان شد توليد مرزها و شكل مدل در اين برنامه با استفاده از 

B  در مواقعي كه مرز مدل داراي شكل هندسي مشخصي مانند . گيرد مياسپيلاينهاي درجه سه صورت

اسپيلاينهاي  Bي توان با استفاده از اين ويژگ ميمانند خط مستقيم، دايره، بيضي و يا هذلولي باشد، 

باشند، به تصحيح مرز اوليه و  ميبا دقت بسيار بالا  ها درجه سه، كه قادر به ترسيم اين نوع از منحني

خط (اين تصحيح با بيان نوع هر قسمت از مرز  .انتقال نقاط اجزاي محدود به مكان دقيقشان پرداخت

  .گيرد يمصورت  boundary segment dataدر بخش ....) مستقيم، دايره، 

poco- 

ي هندسه مدل ها به كمك اين متغير تعداد دستگاه مختصات قطبي مورد استفاده جهت بيان ويژگي

  . شود ميبه برنامه معرفي 

به بيان مشخصات مورد نياز براي هر يك از  mesh generation dataدر خطوط بعدي از بخش 

  .شود ميپرداخته  ويژگيهايي كه در خط اول اين بخش به آنها اشاره شده بود،

esiz- 

در صورتي كه از مش زمينه پيش فرض برنامه جهت شبكه بندي مدل استفاده شود به كمك اين 

توان به عنوان درصدي از قطر مستطيل اين مش به برنامه معرفي  ميپارامتر، چگالي مش يكنواخت را 

  .شود ميدر نظر گرفته  5%ي مورد نياز، ها اين درصد به طور معمول براي اكثر شبكه. نمود

background mesh- 

صفر در نظر گرفته نشوند، در اين قسمت مشخصات مش زمينه  elebو  poibدر صورتي كه دو متغير 

  . شود ميبه برنامه معرفي 

اين . شوند ميبيان  elebدر قسمت اول مشخصات مربوط به المانهاي معرفي شده توسط متغير 
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در ستون اول از سمت چپ شماره المان، ستون . شوند ميمشخصات در چهار ستون از اعداد تنظيم 

دوم شماره گره اول المان، ستون سوم شماره گره دوم المان و ستون چهارم شماره گره سوم المان 

  . باشد ميي هر المان به صورت ساعت گرد ها ترتيب شماره گذاري گره. شود ميبيان 

اين . شوند ميبيان  poibي معرفي شده توسط متغير ها م مشخصات مربوط به گرهدر قسمت دو

  .شوند ميمشخصات در هفت ستون مطابق زير بيان 

  ستون اول  ستون دوم  ستون سوم  ستون چهارم  ستون پنجم  ستون ششم  ستون هفتم

ميزان 

كسينوش 

كشيدگي در 

  Yجهت 

ميزان 

كسينوش 

كشيدگي در 

 Xجهت 

ميزان 

  كشيدگي

مختصات گره   اندازه المان

  Yدر جهت 

مختصات گره 

 Xدر جهت 

  شماره گره

parameter values- 

ي اجزاي محدود در اين قسمت معرفي ها مقدار پارامترهاي مورد نياز در هر گره جهت ايجاد گره

همان طور كه گفته شد، در صورت استفاده از مش زمينة پيش فرض نيازي به معرفي اين . شود مي

  .تر نداريمپارام

geometry points- 

جهت تعيين هندسه مدل معرفي  poigدر اين بخش مختصات نقاط تعيين شده توسط متغير 

در صورتي . شود ميمختصات هر نقطه نسبت به دستگاه مختصات دكارتي فرض شده تعيين . شوند مي

قطبي اعلام شده باشد،  ، نياز به دستگاه مختصاتcorrكه با تعريف عددي بزرگتر از صفر براي متغير 

اين اطلاعات در چهار . شوند ميي مورد نظر بر اساس دستگاه مختصات قطبي تعريف ها مختصات گره

  .شوند ميستون مطابق زير بيان 

  ستون اول  ستون دوم  ستون سوم  ستون چهارم

  Yمختصات در جهت 

  انحراف مقدارو يا  

  Xمختصات در جهت 

  و يا ميزان شعاع

 

  شماره گره  مختصات شماره دستگاه

اما اگر به طور مثال . شود ميصفر تعريف شود، ستون دوم خوانده ن corrدر صورتي كه مقدار متغير  
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يك دستگاه مختصات قطبي تعريف شده باشد براي نقاطي كه مختصات آنها بر اساس دستگاه 

تگاه مختصات مختصات سراسري است، شماره دستگاه مختصات صفر و براي نقاطي كه بر اساس دس

مختصات در دستگاه مختصات قطبي از دو عدد . شود ميقطبي هستند اين شماره يك در نظر گرفته 

ها بر حسب xشود كه عدد اول ميزان شعاع و عدد دوم مقدار انحراف از جهت مثبت محور  ميتشكيل 

  . كند ميدرجه را بيان 

polar coordinate systems-  

اين اطلاعات براي هر دستگاه در . شود ميدر اين قسمت مشخصات دستگاه مختصات قطبي تعيين 

  .شوند ميسه ستون مطابق زير مرتب 

  ستون اول  ستون دوم  ستون سوم

مركز دستگاه مختصات  yمختصات 

نسبت به دستگاه مختصات  قطبي

  سراسري

مركز دستگاه مختصات  xمختصات 

نسبت به دستگاه مختصات  قطبي

  سراسري

   قطبيشماره دستگاه مختصات 

 

boundary segment data- 

در اين بخش اطلاعات مربوط به هر قطعه از مرز دامنه جهت تكميل شكل هندسي مدل معرفي 

شود كه در ادامه به تشريح هر  مياين اطلاعات براي هر قطعه در چهار رديف از اعداد مرتب . شود مي

  .پردازيم مييك 

شود كه عدد اول تعيين كننده شماره آن قطعه و عدد دوم تعداد نقاط  ميرديف اول از دو عدد تشكيل 

شود اما جهت ترسيم دقيق تر  ميمعمولا هر قطعه از دو نقطه تشكيل . كند ميآن قطعه را بيان 

  .تعريف كرد geometry pointsتوان نقاط بيشتري براي آن در قسمت  مي

  .شود ميف دوم شماره نقاط ابتدا و انتهاي قطعه بيان در ردي

شود كه عدد اول تعيين كننده شرايط ابتدايي قطعه و عدد دوم  ميرديف سوم نيز از دو عدد تشكيل 

  .شوند مياين شرايط به صورت زير به برنامه معرفي . باشد ميتعيين كننده شرايط انتهايي آن 

 C(2)قة بسته با پيوستگي براي ابتدا و يا انتهاي يك حل:  4-
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  با قطعة قبلي C(2)داراي پيوستگي :  3-

  هاxبا بازتاب خود نسبت به محور  C(2)داراي پيوستگي :  2-

  هاyبا بازتاب خود نسبت به محور  C(2)داراي پيوستگي :  1-

  C(0)با پيوستگي  1اسپيلاين طبيعي:  0

  هاxمماس با محور :  1

 هاyمماس با محور :  2

  مماس با بردار عمود منصف رسم شده از بين نقطة اول و آخر هر قطعه:  3

  موارد ديگر:  4

شود كه قطعة مورد نظر خطي است، كه در دو انتها با  مياسپيلاين طبيعي براي حالتي در نظر گرفته 

 قطعات يك و پنج به صورت اسپيلاين طبيعي به برنامه) 2(در شكل . دارد C(0)يك منحني پيوستگي 

  .معرفي شده اند

رديف چهارم از اعداد در صورتي نياز است كه نياز به تصحيح هندسه با يك قرار دادن مقدار متغير 

corr بيان شده باشد.  

  :شود ميباشد كه مطابق زير معرفي  مياولين عدد از اين رديف مشخص كننده نوع منحني 

  بدون شكل :  0

  خط مستقيم:  1

  دايره:  2

  بيضي:  3

بعدي براي حالت اول و دوم صفر و براي دايره و بيضي هر كدام به ترتيب به صورت زير بيان اعداد 

  .شوند مي

                                                 
1 Natural spline 
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  :دايره

  مركز دايره از مركز دستگاه مختصات سراسري xفاصله مختصات : عدد اول 

 مركز دايره از مركز دستگاه مختصات سراسري yفاصله مختصات : دوم عدد 

  شعاع دايره: سوم عدد 

  .شود ميچهارم و پنجم صفر در نظر گرفته و عدد 

  :بيضي

  مركز بيضي از مركز دستگاه مختصات سراسري xفاصله مختصات : عدد اول 

  مركز بيضي از مركز دستگاه مختصات سراسري yفاصله مختصات  :دوم عدد 

  نصف قطر بزرگ بيضي : سوم عدد 

  نصف قطر كوچك بيضي: چهارم عدد 

  .شود ميو عدد پنجم صفر در نظر گرفته 

region data- 

اطلاعات هر ناحيه . شود ميدر اين بخش اطلاعات مربوط به نواحي موجود در دامنه حل مسئله بيان 

در رديف اول، اولين عدد شماره ناحيه و دومين عدد تعداد . شود ميدر دو رديف از اعداد معرفي 

در رديف دوم شماره قطعات تعريف شده براي هر ناحيه به . كند ميقطعات موجود در ناحيه را معرفي 

  .شوند ميترتيب بيان 

point loads- 

  .شوند ميدر اين بخش مشخصات بارهاي گرهي وارد بر سازه بيان 

تعريف شده و بار گرهي به آن وارد  geometry pointsعدد اول شمارة گرهي است كه در قسمت 

عدد يك براي بار گرهي در راستاي  .باشد ميعدد دوم مشخص كننده راستاي بار گرهي . شود مي

سومين عدد مقدار بار گرهي را مشخص . باشد مي y و صفر براي بار گرهي در راستاي محور xمحور

محور تعيين شده و بار گرهي منفي به  بار گرهي مثبت به معني اعمال اين بار در جهت مثبت. كند مي
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 .باشد ميمعني اعمال اين بار در جهت منفي 

براي برنامه  material propertiesكه در قسمت  اي هواحد نيرو بر اساس واحد ضريب الاستيسيت

در نظر  Mpa200000به طور مثال اگر ضريب الاستيسيته . شود ميتعريف شده است، در نظر گرفته 

نيرو در جهت مثبت محور تعيين  MN 5براي نيروي متمركز به معناي  5گرفته شود، معرفي عدد 

  .باشد ميشده 

pressure loads-  

مشخصات هر بار گسترده . شوند ميمشخصات نيروي گسترده وارد به هر قطعه در اين قسمت معرفي 

  .شود ميمعرفي در يك رديف و توسط پنج عدد مطابق زير به برنامه 

  .كند ميشود را بيان  ميكه بار به آن وارد  اي هشمارة قطع :عدد اول 

  .كند ميشدت بار وارده در ابتداي قطعه را بيان  :عدد دوم 

  .كند سازد را بيان مي ميها xكه تغييرات شدت بار در ابتداي قطعه با محور  اي هتانژانت زاوي :عدد سوم 

  .كند ميتهاي قطعه را بيان شدت بار در ان: عدد چهارم 

سازد را بيان  ميها xكه تغييرات شدت بار در انتهاي قطعه با محور  اي هتانژانت زاوي: عدد پنجم 

  .كند مي

 Eاگر واحد  به طور مثال. شود ميبار فشاري با علامت مثبت و بار كششي با علامت منفي معرفي 

MPa  ترده به معناي براي بار گس 15در نظر گرفته شود، معرفي عددMPa15 باشد ميبار فشاري .  

fixed points- 

شرايط هر تكيه گاه در يك رديف و توسط . شود ميبيان  اي هدر اين قسمت شرايط تكيه گاههاي نقط

  .شوند ميپنج عدد به صورت زير معرفي 

  .شود ميتعريف شده و بار به آن وارد  geometry pointsشماره گرهي كه در قسمت : عدد اول 

  .كند ميرا بيان  xشرايط درگير و يا آزاد بودن در جهت : عدد دوم 

عدد صفر به معناي آزاد بودن و  .كند ميرا بيان  yشرايط درگير و يا آزاد بودن در جهت : سوم  عدد
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 .باشد ميعدد يك به معناي درگير بودن نقطه 

  .باشد مي xميزان تغيير مكان تكيه گاه در جهت : عدد چهارم 

علامت اين تغيير مكان بر اساس جهت  .باشد مي yميزان تغيير مكان تكيه گاه در جهت : عدد پنجم 

 geometryمحورهاي مختصات و واحد آن بر اساس واحد انتخابي جهت تعريف هندسه مدل در بخش

points  شود ميدر نظر گرفته.  

fixed edges- 

اين شرايط . شود ميدر اين قسمت شرايط تكيه گاهي كه براي هر قطعه وجود دارد به برنامه معرفي 

  . شود ميبراي هر قطعه توسط هفت عدد و در يك رديف به صورت زير بيان 

  .شود ميكه محدوديت تغيير مكان به آن وارد  اي هشماره قطع: عدد اول 

  .كند ميرا بيان  xر جهت شرايط درگير و يا آزاد بودن د: عدد دوم 

عدد صفر به معناي آزاد بودن و  .كند ميرا بيان  yشرايط درگير و يا آزاد بودن در جهت : سوم  عدد

 .باشد ميعدد يك به معناي درگير بودن نقطه 

  .باشد مي xميزان تغيير مكان ابتداي تكيه گاه در جهت : عدد چهارم 

   .باشد مي yكيه گاه در جهت ميزان تغيير مكان ابتداي ت: عدد پنجم 

  .باشد مي xميزان تغيير مكان انتهاي تكيه گاه در جهت : عدد ششم 

  .باشد مي yميزان تغيير مكان انتهاي تكيه گاه در جهت : عدد هفتم 

### finite element data ################################################ 

در خط اول از اين بخش نام شش متغير بيان شده است كه هر كدام در خط بعد مقادير مربوط به 

  .كنند ميخود را دريافت 

type- 

براي اين متغير، نوع تحليل انجام شده بر روي مدل اجزاي محدود به  3تا  1با تعيين عددي بين 

  .شود ميبرنامه معرفي 

3  
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  تحليل مسئله با فرض تنش مسطح:  1

  تحليل مسئله با فرض كرنش مسطح : 2

  تحليل مسئله با فرض وجود تقارن محوري:  3

best- 

  .شود ميبه كمك اين متغير نوع روند بازيافت تنش به صورت زير به برنامه معرفي 

اين روش درمقايسه . باشد ميعدد ده براي اين متغير به معناي بازيافت تنش به روش ميانگين گيري 

  .رود ميديمي به شمار روشي ق SPRبا روش 

عدد بيست براي اين متغير به معناي استفاده از روش بازيافت تنش در نقاط فوق همگرا بر روي گروه 

  .باشد مي) SPR(المانهاي متصل به يك گره 

prop-  

براي هر ماده از كاربر  material propertiesبه كمك اين متغير تعداد خواصي كه برنامه در قسمت 

  .شود ميكند، مشخص  دريافت مي

grav- 

. شود ميوجود بار ثقلي و يا عدم اعمال آن در تحليل مسئله با استفاده از اين متغير به برنامه معرفي 

در صورتي كه مقدار آن صفر در نظر گرفته شود به معناي تحليل مسئله بدون بار ثقلي و عدد يك به 

  .باشد ميثقلي معناي وجود بار 

rota- 

عدد صفر به معناي عدم وجود  .شود ميوجود نيروي گريز از مركز توسط اين متغير به برنامه معرفي 

  .باشد مياين بار و عدد يك به معناي تحليل مسئله با فرض وجود بار گريز از مركز 

temp- 

  .كنيم به برنامه معرفي مي به كمك اين متغير وجود بار حرارتي و يا عدم اعمال آن را به صورت زير

  .باشد ميبه معناي عدم اعمال بار حرارتي به مدل :  0

 . باشد ميبه معناي اعمال بار حرارتي يكسان براي تمام مواد موجود در دامنه :  1
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material properties-  

اين مشخصات . شوند ميدر اين بخش مشخصات مواد مورد استفاده در مدل اجزاي محدود معرفي 

  . شوند مياي هر ماده در يك رديف و توسط شش عدد مطابق زير تعريف بر

  ستون اول  ستون دوم  ستون سوم  ستون چهارم  ستون پنجم  ستون ششم

ضريب انبساط 

  حرارتي ماده

مدول الاستيسيته   نسبت پواسون ماده  ضخامت ماده  چگالي ماده

  ماده

شماره ماده مورد 

  استفاده

gravity data- 

ي ا هعدد اول زاوي. شود ميمشخصات نيروي گرانشي در اين قسمت توسط دو عدد به برنامه معرفي 

كند و عدد دوم مقدار  ميها بر حسب درجه بيان xباشد كه جهت نيروي گرانش را نسبت به محور  مي

  .كند ميثابت نيروي ثقل را به برنامه معرفي 

centrifugal data- 

 .شود ميي به برنامه معرفي ا هاويدر اين قسمت مقدار سرعت ز

  

### adaptivity data ################################################### 

در اين بخش به معرفي پارامترهاي مورد استفاده جهت تخمين خطاي اجزاي محدود و حل تطبيقي 

  .پردازيم مي

itad- 

اگر مقدار اين . كند مياين متغير تعداد ماكزيمم تكرار جهت رسيدن به دقت تعيين شده را معرفي 

متغير صفر در نظر گرفته شود برنامه فقط ميزان خطا و انرژي كرنشي مدل اجزاي محدود را محاسبه 

  .كند مي

dere-  

  . كنيم ميبه كمك اين متغير نحوة اصلاح شبكة اجزاي محدود را به برنامه معرفي 

اين روش با . باشد ميعدد صفر براي اين متغير به معناي اصلاح شبكه به روش غني سازي شبكة قبلي 

   .  گيرد ميباشند صورت  ميريز تر كردن المانهاي كه داراي خطايي بيش از حد مجاز 

4  
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در اين . باشد ميعدد يك براي اين متغير به معناي اصلاح شبكه به روش شبكه بندي دوباره دامنه 

كند، به طوري كه شبكه  ميي جديد استفاده ا هروش برنامه از اطلاعات شبكه قبلي جهت توليد شبك

  .شود مياجزاي محدود در هر مرحله دوباره و مستقل از شبكه قبلي، به صورت كامل تشكيل 

hval-  

عدد . كند يماين متغير نحوة محاسبه مش جديد براي شبكه اصلاح شده را از روي شبكه قبلي بيان 

  .باشد مييك به معناي اندازة متوسط و عدد دو به معناي اندازة حداقل 

sing- 

نقاط تكينگي به نقاطي . كند مياين متغير تعداد نقاط تكينگي را در هندسة مدل اجزاي محدود بيان 

ستيسيته در حل مسائل الا. شود كه مشتق در آن نقاط بينهايت و يا مقدار ثابتي نداشته باشد ميگفته 

گيرند كه در آنها از نظر  ميي نوك تيز از دامنه قرار ها به كمك اجزاي محدود اين نقاط در گوشه

  .شود ميتئوري تنش بينهايت 

percentage error and relaxation factor- 

، tpercي ها شوند كه هر يك به ترتيب مربوط به متغير ميدر اين قسمت سه عدد به برنامه معرفي 

relax  وtpert توانند كسب كنند  مي، و مقاديري كه ها در ادامه به معرفي اين متغير. باشند مي

  پردازيم مي

tperc-  

اين متغير ميزان خطاي مجاز مورد نظر كاربر در حل اجزاي محدود را به صورت درصدي از خطاي نرم 

  .كند ميانرژي كرنشي سراسري به برنامه معرفي 

relax-  

فاكتوري است كه به كمك آن ميزان حساسيت، در رسيدن به مقدار دقيق خطاي مجاز تعيين شده را 

يابد و باعث كاهش سرعت  ميبا اعداد كوچكتر از يك اين حساسيت افزايش . كند ميبه برنامه معرفي 

همگرايي و افزايش دقت در همسان سازي خطاي تعيين شده توسط كاربر و خطاي محاسبه شده از 

  .شود ميشبكه نهاي 
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tpert- 

ي از ميزان خطاي مجاز تعيين شده توسط كاربر، جهت ا هبه كمك اين متغير به تعيين محدود

  .پردازيم ميقرارگيري ميزان خطاي محاسبه شده از شبكه نهايي در آن ناحيه 

singularity points- 

اين مشخصات براي . شوند ميدر اين بخش مشخصات نقاط تكين موجود در دامنه، به برنامه معرفي 

باشد كه در بخش  ميعدد اول شمارة گرهي . شود ميهر نقطه در يك سطر و توسط دو عدد تعيين 

geometry points  تعيين، و به عنوان نقطة تكين در نظر گرفته شده است و عدد دوم نمايشگر قدرت

براي ترك تقريبا بسته تا مقدار  5/0 در مسائل الاستيسيته، اين عدد از مقدار. باشد ميتكيني آن نقطه 

  .كند ميدرجه تغيير  90براي گوشة  71/0

## end of data ######################################################## 
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