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 چكيده

اي از نامه، افزايشِ دقت روشِ عددي اجزاي محدود و ارتقاء كيفيت پاره پايانهدف از انجامِ اين 

شوري در دو حالت دوار و ارتعاش آزاد تيرهاي اويلر ـ برنوليِ نامن تحليلِموجود در آن، براي  هايالمان

با استفاده از يك روشِ نيمه تحليلي، موسوم به روشِ تبديل ديفرانسيلي  نتايج سنجيِغيردوار، و صحت

عنوانِ  براي اين منظور، نخست، سه روش پتروف ـ گالركين، گالركين و شيوة تجمعِ محلي، به. است

براي تحليلِ ارتعاش آزاد تيرهاي منشوريِ غيردوار با دار، باقيماندة وزن ترِ ليسه حالت خاص از روشِ ك

هاي مذكور، با حلِ بستة گاهيِ كلي مورد استفاده قرار گرفت و نتايجِ حاصل از روششرايط تكيه

در گامِ بعد، به تحليلِ ارتعاش آزاد تيرهاي دوارِ . موجود و روشِ تبديلِ ديفرانسيلي مقايسه گرديد

شايان ذكر است، معادلة ديفرانسيلِ حاكم بر تيرهاي دوارِ اويلر ـ برنولي، . نامنشوري پرداخته شد

، به آن )سرعت دورانيِ صفر(تر از معادلة حاكم بر تيرهاي غيردوار بوده و در حالت خاص  كلي

ترساختنِ توابعِ شكل در روشِ اجزاي محدود، علاوه بر  در ادامه، براي بهتر و دقيق. گرددفروكاست مي

عنوانِ يك شرط اضافي استفاده  رايط مرزي، از قراردادنِ توابعِ شكل در خود معادلة ديفرانسيل، بهش

سنجيِ نتايجِ حاصل از بكار بستنِ توابعِ شكلِ جديد، با روشِ اجزاي محدود همچنين، صحت. شد

تيرهاي دوارِ اويلر ـ در ادامه، تحليلِ ارتعاشِ آزاد . كلاسيك و روشِ تبديلِ ديفرانسيلي صورت گرفت

هاي تبديلِ ديفرانسيلي و روشِ اجزاي محدود برنولي با تغييرات نمايي در طولِ تير، با استفاده از روش

 در پايان و در راستاي تقويت توابعِ شكل در روشِ اجزاي محدود، از توابعِ مثلثاتي به. صورت پذيرفت

و كارا بودنِ توابعِ  نتايجِ حاصل، مؤثر. ها استفاده شداي معمول، در استخراجِ آن جاي توابعِ چندجمله

  .دهدشكلِ جديد را نشان مي

  كلمات كليدي

روشِ اجزاي محدود، توابعِ پارامترِ فركانسي، تيرِ اويلر ـ برنولي، تحليلِ ارتعاش آزاد، فركانسِ طبيعي، 

  .اويلر ـ برنولي دوارِدار، روشِ تبديلِ ديفرانسيلي، تيرِ شكل، روشِ باقيماندة وزن
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  :نامهمقالات مستخرج از پايان

ماندة وزني و روشِ هاي باقيمقايسة روش"، )1395. (و كيهاني ع. ثاني اآفتابي ،.فر منوري] 1[

، "گاهي كليتبديلِ ديفرانسيلي در تحليلِ ارتعاش آزاد تيرهاي اويلر ـ برنولي با شرايط تكيه

  .كاربردي در مهندسي عمران، معماري و مديريت شهري، تهرانهاي چهارمين كنفرانس ملي پژوهش

حلِ معادلة غيرخطيِ دافينگ با استفاده از "، )1395. (ثاني او آفتابي. ، كيهاني ع.فر منوري] 2[

هاي كاربردي در مهندسي ، چهارمين كنفرانس ملي پژوهش"گامبهروشِ تبديلِ ديفرانسيليِ گام

  .ري، تهرانعمران، معماري و مديريت شه

[3] Nourifar M., Keyhani A. and Aftabi Sani A., “Free vibration analysis of rotating 

Euler-Bernoulli beam with exponentially varing cross-section by differential 

transformation method”, International Journal of Structural Stability and Dynamics, 

(Under Review). 

[4] Nourifar M., Aftabi Sani A. and Keyhani A., “Efficient multi-step differential 

transform method: Theory and its application to nonlinear oscillators”, Communications 

in Nonlinear Science and Numerical Simulation, (Under Review). 
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 معادلات انواعِ برد براي حلِقدرتمند و پركار هاي عدديِاجزاي محدود، يكي از شيوه روشِ

 دهة ارائه آن در حدود گوناگون است كه از زمانِ مرزي و اولية اي با شرايطديفرانسيلِ معمولي و پاره

جنبه كنون، چه از نظرِميلادي تا پنجاههاي عملي و جنبه هاي نظري و تئوريك و چه از حيث

گرفته هاي صورتنوآوري عظيمِ خيلِ در ميانِ. گيري كرده استهاي فراوان و چشمبردي، پيشرفتكار

 به درونياب، توابعِ كيفيت محدود، ارتقاي هاي جزءمبتني بر تكنيك هاي مختلفدر مباني و روش

هاي پاسخ افزايشِ دقت محدود، با هدف روشِ اجزاي هاي اساسيِمهم و پايه يكي از اركانِ عنوانِ

هاي هاي تقريبي و گسسته به پاسخاين پاسخ چه بيشترِهر صل از اين شيوه و نزديك ساختنِحا عدديِ

كه توجه شماري از  تحقيقاتي است هاي جذابِ، يكي از شاخه)لبته در صورت وجودا(دقيق و پيوسته 

مثال،  به عنوانِ. هاي ابتكاري نيز شده استاي روشخود جلب كرده و سببِ ارائه پاره همحققين را ب

هاي ، يكي از شيوهدر معادله ديفرانسيلِ حاكم بر مسأله صدق كنند درونيابي كه استفاده از توابعِ

رونياب، د تابعِ له توسطمسأ ه ديفرانسيلِمعادل ذكر است كه ارضاي لازم به. در مراجع است پيشنهادي

مساله  لازم براي حلِ هيچ عنوان اجباري نبوده و جزء شرايط اجزاي محدود، به كلاسيك در شيوة

  .نيست

ها براي آن ها و استفاده از نتايجِسازه ترِديناميكي هرچه دقيق از سوي ديگر، تلاش براي تحليلِ

زلزله، شاخة تحقيقاتي ديگري است كه  نيروهاي ناشي از وقوعِ ر برابرِها دترِ سازهطراحي هرچه ايمن

 ويژه مهندسيِ مهندسي و بههاي رشته هاي آكادميكعظيمي از پژوهش اخير، حجمِ در سه دهة

ها و از جمله تيرهاي خمشي، سازه ارتعاش آزاد در اين ميان، تحليلِ. خود نموده است ها را جذبِسازه

 هاي طبيعي و شكلِفركانس يافتنِ با هدف ،سازياجزاي پايه و كلاسيك در ساختمان كي ازي عنوانِ به

هاي مختلف و از جنبه محققينِ است كه توسط نشانهسنگمعروف و  ها، يكي از مسائلِمودهاي آن

بررسي قرار گرفته است گوناگون مورد.  

 جزء هاي نوينِها و نگرشذكر، يعني شيوهالتلفيقِ دو شاخة فوق ،نامهجامِ اين پايانهدف از ان

و دستيابي به  اويلر ـ برنوليتئوري  تيرهاي خمشي بر اساسِ ارتعاش آزاد محدود با تحليلِ
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البته در اين  .خواهد بودشكلِ مودهاي تيرها هاي طبيعي و براي يافتنِ فركانس ترراهكارهاي دقيق

-هاي فرمِزون بر استفاده از پاسخآمده، افدستهيِ نتايجِ بآزمايسنجي و راستيمنظورِ صحت راستا و به

هاي اخير، تحليليِ قدرتمند ديگري كه در سالاز روشِ نيمه ها چندان زياد نيست،كه شمارِ آن 1بسته

  .شودنيز استفاده مي 2فراوان مورد توجه و استفاده قرار گرفته است، يعني روشِ تبديلِ ديفرانسيلي

شده نامه و خلاصة مطالبِ عرضهشده در پاراگراف قبل، ساختارِ پايانبه هدف تبيين براي دستيابي

سازد، ساختارِ انتخابي براي اين خاطر نشان مي. گردددر هر يك از فصولِ آتي آن، به قرارِ زير، ارائه مي

  :انطباق دارد 3محورهاي مقالهنامهنامه تا حدود زيادي بر پايانپايان

به  فصلِ دوماول،  مطالعة آن هستيد، يعني فصلِ مامِ فصلِ مقدماتي و كوتاهي كه در حالِپس از ات

 هايروشچند با استفاده از ، 4كلي گاهيِتكيه با شرايط اويلر ـ برنولي تيرِ ارتعاش آزاد تحليلِ

- مي ديفرانسيلي تبديلِ و روشِ عنوانِ پايه و مبناي شيوة اجزاي محدود مرسوم، ، به5داروزن ماندةباقي

كامل توضيح داده شده و  طورِ به داروزن ماندةباقي هايروش ، نخست مبانيِبراي اين منظور. پردازد

آشناي نام ورژنِه س عنوانِ ، به8محلي تجمعِو  7گالركين، 6پتروف ـ گالركينهاي سپس، روش

ديفرانسيلي  تبديلِ روشِ سازيِرابطهه و اولي در ادامه، اصولِ. گردد، ارائه ميداروزن ماندةباقي هايروش

ارتجاعي يا در اصطلاح،  هايگاهبا تكيه تير 9پارامترِ فركانسيِ ،سپس. شودبيان مي ،كامل طورِ به ،نيز

نيز از  آمدهدستههاي بپاسخ سنجيِبراي صحت. آيددست ميهبمذكور  با چهار روشِتير با چهار فنر، 

  .استفاده شده استگاهي كلي تكيه با شرايط رنولياويلر ـ ب تيرِ دقيقِ حلِ

                                           

1 Closed-form  
2
 Differential transform method (DTM) 

3
 Paper-based 

4
 General restrained Euler-Bernoulli beam 

5 Weighted-residual methods 
6
 Petrov-Galerkin method (P-GM) 

7
 Galerkin method (GM) 

8
 Collocation method (CM) 

9
 Frequency parameter 
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. ستفصلِ سوم ا موضوعِ ،كلاسيك روشِ اجزاي محدود، به اويلر ـ برنوليتيرِ  تحليلِ ديناميكيِ

 ،و سپسشده پرداخته  مرسوم اجزاي محدود هاي روشِويژگي اجماليِ معرفيِ بهنخست، در اين فصل، 

حلِ معادلة مذكور با  رونداز آن،  پس. گردداستخراج مي مسألهه به اي وابستمعادله ديفرانسيلِ پاره

ها پاسخ كيفيت كار، براي ارتقاي شود تا مقدماتك تشريح ميسيكلا روشِ اجزاي محدوداستفاده از 

  .ششم فراهم آيد در فصلِ

هاي جديدتر ونهتر با گهرچه بيش آشناشدنِ نامه و با نيتپايان اصليِ داختن به موضوعِاز پرپيش 

، به كه در آن، توابعِ شكلِ كسريخواهد پرداخت اي مهم به بازتوليد مقاله ،فصلِ چهارماجزاي محدود، 

براي اين . تري حل مي گرددشده و مسألة پيچيدهمعرفي مرسوم،  شكلِ تر از توابعِتوابعي دقيق عنوانِ

با سطحِ مقطعِ نامنشوري پرداخته شده و  1دواربه استخراجِ معادلة حاكم بر تيرهاي  نخست،، منظور

-اين ، تحليلِ ارتعاش آزادسپس. آينددست ميهبكار بستنِ ايدة جديد، توابعِ شكلِ كسري ببا  ،سپس

كه  توابعِ شكلِ مرسومنتايجِ حاصل از با انجام شده و نتايج، با استفاده از توابعِ شكلِ جديد  ،گونه تيرها

كامل بازآفريني  طورِ اشاره، به جا، مقالة موردتا بدين. گردندمقايسه ميد، در فصلِ سوم معرفي گرديدن

  .گردندكاري جديد توليد مي ديفرانسيلي به عنوانِ تبديلِ نتايج و روشِ تماميِدر پايان، . شودمي

ار در فصلِ بازتوليداين  پژوهشي جديد در اي براي انجامِچهار، انگيزه پژوهشي در زمينة تيرهاي دو

با سطحِ مقطعِ  دوارتحليلِ ارتعاشِ آزاد تيرهاي . آن است پنجم، دستاورد زمينه ايجاد كرد كه فصلِ

و روشِ اجزاي روشِ تبديلِ ديفرانسيلي  دو بكار بستنِبا  ،اي و تغييرات نمايي در طولِ تيردايره

تيرها گونه اينحاكم بر  معادله ديفرانسيلِ نخست، براي اين منظور. است اين فصلموضوعِ  ،محدود

 .دنگردبر آن اعمال مياجزاي محدود  و روشِروشِ تبديلِ ديفرانسيلي دو  ،شده و سپس استخراج

مودهاي  و شكلِ پارامترهاي فركانسيقبل،  اين فصل نيز مشابه فصولِ عدديِ ها يا همان نتايجِخروجي

  .تير هستند

                                           

1 Rotating beams  
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اجزاي محدود كه در مقدمه نيز بدان اشاره  روشِ هاي حاصل ازپاسخ كيفيت ارتقاي ايدة اساسيِ

حاكم بر تيرها  معادله ديفرانسيلِ عموميِ جا كه پاسخِاز آن .مطرح خواهد شد در فصلِ ششمشد، 

-، مطلقاً و قاعدتاً ميبا استفاده از توابعِ مثلثاتيشكل  توابعِ مثلثاتي است، ساخت و توليد توابعِ شاملِ

براي تأيي. اي عددي بيفزايدهپاسخ تواند بر كيفيتارتعاشِ ششم به تحليلِ اين امر، فصلِ تجربيِ د 

در اين راستا، از  .پردازدشده ميايدة مطرح ، به ياريِگاهيِ كليبا شرايط تكيهغيردوار  اجباريِ تيرهاي

. گرددميشده استفاده سنجيِ روشِ ارائهو روشِ اجزاي محدود كلاسيك نيز براي صحت بستهفرمِحلِ 

آمده از هر سه روشِ مذكور، رسم شده و دقت راهكارِ عدديِ دستهب 1تابعِ پاسخِ فركانسيِ پايان،در 

  . گيردشده مورد بررسي قرار ميپيشنهاد

 پركاربرد در مهندسيِ غيرخطيِ يك معادله ديفرانسيلِ حلِ روند نامه، تشريحِبخشِ اين پايانپايان

با  دافينگ غيرخطيِ معادله ديفرانسيلِ به حلِ فصلِ هفتم، .ديفرانسيلي است تبديلِ سازه، با روشِ

 تبديلِ روشِ هاي جديديكي از ورژن ، به عنوان2ِگام به گام ديفرانسيليِ تبديلِ استفاده از روشِ

 طورِ  گام به به گام ديفرانسيليِ تبديلِ روشِ در اين راستا، نخست مبانيِ. اختصاص دارد ديفرانسيلي،

اي از كاربردهاي آن ارائه  و پاره دافينگ معادلة كليِ فرمِ ،همچنين. شود كامل توضيح داده مي

 ،صراحت  به ،دافينگ معادلة معمولي در حلِ ديفرانسيليِ تبديلِ روشِ در ادامه، ناكارآمديِ. گردد مي

 بررسيِ به ،در ادامه. شود يگام حل م به گام ديفرانسيليِ تبديلِ روشِ  مزبور، به نشان داده شده و معادلة

پارامترها  حساسيت و اصطلاحاً تحليلِدست آمده هب ، در نتايجِدافينگ اي معادلةپارامتره تأثيرِ

 3محدود تفاضلات ، از روشِاين فصلهاي  پاسخ سنجيِ براي صحت ،گفته نماندنا. شود پرداخته مي

 .خواهد شداستفاده 

                                           

1
 Frequency response function (FRF) 

2
 Multi-step differential transform method (MsDTM) 

3
 Finite difference method (FDM)  
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براي انجامِ  1متمتيكاافزارِ از نرمنامه، اين پايانهاي و بخشها تمامي فصلدر  ،شايانِ ذكر است

صورت  به غيرفارسي خاصِ تمامي اساميِهمچنين، . استفاده شده استو رسمِ نمودارها محاسبات 

معادلِ  به همراهو اصلي  ، نام به زبانِ»نامهنام«نوشته شده و در انتهاي متن، در قسمت  2پررنگ

- مي سازيمعادلكه در متن و اصطلاحاتي لغات  انگليسيِ اصلِهمچنين . واهد شدخ درجشده، انتخاب

  .شوندصورت زيرنويس درج مي به، بار براي نخستينود، ش

ها و نمودارها و در ها، جملات، واژگان، روابط، شكلپاراگراف تماميِ در پايان ناگفته نماند كه،

معتبر اخذ شده و با  ، به جزء مواردي كه از منابع و مراجعِنامهكلي محتواي موجود در اين پايان حالت

. اندوي توليد شده نويسنده بوده و توسط كار و تلاشِ اند، حاصلِشمارة منبع مشخص گرديده درجِ

وجود در منابع، مجدداً  نامه، حتي در صورتموجود در پايان عدديِ نمودارها و نتايجِ همچنين تماميِ

اندزتوليد شدهنويسنده با توسط.  

                                           

1 Mathematica software 

2 Bold  
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 فصلِ دوم

تحليلِ ارتعاش آزاد تيرِ غيردوار با 

هاي روشهاي كلي به گاهتكيه

و روشِ تبديلِ  دارماندة وزنباقي

  ديفرانسيلي
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 ـ مقدمه1ـ2

گاهي كلي با استفاده از تكيه با شرايط اويلر ـ برنولي تيرِ ارتعاش آزاد به تحليلِفصل، در اين 

در اين راستا، نخست معادله  .شودديفرانسيلي پرداخته مي تبديلِ و روشِ دارنوز باقيماندة روشِ

كلي معرفي  مرزي در حالت بعدشده و با شرايطبي در حالت اويلر ـ برنولي حاكم بر تيرِ ديفرانسيلِ

ي هاكامل توضيح داده شده و سپس، روش طورِ به داروزن باقيماندة مباني روشِ پس از آن،. شودمي

، داروزن باقيماندة آشناي روشِسه حالت نام عنوانِ محلي، به و تجمعِ گالركين، پتروف ـ گالركين

- كامل بيان مي طورِ ديفرانسيلي نيز به تبديلِ بندي روشِو فرمول اولية در ادامه، اصولِ. گرددارائه مي

-سنجي پاسخبراي صحت. آيددست ميبهمذكور  تير با چهار روشِ پارامترهاي فركانسيِسپس . گردد

خطاي  گاهي كلي بيان شده و مقدارِتكيه با شرايط اويلر ـ برنولي تيرِ دقيقِ آمده، حلِدستههاي ب

ديفرانسيلي با توجه به  تبديلِ براي روشِ 1نمودارهاي همگرايي. گرددآمده نيز ارائه ميدستهب پاسخِ

مي استخراجگيردار، گيردار ـ آزاد و مفصل ـ گيردار  گاهي مفصل ـ مفصل، گيردار ـتكيه چهار حالت-

  .شودشده نمايش داده ميبيان اهيِگتكيه مودهاي تير در چهار حالت نيز شكلِ پاياندر . شود

  پژوهشـ پيشينة 2ـ2

اوليه در حالتي كه معادله  مقدارِ و مسألة مرزي مقدارِ و تحليلي مسألة دقيقِ پاسخِ معمولاً يافتنِ

-گونه موارد، روشدر اين. اوليه آن پيچيده باشند، غيرممكن است مرزي و يا شروط يل، شروطديفرانس

بسيار ... اجزاي مرزي و  محدود، روشِ تفاضلات شيوةاجزاي محدود،  هاي عددي همچون روشِ

 در اين ميان، همواره كاهشِ خطاي. آورندمدنظر را فراهم مي تقريبي مسألة سودمند بوده و پاسخِ

ديگر، يك دسته  عبارت به. هاي پژوهشگران بوده استدغهترين دغحاصل، يكي از اصلي پاسخِ تقريبيِ

 حاصل و پاسخِ تقريبيِ پاسخِ ميانِ تفاوت كردنِهاي عددي، كمينهروش ها در راستاي بهبوداز تلاش

                                           

1
 Convergence curve 
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باشد كه به ثمر نشسته مي هاي بهاي از اين تلاشدسته ، نامِدارهاي وزنباقيمانده روشِ. دقيق است

پتروف ـ هاي روش. كندرا صفر مي 1دارِ تابعِ باقيماندهوزن ذكرشده، انتگرالِ تفاوت كردنِجاي كمينه

است كه در  دارهاي وزنباقيمانده چند مورد خاص از روشِ محلي، نامِ و تجمعِ گالركين، گالركين

ها آن كاملِ توضيحِ هاي بعدي بهشوند كه در بخشب ميخاصي انتخا تعريف تحت ،وزن ها توابعِآن

 .خواهيم پرداخت

هاي جذاب براي پژوهشگران بوده و پژوهش يكي از موضوعات اويلر ـ برنولي از سوي ديگر، تيرِ

تيري  تحليلِبه ] 1[ و همكاران مائوريزيمثال،  عنوانِ به. آن انجام شده است بسياري با محوريت

 انتقالي در سوي ديگر با استفاده از روشِ دوراني در يك سو و فنرِ مفصلي و فنرِ اهگمنشوري با تكيه

ارتعاشِ به تحليلِ همكارانو  مائوريزيدر پژوهشي ديگر، . پرداختند 2متغيرها تفكيك تير بر  آزاد

تفاده از با اس اويلر ـ برنولي تيرِ به تحليلِ ميرزاو  رائوهمچنين  .]2[پرداختند 3كشسان روي بسترِ

كلي در دو سوي  گاهتكيه عنوانِ انتقالي و دوراني به ها از فنرِآن]. 3[متغيرها پرداختند  تفكيك روشِ

اويلر ـ  تيرِ تحليلِ به] 4[ كهو  لياز سوي ديگر، . تير استفاده كردند و تير را منشوري فرض كردند

 گاهتكيه وجود دهانه، با فرضِ تيرهاي دو ليلِتح. كلي پرداختند گاهتكيه نامنشوري با شرايط برنوليِ

 كليِ معادلة ،]6[و همكاران  مائوريزي]. 5[صورت پذيرفت  رائو تير نيز توسط مفصلي در ميانة

كلي ارائه داده و سپس  گاهتكيه دهانة منشوري را با شرايطيك اويلر ـ برنوليِ تيرهايِ فركانسِ

بعد از آن . گاهي خلاصه نمودندتكيه متفاوت از شرايط تركيبِ مذكور را براي چهل و پنج معادلة

با  4تيموشنكو و تيرِ اويلر ـ برنولي هاي تيرِفركانس به مقايسة پژوهشيدر ، بلِسو  مائوريزي

گاهيِتكيه شرط 7[دلخواه پرداختند  جرم بر روي تير در مكانِ مفصل ـ مفصل و همچنين وجود .[

                                           

1
 Residual function 

2
 Separation of variables method 

3
 Elastic foundation 

4 Timoshenko beam  
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دلخواه بر روي تير،  متمركز در مكانِ جرمِ كلي و وجود گاهتكيه تير با شرايط هاياز آن، فركانس پس

 تبديلِ گيري از روشِ، با بهره]9[ دنگو  ماليكسپس ]. 8[شدند حاصل  دقيق با استفاده از روشِ

را وش حاصل از اين رهاي پرداخته و فركانس اويلر ـ برنولي تيرِ آزاد ارتعاشِ تحليلِ، به ديفرانسيلي

ديفرانسيلي، روشي  تبديلِ گردد كه روشِمتذكر مي. گاهي ارائه دادندتكيه براي چند حالت از شرايط

 ،باربراي اولين، 1986 در سالِ كهاست  تيلورباشد كه مبتني بر سري عددي مينيمهتحليلي ـ نيمه

10[معرفي گرديد  ژو توسط.[ 2012 تبديل ديفرانسيلي تا سالِ روشِ تاريخچة ،بِرويليِر توسط ]11[ ،

با  اويلر ـ برنولي تيرِ فركانسيِ در ادامه، معادلة. بررسي قرار گرفته است كامل مورد صورت به

 همچنين مقايسة]. 12[بررسي قرار گرفت  گاهي كلي موردتكيه شرايط تحت فوريه استفاده از سريِ

انجام گرفت  لي كلي نيز توسط گاهتكيه ايطسينوسي و كسينوسي براي تير با شر فورية سريِ بينِ

 منشوري با شرايط ديناميكي تيرِ در تحليلِ متمتيكا افزارِنرم به كاربرد] 14[ همكارانو  رسا]. 13[

 سلبِ تابعِ ، كاربردمائوريزيو  رساسپس . جرم و ميراگر پرداختندوجود گاهي كلي و همچنين تكيه

 كلي و همچنين وجود گاهتكيه شرايط و با درنظر گرفتنِ اويلر ـ برنولي نامنشوريِ تيرِ در تحليلِ

15[بررسي قرار دادند  جرم و ميراگر را مورد .[ سادرنهايتهمكارانو  ر ]به تحليلِ] 16 ارتعاش آزاد 

  .نمايي پرداختند نامنشوري با تغييرات تيرِ

اويلر ـ  حاكم بر تيرِ معادله ديفرانسيلِ جِبه استخرا بخشِ بعد،در  پس از مرورِ پيشينة پژوهش،

  .شودپرداخته مي برنولي

  ـ معادلة تيرِ اويلر ـ برنولي در حالت ديناميكي3ـ2

ترينِ و يينِ رفتارِ تيرها ارائه شده است كه يكي از معروفبهاي گوناگوني براي تتا كنون، مدل

هاي مستوي ، مقطعاين نظريهذكر است، طبقِ شايانِ . است اويلر ـ برنوليها، مدلِ پركاربردترين آن

همچنين . مانندعمود بر محورِ مركزي، پس از خمش همچنان مسطح و عمود بر محورِ مركزي مي
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، محورِ طولي عضو xاگر محورِ . گذردهاي تير ميمقطع شود كه محورِ مركزي از مركزِ سطحِفرض مي

-عمل مي xyباشند، لنگرِ خمشي و نيروي برشي كه در صفحة  zو  yع و محورهاي اصلي مقط

علاوه بر آن تغييرات كرنش در ارتفاع . نمايند، تنها سببِ تغييرِ شكل در همين صفحه خواهند گرديد

  ].17[شود خطي فرض مي

طول، صلبيت . شودـ الف درنظر گرفته مي1ـ2دست آوردنِ معادلة حاكم بر تيرها، شكلِ هبراي ب

بارِ خارجي . ودشيش داده مينما Aو  L ،EI ،ρبا  ،ترتيب به ،تير خمشي، چگالي و سطحِ مقطعِ

)شده بر تير با وارد )q ,x t  درنظر گرفته شده و در نهايت، تابعِ تغييرِ مكانِ تير با( ),u x t  نشان داده

  .شودمي

  
  

 ب ـ دياگرامِ آزاد نيروها الف ـ شماي كلي تير

 ]18[هاي قراردادي تير خيز و جهت 1ـ2شكلِ 

  

با . اندجدا شده و نيروهاي وارد بر آن رسم شده dxطولِ  اي از تير بهـ ب، قطعه1ـ2ر شكلِ د

  :، داريمyنوشتنِ تعادل در راستاي محورِ 

2

2

V( ) ( , )
V( ) q( , )d V( ) d ρAd

x u x t
x x t x x x x

x t

∂ ∂ 
+ − + = 

∂ ∂ 
)1ـ2(    

)Vكه در آن  )x به ،كردنپس از ساده ،)1ـ2(رابطة . ندة نيروي برشي استدهنشان  رابطة صورت

  :شودنوشته مي )2ـ2(

2

2

V( ) ( , )
ρA q( , )

x u x t
x t

x t

∂ ∂
+ =

∂ ∂
)2ـ2(    
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)Mاي بينِ لنگرِ خمشي، از سوي ديگر، رابطه )x،و نيروي برشي ، V( )x در مقطع برقرار است ،

  :]18[ گرددبيان مي )3ـ2(صورت رابطة  بهكه 

dM( )
V( )

d

x
x

x
= )3ـ2(    

  :]18[ كرد بياننيز  )4ـ2(رابطة صورت  توان بهبر آن، لنگرِ خمشي را مي افزون

2

2

( , )
M( ) EI

u x t
x

x

∂
=

∂
)4ـ2(    

 داريم)2ـ2(در رابطة ) 4ـ2(و ) 3ـ2(حال با قراردادنِ روابط ،:  

2 2 2

2 2 2

( , ) ( , )
EI ρA q( , )

u x t u x t
x t

x x t

 ∂ ∂ ∂
+ = 

∂ ∂ ∂ 
)5ـ2(    

بديهي است اگر تابعِ خيزِ . در حالت ديناميكي است اويلر ـ برنولي، معادلة حاكم بر تيرِ )5ـ2(معادلة 

  :فرمِ زير تبديل خواهد شد عبارت ديگر، مسأله استاتيكي باشد، معادله به تير، تابعِ زمان نباشد و به

2 2

2 2

d d ( )
EI q( )

d d

u x
x

x x

 
= 

 
)6ـ2(    

به حوزة فركانس، و همچنين صفر قراردادنِ ) 5ـ2(بودنِ تير و انتقالِ معادلة ل با فرضِ منشوريحا

q( , )x tتير، كه ب رابطة  است، معادلة مذكور به يانگرِ ارتعاش آزاد گرددبازنويسي مي) 7ـ2(صورت:  

4
2

4

d ( )
EI m ( ) 0

d

u x
u x

x
ω− = )7ـ2(    

 طبيعيِ فركانسِدهندة نشان ωهمچنين  .است ρA يا همانجرمِ واحد طولِ تير  mدر رابطة فوق، 

چهار فنر در ابتدا و انتهاي تير همراه است،  ترين حالت كه با وجوددر كليشرايط مرزي  .باشدتير مي

) 11ـ2(تا ) 8ـ2(صورت روابط  ، به2ـ2امگذاري فنرهاي انتهايي دو سرِ تير در شكلِ ن با توجه به

  ]:13[آيند درمي

1

3

t 30
0

d ( )
K ( ) EI

dx
x

u x
u x

x=
=

= − )8ـ2(    
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1

2

r 2
0 0

d ( ) d ( )
K EI

d dx x

u x u x

x x= =

= )9ـ2(    

2

3

t 3L
L

d ( )
K ( ) EI

dx
x

u x
u x

x=
=

= )10ـ2(    

2

2

r 2
L L

d ( ) d ( )
K EI

d dx x

u x u x

x x= =

= − )11ـ2(    

 

  ]19[گاه كلي تكيهتير با  2ـ2شكلِ 

در روابط بالا، 
1t

K  و
2t

K و فنرهاي انتقالي هايثابت 
1r

K  و
2r

K فنرهاي دوراني است هايثابت .

صورت  را به ξ، )11ـ2(الي ) 8ـ2(در روابط  و شرايط مرزي موجود) 7ـ2(بعد ساختنِ معادلة راي بيب

  :كنيمزير تعريف مي

L

x
ξ = )12ـ2(    

  :داريم) 7ـ2(در رابطة  )12ـ2(با جايگذاري رابطة 

4
2

4 4

EI d ( )
m ( ) 0

L d

u
u

ξ
ω ξ

ξ
− = )13ـ2(    

4Lثابت در را ) 13ـ2(طرفينِ رابطة  در ادامه، EI نتيجه به. كنيمضرب مي 14ـ2(رابطة  صورت (

  :آيددرمي

4
2

4

d ( )
µ ( ) 0

d

u
u

ξ
ξ

ξ
− = )14ـ2(    

  :شودتعريف مي) 15ـ2( رابطةصورت  بهپارامترِ فركانسي، مربعِ ، يا 2µ )14ـ2(كه در رابطة 

2 4
2 m L
µ

EI

ω
= )15ـ2(    
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  :كنيمبعدشده بازنويسي ميفرمِ بي را، به) 11ـ2(تا  )8ـ2(روابط  شرايط مرزيِ ،در ادامه

3

1 30
0

d ( )
K ( )

d

u
u

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ=

=

= − )16ـ2(    

2

2 2

0 0

d ( ) d ( )
K

d d

u u

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ
= =

= )17ـ2(    

3

3 31
1

d ( )
K ( )

d

u
u

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ=

=

= )18ـ2(    

2

4 2

1 1

d ( ) d ( )
K

d d

u u

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ
= =

= − )19ـ2(    

1 ،بالا در روابطK  4تاK بعدشده هستند، بههاي بيسختي دهندةكه نشان زير تعريف مي صورت -

   :شوند

1

3

1 t

L
K K

EI
= )20ـ2(    

12 r

L
K K

EI
= )21ـ2(    

2

3

3 t

L
K K

EI
= )22ـ2(    

24 r

L
K K

EI
= )23ـ2(    

مقدار مرزيِ ، معادلة )19ـ2(تا  )16ـ2( شده در روابطمرزي بيان شرايط همراه به) 14ـ2( معادلة

  .است اويلر ـ برنوليتيرهاي  ارتعاشِ آزادحاكم بر  بعدشدةبي

كلي و با چهار فنر  گاهيِتكيه شرايط نمايش داده شده است، تير تحت 2ـ2 طور كه در شكلِهمان

مفصل ـ مفصل، گيردار ـ گيردار، گيردار ـ آزاد و در كلاسيك  البته چهار حالت. انتهاي تير است در دو

 .، با تنظيمِ سختيِ فنرها از همين مدل قابل استخراجندحائزِ اهميت هستندكه نهايت مفصل ـ گيردار 

tK مفصل، بايستي گاهتكيه سازيِدلبراي م → rK و ∞ مشابه،  صورت به. درنظر گرفته شود →0

tK گيردار بايستي گاهتكيهسازيِ براي مدل → rK و ∞ → تير  انتهاي آزاددر نهايت، . لحاظ شود ∞

tK نيز با درنظر گرفتنِ rK و →0   .سازي خواهد شدمدل →0
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هاي روش ،در ادامه. رسدمورد بررسي، نوبت به حلِ آن مي 1پس از استخراجِ مسألة مقدار مرزيِ

به عنوانِ دار، هاي وزنعنوانِ سه روشِ مهمِ باقيمانده به ،محلي و تجمعِ گالركين، پتروف ـ گالركين

 معادلة ،توضيح داده خواهد شد و سپسكامل  صورت بههاي تقريبيِ حلِ مسائلِ مقدار مرزي، شيوه

، نامه پايان ذكر است كه در اين لازم به. هاي مذكور حل خواهد گرديدهر كدام از روش توسط) 14ـ2(

 هاي حاصل از سه روشِسنجي پاسخبراي صحت از روشِ تبديلِ ديفرانسيلي، در كنارِ حلِ دقيق،

  .مذكور استفاده شده است

  دارشِ باقيماندة وزنوـ ر4ـ2

ند در طولِ دامنة مدنظر استوار باقيماندهدارِ كردنِ تابعِ وزنبر صفر داروزن هاي باقيماندةروش

  .شرح داده خواهد شد] 18[و با استفاده از مرجعِ  ،در ادامه ،سازي روشِ مذكوررابطه]. 18[

  :كلي زير مدنظر است فرمِ معادله ديفرانسيل به

( )( ) g( )u x x=L )24ـ2(    

]است كه  x، )24ـ2(متغيرِ مستقلِ معادلة . عملگرِ ديفرانسيلي است Lكه در آن  ]b e,x x x∈ . لازم

)g. نقطة آغازين و نقطة انتهايي دامنه هستند ،ترتيب  ، بهexو  bxذكر است كه   به )x  نيز تابعي

)gبديهي است اگر . سازِ معادله ديفرانسيل نام داردكه در اصطلاح، عاملِ ناهمگن است xمعلوم از  )x 

، )24ـ2(هدف از حلِ معادلة . صورت ناهمگن استهمگن و در غيرِ اين) 24ـ2(برابر صفر باشد، معادلة 

) يافتنِ تابعِ مجهولِ )u x در ادامه، روشِ دستيابي به  .استapp ( )u x ِمعادله  تقريبيِ يا جواب

)R تابعِ. شودارائه مي) 24ـ2( ديفرانسيلِ )xِبهنام دارد باقيمانده ، كه تابع ، 25ـ2(رابطة  صورت( 

  :گرددتعريف مي

( ) ( )appR( ) ( ) ( )x u x u x= −L L )25ـ2(    

                                           

1
 Boundary value problems 



16 
 

  :نوشت) 26ـ2(صورت رابطة  ، به)24ـ2(توان با توجه به رابطة رابطة اخير را مي

( )appR( ) ( ) g( )x u x x= −L )26ـ2(    

R( )x ميانِ پاسخِ دقيق و تقريبي مسأله استتف كه بديهي است زماني. اوتapp ( )u x  بر( )u x  منطبق

)R گردد، )x نهايبرابر با صفر مي هاي تماميِ روشپذيرِ و البته نه لزوماً دسترس يشود كه هدف

  :است )27ـ2( رابطة داروزن باقيماندةهاي اساسِ روش. ي استتقريب

e

b

w( )R( )d =0
x

x
x x x∫ )27ـ2(   

)wكه در آن  )x ِپتروف ـ گالركينهاي آن، اساسِ نامگذاريِ روش وزن نام دارد و انتخابِ تابع ،

)Rكردنِ جاي صفر ها بهآشكار است كه اين روش. و تجمعِ محلي است گالركين )xدار، انتگرالي وزن 

)R از )x از سوي ديگر، . كنندرا صفر مي24ـ2( مرزي براي معادلة شرايط (به صورت روابط )و ) 28ـ2

  :گرددتعريف مي) 29ـ2(

(r)
b r( ) hu x = )28ـ2(    

( )
e( ) hl

lu x = )29ـ2(    

29ـ2(و ) 28ـ2( كه در روابط(، r 0,1,2,..., p 1= ,...,0,1,2 و − p 1l = ذكر است  لازم به .هستند −

h و rh كه l و  حقيقي هستند ياعدادp رابطة موجود در  مشتقِ بيعي و بالاترين مرتبةعددي ط

  .است )24ـ2(

appدر ادامه  ( )u x به شودزير تعريف مي صورت:  

n

app 0
1

( ) c ( ) ( )j j

j

u x x xφ φ
=

= +∑ )30ـ2(    

c، )30ـ2(در رابطة  j0همچنين . ها ثوابتِ مجهولند ( )xφ مرزي بعي معلوم است كه تا بايد در شرايط

)1علاوه بر آن . ، صدق كند)29ـ2(و ) 28ـ2(روابط يعني مسأله،  )xφ  تاn ( )xφ  توابعِ معلومي هستند

)1سخنِ ديگر،  به. بايست در ورژنِ همگنِ شرايط مرزي صدق كنندكه مي )xφ  تاn ( )xφ  بايد شرايط

hو  rhبودنِ را با فرضِ صفر) 29ـ2(و ) 28ـ2(مرزي  l لازم براي انتخابِ . ارضا نمايند تنها شرط
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1( )xφ  تاn ( )xφداريم) 26ـ2(در رابطة ) 30ـ2(با قراردادنِ رابطة . ها استبودنِ آنتقلِ خطي، مس:  

n

0
1

R( ) c ( ) ( ) g( )j j

j

x x x xφ φ
=

 
= + − 

 
∑L )31ـ2(    

  :نوشت )32ـ2(رابطة صورت  و به داد را بسط) 31ـ2(توان رابطة ، ميLبودنِ عملگرِ با توجه به خطي

( )1 1 2 2 3 3 n n 0R( ) c ( ) c ( ) c ( ) c ( ) ( ) g( )x x x x x x xφ φ φ φ φ= + + + + + −L L L L LL )32ـ2(    

c(، تعداد مجهولات )32ـ2(آشكار است كه در رابطة  jبرابر با) ها n پس بايستي با انتخابِ. است 

c مجهولِ ثوابت وزن، دقيقاً به تعداد تعدادي تابعِ j، به دستگاه n معادله و n در اين . رسيدجهول م

- زير حاصل مي صورت به) 27ـ2( در رابطة) 32ـ2( رابطة م اين دستگاه از قراردادنِاiُ راستا، معادلة

  :گردد

( )( )e

b
1 1 2 2 n n 0w ( ) c ( ) c ( ) c ( ) ( ) g( ) d =0

x

i
x

x x x x x x xφ φ φ φ+ + + + −∫ L L L LL )33ـ2(    

w كه در آن ( )i x ِوزنِ تابع iُ1 و ما, 2,..., ni ) 34ـ2( ةرابط صورت توان بهرا مي) 33ـ2( رابطة. =

  :نوشت

( ) ( ) ( )
( ) ( )

e e e

b b b

e e

b b

1 1 2 2 3 3

n n 0

w ( ) ( )d c w ( ) ( )d c w ( ) ( )d c

... w ( ) ( )d c w ( ) g( ) ( ) d

x x x

i i i
x x x

x x

i i
x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x

φ φ φ

φ φ

+ +

+ + = −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

L L L

L L

)34ـ2(    

  :دندتر و كاراتر بيان گرير مناسبتوان از فرمِ ماتريسي بهره جست تا روابط اخدر ادامه، مي

[ ]{ } { }=a c b )35ـ2(    

a ij  ِدراية سطر ،iُم و ستونِ اjُمِ ماتريسِ اa و ،bi ِدراية سطر ،iُمِ بردارِ اbبه ،ترتيب ، به  صورت

  :شوندزير تعريف مي

e

b

a w ( ) ( )d , , 1,2,..., n
x

ij i j
x

x x x i jφ= =∫ L   )36ـ2( 

( )
e

b
0b w ( ) g( ) ( ) d 1, 2,..., n

x

i i
x

x x x x iφ= − =∫ L )37ـ2(    

 37ـ2(و ) 36ـ2(در روابط(،, 1, 2,..., ni j بنديِ و فرمول داروزن باقيماندةجا، روشِ تا بدين. است =
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، گالركين، پتروف ـ گالركينهاي در ادامه، به توضيحِ روش. آن در حالت كلي توضيح داده شد

  .تجمع محلي و روشِ تبديل ديفرانسيلي خواهيم پرداخت

  ـ روشِ پتروف ـ گالركين5ـ2

w وزنِ توابعِ بيان گرديد، انتخابِ پيش از اينطور كه همان ( )i ξ، ِهاي روش نامگذاريِ اساس

وزنِ  ، انتخاب تابعِپتروف ـ گالركين در روشِ. استدار هاي وزنباقيمانده متفاوتw ( )i ξ  ًكاملا

  :شودزير درنظر گرفته مي صورت به) 14ـ2( معادلة راي حلِب وزنِ توابعِلذا . اختياري است

w ( ) i

i ξ ξ=   )38ـ2( 

,...,1,2كه در آن ni ) در ادامه، .است = )jφ ξ  گيريممي درنظرفرمِ زير  بهرا:  

0 ( ) 0φ ξ = )39ـ2(    
3 2 2( ) A B C Dj j

jφ ξ ξ ξ ξ ξ+ += + + + + )40ـ2(     

0چه قبلاً بيان گرديد، با توجه به آن ( )φ ξ  مرزيِ اصلي و بايد در شرايط( )jφ ξ ِدر ورژنِ همگن ،

0، انداز آنجا كه هر چهار شرط مرزيِ مسأله همگن. شرايط مرزي صدق كند ( )φ ξ  از  .شودميصفر

) آنجا كه )jφ ξمرزي ص ها دق كنند، بايد آنبايد در شرايط مرزيِ مسأله، كه در روابط ها را در شرايط

 روابطقرارِ  نتيجة كار به. دست آيندبه Dو  A ،B ،Cبيان گرديدند، بگذاريم تا ) 19ـ2(تا ) 16ـ2(

  :است )44ـ2(الي ) 41ـ2(

( ) ( )( )( ) ( )( )( )3 2 2 1
1K A B C D 3 2 1 A 2 1j j j j

j j j j j jξ ξ ξ ξ ξ ξ+ + −+ + + + = − + + + + + +  

)41ـ2(   

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 1 1
2K 3 A 2 2B C 3 2 A 2 1 2Bj j j j

j j j j j jξ ξ ξ ξ ξ+ + ++ + + + + = + + + + + +

)42ـ2(    

( ) ( )( )( ) ( )( )3 2 2 1
3K A B C D 3 2 1 A 2 1j j j j

j j j j j jξ ξ ξ ξ ξ ξ+ + −+ + + + = + + + + + +

  )43ـ2( 
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( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

2 1 1
4K 3 A 2 2B C 3 2

A 2 1 2B

j j j

j

j j j j

j j

ξ ξ ξ ξ

ξ

+ + ++ + + + + = − + +

− + + −
)44ـ2(    

0ξ) 42ـ2(و ) 41ـ2( يادآوري است كه در روابط لازم به = 1) 44ـ2(و ) 43ـ2( و در روابطξ = 

دهندكه پس از تشكيلِ يك دستگاه چهار معادله و چهار مجهول مي) 44ـ2(تا ) 41ـ2(روابط . است

  :آيدزير درمي صورت سازي، بهاندكي ساده

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

2

3

4 4

D 0

2B K C 0

K 1 A B D 2 1 A 1 3 0

2 A K 1 3 K 3 2B C 2B 0

j j j

j j j j

=
− + =
 + + + − + + + + =

 + + + + + + + + + + =

)45ـ2(    

  :گيرندير در دسترس قرار ميصورت ز دستگاه فوق، ثوابت مجهول به با حلِ

3 2
3 1

3 2
3 2

6 11 6 K ψ
A

3 2 K ψ

j j j

j j j

+ + + −
= +

− − − +
)46ـ2(    

3

4

ψ
B

ψ
=   )47ـ2( 

3

2 4

2ψ
C

K ψ
= )48ـ2(    

D 0= )49ـ2(    

  :است) 53ـ2(تا ) 50ـ2( روابط شرحِ به 4ψ تا 1ψ كه مقاديرِ

( )( ( ) ( ) ( )( )

)

4 3 2
1 3 2 2 4 4 3 4

3 4 3 4

ψ K 2 K K 8 2K 23 12K 28 2K 22K

4K 12K K K 12

j j j j= + + + + + + + +

+ + + +
)50ـ2(    

( )( ( )

( )( )

( )( ) ( )( )( ) )

3 2 3 2
2 2 3 4 3

2
3 4 4

2 3 2
2 3 4 4 4 3

ψ K 3 2 K 2K 3 2 K

2K K 3 2K 2

K K K 3 2K 2 2K 2 3 2 K

j j j j j j

j j

j j j j j

= − − − + − − − +

− + + + +

+ − + + + + + + − − − +

)51ـ2(    

( ( ) ( ) ( )

)

4 3 2
3 2 4 4 4 3

3 4 3 4

ψ K 2K 8 12K 23 22K 2K 28

4K 12K K K 12

j j j j= − + − − + − − + − − −

− − − −
)52ـ2(   
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( ) ( ) ( )( )
( )( )

3 2 2
4 4 3 3 2 3 4 4

3 2
2 4 3

ψ 2K 2 3 K 2K +K K K 3 2K 2

2K K 1 3 2 K

j j j j j

j j j

= − − − + − + + + +

+ + − − − +
)53ـ2(    

) توابعِ ،)40ـ2(بديهي است با قراردادنِ نتايجِ فوق در رابطة  )jφ ξ آيندست ميدهب.  

w حال كه توابعِ ( )i ξ و ( )jφ ξ هاي ماتريسِتوان درايهمي) 36ـ2( دست آمدند، بنابر رابطةهب a 

0يلِ صفربودنِ دل به b هاي بردارِدرايه ديگر، كلية از طرف. را محاسبه كرد ( )φ ξ و g(ξ در رابطة  (

كند، براي يادآوري مي .انجامدمي) 35ـ2(شدنِ دستگاه كه اين امر، به همگن صفر است برابرِ، )37ـ2(

ها صفر آن بايست دترمينانِ ماتريسِ ضرايبِهاي همگن پاسخِ غيرصِفر داشته باشند، مياينكه دستگاه

صفر  برابرِ a ماتريسِ تير، بايستي دترمينانِطبيعيِ هاي فركانس آوردنِدستهبراي ب ،بنابراين. شود

 در جداولِكه  آيددست ميهب تير هاي طبيعيِحاصل براي فركانس فوق، مقاديرِ عمليات با انجامِ. شود

خطاي  خطا نيز، مقدارِ در ستونِ. خواهد شد ارائهمتفاوت،  گاهيِكيههاي تبراي حالت ،4ـ2 الي 2ـ2

- ميبيان  دست خواهد آمد،به 9ـ2بسته كه در بخشِ تحليلي و فرمِ آمده در قياس با حلِدستهب پاسخِ

  .گردد

  ـ روشِ گالركين6ـ2

w، انتخابِ توابعِ وزنِ گالركيندر روشِ  ( )i ξ ر و بودهاختياري ن ـ گالركينپتروف وشِ همانند 

)برابرِ همان توابعِ  )jφ ξ گرددكه پيش از اين براي تخمينِ تابعِ مجهول تعريف شدند، انتخاب مي:  

w ( ) ( )i jξ φ ξ= )54ـ2(    

,...,1,2,3 كه در آن ni jو = i= است. ماتريسِاين انتخاب آن است كه  از فوايد a -متقارن مي 

 ذكر است كه در اين روش نيز توابعِ لازم به. انجامدمحاسبات مي حجمِ گردد و اين امر به كاهشِ

( )jφ ξ پتروف ـ گالركين روشِ همانند دقيقاً همانند گردندانتخاب مي) 53ـ2(تا ) 39ـ2( روابط. 

 هايحالت براي 4ـ2 الي 2ـ2 جداولِتير در  هاي طبيعيِبراي فركانساز اين روش حاصل  مقاديرِ

-دستهخطاي پاسخ ب ، مقدارِقبل روشِ همانند خطا نيز در ستونِ. شده است درجمتفاوت  گاهيِتكيه
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  .است گرديده ارائه ،دقيق حلِ در قياس با گالركين از روشِآمده 

  ـ روشِ تجمعِ محلي7ـ2

شود تا نقطة انتخابي از دامنه برابر با صفر قرار داده مي nدر  باقيماندهدر روشِ تجمعِ محلي، تابعِ 

 دستگاهn  معادله وn بعِ وزنِ در اين راستا، توا. مجهول حاصل گرددw ( )i ξ به 55ـ2(رابطة  كمك( 

  :گرددتعريف مي

w ( ) δ( ξ )i iξ ξ= − )55ـ2(   

,...,1,2,3 كه در آن ni )δ همچنين. نقاطي از دامنه هستند ξi و = )ξ ِهاست ك دلتاي ديراك تابع 

   :گرددزير تعريف مي صورت به

ξ
δ( ξ ) =

0 ξ

i

i

i

ξ
ξ

ξ

∞ =
− 

≠
)56ـ2(    

  ]:18[ست ديگري نيز ه تاي ديراك داراي خاصيت بسيار مهمِدل تابعِ

e

b

δ( ξ ) ( )d (ξ )i if f
ξ

ξ
ξ ξ ξ− =∫ )57ـ2(    

)كه در رابطة بالا  )f ξ  تابعِ دلخواهي ازξ همچنين . استbξ  وeξ  نقطة ابتدايي و انتهايي دامنةξ 

  :توان نوشتبر اساسِ رابطة بالا مي بنابراين. باشدمي

1

0
δ( ξ ) ( )d (ξ )

i j j i
ξ φ ξ ξ φ− =∫ L L )58ـ2(    

گيري نيست و كافي است پس از ، نيازي به انتگرالa هاي ماتريسِدر اين روش براي تشكيلِ درايه

)تشكيلِ  )jφ ξLمقدار آن ، را در نقاطξi اين روش افزوده  اين امر به. ست آوريمدهب شدت بر سرعت

)ذكر است كه توابعِ  بهلازم . گرددو منجر به كاهشِ حجمِ محاسبات مي )jφ ξ  در اين روش، مشابه

هاي حاصل از اين پاسخ. شودشده است، درنظر گرفته ميبيان ) 53ـ2(تا ) 39ـ2( چه در روابطآن

درج خواهد متفاوت  گاهيِتكيه هايبراي حالت 4ـ2الي  2ـ2 روش نيز مشابه دو روشِ قبل، در جداولِ

  .شد
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  فرانسيلييروشِ تبديلِ دـ 8ـ2

بار در سالِ براي اولينو بوده  تيلوراين روش مبتني بر بسط  تر بيان شد،طور كه پيشهمان

)در اين روش، پاسخِ معادله ديفرانسيل يا همان . معرفي و مورد استفاده قرار گرفت 1986 )u x به 

  شود تعريف مي )59ـ2(رابطة صورت:  

[ ] 0
0

( ) U ( x )k

k

u x k x
∞

=

= −∑ )59ـ2(    

) كه در آن، )u x ِوگويند  1كه به آن تابعِ اصلياست معادله ديفرانسيل  جواب [ ]U kِتابع ، 

) 2يافتة تبديل )u x 0 ذكر است كه لازم به. استx آن گسترش داده  اي است كه سري حولِ نقطه

0x شود و معمولاً مي ] طور كه بيان شد، همان. شود درنظر گرفته مي =0 ]U k يافتة  تابع تبديل( )u x 

  :گرددزير تعريف مي فرمِ  است و به

[ ]
0x

d ( )
U

d

k

k

x

u x
k

x
=

= )60ـ2(    

  :صورت زير است به) 59ـ2(رابطة  فرمِ كاربرديِ

[ ]
N

0
0

( ) U ( x )k

k

u x k x
=

= −∑ )61ـ2(    

با  .همگرايي مسأله انتخاب خواهد شدنرخِ است كه با توجه به سري  جملات تعدادN كه در آن، 

  :شودزير نوشته مي فرمِ ادله ديفرانسيلِ مدنظر به، پاسخِ مع)61ـ2(در رابطة ) 60ـ2(قراردادنِ رابطة 

0

N

0
0 x

d ( )
( ) ( x )

d

k
k

k
k x

u x
u x x

x= =

 
= − 

 
∑   )62ـ2(  

 روشِ ، با اعمالِكندخاطر نشان مي .پركاربرد ارائه شده است تعدادي از تبديلات، 1ـ2 در جدولِ

آن متغيرِحاصل خواهد شد كه  3بازگشتي اي معروف به رابطةرابطه ديفرانسيل، مذكور به معادلات k 

                                           

1 Original function  
2
 Transformed function 

3
 Recurrence relation 
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]يافتة تبديل ، توابعkِ مقاديرِ با قراردادنِ. است ]U k بعد، اين كار براي  در بخشِ. آينددست ميهب

  .پذيردصورت ميديفرانسيلِ مورد بحث در اين فصل  معادله

  

  ]20[از عمليات روشِ تبديلِ ديفرانسيلي تعدادي  1ـ2جدولِ 

  يافتهتابعِ تبديل  تابعِ اصلي

( ) ( ) ( )u x w x v x= ±  [ ] [ ] [ ]U W Vk k k= ± 

( )( ) ( )u x w xα α= ∈ R [ ] [ ] ( )U Wk kα α= ∈ R 

d ( )
( )

d

w x
u x

x
= [ ] ( ) [ ]U 1 W 1k k k= + + 

2

2

d ( )
( )

d

w x
u x

x
= [ ] ( )( ) [ ]U 1 2 W 2k k k k= + + + 

m

m

d ( )
( )

d

w x
u x

x
= [ ] ( )( ) ( ) [ ]U 1 2 . . . m W mk k k k k= + + + + 

( ) ( ) ( )u x v x w x= [ ] [ ] [ ]
0

U V W
k

l

k l k l
=

= −∑ 

( ) ( ) ( ) ( )u x v x w x g x= [ ] [ ] [ ] [ ]
2

2 1

1 2 1 2
0 0

U V W G
lk

l l

k l l l k l
= =

= − −∑∑ 

m( )u x x= [ ] ( ) ( )
1 m

U m , m
0 m

k
k k k

k
δ δ

=
= − − = 

≠
 

[ ]( ) expu x xα= [ ]U
!

k

k
k

α
= 

  ـ اعمالِ روشِ تبديلِ ديفرانسيلي9ـ2

پيشين، حال برآنيم تا معادله  ديفرانسيلي در بخشِ تبديلِ روشِ و مبانيِ اوليه اصولِ پس از معرفيِ

شده در بيان در اين راستا و با استفاده از قوانينِ. مذكور حل نماييم روشِ را به) 14ـ2( ديفرانسيلِ

حاصل  بازگشتيِ پردازيم كه رابطةمي) 14ـ2( ديفرانسيلي بر معادلة لِتبدي روشِ ، به اعمال1ِـ2 جدولِ

  :آيددرمي) 63ـ2(رابطة  صورت به
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[ ]
[ ]

( )( )( )( )

2µ U
U 4

4 3 2 1

k
k

k k k k
+ =

+ + + +
)63ـ2(    

,...,0,1,2كه در آن، Nk ] و = ]U k ِيافتة  تبديل تابع(u ξ ) 63ـ2( طور كه در رابطةهمان. باشد مي (

] حاصل، بازگشتيِ در رابطة k مقاديرِ مشخص است، با قراردادنِ ]U ] بر حسبِ 4 ]U 0 ،[ ]U بر  5

] حسبِ ]U 1 ،[ ]U ] بر حسبِ 6 ]U 2، [ ]U ] بر حسبِ 7 ]U پس لازم . محاسبه خواهند شد... و  3

] مقاديرِ نخستاست كه  ]U 0 ،[ ]U 1، [ ]U ] و 2 ]U اين كار از  را محاسبه نماييم كه براي انجامِ 3

صورت يك  به يادآوري است كه در اين روش، پاسخِ لازم به. گيريممرزي مسأله كمك مي شرايط

و با ) 16ـ2( ر رابطةمذكور د سريِ لذا با قراردادنِ. شوددرنظر گرفته مي) 62ـ2(فرمِ رابطه  سري و به

0ξ فرضِ = EI دهيم،اي كه حولِ آن سري را بسط مينقطه، 0 L و =1   :داريم =1

[ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ]( )2 3 2
1K U 1 U 2 U 3 ... 6U 3 24U 4 120U 5 ...ξ ξ ξ ξ ξ+ + + = − + + + )64ـ2(    

ξدر ) 16ـ2(كه شرط مرزي با توجه به اين = ξمعتبر است، پس در رابطة فوق،  0 = قرار داده  0

  :گرددشود كه نتيجة زير حاصل ميمي

[ ]
[ ]1K U 0

U 3
6

=
−

)65ـ2(    

  :، داريم)17ـ2(با انجامِ عمليات مشابه براي شرط مرزي 

[ ]
[ ]2K U 1

U 2
2

= )66ـ2(    

بر حسبِ) 62ـ2( حاصل از رابطة ، سريِ)66ـ2( و) 65ـ2( با توجه به روابط [ ]U ] و 0 ]U خواهد  1

u) اين دو مقدار، تابعِ بود كه با يافتنِ ξ  انتهايِ مرزيِ براي اين منظور، از شرايط. حاصل خواهد شد (

پس از اعمالِ. جوييمبيان شده است، بهره مي )19ـ2(و  )18ـ2( تير كه در روابط مرزي،  اين دو شرط

حاصل خواهد شد )67ـ2(رابطة  دستگاهي همانند:  

[ ]

[ ]

U 0 0
[ ]

0U 1

    
=   
   

A )67ـ2(    

رف جايي كه تحليلِ ارتعاشِ آزاد تير مدنظر است، طهمچنين از آن. است 2×2 ماتريسي Aكه در آن 
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هاي غيربديهي داشته كه دستگاه موجود جواببراي اين حال. برابرِ صفر است) 67ـ2(راست رابطه 

هاي تير ، مقاديرِ فركانساين معادلهاز حلِ  .شودبرابر با صفر  A ماتريسِ دترمينانِباشد، كافي است 

  .ش داده شده استنماي 4ـ2الي  2ـ2حاصل خواهد شد كه در جداولِ 

عبارت ديگر،  به. خِ حاصل نيز حائزِ اهميت استاز سوي ديگر، تأثيرِ تعداد جملات سري در پاس

به سمت يك ) هاي حاصلفركانس(ها جواب، Nبايد به اين سؤال پاسخ داد كه آيا با افزايشِ مقدارِ 

توان از در پاسخِ به سوالِ فوق مي دهند؟ارِ ديگري از خود نشان ميشود و يا رفتمقدارِ واحد همگرا مي

در بخشِ نتايج  6ـ2الي  3ـ2 هايشكلبهره جست كه در » نمودار همگرايي«نمودارهايي تحت عنوانِ 

  .به نمايش درخواهد آمدو بحث، 

  ـ حلِ دقيق10ـ2

 پاسخِ .دهيمرا مدنظر قرار مي) 14ـ2( معادله ديفرانسيلِ، بستهو فرمِ دقيق حلِ دستيابي بهبراي 

  ]:5[است  )68ـ2(رابطة  صورت به) 14ـ2(عموميِ معادله ديفرانسيلِ 

0.5 0.5 0.5 0.5
1 2 3 4( ) c sin(µ ) c cos(µ ) c sinh(µ ) c cosh(µ )u ξ ξ ξ ξ ξ= + + + )68ـ2(    

چهار  ، به دستگاه)19ـ2(تا ) 16ـ2( شده در روابطبيان مرزيِ در شرايط) 68ـ2( رابطة با قراردادنِ

. مذكور، صفر خواهد بود هر چهار معادلة دستگاه راست يد كه طرفمعادله و چهار مجهول خواهيم رس

صفر را برابر با  4c ات 1c ضرايبِ ماتريسِ دستگاه، بايستي دترمينانِ غيربديهيِ پاسخِ لذا براي يافتنِ

  ]:3[ حاصل خواهد شد )69ـ2( در نتيجه معادلةقرار دهيم؛ 

( )( ) ( )

( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )( )

2 2 2 0.5 0.5
1 2 3 4 2 4 1 3

2 2 2 0.5 0.5
2 3 1 4 1 2 3 4

0.5 2 2 2 2 0.5 0.5
1 2 4 3 3 4 2 1

0.5 2 2 2 2 0.5 0.5
1 2 4 3 3 4 2 1

µ K K µ K K 2µ µ K K K K sin(µ )sinh(µ )

2µ K K K K µ K K µ K K cos(µ ) cosh(µ )

µ µ K K µ K +K µ K K µ K +K sin(µ ) cosh(µ )

µ µ K K µ K K µ K K µ K K cos(µ )sinh(µ )

+ + − −

+ + − − −

− − + −

− − − + − − 0=

 

)69ـ2(   

اكنون با قراردادنِ مقاديرِ مدنظر براي  .تعريف شده است) 23ـ2(تا  )20ـ2( روابطدر ، 4K تا 1K كه
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  .سختيِ فنرها و سپس حلِ معادلة فوق، نتيجه حاصل خواهد شد

  ثـ نتايج و بح11ـ2

-تكيه شرايط هاي متفاوت و تحتروش كارگيريِ حاصل از بهفركانسيِ  پارامترهاي ،بخشدر اين 

، به مذكور جداولِ. آيدمينمايش به  4ـ2الي  2ـ2 ، در جداولِاويلر ـ برنولي گاهي گوناگون براي تيرِ

گاهي مفصل ـ مفصل، تكيه در چهار حالت پارامترِ فركانسيمربوط به اولين، دومين و سومين  ترتيب،

jφ) تقريب توابعِ يا تعدادn  در اين راستا. گيردار ـ گيردار، گيردار ـ آزاد و مفصل ـ گيردار است ξ ) 

گيردار ـ آزاد، گاهي تكيه شرط محلي تحت و تجمعِ گالركين، پتروف ـ گالركينهاي كه براي روش

برابر  به ترتيب،گاهي، تكيه شرايط سايرِ است؛ و تحت 10و  4، 5برابر با  ، به ترتيب،ر گرفته شدهدرنظ

تبديل ديفرانسيلي  روشِ درنظر گرفته شده براي حل به جملات همچنين تعداد. باشدمي 11و  5، 6با 

N) است 37نيز برابر با  شود، براي هر روش ستوني تحت نامِ ديده مي طور كه در جداولِهمان .=(37

دقيق نشان  حلِ نسبت بهمدنظر را  حاصل از روشِ درنظر گرفته شده است كه خطاي پاسخِ» خطا«

  :شده است استفادهزير  رابطة ازبراي اين امر، . دهدمي

خطا  ext

ext

100
ω ω

ω

−
= × )70ـ2(    

هاي تقريبي وشدقيق و ر هاي حاصل از حلِترتيب، فركانس به، ω و extω ،)70ـ2(رابطة كه در 

 طور كه در جداول مشخص است، روشِهمان. است) ديفرانسيلي و تبديلِ داروزن هاي باقيماندةروش(

سه فركانس، و با توجه دقيق منطبق گشته و خطاي اين روش در هر  ديفرانسيلي كاملاً بر حلِ تبديلِ

محلي است تجمعِ ترين خطا مربوط به روشِبعد از آن، كم. گاهي، برابر با صفر استتكيه به هر شرايط .

هاي روش بالاي اين روش در قياس با سايرِ محلي، سرعت تجمعِ روشِ ديگر در موردتوجه  جالبِ نكتة

. گيري در اين روش استانتگرال عملياتبه  نياز ، عدمِآن است كه قطعاً يكي از دلايلِ داروزن باقيماندة

-تكيه تير، فارغ از شرايطفركانسيِ  پارامترِ اولينِ بررسي در يافتنِ هاي موردروش ديگر، كلية از منظرِ
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تير  پارامترِ فركانسيِدومين  هاي مذكور در يافتنِروش البته عملكرد. اندخطا عمل كرده گاهي، بدونِ

   .درصد بوده است 0331/0 رسد؛ زيرا بالاترين خطا در اين حالتنظر مي بهنيز خوب 

  

هاي پتروف ـ گالركين، گاهي با استفاده از روشتكيه متفاوت شرايط تحت تير پارامترِ فركانسيِاولين  2ـ2 جدولِ

  دقيق ديفرانسيلي و حلِ محلي، تبديلِ گالركين، تجمعِ

  مفصل ـ گيردار    گيردار ـ آزاد    گيردار ـ گيردار    فصلمفصل ـ م    روشِ مورد استفاده

  پتروف ـ گالركين
  4182/15    5160/3    3733/22    8696/9    مقدار

  0/0    0/0    0/0    0/0    (%)خطا 

  گالركين
  4182/15    5160/3    3733/22    8696/9    مقدار

  0/0    0/0    0/0    0/0    (%)خطا 

  تجمعِ محلي
  4182/15    5160/3    3733/22    8696/9    مقدار

  0/0    0/0    0/0    0/0    (%)خطا 

  تبديلِ ديفرانسيلي
  4182/15    5160/3    3733/22    8696/9    مقدار

  0/0    0/0    0/0    0/0    (%)خطا 

  4182/15    5160/3    3733/22    8696/9    مقدار  حلِ دقيق
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هاي پتروف ـ گالركين، گاهي با استفاده از روشتكيه متفاوت شرايط تحت تير پارامترِ فركانسيِ دومين 3ـ2جدولِ 

  دقيق ديفرانسيلي و حلِ محلي، تبديلِ گالركين، تجمعِ

  مفصل ـ گيردار    گيردار ـ آزاد    گيردار ـ گيردار    مفصل ـ مفصل    روشِ مورد استفاده

  پتروف ـ گالركين
  9636/49    0351/22    6885/61    4797/39    مقدار

  0026/0    0027/0    0255/0    0033/0    (%)خطا 

  گالركين
  9699/49    0354/22    6932/61    4796/39    مقدار

  0100/0    0041/0    0331/0    0030/0    (%)خطا 

  تجمعِ محلي
  9648/49    0347/22    6722/61    4782/39    مقدار

  0002/0    0009/0    0010/0    0005/0    (%)خطا 

  تبديلِ ديفرانسيلي
  9649/49    0345/22    6728/61    4784/39    مقدار

  0/0    0/0    0/0    0/0    (%)خطا 

  9649/49    0345/22    6728/61    4784/39    مقدار  حلِ دقيق

  

هاي پتروف ـ گالركين، گاهي با استفاده از روشتكيه متفاوت شرايط تحتتير  پارامترِ فركانسيِ سومين 4ـ2جدولِ 

  دقيق ديفرانسيلي و حلِ محلي، تبديلِ گالركين، تجمعِ

  مفصل ـ گيردار    گيردار ـ آزاد    گيردار ـ گيردار    مفصل ـ مفصل    روشِ مورد استفاده

  پتروف ـ گالركين
  276/105    8449/61    337/122    0185/89    مقدار

  9861/0    2394/0    1861/1    2163/0    (%)خطا 

  گالركين
  407/104    7628/61    131/121    8534/88    مقدار

  1525/0    1063/0    1886/0    0304/0    (%)خطا 

  تجمعِ محلي
  438/104    7013/61    047/121    9453/88    مقدار

  1823/0    0066/0    1191/0    1339/0    (%)خطا 

  تبديلِ ديفرانسيلي
  248/104    6972/61    903/120    8264/88    مقدار

  0/0    0/0    0/0    0/0    (%)خطا 

  248/104    6972/61    903/120    8264/88    مقدار  حلِ دقيق
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 ، به ترتيب، 6ـ2الي  3ـ2 هايشكلنمودارهاي همگرايي مربوط به روشِ تبديلِ ديفرانسيلي در 

شده  رسمگاهي مفصل ـ مفصل، گيردار ـ گيردار، گيردار ـ آزاد و گيردار ـ مفصل براي شرايط تكيه

ار رفته در كدهندة تعداد جملات بنمايش ، به ترتيب،، محورهاي افقي و عموديهاشكلدر اين . است

ها با ، پاسخ6ـ2الي  3ـ2هاي در شكل. هستند (µ)حاصل  پارامترِ فركانسيِو  (N) مذكورروشِ 

 تعداد هاشكل در كلية. مذكور است كه خود نشان از صحت روشِ اندافزايشِ تعداد جملات همگرا شده

37با  پارامترهاي فركانسي شود،و مشاهده مي درنظر گرفته شده است 142تا  22سري، از  جملات 

N) جمله از سري   .اندمانده ها ثابتآن سري، مقدارِ جملات و با افزايشِ پايدار رسيده ، به جوابِ=(37

  

  تيرِ مفصل ـ مفصل يِ اولِفركانسرِ پارامتديفرانسيلي مربوط به سه  تبديلِ همگراييِ روشِ نمودارِ 3ـ2شكلِ 

  

  

  گيردارـ  گيردارتيرِ يِ اولِ فركانسپارامترِ ديفرانسيلي مربوط به سه  تبديلِ همگراييِ روشِ نمودارِ 4ـ2شكلِ 
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  آزادـ  گيردارتيرِ يِ اولِ فركانسپارامترِ ديفرانسيلي مربوط به سه  تبديلِ همگراييِ روشِ نمودارِ 5ـ2شكلِ 

  

 

  مفصلـ  گيردارتيرِ يِ اولِ فركانسپارامترِ ديفرانسيلي مربوط به سه  تبديلِ همگراييِ روشِ نمودارِ 6ـ2شكلِ 

گاهيِ مفصل تحت چهار حالت تكيه اويلر ـ برنولي مودهاي تيرِ شكلِ از سوي ديگر، براي نمايشِ

براي . ايمهسازي كردنرمال مودها را شكلِگيردار ـ آزاد و مفصل ـ گيردار،  ـ مفصل، گيردار ـ گيردار،

  :ايماز رابطة زير سود جسته اين امر،

1
2

0

(
(

( ( d

l
l

lm

ξ
ξ

ξ ξ ξ

Φ )
Φ ) =

)Φ )∫
)71ـ2(    

l)كه  ξΦ l)و  ( ξΦ كلِ ش ،10ـ2الي  7ـ2هاي شكل. باشدم مياlُشده و شكلِ مود شكلِ مود نرمال ،(

  .اندرسم شدهتفاوت گاهيِ مشرايط تكيه برايكه با روشِ تبديلِ ديفرانسيلي و  است هشدمودهاي نرمال
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  شدة تيرِ مفصل ـ مفصل با استفاده از روشِ تبديلِ ديفرانسيليسازيشكلِ مود اول تا سومِ نرمال 7ـ2شكلِ 

  

 

  يردار ـ گيردار با استفاده از روشِ تبديلِ ديفرانسيليشدة تيرِ گسازيشكلِ مود اول تا سومِ نرمال 8ـ2شكلِ 

  

 

  شدة تيرِ گيردار ـ آزاد با استفاده از روشِ تبديلِ ديفرانسيليسازيشكلِ مود اول تا سومِ نرمال 9ـ2شكلِ 
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 نسيليشدة تيرِ مفصل ـ گيردار با استفاده از روشِ تبديلِ ديفراسازيشكلِ مود اول تا سومِ نرمال 10ـ2شكلِ 

  بنديجمعـ 12ـ2

گاه كلي و با استفاده از هبا شرايط تكي اويلر ـ برنوليدر اين فصل، به تحليلِ ارتعاش آزاد تيرهاي 

، تجمعِ محلي و گالركين، پتروف ـ گالركين، يعني سه روشِ دارهاي وزنهاي معروف باقيماندهوشر

-همراه رابطه هاي مذكور بهدر اين راستا، روش. روشِ نيمه تحليليِ تبديلِ ديفرانسيلي پرداخته شد

هاي هاي حاصل از روشسنجيِ پاسخمنظورِ صحت همچنين به. سازي هر كدام، توضيح داده شدند

مشاهده . ها نيز بيان گرديدهاي حاصل با حلِ دقيق مقايسه گرديدند و خطاي آنالذكر، كلية پاسخفوق

صل از تقريبِ خوبي برخوردار بود و در مورد روشِ تبديلِ هاي حاشد كه در تماميِ موارد، پاسخ

همچنين سرعت و دقت بالا، و . آمده كاملاً بر حلِ دقيق انطباق داشتدستههاي بديفرانسيلي، پاسخ

هاي نيز، شكلِ مود پايان در. حال حجمِ محاسبات كم در روشِ تجمعِ محلي نيز نمايان گشت در عينِ

گاهي مفصل ـ مفصل، گيردار ـ گيردار، گيردار ـ آزاد و مفصل چهار حالت تكيه سازي شده براينرمال

گيري نمود كه روشِ توان چنين نتيجهمياز نتايجِ مندرج در اين فصل . ـ گيردار نمايش داده شد

تواند و اصول اولية ساده، مي سازيرابطهتبديلِ ديفرانسيلي با دقت و سرعت همگرايي بالا و همچنين 

ها و ، در پيداكردنِ فركانسدارهاي وزنباقيمانده آشناترِهاي ناممناسب در كنار روش عنوانِ روشي هب

  .شكلِ مودهاي تير مورد استفاده قرار بگيرد
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  سوم صلِف

تحليلِ ارتعاش آزاد تيرِ غيردِوار به 

 كلاسيك اجزاي محدود روشِ
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 مقدمهـ 1ـ3

روشِ در مرسوم  از آن توابعِ شكلِ پسو كلاسيك  زاي محدودروشِ اج سازيِرابطهدر اين فصل، 

توضيح داده خواهند  صورت كامل ، بهاويلر ـ برنوليبراي تحليلِ ديناميكيِ تيرهاي  اجزاي محدود

با نيز فصل اين ، مشابه فصلِ قبل .هاي آتي فراهم آيدتا مقدمات لازم، براي بهبود آن در فصل شد

  . پايان خواهد رسيد به بنديجمعو  نتايج

  اجزاي محدود هاي روشِويژگي و پژوهش يشينةپ ـ2ـ3

در . پژوهشگران بوده استپيشِ روي  هاي اساسيِ حلِ معادلات ديفرانسيل همواره يكي از چالش

هايي براي  دستة اول، تلاش. توان به دو دستة كلي تقسيم نمود را مي محققينهاي  اين راستا، تلاش

هاي رياضي مانند روشِ تفكيك با استفاده از تكنيك بسته مربوط به هر معادله فرمِ هاي يافتن پاسخ

ها وجود نداشت، لذا مسائلِ پيچيده، امكانِ يافتنِ اين دسته از پاسخكه در جايياز آن .استمتغيرها 

 .يب كردغترمعادلات ديفرانسيل  يافتنِ الگويي منعطف و قابلِ اعتماد براي تماميِ هپژوهشگران را ب

معادلات ديفرانسيل گرديده  هاي عددي متفاوت براي حلِ هاي دستة دوم منجر به ايجاد روش تلاش

  .اشاره كرد... و  تفاضلات محدود شيوة، توان به روشِ اجزاي محدود مي است كه از آن جمله

ابعي نامعين را شده روي يك زيردامنه، براي تقريبِ تگونِ تعريفكارگيري توابعِ پيوستة قطعهب

بعضي  اگرچه. استفاده نمود اجزاي مثلثي سواركردنِ، يافت كه از 1943، سالِ كورانتتوان در كارِ مي

 )1943( كورانتو ) 1941( هرينيكفتوان در كارهاي اجزاي محدود را مي هاي كليدي روشِويژگي

) 1956( تاپو  مارتين، لافك ،ترنرو ) 1960( كلسيو  آرگيريسيافت؛ اما اراية رسمي آن به نامِ 

از . استفاده شد 1960 در سالِ لافك بار توسط، اولين»اجزاي محدود« عبارت. نسبت داده شده است

بسياري  تصاعدي رشد نموده و امروزه تعداد صورت اجزاي محدود به آثار دربارة كاربرد آن هنگام، نشرِ

18[ باشدروش اختصاص يافته است، موجود مي اين مجلة علمي كه تنها به نظريه و كاربرد[.  

استفاده  مورد هاي مرزي يا اوليةهاي با شرططورِ كلي، روشِ اجزاي محدود براي حلِ مسأله به
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هاي ديگر را با اين ها و گونهها، پوستهها، صفحهقابتيرها، توان خرپاها، ها، ميدر سازه. گيردقرار مي

  .]17[ شيوه تحليل نمود

. گرددسألة مختلف استفاده ميچهار دسته م كلي، براي تحليلِ طورِ اجزاي محدود، به ز روشِا

... مكان و  مقدارهاي تنش، تغييرِ اين دسته شاملِ. هاي يكنواخت يا تعادل نام دارنداول، مسأله دستة

 ر اين حالت، بهاجسام د رفتارِماتريسي حاكم بر  معادلة. مانندزمان ثابت باقي مي است كه در طيِ

 :شودنوشته مي )1ـ3(رابطة كلي  شكلِ

[ ]{ } { }=K D P   ( 1ـ3 ) 

]كه در آن،  ]K ِمشخصه،  ماتريس{ }D ِهاي گرهي و مجهول بردار{ }P ِگرهي  مقدارهاي معلوم

  .]17[ اندمسأله

در . گيردتوجه قرار مي ، موردآزاد نوسانِ هستند كه در تحليلِ 1هاي مقدار ويژهدستة دوم، مسأله

تعادل ميسر  ها چندين وضعيتهاي تعادل هستند كه در آنخاصي از مسأله ها، نوعِاين مسأله ،واقع

. گردندن مشخص ميويژة وابسته به آ ويژه و يك بردارِ ها با يك مقدارِهر يك از اين وضعيت. است

  :آيدميدر )2ـ3(رابطة  فرمِ معادلة كلي اين گروه، به

[ ] [ ]( ){ } { }0λ− =K M X )2ـ3(   

} ،، مقدارِ ويژهλدر اين رابطه  }X ،بردارِ ويژه [ ]K  و[ ]M 17[ معلومِ دستگاه است هايماتريس[.  

تغييرِ مكان و  هاي گرهيِمجهول ،در اين دسته. ي وابسته به زمان استهاگروه سوم شاملِ مسأله

به صورت زير  ،كلي در حالتها، معادلة حاكم بر رفتارِ اين دستگاه. ها تابعي از زمان هستندمانند اين

  :است

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } ( ){ }+ + =M D C D K D P t&& & )3ـ3(    

آمده شاملِ مشتقِ دومِ متغيرِ گرهي نسبت به زمان است و دسته، معادلة ب)3ـ3(رابطة كه در 

                                           

1
 Eigenvalue problems 
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]هاي ماتريس ]K ،[ ]C ،[ ]M  و( ){ }P t 17[ باشندمقدارهاي معلوم مي[.  

تنها مشتقِ اولِ متغيرِ گرهي، مانند كرنش، حرارت، پتانسيل و فشار نسبت به ، تة چهارمدر دس

  :]17[ است )4ـ3(رابطة  صورت زمان وجود دارد و معادلة كلي آن به

[ ]{ } [ ]{ } { }+ =C D K D P& )4ـ3(    

جسمي ند توامي دامنة مسأله. گرددبه اجزايي تقسيم مي دامنة مسأله در روشِ اجزاي محدود،

ه نامِ گره به دهندة جسم، تنها در نقاطي بشود كه اجزاي تشكيلفرض مي. جامد، مايع يا گاز باشد

فشار و  مكان، تنش، اصلي مانند تغييرِ مجهولِ تابعِ واقعيِ جا كه تغييراتاز آن .پيوندنديكديگر مي

ها بر حسبِاين تابع. گرددمي تابعي ساده براي آن فرض ؛جسم معلوم نيست ها، در داخلِاين مانند 

ها هاي آنهنگامي كه معادلة حاكم بر جسم برپا گردند، مجهول. شوندهاي گرهي نوشته ميمجهول

-دست ميهها بهاي مزبور، مجهولدستگاه معادله پس از حلِ. ميدان خواهند بود مقدارهاي گرهي تابعِ

  .]17[ آيند

 ،، در ادامهيمو تاريخچة پيدايشِ آن پرداختمرسوم  محدود روشِ اجزاي اجماليِ معرفيِ حال كه به

  .غيرِدوار اعمال كنيم اويلر ـ برنوليتيرِ حاكمِ  ديفرانسيلِ بر معادلهمزبور را روشِ برآنيم تا 

  روشِ اجزايِ محدود بنديِفرمولـ 3ـ3

غيرِدوارِ  هايحاكم بر تيردر فصلِ دوم، معادله ديفرانسيلِ كه يادآوري است  لازم به نخست،

در  اويلر ـ برنولي معادلة تيرِ، در اين بخش. صورت كامل استخراج و شرح داده شد به ـ برنولياويلر

براي اين منظور، طرفينِ . گرددحل مي گالركين با استفاده از روشِ اجزاي محدودو حالت ديناميكي 

)wدر تابعِ وزنِ ) 5ـ2(معادلة  , )x t شايانِ ذكر است اين عمل  .شودضرب ميطولِ  لماني بهبر روي ا

eL پذيردانجام مي.  

e e e2 2 2
L L L

2 2 20 0 0

( , ) ( , )
w( , ) EI d w( , )ρA d w( , )q( , )d

u x t u x t
x t x x t x x t x t x

x x t

 ∂ ∂ ∂
+ = 

∂ ∂ ∂ 
∫ ∫ ∫   )5ـ3( 
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ذكر  لازم به. كنيمتبديل  1فرمِ ضعيف بهجزء بهجزء گيريوسيلة انتگرال رابطة فوق را به بايستيحال 

 موجود در معادله و در نتيجه كاهشِ مشتقِ مرتبة حاكم، يعني كاهشِ معادلة يفضع فرمِ يافتنِاست، 

پيوستگي تابعِ مجهول ياد  شدنِ مرتبةكه در اصطلاح از آن به ضعيف مجهول پيوستگي تابعِ مرتبة

  :گرددديل ميتب )6ـ3(رابطة صورت  به) 5ـ3(، جملة اول رابطة نتيجه در .شودمي

e

e

e

2 2
L

2 20

L
2 2

L

2 20
0

( , )
w( , ) EI d

( , ) w( , ) ( , )
w( , ) EI EI d

u x t
x t x

x x

u x t x t u x t
x t x

x x x x x

 ∂ ∂
= ∂ ∂ 

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
−    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

∫

∫

  )6ـ3(  

 4ـ2(و ) 3ـ2(با جايگذاري روابط ( درطرف  رابطة راست)در جزء، بهگيري جزءو اعمالِ انتگرال) 6ـ3

  :داريمنهايت 

e

e

e

2 2
L

2 20

L2 2 2
L

2 2 20
0

( , )
w( , ) EI d

w( , ) ( , ) w( , ) ( , )
w( , )V( ) EI EI d

u x t
x t x

x x

x t u x t x t u x t
x t x x

x x x x

 ∂ ∂
= 

∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂
− + 

∂ ∂ ∂ ∂ 

∫

∫

)7ـ3(    

پس  .هستند xنسبت به  ان تضعيف كرد؛ زيرا فاقد مشتقتورا نمي) 5ـ3(جملة دوم و سومِ رابطة  

  :در نتيجه. قرار داده شود) 5ـ3(در رابطة و نتيجة حاصل ) 7ـ3(رابطة در ) 4ـ2(رابطة كافي است 

e e

e
e

2 2 2
L L

2 2 20 0

L
L

0
0

w( , ) ( , ) ( , )
EI d w( , )ρA d

w( , )
w( , )q( , )d M( ) w( , )V( )

x t u x t u x t
x x t x

x x t

x t
x t x t x x x t x

x

∂ ∂ ∂
+

∂ ∂ ∂

∂ 
= + − ∂ 

∫ ∫

∫
)8ـ3(     

هاي اساسي روشِ اجزاي محدود بيان گردد كه در آن توابعِ براي ادامة كار، لازم است يكي از فرض

( , )u x t  وw( , )x t ،بهترتيب،  به  صورت گردندتعريف مي )10ـ3(و ) 9ـ3(روابط:  

[ ]{ }( , ) ( ) ( )u x t x t= N U )9ـ3(    

[ ]{ }w( , ) ( ) ( )x t x t= N w )  10ـ3(    

                                           

1
 Weak form 
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)در روابط فوق،  )xN توضيح  است كه در بخشِ بعد 2يا ماتريسِ توابعِ درونياب 1ماتريسِ توابعِ شكل

). شودميداده  )tU  و( )tw، فرضِ  با. و تابعِ وزن هستندتابعِ مجهول  ترتيب، بردارِ مقاديرِ گرهيِ به

زير  فرمِ بهرا مذكور  ابعِوت توان مشتقات مكاني و زمانيِمي، )10ـ3(و ) 9ـ3(پذيرفته در روابط صورت

  :تعريف نمود

{ }

[ ]

{ }

{ }

2 2

2 2

2 2

2 2

T
T

T2 2
T

2 2

( , ) ( )
( )

( , ) ( )
( )

w( , ) ( )
( )

w( , ) ( )
( )

u x t x
t

x x

u x t t
x

t t

x t x
t

x x

x t x
t

x x

  ∂ ∂
=  

∂ ∂ 
  ∂ ∂
 =  

∂ ∂  


∂ ∂  =   ∂ ∂ 

  ∂ ∂

=  
∂ ∂  

N
U

U
N

N
w

N
w

)11ـ3(    

 )12ـ3(رابطة فرمِ  نتيجه به. شودميقرار داده ) 8ـ3(، در رابطة )11ـ3(و ) 10ـ3(روابط  در ادامه

  :است

{ } { }

{ } [ ] [ ] { } [ ]

{ } { } [ ]

e

e e

e

T2 2
L T

2 20

2
L LT TT T

20 0

LT
TT T

0

( ) ( )
( ) EI ( ) d

( )
( ) ( ) ρA ( ) d ( ) ( ) q( , )d

( )
( ) M( ) ( ) ( ) V( )

x x
t t x

x x

t
t x x x t x x t x

t

x
t x t x x

x

   ∂ ∂
   

∂ ∂   

 ∂
+ = 

∂ 

 ∂ 
+ −  ∂   

∫

∫ ∫

N N
w U

U
w N N w N

N
w w N

 

)12ـ3(   

 با حذف{ }
T

( )tw  گرددحاصل مي) 13ـ3(بازنويسي آن، رابطة  و) 12ـ3(از طرفينِ رابطة:  

                                           

1 Shape functions 

2 Interpolation functions   
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[ ] [ ] { }

[ ] [ ]

e e

e

e

T2 2 2
L LT

2 2 20 0

LT
L T T

0
0

( ) ( ) ( )
( ) ρA ( ) d EI d ( )

( )
( ) q( , )d M( ) ( ) V( )

t x x
x x x x t

t x x

x
x x t x x x x

x

     ∂ ∂ ∂
+     ∂ ∂ ∂     

 ∂ 
= + −  ∂   

∫ ∫

∫

U N N
N N U

N
N N

)13ـ3(    

  :شودفرمِ زير نوشته مي به) 13ـ3(رابطة 

{ } { } { }
2

2

( )
( )

t
t

t

 ∂
   + = +    ∂ 

e e e eU
M K U Q P )14ـ3(    

كه در آن معادلة فوق، معادلة حاكم بر هر المان از تير است   
eM  و  

eK ،ماتريسِ  ،ترتيب به

}همچنين، . جرم و سختي المان نام دارند }eQ  و{ }eP، بردارِ بارهاي معادلِ گرهيِ ،ترتيب به 

، )14ـ3(و ) 13ـ3(از مقايسة رابطة . هستند المان و بردارِ بارهاي مرزي گستردة المان  
eM ،

  
eK،{ }eQ  و{ }eP، زير تعريف مي و بهترتيب،  به شوندصورت:  

[ ] [ ]
eL T

0
( ) ρA ( ) dx x x  =  ∫

eM N N )15ـ3(    

e
T2 2

L

2 20

( ) ( )
EI d

x x
x

x x

   ∂ ∂
  =      ∂ ∂   

∫
e N N

K )16ـ3(    

{ } [ ]
eL T

0
( ) q( , )dx x t x= ∫

eQ N )17ـ3(    

{ } [ ]

eLT
T

0

( )
M( ) ( ) V( )

x
x x x

x

 ∂ 
= −  ∂   

e N
P N )18ـ3(    

  :گرددصورت زير حاصل مي هاي هر المان، معادلة حاكم بر كلِ تير بهپس از سواركردنِ ماتريس

[ ] [ ]{ } { } { }
2

2

( )
( )

t
t

t

 ∂
+ = + 

∂ 

U
M K U Q P )19ـ3(    

]كه در رابطة فوق  ]M ،[ ]K،{ }Q  و{ }P، بردارِ بارهاي  ترتيب، ماتريسِ جرم، ماتريسِ سختي، به

، يك معادله ديفرانسيلِ )19ـ3(معادلة  .كلِ تير هستند گسترده و بردارِ بارهاي مرزيِ معادلِ گرهيِ

به حوزة فركانس در  از طرفينِ آن و انتقالِ آن فوريهماتريسي است كه در ادامه با گرفتنِ تبديلِ 

بديهي  .گرددهاي طبيعي و شكلِ مودهاي تير استخراج ميحالت ارتعاشِ آزاد، معادلة حاكم بر فركانس



40 
 

}است در حالت ارتعاشِ آزاد،  }Q  و{ }P لذا داريم. برابر با صفر است:  

[ ] [ ]{ } [ ]
2

2

( )
( ) 0

t
t

t

  ∂
 + =    ∂  

U
M K UF F F )20ـ3(    

}. است فوريهنماد تبديل  Fدر رابطة فوق،  }2 2( )t t ∂ ∂ UF برابر است با:  

{ }
2

2

2

( )
( )

t
t

t
ω

  ∂
= −      ∂  

U
UF  F )21ـ3(    

  :، داريم)20ـ3(در رابطة ) 21ـ3(با قراردادنِ رابطة . تير است طبيعيِ هايفركانس ωكه  

[ ] [ ]( ) { } { }2 ( ) 0tω− =  K M U F )22ـ3(    

 با تعريف{ }( )t  UF به  صورت{ }φ كه ،φ آيدفرمِ زير درمي شكلِ مود نام دارد، معادلة فوق، به:  

[ ] [ ]( ){ } { }2 0ω φ− =K M  )323ـ(  

- ههاي طبيعي و شكلِ مودهاي تير را بتوان فركانسمي) 23ـ3( دارِ ويژةحلِ مسألة مقبا اكنون 

طور كه بالاتر نيز ذكر همان .آوريمدست ميهربوط به تير را بم حال در ادامه، توابعِ شكلِ. دست آورد

)گرديد،  )xN  درابعِ وت معرفيِ بعد، به در بخشِ. ، ماتريسِ توابعِ شكل است)18ـ3(الي ) 9ـ3( روابط

  .شكل خواهيم پرداخت

  در اجزاي محدود ـ توابعِ شكل4ـ3

اجزاي محدود بسيار دشوار و حتي غيرممكن است، از  دقيق در روشِ ميدانِ تابعِ جاكه يافتنِآن از

اي  چندجمله ها توابعِترين آنكه ساده گردداستفاده مي هاي معينمشخصهفرضي با  يابِدرون توابعِ

 .]17[ است هاگيري از آنمشتقروند  بودنِاي، سادهكاربردنِ توابعِ چندجملهيك دليلِ ب. باشدمي

- به اين ترتيب، شمارِ جمله. گرددي تقسيم ميدود، دامنة تابع به اجزاي كوچكاجزاي مح روشِ در

شده نيز قابل ذفهاي حشود و اثرِ جملهتر ميكمشده معلومِ فرض تابعِ زدنِهاي لازم براي تخمين

روشِ اجزاي محدود  هاي درجة بالا،سببِ حذف جمله سازد، بهخاطر نشان مي. پوشي خواهد بودچشم
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بايد . كندها درجة بالايي دارد، دست پيدا نميهايي كه تابعِ ميدانِ آنهرگز به پاسخِ واقعي آن مسأله

هرچه توان، به پاسخِ نيز افزايشِ تعداد اجزا مياي مورد استفاده و آگاه بود، با افزايشِ درجة چندجمله

بر اساسِ مراجعِ  كردنِ توابعِ شكلاي كلي براي پيدادر ادامه، رابطه ].17[بسيار نزديك شد تر، دقيق

  .، ارائه خواهد شد]18و  17[

)را ) 5ـ2(معادلة تقريبيِ تابعِ پاسخِ  , )u x t ور كه اشاره شد، استفاده از طهمان. گيريممي درنظر

  :باشدكارها ميترينِ راهاي براي بيانِ تابعِ تقريبي، يكي از معروفتوابعِ چندجمله

2 3 n
0 1 2 3 n( ) α α α α ... αu x x x x x= + + + + + )24ـ3(    

n) 24ـ3(در رابطة تعداد جملات . هول هستند، همگي ضرايبِ مجnαتا  0α،1αكه در آن،  است  +1

رابطة  فرمِ ماتريسيِ توان بهرا مي) 24ـ3(رابطة . كه برابر با تعداد درجات آزادي هر المان است

  :بازنويسي كرد )25ـ3(

[ ]{ }( ) ( )u x x= f α )25ـ3(    

]كه در آن،  ]( )xf  ماتريسِ سطري توابعِ معلوم و{ }αبه رِ ستوني ضرايبِ مجهول است كه، ، بردا

  :شوندتعريف مي) 27ـ3(و ) 26ـ3(روابط  صورت به ،ترتيب

[ ] 0 1 2 3 n( )x x x x x x =  f K )26ـ3(    

{ } [ ]
T

0 1 2 3 nα α α α α=α K )27ـ3(    

α لمان كه تعدادشان دقيقاً برابر با تعدادا از سوي ديگر، درجات آزاديِ jِمجهول است  هاي

( 0,1, 2,...n)j =تابعِ مجهول يا مشتقات مجهول در نقاطي  تابعِ ، چيزي نيستند جزء مقاديرِ خود

Uآزادي را با  ؛ بنابراين اگر درجات)يا نقاط گرهي( مشخص j  نشان دهيم( 0,1, 2,...n)j   :، داريم=

i

m

m

x

d ( )
U

d
j

x

u x

x
=

= )28ـ3(    

تابع مرتبة مشتقِ  بيانگرِ mهمچنين . نقاط مشخص هستندمختصات دهندة نشان ixدر رابطة فوقِ 

در تعريف هر درجة آزادي، ) 24ـ3(توان با قراردادنِ رابطة اين ترتيب مي به. نقاط مشخص هستنددر 
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αكه مجهولات موجود در معادلات حاصل، همان  دست آوردهبه تعداد درجات آزادي معادله ب j ها

)هستند  0,1, 2,...n)j - ميتشكيل را ) 29ـ3(ابطة فرمِ رت حاصل، دستگاهي مربعي به معادلا. =

   :دهند

{ } [ ]{ }=U G α   )29ـ3( 

}، فوقدر رابطة  }U  و[ ]G ،آزادي و ما ،ترتيب به در حقيقت . تريسِ مربعي معلوم استبردارِ درجات

]از ماتريسِ  اُمi سطرِ ]G مقاديرِ ماتريسِ سطري ،[ ]( )xf  آن در تابعِ مجهول يا مشتقات در خود

 نقاط مشخص مختصاتix است. { }α  آيددست ميبه زيراز رابطة:  

{ } [ ] { }
1−

=α G U )30ـ3(    

  :است )31ـ3(رابطة فرمِ  حاصل به. جايگذاري نماييم) 25ـ3(كافي است رابطة فوق را در رابطة 

[ ][ ] { }
1

( ) ( )u x x
−

= f G U )31ـ3(    

)از سوي ديگر،  )u x توان بهرا مي نيز نوشت )32ـ3(رابطة  صورت:  

[ ]{ }( ) ( )u x x= N U )32ـ3(    

]، )32ـ3(و ) 31ـ3(ايسة روابط از مقاكنون  ]( )xN  تعريف ) 33ـ3(فرمِ رابطة  بهيا همان توابعِ شكل

  :گرددمي

[ ] [ ][ ]
1

( ) ( )x x
−

=N f G ) 33ـ3(     

  .دست خواهيم آوردهرا ب تيرِ غيرِدوارشده، توابعِ شكلِ المانِ در ادامه با استفاده از روابط بيان

  ابعِ شكلِ المانِ خمشيـ تو5ـ3

نشان داده شده است را  1ـ3كه در شكلِ  4Uتا  1U، با چهار درجة آزادي eLطولِ  الماني به

بر اساسِ ) 37ـ3(الي ) 34ـ3(در روابط  ،ترتيب ، به4Uتا  1Uمقاديرِ درجات آزادي . درنظر بگيريد

 .بيان شده است) 28ـ3(رابطة 

1U (0)u= )34ـ3(    
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2
0

d ( )
U

d x

u x

x =

=   )35ـ3(  

e
3U (L )u= )36ـ3(    

e
4

L

d ( )
U

d x

u x

x =

=   )37ـ3( 

 

  ]18[انِ خمشي با چهار درجة آزادي لما 1ـ3شكلِ 

[ ]( )xf  و[ ]G ِبه ترتيب، به 4×4، يك ماتريسِ مربعي ، خواهند بود) 39ـ3(و ) 38ـ3(فرمِ روابط:  

[ ] 1 2 3( ) 1x x x x =  f )38ـ3(       

[ ] e e 2 e 3

e e 2

1 0 0 0

0 1 0 0

1 L (L ) (L )

0 1 2L 3(L )

 
 
 =
 
 
 

G )39ـ3(    

]هاي ماتريسِ در درايه با اندكي دقت ]G از قرار دادنِ هاي هر سطرِ آن، دريافت كه، درايهتوان مي

 گرددحاصل مي) 38ـ3(، در رابطة )37ـ3(الي ) 34ـ3(قانونِ حاكم بر روابط . حال با توجه به روابط

]ماتريسِ ، )39ـ3(و ) 38ـ3( ]( )xN به) 33ـ3(اسِ رابطة بر اس آيددرميزير  صورت:  

[ ] 1 2 3

e 2 e e 2 e

e 3 e 2 e 3 e 2

1 0 0 0

0 1 0 0

3 2 3 1
( ) 1

(L ) L (L ) L

2 1 2 1

(L ) (L ) (L ) (L )

x x x x

 
 
 
 − − −

 =   
 
 −
 
 

N )40ـ3(    

]، معكوسِ ماتريسِ )40ـ3(ماتريسِ موجود در رابطة  ]G ماتريسِ سطري . است[ ]( )xN  چهار درايه

  :نامگذاري كرد) 45ـ3(الي ) 41ـ3(روابط فرمِ كلي  ها را بهتوان آندارد كه مي
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[ ] [ ]1 2 3 4( ) N ( ) N ( ) N ( ) N ( )x x x x x=N )41ـ3(     

2 3
1 e 2 e 3

3 2
N ( ) 1

(L ) (L )
x x x= − + )42ـ3(    

2 3
2 e e 2

2 1
N ( )

L (L )
x x x x= − + )43ـ3(    

2 3
3 e 2 e 3

3 2
N ( )

(L ) (L )
x x x= − )44ـ3(    

2 3
4 e e 2

1 1
N ( )

L (L )
x x x= − + )45ـ3(    

  .اندرسم شده 5ـ3الي  2ـ3اي هدر شكل ،ترتيب به ،شدة بالاتوابعِ شكلِ بيان

  

]تغييرات اولين تابعِ شكلِ مرسوم  2ـ3شكلِ  ]1N ( )x  

  

  

]تابعِ شكلِ مرسوم  دومينتغييرات  3ـ3شكلِ  ]2N ( )x  
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]تغييرات سومين تابعِ شكلِ مرسوم  4ـ3شكلِ  ]3N ( )x  

  

  

]ييرات چهارمين تابعِ شكلِ مرسوم تغ 5ـ3شكلِ  ]4N ( )x  

- دادنِ آنتوانيم با قرارقرار گرفتند، مي خمشي در دسترس كه چهار تابعِ درونيابِ المانِ تيرِ اكنون

بيان شده است، اين ) 16ـ3(و ) 15ـ3(در روابط  ،ترتيب بهر تعريف ماتريسِ جرم و سختي، كه، ها د

eKدر اين راستا، . بيابيم 1ـ3را براي المانِ شكلِ  دو ماتريس ij  ِدراية سطرiُم و ستونِ اjُمِ ماتريسِا 

  :استجرمِ المان  ماتريسِمِ اjُنِ م و ستواiُدراية سطرِ  eMijالمان و  سختيِ

e 22
L

e

2 20

N ( )N ( )
K EI dji

ij

xx
x

x x

∂∂
=

∂ ∂∫ )46ـ3(    

eL
e

0
M N ( )ρA N ( )dij i jx x x= ∫ )47ـ3(    
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,كه در روابط بالا،  1, 2,3,..., ni j جرم و  هايروابط فوق آشكار است كه ماتريس با توجه به. هستند =

، )47ـ3(و ) 46ـ3(در روابط ) 45ـ3(الي ) 42ـ3(پس از قرار دادنِ روابط  .سختي متقارن هستند

آيندبه فرمِ زير درمي ،ترتيب ، به1ـ3شكلِ داده شده در نشانلمانِ منشوريِ ماتريسِ سختي و جرمِ ا:  

e e

e e 2 e e 2

e 3 e e

e e 2 e e 2

12 6L 12 6L

6L 4(L ) 6L 2(L )EI

(L ) 12 6L 12 6L

6L 2(L ) 6L 4(L )

 −
 

−   =   − − −
 

− 

e
K )48ـ3(    

e e

e e 2 e e 2

e

e e

e e 2 e e 2

13 11L 9 13L

35 210 70 420

11L (L ) 13L (L )

210 105 420 140
ρΑL

9 13L 13 11L

70 420 35 210

13L (L ) 11L (L )

420 140 210 105

 −
 
 

− 
 

  =   
− 

 
 

− − − 
  

eM )49ـ3(    

به تحليلِ  ،استخراج و بيان گرديد، در ادامهخمشي  ي جرم و سختي المانِهاكه ماتريس اينك

، كه ديفرانسيلي تبديلِ ِهاي روشهاي حاصل را با فركانسپرداخته و فركانسغيرِدوار  ارتعاش آزاد تيرِ

  .نماييممقايسه مي دست آمدند،هدر فصلِ دوم ب

  نتايج و بحثـ 6ـ3

بيان  4ـ2الي  2ـ2قبل و در جداولِ  ديفرانسيلي، كه در فصلِ بديلِت ، از نتايجِ روشِدر اين بخش

نتايجِ مذكور در . كنيمسنجيِ نتايجِ حاصل از روشِ اجزاي محدود استفاده ميبراي صحت گرديد،

گاهي مفصل ـ مفصل، گيردار ـ گيردار، گيردار ـ آزاد، براي چهار حالت تكيه 3ـ3الي  1ـ3جداولِ 

علاوه بر اين، در . شده است درج، مذكورا توجه به تعداد المانِ متفاوت در روشِ مفصل ـ گيردار و ب

، مقدار خطاي حاصل از روشِ اجزاي محدود در قياس با روشِ تبديلِ »خطا«ستوني تحت نامِ 

بر حسبِ درصد بيان كه در فصلِ قبل ثابت شد كه دقيقاً منطبق بر پاسخِ دقيق است، ديفرانسيلي 

  :ايمبهره جسته )50ـ3(راي اين امر، از رابطة ب .شده است
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خطا DTM FEM

DTM

100
ω ω

ω

−
= × )50ـ3(   

هاي تبديلِ ديفرانسيلي و اجزاي هاي حاصل از روشفركانس ،ترتيب به، FEMωو  DTMωدر رابطة فوق، 

  .باشندمحدود مي 

  

 روشِ تبديلِ ديفرانسيلي و روشِگاهي با استفاده از تكيه متفاوت شرايط تير تحت ارامترِ فركانسيِپاولين  1ـ3جدولِ 

لمانِ متفاوت اجزاي محدود با تعدادا  

  گاهيشرايط تكيه

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  روشِ اجزاي محدود  

  المان 40    المان 20    المان 5  

  (%)خطا   مقدار    %)(خطا   مقدار    (%)خطا   مقدار  

  0/0  8696/9    0/0  8696/9    0111/0  8707/9    8696/9  مفصل ـ مفصل

  0/0  3733/22    0/0  3733/22    0545/0  3855/22    3733/22  گيردار ـ گيردار

  0114/0  5164/3    0/0  5160/3    0028/0  5161/3    5160/3  گيردار ـ آزاد

  0006/0  4181/15    0006/0  4181/15    0259/0  4222/15    4182/15  مفصل ـ گيردار

  

روشِ تبديلِ ديفرانسيلي و گاهي با استفاده از تكيه متفاوت شرايط تير تحت پارامترِ فركانسيِ دومين 2ـ3جدولِ 

  اجزاي محدود با تعداد المانِ متفاوت روشِ

  گاهيشرايط تكيه

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  روشِ اجزاي محدود  

  المان 40    المان 20    المان 5  

  (%)خطا   مقدار    (%)خطا   مقدار    (%)خطا   مقدار  

  0/0  4784/39    0008/0  4787/39    1657/0  5438/39    4784/39  مفصل ـ مفصل

  0002/0  6727/61    0015/0  6737/61    3989/0  9188/61    6728/61  گيردار ـ گيردار

  0/0  0345/22    0/0  0345/22    0499/0  0455/22    0345/22  گيردار ـ آزاد

  0016/0  9641/49    0006/0  9646/49    2624/0  096/50    9649/49  مفصل ـ گيردار
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روشِ تبديلِ ديفرانسيلي و گاهي با استفاده از تكيه متفاوت شرايط تير تحت پارامترِ فركانسيِ سومين 3ـ3جدولِ 

  اجزاي محدود با تعداد المانِ متفاوت روشِ

  گاهيشرايط تكيه

روشِ 

لِ تبدي

  ديفرانسيلي

  روشِ اجزاي محدود  

  المان 40    المان 20    المان 5  

  (%)خطا   مقدار    (%)خطا   مقدار    (%)خطا   مقدار  

  0001/0  8265/88    0033/0  8293/88    7940/0  5317/89    8264/88  مفصل ـ مفصل

  0/0  903/120    0058/0  91/120    3838/1  576/122    903/120  گيردار ـ گيردار

  0/0  6972/61    0015/0  6981/61    3592/0  9188/61    6972/61  ردار ـ آزادگي

  0029/0  245/104    0010/0  249/104    0676/1  361/105    248/104  مفصل ـ گيردار

  

 به، 9ـ3الي  6ـ3هاي در شكل ،نمودارهاي همگرايي مربوط به روشِ اجزاي محدود در ادامه،

مفصل، گيردار ـ گيردار، گيردار ـ آزاد و گيردار ـ مفصل گاهي مفصل ـ براي شرايط تكيه ،ترتيب

دهندة تعداد مايشن ،ترتيب بهها، محورهاي افقي و عمودي، ين شكلدر ا. نمايش داده شده است

- در شكل. هستند (µ)پارامترِ فركانسيِ حاصل و  (NE)كار رفته در روشِ اجزاي محدود هاي بالمان

همگرا شده كه خود نشان از صحت روشِ مذكور  هاالمانها با افزايشِ تعداد ، پاسخ9ـ3الي  6ـ3هاي 

درنظر المان  75تا  5 بينِ كار رفته در روشِ اجزاي محدودهاي بتعداد المان، هاشكل اين در. دارد

 ديرترسوم،  پارامترِ فركانسيِمقاديرِ  ود كهشدر كلية اشكالِ مذكور مشاهده مي .گرفته شده است

  .شودميهمگرا 
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  تيرِ مفصل ـ مفصليِ اولِ فركانسپارامترِ مربوط به سه  اجزاي محدود همگراييِ روشِ نمودارِ 6ـ3شكلِ 

  

  

  رگيرداـ  گيردارتيرِ يِ اولِ فركانسپارامترِ مربوط به سه  اجزاي محدود همگراييِ روشِ نمودارِ 7ـ3شكلِ 

  

 

 آزادـ  گيردارتيرِ يِ اولِ فركانسپارامترِ مربوط به سه اجزاي محدود  همگراييِ روشِ نمودارِ 8ـ3شكلِ 
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  مفصلـ  گيردارتيرِ يِ اولِ فركانسپارامترِ مربوط به سه  اجزاي محدود همگراييِ روشِ نمودارِ 9ـ3شكلِ 

 بنديجمعـ 7ـ3

راستا، توابعِ شكلِ المانِ در اين . پرداخته شدلاسيك ك روشِ اجزاي محدود تشريحِ در اين فصل، به

و همچنين  با استفاده از روشِ مذكور پاياندر  .المان اسخراج گرديد ، ماتريسِ جرم و سختيِخمشي

مشاهده شد كه  .پرداخته شد اويلر ـ برنولي، به تحليلِ ارتعاش آزاد تيرِ روشِ تبديلِ ديفرانسيلي

، 3838/1برابر با  ،ترتيب بهالمان در روشِ اجزاي محدود،  40و  20، 5بيشترين مقدارِ خطا با 

نيز نمودارهاي همگرايي براي روشِ اجزاي محدود رسم  پاياندر . درصد است 0114/0و  0058/0

  .گرديد
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 فصلِ چهارم

تحليلِ : بازتوليد يك پژوهش

ديناميكيِ تيرهاي دوار به روشِ 

عِ تواباجزاي محدود غيركلاسيك و 

  شكلِ كسري
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  ـ مقدمه1ـ4

ن فصل، ايذكر است كه  لازم به .شودپرداخته مي 1معرفي توابعِ شكلِ كسري در اين فصل، به

ارِدر اين راستا نخست، معادله ديفرانسيلِ حاكم بر تيرهاي . است] 21[مرجعِ  بازتوليداويلر ـ  دو

، تحليلِ كسري معرفي شده وبعِ شكلِ تواسپس . شوداستخراج ميمقطعِ نامنشوري  با سطحِ برنولي

 سنجيِ، براي صحتپاياندر . گرددمي به كمك توابعِ شكلِ كسري تشريحگونه تيرها ارتعاش آزاد اين

كه در فصلِ سوم معرفي  هاي حاصل از روشِ مذكور، از توابعِ شكلِ مرسوم در اجزاي محدودپاسخ

هاي حاصل پاسخ سنجيِديفرانسيلي نيز براي صحت ديلِتب آن، روشِ علاوه بر .گردداستفاده مي، شدند

صورت نپذيرفته و جزء توليدات ] 21[در مرجعِ شود كه البته اين كار، كار بسته ميباز هر دو روش 

بوده  دواراز تيرهاي غيرِ يترار، حالت كليگردد كه تيرهاي دومتذكر مي. خود نويسنده است محتواييِ

است  دواراز معادله ديفرانسيلِ حاكم بر تيرهاي غير عمِديفرانسيلِ حاكم بر آن، اَ و در نتيجه، معادله

  . كه در فصلِ سوم معرفي گرديدند

  ـ تاريخچه2ـ4

و در قالبِ قطعاتي صنعت، اي در صورت گسترده اي مهم، بهسازه يك عضوِ عنوانِ ، بهدوارتيرهاي 

استفاده قرار ميهاي موتورهاي چرخپره و همچنين هاي باد، بخار، گازهاي توربينپره مانند بال مورد -

. اندگونه تيرها پرداختهرفتارِ ديناميكي اين تحقيق و بررسيِ به ، پژوهشگرانِ بسياريتا كنون.گيرند

تي استخراج و سپس يسبا تيرهاي مذكورمعادله ديفرانسيلِ حاكم بر  نخستبديهي است براي اين امر، 

الخصوص رياضيات، فناوري و عليگير در عرصة هاي چشمپيشرفتاست كه عليرغمِ جالب . حل گردد

همين امر موجب . حلِ دقيقي براي آن ارائه نشده استدليلِ پيچيدگي معادلة مذكور،  سفانه بهمتأ

 معادلة مزبور حلِ متفاوت، به هاي تقريبي و عدديِگشته كه پژوهشگرانِ بسياري با استفاده از روش

                                           

1
 Rational shape functions (RSF) 
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  :توان به موارد زير اشاره كردازند كه از آن جمله ميبپرد

 رايلي ـ ريتزتير را با استفاده از روشِ همراه جرمي متصل به  بهثابت تيرِ چرخان با سطحِ ، بات

رايلي ـ  با استفاده از روشِ تيموشنكو تيرهاي چرخانِ بررسيِ به سينها ].22[مورد بررسي قرار داد 

نامنشوري و با استفاده از روشِ  تيرهاي چرخانِ بررسيِ به گانگوليو  گانش]. 23[پرداخت  ريتز

خطي  ،ترتيب بهرم و صلبيت خمشي در طولِ تير را، ها تغييرات جآن]. 24[پرداختند  رايلي ـ ريتز

-را مي دوارتيرهاي  در تحليلِ گالركين استفاده از روشِ .اي از درجة چهار فرض كردندو چندجمله

تيرهاي  اجزاي محدود به تحليلِ با استفاده از روشِ گوپتاو  رائو .مشاهده كرد] 26[و ] 25[در  توان

يو  ونگ]. 27[پرداختند  تيموشنكو ارِدوِاجزاي محدود را براي تحليلِ نيز روشِ وِرل ارِتيرهاي دو 

ن با استفاده از روشِ و همكارا تيساياز سوي ديگر  ].28[ده قرار دادند ااستف مورد اويلر ـ برنولي

اري پرداختند كه راستاي محورِ دوران با راستاي طولي تير در اجزاي محدود به تحليلِ تيرهاي دو

عنوانِ پاسخِ معادله ديفرانسيلِ حاكم  به فربنيوساستفاده از سري ]. 29[دهد پلان، تشكيل زاويه مي

و  رايتتوان در مقالة اده از شرايط مرزي را ميو سپس يافتنِ ضرايبِ اين پاسخ با استف دواربر تيرهاي 

با استفاده از الگوريتمي بديع،  گانگوليو  سركار .مشاهده كرد] 31[ ناگولسواران، و ]30[همكاران 

ها شكل مودها آن]. 32[پاسخ دقيق ارائه دادند  دوار اويلر ـ برنوليبراي چند حالت خاص از تيرهاي 

مرزي،  مجهول درنظر گرفته كه با قرارگيري در شرايط اي با ضرايبِجملهچند يك تابعِ صورت را به

تير  شده را در معادله ديفرانسيلِفرض سپس اين تابعِ. شوندمذكور محاسبه مي مجهول تابعِ ضرايبِ

 اي با ضرايبِچندجمله توابعِ صورت تير به جرم و سختيِبراي  ي متفاوتتوابع قرار داده و با فرضِ

 .دبوشده براي جرم و سختيِ تير كه مجهولاتش ضرايبِ توابعِ فرض دادندي تشكيل دستگاه مجهول،

 با حلِ دستگاه مذكور، توابعِ جرم و سختي نيز پيدا شده و در نتيجه، پاسخِ دقيق براي چند حالت

-سنجي روشتواند مرجعِ مناسبي براي صحتكه مي گرفتگونه تيرها در دسترس قرار خاص از اين

از سوي ديگر، استفاده از روشِ  .باشد دوارار بسته شده در تحليلِ تيرهاي بيِ بكاي عددي و تقريه
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نيز مورد استقبالِ پژوهشگران بوده است كه از آن جمله  دوارتبديلِ ديفرانسيلي براي تحليلِ تيرهاي 

  :معرفي كرد ،عنوانِ نمونه به ،توان موارد زير رامي

 تيموشنكوهمگنِ  ارِتيرهاي دو ارتعاش آزاد ديفرانسيلي به تحليلِ تبديلِ وشِبا استفاده از ر مي

با سطحِ  اويلر ـ برنوليارِ به تحليلِ تيرهاي دو كاياو  اُزدمير .پرداخت] 34[ اويلر ـ برنوليو ] 33[

خطي  ،در طولِ تير ،ها تغييرات سطحِ مقطع و صلبيت راآن]. 36و  35[مقطعِ نامنشوري پرداختند 

ارِ ها روشِ تبديلِ ديفرانسيلي را براي تحليلِ ارتعاش آزاد تيرهاي دوسپس، آن. فرض نمودند

استفاده قرار  با درنظر گرفتنِ تغييرات خطيِ سطحِ مقطع و صلبيت در طولِ تير مورد تيموشنكو

  ].37[دادند 

نامنشوري  ارِتيرهاي دو حاكم بردر ادامه، نخست معادله ديفرانسيل  پس از مرورِ پيشينة كار،

  .نماييمرا استخراج مي اويلر ـ برنولي

  ارِ اويلر ـ برنوليدونامنشوريِ ـ معادله ديفرانسيلِ تيرهاي 3ـ4

با غيرِدوار  اويلر ـ برنولي، معادله ديفرانسيلِ حاكم بر تيرِ دومدر فصلِ يادآوري است كه  لازم به

  :منشوري استخراج شدسطح مقطعِ 

2 2 2

2 2 2

( , ) ( , )
EI ρA q( , )

u x t u x t
x t

x x t

 ∂ ∂ ∂
+ = 

∂ ∂ ∂ 
)1ـ4(    

صورت زير نوشته  به مزبوركه سطحِ مقطعِ تيرِ مفروض، نامنشوري باشد، معادله ديفرانسيلِ در صورتي

  :آيددرمي

2 2 2

2 2 2

( , ) ( , )
EI( ) m( ) q( , )

u x t u x t
x x x t

x x t

 ∂ ∂ ∂
+ = 

∂ ∂ ∂ 
)2ـ4(    

)m، )2ـ4(كه در رابطة   )x ،EI( )x  و( , )u x tطولِ تير دهندة، به ترتيب، نشان صلبيت و جرمِ واحد ،

 اويلر ـ برنولي دوارِمعادله ديفرانسيلِ تيرهاي نامنشوريِ حال برآنيم تا  .هستند تابعِ تغييرِ مكانِ تير
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را مطابقِ شكلِ  dxبراي اين منظور، المانِ كوچكي از تير به طولِ  .دست آوريمهرا ب) ـ الف1ـ4شكلِ (

  :كنيمـ ب بيرون كسيده و تحليل مي1ـ4

  

  

 ي برشيب ـ دياگرامِ آزاد نيروها ]21[ الف ـ شماي كلي تير

 ار با سطحِ مقطعِ نامنشوريتيرِ دو 1ـ4شكلِ 

  

Ω ،R  وF  ِدوراني، فاصلة محورِ دوران تا ابتداي تير و ترتيب،  بهـ الف، 1ـ4در شكل سرعت

)T .نيروي متمركزِ انتهايي تير هستند )x محوري است كه بر اثرِ دوران در طولِ گريز از مركز ، نيروي

  :گرددفرمِ زير محاسبه مي به، الفـ 1ـ4شده در شكلِ براي المانِ انتخابشود و تير ايجاد مي

L
T( ) m( ) a d F

x
x x xΩ= +∫ )3ـ4(    

  :گرددصورت زير بيان مي است كه به جانبِ مركزشتابِ  aΩدر رابطة فوق، 

2a (R )xΩ = + Ω     )4ـ4(  

)T، )3ـ4(در رابطة ) 4ـ4(با قراردادنِ رابطة  )x  با شودميبرابر:  

L
2T( ) m( )(R ) d F

x
x x x x= + Ω +∫ )5ـ4(    

تصويرِ . دهداي بسيار كوچك تشكيل ميو با افق زاويه خيز دارداز سوي ديگر، تيرِ در حالِ دوران 

)Tنيروي  )x  ،در راستاي قائم( )T( ) ( , )x u x t x∂ ب نشان داده شده ـ 1ـ4باشد كه در شكلِ مي ∂

تيرهاي  معادله ديفرانسيلِ ،)2ـ4(به معادله ديفرانسيلِ مذكور جملة كردنِ اضافهپس با . است
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  :آيددرمي )6ـ4(صورت رابطة  به اويلر ـ برنولي دوارِنامنشوريِ 

2 2 2

2 2 2

( , ) ( , ) ( , )
EI( ) m( ) T( ) q( , )

u x t u x t u x t
x x x x t

x x t x x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
+ − =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

) 6ـ4(    

)Tكه در آن،  )x شودمحاسبه مي) 5ـ4(ة رابط به كمك.  

-در اين راستا، بايستي فرض. وريمآدر] 21[مرجعِ  موجود درفرمِ  را به) 6ـ4(بايستي معادلة حال 

  :اعمال گردد) 6ـ4(هاي زير بر معادلة 

)mكه در آن صورت  پنداشته شودـ تير منشوري  ) mx )EIو  = ) EIx   است؛ =

)q فرضِ افرمِ استاتيكي و ب دله بهـ معا , ) 0x t   گيرد؛مورد بررسي قرار مي =

برابر با صفر درنظر  (F)و نيروي متمركزِ انتهايي تير  (R)ـ فاصلة محورِ دوران تا ابتداي تير 

  .شوندگرفته مي

  :گرددصورت زير بازنويسي مي به) 6ـ4(هاي بالا، معادلة ضبا درنظر گرفتنِ فر

4 2

4 2

d ( ) d ( ) d T( ) d ( )
EI T( ) 0

d d d d

u x u x x u x
x

x x x x
− − = )7ـ4(    

)Tكه در آن،  )x عبارتست از:  

( )
2

L
2 2 2m

T( ) m d L
2x

x x x x
Ω

= Ω = −∫ )8ـ4(    

  :، داريم)7ـ4(در رابطة ) 8ـ4(با قراردادنِ رابطة 

4 2 2 2 2 2 2
2

4 2 2

d ( ) m d ( ) m L d ( ) d ( )
EI m 0

d 2 d 2 d d

u x x u x u x u x
x

x x x x

Ω Ω
+ − + Ω = )9ـ4(    

و ) 10ـ4(فرمِ روابط  به ،ترتيب به، Bو  A و همچنين تعريفEI بر ) 9ـ4(با تقسيمِ طرفينِ رابطة 

  :گردديسي ميبازنو) 12ـ4(صورت رابطة  ة مذكور بهمعادل ،)9ـ4(ها در رابطة و جايگذاري آن) 11ـ4(

2m
A

EI

Ω
= )10ـ4(     

2 2m L
B

2EI

Ω
= )11ـ4(    
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4 2 2 2

4 2 2

d ( ) A d ( ) d ( ) d ( )
B A 0

d 2 d d d

u x x u x u x u x
x

x x x x
+ − + = )12ـ4(    

حاكم بر خطيِ مرتبة چهار با ضرايبِ متغير است كه معادله ديفرانسيلِ همگنِ يك ، )12ـ4(معادلة 

استاتيكي و در تيرهاي منشوريِ دو كليمار در حالت شايانِ ذكر است، اگر . باشدمي حورهاي مختصات

)سرعت دوراني تير برابر با صفر قرار داده شود  0)Ω فرمِ معادله ديفرانسيلِ  به) 12ـ4(، معادلة =

  :و در حالت استاتيكي است دوارغيرِ آيد كه حاكم بر تيرهاي منشوريِ درمي) 13ـ4(همگنِ 

4

4

d ( )
0

d

u x

x
= )13ـ4(    

) 1را از مختصات كلي )12ـ4(معادلة در ادامه،  )x محلي 2به مختصات ( )x براي . دهيمانتقال مي

الف  ـ2ـ4و همچنين شكلِ ) 14ـ4(در رابطة كه ارتباط بينِ اين دو مختصات ، نخست اين منظور

  :كنيمرا ارائه مي ه شده استنشان داد

ix x x= +   )14ـ4( 

كه در رابطة فوق، 
ix زير تعريف مي به شودصورت:  

( 1)ix i l= −   )15ـ4(  

Lبرابر با  وطولِ يك المان  lدر رابطة اخير،  NE يادآوري است كه  لازم به. استL  طولِ تير بوده و

NE لمانِ مدنظر در روشِ اجزاي محدود ميا 1,2,3همچنين . باشدتعداد,..., NEi با  .است =

  :داريم) 12ـ4(در رابطة ) 14ـ4(قراردادنِ رابطة 

24 2 2

4 2 2

A ( )d ( ) d ( ) d ( ) d ( )
B A ( ) 0

d 2 d d d
i

i

x xu x u x u x u x
x x

x x x x

+
+ − + + = )16ـ4(    

، معادله ديفرانسيلِ همگنِ حاكم بر تيرهاي منشوريِ دوار در حالت استاتيكي و در )16ـ4(معادلة 

كه قرار است در ادامه، به روشِ اجزاي محدود غيركلاسيك مبتني بر  محورهاي مختصات محلي است

  .توابعِ شكلِ كسري خواهيم پرداخت نخست به معرفيِ ،در ادامهبنابراين، . توابعِ شكلِ كسري حل شود

                                           

1
 Global coordinate 

2 Local coordinate 
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  ]21[ ماiُارتباط بينِ مختصات كلي و و مختصات محلي المانِ  2ـ4شكلِ 

  ـ توابعِ شكلِ كسري4ـ4

لي ا) 43ـ3(در روابط پيش از اين كه  1ضعف توابعِ شكلِ مرسومبيانِ نقطه به نخستدر اين بخش، 

، معرفي سازندميپرداخته و سپس، توابعِ شكلِ كسري، كه ايراد مذكور را برطرف  ف شدهيتعر) 46ـ3(

و همچنين در ) 20ـ4(الي ) 17ـ4(هر المان، در روابط  ، شرايط مرزيِبراي اين منظور. خواهند شد

  .است شده يادآوري 3ـ4شكل 

10
( ) U

x
u x

=
=   )17ـ4(  

2
0

d ( )
U

d x

u x

x =

= )18ـ4(    

3( ) U
x l

u x
=

= )19ـ4(    

4

d ( )
U

d x l

u x

x =

= )20ـ4(    

 

  ]21[ ماiُشرايط مرزي در المانِ  3ـ4شكلِ 

                                           

1
 Conventional shape functions (CSF) 
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1N شود،يادآور مي ( )x  4تاN ( )x ِرو، بر اساسشرحِ زير است به )46ـ3(تا ) 43ـ3( ابط:  

2 3
1 2 3

3 2
N ( ) 1x x x

l l
= − + )21ـ4(    

2 3
2 2

2 1
N ( )x x x x

l l
= − + )22ـ4(    

2 3
3 2 3

3 2
N ( )x x x

l l
= − )23ـ4(    

2 3
4 2

1 1
N ( )x x x

l l
= − + )24ـ4(    

-ه ميت زير نوشتصور به) 16ـ4(پاسخِ تقريبي معادلة  بر پاية فرضِ اساسيِ روشِ اجزاي محدود،

  :شود

1 1 2 2 3 3 4 4( ) N ( )U N ( )U N ( )U N ( )Uu x x x x x= + + + )25ـ4(     

 حاصل را در معادلهو جايگزين كرده  )25ـ4(را در رابطة ) 24ـ4(تا ) 21ـ4(روابط ديفرانسيلِ  عبارت

  :خواهد بودزير  فرمِ دهيم؛ نتيجه بهقرار مي) 16ـ4(حاكم بر مسأله، يعني معادلة 

2

1 2 3 42 3 2 2 3 2

2 2 2 2

1 2 33 2 3

2

4 2

A ( )
B

2

6 12 4 6 6 12 2 6
U U U U

6 6 4 3 6 6
A ( ) U U U

2 3
U 0

i

i

x x

x x x x

l l l l l l l l

xl x l xl x xl x
x x

l l l

xl x

l

 +
−  

− − −       
+ + + + − + +                

      − + − + −
+ + + +           

 − +
+ =    

)26ـ4(    

  :صورت زير نيز بازنويسي كرد طة اخير را بهتوان راب، مي4Uتا  1Uگيري از با فاكتور

1 1 2 2 3 3 4 4U R ( ) U R ( ) U R ( ) U R ( ) 0x x x x+ + + = )27ـ4(    

1Rكه  ( )x  4تاR ( )x فرمِ  بهترتيب،  بهنام دارند و  ماندهتوابعِ باقي درمي )31ـ4(الي ) 28ـ4(روابط -

  :آيند
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2 2

1 3 3 3

A ( ) ( 6 12 ) 6 12 6 6
R ( ) B A ( )

2
i

i

x x l x l x xl x
x x x

l l l

+ − + − + − +
= − + + )28ـ4(    

2 2 2

2 2 2 2

A ( ) ( 4 6 ) 4 6 4 3
R ( ) B A ( )

2
i

i

x x l x l x l xl x
x x x

l l l

+ − + − + − +
= − + + )29ـ4(    

2 2

3 3 3 3

A ( ) (6 12 ) 6 12 6 6
R ( ) B A ( )

2
i

i

x x l x l x xl x
x x x

l l l

+ − − −
= − + + )30ـ4(    

2 2

4 2 2 2

A ( ) ( 2 6 ) 2 6 2 3
R ( ) B A ( )

2
i

i

x x l x l x xl x
x x x

l l l

+ − + − + − +
= − + + )31ـ4(    

، )27ـ4(بودنِ رابطة و از سوي ديگر هميشه برقرار، 4Uتا  1Uبودنِ مقاديرِ با توجه به دلخواه

1R بايستي ( )x  4تاR ( )x افتد كه برابر با صفر باشند كه اين زماني اتفاق ميA  وB  برابر با صفر

را ارضا ) 16ـ4(تواند معادلة زماني مي) 25ـ4(شده در رابطة بيان تقريبيِ بيانِ ديگر، پاسخِ به. ندگرد

)نمايد كه سرعت دوراني برابر با صفر باشد  )Ω = شده در ضغف توابعِ شكلِ تعريفاين همان نقطه. 0

 شايانِ ذكر است به .است) 24ـ4(تا ) 21ـ4(روابط  دليلِ تعريف
ix ِهر كدام از )15ـ4(رابطة  طبق ،

1R توابعِ ( )x  4تاR ( )xمقدارِ  ، خود بهNE 1ماندة توابعِ باقي. باشندداراي نمودار ميR ( )x  تا

4R ( )x  لمانبراي چهار ا(NE Ω) 12و سرعت دوراني برابر با  =(4  7ـ4تا  4ـ4هاي در شكل (12=

1Rماندة طور كه بيان گرديد، توابعِ باقيهمان .اندرسم شده ( )x  4تاR ( )x  دورانيِ برابر با براي سرعت

)صفر  0Ω = ) 0، منطبق بر خطy   .شوندمي =

 

1Rماندة تابعِ باقي 4ـ4شكلِ  ( )x ازاي  بهNE Ωو  =4 = 12 
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2Rماندة تابعِ باقي 5ـ4شكلِ  ( )x ازاي  بهNE Ωو  =4 = 12  

  

 

3Rماندة تابعِ باقي 6ـ4شكلِ  ( )x ازاي  بهNE Ωو  =4 = 12  

  

 

4Rتابعِ باقيماندة  7ـ4شكلِ  ( )x ازاي  بهNE Ωو  =4 = 12  
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-هبط اجزاي محدود بگنجانيم تا نقطارضاي معادله ديفرانسيل را نيز در رواشرط حال برآنيم تا 

]نظر پاسخِ تقريبيِ جديد مد. ضعف مذكور از بين برود ]N ( )u x  ِبهرا  )16ـ4(براي معادله ديفرانسيل -

α، تعداد )27ـ3(كه در رابطة  آوري استياد لازم بهنخست، . گيريمدرنظر مي) 32ـ4(رابطة فرمِ  j ِهاي

α، تعداد 3ـ4ه به شكلِ مجهول را دقيقاً برابر با تعداد درجات آزادي تعريف كرديم كه با توج j هاي

  :شودفرمِ زير نوشته مي به) 32ـ4(اما رابطة  .گردندمجهول برابر با چهار مي

2 3 4
N 0 1 2 3 4( ) α α α α αu x x x x x= + + + + )32ـ4(    

هستند كه بايستي  پنج ضريبِ مجهولي، 4αتا  0αدر رابطة فوق طور كه مشاهده مي گردد همان

بديهي است براي محاسبة پنج مجهولِ فوق به پنج معادله نيازمنديم كه چهار عدد از  .محاسبه شوند

معادلة پنجم، همان شرط اضافيِ  .تأمين خواهد شد 3ـ4داده در شكلِ ها توسط شرايط مرزي نشانآن

 )16ـ4(در معادلة ) 32ـ4(از قراردادنِ رابطة شكل است كه ارضاي معادله ديفرانسيل توسط توابعِ 

نيز در ديفرانسيل توسط توابعِ شكل ارضاي معادلة با شيوة اتخاذشده، بيانِ ديگر،  به. خواهد شد حاصل

  :آيددرميصورت زير  بدين ترتيب، دستگاه مذكور به. سازي اجزاي محدود گنجانده شدرابطه

N 10

N
2

0

N 3L

N
4

L

2
2 2 3

2 3 4 1 2 3 4 4

( ) U

d ( )
U

d

( ) U

d ( )
U

d

A ( )
B (2α 6α 12α ) A ( )(α 2α 3α 4α ) 24α

2

x

x

x

x

i
i

u x

u x

x

u x

u x

x

x x
x x x x x x x

=

=

=

=




=

 =



=

 =


 +

− + + + + + + + = − 
 

  )33ـ4( 

الي ) 34ـ4(روابط فرمِ  بهترتيب،  كه از حلِ معادلة فوق حاصل خواهند شد، به 4αتا  0αمقاديرِ 

  :خواهند بود )38ـ4(

0 1α U=   )34ـ4(  
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1 2α U= )35ـ4(    

2
2 2

1

ψ
α

ψl
=   )36ـ4( 

3
3 3

1

ψ
α

ψl
= )37ـ4(    

4
4 3

1

ψ
α

ψl
=   )38ـ4( 

  :عبارتند از 4ψتا  1ψكه در روابط فوق، 

( )( )( ) ( )

( )( )

2 2 2

2 2

1
224 2B 12B 12B 3A 2A 6 5 2A 2 9 8

A 6

ψ
i

i

l x l x l l x x x l l x x x

l x l x x

− + + − + − + − − − +

− + − +

=
 

)39ـ4(   

( )( )( )( )
( )( )( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( )( )(
( ) ( ) )

( )( )

3

2
3

2

3

2

4

4

3 4

2

3 2 3 2

1

6 12 4B 6B A 4 5 U

2 12 3B 6B A 3 5 U

A 12 3 4 U 9 16 U

3A 4 6 U 2 U

U 48 18B A 2 12B A 9 10

A 27 32 3A 3 4

6U 12 4B 6B A 4 5 2A 4

ψ

3

i

i

i i

x l x x l x

l x l x x l x

x l x l l x x

x l x l l x x

l x l l x x l x

l lx x x x l x x

x l x b x l x x l

− − + − + − +

+ + + − + − +

+ − + − +

+ − − −

+ + + + − + − +

+ − + + − +

+ + + − + − + + − +

=

( ) ( )( )( )2A 2 3i ix x l x x+ − +

)40ـ4(    

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

3

4

3 4 3

2 2 2 2 4
3

3 2 3 2 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 3 2

4

1

3
2

U 12 2B 6B 3A 5A

+U 24 2B 12B 3A 10A

4A 4 2 U 4 U +A 4 3 U 6 U

4U 2 6 B 6B 3A 5A 4A 2 A 3

U 6 4 B 2A 12B 9A 1

ψ 4

0A 2

i i

i i

l x l x x

l l lx l x lx

x l x l l x x l x l l x x

l x l x x l x x l x x

l l x l x l x x

+ − − +

− − + + −

+ − − + − − − + −

+ − + + + − + − + −

+ − + + − + + − −

=

( )(
( ) )

3 2 3

2 2 2

A 6 8

3A 2

i

i

l l x x x

l x x

− +

+ −

)41ـ4(    
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( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

2 3 2 2 2 3
3

2
3 3 4

2

2 2

4 4

2
2

4

1

2

U 6B 12B 9A 12A U 2B 6B 3A 6A

A 6 2 3 U 4 9 U A 3 2 U 3 U

3U 2B 4B A 3 4 2A 2 3 A 2

U 4B 6B A 6

ψ

A A 8 9 A 2 3

i i

i i

i i

l x l x x l l x l x l x

x l x l l x x l x l l x x

l x x l x x l x x l x x

l l x l x l x l l x x x l x x

− + + − + − − +

+ − + − + + − − −

+ + − + − + + − + − −

+ + − + + − + + − + + − +

= +

 

)42ـ4(   

، 4Uتا  1Uگيري از و فاكتور) 32ـ4(در رابطة ) 42ـ4(تا ) 34ـ4(با قراردادنِ روابط  در ادامه،

  :صورت زير نيز بازنويسي كرد توان رابطة اخير را بهمي

N R1 1 R2 2 R3 3 R4 4( ) N ( )U N ( )U N ( )U N ( )Uu x x x x x= + + + )43ـ4(    

R1Nكه در آن  ( )x  تاR4N ( )x شوندفرمِ زير تعريف مي توابعِ شكلِ كسري نام دارند و به:  

1
R1

ζ ( )
N ( )

D( )

x
x

l x
= )44ـ4(    

2
R2

ζ ( )
N ( )

D( )

x
x

x
= )45ـ4(    

3
R3

ζ ( )
N ( )

D( )

x
x

l x
= )46ـ4(    

4
R4

ζ ( )
N ( )

D( )

x
x

x
= )47ـ4(    

)Dدر روابط فوق،  )x  1وζ ( )x  4تاζ ( )x عبارتند از:  

( ( ) ( )( )

( )( ) )

2 4 3 2 2 2

2 2 2 2 2

D( ) 10A 16 12 A 3 6 18 A 12B

4 6 A 12B 24 A 2B

i i i

i i i

x l x x l x l x lx x

x l lx l x x l l

= + − + + − −

+ − + + + −

)48ـ4(    

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )( )
( )( )

7 6 2 2 5
1

3 2 2 4 3 2 2 4 2 3

5 3 2 4 3 2

5 2 4 4 3 5 5 2

ζ ( ) 8A 14 21 A 12 6 36 A 12B

10 20 15 A 30B 16 8 12 A 16B 48

3 6 18 A 12B 72

4 6 A+12B 24 2B A

i i i

i i i i

i i

i i i

x x x l x l x lx x

l l x lx l x l x l x l l x

l l x x l l l x

l x x l l x l l l x

= + − + + − −

+ + − + + + − − +

+ + − − −

+ − + − +

 

)49ـ4(   
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( ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) )

6 5 2 2 4
2

2 2 3 3 2 2 3 4 2 2

4 2 3 3 2 4 4 2

ζ ( ) 4A 7 14 A 3 24 18 A 6B

30 10 1 A+20B 12 16 2 A 24B 24

3 6 A+12B 48 24 2B A

i i i

i i i i

i i i

x x x l x x lx l x

l x lx l l x l x l x l l x

l x x l l l x l l l

x

x

= + − + − + −

+ − − + − + − +

+ − − + − +

 

)50ـ4(   

( ( ) ( )( )

( )( ) ( ) )

2 5 4 2 2 3

2 2 2 2 2 2

3 8A 14 21 A 6 12 36 A 12Bζ

20 15 A 30B 8A 16B 48

( )

72

i i i

i i i

x x x l x x l lx x

l x lx l x l x l x l

x − + − + + − −

+ − + + −

=

+ −

)51ـ4(    

( ( ) ( )( )

( )( ) ( ) )

2 5 4 2 2 3

2 2 2 2

4

2 2

4 7 3 3 12 6

5 10 2 4

ζ (

2

)

4 24

i i i

i i i

x ax x l ax x l lx a b x

l x lx a bl x al x bl

x

x l

+ −= + − −

+ − + + − + −

+

)52ـ4(    

 33ـ4(با توجه به معادلة پنجمِ دستگاه(قطعاً توابعِ شكلِ كسري معرفي ، شده در روابط)44ـ4 (

 (L)بودنِ طولِ تير ذكر است كه با فرضِ ثابت م بهلاز .نمايندرا ارضا مي) 16ـ4(معادلة ، )52ـ4(الي 

)، توابعِ شكلِ مرسوم تنها تابعِ موقعيت محلي (NE)ها و تعداد المان )x  لمان هستند؛ و ايندر طولِ ا

، EI)و  (mبر آن، تابعِ جرمِ واحد طول و صلبيت تير  در حالي است كه توابعِ شكلِ كسري علاوه

)عيت المانِ در حالِ بررسي موقو همچنين،  (Ω)سرعت دوراني  )ix تا  8ـ4هاي در شكل. نيز هستند

Lبا فرضِ  (CFEM) و مرسوم كسريابعِ شكلِ تومقايسة به  15ـ4 NEو  =1   .ايمپرداخته =4

 

]بعِ شكلِ مرسوم تغييرات اولين توا 8ـ4شكلِ  ]1N ( )x  و كسري[ ]R1N ( )x لماندر طولِ ا NE )و =(4 0Ω =  
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]شكلِ مرسوم  توابعِتغييرات دومين  9ـ4شكلِ  ]2N ( )x  و كسري[ ]R2N ( )x  لماندر طولِ اNE )و =(4 0Ω = 

  

 

]عِ شكلِ مرسوم ومين توابستغييرات  10ـ4شكلِ  ]3N ( )x  و كسري[ ]R3N ( )x  لمان درطولِ اNE )و =(4 0Ω =  

  

 

]ابعِ شكلِ مرسوم وتغييرات چهارمين ت 11ـ4شكلِ  ]4N ( )x  و كسري[ ]R4N ( )x لمان  درطولِ اNE )و =(4 0Ω =  
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]تغييرات اولين توابعِ شكلِ مرسوم  12ـ4شكلِ  ]1N ( )x  و كسري[ ]R1N ( )x لماندر طولِ ا NE )و  =(4 12Ω = 

  

 

]ابعِ شكلِ مرسوم وتغييرات دومين ت 13ـ4شكلِ  ]2N ( )x  و كسري[ ]R2N ( )x  لماندر طولِ اNE )و  =(4 12Ω =  

  

 

]ابعِ شكلِ مرسوم وتغييرات سومين ت 14ـ4شكلِ  ]3N ( )x  و كسري[ ]R3N ( )x  لماندر طولِ اNE )و  =(4 12Ω =  
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]ابعِ شكلِ مرسوم وتغييرات چهارمين ت 15ـ4شكلِ  ]4N ( )x  و كسري[ ]R4N ( )x  لماندر طولِ اNE )و =(4 12Ω =  

ا استفاده از توابعِ شكلِ ارِ منشوري و نامنشوري ببرآنيم تا به تحليلِ ارتعاش آزاد تيرِ دو در ادامه

علاوه بر دو روشِ مذكور، از روشِ تبديلِ  .در قالبِ چند مثال بپردازيمو توابعِ شكلِ كسري مرسوم 

در ادامه، نخست به استخراجِ  .خواهيم جستبهره  دوارِهاي تيرِ فتنِ فركانسديفرانسيلي نيز براي يا

  .پردازيمميروشِ تبديلِ ديفرانسيلي در رابطة بازگشتي 

  ـ روشِ تبديلِ ديفرانسيلي5ـ4

 دوارِتيرهاي نامنشوريِ  معادله ديفرانسيلِكلي براي  رابطة بازگشتيِ آوردنِدستبراي بهنخست 

 بيت خمشي و جرمِ واحد طولِ تيرِتوابعِ صل بيان گرديد،) 6ـ4(، كه در رابطة اويلر ـ برنولي

  :گرددمي فرض )54ـ4(و ) 53ـ4(روابط فرمِ  به ،ترتيب به، نامنشوري

2 3 4

0 1 2 3 4EI( ) EI 1 β β β β
L L L L

x x x x
x

      
= + + + +             

)53ـ4(    

0m( ) m 1 α
L

x
x

 
= + 

 
)54ـ4(    

ترتيب،  به، 0mو  0EIهمچنين  .هستندمعلوم همگي ضرايبي  αو  4βتا  1βكه در روابط فوق، 

 در رابطة) 54ـ4( ابطةبا جايگذاري ر. صلبيت خمشي و جرمِ واحد طولِ تير در ابتداي تير هستند

)T، )5ـ4( )x به است) 55ـ4(رابطة  صورت:  
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( )2 2 2 2 2 3 3
0

1 α
T( ) m 2RL 2R L 3RL 3R 2L 2

2 3L
x x x x x

 
= Ω − + − + − + − 

 
)55ـ4(    

)qبا فرضِ  را) 6ـ4(معادلة  اكنون , )x t  تير(برابر با صفر و همچنين ، )براي تحليلِ ارتعاش آزاد

  :نويسيممي )56ـ4(رابطة  فرمِ بردنِ معادله به حوزة فركانس، به

4 3 2 2

4 3 2 2

2
2

2

d ( ) dEI( ) d ( ) d EI( ) d ( )
EI( ) 2

d d d d d

dT( ) d ( ) d ( )
T( ) m( ) ( ) 0

d d d

u x x u x x u x
x

x x x x x

x u x u x
x x u x

x x x
ω

+ +

− − − =

)56ـ4(    

لذا. نماييمميبعد بي رادوم، معادله ديفرانسيل  فصلِ همانند ξ شودزير تعريف مي فرمِ به:  

L

x
ξ = )57ـ4(    

رابطة  ،سازياندكي سادهو ) 56ـ4(بطة در را )57ـ4( و) 55ـ4(تا ) 53ـ4( روابط حال با قراردادنِ

  :شودبازنويسي مي )58ـ4(رابطة فرمِ  به) 56ـ4(
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ξ ξ ξ ξ
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ξ
ξ ξ
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ξ
ξ ξ ξ ξ
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ξ
ξ ξ ω ξ ξ

ξ

+ + + +

+ + + +

+ + +

 Ω Ω
− + − − + + − − + 
 

+ Ω + + − + =

 

)58ـ4(   

Rبرابر است با  R، )58ـ4(در رابطة كه  L. 58ـ4(رابطة  طرفينِ كردنِبا ضرب ( 4در عبارت
0L EI ،

  :داريم
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ξ ξ ξ ξ

ξ

+ + + +

+ + + +

+ + +

 
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%

)59ـ4(   

اويلر ـ  دوارِبعدشدة حاكم بر ارتعاش آزاد تيرهاي نامنشوري ، معادلة ديفرانسيلِ بي)59ـ4(معادلة 

 به صورت زير 2µو  %2λ ،Fرابطة فوق، در . بعد استسرعت دورانيِ بي λ ،در اين معادله. است برنولي

  :شوندتعريف مي

2 4
2 0

0

m L
λ

EI

Ω
= )60ـ4(    

2

0

FL
F

EI
=% )61ـ4(    

2 4
2 0

0

m L
µ

EI

ω
= )62ـ4(    

گيردار ـ آزاد تيرِ شرايط مرزي  هماندقيقاً ، ]21[بررسي در مرجعِ  مورد دوارِ شرايط مرزي براي تير

   :بيان شده است) 66ـ4(الي ) 63ـ4(اين شرايط در روابط . است) تيرِ طرُه(

0
( ) 0u

ξ
ξ

=
= )63ـ4(    

0

d ( )
0

d

u

ξ

ξ

ξ
=

= )64ـ4(    

2

2

1

d ( )
0

d

u

ξ

ξ

ξ
=

= )65ـ4(    

3

3

1

d ( )
0

d

u

ξ

ξ

ξ
=

= )66ـ4(    

، به اعمالِ روشِ تبديلِ ديفرانسيلي بر معادلة 1ـ2شده در جدولِ با استفاده از قوانينِ بياناكنون 
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  :آيددرمي) 67ـ4(صورت رابطة  حاصل به پردازيم كه رابطة بازگشتيِمي) 59ـ4(
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)67ـ4(   

,...,0,1,2 ،)67ـ4(رابطة در  Nk همچنين . تعداد جملات در روشِ تبديلِ ديفرانسيلي است Nو  =

[ ]U k ِيافتة  تبديل تابع(u ξ ، 4β ،α ،λتا  1βشود با صفر قراردادنِ مقاديرِ مشاهده مي. باشد مي (

R  وF% رابطة بازگشتيِ )63ـ2(رابطة  گردديادآور مي. شودمي )63ـ2(برابر با رابطة ) 67ـ4(، رابطة ،

  .منشوري است اويلر ـ برنوليِفرانسيلي بر معادلة ديفرانسيلِ تيرهاي حاصل از اعمالِ روشِ تبديلِ دي

]، گرديددوم بيان  چه در فصلِهمانند آن اكنون ]U ]و  0 ]U بر اساسِ روابط  ،ترتيب به ،را 1

]سپس  .اهند شدخومحاسبه خواهيم كرد كه هر دو برابر با صفر ) 64ـ4(و ) 63ـ4( ]U ]و  2 ]U را  3

كمك شرايط  به پاياندر . مجهول درنظر گرفته و سايرِ توابعِ تبديل را بر اساسِ آنها خواهيم يافت

   :گرددحاصل مي) 68ـ4(دستگاهي همانند رابطة ) 66ـ4(و ) 65ـ4(مرزيِ 

[ ]

[ ]

U 2 0
[ ]

0U 3

    
=   
   

A )68ـ4(    

با توجه به اينكه تحليلِ ارتعاشِ آزاد تير مدنظر است، طرف راست . است 2×2 ماتريسي Aكه در آن 

هاي غيربديهي داشته باشد، كه دستگاه موجود جواببراي اين حال. برابرِ صفر است) 68ـ4(رابطة 

، مقاديرِ معادلة وابسته به آنكه از حلِ  برابر با صفر قرار دهيم را A ماتريسِ دترمينانِكافي است 
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همراه با نتايجِ حاصل از روشِ اجزاي نتايجِ اين كار، در بخشِ بعدي  .آيددست ميبههاي تير فركانس

   .گرددمحدود ارائه مي

  نتايج و بحثـ 6ـ4

اويلر  دوارِبه تحليلِ ارتعاش آزاد تيرهاي رسوم و كسري توابعِ شكلِ مبا استفاده از  بخش،در اين 

، از روشِ تبديلِ آنعلاوه بر . شودپرداخته ميبا سطحِ مقطعِ منشوري و نامنشوري  ـ برنولي

 مثالِ سههر  براي اين منظور، .شودهاي حاصل استفاده ميپاسخ سنجيِديفرانسيلي نيز براي صحت

) 63ـ4(چه در روابط آن مرزي همانند ها، شرايطدهيم كه در همگي آنقرار مي را مدنظرِ] 21[ مرجعِ

 بهخمشي و جرمِ واحد طولِ تير كه،  اما ضرايبِ توابعِ صلبيت گردند؛بيان شده، فرض مي )66ـ4(تا 

اند شدهتعريف  1ـ4در جدولِ چه بر اساسِ آنمعرفي گرديدند، ) 54ـ4(و ) 53ـ4(در روابط  ،ترتيب

. است] 21[، بر اساسِ مرجعِ 1ـ4شده در جدولِ شايانِ ذكر است مقاديرِ بيان. شوندگرفته مي درنظر

 .اندنشان داده شده 7ـ4الي  2ـ4در جداولِ هاي مذكور از بكارگيريِ روشحاصل  پارامترهاي فركانسيِ

- استفادهعلاوه بر آن، تعداد جملات  .برابر با صفر است %Fو  Rسازد در كلية حالات، خاطر نشان مي

 اجزاي محدود در روشِشده درنظر گرفته يهاو تعداد المان (N) در روشِ تبديلِ ديفرانسيليشده 

(NE)است ، در بالاي هر جدول بيان شده.  

 

] يرِ ضرايبِ تابعِ جرمِ واحد طولِ تيرمقاد 1ـ4جدولِ  ]m( )x  خمشي و تابعِ صلبيت[ ]EI( )x  ِ21[بر اساسِ مرجع[  

  α  1β  2β  3β  4β  شمارة مثال

  0/0  0/0  0/0  0/0  0/0  مثالِ اول

  0/0  - 125/0  75/0  - 5/1  - 5/0  مثالِ دوم

  0/0  0/0  0/0  - 95/0  - 8/0  مثالِ سوم
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با استفاده از  متفاوت هاي دورانيِمقاديرِ مثالِ اول و سرعت تير تحت پارامترِ فركانسيِو دومين اولين  2ـ4جدولِ 

و اجزاي محدود با توابعِ  (NE=40)، اجزاي محدود با توابعِ شكلِ كسري (N=50) ديفرانسيلي يلِتبدهاي روش

  (NE=40)شكلِ مرسوم 

 سرعت

- دوراني بي

   (λ)بعد 

  دوم يِپارامترِ فركانس    اول پارامترِ فركانسيِ  

  
روشِ تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  روشِ اجزاي محدود
  

روشِ تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  روشِ اجزاي محدود

  كسري  مرسوم  كسري  مرسوم

0    5160/3  5160/3  5160/3    0345/22  0345/22  0345/22  

1    6817/3  6817/3  6817/3    1810/22  1810/22  1810/22  

2    1373/4  1373/4  1373/4    6149/22  6149/22  6149/22  

3    7973/4  7973/4  7973/4    3203/23  3203/23  3203/23  

4    5850/5  5850/5  5850/5    2733/24  2734/24  2734/24  

5    4495/6  4495/6  4495/6    4461/25  4461/25  4461/25  

6    3604/7  3604/7  3604/7    8091/26  8091/26  8091/26  

7    2996/8  2996/8  2996/8    3341/28  3341/28  3341/28  

8    2568/9  2568/9  2568/9    9954/29  9954/29  9954/29  

9    2257/10  2257/10  2257/10    7705/31  7705/31  7705/31  

10    2023/11  2023/11  2023/11    6404/33  6404/33  6404/33  

11    1843/12  1843/12  1843/12    5890/35  5890/35  5890/35  

12    1702/13  1702/13  1702/13    6031/37  6031/37  6031/37  
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با استفاده  متفاوت هاي دورانيِمقاديرِ مثالِ اول و سرعت تحت تير پارامترِ فركانسيِو چهارمين  سومين 3ـ4جدولِ 

محدود با توابعِ و اجزاي  (NE=40)، اجزاي محدود با توابعِ شكلِ كسري (N=50) ديفرانسيلي تبديلِهاي از روش

  (NE=40)شكلِ مرسوم 

 سرعت

- دوراني بي

   (λ)بعد 

  چهارم پارامترِ فركانسيِ    سوم پارامترِ فركانسيِ  

  
روشِ تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  روشِ اجزاي محدود
  

روشِ تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  روشِ اجزاي محدود

  كسري  سوممر  كسري  مرسوم

0    6972/61  6973/61  6973/61    902/120  902/120  902/120  

1    8418/61  8418/61  8418/61    051/121  051/121  051/121  

2    2732/62  2732/62  2732/62    497/121  497/121  497/121  

3    9850/62  9850/62  9850/62    236/122  236/122  236/122  

4    9668/63  9668/63  9668/63    261/123  262/123  262/123  

5    2050/65  2051/65  2051/65    566/124  567/124  567/124  

6    6839/66  6840/66  6840/66    14/126  141/126  141/126  

7    3860/68  3860/68  3860/68    972/127  973/127  973/127  

8    2930/70  2930/70  2930/70    049/130  049/130  050/130  

9    3867/72  3867/72  3868/72    358/132  358/132  358/132  

10    6493/74  6494/74  6494/74    884/134  885/134  885/134  

11    0638/77  0639/77  0640/77    614/137  615/137  615/137  

12    6145/79  6145/79  6146/79    534/140  535/140  535/140  
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با استفاده از  متفاوت هاي دورانيِلِ دوم و سرعتمقاديرِ مثا تير تحت پارامترِ فركانسيِو دومين اولين  4ـ4جدولِ 

و اجزاي محدود با توابعِ  (NE=40)، اجزاي محدود با توابعِ شكلِ كسري (N=80) ديفرانسيلي تبديلِهاي روش

  (NE=40)شكلِ مرسوم 

 سرعت

- دوراني بي

   (λ)بعد 

  دوم پارامترِ فركانسيِ    اول پارامترِ فركانسيِ  

  
روشِ تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  روشِ اجزاي محدود
  

روشِ تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  روشِ اجزاي محدود

  كسري  مرسوم  كسري  مرسوم

0    8238/3  8238/3  8238/3    3173/18  3173/18  3173/18  

1    9866/3  9866/3  9866/3    4740/18  4740/18  4740/18  

2    4368/4  4368/4  4368/4    9366/18  9366/18  9366/18  

3    0927/5  0927/5  0927/5    6839/19  6839/19  6839/19  

4    8788/5  8788/5  8788/5    6852/20  6852/20  6852/20  

5    7434/6  7434/6  7434/6    9053/21  9053/21  9053/21  

6    6551/7  6551/7  6551/7    3093/23  3093/23  3093/23  

7    5956/8  5956/8  5956/8    8647/24  8647/24  8647/24  

8    5540/9  5540/9  5540/9    5437/26  5437/26  5437/26  

9    5239/10  5239/10  5239/10    3227/28  3227/28  3227/28  

10    5015/11  5015/11  5015/11    1827/30  1827/30  1828/30  

11    4845/12  4845/12  4845/12    1085/32  1085/32  1085/32  

12    4711/13  4711/13  4711/13    0877/34  0877/34  0877/34  
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با استفاده  متفاوت هاي دورانيِمقاديرِ مثالِ دوم و سرعت تير تحت پارامترِ فركانسيِو چهارمين  سومين 5ـ4جدولِ 

و اجزاي محدود با توابعِ  (NE=40)د با توابعِ شكلِ كسري ، اجزاي محدو(N=80) ديفرانسيلي تبديلِهاي از روش

  (NE=40)شكلِ مرسوم 

 سرعت

- دوراني بي

   (λ)بعد 

  چهارم پارامترِ فركانسيِ    سوم پارامترِ فركانسيِ  

  
روشِ تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  روشِ اجزاي محدود
  

وشِ تبديلِ ر

  ديفرانسيلي

  روشِ اجزاي محدود

  كسري  مرسوم  كسري  مرسوم

0    2648/47  2649/47  2649/47    4505/90  4509/90  4509/90  

1    4173/47  4173/47  4173/47    6039/90  6043/90  6043/90  

2    8716/47  8717/47  8717/47    0626/91  0630/91  0630/91  

3    6190/48  6191/48  6191/48    8216/91  8219/91  8220/91  

4    6456/49  6457/49  6457/49    8730/92  8734/92  8734/92  

5    9338/50  9339/50  9339/50    2064/94  2067/94  2068/94  

6    4633/52  4633/52  4633/52    8090/95  8094/95  8094/95  

7    2124/54  2125/54  2125/54    6666/97  6670/97  6670/97  

8    1595/56  1595/56  1596/56    7637/99  7641/99  7642/99  

9    2833/58  2833/58  2834/58    084/102  085/102  085/102  

10    5639/60  5639/60  5640/60    612/104  612/104  612/104  

11    9829/62  9829/62  9830/62    331/107  331/107  331/107  

12    5237/65  5237/65  5237/65    225/110  225/110  226/110  
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با استفاده از  متفاوت هاي دورانيِمقاديرِ مثالِ سوم و سرعت تير تحت پارامترِ فركانسيِو دومين اولين  6ـ4لِ جدو

و اجزاي محدود با توابعِ  (NE=40)، اجزاي محدود با توابعِ شكلِ كسري (N=150) ديفرانسيلي تبديلِهاي روش

  (NE=40)شكلِ مرسوم 

 سرعت

- دوراني بي

   (λ)بعد 

  دوم پارامترِ فركانسيِ    اول پارامترِ فركانسيِ  

  
روشِ تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  روشِ اجزاي محدود
  

روشِ تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  روشِ اجزاي محدود

  كسري  مرسوم  كسري  مرسوم

0    2744/5  2738/5  2738/5    0082/24  0041/24  0041/24  

1    3909/5  3903/5  3903/5    1111/24  1069/24  1069/24  

2    7254/5  7249/5  7249/5    4171/24  4130/24  4130/24  

3    2407/6  2402/6  2402/6    9189/24  9149/24  9149/24  

4    8932/6  8928/6  8928/6    6054/25  6013/25  6013/25  

5    6447/7  6443/7  6443/7    4621/26  4581/26  4581/26  

6    4656/8  4653/8  4653/8    4733/27  4693/27  4693/27  

7    3349/9  3347/9  3347/9    6224/28  6185/28  6185/28  

8    2381/10  2379/10  2379/10    8933/29  8894/29  8894/29  

9    1652/11  1650/11  1650/11    2708/31  2669/31  2669/31  

10    1093/12  1092/12  1092/12    7408/32  7369/32  7369/32  

11    0658/13  0657/13  0657/13    2909/34  2871/34  2871/34  

12    0314/14  0313/14  0313/14    9102/35  9064/35  9064/35  
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با استفاده  متفاوت هاي دورانيِمقاديرِ مثالِ سوم و سرعت تير تحت پارامترِ فركانسيِو چهارمين  سومين 7ـ4جدولِ 

و اجزاي محدود با توابعِ  (NE=40)، اجزاي محدود با توابعِ شكلِ كسري (N=150) ديفرانسيلي تبديلِاي هاز روش

  (NE=40)شكلِ مرسوم 

 سرعت

- دوراني بي

   (λ)بعد 

  چهارم فركانسيِپارامترِ     سوم پارامترِ فركانسيِ  

  
روشِ تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  روشِ اجزاي محدود
  

روشِ تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  روشِ اجزاي محدود

  كسري  مرسوم  كسري  مرسوم

0    9826/59  9702/59  9702/59    935/112  910/112  910/112  

1    0820/60  0696/60  0696/60    035/113  009/113  009/113  

2    3793/60  3669/60  3669/60    333/113  308/113  308/113  

3    8715/60  8591/60  8591/60    829/113  803/113  803/113  

4    5536/61  5412/61  5412/61    518/114  493/114  493/114  

5    4193/62  4069/62  4069/62    398/115  373/115  373/115  

6    4608/63  4483/63  4484/63    465/116  439/116  439/116  

7    6691/64  6566/64  6567/64    711/117  686/117  686/117  

8    0347/66  0222/66  0223/66    133/119  107/119  107/119  

9    5477/67  5351/67  5352/67    722/120  696/120  697/120  

10    1978/69  1852/69  1852/69    473/122  447/122  447/122  

11    9749/70  9622/70  9623/70    377/124  351/124  351/124  

12    8693/72  8565/72  8566/72    427/126  401/126  401/126  

  

بعد برابر با صفر در حالت سرعت دورانيِ بي) تيرِ منشوري(با مقايسة نتايجِ حاصل براي مثالِ اول 

(λ=0)اولِ جدول تا  2ـ2 شده در جداولِبيان شده است، با نتايجِ ارايه 3ـ4و  2ـ4هاي ، كه در رديف

از . گردد كه نتايجِ حاصل بر هم منطبق هستندگاهي گيردار ـ آزاد، آشكار ميبراي حالت تكيه 4ـ2

سوي ديگر، از مقايسة سايرِ نتايجِ حاصل از روشِ اجزاي محدود كسري با روشِ اجزاي محدود مرسوم، 



79 
 

  .كاملاً آشكار استبر هم انطباقِ كاملِ نتايجِ اين دو روش 

  بنديجمعـ 7ـ4

هاي غيركلاسيك روشِ اجزاي هاي مهم در زمينة گونهبه بازتوليد يكي از پژوهشدر اين فصل، 

در اين راستا، نخست معادله . پرداخته شداختصاص داشت، توابعِ شكلِ كسري  معرفيِبه محدود كه 

گرديده و سپس،  با سطحِ مقطعِ نامنشوري استخراج اويلر ـ برنولي دوارِديفرانسيلِ حاكم بر تيرهاي 

هاي اين نيز همانند سايرِ فصل پاياندر . شدصورت كامل بيان  بندي توابعِ شكلِ كسري بهفرمول

هاي حاصل از روشِ اجزاي محدود با سنجي پاسخ، از روشِ تبديلِ ديفرانسيلي براي صحتنوشتار

روشِ اجزاي محدود با  هاي حاصل ازپاسخ .استفاده از توابعِ شكلِ مرسوم و كسري، استفاده شد

هاي وضوح نشان داد كه اين توابعِ شكل، سودمند بوده و فركانس شده بهاستفاده از توابعِ شكلِ معرفي

  .از آن، دقت مناسبي دارندحاصل 
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 پنجمفصلِ 

دوار با ارتعاش آزاد تيرِ  تحليلِ

با تغييرات و  ايسطحِ مقطعِ دايره

 در طولِ تير نمايي
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  هـ مقدم1ـ5

اي و سطحِ مقطعِ دايرهبا  اويلر ـ برنولي دوارِتيرهاي  ارتعاش آزاد در اين فصل، به تحليلِ

پردازيمديفرانسيلي مي تبديلِ اجزاي محدود و روشِ تير، با استفاده از روشِ نمايي در طولِ تغييرات .

هاي فوق روش ه اعمالِشده و سپس ب استخراجگونه تيرها معادلة حاكم بر اين، نخست ،اين راستادر 

در نتايجِ حاصل  1نامنشوري ضريبِ تأثيرِ بررسيِ بهنتايج،  در بخشِ. شودبر معادلة مذكور پرداخته مي

حاصل و  نمودارهاي همگرايي فركانسيِ  ، پارامترهايپاياندر . شودپرداخته مي) هاي حاصلفركانس(

  .شودبراي هر دو روش نمايش داده مي

-انجام جستجوهاي بر اساسِو طرح شده مؤلفين  رو، توسطپيشِ مسألةكه ذكر است  شايانِ

تير و با  در طولِنمايي  تغييراتاي و سطحِ مقطعِ دايرهبا  اويلر ـ برنولي دوارِ حال تيرِ پذيرفته، تا به

ار مرجعي مورد بحث قر هيچ در اجزاي محدود، ديفرانسيلي و همچنين روشِ تبديلِ استفاده از روشِ

  .نگرفته است

  معادلة حاكماستخراجِ ـ 2ـ5

  1ـ5 در شكلِ اي و تغييرات نمايي در طولِ تير كهسطحِ مقطعِ دايرهبا  اويلر ـ برنولي دوارِ تيرِ

 تير، فاصلة بينِ دهندة طولِنشان ،ترتيب به ،0rو  L ،dكه در آن  باشدميمدنظر ، نشان داده شده

) تيرتير در ابتداي  مقطعِ دوران تا ابتداي تير، و شعاعِ سطحِ محورِ 0)x كند، يادآوري مي .هستند =

 نامنشوري در حوزة اويلر ـ برنوليِ دوارِتيرهاي تحليلِ ارتعاش آزاد حاكم بر  معادله ديفرانسيلِ

  .است) 1ـ5(رابطة صورت  به) 56ـ4(اساسِ رابطة  برفركانس 

  

  

                                           

1 Taper paremeter  
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  تير  بعديِنماي سهالف ـ 

  
  

 ب ـ نما از بالا الف ـ نما از كنار

 تير نمايي در طولِ اي و با تغييراتدايره مقطعِ با سطحِنامنشوري  دوارِ تيرِ شماي كليِ 1ـ5شكلِ 
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4 3 2 2

4 3 2 2

2
2

2

d ( ) dEI( ) d ( ) d EI( ) d ( )
EI( ) 2

d d d d d

dT( ) d ( ) d ( )
T( ) m( ) ( ) 0

d d d

u x x u x x u x
x

x x x x x

x u x u x
x x u x

x x x
ω

+ +

− − − =

)1ـ5(    

)، )1ـ5(رابطة در  )u x  وT( )x ،دهندة تابعِ خيزِ تير و نيروي محوريِ ايجادشده بر اثرِ نشانترتيب،  به

)m. ستنددوران در طولِ تير ه )x  وEI( )xطولِ ت خمشي تير، به، توابعِ جرم در واحد ير و صلبيت -

  :شوندتعريف مي) 3ـ5(و ) 2ـ5(صورت روابط  بهترتيب، 

0m( ) m exp 2β
L

x
x

 
= −  

)2ـ5(    

0EI( ) EI exp 4β
L

x
x

 
= −  

)3ـ5(    

تير و ممان  طولِ واحد جرمِترتيب،  به، 0Iو  0m. ضريبِ نامنشوري است βكه در روابط فوق، 

  :شوندتعريف مي) 5ـ5(و ) 4ـ5( روابط فرمِ تداي تير بوده و بهبادر  اينرسيِ

2
0

0

ρ π r
m

2β
= )4ـ5(    

4
0

0

π r
I

4
= )5ـ5(    

تير كه  شعاع در طولِ ذكر است كه تغييرات لازم به. ة چگالي استدهندنشان ρ، )4ـ5(كه در رابطة 

)Rبا  )x زير تعريف مي گردد فرمِ شود، بهنشان داده مي:  

0R( ) r exp β
L

x
x

 
= −  

)6ـ5(    

)Tتر بيان گرديد، طور كه پيشهمان )x ثرِ دوران در طولِ تير ايجاد نيروي محوري است كه بر ا

  :گرددفرمِ زير محاسبه مي به ،)5ـ4(رابطة  شود و بر اساسِمي

L
2T( ) m( )(d ) d F

x
x x x x= + Ω +∫ )7ـ5(    

ركزِ انتهايي تير سرعت دوراني و نيروي متمترتيب،  به، Fو  Ωيادآوري است كه در رابطة بالا،  لازم به

  :، داريمxگيري در طولِ و انتگرال) 7ـ5(در رابطة ) 2ـ5(حال با جايگذاري رابطة  .هستند
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[ ]
2

0m L L L
T( ) exp 2β d exp 2β d L F

2β L 2β 2β

x
x x

    Ω  
= − + + − − + + +           

)8ـ5(    

dفرمِ  به dو همچنين  Lxصورت  به ξ فصلِ قبل، با تعريف همانند اكنون L را ) 1ـ5(، رابطة

-ميقرار ) 1ـ5(رابطة را در ) 8ـ5(و ) 3ـ5(، )2ـ5(براي اين امر، روابط . نويسيمبعد ميصورت بي به

  :آيددرميصورت زير  كه حاصل به دهيم

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ]( )( ) [ ]

24 3 2
0 0 0

4 4 4 3 4 2

2
2

0 2 2 2 2

2 2
0 0

EI 8βEI 16β EId ( ) d ( ) d ( )
exp 4β exp 4β exp 4β

L d L d L d

d 1 d 1 1 F d ( )
m exp 2β exp 2β

2β 4β 2β 4β L d

d ( )
m exp 2β d m exp 2β ( ) 0

d

u u u

u

u
u

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ

ξ

ξ
ξ ξ ξ ω ξ

ξ

− − − + −

     + +
− Ω − + − − + +            

+ Ω − + − − =

)9ـ5(    

4در عبارت ) 9ـ5(كردنِ طرفينِ رابطة با ضرب سپس
0L EIزير بازنويسي مي ، اين رابطه به صورت -

  :گردد

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ]( )( ) [ ]

4 3 2
2

4 3 2

2
2

2 2 2

2
2 2

2

d ( d ( d (
exp 4β 8βexp 4β 16β exp 4β

d d d

d 1 d 1 1 d (
λ exp 2β exp 2β

2β 4β 2β 4β d

d ( d (
λ exp 2β d F µ exp 2β ( 0

d d

u u u

u

u u
u

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ

ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

) ) )
− − − + −

    + + )
− − + − − +     

    

) )
+ − + − − − ) =%

)10ـ5(    

با  اويلر ـ برنوليبعدشدة حاكم بر ارتعاش آزاد تيرهاي دوارِ ، معادلة ديفرانسيلِ بي)10ـ5(معادلة 

. بعد استسرعت دورانيِ بي λدر اين رابطه، . اي و تغييرات نمايي در طولِ تير استسطحِ مقطعِ دايره

  :شوندتعريف مي) 13ـ5(تا ) 11ـ5(فرمِ روابط  بهترتيب،  به، 2µو  %2λ ،Fدر رابطة فوق، 

2 4
2 0

0

m L
λ

EI

Ω
= )11ـ5(    

2

0

FL
F

EI
=% )12ـ5(    
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2 4
2 0

0

m L
µ

EI

ω
= )13ـ5(    

است كه در ) تيرِ طُره(شرايط مرزي براي تيرهاي دوار دقيقاً برابر با شرايط مرزي گيردار ـ آزاد 

 الي ) 14ـ5(در روابط  روابط مذكور رابراي راحتي كار، مجدداً . ان گرديدبي) 66ـ4(الي ) 63ـ4(روابط

   :كنيمبيان مي) 17ـ5(

0
( ) 0u

ξ
ξ

=
= )14ـ5(    

0

d ( )
0

d

u

ξ

ξ

ξ
=

= )15ـ5(    

2

2

1

d ( )
0

d

u

ξ

ξ

ξ
=

= )16ـ5(    

3

3

1

d ( )
0

d

u

ξ

ξ

ξ
=

= )17ـ5(    

به  در بخشِ بعدياكنون همراه شرايط مرزي استخراج گرديد،  ل بهحال كه معادلة ديفرانسي

  .پردازيممي) 10ـ5(اعمالِ روشِ تبديلِ ديفرانسيلي بر معادلة 

  ـ روشِ تبديلِ ديفرانسيلي3ـ5

حال برآنيم تا با استفاده از  .كامل شرح داده شد طورِ ديفرانسيلي به تبديلِ روشِدر فصلِ دوم، 

مربوطه را  بپردازيم و رابطة بازگشتيِ) 10ـ5(ديفرانسيلي بر معادلة  تبديلِ روشِ مالِ، به اع1ـ2جدولِ 

) 10ـ5(رابطة  جزئيات براي جملة چهارمِ در اين راستا، نخست اين فرآيند را با ذكرِ. استخراج نماييم

  :نويسيمصورت زير مي را به) 10ـ5(بنابراين، جملة چهارم رابطة . دهيمانجام مي

[ ] [ ]
2

2

2 2 2

d 1 d 1 1 d ( )
( λ exp 2β exp 2β

2β 4β 2β 4β d

u
g

ξ ξ
ξ ξ

ξ

    + +
) = − − + − − +     

    
)18ـ5(    

  :كنيمبازنويسي مي )19ـ5(رابطة فرمِ  را به) 18ـ5(رابطة  اكنون
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− + − +  

   

) 19ـ5(    

g)از سوي ديگر،  ξ   :نيز نوشت )20ـ5(رابطة صورت  توان بهرا مي (

1 2 3 4( ( ( ( (g g g g gξ ξ ξ ξ ξ) = ) + ) + ) + ) )20ـ5(    

g)1، )20ـ5(و ) 19ـ5( يسة روابطبا مقا ξ 4تا  ( (g ξ ) 21ـ5(روابط  فرمِتوان به ترتيب به را مي (

  :تعريف نمود )24ـ5(الي 
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1 2
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]حال  ]1G k  تا[ ]4G k  ،1يافتة تبديل توابعِ ،ترتيببه را(g ξ 4تا  ( (g ξ  ناميده و بر اساسِ (

   :كنيمتعريف مي )28ـ5(الي ) 25ـ5(روابط فرمِ به  1ـ2 جدولِ
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]در نهايت  ]G k ِيافتة تبديل كه تابع(g ξ ] عِ توابعِاست، از جم ( ]1G k  تا[ ]4G k  حاصل خواهد شد

  :نشان داده شده است) 29ـ5(كه در رابطة 
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 كه حاصلِ، رابطة بازگشتي )10ـ5(رابطة  مشابه بر روي كلية جملات عمليات با انجامِ اكنون

حاصل خواهد ) 30ـ5(معادلة  صورتيلي بر معادلة ديفرانسيل است، به ديفرانس بديلِت روشِ اعمالِ
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− − + 




   − + − + + + − − +     



∑

∑

)30ـ5(    

,1 ،رابطة فوقدر كه  2,..., Nk همچنين . تعداد جملات در روشِ تبديلِ ديفرانسيلي است Nو  =

[ ]U k ِيافتة  تبديل تابع(u ξ ]. باشد مي ( ]U   :شودتعريف مي )31ـ5(رابطة  فرمِنيز به  4
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[ ] [ ] [ ] [ ]2

2

2
2

1 d 1 1
U 4 48βU 3 U 2 2λ exp 2β

24 2β 4β

λ 1
32β 2F d

β 2β

   − +
= − + + −    

 
+ − − +      

%

)31ـ5(    

1kنمونه، با قراردادنِ مقادير  عنوانِه اكنون ب 2kو  = ]، )30ـ5(در رابطة  = ]U ]و  5 ]U را به  6

  :نماييممحاسبه مي) 33ـ5(و ) 32ـ5( روابط صورتترتيب به 

[ ]
[ ]

[ ] [ ]( ) ( )( )

[ ] [ ] ( )( )

[ ] [ ] ( )( )

2

2

2 3 2

2 3 2

exp 2β
U 5 3λ U 3 4βU 2 1 2β 1 d

240β

3exp 2β U 3 λ 2β 96β d λ 2βF

4βexp 2β U 2 3λ 4β 32β d λ 3βF

− 
= − + + +



+ − + + +


+ − + − + + 



%

%

)32ـ5(     

[ ]
[ ]

[ ] ( )( )

[ ] ( )( )( [ ]

[ ] ( )( ) )
[ ] [ ]( )

[ ](

( ) ( ) )

2
4

4

2 3

2 3 2

3 4 2 2 2

8 5 2 4 4 6 3 2

22 4 2 4 2 2 2

exp 4β
U 6 U 2 λ 1 2β 1 d

5760β

2λ exp 2β 1 2β 1 d 144β U 3

U 2 λ 2β 80β d λ 2βF

exp 4β 48β U 3 256β 6λ 9dβ λ 24β F

U 2 12288β 224dβ λ λ 4dβλ 1280β F 16dβ λ F

4β d λ 2λ F 16β 17λ µ F

−
= + +



− + +

+ + + +


+ + + +



+ − + + + + +


+ + + + + 

 

%

%

% %

% %

)33ـ5(    

]و چهارم بيان گرديد،  دومچه در فصلِ حال همانند آن ]U ]و  0 ]U ترتيب بر اساسِ روابط را به  1

]سپس . خواهند شدمحاسبه خواهيم كرد كه هر دو برابر با صفر ) 15ـ5(و ) 14ـ5( ]U ]و  2 ]U را  3

كمك شرايط به  پاياندر . آنها خواهيم يافت و سايرِ توابعِ تبديل را بر اساسِ مجهول درنظر گرفته

   :گرددحاصل مي) 34ـ5(دستگاهي همانند رابطة ) 17ـ5(و ) 16ـ5(مرزيِ 

[ ]

[ ]

U 2 0
[ ]

0U 3

    
=   
   

A )34ـ5(    

حليلِ ارتعاشِ آزاد تير مدنظر است، طرف با توجه به اينكه ت. است 2×2 بازهم ماتريسي Aكه در آن 
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هاي غيربديهي داشته باشد، كه دستگاه موجود جواببراي اين. برابرِ صفر است) 34ـ5(راست رابطة 

نتايجِ اين كار ، و بحث نتايجدر بخشِ  .دهيم برابر با صفر قرار را A ماتريسِ دترمينانِكافي است 

شده همگي ارائه شايان ذكر است كه نتايجِ .گرددنتايجِ حاصل از روشِ اجزاي محدود ارائه مي همراه با

F بر اساسِ 0= ،d Nو  =0   .دنباشمي =100

  ـ روشِ اجزاي محدود4ـ5

بايستي نخست ) 23ـ3(ابطة ر اجزاي محدود، بر اساسِ ارتعاش آزاد با استفاده از روشِ براي تحليلِ

مجدداً در رابطة ) 23ـ3(رابطة  ،براي يادآوري. محاسبه شوند) K(و سختي ) M(جرم  هايسماتري

  :شودنوشته مي) 35ـ5(

[ ] [ ]( ){ } { }2 0ω φ− =K M  )535ـ(   

المان  جرمِ ماتريسِ نخست،تير، بايستي  جرم و سختيِ ماتريسِ آوردنِدستاي بهبديهي است بر

)eM (ِلمان  سختيِ و ماتريسا)eK (ار در بخشِ. دست آوريمرا به3ـ3 اين عمل براي تيرهاي غيردو 

ناشي از چرخش، متفاوت  نيروي محوريِ وجود علتار به تيرهاي دوكه  ستا اين در حالي انجام شد؛ و

- تيرهاي دوار براي به بنديِفرمول توضيحِمختصر به  صورت لذا، به. كننداز تيرهاي غيردوار عمل مي

  .پردازيمجرم و سختي مي ماتريسِ آوردنِدست

  :ستزير ا صورتبه ) 6ـ4( فرمولِ ار بر اساسِتيرهاي دو معادله ديفرانسيلِ

2 2 2

2 2 2

( , ) ( , ) ( , )
EI ρΑ T( ) q( , )

u x t u x t u x t
x x t

x x t x x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
+ − =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

)36ـ5(    

المان،  جرم و سختيِ ماتريسِ آوردنِدستسوم بيان گرديد، براي به طور كه در فصلِاكنون همان

)w وزنِ را در تابعِ) 36ـ5(رابطة  بايستي طرفينِ , )x t ِرابطة حاصل، بر  ضرب كرده و سپس از طرفين

  :انجام شده است )37ـ5(اين عمل در رابطة . انتگرال بگيريم eL طولِروي الماني به 
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e e

e e

2 2
L L

2 20 0

2
L L

20 0

( , ) ( , )
w( , ) EI d w( , ) T( ) d

( , )
w( , )q( , )d w( , )ρA d

u x t u x t
x t x x t x x

x x x x

u x t
x t x t x x t x

t

 ∂ ∂ ∂ ∂ 
−   ∂ ∂ ∂ ∂  

∂
= −

∂

∫ ∫

∫ ∫

)37ـ5(    

طرف را نمي) 37ـ5(معادلة  راستمشتق نسبت به  توان تضعيف كرد؛ زيرا فاقدx جملة اولِ . هستند

درخواهد آمد ) 7ـ3(فرمِ رابطة  جزء بهبهگيريِ جزء، پس از دو مرتبه انتگرال)37ـ5(طرف چپِ رابطة 

  :نوشته خواهد شد) 38ـ5(كه مجدداً در رابطة 

e

e

e

2 2
L

2 20

L2 2 2
L

2 2 20
0

( , )
w( , ) EI d

w( , ) ( , ) w( , ) ( , )
w( , )V( ) EI EI d

u x t
x t x

x x

x t u x t x t u x t
x t x x

x x x x

 ∂ ∂
= 

∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂
− + 

∂ ∂ ∂ ∂ 

∫

∫

)38ـ5(    

)Tجملة حاويِ نيروي محوري يا همان  سراغِ اكنون به )x رويم و آن را به مينويسيمزير مي صورت:  

e e

e

L L

0 0

2
L

20

( , ) dT( ) ( , )
w( , ) T( ) d w( , ) d

d

( , )
w( , )T( ) d

u x t x u x t
x t x x x t x

x x x x

u x t
x t x x

x

∂ ∂ ∂ 
− = − ∂ ∂ ∂ 

∂
−

∂

∫ ∫

∫

)39ـ5(    

حال طرف آوريمدرميزير  فرمِجزء به بهگيريِ جزءاز انتگرال را با استفاده) 39ـ5(رابطة  راست:  

e e

e
e

e e

2
L L

20 0

L
L

0
0

L L

0 0

dT( ) ( , ) ( , )
w( , ) d w( , )T( ) d

d

dT( ) ( , ) ( , )
w( , ) d w( , )T( )

d

dT( ) ( , ) w( , ) ( , )
w( , ) d T( ) d

d

x u x t u x t
x t x x t x x

x x x

x u x t u x t
x t x x t x

x x x

x u x t x t u x t
x t x x x

x x x x

∂ ∂
− − =

∂ ∂

∂ ∂
− −

∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂

∫ ∫

∫

∫ ∫

)40ـ5(    

  :شودزير نوشته مي فرمِسازي به پس از ساده) 40ـ5(رابطة كه 

e e

e
e

2
L L

20 0

L
L

0
0

dT( ) ( , ) ( , )
w( , ) d w( , )T( ) d

d

( , ) w( , ) ( , )
w( , )T( ) T( ) d

x u x t u x t
x t x x t x x

x x x

u x t x t u x t
x t x x x

x x x

∂ ∂
− − =

∂ ∂

∂ ∂ ∂
− +

∂ ∂ ∂

∫ ∫

∫
)41ـ5(    

  :، داريم)37ـ5(در رابطة ) 41ـ5(و ) 38ـ5( روابط در نهايت با قراردادنِ
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e e e

e e
e

2 2 2
L L L

2 2 20 0 0

L L
L

0
0 0

w( , ) ( , ) ( , ) w( , ) ( , )
EI d w( , )ρA d T( ) d

w( , ) ( , )
w( , )q( , )d M( ) w( , )V( ) w( , )T( )

x t u x t u x t x t u x t
x x t x x x

x x t x x

x t u x t
x t x t x x x t x x t x

x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ 
= + − + ∂ ∂ 

∫ ∫ ∫

∫
 

)42ـ5(   

42ـ5(، رابطة )11ـ3(الي ) 9ـ3( با استفاده از روابط ( بهرابطة  صورت)گرددبازنويسي مي )43ـ5:  

{ } { } { } [ ] [ ]

{ } { } { } [ ]

{ } { } [ ] { }

e e

e e

T2 2 2
L L TT T

2 2 20 0

T
L L TT T

0 0

T
TT T

( ) ( ) ( )
( ) EI ( ) d ( ) ( ) ρA ( ) d

( ) ( )
T( ) ( ) ( ) d ( ) ( ) q( , )d

( )
( ) M( ) ( ) ( ) V( ) ( )

x x t
t t x t x x x

x x t

x x
x t t x t x x t x

x x

x
t x t x x t

x

     ∂ ∂ ∂
+     

∂ ∂ ∂     

∂ ∂   
+ =   ∂ ∂   

∂ 
+ − + ∂ 

∫ ∫

∫ ∫

N N U
w U w N N

N N
w U w N

N
w w N w [ ]

eL

TT

0

( , )
( ) T( )

u x t
x x

x

 ∂
 

∂  
N

)43ـ5(    

}حذف با  }
T

( )tw  گرددحاصل مي) 44ـ5(و بازنويسي آن، رابطة ) 43ـ5(از طرفينِ رابطة:  

[ ] [ ]

{ }

[ ] [ ] [ ]

e

e e

e

e

2
L T

20

T T2 2
L L

2 20 0

LT
L T T T

0
0

( )
( ) ρA ( ) d

( ) ( ) ( ) ( )
EI d T( ) d ( )

( ) ( , )
( ) q( , )d M( ) ( ) V( ) ( ) T( )

t
x x x

t

x x x x
x x x t

x x x x

x u x t
x x t x x x x x x

x x

 ∂
 

∂ 

    ∂ ∂ ∂ ∂   
 + +        ∂ ∂ ∂ ∂       

 ∂ ∂ 
= + − +  ∂ ∂   

∫

∫ ∫

∫

U
N N

N N N N
U

N
N N N

 

)44ـ5(   

  :شودفرمِ زير نوشته ميبه ) 44ـ5(رابطة  اكنون

{ } { } { }
2

2

( )
( )

t
t

t

 ∂
   + = +    ∂ 

e e e eU
M K U Q P )45ـ5(    

است كه در آن دوار  يرِمعادلة فوق، معادلة حاكم بر هر المان از ت  
eM  و  

eK ماتريسِ  ،ترتيب، به

}همچنين، . جرم و سختي المان نام دارند }eQ  و{ }eP ،گستردة  بردارِ بارهاي معادلِ گرهيِ ،ترتيببه

، )45ـ5(و ) 44ـ5(از مقايسة رابطة . بارهاي مرزي المان هستندالمان و بردارِ   
eM ،  

eK،{ }eQ 

}و  }eP و به ترتيب، به ، صورت شوندتعريف مي )49ـ5(الي ) 46ـ5(روابط:  
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[ ] [ ]
eL T

0
( ) ρA ( ) dx x x  =  ∫

eM N N )46ـ5(    

e e
T T2 2

L L

2 20 0

( ) ( ) ( ) ( )
EI d T( ) d

x x x x
x x x

x x x x

   ∂ ∂ ∂ ∂     = +        ∂ ∂ ∂ ∂      
∫ ∫

e N N N N
K )47ـ5(    

{ } [ ]
eL T

0
( ) q( , )dx x t x= ∫

eQ N )48ـ5(    

{ } [ ] [ ]

eLT
T T

0

( ) ( , )
M( ) ( ) V( ) ( ) T( )

x u x t
x x x x x

x x

 ∂ ∂ 
= − +  ∂ ∂   

e N
P N N )49ـ5(    

  :گرددصورت زير حاصل ميلمان، معادلة حاكم بر كلِ تير به هاي هر اپس از سواركردنِ ماتريس

[ ] [ ]{ } { } { }
2

2

( )
( )

t
t

t

 ∂
+ = + 

∂ 

U
M K U Q P )50ـ5(    

]بطة فوق كه در را ]M ،[ ]K،{ }Q  و{ }P بردارِ بارهاي  ترتيب، ماتريسِ جرم، ماتريسِ سختي،، به

يفرانسيلِ يك معادله د )50ـ5(معادلة  .گسترده و بردارِ بارهاي مرزي كلِ تير هستند معادلِ گرهيِ

از طرفينِ آن و انتقالِ آن به حوزة فركانس در حالت ارتعاشِ  فوريهماتريسي است كه با گرفتنِ تبديلِ 

بديهي است در . گرددهاي طبيعي و شكلِ مودهاي تير استخراج ميآزاد، معادلة حاكم بر فركانس

}حالت ارتعاشِ آزاد،  }Q  و{ }P برابر با صفر است.  

بعد و ضريبِدورانيِ بي در حالت كلي كه سرعت صفر باشند  نامنشوري مخالفλ β)و  ≠(0 ≠ 0 ،

بعد را برابر با صفر بي دورانيِ شوند؛ اما اگر سرعتهاي جرم و سختي بسيار پيچيده ميماتريس

β)و  (λ=0صفر  نامنشوري را مخالف يم و ضريبِپندارب ≠ هاي جرم و توان ماتريسگاه مي، آن0

كلي نمايش داد سختي را در حالت حاصل  نتايجِ. الف نمايش داده شده است كه اين عمل در پيوست

 تبديلِ حاصل از روشِ نتايجِ همراهتايج و بحث به ن در بخشِ) 9ـ5(از اعمال اين روش بر معادلة 

  .شودديفرانسيلي نشان داده مي

  ـ نتايج و بحث5ـ5

هاي اجزاي محدود و تبديلِ روشحاصل از اعمال  پارامترهاي فركانسيِدر اين بخش، نخست، 
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Fحاصل بر اساسِ  تماميِ نتايجِ. نشان مي دهيم 6ـ5الي  1ـ5 را در جداولِ ديفرانسيلي dو  =0 0= 

 100ديفرانسيلي برابر با  تبديلِ جملات در روشِ تذكر است كه تعداد البته لازم به. اندآمده دستبه

N)جمله  المان  20 اجزاي محدود بر اساسِ حاصل از روشِ همچنين نتايجِ. باشدمي =(100

(NE مقدارهاي متفاوت از ضريبِ نامنشوري  جداول بر اساسِعلاوه بر آن، . اندحاصل شده =(20

βحاصل از حالت  شايانِ ذكر است كه نتايجِ. اندبندي شدهدسته =  ، با مرجعِتير منشوري است، كه 0

سازد، در اين فصل از توابعِ شكلِ مرسوم در روش همچنين خاطر نشان مي .مقايسه شده است] 38[

شده و از توابعِ شكلِ كسري، كه در فصلِ چهارم  اجزاي محدود كلاسيك براي تحليلِ بهره جسته

  .معرفي شدند، استفاده نگرديده است

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



95 
 

  

  

N)تبديلِ ديفرانسيلي هاي حاصل از بكارگيريِ روش پارامترِ فركانسيِمقايسة اولين و دومين  1ـ5جدولِ  و  =(100

NE)روشِ اجزاي محدود  βبا توجه به  =(20 = 0   

 سرعت

دورانيِ 

بعد  بي

(λ)   

  دوم پارامترِ فركانسيِ    اول پارامترِ فركانسيِ  

  

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  

روشِ 

اجزاي 

  محدود

  
مرجعِ 

]38[  
  

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  

روشِ 

اجزاي 

  محدود

  
مرجعِ 

]38[  

0    5160/3    5160/3    5160/3    0344/22    0345/22    0345/22  

1    6817/3    6817/3    6816/3    1810/22    1811/22    1810/22  

2    1373/4    1373/4    1373/4    6149/22    6150/22    6149/22  

3    7973/4    7972/4    7973/4    3202/23    3203/23    3203/23  

4    5850/5    5850/5    5850/5    2733/24    2734/24    2733/24  

5    4495/6    4496/6    4495/6    4460/25    4461/25    4461/25  

6    3604/7    3604/7    3604/7    8090/26    8091/26    8091/26  

7    2999/8    2996/8    2996/8    3341/28    3341/28    3341/28  

8    2568/9    2569/9    2568/9    9957/29    9954/29    9954/29  

9    2258/10    2257/10    2257/10    7714/31    7706/31    7705/31  

10    2015/11    2023/11    2023/11    6403/33    6404/33    6404/33  

11    1855/12    1844/12    1843/12    5858/35    5891/35    5890/35  

12    1630/13    1702/13    1702/13    6156/37    6032/37    6031/37  
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هاي تبديلِ ديفرانسيلي بكارگيريِ روشحاصل از پارامترِ فركانسيِ  چهارمينو  سومينمقايسة  2ـ5جدولِ 

(N NE)و روشِ اجزاي محدود  =(100 βبا توجه به  =(20 = 0  

 سرعت

دورانيِ 

بعد  بي

(λ)  

  چهارم پارامترِ فركانسيِ    سوم پارامترِ فركانسيِ  

  

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  

روشِ 

اجزاي 

  محدود

  
مرجعِ 

]38[  
  

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  

روشِ 

اجزاي 

  محدود

  
مرجعِ 

]38[  

  ارائه عدمِ    9090/120    901/120    6972/61    6982/61    6970/61    0

  عدمِ ارائه    0580/121    0500/121    8418/61    8428/61    8415/61    1

  عدمِ ارائه    5040/121    4950/121    2732/62    2742/62    2729/62    2

  عدمِ ارائه    2430/122    2340/122    9850/62    9860/62    9847/62    3

  عدمِ ارائه    2690/123    2600/123    9668/63    9677/63    9664/63    4

  عدمِ ارائه    5740/124    5550/124    2050/65    2060/65    2054/65    5

  عدمِ ارائه    1480/126    1410/126    6839/66    6849/66    6837/66    6

  عدمِ ارائه    9790/127    9620/127    3860/68    3869/68    3861/68    7

  عدمِ ارائه    0560/130    0430/130    2930/70    2939/70    2919/70    8

  عدمِ ارائه    3650/132    3750/132    3867/72    3876/72    3799/72    9

  عدمِ ارائه    8910/134    7740/134    6493/74    6503/74    6513/74    10

  عدمِ ارائه    6210/137    6720/137    0638/77    0648/77    0637/77    11

  عدمِ ارائه    5410/140    5740/140    6145/79    6155/79    5968/79    12
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N)هاي تبديلِ ديفرانسيلي اول، حاصل از بكارگيريِ روشپارامترِ فركانسيِ مقايسة سه  3ـ5جدولِ  و روشِ  =(100

NE)اجزاي محدود  βبا توجه به  =(20 .5= 0  

 سرعت

دورانيِ 

بعد  بي

(λ)  

  سوم پارامترِ فركانسيِ    دوم پارامترِ فركانسيِ    اول كانسيِپارامترِ فر  

  

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  

روشِ 

اجزاي 

  محدود

  

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  

روشِ 

اجزاي 

  محدود

  

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  

روشِ 

اجزاي 

  محدود

0    2280/4    2280/4    6462/19    6463/19    4184/50    4193/50  

1    3773/4    3773/4    7869/19    7869/19    5545/50    5554/50  

2    7953/4    7953/4    2030/20    2030/20    9606/50    9615/50  

3    4151/5    4151/5    8784/20    8784/20    6300/51    6309/51  

4    1699/6    1699/6    7892/21    7892/21    5523/52    5531/52  

5    0105/7    0105/7    9071/22    9071/22    7137/53    7145/53  

6    9046/7    9046/7    2028/24    2029/24    0984/55    0992/55  

7    8325/8    8325/8    6486/25    6486/25    6891/56    6899/56  

8    7819/9    7819/9    2191/27    2191/27    4680/58    4687/58  

9    7455/10    7455/10    8929/28    8929/28    4173/60    4180/60  

10    7186/11    7186/11    6516/30    6516/30    5200/62    5206/62  

11    6982/12    6982/12    4802/32    4802/32    7599/64    7605/64  

12    6824/13    6824/13    3664/34    3664/34    1221/67    1228/67  
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N)هاي تبديلِ ديفرانسيلي اول، حاصل از بكارگيريِ روشپارامترِ فركانسيِ مقايسة سه  4ـ5جدولِ  و روشِ  =(100

NE)اجزاي محدود  βبا توجه به  =(20 1=  

 سرعت

دورانيِ 

بعد  بي

(λ)  

  سوم پارامترِ فركانسيِ    دوم پارامترِ فركانسيِ    اول پارامترِ فركانسيِ  

  

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  

روشِ 

اجزاي 

  دمحدو

  

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  

روشِ 

اجزاي 

  محدود

  

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  

روشِ 

اجزاي 

  محدود

0    8038/4    8038/4    3679/17    3680/17    1618/41    1628/41  

1    9511/4    9511/4    5140/17    5141/17    3033/41    3044/41  

2    3655/5    3655/5    9453/17    9454/17    7251/41    7261/41  

3    9838/5    9838/5    6420/18    6421/18    4185/42    4195/42  

4    7408/6    7408/6    5753/19    5754/19    3702/43    3711/43  

5    5862/7    5862/7    7121/20    7121/20    5630/44    5640/44  

6    4867/8    4867/8    0188/22    0189/22    9775/45    9784/45  

7    4216/9    4216/9    4645/23    4646/23    5929/47    5937/47  

8    3780/10    3780/10    0224/25    0224/25    3882/49    3882/49  

9    3483/11    3483/11    6699/26    6700/26    3433/51    3440/51  

10    3278/12    3278/12    3890/28    3890/28    4390/53    4397/53  

11    3134/13    3134/13    1651/30    1651/30    6580/55    6587/55  

12    3032/14    3032/14    9868/31    9868/31    9847/57    9853/57  
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N)هاي تبديلِ ديفرانسيلي اول، حاصل از بكارگيريِ روش پارامترِ فركانسيِمقايسة سه  5ـ5جدولِ  و روشِ  =(100

NE)اجزاي محدود  βبا توجه به  =(20 1.5=  

عت سر

دورانيِ 

بعد  بي

(λ)  

  سوم پارامترِ فركانسيِ    دوم پارامترِ فركانسيِ    اول پارامترِ فركانسيِ  

  

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  

روشِ 

اجزاي 

  محدود

  

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  

روشِ 

اجزاي 

  محدود

  

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  

روشِ 

اجزاي 

  محدود

0    1143/5    1143/5    2769/15    2770/15    5808/33    5820/33  

1    2758/5    2758/5    4393/15    4394/15    7401/33    7413/33  

2    7271/5    7271/5    9164/15    9165/15    2135/34    2147/34  

3    3934/6    3934/6    6803/16    6804/16    9879/34    9891/34  

4    1996/7    1996/7    6915/17    6916/17    0432/36    0443/36  

5    0902/8    0902/8    9061/18    9062/18    3543/37    3553/37  

6    0301/9    0301/9    2823/20    2824/20    8935/38    8945/38  

7    9988/9    9988/9    7834/21    7834/21    6325/40    6334/40  

8    9842/10    9842/10    3795/23    3796/23    5439/42    5447/42  

9    9796/11    9796/11    0474/25    0475/25    6023/44    6031/44  

10    9809/12    9809/12    7693/26    7694/26    7853/46    7860/46  

11    9858/13    9858/13    5319/28    5320/28    0731/49    0738/49  

12    9929/14    9929/14    3254/30    3255/30    4488/51    4494/51  
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N)هاي تبديلِ ديفرانسيلي از بكارگيريِ روش اول، حاصلپارامترِ فركانسيِ مقايسة سه  6ـ5جدولِ  و روشِ  =(100

NE)اجزاي محدود  βبا توجه به  =(20 2=  

 سرعت

دورانيِ 

بعد  بي

(λ)  

  سوم مترِ فركانسيِپارا    دوم پارامترِ فركانسيِ    اول پارامترِ فركانسيِ  

  

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  

روشِ 

اجزاي 

  محدود

  

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  

روشِ 

اجزاي 

  محدود

  

روشِ 

تبديلِ 

  ديفرانسيلي

  

روشِ 

اجزاي 

  محدود

0    0721/5    0721/5    3632/13    3634/13    3911/27    3926/27  

1    2685/5    2685/5    5551/13    5553/13    5816/27    5831/27  

2    8066/5    8065/5    1143/14    1145/14    1450/28    1464/28  

3    5780/6    5780/6    9958/14    9959/14    0587/29    0600/29  

4    4844/7    4844/7    1392/16    1393/16    2886/30    2899/30  

5    4620/8    4620/8    4823/17    4824/17    7944/31    7955/31  

6    4749/9    4749/9    9706/18    9707/18    5334/33    5344/33  

7    5047/10    5047/10    5612/20    5613/20    4650/35    4659/35  

8    5420/11    5420/11    2225/22    2226/22    5525/37    5534/37  

9    5820/12    5820/12    9324/23    9324/23    7649/39    7654/39  

10    6223/13    6223/13    6759/25    6755/25    0768/42    0760/42  

11    6617/14    6617/14    4413/27    4413/27    4649/44    4642/44  

12    6999/15    6997/15    2269/29    2228/29    9297/46    9133/46  

  

ها، با اين شكل. رويمسراغِ نمودارهاي همگرايي براي روشِ تبديلِ ديفرانسيلي ميبه  در ادامه،

   . اندرسم شده (β)و ضريبِ نامنشوريِ متفاوت  (λ)شدة متفاوت بعدهاي بيتوجه به سرعت
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λبا توجه به يِ اول فركانسپارامترِ  پنجديفرانسيلي مربوط به  تبديلِ همگراييِ روشِ نمودارِ 2ـ5شكلِ  = βو  0 1=   

  

 

λبا توجه به يِ اول فركانسپارامترِ پنج ديفرانسيلي مربوط به  تبديلِ يِ روشِهمگراي نمودارِ 3ـ5شكلِ  βو  =12 1=  

  

 

λبا توجه به يِ اول فركانسپارامترِ پنج ديفرانسيلي مربوط به  تبديلِ همگراييِ روشِ نمودارِ 4ـ5شكلِ  = βو  0 2=  
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λبا توجه به يِ اول فركانسپارامترِ پنج ديفرانسيلي مربوط به  تبديلِ همگراييِ روشِ نمودارِ 5ـ5شكلِ  βو  =12 2=  

 تبديلِ وشِجملات در ر تعداد طور كه در نمودارهاي همگرايي مشخص است، با افزايشِهمان

  .شده و افزايشِ تعداد جملات، تأثيري بر نتايجِ حاصل ندارد همگراها ديفرانسيلي، پاسخ

حاصل با توجه به پارامترهاي فركانسيِ نامنشوري بر  ضريبِ تأثيرِ بررسيِاكنون برآنيم تا به 

پارامترهاي براي  ترتيببه  9ـ5الي  6ـ5هاي ين راستا شكلدر ا. متفاوت بپردازيم هاي دورانيِسرعت

 دهندةترتيب نشان افقي و عمودي به هاي مذكور، محورِدر شكل. انداول تا چهارم رسم شده فركانسيِ

ضريبِ  شود كه افزايشِمشاهده مي .باشندمي (µ)پارامترِ فركانسيِ حاصل نامنشوري و  ضريبِ

  .گرددمي پارامترهاي فركانسيسايرِ  و كاهشِ فركانسي پارامترِاولين  نامنشوري، موجبِ افزايشِ

 

  هاي دورانيِ متفاوتحاصل با توجه به سرعت پارامترِ فركانسيِتأثيرِ ضريبِ نامنشوري براي اولين  6ـ5شكلِ 
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  هاي دورانيِ متفاوتحاصل با توجه به سرعتپارامترِ فركانسيِ تأثيرِ ضريبِ نامنشوري براي دومين  7ـ5شكلِ 

  

 

  هاي دورانيِ متفاوتحاصل با توجه به سرعتپارامترِ فركانسيِ تأثيرِ ضريبِ نامنشوري براي سومين  8ـ5شكلِ 

  

 

  هاي دورانيِ متفاوتحاصل با توجه به سرعتپارامترِ فركانسيِ تأثيرِ ضريبِ نامنشوري براي چهارمين  9ـ5شكلِ 
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 شدهنرمالريبِ نامنشوري در شكلِ مودهاي بررسيِ تأثيرِ سرعت دوراني و ض تا بهاكنون برآنيم 

( ( )l ξΦ  (β=0)داشتنِ مقدارِ ضريبِ نامنشوري با ثابت نگه 13ـ5الي  10ـ5هاي در شكل. بپردازيم (

شود، شكلِ مشاهده مي. شكلِ مودهاي اول تا چهارم رسم شده است هاي دورانيِ متفاوت،و سرعت

 14ـ5هاي از سوي ديگر، در شكل. باشندميمودها با تفاوت در سرعت دوراني، تقريباً بر هم منطبق 

λ)دوراني  سرعت داشتنِ مقدارِ، با ثابت نگه17ـ5الي   متفاوت، شكلِ نامنشوريِ و ضريبِ 12=(

 نامنشوي، ميزانِ ضريبِ مقدارِ شود با افزايشِمشاهده مي. مودهاي اول تا چهارم رسم شده است

مودها به شدت افزايش يافته است شكلِ تغييرات.  

 

   (β=0)ضريبِ نامنشوريِ ثابت با توجه به  شدهاولين شكلِ مود نرمال بر (λ)سرعت دوراني تأثيرِ  10ـ5شكلِ 

  

 

  (β=0)شده با توجه به ضريبِ نامنشوريِ ثابت بر دومين شكلِ مود نرمال (λ)ي تأثيرِ سرعت دوران 11ـ5شكلِ 
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   (β=0)شده با توجه به ضريبِ نامنشوريِ ثابت بر سومين شكلِ مود نرمال (λ)تأثيرِ سرعت دوراني  12ـ5شكلِ 

  

 

  (β=0)شده با توجه به ضريبِ نامنشوريِ ثابت بر چهارمين شكلِ مود نرمال (λ)تأثيرِ سرعت دوراني  13ـ5شكلِ 

  

 

    (λ=12) با توجه به سرعت دورانيِ ثابت شدهبر اولين شكلِ مود نرمال (β)تأثيرِ ضريبِ نامنشوري  14ـ5شكلِ 
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  (λ=12) شده با توجه به سرعت دورانيِ ثابتبر دومين شكلِ مود نرمال (β)تأثيرِ ضريبِ نامنشوري  15ـ5شكلِ 

  

 

  (λ=12) شده با توجه به سرعت دورانيِ ثابتبر سومين شكلِ مود نرمال (β)تأثيرِ ضريبِ نامنشوري  16ـ5شكلِ 

  

 

  (λ=12) شده با توجه به سرعت دورانيِ ثابتبر چهارمين شكلِ مود نرمال (β)تأثيرِ ضريبِ نامنشوري  17ـ5شكلِ 
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  بنديـ جمع6ـ5

اي و تغييرات با سطحِ مقطعِ دايره اويلر ـ برنولياين فصل به تحليلِ ارتعاش آزاد تيرهاي دوارِ در 

و  نمايي در طولِ تير، با استفاده از روشِ اجزاي محدود و روشِ تبديلِ ديفرانسيلي پرداخته شد

نامنشوري بر  ضريبِ بررسيِ تأثيرِبه  ،از آن پس .حاصل ارائه شدندو شكلِ مودها هاي طبيعيِ فركانس

ي مودها دوراني بر شكلِ نامنشوري و سرعت ضريبِ در نهايت، تأثيرِ. پرداخته شد پارامترهاي فركانسي

  :بندي نمودزير جمع صورتحاصل را به  توان نتايجِمي. بررسي قرار گرفت مورد شدهنرمال

  .يابدافزايش مي هاي فركانسيپارامتربا افزايشِ سرعت دوراني، مقاديرِ   •

پارامترهاي  كه سايرِيابد؛ درحاليافزايش مي پارامترِ فركانسياولين  نامنشوري، ضريبِ با افزايشِ  •

  .دنيابكاهش مي يفركانس

  .گرددشده ميضريبِ نامنشوري منجر به افزايشِ تغييرات در شكلِ مودهاي نرمال افزايشِ  •
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 فصلِ ششم

اش اجباريِ تير با تحليلِ ارتع

توابعِ  به كمكگاه كلي شرايط تكيه

  مثلثاتي شكلِ
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  ـ مقدمه1ـ6

 ايدة عنوانِمثلثاتي، به شكلِ  از توابعِ مبتني براجزاي محدود  معرفيِ روشِ بهدر اين فصل، 

پرداخته ، اجزاي محدود روشِ حاصل از بكارگيريِ هاي عدديِپاسخ دقت افزايشِ شده در جهتمطرح

با  كلي گاهيِتكيه با شرايط اويلر ـ برنولي تيرِ ارتعاش اجباريِ تحليلِ براي اين منظور،. شوديم

مبتني بر توابعِ شكلِ  اجزاي محدود كلاسيك و روشِ اجزاي محدود دقيق، روشِ استفاده از روشِ

 .رددگو تابعِ پاسخِ فركانسي مربوط به آن رسم مي گيردميبررسي قرار  موردمثلثاتي 

عمالي را به ا سازه به بارِ ديناميكيِ فركانسي، تابعي است كه پاسخِ پاسخِ تابعِلازم به ذكر است، 

توان فركانسي را مي پاسخِ تابعِبديهي است كه . ]39[ كندوارده بيان مي بارِ تابعي از فركانسِ صورت

تذكر است،  لازم به. ار گرفتبك... ها و تيرها، قاب ها مانندسازه گوناگونِ انواعِ ارتعاشِ براي تحليلِ

توجه پژوهشگران  تر مورددقيق و محاسباتي، تاكنون كم صورتجِ تابعِ پاسخِ فركانسي تيرها به استخرا

يشگاهي استفاده تجربي و آزما صورتهاي ديناميكي، اغلب به در تحليل قرار گرفته است و از اين تابع

اشاره نمود كه با ارائة روشي  كيمو  ليتوان به پژوهش ، ميعنوانِ نمونهبه ]. 39[شده است 

 ايرلُو  گُرگزُ. ]40[ سيستم با توجه به ميرايي پرداخته است فركانسيِ آزمايشگاهي به محاسبة پاسخِ

 ثانيآفتابيو  عليپور. را ارائه دادند مفصل ـ گيردار گاهيِتكيه تير در شرايط فركانسيِ ، پاسخِ]41[

لر ياو ستفاده از حلِ دقيق و روشِ اجزاي محدود كلاسيك به يافتنِ تابعِ پاسخِ فركانسي تيرِ، با ا]39[

  .گاهي مفصل ـ مفصل پرداختندتكيه با توجه به شرايط ـ برنولي

  ـ توابعِ شكلِ مثلثاتي2ـ6

يكسان منشوري با صلبيت خمشيِ  اويلر ـ برنوليِشده براي تيرِ حلِ دقيقِ ارائه كند،يادآوري مي

استفاده از توابعِ ، ايدة مذكوربا توجه به رابطة  .بيان شد) 68ـ2(قالبِ رابطة ، در (EI)در طولِ تير 

، در ذهنِ اويلر ـ برنوليبراي تحليلِ تيرِ  عنوانِ توابعِ اولية تقريب در روشِ اجزاي محدودمثلثاتي به 
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  .گردندبعِ شكلِ مثلثاتي استخراج ميدر ادامه، توا .نويسندگان شكل گرفت

فرمِ زير به ) 33ـ3(رابطة  خمشي بر اساسِ المانِ شكلِ خاطر داريم كه توابعِ سوم به از فصلِ

  :گردندحاصل مي

[ ] [ ][ ]
1

( ) ( )x x
−

=N f G    )1ـ6(  

]كه در رابطة فوق،  ]( )xN  و[ ]( )xf  لمانِ شكلِ توابعِ ماتريسِدهندة يب نشانترتبهو خمشي  ا

]همچنين . تقريب هستند سطريِ توابعِ ماتريسِ ]Gِعمالِ ، ماتريسمرزي بر  مربعيِ حاصل از ا شرايط

]سطريِ  ماتريسِ ]( )xf است .لمانِ در اجزاي محدودسطريِ ماتريسِخمشي،  كلاسيك و براي ا 

[ ]( )xf  بهشكلِ توابعِ گردد؛ اما در اين فصل و براي استخراجِتعريف مي) 38ـ3(رابطة  صورت 

]مثلثاتي،  ]( )xf  كه اين امر، سببِ تابعِ فركانس شدنِ توابعِ شكل خواهد  فرمِ زير تعريف مي گرددبه

  :شد

[ ] [ ]( ) sin(λ ) cos(λ ) sinh(λ ) cosh(λ )x x x x x=f )2ـ6(    

  :شودصورت زير درنظر گرفته مي در رابطة فوق، به λكه 

2
4 m
λ

EI

ω
= )3ـ6(    

  .باشندترتيب صلبيت و جرمِ واحد طولِ تير ميبه  mو  EIدر رابطة فوق، 

نشان داده  1ـ3در شكلِ  4Uتا  1Uبا چهار درجة آزادي  كه eLطول ن الماني خمشي به اكنو

، در روابط 4Uتا  1Uآزادي  درجات ذكر است، مقاديرِلازم به . دهيممدنظر قرار ميرا  شده است

  :گرددبيان مي) 7ـ6(الي ) 4ـ6(تعريف شده است كه مجدداً در روابط ) 37ـ3(الي ) 34ـ3(

1U (0)u= )4ـ6(    

2
0

d ( )
U

d x

u x

x =

= ) 5ـ6(    

e
3U (L )u= )6ـ6(    

e
4

L

d ( )
U

d x

u x

x =

=   )7ـ6( 
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]ماتريسِ هر سطر از تر بيان گرديد، طور كه پيشهمان ]G  ِسطريِ ماتريسِاز اعمال [ ]( )xf  بر

مرزيِ شرايط لمان، كه در روابطماتريسِ در نتيجه . گرددتعريف شدند، حاصل مي) 7ـ6(الي ) 4ـ6( ا

[ ]G،  ِاست) 8ـ6(فرمِ رابطة به  4×4يك ماتريسِ مربعي:  

[ ] e e e e

e e e e

0 1 0 1

λ 0 λ 0

sin(λL ) cos(λL ) sinh(λL ) cosh(λL )

λcos(λL ) λsin(λL ) λcosh(λL ) λsinh(λL )

 
 
 =
 
 
 −

G )8ـ6(    

مثلثاتي كه با  توابعِ شكلِ سطريِ ، ماتريسِ)1ـ6(در رابطة  )8ـ6(و ) 2ـ6( روابط با جايگذاريِاكنون 

Trg ( )x  N خواهد شد، حاصل شودنشان داده مي:  

T 1

Trg e e e e

e e e e

sin(λ ) 0 1 0 1

cos(λ ) λ 0 λ 0
( )

sinh(λ ) sin(λL ) cos(λL ) sinh(λL ) cosh(λL )

cosh(λ ) λcos(λL ) λsin(λL ) λcosh(λL ) λsinh(λL )

x

x
x

x

x

−

−

   
   
     =     
   
   

N   )10ـ6( 

فرساي مربوط به رابطة فوق، توابعِ شكلِ مثلثاتي كه تابعِ فركانس نيز هستند را انجامِ محاسبات طاقت

   :دهدبه صورت زير در دسترس قرار مي

( ) ( )

( ) ( )

e e e e

Trg1 e e

e e e e

e e

2sin L sinh( L ) 2sinh L sin( L )
N ( )

4cos( L )cosh( L ) 4

2cos(

λ( ) λ λ( ) λ

λ λ

λ λ λ( ) λ) 2cosh( ) 2cos L cosh( L ) 2cosh L cos( L )

4cos( L )

λ( ) λ

λ cosh( 4λL )

x x

x x

x

x x

− + −
=

−

− − + − + −
+

−

 

)11ـ6(   

( )( )

( )( )

e e e e

Trg2 e e

e e e e

e e

e

cosh( )sin( L ) sin (L ) cos( L )sinh( ) cosh( L )
N ( )

2 cos( L )cosh( L ) 2

sin( L )sinh( ) cos( L )cosh( ) cos (L ) sinh( L )

2 cos( L )cosh( L

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ

) 2

sin( ) sinh( )

2 cos( L ) h

 

λ c s (λ o

xx x

x x

x x

x

x

− + − −
=−

−

+ − −
−

−

+
−

eλL ) λ2−

)12ـ6(    
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( ) ( )

( )

e e e

Trg3 e e

e e e

e e

cos( L )cosh( ) cos (L ) cos( ) cosh( ) cosh( L )
N ( )

2cos( L )cos

λ λ λ λ λ λ

λ λ

λ λ λ

h( L ) 2

sin( ) sinh( L ) sin( L ) sinh( L ) sinh( )

2cos( L )cosh(λL

λ

λ ) 2

λ

x x x x
x

x x

− − + −
=

−

− + +
+

−

 

)13ـ6(   

( ) ( )

( )

e e e e

Trg4 e e

e e

e e

sinh( L )cos( ) sin (L ) sinh( L ) sin( L ) cosh( )
N ( )

2 cos( L )cosh( L ) 2

sinh( )cos( L ) sin

λ λ λ λ λ λ 

λ λ λ λ

λ λ λ λ( ) sinh( ) cosh( L )

2 cos( L )cos

λ

λ h( L )λ λ2λ

x x
x

x x x

x− + − + −
=

−

+ −
+

−

 

)14ـ6(   

eL  لمانِ مدنظر است كه برابر باطولِ اL NE سازد خاطر نشان مي. باشدميL  وNE  ترتيب به

توابعِ شكلِ مثلثاتي در  در ادامه،.ها در روش اجزاي محدود هستندلمانكنندة طولِ تير و تعداد ابيان

L فرضِبا  12ـ6الي  1ـ6هاي شكل NEو  =1 هاي مذكور، توابعِ در كلية شكل. دنشومي رسم =4

الي ) 42ـ3(، كه در روابط كلاسيك اجزاي محدود شكل مثلثاتي با توابعِ شكلِ مرسوم در روشِ

الي ) 11ـ6(طور كه در روابط ذكر است، همانلازم به . اندده است، مقايسه شدهبيان گردي) 45ـ3(

با  4ـ6الي  1ـ6هاي هستند؛ لذا شكل λمثلثاتي وابسته به مقدار  مشهود است، توابعِ شكلِ) 14ـ6(

λتوجه به  = λبا توجه به  8ـ6الي  5ـ6هاي ، شكل1 3π= با  12ـ6الي  9ـ6هاي و در نهايت شكل

λتوجه به  5π= تأثيرِ پارامترِ  بدين ترتيب،. اندرسم شدهλ ِآشكار ميمثلثاتي  در رفتارِ توابعِ شكل-

 5ـ6هاي شكل(گيرند مي، توابعِ شكلِ مثلثاتي از توابعِ شكلِ مرسوم فاصله λبا افزايشِ مقدارِ  .گردد

  ).12ـ6الي 
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]تغييرات اولين توابعِ شكلِ مرسوم  1ـ6شكلِ  ]1N ( )x  و مثلثاتيTrg1N ( )x    لماندر طولِ اNE λ)و  =(4 1=  

  

  

]تغييرات دومين توابعِ شكلِ مرسوم  2ـ6شكلِ  ]2N ( )x  و مثلثاتيTrg2N ( )x    لماندر طولِ اNE λ)و  =(4 1=  

  

  

]ات سومين توابعِ شكلِ مرسوم تغيير 3ـ6شكلِ  ]3N ( )x  و مثلثاتيTrg3N ( )x    لماندر طولِ اNE λ)و  =(4 1=  
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]تغييرات چهارمين توابعِ شكلِ مرسوم  4ـ6شكلِ  ]4N ( )x  و مثلثاتيTrg4N ( )x    لماندر طولِ اNE λ)و  =(4 1=  

  

 

]تغييرات اولين توابعِ شكلِ مرسوم  5ـ6شكلِ  ]1N ( )x  و مثلثاتيTrg1N ( )x    لماندر طولِ اNE λ)و  =(4 3π=  

  

 

]تغييرات دومين توابعِ شكلِ مرسوم  6ـ6شكلِ  ]2N ( )x  و مثلثاتيTrg2N ( )x    لماندر طولِ اNE λ)و  =(4 3π=  
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]تغييرات سومين توابعِ شكلِ مرسوم  7ـ6شكلِ  ]3N ( )x  و مثلثاتيTrg3N ( )x    لماندر طولِ اNE λ)و  =(4 3π= 

  

 

]تغييرات چهارمين توابعِ شكلِ مرسوم  8ـ6شكلِ  ]4N ( )x  و مثلثاتيTrg4N ( )x    ِلماندر طولاNE λ)و =(4 3π=  

  

 

]تغييرات اولين توابعِ شكلِ مرسوم  9ـ6شكلِ  ]1N ( )x  و مثلثاتيTrg1N ( )x    لماندر طولِ اNE λ)و  =(4 5π=  
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]تغييرات دومين توابعِ شكلِ مرسوم  10ـ6شكلِ  ]2N ( )x  و مثلثاتيTrg2N ( )x   لماندر طولِ اNE λ)و  =(4 5π=  

  

 

]تغييرات سومين توابعِ شكلِ مرسوم  11ـ6شكلِ  ]3N ( )x ي و مثلثاتTrg3N ( )x   لماندر طولِ اNE λ)و  =(4 5π= 

 

 

]تغييرات چهارمين توابعِ شكلِ مرسوم  12ـ6شكلِ  ]4N ( )x و مثلثاتيTrg4N ( )x   لماندر طولِ اNE λ)و=(4 5π=  
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ها در تعريف دادنِ آنتوانيم با قراردر دسترس قرار گرفتند، مي شكلِ مثلثاتياكنون كه چهار تابعِ 

بيان شده است، اين دو ) 16ـ6(و ) 15ـ6(در روابط  ،ترتيب، كه به المان ماتريسِ جرم و سختي

eK، گرددمجدداً يادآوري مي. ماتريس را بيابيم ij  ِدراية سطرi ِاُم و ستونjِلمان و  اُمِ ماتريس سختيا

eMij ، ِدراية سطرi ِاُم و ستونjِل اُمِ ماتريسباشندميمان جرمِ ا:  

e 2 2
L Trg Trge

2 20

N ( ) N ( )
K EI di j

ij

x x
x

x x

∂ ∂
=

∂ ∂∫ )15ـ6(    

eL
e

Trg Trg0
M N ( )ρA N ( )dij i jx x x= ∫ )16ـ6(    

,در روابط بالا،  1, 2,3,..., ni j با توجه . كنندة تعداد درجات آزاديِ هر المان استبيان nو  هستند =

-خاطر نشان مي. هاي متقارن هستندجرم و سختي، ماتريسبه روابط فوق آشكار است كه ماتريسِ 

پس از قرار . هاي جرم و سختي در حالت كلي، در پيوست ب نمايش داده شده استسازد، ماتريس

 14ـ6(الي ) 11ـ6(دادنِ روابط ( در روابط)لمانِ  ، ماتريسِ سختي و جرم)16ـ6(و ) 15ـ6براي ا

  .منشوري محاسبه خواهد شد

پرداخته گاهي كلي با شرايط تكيه اويلر ـ برنوليمنشوريِ تيرِ  اجباريِ ه به تحليلِ ارتعاشِدر ادام

اجزاي محدود كلاسيك ِ روشحاصل از حلِ دقيق و همچنين هاي هاي حاصل را با فركانسو فركانس

  . پردازيمر ميبيانِ حلِ دقيقِ ارتعاشِ اجباريِ تيرِ مذكودر اين راستا، نخست به  .نماييممقايسه مي

  ـ حلِ دقيق3ِـ6

گاهيِ با شرايط تكيه اويلر ـ برنوليمنشوريِ  بيانِ حلِ دقيقِ ارتعاشِ اجباريِ تيرِدر اين بخش، به 

در اين راستا نخست، معادله ديفرانسيلِ حاكم بر تيرِ مذكور در حالت ارتعاش آزاد و  .پردازيمكلي مي

  :نماييمبيان مي) 17ـ6(يان شده است، را مجدداً در رابطة ب) 7ـ2(در حوزة فركانس، كه در رابطة 

4
2

4

d ( )
EI m ( ) 0

d

u x
u x

x
ω− = )17ـ6(    

در حوزة فركانس،  واحد گاهيِتكيه شتابِ هاي تير را تحتگاهتير، تكيه اجباريِ حال براي ارتعاشِ
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gaيعني  1ei tω=، شايانِ ذكر است. دهيمقرار مي ،i نشانموهوميِ دهندة واحد مختلط بوده و  عدد

1i =   :كندفرمِ زير تغيير ميبه ) 17ـ6(لذا، معادلة . است −

4
2

4 2

d ( ) 1
EI m ( ) 0

d

u x
u x

x
ω

ω

 
− + = 

− 
)18ـ6(    

سازي، معادلة دكي سادهانهمچنين  و) 3ـ6(با توجه به رابطة  و EIق بر معادلة فو طرفينِ با تقسيمِ

  :بازنويسي مي گردد) 19ـ6(فرمِ معادلة به ) 18ـ6(

4
4

4

d ( ) m
λ ( )

d EI

u x
u x

x

−
− = )19ـ6(    

 ارتعاشِ اي ناهمگن است؛ و معادلة ناهمگن، بيانِ رياضيِمشاهده مي گردد كه معادلة فوق، معادله

  :شودنوشته مي) 20ـ6(رابطة  صورت، به )19ـ6(معادلة  پاسخِ. باشداجباري مي

g p( ) ( ) ( )u x u x u x= + )20ـ6(    

gكه در آن  ( )u x  وp ( )u x  19ـ6( معادله ديفرانسيلِ عمومي و خصوصيِ دهندة، پاسخِترتيب نشانبه( 

مذكور در حالت همگن حاصل  سيلِمعادله ديفران ، كه از حلِ)19ـ6(معادلة  پاسخِ عموميِ. هستند

  :شودمجدداً نوشته مي) 21ـ6(بيان شده است كه در رابطة ) 68ـ2(شود، در رابطة مي

g 1 2 3 4( ) c sin(λ ) c cos(λ ) c sinh(λ ) c cosh(λ )u x x x x x= + + +   )21ـ6( 

  :گرددبيان مي) 22ـ6(در رابطة ) 19ـ6(اكنون پاسخِ خصوصيِ معادلة 

p 2

1
( )u x

ω
= )22ـ6(    

به ) 19ـ6(اسخِ معادله ديفرانسيل ، پ)20ـ6(در رابطة ) 22ـ6(و ) 21ـ6(اردادنِ روابط بنابراين با قر

  :آيددرمي) 23ـ6(صورت رابطة 

1 2 3 4 2

1
( ) c sin(λ ) c cos(λ ) c sinh(λ ) c cosh(λ )u x x x x x

ω
= + + + + )23ـ6(    

گاهيِ مسأله مشخص تكيه وجود دارد، بر اساسِ شرايط) 23ـ6(كه در رابطة  4c ات 1c ضرايبِ

نشان داده شده  2ـ2ن در شكلِ و همچني) 11ـ2(الي ) 8ـ2(گاهي در روابط شرايط تكيه. خواهند شد
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  :نماييمبيان مي )27ـ6(الي ) 24ـ6(روابط مجدداً اين روابط را در . است

1

3

t 30
0

d ( )
K ( ) EI

dx
x

u x
u x

x=
=

= − )24ـ6(    

1

2

r 2
0 0

d ( ) d ( )
K EI

d dx x

u x u x

x x= =

= )25ـ6(    

2

3

t 3L
L

d ( )
K ( ) EI

dx
x

u x
u x

x=
=

= )26ـ6(    

2

2

r 2
L L

d ( ) d ( )
K EI

d dx x

u x u x

x x= =

= − )27ـ6(    

در روابط بالا، 
1t

K  و
2t

K و فنرهاي انتقالي هايثابت 
1r

K  و
2r

K كه  دهستنهاي فنرهاي دوراني ثابت

را به ترتيب، به ) 27ـ6(تا  )24ـ6(در ادامه شرايط مرزي در روابط . اندنشان داده شده 2ـ2در شكلِ 

 كنيمبازنويسي مي) 31ـ6(الي ) 28ـ6(فرمِ روابط:  

3

1 30
0

d ( )
K ( )

dx

x

u x
u x

x=

=

= − )28ـ6(    

2

2 2
0 0

d ( ) d ( )
K

d dx x

u x u x

x x= =

= )29ـ6(    

3

3 3L
L

d ( )
K ( )

dx

x

u x
u x

x=

=

= )30ـ6(    

2

4 2
L L

d ( ) d ( )
K

d dx x

u x u x

x x= =

= − )31ـ6(    

-زير تعريف مي صورت ، بهاندبيان شده )31ـ6(تا ) 28ـ6(در روابط ، كه 4Kتا  1K ذكر استلازم به 

   :شوند

1t

1

K
K

EI
= )32ـ6(    

1r

2

K
K

EI
= )33ـ6(    

2t

3

K
K

EI
= )34ـ6(    
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2r

4

K
K

EI
= )35ـ6(    

) 39ـ6(تا ) 36ـ6(ترتيب روابط  ، به)31ـ6(تا ) 28ـ6( در روابط) 23ـ6(اكنون با قراردادنِ رابطة 

  :د شدنحاصل خواه

( )

1 1 2 3 4 2
0

3 3 3 3
1 2 3 4

0

1
K c sin(λ ) c cos(λ ) c sinh(λ ) c cosh(λ )

λ c cos(λ ) λ c sin(λ ) λ c cosh(λ ) λ c sinh(λ )

x

x

x x x x

x x x x

ω
=

=

 
+ + + + 

 

= − − + + +

)36ـ6(    

( )

( )
2 1 2 3 4 0

2 2 2 2
1 2 3 4

0

K λc cos(λ ) λc sin(λ ) λc cosh(λ ) λc sinh(λ )

λ c sin(λ ) λ c cos(λ ) λ c sinh(λ ) λ c cosh(λ )

x

x

x x x x

x x x x

=

=

− + +

= − − + +
)37ـ6(    

( )

3 1 2 3 4 2
L

3 3 3 3
1 2 3 4

L

1
K c sin(λ ) c cos(λ ) c sinh(λ ) c cosh(λ )

λ c cos(λ ) λ c sin(λ ) λ c cosh(λ ) λ c sinh(λ )

x

x

x x x x

x x x x

ω
=

=

 
+ + + + 

 

= − + + +

)38ـ6(    

( )

( )
4 1 2 3 4 L

2 2 2 2
1 2 3 4

L

K λc cos(λ ) λc sin(λ ) λc cosh(λ ) λc sinh(λ )

λ c sin(λ ) λ c cos(λ ) λ c sinh(λ ) λ c cosh(λ )

x

x

x x x x

x x x x

=

=

− + +

= − − − + +
)39ـ6(    

را در ) 39ـ6(تا ) 36ـ6(شده در روابط ، بايستي چهار رابطة بيان4c ات 1c ضرايبِحال براي يافتنِ 

در رابطة  مذكور در اين راستا، دستگاه. ل نماييمچهار معادله و چهار مجهول ح يك دستگاهقالبِ 

  :نمايش داده شده است) 40ـ6(

( )

( ) ( )

( )

3
1 2 4 3 12

2
2 1 3 2 4

3 1 2 3 4 2

3 3 3 3
1 2 3 4

4 1 2 3 4

2

1
K c c λ c c 0

λK c c λ c c 0

1
K c sin(λL) c cos(λL) c sinh(λL) c cosh(λL)

λ c cos(λL) λ c sin(λL) λ c cosh(λL) λ c sinh(λL) 0

K λc cos(λL) λc sin(λL) λc cosh(λL) λc sinh(λL)

λ

ω

ω

 
+ + + − = 

 

+ + − =

 
+ + + + 

 

+ − − − =

− + +

− 2 2 2
1 2 3 4c sin(λL) λ c cos(λL) λ c sinh(λL) λ c cosh(λL) 0














− + + =

   )40ـ6(  

 40ـ6(از حلِ دستگاه(، ِ1 ضرايبc 4 اتc  ،ترتيببه حاصل خواهند شد كه،  در روابط)الي ) 41ـ6

   :شوندنمايش داده مي) 44ـ6(
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( ) ( )( )

( ) ( )( )( )

( )( )( )

( ) ( )( )

1 3 4 3 1 2 4

1

3 1 2 1 4 1 4 2 4

1 2 3 4 2 4

3 1 2 4

4 4

4 4

4

1 4 1 2 3 4 3
2 4 2

1

4
2

K K K K K K K sin( )
c

ψ

cosh( ) K K K 2K K K K 2K +K cos( )

ψ

cosh( ) K K K K K 2K sin( )

ψ

sinh( ) K K K

λ λ λ λcos(λL) λL

λL λ λ λ λ λL

λL λ λL

λL λ λK 2 K K K K K K 2 K + K cos( )

ψ

K sinh( )sin

λ λ λL

λ λL (

+ + +
=

+ − + − +
+

− + +
+

+

+

−

+ − −

+

−
+

( )2
4

4
3 2 4λL λ) K K 2 K K +

ψ

λ− +

)41ـ6(   

( ) ( )( )

( )( )

( )( )

( )

( )( ) ( )( )

4 4

4

4

1 2 3 4 3 1 2 4

2

1 2 3 4 3 2 4

1 2 3 4 2

4

2 4

4

1 2 3 3 4

3 1 2 2
2

4 1 3 4 4
4

2

1

λ λ λL λ sin(λL)

cosh(λL) λ

cosh(λL) λL λ

λ c

K K K K K K K K cos( )
c

ψ

K K K K K 2K K

ψ

K cos( ) K K K K 2K

ψ

K ( ) 2K K K K

ψ

( ) K K K 2 K K K K

osh(λL)sin λL λ

sinh λL λ λ λ λ cos(λL K 2 K K +λ

ψ

K

) λ

+ + + −
=

+ +
+

+ +
+

+
+

−

−

−

+
+

−

+ + + −

+
( )2

2
4

4
3 3 2( ) ( ) K Ksinh λL sin λL λ2 K

ψ

λK K+ −

)42ـ6(    
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( ) ( )( )

( )( ) ( )

( )( )

( )

( )( )

1 3 4 3 1 2 4

3

3 1 2 4 3 1 2 4 1 4

1 3 2 3 4

4 4

4 2 4

2

1 3 4 2

4

2 4

4

4

1 3 2 4

K K K K cos( ) K K 2K
c

ψ ψ

K K K cosh( ) K sinh( ) K sin( ) K K K 2 K K

ψ ψ

K cosh( )sin( ) 2 K +K K K

ψ

K sinh( )sin( ) K K 2 K

λ λ λ λL λ

λ λ λL λL λL λ λ

λL λL λ λ

λ λL λL λ λ

λ λL

K

ψ

K cosh( ) λcos( ) K K

ψ

L λ2 K +

K

+ + −
= −

+ + − −
− −

− +
−

+ −
−

− +
−

−
( )( )1 2 3 4 2

4
4sinh( ) cos( )λL λL λK K K K +2K

ψ

− +

)43ـ6(    

( ) ( )( )

( )( )

( )( )

( )( ) ( )

( )

4 4

4

4

4 2 4

1 2 3 4 3 1 2 4 2 4

4

3 1 2 4

1 2 3 4 2 4

1 3 2 4 3 1 2 2 4

1 3 4
2 4

2 4

K K K K K cos( ) K K K K K
c

ψ

K K K K cosh( ) sinh( )

ψ

K cosh( )cos( ) K K K K

λ λL λ 2

λ λL λ λL

λL λL λ

λ λL λL 2 λ λ λ

2K

ψ

K sinh( ) cos( ) K K K K sin( ) K K K K

ψ ψ

K cosh( )s

L 2λ

in(

λ

λ λL λL 2λ) K K K λK

+ + − + +
=

+ +
+

− + +
+

− + + + −
+ +

+ −
+

( )1 2 3 4 3 2
2 4λL λL

ψ

K sinh( )sin( ) K K K K2λ + Kλ

ψ

− +
+

)44ـ6(    

ψ  44ـ6(تا ) 41ـ6(در روابط ( رابط به صورت)شودتعريف مي) 45ـ6:  
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( ) ( )( )

( )( )( )

( ( ) ( )

( ) ( ) )
( ( )

( )

2
1 1 2 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 2 3 1 4 3 4

1 3 2 4 2 4 1 3

1 3 2

3 4 4 4

4 8

2

4

1 3 2 4

1 3 2 4

4 6

4

2
2 4 1

λ λ λ λ

λL) λ λ λL)

+λsin λL) λL)

ψ 2 K K K K K K K

cosh( K K K K K K 2K K 2K K K K cos(

( cosh( K K K +K K K K +K

K +

λ

λ λ

λsinh λL) 2λsin λL

K K +K

( ( K K K K

cos( K K K +K K K K +

)

K

λ

λL) λ

− +




= + + +



+ + + + +

+

− −

−

+ +




+

− ( ) ( ) ( )( ) )3 1 3
4

4
6

2λ λK +K K +K+ −

 

)45ـ6(   

تابعِ پاسخِ فركانسيِ تغييرِ مكانِ ، )23ـ6(در رابطة ) 45ـ6(تا ) 41ـ6(با قراردادنِ روابط  بدين ترتيب،

 و به ازاي هر فركانسِ xخواهي مانند در هر نقطة دلگاهيِ كلي، با شرايط تكيه رنولياويلر ـ بتيرِ 

تحريكي مانند ω ،لازم به ذكر است، تابعِ پاسخِ فركانسيِ شتاب.  حاصل خواهد شد[ ]a( )x ِبا ضرب ،

2ω−  لِ در ادامه، به توضيحِ مختصرِ ح]. 39[در تابعِ پاسخِ فركانسيِ تغييرِ مكان قابلِ دستيابي است

  . پردازيمارتعاشِ اجباري به كمك روشِ اجزاي محدود مي

  روشِ اجزاي محدودـ حل به 4ـ6

طور همان. هاي پيشين، حلِ ارتعاشِ آزاد به كمك روشِ اجزاي محدود توضيح داده شددر فصل

}بردارِ در اين راستا، . تر بيان شد، در اين فصل، حلِ ارتعاشِ اجباري مدنظر استكه پيش }Q  در

}لذا، بردارِ . توان صفر پنداشترا نمي) 19ـ3(رابطة  }Q  زير )17ـ3(بر اساسِ رابطة بيان، به صورت 

  :گرددمي

{ }
L T

Trg0
( ) dx x =  ∫Q N )46ـ6(    

}بردارِ  }Q ا به ها رتوان آنچهار درايه دارد كه مي و نامگذاري ) 51ـ6(الي ) 47ـ6(فرمِ كلي روابط

  :كردتعريف 

{ } [ ]1 2 3 4Q Q Q Q=Q )47ـ6(     
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( ) ( )
( )1

cosh( L) 1 sin( L) cos( L) 1 sinh( L)
Q

cos(

λ λ λ λ

λ λL)cos λh( L) 1

− + −
=

−
)48ـ6(    

( )22

cos( L) cosh( L) sin( L)sinh( L)
Q

cos( L)co

λ λ λ

s

λ

h L) 1λ λ (λ

− +
=

−
)49ـ6(    

( ) ( )
( )3

cosh( L) 1 sin( L) cos( L) 1 sinh( L)
Q

cos(

λ λ λ λ

λ λL)cos λh( L) 1

− + −
=

−
)50ـ6(    

( )24

cos( L) cosh( L) sin( L)sinh( L)
Q

cos( L)co

λ λ λ

s

λ

h L) 1λ λ (λ

− +
=

−
)51ـ6(    

نتايجِ حاصل از هر سه روشِ مذكور كه چيزي نيستند جزء تابعِ پاسخِ فركانسيِ تير در بخشِ بعد، 

   .شودهايي ارائه ميگاه كلي، در قالبِ شكلبا شرايط تكيه

  ـ نتايج و بحث5ـ6

پس از دستيابي به توابعِ پاسخِ فركانسي به سه صورت دقيق، اجزاي محدود كلاسيك و اجزاي 

شايانِ توجه است، در تماميِ . رسدشكلِ مثلثاتي، نوبت به استخراجِ نتايج مي محدود مبتني بر توابعِ

بعد بوده و با تقسيم كردنِ شده در محورِ افقيِ نمودارها بي، اعداد درج27ـ6الي  13ـ6 هايشكل

  :انددست آمده، بهresωيا همان  فركانسِ تحريك، به نخستين فركانسِ تشديد متقارنِ تير

res 1µω = )52ـ6(    

گاهيِ است، كه با توجه به شرايط تكيهبيانگرِ اولين پارامترِ فركانسيِ مربوط به تيرِ مورد برسي  ،1µكه 

دة تابعِ پاسخِ دهن، نشان27ـ6الي  13ـ6 هايمحورِ قائمِ شكل. شوداستخراج مي 2ـ2مدنظر، از جدولِ 

، نقطة وسط 24ـ6تا  13ـ6هاي در شكلنقطة مورد بررسي لازم به ذكر است،  .هستندفركانسيِ شتاب 

)تير  L 2)x )، نقطة انتهاييِ تير 27ـ6تا  25ـ6هاي و در شكل = L)x از سوي ديگر، . باشدمي =

همچنين . باشدگاهيِ مفصل ـ مفصل ميوط به تير تحت شرايط تكيهمرب 15ـ6تا  13ـ6هاي شكل

گاهيِ گيردار ـ ، به ترتيب، مربوط به تير تحت شرايط تكيه21ـ6تا  19ـ6و  18ـ6تا  16ـ6هاي شكل

گاهيِ براي تير تحت شرايط تكيه 27ـ6تا  22ـ6هاي شكلدر نهايت، . گيردار و مفصل ـ گيردار است

گاهي، حداقل سه شكل سازد، براي هر مدل از شرايط تكيهخاطر نشان مي. اندد رسم شدهگيردار ـ آزا



126 
 

. شده در هر دو روشِ اجزاي محدود استها، در تعداد المانِ درنظر گرفتهرسم شده است كه تفاوت آن

ن بدين ترتيب، تأثيرِ تعداد الما. ر گرفته شددرنظ 8و  4، 2، برابر با (NE)ها در اين راستا، تعداد المان

آمده از روشِ اجزاي محدود كلاسيك و روشِ اجزاي محدود مبتني بر توابعِ شكلِ دستهاي بهدر پاسخ

  .مثلثاتي نيز مورد ارزيابي قرار مي گيرد

وجود شود و آن، ها ديده مي، نقطة مشتركي در آن27ـ6تا  13ـ6هاي با مشاهدة تماميِ شكل

كند و داراي مجانبِ قائم است؛ كه دليلِ اين هايي از منحني است كه به سمت بينهايت ميل ميشاخه

 گاهيِ مفصل ـ مفصل، هنگامي كهاين پديده، بايستي در تير با شرايط تكيه .باشدامر، اثرِ تشديد مي

نسبت resω ω  صحيحِ مساوي با در سايرِ . ]39[ به وضوح ديده شوداست، ... و  49 ،25، 9، 1اعداد

resωهنگامي كه نسبت گاهي، اثرِ تشديد شرايط تكيه ω غيرِ صحيح به (افتد اتفاق ميباشد،  اعداد

  ). 1جزء 
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)تابعِ پاسخِ فركانسيِ شتابِ نقطة ميانيِ تيرِ مفصل ـ مفصل  13ـ6شكلِ  L 2)x به روشِ دقيق، روشِ اجزاي ، =

NE)محدود كلاسيك  2)=  مثلثاتي مبتني بر توابعِ شكلِ و روشِ اجزاي محدود(NE 2)=  

  

  

)تابعِ پاسخِ فركانسيِ شتابِ نقطة ميانيِ تيرِ مفصل ـ مفصل  14ـ6شكلِ  L 2)x ، به روشِ دقيق، روشِ اجزاي =

NE)محدود كلاسيك  NE)و روشِ اجزاي محدود مبتني بر توابعِ شكلِ مثلثاتي  =(4 4)=  

  

 

)تابعِ پاسخِ فركانسيِ شتابِ نقطة ميانيِ تيرِ مفصل ـ مفصل  15ـ6شكلِ  L 2)x يق، روشِ اجزاي ، به روشِ دق=

NE)محدود كلاسيك  NE)و روشِ اجزاي محدود مبتني بر توابعِ شكلِ مثلثاتي  =(8 8)=  
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)تابعِ پاسخِ فركانسيِ شتابِ نقطة ميانيِ تيرِ گيردار ـ گيردار  16ـ6شكلِ  L 2)x زاي ، به روشِ دقيق، روشِ اج=

NE)محدود كلاسيك  NE)و روشِ اجزاي محدود مبتني بر توابعِ شكلِ مثلثاتي  =(2 2)=  

  

  

)تابعِ پاسخِ فركانسيِ شتابِ نقطة ميانيِ تيرِ گيردار ـ گيردار  17ـ6شكلِ  L 2)x ، به روشِ دقيق، روشِ اجزاي =

كلاسيك  محدود(NE NE)و روشِ اجزاي محدود مبتني بر توابعِ شكلِ مثلثاتي  =(4 4)=  

  

 

)تابعِ پاسخِ فركانسيِ شتابِ نقطة ميانيِ تيرِ گيردار ـ گيردار  18ـ6شكلِ  L 2)x ، به روشِ دقيق، روشِ اجزاي =

NE)محدود كلاسيك  NE)و روشِ اجزاي محدود مبتني بر توابعِ شكلِ مثلثاتي  =(8 8)=  
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)تابعِ پاسخِ فركانسيِ شتابِ نقطة ميانيِ تيرِ مفصل ـ گيردار  19ـ6شكلِ  L 2)x ، به روشِ دقيق، روشِ اجزاي =

NE)محدود كلاسيك  NE)و روشِ اجزاي محدود مبتني بر توابعِ شكلِ مثلثاتي  =(2 2)=  

  

 

)تابعِ پاسخِ فركانسيِ شتابِ نقطة ميانيِ تيرِ مفصل ـ گيردار  20ـ6شكلِ  L 2)x ، به روشِ دقيق، روشِ اجزاي =

NE)محدود كلاسيك  NE)و روشِ اجزاي محدود مبتني بر توابعِ شكلِ مثلثاتي  =(4 4)=  

  

 

)تابعِ پاسخِ فركانسيِ شتابِ نقطة ميانيِ تيرِ مفصل ـ گيردار  21ـ6شكلِ  L 2)x ، به روشِ دقيق، روشِ اجزاي =

NE)محدود كلاسيك  NE)ي محدود مبتني بر توابعِ شكلِ مثلثاتي و روشِ اجزا =(8 8)=  
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)تابعِ پاسخِ فركانسيِ شتابِ نقطة ميانيِ تيرِ گيردار ـ آزاد  22ـ6شكلِ  L 2)x = به روشِ دقيق، روشِ اجزاي محدود ،

NE)كلاسيك  NE)ي بر توابعِ شكلِ مثلثاتي و روشِ اجزاي محدود مبتن =(2 2)=  

  

 

)تابعِ پاسخِ فركانسيِ شتابِ نقطة ميانيِ تيرِ گيردار ـ آزاد  23ـ6شكلِ  L 2)x = به روشِ دقيق، روشِ اجزاي محدود ،

NE)كلاسيك  NE)شكلِ مثلثاتي و روشِ اجزاي محدود مبتني بر توابعِ  =(4 4)=  

  

 

)تابعِ پاسخِ فركانسيِ شتابِ نقطة ميانيِ تيرِ گيردار ـ آزاد  24ـ6شكلِ  L 2)x = به روشِ دقيق، روشِ اجزاي محدود ،

NE)كلاسيك  NE) و روشِ اجزاي محدود مبتني بر توابعِ شكلِ مثلثاتي =(8 8)=  
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)تابعِ پاسخِ فركانسيِ شتابِ نقطة انتهاييِ تيرِ گيردار ـ آزاد  25ـ6شكلِ  L)x = به روشِ دقيق، روشِ اجزاي محدود ،

NE)كلاسيك  NE)و روشِ اجزاي محدود مبتني بر توابعِ شكلِ مثلثاتي  =(2 2)=  

  

 

)تابعِ پاسخِ فركانسيِ شتابِ نقطة انتهاييِ تيرِ گيردار ـ آزاد  26ـ6شكلِ  L)x = به روشِ دقيق، روشِ اجزاي محدود ،

NE)كلاسيك  NE)و روشِ اجزاي محدود مبتني بر توابعِ شكلِ مثلثاتي  =(4 4)=  

  

 

)تابعِ پاسخِ فركانسيِ شتابِ نقطة انتهاييِ تيرِ گيردار ـ آزاد  27ـ6شكلِ  L)x = به روشِ دقيق، روشِ اجزاي محدود ،

NE)كلاسيك  NE)و روشِ اجزاي محدود مبتني بر توابعِ شكلِ مثلثاتي  =(8 8)=  



132 
 

  بنديـ جمع6ـ6

گاهيِ كلي و با استفاده از با شرايط تكيه اويلر ـ برنولي در اين فصل، تحليلِ ارتعاشِ اجباريِ تيرِ

كلاسيك و روشِ اجزاي محدود در  ،مبتني بر توابعِ شكلِ مثلثاتي روشِ دقيق، روشِ اجزاي محدود

به صورت كامل به روشِ دقيق  براي اين منظور، نخست، حل .مورد بررسي قرار گرفت حوزة فركانس

مبتني بر توابعِ شكلِ مثلاتي مطرح شده و روابط  اصولِ روشِ اجزاي محدود پس از آن،. ارائه گرديد

روشِ دقيق، (در پايان، نمودارهاي تابعِ پاسخِ فركانسي براي هر سه راهكار . آن مفصلاً بيان گرديد

با توجه  و همچنين )مبتني بر توابعِ شكلِ مثلثاتي روشِ اجزاي محدود كلاسيك و روشِ اجزاي محدود

ارائه  گاهي مفصل ـ مفصل، گيردار ـ گيردار، گيردار ـ آزاد و مفصل ـ گيردارتكيه به چهار حالت

و براي  با تقسيمِ تير به دو، چهار و هشت الماننمودارهاي مذكور گردد، نشان ميخاطر . گرديد

resω ω روشِ پيشنهاديمشاهده گرديد، . ندنقطه از تير رسم شد يكو در  85اكثر برابر با حد  با دقت

بالا، بر روشِ دقيق منطبق بوده و اين پديده، حتي در مودهاي بالا هم به خوبي صورت پذيرفته بود؛ و 

زده نشده اين در حاليست كه، اثرِ مودهاي بالا توسط روشِ اجزاي محدود كلاسيك به خوبي تخمين 

شدنِ حلِ اجزاي محدود كلاسيك افزايشِ تعداد المان، منجر به نزديكمشاهده شد، ، علاوه بر آن. بود

  . گرددمي به حلِ دقيق
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 تمففصلِ ه

  گامبهگام روشِ تبديلِ ديفرانسيليِ
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 ـ مقدمه1ـ7

. بكار رفتحاصل  نتايجِ آزمايراستي روشِ عنوانِديفرانسيلي به  تبديلِ ، روشِهاي قبلدر فصل

حاصل از بكارگيري آن، در  اعتماد بوده و نتايجِ مذكور، روشي قابلِ مشاهده شد كه روشِهمچنين، 

اما بايد گفت كه اين روش ). دوم فصلِ(برابري دارد نيز دقيق  حاصل از حلِ با نتايجِحتي  ،برخي موارد

مسأله  مستقلِ كه دامنة متغيرِها زمانيپاسخ مگراييِه عدمِ توان بهايراداتي دارد كه از آن جمله مي نيز

ها پاسخ افتد كه يافتنِوابسته به زمان اتفاق مي تر در مسائلِاين امر بيش. ]42[ است، اشاره كرد بزرگ

براي رفعِ اين مشكل، پژوهشگران پيشنهاداتي آماده كردند . محدودة وسيعي از زمان مدنظر استدر 

  .ها آشنا خواهيم شدي از آنكه در اين فصل با يك

 براي اين منظور،. شود گام پرداخته مي به گام ديفرانسيليِ تبديلِ روشِ معرفيِ به فصلدر اين 

با استفاده از  ،شده و سپسكامل توضيح داده  طورِگام به  به گام ديفرانسيليِ تبديلِ روشِ مبانيِنخست، 

 تبديلِ روشِ ، ناكارآمديِدر ادامه. شودمي حل دافينگ غيرخطيِ ديفرانسيلِ معادلةاين روش، 

به  مزبور معادلةاز آن،  پسصراحت نشان داده شده و به  دافينگ معادلة معمولي در حلِ ديفرانسيليِ

، دافينگ اي معادلةپارامتره تأثيرِ بررسيِ به ،سپس. شود گام حل مي به گام ديفرانسيليِ تبديلِ روشِ

هاي  پاسخ كلية سنجيِ براي صحت ، در اين فصل،گفته نماندنا. شود مي دست آمده پرداخته به در نتايجِ

نمونه، يكي از  عنوانِنيز به  پاياندر  .محدود استفاده شده است تفاضلات دست آمده، از روشِ به

حاكم بر آن  معادلةنوسان است، انتخاب گرديده،  در حالِ كه آونگ دافينگ عادلةكاربردهاي م

محدود حل  گام و همچنين تفاضلات به گام ديفرانسيليِ تبديلِ روشِبه  استخراج شده و سپس

ها استفاده شده  پاسخ از سه نوع نمودار براي مقايسةنتايجِ عددي،  ارائةشايانِ توجه است در  .گردد مي

  .2بعدي منحني فازي سه) 3(و  1بعدي فازي دو نمودارِ) 2(زماني  منحني تاريخچة) 1(كه عبارتند از 

                                           

1 Phase plot in plane  
2 Phase plot in space 
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  ـ تاريخچه2ـ7

مبتني بر  گردد، اين روشيادآور مي. روشِ تبديلِ ديفرانسيلي در فصلِ دوم مورد بحث قرار گرفت

اي با ضرايبِ مجهول  صورت يك عبارت چندجمله بهرا كه پاسخِ معادله ديفرانسيل،  است تيلور سريِ

نامِ رابطة بازگشتي پيدا  بهبا جايگذاري اين سري در معادله ديفرانسيل، يك رابطة كلي . دكن فرض مي

اين  بعد از معرفيِ. خواهد شد كه ضرايبِ مذكور را تحت الگويي مشخص و واحد، محاسبه خواهد كرد

 هاي گوناگونِ كاربردي  ، بسياري از محققين اين روش را در زمينه]10[ 1986در سالِ  ژوروش توسط

ديگر، برخي از . ها اشاره شدن به آنهاي پيشيكه در فصل استفاده قرار دادند مهندسي مورد از طرف

اي، اصولِ اولية روشِ تبديلِ  در مطالعه اياز. َپژوهشگران به توسعة نظري اين روش پرداختند

هاي معادلات خطي و  را تعريف كرد و در ادامه به كاربرد آن در حلِ دستگاه 1بعدي سه ديفرانسيليِ

به استفاده از اين روش در حلِ  ازُكولو  آريكوگلو ].43[غيرخطي با مشتقات جزئي پرداخت 

 نيز به حلِ دستگاه معادلات عبدالحليم حسن]. 44[پرداختند  2معادلات انتگرالي ـ ديفرانسيلي

 لينگ چنگو  شيه چنگاي ديگر،  در مطالعه]. 45[با استفاده از اين روش پرداخت ديفرانسيلي 

ها  آن]. 46[روشِ تبديلِ ديفرانسيلي ارائه نمودند  كمكرخطي به يني براي حلِ معادلات غيكارِ نو راه

  ].47[اين ايده را به معادلات ديفرانسيل با دو متغيرِ مستقل نيز تعميم دادند 

سفانه ا متأديفرانسيل است؛ ام معادلات ، روشي قدرتمند براي حلِديفرانسيلي تبديلِ اگرچه روشِ

أله مستقلِ مس متغيرِ ديفرانسيلي در مسائلي كه دامنة تبديلِ ل، روشِمثا عنوانِبه . ايراداتي هم دارد

تر  كم همگرايي كم و مستقل، سرعت متغيرِ اندازة دامنة افزايشِبا  اما. گردد كوچك است، همگرا مي

 شايد بتوان دليلِ. افتد در مسائلِ نوساني اتفاق ميبيشترِ ايراد اين ذكر است كه  البته شايانِ. گردد مي

در اين راستا و براي . دانست ديفرانسيلي تبديلِ روشِ توسط شده فرض بودنِ پاسخِ نامتناوباين امر را، 

                                           

1 Three-dimensional differential transform method 
2 Integro-differential equations 
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 روشِ ها، يكي از اين روش. هاي متفاوتي از سوي پژوهشگران ارائه شده است مذكور، روش مشكلِ حلِ

 ةبهبوددهند شِرو روش به دو دستة اين]. 42[ارائه گرديد  بادع است كه توسط 1بهبوددهنده

 مذكور، تقسيمِ مشكلِ ديگر براي حلِ ةايد .گردد تقسيم مي 3كسينوس ةو روش بهبوددهند 2سينوس

ديفرانسيلي در هر يك از  تبديلِ روشِ كار بستنِمسأله به چند زيردامنه و ب مستقلِ متغيرِ دامنة

 ديفرانسيليِروش تبديل « بار نامِ و همكاران براي اولين ادُيبات .]55- 48[باشد  ها مي زيردامنه

 گام، به حلِ به گام ديفرانسيليِ تبديلِ بندي روشِ ها علاوه بر فرمول آن. را بر اين روش نهادند» گام به گام

و  گوكدوگانبعد از آن، . ]55[ ندپرداخت 6لورنزو  5نچِ، 4لوتكا ـ ولترا هاي معادلات دستگاه

 زيردامنه در فواصلِ را معرفي كردند كه در آن تقسيمِ 7پويا گامِ به گام ديفرانسيليِ تبديلِ همكاران روشِ

تقسيم الزامي باشد، اين عمل  جا كه اعمالِ اوليه، هر آن ةدامن كلِ مشخص صورت نپذيرفته و با بررسيِ

 روشِ تاريخچة كاملِ بررسيِ اي ارزشمند، به در مقاله بِرويليرِ گردد،يادآور مي]. 56[پذيرد  صورت مي

 ].11[پرداخته است  2012تا سال  يفرانسيليد تبديلِ

هاي غيرخطيِ  يكي از معادلات معروف براي توصيف سيستم دافينگاز سوي ديگر، معادلة 

، عبارت الزوير اسكوپوسهمين بس كه به گزارشِ  دافينگدر اهميت معادلة . مكانيكي است

 در عنوان، چكيده و يا كليدواژگانِ 2009تا  1960هاي بار در بينِ سال 2700بالغ بر » دافينگ«

، تكرار ...شيمي و  مكانيك، فيزيك، رياضيات، مهندسيِ هاي مختلف، اعم از مهندسيِمقالاتي در زمينه

 ها با استفاده از معادلة هايي كه رفتارِ ديناميكي آن از كاربردهاي عمليِ سيستم]. 57[شده است 

شوندگيِ  عاشات كابلِ غيرخطي، خيزِ زياد در تير با سختارتتوان به  شود، مي توضيح داده مي دافينگ

                                           

1 Aftertreatment technique 

2 Sine aftertreatment technique 

3 Cosine aftertreatment technique 

4 Lotka-Volterra system 

5 Chen system 

6 Lorenz system 

7 Adaptive multi-step differential transform method 
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و  3، مدارِ الكتريكي غيرخطي2اي غيرخطي ، آونگ، جداكننده لرزه1غيرخطي شوندگي سختغيرخطي، 

  ].57[اشاره كرد ... 

  ـ معادلة دافينگ3ـ7

به  با درنظر گرفتنِ ميرايي و سختيِ خطي و غيرخطي، دافينگصورت كلي معادلة ديفرانسيلِ 

57[ زير است صورت:[  

32
3

2

d ( ) d ( ) d ( )
µ 2ζ γ ( ) α ( ) 0

d d d

y t y t y t
y t y t

t t t

 
+ + + + = 

 
)1ـ7(    

)كه در آن،  )y t ،تابعِ مجهول µ  وζ ميرايي خطي،  به ترتيب، ضريبِ ميرايي غيرخطي و نسبتγ  و

α ذكر است كه در اين  لازم به. ترتيب، ضريبِ سختي غيرخطي و ضريبِ سختي خطي هستند به

درنظر گرفته  )3ـ7(و ) 2ـ7( شده در روابط صورت بيان به) 1ـ7(، شرايط اوليه براي معادله فصل

  :شوند مي

(0) 0y = )2ـ7(    

0

d ( )
1

d t

y t

t =

= )3ـ7(    

ذكر  لازم به. با استفاده از روشِ تبديلِ ديفرانسيلي ارائه خواهد شد) 1ـ7(حلِ معادلة  در ادامه،

  .آمده استفاده خواهد شددستهاي به سنجي پاسخ است، از روشِ تفاضلات محدود براي صحت

  ـ اعمالِ روشِ تبديلِ ديفرانسيلي بر معادلة دافينگ4ـ7

را به ) 1ـ7(خواهيم معادلة  حال مي. دوم، مباني روشِ تبديلِ ديفرانسيلي توضيح داده شد در فصلِ

، رابطة بازگشتيِ حاصل از اعمالِ 1ـ2شده در جدولِ  با استفاده از قوانينِ بيان. روشِ مذكور حل نماييم

                                           

1 Nonlinear stiffness 

2 Nonlinear isolator 

3 Nonlinear electrical circuit 



138 
 

  :آيد درمي )4ـ7(رابطة صورت  ، به)1ـ7(روشِ تبديلِ ديفرانسيلي به معادلة 

[ ]
( )( )

( ) [ ] [ ]

( )( )( ) [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

2

2 1

4

4 3

1 2 1 2 1 2 1 2
0 0

3 4 3 4
0 0

1
Y 2 2ζ 1 Y 1 αY

1 2

µ 1 1 1 Y 1 Y 1 Y 1

γ Y Y Y

lk

l l

lk

l l

k k k k
k k

l l l k l l l l k l

l l l k l

= =

= =

−
+ = + + +
+ + 

 
+ + − + − + + − + − + 

 

 
+ − −    

∑∑

∑∑

)4ـ7(     

,0,1كه در آن،  2,..., Nk ] و = ]Y k ِيافتة تبديل تابع ( )y t همچنين با اعمالِ روشِ مذكور . باشد مي

 اوليه، روابط داريم)3ـ7(و ) 2ـ7(به شرايط ،:  

[ ]Y 0 0= )5ـ7(    

[ ]Y 1 1= )6ـ7(    

] مقاديرِپس از يافتنِ  ]Y k  رابطة بازگشتيِ به به  دافينگ معادلة پاسخِ، )4ـ7(كمكقابلِ زير  صورت

  :محاسبه است

[ ]( )
N

0( ) Y t
k

k

y t k t= −∑ )7ـ7(    

µ با اختصاصِ 04= 0. ،ζ 04= 0. ،γ = α و 0.2 = 0t و همچنين 0.2 N و =0 ي پاسخ تابعِ، =100

گردد كه حل به  ، مشاهده مي1ـ7 در شكلِ .نمايش داده شده است 1ـ7 در شكلِ دافينگ معادلة

2.65t فرانسيلي برايدي تبديلِ روشِ . گيرد محدود فاصله مي تفاضلات روشِواگرا شده و از حل به  ≤

ناگفته نماند،   .درنظر گرفته شده است 001/0 محدود برابر با تفاضلات در روشِ ∆t ذكر استلازم به 

-خته شده است، از توضيح و تشريحِ آن در اين بخش مياز آنجا كه روشِ تفاضلات محدود بسيار شنا

كه با افزايشِ تعداد جملات  ديفرانسيلي تبديلِ روشِبه  آمدهدست به واگرايي پاسخِ دليلِ. پرهيزيم

  :گونه بيان نمود اين توان را ميرود  سري نيز از بين نمي

مقاديرِ متغيرِ مستقلِ  دهد كه هاي مناسبي ارائه تواند پاسخ زماني مي ديفرانسيلي تبديلِ روشِ

به بيانِ . دكمي داشته باشن ، فاصلة)0tيعني(شود  اي كه سري حولِ آن نوشته مي مسأله، از نقطه
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، )شود كه سري حولِ آن بسط داده مي( 0tمستقلِ مسأله از نقطة  متغيرِ گرفتنِ مقاديرِديگر، با فاصله

شكلِ  شود و همگرايي كم مي سرعت براي . گردد شدت واگرا ميشده به  ، حلِ ارائه1ـ7يا حتي همانند

0حل، نقطة  اين منظور، لازم است تا در فرآيندt اي كه سري حولِ آن بسط داده  يا همان نقطه

 گام است به گام ديفرانسيليِ تبديلِ روشِ، ايدة اساسيِ اين امر. و جلو برود تناوب تغيير كند ، بهشود مي

 ةاده خواهد شد و بعد از آن، معادلتوضيح دمذكور  اختصار روشِ بهنخست، بعدي،  در بخشِ. ]55[

  .خواهد شد گام حل به گام ديفرانسيليِ تبديلِ با روشِ دافينگ

 

µديفرانسيلي با توجه به  تبديلِ روشِ تفاضلات محدود و روشِحلِ معادلة دافينگ به  1ـ7شكلِ  04= 0. ،ζ 04= 0. ،

γ = α و 0.2 = 0.2  

  گامبهگام ديفرانسيليِـ روشِ تبديلِ 5ـ7

يردامنه تقسيم شده و سپس، روشِ تبديلِ ز Mدر اين روش، دامنة متغيرِ مستقلِ مسأله به 

شرايط اوليه براي اعمال روشِ تبديلِ ديفرانسيلي به . گردد اعمال مي  ديفرانسيلي بر هر زيردامنه

1j شده در زيردامنة مك تابعِ محاسبهكبه  jزيردامنة  كه شرايط  بديهي است. آيد دست مي به −

سازي روش مذكور بر  رابطه. شود اولية مورد نياز براي اولين زيردامنه، از صورت مسأله برداشت مي

  .در ادامه شرح داده خواهد شد] 55[اساس مرجع 

 :مدنظر است )8ـ7(رابطة فرمِ كلي  معادلة ديفرانسيل به



140 
 

[ ](p)
b ef ( , ( ), ( ), ( ), ( ), ..., ( )) 0 t , tt u t u t u t u t u t t′ ′′ ′′′ = ∈ )8ـ7(   

هدف از حلِ معادله . عددي طبيعي و بالاترين مرتبة مشتقِ موجود در معادله است pكه در آن 

)، يافتنِ تابعِ مجهولِ )8ـ7( )u t 8ـ7(متغيرِ مستقلِ معادلة . است( ،t است كه[ ]b et , tt لازم به . ∋

شرايط اوليه . ترتيب نقطة آغازين و نقطة انتهايي دامنة متغيرِ مستقل هستندبه  etو  btذكر است كه 

  :گردد فرمِ كلي زير تعريف ميه ب) 8ـ7(براي معادلة 

(r)
b r(t ) W r 0, 1, 2, ..., p 1u = = − )9ـ7(    

)اگر بخواهيم  .داد حقيقي هستنداع rWكه در آن  )u t دست  را بر اساسِ روشِ تبديلِ ديفرانسيلي به

 ديفرانسيليِولي براي استفاده از روشِ تبديلِ . استفاده كنيم) 7ـ7(اي مشابه آوريم، بايستي از رابطه

]فرض كنيد كه دامنة  نخست گام،  به گام ]b et , t  بهM  ِزيردامنة مساوي با طولh تقسيم گردد:  

e bt t
h

M

−
= )10ـ7(    

)تابعِ  )ju t  ِكه در حقيقت، تابع( )u t  در زيردامنةj  رابطة است، به شود تعريف مي) 11ـ7(كمك: 

[ ]
N

+1
0

( ) U ( t ) t , ti

j j j j j

i

u t i t t
=

 = − ∈  ∑ )11ـ7(    

,...,1,2,3كه در آن  Mj ]، )11ـ7(ذكر است، در رابطة  لازم به .= ]U j i يافته در زيرتابعِ تبديل-

]. است jدامنة  ]U j i دادنِ مقاديرِ با قرارi شايانِ ذكر است . دست خواهد آمددر رابطة بازگشتي به

ها يكسان است؛ اما با توجه به متفاوت بودنِ شرايط اوليه در كه رابطة بازگشتي براي تمامي زيردامنه

]دامنه، مقاديرِ متفاوتي براي ابتداي هر زير ]U j i عمالِ روشِ . آيددست ميدامنه بهدر هر زيرپس از ا

)دامنه، مذكور بر هر زير )u t  رابطة به شودنوشته مي) 12ـ7(صورت:  
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[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

N

1 1 b b 2
0

N

2 2 2 2 3
0

N

3 3 3 3 4
0

N

M 1 M 1 M 1 M 1 M
0

N

M M M M e
0

( ) U ( t ) t , t

( ) U ( t ) t , t

( ) U ( t ) t , t
( )

( ) U ( t ) t , t

( ) U ( t ) t , t

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

u t i t t

u t i t t

u t i t t
u t

u t i t t

u t i t t

=

=

=

− − − −
=

=


= − ∈




= − ∈



= − ∈
= 




= − ∈



= − ∈


∑

∑

∑

∑

∑

M M M M M

)12ـ7(    

bكه در آن  1t t=  وe M+1t t= .اوليه نيز به شرايط آيد درمي )13ـ7(رابطة  صورت:  

[ ](r )
1 b

(r ) (r)
2 2 1 2

(r) (r)
(r ) 3 3 2 3

(r ) (r)
M-1 M 1 M 2 M 1

(r) (r )
M M M 1 M

( t ) U r

( t ) (t )

( t ) (t )
( t )

( t ) (t )

( t ) (t )

j j

u t

u t u

u t u
u t

u t u

u t u

− − −

−

 = =


= =


= =
= = 


 = =

 = =

M M
)13ـ7(    

rكه در آن  0,1,2,..., p 1= Mبديهي است، با فرضِ . − گام، بر بهگام ديفرانسيليِ، روشِ تبديلِ =1

  .گرددروشِ تبديلِ ديفرانسيلي منطبق مي

  گام بر معادلة دافينگبهگام ديفرانسيليِـ اعمالِ روشِ تبديلِ 6ـ7

 ديفرانسيليِكمك روشِ تبديلِ به  ،بار را اين) 1ـ7(شده در رابطة بيان دافينگمعادلة  ،ادامهدر 

M با فرضِ. گام حل خواهيم كرد به گام ]و  =50 ]0, 70t ∈، h برابر است با:  

70 0
h 1.4

50

−
= = )14ـ7(    

  :است) 15ـ7(فرمِ رابطة رابطة بازگشتي در اين روش، به 
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[ ]
( )( )

[ ] [ ]

( ( )( )( )

[ ] [ ] [ ] )

[ ] [ ] [ ]

2

2 1

4

4 3

1 2 1 2
0 0

1 2 1 2

3 4 3 4
0 0

1
Y 2 2ζ( 1) Y 1 αY

1 2

µ 1 1 1

Y 1 Y 1 Y 1

γ Y Y Y

j j j

li

l l

j j j

li

j j j

l l

i i i i
i i

l l l i l

l l l i l

l l l i l

= =

= =

−
+ = + + +
+ + 


+ + − + − +




+ − + − + 



 
+ − −     

∑∑

∑∑

)15ـ7(    

,...,1,2,3كه در آن  Mj ,...,0,1,2و  = Ni شود كه به صورت زير فرض مي يههمچنين شرايط اول. =

  :عبارتند از، تغييرِ مكانِ اولية صفر و سرعت اولية واحد

[ ]1Y 0 0= )16ـ7(    

[ ]1Y 1 1= )17ـ7(    

شايانِ توجه است  .شود استفاده مي) 11ـ7(دست آوردنِ تابعِ پاسخِ در هر زيردامنه، از رابطة  براي به

  :گردند زير تعريف مي صورت كلي رايط اوليه بهكه ش

[ ] -1 t
Y 0 ( )

j
j j t

y t
=

= )18ـ7(    

[ ] -1

t

d ( )
Y 1

d
j

j

j

t

y t

t
=

= )19ـ7(    

Nچه بيان شد، اگر  با توجه به آن µ همچنينو  =8 04= 0. ،ζ 04= 0. ،γ = α و 0.2 = 0.2 

شده در ارائه پاسخِ .آيد درمي) 20ـ7(صورت رابطة به  دافينگتابعِ پاسخ براي معادلة  فرض شوند،

در  .محدود مقايسه گرديده است تفاضلات روشِرسم شده و با حل به  2ـ7 ، در شكلِ)20ـ7( رابطة

) تابع يا زمان و مقاديرِ گرِ يب، نمايانترتافقي و قائم به  ، محور2ِـ7 شكلِ )y t آشكار است كه . هستند

 كه از روشِ كند يادآوري مي. هر دو روش بر يكديگر كاملاً منطبق هستند آمده توسطدست به پاسخِ

ر اين راستا،گام استفاده شده و د به گام ديفرانسيليِ تبديلِ روشِ سنجيِ محدود براي صحت تفاضلات 

t∆ ِدر روش درنظر گرفته شده است 001/0 محدود برابر با تفاضلات.  
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[ ]

2 2 2 3 4 4 3 5 3 6
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4 7 5 8

1 1 2 2 3
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3 4 2 5
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9.14 10 ( 67.2) 67.2, 68.6

( ) 1.83 10 4.54 10 ( 68.6) 3.65 10 ( 68.6)

1.42 10 ( 68.6) 8.74 10 ( 68.6) 1.2 10 ( 68.6)

5.53 10 ( 68.6) 2.19 10 ( 68.6)

5.02 10

t

t t

y t t t
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t t
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− − −

− − −
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− × − ∈

= − × − × − + × −
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+ × [ ]9 8( 68.6) 68.6, 70t t




























− ∈

 

)20ـ7(   

  

µگام با توجه به بهگام ديفرانسيليِ روشِ تفاضلات محدود و روشِ تبديلِحلِ معادلة دافينگ به  2ـ7شكلِ  04= 0. ،

ζ 04= 0. ،γ = α و 0.2 = 0.2  

 هاي ، شكل دافينگ بر پاسخِ معادلةميرايي و سختي  ضرايبِ تأثيرِ دادنِ براي بهتر نشانهمچنين 

، با توجه 2ـ7 شكلِ همانند 3ـ7 شكلِ. اند رسم شده α و µ ،ζ ،γ ثوابت مقاديرِ با تغييرِ 4ـ7و  3ـ7
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N به 8=، M 50=، [ ]0, 70t ∈ ،γ = α و 0.2 =  برابر با ζ و µ رسم شده است؛ ولي مقاديرِ 0.2

 ،هاي ميرايي ضريب در مقاديرِ د كه با افزايشِده نشان مي 3ـ7كلِ ش .نظر گرفته شده استدر 08/0

N نيز 4ـ7 در شكلِ .يابند كاهش ميپاسخ  تابعِ هاي نوسان 8=، M 50=، [ ]0, 70t ∈ ،µ 04=  و .0

ζ 04= كلِ ش. هستند 5/0 ، برابر باα) و (γ خطي، غيرخطي و سختيِ اند؛ ولي ضرايبِ فرض شده .0

  .يابند پاسخ كاهش مي حداقل و حداكثرِ سختي، مقاديرِ ضرايبِ مقاديرِ كه با افزايشِ دهد نشان مي 4ـ7

  

µ گام با توجه به به گام ديفرانسيليِ تبديلِ محدود و روشِ تفاضلات روشِدافينگ به  معادلة حلِ 3ـ7شكلِ  08= 0. ،

ζ 08= 0. ،γ = α و 0.2 = 0.2  

  

 

µ گام با توجه به به گام ديفرانسيليِ تبديلِ محدود و روشِ تفاضلات روشِدافينگ به  معادلة حلِ 4ـ7شكلِ  04= 0. ،

ζ 04= 0. ،γ 5= α و .0 5= 0.  
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 ديفرانسيليِ تبديلِ ترتيب با استفاده از روشِكه به  نمودارهاي فازي 6ـ7 و 5ـ7هاي  در شكل

 در اين نمودارها، محورِ. اند، نمايش داده شده است دست آمده به تفاضلات محدود گام و روشِ به گام

) گر ترتيب نمايانو قائم به  افقي )y t ِتابع و يا همان مقدار d ( ) dy t t ِتابع نسبت به  يا همان مشتق

Nفرضِ ، با 5ـ7شود كه شكلِ  متذكر مي. دزمان هستن 8=، M 50=، [ ]0, 70t . رسم شده است ∋

µ ،6ـ7و  5ـ7 هاي همچنين در شكل 04= 0. ،ζ 04= 0. ،γ = α و 0.2 = درنظر گرفته شده  0.2

 ديفرانسيليِتبديلِ  هاي حاصل از دو روشِيابيم كه پاسخدرمي 6ـ7و  5ـ7 هايشكل از مقايسة. است

  .كاملاً بر هم منطبق هستندد گام و تفاضلات محدو به گام

 

)نمودارِ فازي در صفحة  5ـ7شكلِ  )( ),d ( ) dy t y t t  گام به گام ديفرانسيليِ تبديلِ روشِدافينگ به  معادلةبراي  

  

 

)نمودارِ فازي در صفحة  6ـ7شكلِ  )( ),d ( ) dy t y t t  محدودت روشِدافينگ به  معادلةبراي فاضلات  
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 تبديلِ ترتيب با استفاده از روشِبه  دافينگ معادله ديفرانسيلِ ، پاسخ8ِـ7 و 7ـ7 ايهدر شكل

] محدود در تفاضلات گام و روشِبهگام ديفرانسيليِ ]0, 70t . بعدي ارائه شده است سه صورتبه  ∋

N با توجه به 7ـ7 شكلِ Mو  =8  هاي ذكر است كه در شكل همچنين شايانِ. رسم شده است =50

µ ،8ـ7و  7ـ7 04= 0. ،ζ 04= 0. ،γ = α و 0.2 =  مجدداً با مقايسة. گرفته شده است نظردر 0.2

  .انطباقِ خوبي بر هم دارندفوق  هاي حاصل از دو روشِپاسخيابيم كه درمي 8ـ7و  7ـ7 هايشكل

  

) بعديِ فازي در فضاي سه نمودارِ 7ـ7شكلِ  )( ),d ( ) d ,y t y t t t ديفرانسيليِ تبديلِ روشِدافينگ به  براي معادلة 

  گام به گام

  

 

) بعديِ فازي در فضاي سه نمودارِ 8ـ7شكلِ  )( ),d ( ) d ,y t y t t t  محدودت روشِدافينگ به  معادلةبراي فاضلات  
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- گام ديفرانسيليِ تبديلِ روشِ كلي و توسط در حالت دافينگ معادله ديفرانسيلِ ، حلِجاتا بدين

 عدديِ تفاضلات معروف هاي حاصل از اين روش با روشِپاسخ همچنين از مقايسة. گام ارائه شدهب

اعتماد  اي قابلِ گام، شيوهبهگام ديفرانسيليِتبديل  روشِ ها آشكار گشت كه د در تمامي حالتمحدو

جمله  100ديفرانسيلي،  تبديلِ روشِ مسأله به ، براي حل1ِـ7 ذكر است كه در شكلِ شايانِ. باشدمي

N) نظر گرفته شددراز سري   ولي در روشِ. شدت واگرا گرديدخ به كه با اين وجود، پاس =(100

N) سري اولِ جملة 8گام تنها بهگام رانسيليِديف تبديلِ  دهندةظ گرديد كه خود نشانلحا =(8

همگرايي بالاي اين روش است كارايي و سرعت.  

، معادلة حاكم بر بسياري از دافينگطور كه در مقدمه نيز بيان گرديد، معادله ديفرانسيلِ همان

هاي هاي بزرگ، يكي از سيستم آونگ در حال نوسان با فرضِ دامنه]. 57[خطي است هاي غيرسيستم

در بخشِ بعد، نخست معادله . بيان گردد دافينگتواند با معادلة ديفرانسيلِ خطي است كه ميغير

گام ارائه بهگام ديفرانسيليِروشِ تبديلِ  ديفرانسيلِ آونگ شرح داده شده و سپس حلِ معادلة مذكور به

  .خواهد شد

 هاي بزرگمعادلة حاكم بر آونگ با نوسانـ 7ـ7

به آن  m كه در انتها گويي به جرمِ گيريم نظر ميرا در l و طولِناچيز  اي به جرمِ با ميله يآونگ

 نقطة لنگرگيري حولِ مذكور، با آونگ حاكم بر نوسانِ معادلة دست آوردنِ براي به .آويزان شده است

  :]57[ گاه داريم تكيه

( )
2

2

2

d )
m mg sin ) 0

d

t
l l t

t

θ
θ

(
+ ( = )21ـ7(    

) جملة .جاذبة زمين است شتابِ gكه در رابطة فوق،  )sin )tθ غيرخطي  ، عاملِ)21ـ7( در معادلة )

)، تيلور بسط توان از طريقِ مي. است )sin )tθ   :زير نوشت صورت را به )

( )
( ) ( ) ( )

3 5 7
) ) )

sin ) ) ...
3! 5! 7!

t t t
t t

θ θ θ
θ θ

( ( (
( = ( − + − + )22ـ7(    
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  :قرار دهيم، داريم) 21ـ7( را در معادلة را درنظر گرفته و آن) 22ـ7( رابطة اولِ حال اگر تنها دو جملة

( )
32

2

2

)d )
m mg ) 0

d 3!

tt
l l t

t

θθ
θ
 ((

+ ( − = 
 
 

  )23ـ7( 

  :آيد يزير درم فرمِ به سازي پس از اندكي ساده) 23ـ7( معادلة

( )
2

3

2

d ) g g
) ) 0

d 6

t
t t

t l l

θ
θ θ

(
− ( + ( = )24ـ7(    

حاكم بر  شود كه معادله ديفرانسيلِ ، كاملاً آشكار مي)1ـ7( با معادلة) 24ـ7( از مقايسة معادلة

رابطة  فرمِه ميرايي ب وجود در حالت) 24ـ7( معادلة .است دافينگ از معادلة حالتي خاصونگ، آ

  :آيد درمي )25ـ7(

( )
2

3

2

d ) d ) g g
c ) ) 0

d d 6

t t
t t

t t l l

θ θ
θ θ

( (
+ − ( + ( = )25ـ7(    

كه عبارتند از  شود نظر گرفته ميزير در صورتاوليه نيز به  شرايط. ميرايي است ضريبِ cكه در آن، 

  :سرعت دورانيِ اولية صفر و زاوية اولية شصت درجه

π
0)

3
θ ( = )26ـ7(    

0

d )
0

d t

t

t

θ

=

(
= )27ـ7(    

) 27ـ7(و ) 26ـ7( اولية و شرايط) 25ـ7( بر معادلةگام  به گام ديفرانسيليِ تبديلِ در ادامه، روشِ

 روشِ حاصل از اعمالِ بازگشتيِ ، رابطة1ـ2 موجود در جدولِ با استفاده از روابط .اعمال خواهد شد

  :آيددرميزير  صورت، به )25ـ7( مذكور به معادلة

[ ]
( )( ) ( [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]( ) )
2

2 1

1 2 1 2
0 0

1 g
2 c( 1) 1

1 2

g

6

j j j

li

j j j

l l

i i i i
i i l

l l l i l
l = =

−
Θ + = + Θ + + Θ

+ +


− Θ Θ − Θ −


∑∑

)28ـ7(    

,...,1,2,3 كه در آن Mj ,...,0,1,2و  = Ni ]همچنين، . است = ]j iΘ ِيافتة تبديل تابع )tθ  در گام )

jُم استا .به گام، به گام ديفرانسيليِ تبديلِ روشِ س از اعمالِنيز پ) 27ـ7(و ) 26ـ7( اولية شرايط 
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نوشته خواهند شد )30ـ7(و ) 29ـ7(رابطة  صورت:  

[ ]1

π
0

3
Θ = )29ـ7(    

[ ]1 1 0Θ = )30ـ7(    

  :گردند زير تعريف مي كليِ صورت اوليه به ذكر است كه شرايط لازم به

[ ] -1 t
0 ( )

j
j tj tθ

=
=Θ )31ـ7(    

[ ] -1

t

d ( )
1

d
j

j

t

j

t

t

θ

=

=Θ )32ـ7(    

)آمده براي دست به پاسخِ )j tθ  بهشود زير نوشته مي صورت:  

[ ]
N

1
0

( ) ( t ) t , ti

j j j j

i

jt i t tθ +
=

∈ Θ  = − ∑ )33ـ7(    

) 27ـ7(و ) 26ـ7( اولية با توجه به شرايط) 25ـ7( دست آمده براي معادلة آونگ در رابطة پاسخ به

mهمچنين و  1=، 1l =، g c و =9.81   اين نمودار براي رسمِ .رسم شده است 9ـ7 در شكلِ =0.2

N 8=، h 0.1=، [ ]0, 35t   .اند فرض شده ∋

 

m بهگام با توجه  به گام ديفرانسيليِ تبديلِ محدود و روشِ تفاضلات روشِبه  آونگ معادلة حلِ 9ـ7 شكلِ 1=، 1l =، 

g c و =9.81 0.2=  
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 ديفرانسيليِ تبديلِ ترتيب با استفاده از روشِنمودارهاي فازي كه به  11ـ7و  10ـ7هاي  در شكل

شايان ذكر است، تمامي پارامترها در . اند اند، رسم شده دست آمده به محدود تفاضلات گام و روشِ به گام

  .ده استدرنظر گرفته ش 9ـ7 ، مشابه با شكل11ِـ7و  10ـ7هاي  شكل

 

) فازي در صفحة نمودارِ 10ـ7شكلِ  )),d ) dt t tθ θ(   گام به گام ديفرانسيليِ تبديلِ روشِآونگ به  براي معادلة )

  

 

) نمودار فازي در صفحة 11ـ7شكلِ  )),d ) dt t tθ θ(   محدود تفاضلات روشِآونگ به  براي معادلة )

) در فضايبعدي در ادامه نيز نمودارهاي سه )),d ) d ,t t t tθ θ( m با توجه به ) 1=، 1l =، 

g c و =9.81 0.2= ،N 8=، h ]و  =0.1 ]0, 35t هاي  ذكر است كه شكللازم به . شوند ارائه مي ∋

  .اند رسم شده محدود تفاضلاتگام و  به گام ديفرانسيليِ هاي تبديلِ ترتيب با روشبه  13ـ7و  12ـ7
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) بعديِ فازي در فضاي سه نمودارِ 12ـ7شكلِ  )),d ) d ,t t t tθ θ(  يفرانسيليِد تبديلِ روشِبه آونگ  براي معادلة )

  گام به گام

  

 

) بعديِ فازي در فضاي سه نمودارِ 13ـ7شكلِ  )),d ) d ,t t t tθ θ(   محدود فاضلاتت روشِبه آونگ  براي معادلة )

  بنديـ جمع8ـ7

 ديفرانسيليِ تبديلِ با استفاده از روشِ دافينگ خطيِغير ديفرانسيلِ معادله در اين فصل، به حلِ

بندي وضيح داده شد و فرمولگام تبهگام ديفرانسيليِ تبديلِ در اين راستا، روشِ. شد گام پرداختهبهگام

هاي حاصل پاسخ ، كليةشده ارائه حلِ سنجيِ صحت منظورِ بههمچنين . كامل بيان گرديد صورتآن به 
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 ارد، حلِمو محدود مقايسه گرديد كه خوشبختانه، در تماميِ تفاضلاتو البته كُند  آشنا نام با روشِ

پارامترهاي متفاوت در  همچنين تأثيرِ. محدود انطباق كامل داشت تفاضلات روشِبر حل به  شده ارائه

آونگ و معادله  مكانيكيِ در ادامه، سيستمِ. ي قرار گرفتبررس مورد دافينگ معادله ديفرانسيلِ

 نظر گرفتنِ، با دردافينگ يكي از كاربردهاي معادله ديفرانسيلِ عنوانِ بهآن،  غيرخطيِ ديفرانسيلِ

هاي در اين مثال نيز پاسخ. گام حل گرديدبهگام ديفرانسيليِ تبديلِ ي و با روشِرخطيغ جملة

كه  گرفتچنين نتيجه  توان بنابراين، مي. ق كامل داشتمحدود تطاب تفاضلات با روشِ آمده دست به

بسيار  محاسبات ايي بالا و همچنين حجمِهمگر گام، با دقت و سرعتبهگام ديفرانسيليِ تبديلِ روشِ

 استفاده مورد دافينگ غيرخطيِ معادله ديفرانسيلِ روشي مناسب براي حلِ عنوانِتواند به ، ميتر كم

  .قرار گيرد



153 
 

  هاپيوست
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الف پيوست  

 بعدرا در حالت كلي و با فرضِ سرعت دورانيِ بي هاي جرم و سختيِ المانماتريسدر اين پيوست، 

β)و  (λ=0برابر با صفر و ضريبِ نامنشوريِ مخالف صفر  ≠ ماتريسِ  در اين راستا. نشان خواهيم داد 0

  :است) 2الف ـ(و ) 1الف ـ( روابطصورت به  ،به ترتيب ،جرمِ و سختيِ المان
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 
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 
 

K )2الف ـ(    

بودن دليلِ متقارنهمچنين به  .دهندة طولِ المان استنشان lشايانِ ذكر است در روابط مذكور، 

  . شوندها نمايش داده نميدرايه تماميِ، و سختي ماتريسِ جرم
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  پيوست ب
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Abstract 

The main purpose of this thesis is to increase the accuracy of the numerical finite 

element method and some of its elements for investigating the free vibration analysis of 

non-uniform rotating and non-rotating Euler-Bernoulli beams, and verifying the results 

by means of differential transform method as a semi-analytical technique. To this end, 

Petrov-Galerkin, Galerkin and Collocation methods, as the three well-known 

approaches of weighted-residual method, are firstly utilized for carrying out the free 

vibration analysis of non-rotating tapered general restrained beams. Then the results 

obtained by considering the mentioned methods are compared by the closed-form 

solution and differential transform method. The free vibration analysis of rotating 

tapered beams is subsequently investigated. It should be mentioned that, the governing 

differential equation of non-rotating Euler-Bernoulli beams is a particular form (when 

rotational speed is assumed zero) of the differential equation of rotating Euler-Bernoulli 

beams. Moreover, in order to enhance the accuracy of the finite element method shape 

functions, the governing differential equation of the rotating beams is used as an 

additional constraint. The results achieved by considering the new shape functions are 

also verified utilizing the conventional finite element method and differential transform 

method. Afterwards, the free vibration analysis of non-uniform rotating Euler-Bernoulli 

beams with exponentially varying cross-section is carried out by using differential 

transform and finite element methods. Finally, trigonometric functions are employed in 

order to derive more accurate finite element method shape functions. It is obviously 

shown that the results obtained by using the new trigonometric shape functions are 

significantly efficient and accurate. 
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