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 چکیده

های موجود یا همان قيود طراحی ها با در نظر گرفتن شرایط و محدودیتسازی سازهبهينه

 سازی انجامتحقيقات زیادی بر روی بهينه تاكنونهمواره یکی از اهداف مهندسان و طراحان بوده است. 

سازی را بهينه هایروشطور كلی مختلفی برای طرح بهين پيشنهاد شده است. به هایروششده و 

تفاده از ی استقسيم نمود. لازمه فرا اكتشافیریاضی، معيار بهينگی و  هایروشی توان به سه دستهمی

ی مشتقات تابع هدف و قيود نسبت به متغيرهای طراحی است كه اصطلاحاً ریاضی محاسبه هایروش

ازی سی كلی بهينهها تحت سه زیرمجموعهسازی سازهحساسيت نام دارد. ساختار كلی بهينه تحليل

ضی شود. در این تحقيق از روش ریامی بندیتقسيمسازی توپولوژیک سازی شکل و بهينهابعادی، بهينه

ت. اس بعدی استفاده شدههای الاستيک دوزی توپولوژی سازهسابهينه منظوربهی سطوح تراز مجموعه

صورت مدلی از مرزهای دیناميکی است كه شود مرزهای آن بهای كه بهينه میدر این روش، سازه

ور تحليل منظشود.  همچنين روش آیزوژئومتریک بهیک تابع اسکالر از بعد بالاتر معرفی می یوسيلهبه

ی تفاده از توابع پایهها( با اسكار گرفته شده است. در این روش توابع مجهول )جابجاییها بهسازه

د تقریب رونكار میبه ی سطوح ترازی مسئله و نيز تشکيل تابع مجموعهپلاین كه در توليد هندسهاس

 شوند.زده می

ابع وعنوان تسازه به شی و وزنكرن، وزن و تركيب همزمان انرژی در این تحقيق انرژی كرنشی

سازی در نظر گرفته شده است. ی بهينهمسئلهعنوان قيود ها و وزن سازه بهتنش هدف و محدودیت

یابی توپولوژی و صحت ی بهينهی سطوح تراز در مسئلهمنظور نشان دادن كارایی روش مجموعهبه

تهيه  كامپيوتریی با استفاده از برنامه دوبعدیدست آمده، چندین مثال همعادلات و تحليل حساسيت ب

 ت.شده در این پایان نامه، ارائه شده اس

 ح تراز، تحليل حساسيت، تحليل آیزوژئومتریک.وی سطسازی توپولوژی، مجموعهليد واژگان: بهينهك   
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 مقدمه  -1-1

 بندیطرحاست. این  ضروریبندی مناسب امری دست آوردن یک طرحهب هاسازهدر طراحی 

ای باشد تا بتواند نيروهای وارده را به شکلی ایمن و اقتصادی تحمل كند. بدین ترتيب گونهبایست بهمی

ازی را سباشد. مسائل بهينهتوپولوژیکی، شکل و ابعاد سازه می اطلاعاتبندی مناسب سازه شامل طرح

کل سازی شپولوژی، بهينهسازی تونمود كه عبارتند از بهينه بندیدستهی مختلف توان در سه ردهمی

ها هدف پيدا كردن تعداد و مکان مناسب سازی توپولوژی سازهسازی ابعاد سازه. در بهينهو بهينه

ها هدف پيدا كردن بهترین موقعيت مختصات نقاط و مرزهای سازی شکل سازههاست. در بهينهحفره

برای هریک از  نياز موردمقطع  دست آوردن حداقل سط سازی ابعادی هدف بهاست. در بهينهسازه 

 .سازه استاعضای 

های زیادی كرده و كاربردهای های اخير پيشرفتسازی شکل و توپولوژی در دههبهينه

گونه كه بيان شد در كردن مسائل علمی مهندسی داشته است. همان آميزی در بهينهموفقيت

طراحی است با این فرض كه بارگذاری  ییابی به بهترین هندسه از دامنهسازی شکل هدف دستبهينه

توان در كارهای هافتکا و سازی را میو شرایط مرزی مشخص باشد. معرفی این نود از بهينه

مشاهده نمود. در نگاه اول این روش بسيار كلی به ]9[و همچنين اولف و روزوانی]6[دینگ]4[جاندلی

سازی شکل تنها قادر به بهينه كردن یک قالب اوليه با توپولوژی مشخص بهينه این حال بارسد نظر می

 است.

سازی هستيم كه قادر به ایجاد تغيير در تعداد، بهينه هایروشبنابراین در حالت كلی نيازمند 

های مربوط به این نود های اخير تکنيکای باشند. در سالی ارتباط عناصر سازهموقعيت و نحوه

ی توپولوژی وجود دارد. در یکی از زیادی برای حل مسئله هایروشاند. سازی معرفی شدهبهينه

ها هصورت گرفت، روش حل برمبنای استفاده از ریزساز]1[تحقيقات اوليه كه توسط بندسو و كيکوچی
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ها، روش بر این. علاوه ]5[است 4SIMPبوده است. یک روش جایگزین برای آن، روش قانون توانی یا

توان به روش تکاملی اند. از این ميان مینيز مورد استفاده قرار گرفته 6فرا اكتشافی هایروشرخی ب

9ESO سازی توپولوژی منظور مرور كلی بر روی بهينهاشاره كرد. به]2[های ژی و استيونبر مبنای تلاش

 نامه مراجعه نمود.این پایان]7[توان به مرجعآن می هایروشو 

ای است كه با وجود وزن كم، از دست آوردن سازهها بهسازی سازههدف از بهينهطور كلی به

بيشترین مقاومت و سختی در برابر نيروهای وارده برخوردار باشد. این فرایند در یک فضای مشخص 

 گيرد.گاهی صورت میاثر شرایط مشخص بارگذاری و تکيه و تحت 1ی طراحینام دامنهبه

 
 هاسازی سازهكلی در بهينه فرایند( 4-4) شکل

 كهدر ساخت است و یا این هاییمحدودیتی سازه یا از قبل طرح شده و دارای توپولوژی اوليه

ردن دست آوسازی توپولوژی، ابزاری است كه به طراح در بهبایست توسط طراح، طراحی شود. بهينهمی

                                                           

 4 Solid Isotropic Material with Penalisation 

6 Meta-heuristic 

9 Evolutionary Structural Optimization  
1 Design Domain 
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 سازی توپولوژیی موجود، كمک بسياری خواهد كرد. در بهينهی مناسب برای سازهبندی اوليهیک طرح

بود  ای خواهدگونهكنيم. این دامنه بهشود تعریف میی مرجع گفته میابتدا فضایی را كه به آن دامنه

سازی توپولوژی، ی بهينهدهد. به هنگام حل یک مسئلهفضای مورد نظر جهت طراحی را پوشش می كه

گاهی و مشخصات مصال  معلوم بوده و هدف حذف یا توزیع مجدد مصال  در شرایط بارگذاری و تکيه

مورد نظر را در  4دست آمده، تابع هدفكه در انتها توپولوژی به ایگونهبهباشد ی تعریف شده میدامنه

سازی توپولوژی شامل سه قسمت بهينه ( فرایند4-4) شکلبهينه كند. با توجه به  ،سازیی بهينهمسئله

باشد. ابتدا باید سازی میی بهينهمسئله 1و آناليز حساسيت 9مسئله، تحليل سازه 6اصلی مدل هندسی

 5برای متغيرهای طراحیرا ای ی طراحی انتخاب كنيم و مقادیر اوليهبرای دامنه را مدل هندسی مناسب

حليل كنيم. یک روش تها انتخاب میدر نظر بگيریم، سپس یک مدل تحليلی مناسب برای تحليل سازه

 2سازی در مورد حساسيت و مقدار توابع قيدمناسب باید قادر باشد اطلاعات لازم را جهت مراحل بهينه

 سازی،تم بهينهی تحليل الگوریمربوط به هر متغير طراحی در اختيار قرار دهد. پس از انجام مرحله

یک مدل طراحی جدید ساخته  درنتيجهمقادیر جدیدی برای متغيرهای طراحی محاسبه خواهد شد. 

شود. از تحليل مجدد مقادیر تابع و نتایج حساسيت قيدهای ضمنی شده و به قسمت تحليل فرستاده می

شده بود  بات اقنادی محاسر لازم برای خاتمهشود. در انتها اگر معيابرای طراحی جدید حاصل می

 ار سازی مقادیر جدید از متغيرهای طراحیصورت الگوریتم بهينهیابد. در غير اینات خاتمه میبمحاس

ی طراحی توسط یک روش تحليل بایست معادلات حاكم بر مسئلهمی هادهد. برای تحليل سازهبه ما می

 .ها محاسبه شوندمکانت یا همان تغييرعددی حل شود تا مجهولا

                                                           
4 Objective function 

6 Geometric Modeling 

9 Structural Analysis 

1 Sensitivity analysis 

5 Design variables 

2Constraint function 
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های مسائلی است كه همواره در زمينه ترینمهمحل معادلات حاكم بر رفتار یک سيستم از 

جایی كه تنها موارد محدودی از این معادلات را . از آنگيردمیعلوم و مهندسی مورد استفاده قرار 

های اخير برای حل عددی زیادی در دهه هایروشتحليلی حل نمود  هایروشتوان مستقيماً با می

اند عددی با ظهور رایانه رشد چشمگيری داشته هایروشی چنين معادلاتی پيشنهاد شده است. توسعه

های ها قادر به حل معادلات بسيار پيچيده در حوزهشرو این ازو با استفاده  و امروزه به كمک رایانه

، روش 4محدودعددی معروف عبارتند از روش تفاضل هایشروباشيم. برخی از متنوعی از علوم می

ها كه این روش 1بدون مش هایروشجدیدتر مانند  هایروشو  9محدود، روش نقاط6محدوداجزای

هریک به دنبال افزایش كارایی، دقت، سرعت و ایجاد امکاناتی جدیدتر برای حل مسائل و رفع مشکلات 

 .]8[اندقبلی بوده هایروش

باشد كه روشی عددی برای یافتن حل محدود میها، روش اجزایاربردترین این روشاز پرك

مورد  5محدود برای نخستين بار از سوی كلافمسائل مهندسی است. اصطلاح اجزای تقریبی بسياری از

رفته كار گی هواپيما بهاستفاده قرار گرفت. هرچند این روش برای اولين بار جهت تحليل تنش در سازه

رش نهاد. پيدایش روش سرعت رو به گستهای مهندسی بهشد، ولی كاربرد آن در بسياری از زمينه

ی . در اواخر دههدگردبرمیميلادی  4326تا  4356های محدود در علوم مهندسی به سالتحليل اجزای

توليد گردید. مبنای  8و استاردین 7، آسکا2نسترن هاینامبه های تجاریميلادی اولين برنامه 4326

 محدود بود.روش اجزای هاتمامی این برنامه

                                                           
4 Finite difference 

6 Finite element 
9 Specific areas 

1 Meshless 

5 Clough 

2 NASTRAN 

7 ASKA 

8 Stardyne  

https://en.wikipedia.org/wiki/Ray_W._Clough
https://en.wikipedia.org/wiki/Ray_W._Clough
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 سازیساده منظوربهبندی شده است كه ی شبکهیک المان، یک جزء از یک محيط پيوسته

سازد محدود ما را قادر میشود. روش اجزایم بر آن ایجاد میحاك ی محيط پيوسته و معادلاتهندسه

تا یک مسئله با بينهایت درجه آزادی را به چندین زیر مسئله با درجات آزادی محدود تبدیل نمایيم تا 

 یایاب لاگرانژی ی درونمحدود از توابع پایهتر شود. در روش مرسوم اجزایآسانحل آن  وسيلهبدین

ت وابع صورسازی فضای حل و هندسه با این تشود كه تقریبصورت فراگير استفاده میهرميتی به

ی دقيق باشد كاری بسيار محدود ایجاد یک مدل تحليلی كه منطبق بر هندسهگيرد. در روش اجزایمی

عددی،  هایروش ی پيشرفتباشد. در ادامهی محاسباتی بسيار بالایی میدشوار و مستلزم هزینه

نيز  هایروشبدون مش معرفی شدند كه این  هایروشایی كه جدا از مفهوم المان بودند، به نام هروش

ی دقيق در محيط تحليل را نداشتند و مشکلاتی نظير محدود توانایی تعریف هندسههمانند اجزای

 .گيری، ضعف در اعمال شرایط مرزی و دقت محاسباتی پایين را به همراه داشتنددشواری انتگرال

از شکاف موجود بين  4ی تحليل آیزوژئومتریکها در زمينهی انجام نخستين فعاليتانگيزه

 ترینمهمای بوده است. در مراحل نخستين، یکی از سازی رایانهمحدود و مدلدنيای تحليل اجزای

ی طراحی و تحليل و همچنين هندسی ایجاد ارتباط بين دو دستههای تحقيق در تحليل همزمينه

سازی موجود در هر دسته بوده است. مسلماً یکپارچه یشدهارائههای حلموانع و راه سازیمشخص

رسد كه بایستی تغييرات اساسی برای نظر میی یک مسئله دشوار است و بهتحليل و هندسه

 های اخير در محاسباتهای آناليز انجام شود. گرایشسازی كامل طراحی مهندسی و فرایندیکپارچه

سازی و آناليز های مدلمهندسی خواستار افزایش دقت و یکپارچگی كامل برای تمامی فرایند

 .]3[باشدمی

توسط هيوز و همکارانش برای رفع نقایص بيان شده  6665هندسی در سال روش تحليل هم

ه در یتوابع پا عنوانبهتوانستند . توابع هندسی محاسباتی زیادی وجود داشتند كه می]46[معرفی شد

                                                           
4 Isogeometric 
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ی اوليه به دليل پركاربرد بودن پایه عنوانبه 6و نربز 4اسپلاین-كار روند. انتخاب بیهندسی بهتحليل هم

ی برا عنوان یک پایهباشد. نربزها بهی محاسباتی در طراحی مهندسی میاین توابع در ایجاد هندسه

لاح شوند و اصتعميم داده می راحتیبهمرسوم  یقطعهقطعه ایچندجملهی آناليز، نسبت به توابع پایه

نی ها یعباشند. این توانایی نربزسازی دقيق مقاطع مخروطی بسيار مناسب میگردند و برای مدلمی

 ست.ا هندسی نمایان شدهخوبی در تحليل همهای تحليلی بههای هندسی و تواناییتركيب توانایی

 

 تاریخچه -1-2

های دست آوردن مرزاشر و ستيان برای به توسط 9ترازی سطوح كه روش مجموعهاز زمانی

كار برده شده ها و علوم مختلف بهمشترک و مرزهای آزاد معرفی شد این روش در بسياری از رشته

سازی شکل و توپولوژی بسيار مورد توجه قرار گرفته ح تراز در بهينهوی سطاست. امروزه روش مجموعه

 است.

تواند سادگی میكه بهطوریباشد بهو فراگير می پذیرسيار تطبيقی سطوح تراز بمجموعه روش

های تيز، جدا شدن مرزها از یکدیگر و یا ادغام مرزهای مشترک را بيان كند. این بيان ساده باعث گوشه

گردد و نيازی به پارامتری كردن مرز مشترک سازی شکل و توپولوژی میی بهينهمسئله سازیساده

 باشد.نمی

                                                           
4 B-spline 

6 Non-Uniform Rational B-Spline (NURBS) 

9 Level Set 
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 گردد و مرزصورت تابع ضمنی اسکالر از بعد بالاتر تعریف میی سازه بهاین روش هندسهدر 

 4ژاكوبی-ی هميلتونگردد و مرز جدید از حل معادلهسازه توسط یک سط  تراز مشخص معرفی می

 شود.كامل توضي  داده می صورتبهح تراز وی سطهای بعد روش مجموعهآید. در فصلدست میبه

 

 نامهداف کلی پایاناه -1-3

ها و سازی توپولوژی سازهح تراز در بهينهوی سطبندی روش مجموعهطور كلی تبيين فرمولبه

 نباشد. با ایاز اهداف كلی این پایان نامه می در این روش ی روشی مناسب برای تحليل حساسيتارائه

 منظوربه، زمينهوجود با توجه به نوظهور بودن روش تحليل آیزوژئومتریک و نياز به كار فراوان در این 

ش استفاده شده است؛ لذا در رو این ازی سط  تراز ی دامنه و تشکيل رویهسازی هندسهتحليل، مدل

 شود.یدست آمده از آن استفاده مهش و نتایج برو این از سازیبهينهتمامی مراحل 

ارد ترین نتایج را به دنبال دترین و بهينهی مينيمم كردن انرژی كرنشی یکی از كاملمسئله

خوبی نمایان است. ولی در هایی كه دارای تمركز تنش ذاتی نيستند این مسئله بهمخصوصاً در مدل

ه حذف زی قادر بسای بهينهشکل این مسئله-تنش ذاتی هستند مانند تير ال تمركزهایی كه دارای مدل

نامه سعی شده تا با اضافه كردن ی دارای تمركز تنش نيست لذا در این پایانمصال  از ناحيه

سازی ی بهينهتنش، تمركز تنش را از روی مصال  حذف كرده تا باز هم این مسئله هایمحدودیت

ی نامه مسئلهدر این پایانلذا   سازی در نظر گرفته شود.بهينهدر ترین توابع هدف یکی از كامل اننهمچ

                                                           
4 Hamilton-Jacobi 
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انرژی كرنشی و وزن را كمينه كرده و قيود شود كه همزمان بيان می 4چندهدفه صورتبهجدید دیگری 

 كند.تنش موضعی را نيز اقناد می

عناصر حل مسائل است.  ترینمهمسازی از ی بهينهانتخاب ساختاری مناسب برای حل مسئله

ر از ناپذیتفکيک یبخش عنوانبهبندی همچنين تحليل حساسيت با شرح دقيق و جزئيات فرمول

 نامه به آن پرداخته خواهد شد.ریاضی است كه در این پایان هایروشسازی به بهينه

دون آن حل سازی توپولوژی، لازم و بای مناسب برای حل مسائل بهينهی رایانهی برنامهارائه

ای مناسب در این راستا از اهداف دیگری است نوشتن برنامه درنتيجهاین مسائل غيرممکن خواهد بود. 

 نامه بدان پرداخته شده است.كه در این پایان

 

 نامهای نوشته شده در راستای این پایانی رایانهبرنامه -1-4

های دیگر ی بخشای مناسب انجام كليهی رایانهی برنامهكه اشاره شد بدون ارائه طورهمان

سازی توپولوژی به ای جهت حل مسائل بهينهفایده و غيرقابل اجرا خواهد بود. لذا برنامهنامه بیپایان

( نوشته شده است. در پایان نيز تعدادی مثال جهت بررسی صحت LSMی سطوح تراز )روش مجموعه

 حل و ارائه شده است. ،ی كامپيوتریها و برنامهبندیفرمول

 

 

                                                           
4 Multi objective function 
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 نامهساختار کلی پایان -1-5

به باشد. در فصل حاضر به مقدماتی راجعنامه شامل هفت فصل میطور كلی این پایانبه

روشی جدید و پركاربرد  عنوانبهنامه اشاره شده است. در فصل دوم روش تحليل آیزوژئومتریک پایان

 صورت مختصر ارائه شده است.های لازم جهت تحليل مسائل تنش مسط  بهبندیرسی شده و فرمولبر

 متداول برای هایروشها و برخی سازی توپولوژی سازهدر فصل سوم اصول و مبانی كلی بهينه

عنوان یک روش مناسب برای ی سطوح تراز بهاند. در فصل چهارم روش مجموعهمنظور بررسی شدهاین

رای استفاده ب موردنيازهای بينی رفتار توابع مورد بررسی قرار گرفته است و توابع و تکنيکدیابی و پيشر

 ش شرح داده شده است.رو این از

ای هبندیی سطوح تراز بيان شده همچنين فرمولسازی با روش مجموعهل پنجم بهينهدر فص

مورد استفاده در این روش استخراج شده است. همچنين در این فصل با استفاده از آناليز حساسيت، 

یابی عنصر برای بهينه ترینمهمیاب و موتور بهينه همچونسازی ی بهينهسرعت نرمال حاكم بر مسئله

 مسائل، استخراج شده است.

های عددی حل شده با های عدد متنوعی تعریف شده است. ابتدا به مثالشم مثالدر فصل ش

محدود پرداخته شده و سپس به نتایج حل شده با استفاده از روش تحليل استفاده از روش تحليل اجزای

منظور اقناد قيد شود. در ضمن در این فصل یک روش عددی مناسب بهآیزوژئومتریک پرداخته می

 دار تشری  شده است.ی علامتبر خواص تابع فاصلهحجم مبتنی 

  شده تشری اختصاربهنامه این پایانراستای دست آمده در به نتایج و پيشنهاداتدر فصل هفت 

 است.

نامه آورده شده است. همچنين در انتها منابع و مراجع مورد استفاده در این پایان
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 مقدمه -2-1

اند. از جمله ها توسعه یافتههای اخير برای تحليل سازهعددی مختلفی در دهه هایروش

محدود و دسته محدود، اجزایتفاضل هایروشگيری، به توان به ترتيب شکلمی هاآن ترینمهم

ها روش توان گفت كه این روشمی دیگرعبارتبه ؛بدون مش اشاره كرد هایروشموسوم به  هایروش

ها در بسياری از مسائل مهندسی مانند حل حل معادلات دیفرانسيل جزئی بوده و علاوه بر تحليل سازه

روند. كار میه، انتشار امواج و غيره بو پلاستيسيته معادلات حاكم بر مسائل مکانيک سيالات، الاستيسيته

روشی قدرتمند در بسياری از علوم مهندسی شناخته شده و با  عنوانبهمحدود امروزه روش اجزای

 افزارهای تجاری مختلفی تهيه شده است كه در صنعت كاربردی فراوان دارد.استفاده از آن نرم

 ترینمهمباشد كه از ، این روش دارای نقاط ضعفی نيز میملاحظهقابلهای پيشرفت با وجود این

محدود با توجه به تقریب ف مرزهای هندسی اشاره كرد. در روش اجزایی تعریتوان به نحوهمی هاآن

بندی است و در برخی مسائل ی شبکهی واقعی كاملاً وابسته به نحوههندسه، نزدیک شدن به هندسه

ها لحاظ هندسی رسيدن به آن بسيار مشکل است. همچنين اقناد شرایط مرزی در این روش ازپيچيده 

دیگر بهبود حل، چه از لحاظ تقریب  از سویبدون مش با مشکلاتی مواجه است.  هایروشدر  ویژهبه

زایش سبب اف درنهایتشود كه بندی میهندسه و یا متغيرهای مجهول، منجر به ایجاد تغييرات در شبکه

محدود حل مسائلی كه در گردد. علاوه بر این در روش اجزایتعداد معادلات و بالا رفتن زمان حل می

 مراتببهی طرح را تواند هزینهمی ؛ی جدید در حين حل مسئله لازم استساخت چندین شبکه هاآن

 افزایش دهد.

 4386تا  4376های محدود و بين سالگيری روش اجزاییک دهه پس از شکلتقریباً 

صورت گرفت.  4سازی هندسه و یا طراحی به كمک رایانه )كَد(های چشمگيری در علم مدلپيشرفت

                                                           
4 Computer Aided Design (CAD) 
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نسبت به  تریبزرگسازی هندسه دارای صنعت بسيار گمان بسياری از دانشمندان، مدل زه بهامرو

تواند ها میاستفاده از این پيشرفت ؛باشد. در صورتی كه تحليل برمبنای هندسه استوار باشدتحليل می

ل حليكمک شایانی به تحليل در رفع نقاط ضعف آن نماید. به این منظور هيوز و همکارانش روش ت

در  4پيشنهاد نمودند. نام این روش برگرفته از مفهوم آیزوپارامتریک 6665آیزوژئومتریک را در سال 

سازی هندسه و همچنين استفاده از شرایط بالا در مدل به دقتباشد. با توجه محدود میروش اجزای

ریک انتخاب شده سازی هندسه و تقریب تابع مجهول، نام این روش تحليل آیزوژئومتیکسان در مدل

 است.

ه نامه لازم است تا بعنوان روش تحليل در این پایانبه دليل استفاده از روش آیزوژئومتریک به

 پردازد.بندی آن میشرح این روش قدرتمند پرداخته شود. این بخش به شرح روش مذكور و فرمول

محدود است و از سوی دیگر در مشابه روش اجزای مواردروش آیزوژئومتریک در بسياری از 

ی اصول طراحی به اما از نظر هندسی این روش بر پایه ؛باشدبدون شبکه می هایروشمواردی مشابه 

وجود آوردن این روش این بود  كمک رایانه سازماندهی شده و از آن الهام گرفته است. هدف اوليه از به

 سازی كنيم.دقيق مدل صورتبهدرشت بودن شبکه، هندسه را  از ميزان ریز یا فارغتوان كه ب

رود، طراحی به كمک رایانه، به شکلی كه شمار میعليرغم آنکه هندسه زیربنای تحليل به

را كه بين  وجود آمد. این موضود علت اختلاف زیادیبه 4386تا  4376های امروزه وجود دارد در سال

 تر ازپيشها دهد. سالاحی به كمک رایانه وجود دارد نشان میمحدود و طرنمایش هندسه در اجزای

محدود رشد كرده بودند اما اكنون طراحی های اجزایانه شکل بگيرد، برنامهكه طراحی به كمک رایاین

 تری داشته است.رود و رشد سریعشمار میاز تحليل به تربزرگبه كمک رایانه، صنعتی 

                                                           
4 Isoparametric 
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عنوان مدلی نسبتاً محدود كه ما آن را بهی اجزایكه شبکهضروری است توجه به این نکته 

 تواند در موارد زیادی باعث خطاهاییی كدَ است. این تقریب میشناسيم تنها تقریبی از هندسهدقيق می

محدود را تغيير دهيم و یا آن را واض  است كه بهتر است روش اجزای درنتيجهی تحليل شود. درنتيجه

كند این كار ط بهتری با كدَ داشته باشد جایگزین كنيم. روش آیزوژئومتریک تلاش میبا روشی كه ارتبا

 كلی حذف كند.محدود را بهای اجزایرا انجام دهد و توصيف چندجمله

عنوان هباساس روش آیزوژئومتریک برمبنای توابع نربز است. توابع نربز همان توابعی هستند كه 

ت كه های كدَ این اسشوند. دليل این انتخاب در سيستمكدَ استفاده میهای توابع استاندارد در سيستم

این روش  توانباشند. به تعبيری میسباتی در كدَ میای محترین تکنيک تشکيل هندسهنربزها معمول

مانند آنچه در روش  ؛آورد حساببهمحدود سنتی را بسط و تعميم قدرتمند روش تحليل اجزای

 شود. به اینجا نيز از مفهومی مشابه خاصيت آیزوپارامتریک استفاده میرد در اینمحدود وجود دااجزای

جا نيز از همان توابعی كه برای مدل كردن هندسه استفاده شده است در تقریب تابع منظور كه در این

 مجهول نيز استفاده خواهد شد.

شود و در نربز بررسی می پردازد و سپس توابعاسپلاین می-این فصل ابتدا به معرفی توابع بی

محدود و آیزوژئومتریک ی بين روش اجزاید. مقایسهگردگيری از این توابع بيان میادامه روش مشتق

 بندی تحليلباشد. در انتها نيز از نتایج آن استفاده شده و فرمولنيز یکی از اهداف این فصل می

 آیزوژئومتریک در مسائل دوبعدی بررسی خواهد شد.
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 مبانی روش آیزوژئومتریک -2-2

و المان وجود دارند كه المان خود دارای دو مفهوم  4محدود دو مفهوم شبکهدر روش اجزای

ها است؛ یکی المانی كه در فضای المان مرجع وجود دارد و دیگری المان موجود در فضای فيزیکی. المان

شوند و درجات آزادی، مقادیر توابع پایه در ی مختصات نقاط گرهی خود تعریف میوسيلهمعمولاً به

توانند دارای مقادیر مثبت یا منفی یاب هستند و میمحدود دروندر اجزایها هستند. توابع پایه گره

 باشند.

یاب نيستند. در این تئوری دو مفهوم برای شبکه وجود در تئوری نربز، توابع پایه معمولاً درون

كنند ی كنترلی را تعریف میی فيزیکی. نقاط كنترلی، شبکهو دیگری شبکه 6ی كنترلیدارد؛ یکی شبکه

ق نيست. ی واقعی منطبی كنترلی بر هندسهاز نقاط كنترلی است. شبکه یابیدرونی كنترلی شبکه و

های ی المانهبکی كنترلی شبيه شكند. شبکهرا كنترل می در واقع این شبکه داربستی است كه هندسه

 رلی واقعمحدود است. متغيرهای كنترلی درجات آزادی هستند و بر روی نقاط كنتچندضلعی اجزای

تواند تغييرات شدیدی داشته باشد ولی در ی كنترلی میمحدود، شبکهاجزای برخلافاند. در نربز شده

 ی فيزیکی مسئله معتبر باقی خواهد ماند.عين حال هندسه

ها ی فيزیکی دو مفهوم برای المانی واقعی است. در شبکهای از هندسهی فيزیکی تجزیهشبکه

های بزرگ توان المانها را در حقيقت می. زیر دامنه1ی گرهیو دیگری بازه 9زیر دامنهوجود دارد؛ یکی 

توان هندسه را تنها با یک زیر دامنه مدل كرد. هر زیر دامنه دارای ناميد. در بيشتر مسائل موجود می

ن به توادو وجه است. یکی در فضای المان مرجع و دیگری در فضای فيزیکی. هر زیر دامنه را می

                                                           
4 Mesh 

6 Control Mesh 

9 Patchs 

1 Knot Span 
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به ترتيب نقطه، خط و صفحه هستند.  بعدیسهها در فضای یک، دو و های گرهی تجزیه كرد. گرهبازه

ی المان را جایی كه توابع پایه هموار ها حوزهاند. این بازهها مرزبندی شدهی گرهوسيلههای گرهی بهبازه

pيوستگیهای این اجزا، توابع پایه دارای پكنند. در گرههستند تعریف می mC   هستند كهp ی درجه

 گيریهای گرهی برای انتگرالباشد. بازهتعداد تکرار نقاط گرهی در بردار گرهی می mای و چندجمله

های كوچک در نظر گرفت زیرا عنوان المانتوان بهها را میباشند. این بازهعددی بسيار مناسب می

 پردازیم.می هاآن ترین جزئی هستند كه ما بهكوچک

زیر دامنه  4رای فهم نربز است؛ فضای شاخصمفهوم مهم دیگری كه وجود دارد و كليدی ب

را كه تکرار بيشتر از یک هایی كند و گرهطور ویژه مشخص میاست. این فضای شاخص، هر گره را به

 ( قابل مشاهده است.4-6كند. نمایش كلی این مفاهيم در شکل )متمایز می دارند؛

 

 .]44[المان( شمای كلی از مفهوم نربز برای سطحی با یک 4-6) شکل

                                                           
4 Index Space 
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 ها و توابع نربزاسپلاین-بی -2-3

از  .تواند منجر به ایجاد دامنه با مرز نوسانی شودمرتبه بالا می هایایچندجملهاستفاده از 

 هاست وی آننيازمند بالا بردن درجه هاایچندجملهسوی دیگر ساختن اشکال پيچيده با استفاده از 

 ها این مشکل را حذفای چنين اشکالی را مدل كرد. اسپلاینتوان تنها با استفاده از یک چندجملهنمی

اند تا مرتبه پایين هستند كه با هم تركيب شده هایایچندجملهاین توابع تركيبی از زیرا  ؛كردند

تگی دلخواه های پيوستوانند با مرتبهمی هاایچندجملهرند. این وجود آوحداكثر همواری را در مرزها به

و یک منحنی را تشکيل دهند. تابع اسپلاین درجه سه كه دارای دو مشتق به یکدیگر متصل شوند 

و    ]46[باشدباشد و حداقل ميانگين انحنا را دارد یک انتخاب طبيعی برای تعریف مرز میپيوسته می

يت كنيم آناليز حساسنشان دادند كه در حالتی كه از توابع اسپلاین استفاده می]41[. یانگ و چوی]49 [

ایبنت و كنيم. برای استفاده میدارای دقت بيشتری نسبت به حالتی است كه از فرم نمایش خطی تکه

 ؛اسپلاین و بزیر برای توصيف مرزهای المان طراحی استفاده كردند-از توابع مخلوط بی]45[همکاران

ز كنند. با استفاده ابالایی جهت نمایش هندسه ایجاد می پذیریانعطافمشخص شد توابع مخلوط  كه

بندی دست خواهد آمد و فرمولبرای مرز دامنه به موردنيازاسپلاین نظم و همواری -های بیفرمول

 تحليلی مشتقات حساسيت نيز ممکن خواهد شد.

 

 1بردارهای گرهی -2-3-1

ای از اعداد در فضای پارامتری است كه به شکل بعد مجموعهیک بردار گرهی در یک 

 1 2 1, ,..., n p      شود كه نوشته میi R  ،i 4امين گره است وn+p+,…,4،6i=  وp ی مرتبه

كنند و مرزهای ها تقسيم میها فضای پارامتری را به المانتعداد توابع پایه است. گره nو  ایچندجمله

                                                           
4 Knot vectors 
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ی اسپلاین هستند. بازه-المان در فضای فيزیکی تصویر خطوط گرهی تحت نگاشت بی 1,i i    را

دارای مقادیر متمایز ها لزوماً زیرا گره ؛تواند طول آن صفر باشدناميم كه میی گرهی مییک دهانه

ناميم، در می 4ها مساوی باشد در این حالت بردار گرهی را یکنواختی بين گرهباشند. اگر فاصلهنمی

خواهد بود. اگر یک عدد برای بيش از یک گره تکرار شود به آن  6صورت این بردار غيریکنواختغير این

بار تکرار  p+4های آن رگاه اولين و آخرین گرهگویيم. یک بردار گرهی را باز ناميم هی تکراری میگره

نتهای یاب در ااند یک درونبعدی، توابع پایه كه از بردارهای گرهی باز شکل گرفتهشوند. در مسائل یک

ی فضای پارامتری بازه 1,i i   باشند؛ اما یاب میها درونهای زیر المانو در چند بعد نيز در گوشه

 (Knots)آیزوژئومتریک مفهوم ها در كنند. این یک تمایز بين گرهنمی یابیدرونهای داخلی را لزوماً گره

 است. (Nodes)محدود اجزای مفهومو 

ژئومتریک در این است كه آیزومحدود و روش های موجود بين روش اجزاییکی دیگر از تفاوت

صورت مجزا است ولی در روش آیزوژئومتریک محدود سنتی، فضای پارامتری هر المان بهدر اجزای

 ی بردارهایوسيلههایی است كه بهفضای پارامتری هر زیردامنه جداست و هر زیر دامنه خود شامل المان

اوت است. مفاهيم فوق در شکل زیر قابل محدود متفاند و با مفهوم المان در اجزایهگرهی تشکيل شد

 مشاهده است.

 

محدود كلاسيک )سمت چپ( و نگاشت از ( نگاشت از فضای پارامتری به فضای فيزیکی در اجزای6-6) شکل

 .]44[فضای پارامتری به فضای فيزیکی در روش آیزوژئومتریک )سمت راست(

                                                           
4 Uniform 

6 Non-Uniform 
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 توابع پایه -2-3-2

 شود.بازگشتی با شرود از اعداد ثابت تعریف میصورت اسپلاین به-ی بیتوابع پایه

 11

,0 0( ) i iif

i OtherwiseN                                                                  (4-6) 

 داریم: …,p=4،6،9برای 

1

, , 1 1, 1

1 1

( ) ( ) ( )
i pi

i p i p i p

i p i i p i

N N N
  

  
   

 

  

   


 

 
                   (6-6) 

( نمایش داده 9-6فوق برای بردار گرهی یکنواخت در شکل ) روابطیک مثال ابتدایی از نتایج 

ع ای و توابتوابع پایه به ترتيب مانند همان توابع ثابت تکه p=4و  p=6شده است. توجه شود كه برای 

اسپلاین مرتبه دوم -موضود كمی متفاوت است. توابع بی p≥6محدود خطی هستند اما برای اجزای

واحد  دنسبت به تابع قبلی چن هركدامی نربز( با یکدیگر مشابه هستند و فقط )همچنين توابع پایه

انی های انتهایی و ميمحدود مرتبه دوم كه برای گرهئله در مقایسه با توابع اجزایاند. این مسمنتقل شده

نيز به  ی بالاترهای با مرتبهاسپلاین-ی متفاوت است. این الگوی مشابه برای بیبا هم تفاوت دارند كم

دود محتوابع اجزای تواند باعث امتياز بزرگی در حل معادلات نسبت بهیابد و میهمين شکل ادامه می

 كه كاملاً نامتشابه هستند؛ شود.
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اسپلاین درجه صفر، یک و دو برای بردار گرهی یکنواخت -ی بی( توابع پایه9-6) شکل

 0,1,2,3,4,...  ]44[. 

( نشان داده شده 1-6یک نمونه از توابع پایه برای بردار گرهی غيریکنواخت و باز در شکل )

دارای پيوستگی  ξ =1و در  C-4 یاز مرتبهاست. توجه شود كه توابع پایه در ابتدا و انتها دارای پيوستگی 

ر طودر شکل مشخص شده است. به هاآنهستند در حالی كه در سایر نقاط پيوستگی  6C یاز مرتبه

بار تکرار شود تعداد  kمشتق پيوسته هستند. اگر یک گره  p-4دارای  pی كلی توابع پایه با مرتبه

 یابد.مرتبه كاهش می k ی آنمشتقات پيوسته

 

ی درجه چهار برای بردار گرهی یکنواخت و باز ( توابع پایه1-6) شکل

 0,0,0,0,0,1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5  ]44[. 
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 باشد:اسپلاین به شرح زیر می-های مهم توابع بیبرخی ویژگی

,جمع مقادیر این توابع برابر واحد است.  -1

1

( ) 1
n

i p

i

N 


. 

ی به بازه i,pNهر تابع  -2
1,i i p   

   شود.محدود می 

لاین اسپ-ی بیی ضرایب ماتریس جرم كه بر پایه، غير منفی است لذا همههر تابع پایه -3

,یا مساوی با صفر است.  تربزرگاند ساخته شده ( ) 0 ;i pN   . 

محدود و آیزوژئومتریک این است كه در روش یهای بين دو روش اجزااز دیگر تفاوت

شود و سپس از همان توابع برای ی توابع پایه تقریب زده میوسيلهمحدود تابع مجهول بهاجزای

این حالت است یعنی ابتدا  برعکسآیزوژئومتریک  سازی هندسی استفاده خواهد شد ولی در روشمدل

شوند و سپس از همين توابع برای تقریب تابع مجهول استفاده توسط توابع پایه مدل می دامنه یهندسه

 گر این اختلاف است.خواهد شد. شکل زیر بيان

 

 محدودهندسی و تحليل اجزایهای مفهوم تحليل هم( تفاوت5-6شکل )

 

 اسپلاین-مشتقات توابع بی -2-3-3

ی ههای از مرتباسپلاین-برحسب بی راحتیبهتوان اسپلاین را می-ی بیمشتقات توابع پایه

تر نشان داد. این مسئله با توجه به تعریف بازگشتی این توابع چندان عجيب نيست. برای پایين

 آید:میدست زیر به به شکلام  iی مشتق تابع پایه و بردار گرهی pای مرتبه چندجمله
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             (9-6) 

یر ی بالاتر به شکل زتوان آن را برای مشتقات مرتبهی فوق میاز دو طرف رابطه گيریمشتقبا 

 بسط داد.

1

, , 11

1

1, 11

1 1

( ) ( )

( )

k k

i p i pk k

i p i

k

i pk

i p i

d p d
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d d
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N

d

 
   


  









 

  

 
  

  

 
 

  

                               (1-6) 

توانيم به عبارت زیر برحسب توابع ( می9-6ی )ی رابطهوسيله( به1-6ی )با بسط دادن رابطه

,تر ی پایينمرتبه ,,..., Ni p k i k p kN    :برسيم 

, , ,

0

!
( ) ( )

(p k)!

k k

i p k j i k p kk
j

d p
N N

d
  


 






                                   (5-6) 

 كه در آن:

0,0

1,0

,0

1

1, j 1, j 1

, j

1

1,k 1

,k

1

1

k

k

i p k i

k k
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i p j k i j

k

k
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                                                            (2-6) 

 های تکراری صفر خواهند بود.درنتيجه بسياری از این ضرایب در حضور گره
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 اسپلاین-منحنی بی -2-3-4

اسپلاین ساخته -ی بیبا استفاده از تركيب خطی توابع پایه dRاسپلاین در -های بیمنحنی

يه به شوند. این نقاط به نوعی شبعنوان نقاط كنترلی در نظر گرفته میشوند. ضرایب توابع پایه بهمی

 ای نقاط كنترلی، چندضلعیخطی تکه یابیدرونمحدود هستند. مختصات نقاط گرهی در تحليل اجزای

,اسپلاین -تابع بی nد. برای دهكنترلی را تشکيل می ; i 1,2,...,ni pN   و نقاط كنترلی متناظر

d

iB R شود:اسپلاین به شکل زیر تعریف می-یک منحنی بی 

,

1

( ) ( ) B
n

i p i

i

C N 


                                                             (7-6) 

( نشان داده شده است. 2-6) در شکل دودرجهی ها برای تابع پایهیک نمونه از این منحنی

توجه شود كه منحنی در نقاط كنترلی ابتدایی و انتهایی به این خاطر كه بردار گرهی باز است دارای 

 ξ=1ی كه تعداد دفعات تکرار گرهدليل اینی كنترلی ششم بهطور در نقطهپيوستگی صفر است و همين

ی . همچنين توجه شود كه منحنباشدتگی صفر می؛ دارای پيوسای استی تابع چندجملهبرابر با مرتبه

 یابیرونددر اولين، آخرین و ششمين نقطه كنترلی مماس بر چندضلعی كنترلی است لذا این نقاط را 

2  یوجود دارد پيوستگی مرتبه ξ=1راری ی تکی در هر مکانی كه گرهكند. منحنمی 0pC C  .دارد 

 

ه ی ایجاد شداسپلاین و شبکه-اسپلاین و نقاط كنترلی )سمت چپ( و منحنی بی-بی( منحنی 2-6) شکل

 .]44[ سمت راست() های موقعيت گرهوسيلهبه
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 زیر است: به شرح اسپلاین-برخی از خواص مهم منحنی بی

ی ها یا نقاط كنترلی دارای مشتقات پيوستهها در جاهایی غير از تکرار گرهاین منحنی -4

 هستند. p-4ی مرتبه

 دهد.را كاهش می kی ی كنترلی تعداد مشتقات پيوستهی یک نقطهمرتبه kتکرار  -6

دست اسپلاین با اعمال جابجایی به نقاط كنترلی آن به-جابجایی نسبی یک منحنی بی -9

 نام دارد. 4سلبی كوواریانسآید كه این خاصيت می

 

 اسپلاین-سطوح بی -2-3-5

ی كنترلی برای شبکه , ; 1,2,..., , 1,2,...,i jB i n j m  های گرهی و بردار

 1 2 1, ,..., n p       و 1 2 1, ,..., m qH      اسپلاین حاصل از ضرب تانسوری -یک سط  بی

 شود:صورت زیر تعریف میبه

, , ,

1 1

( , ) ( ) ( )
n m

i p j q i j

i j

S N M B   
 

                                           (8-6) 

-ای از یک سط  بیاسپلاین هستند. نمونه-های بیی منحنیتوابع پایه j,qMو  i,pNكه در آن 

نمایش داده شده است و نيز در  (4-6)ی نقاط كنترلی آن در جدول شبکه مختصات همراه اسپلاین به

ی كنترلی مربوط به آن مشخص شده است. بردارهای اسپلاین به همراه شبکه-( سط  بی7-6شکل )

ورت صگرهی این شکل به 0,0,0,0.5,1,1,1   و 0,0,0,111  باشد. می 

 

                                                           
4 Affine Covarinace 
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 .]44[(7-6) شکل( مختصات نقاط كنترلی 4-6) جدول

 

 

اسپلاین برای -( سط  بی7-6) شکل 0,0,0,0.5,1,1,1   و 0,0,0,1,1,1 ] 44[. 

 آید.دست میبه شکل زیر بهو در نهایت فضای اندیسی، پارامتری و فيزیکی 

 

 .]44[(4-6) جدول( و 7-6و فيزیکی شکل ) پارامتری ( فضای اندیسی،8-6) شکل
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عنوان ها، المان بهاسپلاین-گيری عددی ساخته شده از روی بیهای انتگرالبرای آرایه

های گرهیدهانه 1 1, ,i i j j    
    شوند. برای درک بهتر یک المان مرجع در نظر گرفته می

ر از تغيي با استفادهگيری ( توجه كنيد. در انتگرال3-6دوبعدی و تصویر آن در فضای فيزیکی به شکل )

 گردیم.گيری گوسی به المان مرجع برمیمتغير و قوانين انتگرال

 

 .]44[گوس و تصویر آن در فضای فيزیکی و پارامتری المان( 3-6) شکل

 

 اسپلاین-احجام بی -2-3-6

برای  شوند.اسپلاین تعریف می-اسپلاین حاصل از ضرب تانسوری همانند سطوح بی-احجام بی

ی كنترلی شبکه , , ; 1,2,...,n , j 1,2,...,m , k 1,2,...,Li j kB i     و بردارهای گرهی

 1 2 1, ,..., n p      ، 1 2 1, , . . . ,m qH       و 1 2 1, , . . . ,L rZ      یک حجم بی-

 شود:صورت زیر تعریف میاسپلاین به

, , , i, ,

1 1 1

( , , ) ( ) ( ) ( )B
n m L

i p j q k r j k

i j k

S N M L     
  

                       (3-6) 
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 (NURBSهای نسبی غیریکنواخت )اسپلاین-بی -2-3-7

دست آورد. به 4d+Rاسپلاین در  -توان با انتقال تصویری اشکال بیرا می dRاشکال هندسی در 

های طور دقيق با انتقال تصویری منحنیتوان بهمقاطع مخروطی مانند دایره، بيضی، استوانه و كره را می

از  6R( این مطلب نمایش داده شده كه در آن یک دایره در  46-6ای ساخت. در شکل )قطعه دودرجه

ن، اسپلای-ساخته شده است. انتقال تصویری یک منحنی بی 9Rای در قطعه دودرجهاسپلاین -بی منحنی

)فرم ای نسبی بهیک چندجمله ) ( ) ( )RC f g    است كهf  وg ای های قطعهایدر آن چندجمله

صورت است كه اگربه این dRاسپلاین نسبی در -ی ساخت یک منحنی بیهستند. نحوه w

iB 

عنوان با بردار گرهی باشد این نقاط به 4d+Rاسپلاین در -ای از نقاط كنترلی برای یک منحنی بیمجموعه

شوند. نقاط كنترلی در نظر گرفته می dRنظر در  تصویری برای منحنی نربز مورد همچوننقاط كنترلی، 

 آیند:دست میاز تصویر نقاط كنترلی تصویر شده با استفاده از روابط زیر به dRدر 

( ) ( ) ; 1,2,...,w

i j i jB B j d                                                   (46-6) 

1(B )w

i i dw                                                                                      (44-6) 

 شود.می امين وزن در نظر گرفتهiعنوان به iwاست و  iBام بردار jی مؤلفه )j)iBكه در آن 

 

 .]44[اسپلاین-اسپلاین نسبی از منحنی بی-بی ساخت منحنی( 46-6) شکل
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 ای رااسپلاین قطعه -ی قائم نقاط كنترلی منحنی بی( وزن مؤلفهa-46-6شکل ) با توجه به

 شوند:ی نسبی و منحنی نربز به شکل زیر تعریف میكنند. توابع پایهتعریف می 9R فضای در

, ,

,1

( ) w ( ) w
( )

( ) ( ) w

i p i i p ip

i n

i p ii

N N
R

w N

 


 


 


                                  (46-6)  

1

C( ) ( ) B
n

p

i i

i

R 


                                                              (49-6) 

 شوند:ی نسبی تعریف میحسب توابع پایهطور مشابه برسطوح و احجام نسبی به

, , ,,

,

, , ,1 1

( ) M ( ) w
( )

( ) M ( ) w

i p j q i jp q

i j n m

i p j q i ji j

N
R

N

 


 
 



 
                              (41-6) 

, , k,r , ,, ,

, ,

, , k,r , ,1 1 1

( ) M ( ) L ( ) w
( )

( ) M ( ) L ( ) w

i p j q i j kp q r

i j k n m L

i p j q i j ki j k

N
R

N

  


  
  



  
         (45-6) 

 كرد:توان به موارد زیر اشاره از خواص مهم نربز می

 ی نربز برابر واحد است.مجمود مقادیر توابع پایه -4

 ها است.اسپلاین-ی نربز همانند بیپيوستگی توابع پایه -6

آید؛ یعنی نربز خاصيت         دست میانتقال نسبی با اعمال انتقال بر نقاط كنترلی به -9

 سلبی دارد. كوواریانس

 بود. اسپلاین خواهد-ها برابر باشند نربز همان بیاگر وزن -1

 هستند. ایچندجملهسطوح و احجام نربز انتقال تصویری اشکال  -5
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 ی نربزمشتقات توابع پایه -2-3-8

وابسته به  هاآنشوند، مشتقات ها ساخته میاسپلاین-كه توابع نربز از روی بیجاییاز آن

 هاست.اسپلاین-مشتقات بی

, ,

2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) w

( ( ))

i p i pp

i i

w N w Nd
R

d w

   


 

 
                           (42-6) 

 كه در آن:

, , ,

1

( ) ( ) , ( ) ( ) w
n

i p i p i p i

i

d
N N w N

d
   

 

                              (47-6) 

 

 ای برای تحلیلعنوان پایهنربز به -2-4

 :]42[های زیر استچهارچوب تحليل برمبنای نربز شامل مؤلفه

ود. شضرب بردارهای گرهی تعریف میصورت حاصلشبکه برای یک زیر المان نربز به -4

 آید.دست میبه صورت عنوان مثال در سه بعد، یک شبکه بهبه

 كنند.ی مسئله را به المان تقسيم میگرهی حوزه هایدهانه -6

 است.زیربنای هر تابع پایه تنها تعداد كمی المان  -9

 دهند.نقاط كنترلی اختصاص داده شده به توابع پایه، هندسه را تشکيل می -1

شود؛ یعنی پارامترهای مجهول جا نيز استفاده میاز مفهوم آیزوپارامتریک در این -5

 اند.كار رفتهشوند كه برای نمایش هندسه بهای تقریب زده میمسئله برحسب همان توابع پایه
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ت دسگذاری و افزایش مرتبه بههای گرهتركيب تکنيکاستراتژی اصلاح شبکه از  -2

 كند.را فراهم می kو نيز اصلاح جدید  h ،pمشابه اصلاح  هایروشكار استفاده از آیند. اینمی

توانند همچون روش های آیزوپارامتریک نربز میهای ساخته شده از زیر المانآرایه -7

های نربز با استفاده شوند. سازگاری بين زیرالمان 4گذاریهای كلی بر هممحدود برای تشکيل آرایهاجزای

(  44-6آید. در شکل )دست میها بهلبه و سط ، برای مرز مشترک زیرالماندر  نربز یکسان از نمایش

ی گالركين نمایش داده شده است. اصلاح از زیرالمانی به زیر المان دیگر انتقال استفاده از روش پيوسته

ی گالركين است كه ( وجود دارد. یکی روش ناپيوسته44-6جایگزین طبق شکل ) یابد. دو روشمی

عيفی صورت ضبندی تغييراتی سازگاری بهتواند در سط  زیر المان انجام شود. با استفاده از فرمولمی

شود. روش دیگر استفاده از معادلات مقيد برای نقاط و متغيرهای كنترلی است تا به این تحميل می

 دست آوریم.ها را بهزیرالمان مرز مشترکای در سازگاری نقطه وسيله

 

 .]44[سمت راست() پيوستهسمت چپ( و روش ) گالركينی ناپيوسته روش( 44-6) شکل

های ناپيوسته دارای محدود برای تطبيق كردن دادهیاب اجزایمشهور است كه توابع درون

های ای( نشان داده شده است كه چندجمله46-6نوسان هستند. یک مثال از این مطلب در شکل )

كنند. توجه شود می یابیدرون 6Rلاگرانژ مرتبه سوم، پنجم و هفتم ناپيوستگی بين هشت نقطه را در 

یابد. این پدیده را ی نوسانات افزایش مییابد دامنهای افزایش میی چندجملهكه درجههمچنان كه

                                                           
4 Assemble 
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ار شود رفتعنوان نقاط كنترلی در نربز استفاده مینامند. وقتی از همين اطلاعات بهمی 4ی گيبزپدیده

اصيت ميرایی كه خ های نربز یکنوا هستندمنحنی(  46-6شود. در شکل )كاملاً متفاوتی مشاهده می

 كند.های تيز برتری ایجاد میدهد. این خاصيت در نمایش لایهرا نشان می 6تغييرات

 

سمت چپ( و روش آیزوژئومتریک ) محدودهای ناپيوسته. روش اجزایی تطبيق دادهمقایسه( 46-6) شکل

 .]44[)سمت راست(

 

 مسائل تنش مسطح در تحلیل آیزوژئومتریک -2-5

 .باشدبندی روش آیزوژئومتریک در مسائل تنش مسط  میبخش نمایش فرمولهدف از این 

 

 

 

                                                           
4 Gibs Phenomena 

6 Variation Diminishing 
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 بندی تحلیل آیزوژئومتریکفرمول -2-5-1

صورت زیر ی نربز بهتوان با استفاده از توابع پایهمکان در مسائل تنش مسط  را میتابع تغيير

 تقریب زد:

1 2

, ,

0 0

u( , ) ( , )
n n

u

i j i j

i j

R p   
 

                                                    (48-6) 

1 2

, ,

0 0

v( , ) ( , )
n n

v

i j i j

i j

R p   
 

                                                    (43-6) 

,در این روابط  ( , )i jR   ی تیثير توابعتوجه به خاصيت بازهباشند. بای نربز میتوابع پایه 

توان برای یاب، روابط فوق را میدرون 1,i i     و 1,i i    صورت زیر ساده نمود:به 

1 2

1 2

,
, ,

,

,

, ,

( , ) p
.

( , ) p

i j u
i j

k l k lk i p l j pi j

i j i j v

k l k lk i p l j p

Ru
u N P

v R

 

 

   

   

 
   

     
   

 

 

 
              (66-6) 

 ی زیر نوشت:صورت بسط یافتهتوان بهرا می Nی فوقكه در رابطه

1 2 1

1 2 1

, , ,

, , ,

0 0 0... ...

... ... 00 0

i p j p i p j i j

i p j p i p j i j

R R R
N

R R R

  

  

 
  
 

                  (64-6) 

 است از:عبارت  Pو همچنين

, , , , , ,... ...
T

u v u v u v

i p j p i p j p i p j i p j i j i jP p p p p p p     
   

                    (66-6) 

 ها در مسائل الاستيسيته مطابق روابط زیر است:كرنش و تعریف كرنش-ی تنشرابطه

C                                                                                  (69-6) 

Du                                                                                               (61-6) 
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باشند دیفرانسيلی میترتيب ماتریس الاستيسيته و ماتریس اپراتور  به Dو  Cكه در این روابط 

 شوند:صورت زیر تعریف میو در هر مسائل تنش مسط  به

2

1 0

1 0
(1 )

1
0 0

2

E
C








 
 
 

  


 
 
 

                                                     (65-6) 

0

0

x

D y

y x

  
 

  
 
     

                                                                            (62-6) 

 گرفت كه: توان نتيجه( می61-6ی )ها در رابطهكرنش و تعریف كرنش-از روابط تنش

;B DN Du BP                                                        (67-6) 

 محدود در مسائل تنش مسط  با استفاده ازبندی روش اجزایتوان مشابه با فرمولدر ادامه می

صورت ی كار مجازی بهرابطه pی فرضیدست آورد. برای ناحيهاصل كار مجازی، ماتریس ضرایب را به

 باشد:زیر می

0
p p p

T Td u bd utd   
  

                                      (68-6) 

ی باشند. با استفاده از رابطهبه ترتيب نيروهای سطحی و حجمی می bو  tكه در این رابطه 

 :شوندمیصورت زیر بيان ها به( تغييرات كرنش67-6تغييرمکان )-كرنش

B P                                                                              (63-6) 
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uكارگيریی كار مجازی و با بهی فوق در قسمت اول رابطهرابطه قرار دادناكنون با  N P  

ی كار مجازی، در رابطه هاآنبه دليل غير صفر شدن  Pهای این رابطه و حذفبرای مابقی قسمت

 آیند:دست میصورت زیر بهبه Fو ماتریس نيروها  Kماتریس ضرایب 

p

TK B CBd


                                                                 (96-6) 

p p

T TF N bd N td
 

                                              (94-6) 

 توان از حل دستگاه معادلات زیر محاسبه نمود:بنابراین مقادیر مجهول نقاط كنترلی را می

KP F                                                                              (96-6) 

محدود در این روش كه اشاره شد مشابه با مفهوم روش آیزوپارامتریک در روش اجزایچنان

 مراتبهبجا هندسه كه در اینشود. با این تفاوت نيز از تقریب یکسان تابع مجهول و هندسه استفاده می

صورت زیر مدل ی دامنه بهی تنش مسط ، هندسهبنابراین در مسئله ؛شودسازی میتر مدلدقيق

 شود:می

1 2

, ,

0 0

( , ) ( , )
n n

x

i j i j

i j

x R p   
 

                                                  (99-6) 

1 2

, ,

0 0

y( , ) ( , )
n n

y

i j i j

i j

R p   
 

                                                    (91-6) 

,كه در این روابط 

x

i jp و,

y

i jp كه قبلاً در تقریب  طورهمانباشند. مختصات نقاط كنترلی می

اند كه لزوماً نياز به نوشته شده و  ی پارامترها برحسبتابع مجهول نيز اشاره شد در روابط فوق همه

 را ایجاب خواهند كرد. محدودروش اجزاینگاشت در محاسبات، همانند 
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 محدودی روش آیزوژئومتریک با روش اجزایمقایسه -2-6

صورت خلاصه و محدود را بهاجزایهای دو روش آیزوژئومتریک و ها و مشابهتتوان تفاوتمی

 در جدول زیر بيان نمود:

 

 محدود و روش آیزوژئومتریکهای روش اجزایو تفاوت هامشابهتی مقایسه( 6-6جدول )

 روش آیزوژئومتریک محدودروش اجرای

 هاتفاوت                                            

 نقاط كنترلی نقاط گرهی

 متغيرهای كنترلی گرهی متغيرهای

 ها در بردار گرهیفواصل گره محدودی اجزایشبکه

 با دقت بالا هندسه ی تقریبیهندسه

 اسپلاین و نربز-ی بیتوابع پایه جبری هایایچندجملهتوابع پایه از نود 

 هاوصله هازیردامنه

 ميرایی نوسانات ی گيبزپدیده

 هامشابهت                                            

 واحد شدن مجمود مقادیر 4واحد شدن مجمود مقادیر

 مفهوم آیزوپارامتریک مفهوم آیزوپارامتریک

 سلبی كوواریانس سلبی كوواریانس

 

 

                                                           
4 Partition of unity 
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 مقدمه -3-1

كه سازی عبارت است از رسيدن به بهترین نتيجه در مورد یک عمليات در حالیبهينه

سازی ، بهينه4اساس تعریف وایلد منظور در نظر گرفته شده باشد. برهای مشخصی برای اینمحدودیت

 .]47[از پيش تعيين شده است اساس یک معيار كيفی قبول بربهترین طراحی قابل

ی ها و محاسبهمکانو استخراج مقادیر مجهول یا تغييری تحليل ها پس از مرحلهدر مسائل سازه

شود. هدف از این طرح یافتن بهترین سازه از تنش، از این نتایج برای طرح مهندسی سازه استفاده می

 .]48[شودها گفته میزی سازهسالحاظ عملکرد و اقتصادی بودن آن است كه به آن بهينه

باشد كه در این فصل به آن اشاره سازی توپولوژی میسازی، بهينهد مسائل بهينهایکی از انو

 شودیمی مرجع گفته آن دامنهسازی توپولوژی ابتدا فضایی را كه به كلی در بهينه طوربهخواهد شد. 

هنگام حل یک ای باشد كه فضای طراحی را پوشش دهد. بهگونهكنيم. این دامنه باید بهتعریف می

گاهی، بارگذاری و مشخصات مصال  معلوم بوده و هدف سازی توپولوژی، شرایط تکيهی بهينهمسئله

مده دست آكه در انتها توپولوژی بهطوریباشد بهی تعریف شده میذف و توزیع مجدد مصال  در دامنهح

كنند معمولاً انرژی تابع هدف مورد نظر را بهينه كند. توابعی كه هدف طراحی و یا قيود را مشخص می

 كرنشی، وزن، تنش ماكزیمم و جابجایی ماكزیمم هستند.

 

 

                                                           
4 Douglas Wilde 
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 تعاریف اولیه -3-2

ود كه شاساس چند پارامتر اصلی تعریف میسازی بر ی و شکل كلی مسائل بهينهبندولفرم

 پردازیم.باشند و در ادامه به توضي  هریک میشامل متغيرهای طراحی، تابع هدف و توابع قيد می

 

 متغیرهای طراحی -3-2-1

 هاآنداریم و با تغيير  هاآنمتغيرهای طراحی پارامترهایی هستند كه مقداری آزادی تغيير در 

كنيم كه این پارامترها معمولاً سط  مقطع اعضا و یا ایجاد میی مورد نظر را در سازه اصلاح لازم

ی گسسته ی موجود هستند و به دو دستهخصوصيات دیگری از مصال  و خواص هندسی اعضای سازه

 شوند.بندی میو پيوسته تقسيم

توان را می هاآنشود كه بعضی از هایی بيان میط كميتای توسطوركلی یک سيستم سازهبه

هایی كه در حين این فرایند سازی در نظر گرفت. كميتعنوان متغيرهای طراحی برای فرایند بهينهبه

ای هشوند. این پارامترها توسط الگوریتمثابت هستند پارامترهای از پيش تعيين شده ناميده می

هایی كه از پيش تعيين شده نيستند را متغيرهای طراحی رد. كميتسازی تغيير نخواهند كبهينه

ند. دهی پارامترهای از پيش تعيين شده و متغيرهای طراحی، یک طرح را تشکيل میناميم. مجموعهمی

 .]43[ی خواص زیر برای سازه باشندكنندهتوانند بيانمتغيرهای طراحی می

 خواص مکانيکی یا فيزیکی مصال  سازه -4

 های یک سازهی ارتباط اعضا یا المانوژی یا نحوهتوپول -6

 هندسه یا ساختار یک سازه -9

 ی سازهابعاد یا سط  مقطع عرضی یا اندازه -1
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 تابع هدف -3-2-2

عنوان معياری جهت تعيين ميزان مؤثر بودن طراحی توان آن را بهتابع هدف تابعی است كه می

مکان، تنش، فركانس لرزش، بارهای كرنشی، وزن، تغييرها انرژی سازهسازی در نظر گرفت. جهت بهينه

ند چ كهوقتیعنوان تابع هدف در نظر گرفت. توان بهكمانش و هزینه و یا تركيبی از این موارد را می

كنيم كه تابع هدف را به یک تابع كاهش تابع هدف داریم با توجه به پيچيده بودن مسئله سعی می

 تردهيم یا تابع هدفی را كه از همه مهميب كردن توابع هدف انجام میدهيم كه این عمل را یا با ترك

ياز ی شدنی، نكنيم. برای انتخاب بهترین طرح از ميان بينهایت طرح موجود در ناحيهاست انتخاب می

سازی است. در حالت به تعریف یک تابع هدف داریم. انتخاب تابع هدف گام مهمی در عمليات بهينه

 ویژگی یک طرح است كه باید بهينه شود. ترینمهمی كنندهبيانكلی تابع هدف 

 

 قیود -3-2-3

تجاوز كنند را قيدهای  هاآنتوانند از حدودی كه برای متغيرهای طراحی وجود دارد و نمی

شوند. هر یک از ی قيدهای مساوی و قيدهای نامساوی تقسيم مینامند كه به دو دستهطراحی می

ها دهند. واض  است كه برخی از طرحغيرهای طراحی، یک سازه را تشکيل میمقادیر مت یمجموعه

 قبول هستند.رفتاری، غيرقابل ملاحظاتای قابل استفاده و برخی دیگر به دليل پاره

 دستشود. برای بهمیاگر یک طرح تمام الزامات خود را برآورده كند به آن طرح شدنی گفته 

کی شود. از نظر فيزیمی قيد گفته هاآنیی باید برآورده شوند كه به هاآوردن یک طرح شدنی محدودیت

 دو نود قيد وجود دارد:



 سازیبهینه                                                                                                                             سومفصل 
______________________________________________________________________ 

41 
 

ی شوند و به دلایل غير رفتاری محدودهبه قيودی كه بر متغيرهای طراحی اعمال می -4

ی یک گویند. قيد تکنولوژیکای میكنند قيود تکنولوژیکی یا قيود لبهتغييرات متغيرها را محدود می

ای است كه مقدار نسبی گروهی از متغيرها را تعيين شده برای متغيرهای طراحی است یا رابطه حد

اقل یک سقف، ضخامت حداقل یک صفحه یا ارتفاد حداكثر توان شيب حدكند. برای مثال میثابت می

 یک پوسته را نام برد.

گویند. حدود آیند قيود رفتاری میدست میبه قيودی كه از شرایط رفتاری سازه به -6

د هایی از این نوها و یا مقاومت كمانشی در یک سازه نمونهمکانهای حداكثر، تغييرال شده بر تنشاعم

 قيد هستند.

 

 سازیی بهینهفرم استاندارد مسئله -3-3

 باشد:زیر می به شکلسازی ی بهينهفرم استاندارد مسئله

min (x)

. . (x) 0 ; j 1,..., n

(x) 0 ; 1,..., n

x

i g

k e

f

s t g

h k




 
  

                                                      (4-9) 

جهت  راحتیبهداریم كه قرار است ماكزیمم شود  سر و كارزمانی كه با تابع هدفی 

در مورد قيدهای  ن را در نظر بگيریم و چنين مطلبیتوانيم مينيمم كردن منفی آاستانداردسازی می

 نامساوی نيز وجود دارد.
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سازی را خطی گویيم هرگاه هم تابع هدف و هم قيود، توابعی خطی از بهينه ییک مسئله

 4ریزی خطینام برنامهریزی ریاضی بهای از برنامهمتغيرهای طراحی باشند و در این موارد از شاخه

سازی را غيرخطی گویيم هرگاه یا تابع هدف یا قيود، توابعی غيرخطی ی بهينهكنيم. مسئلهاستفاده می

 متغيرهای طراحی باشند.از 

است زیرا اگر بخواهيم تمام قيدها  6سازی، تعيين قيدهای فعالیکی از مسائل اصلی در بهينه

 ی محاسبات بسيار زیاد خواهد شد.را در نظر بگيریم هزینه

 

 سازیبهینه هایروشانواع  -3-4

 هاآناند كه برخی از وجود آمده و استفاده شدهبسياری به هایروشسازی در حين تکامل بهينه

 طوركلیاند. بهای دست پيدا كردهدست فراموشی سپرده شده و برخی به جایگاه ویژهخيلی زود به

 ی خطی و غيرخطی تقسيم كرد.ها را به دو دستهتوان این روشمی

د كمی از مسائل فيزیکی هستند پردازد و البته درصریزی خطی به حل مسائل خطی میبرنامه

پردازند ها به تقریب خطی مسائل غيرخطی میای از روشبنابراین پاره ؛كه این خاصيت را داشته باشند

هایی همچون با روش سادگیبهاشاره كرد. حل مسائل خطی  9SLPتوان به روش و از آن جمله می

 خطی زیادی را با این روش حل كرد.توان مسائل غيربنابراین می ؛قابل انجام است 1سيمپلکس

                                                           
4 Linear programming 

6 Active constraints 

9 Sequential Linear Programming 

1 Simplex 
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پردازند. اگرچه بسياری از می 4ها وجود دارند كه به حل مسائل محدبی دیگری از روشدسته

توان این مسائل را تقریب می  6SQPهایی همچون سازی غير محدب هستند ولی با روشمسائل بهينه

 زده و به مسائل محدب تبدیل كرد.

دیگر نيز وجود دارند كه به دنبال مسيری مماس بر مرز قيدهای فعال  هایروشالبته برخی 

بایست تعيين كرد كه نياز می هاآن. در 1و برخی به دنبال دور شدن از مرز قيدها هستند 9گردندمی

خطی دست آمده جلو رفت. این عمل با روشی موسوم به جستجوی روی مسير به است چه مقدار بر

 شود كه آیا حركت جدیدی نياز هست یا خير.شود و در انتها تعيين میانجام می 5بعدییک

 

 تحدب -3-4-1

توان به ماهيت توابع هدف و قيد پی برد. های محدب میبا تعریف توابع محدب و مجموعه

nSی مجموعه R  1را محدب گویيم اگر به ازای هر 2,x x S (0,1)و برای هر :داشته باشيم 

1 2(1 ) xx S                                                                     (6-9) 

 

 ی محدب و غير محدب.( مجموعه4-9) شکل

                                                           
4 Convex 

6 Sequential Quadratic Programming 

9 Gradient Projection Methods 

1 Interior Penalty Function Methods or Feasible Direction Method 

5 One Dimentional Line Search 
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ی نقطهی نقاط روی خطی كه دو را محدب گویيم هرگاه همه عبارت دیگر یک مجموعهبه

شان داده ن (4-9)مطلب در شکل  این كند درون مجموعه باشند.موجود در مجموعه را به هم وصل می

 شده است.

 

 تابع محدب -3-4-2

f:تابع  S R محدبی )روی مجموعهnS Rویيم اگر به ازای هر( را محدب گ

1 2,x x S  1كه 2x x (0,1)و :داشته باشيم 

 1 2 1 2f (1 ) x ( ) (1 )f(x )x f x                                          (9-9) 

 

 سمت راست(.) غيرمحدبوسط( و تابع ) محدبسمت چپ(، تابع ) اكيد( تابع محدب 6-9) شکل

روی گراف قرار  ی دلخواهیا بر روی خط اتصال دو نقطه fعبارت دیگر نمودار تابع محدب به

 fتبدیل شود تابع  تركوچکمساوی به علامت -تركوچکگيرد. اگر علامت دارد یا زیر آن خط قرار می

 ناميم.می 4را محدب اكيد

)اگر  1 )f   محدب باشد تابعf گویيم.می 6را مقعر 

 

                                                           
4 Strictly Convex  
6 Concave 
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 سازی محدب و نتایج حاصل از آنبهینهی مسئله -3-4-3

 سازی را محدب گویند.ی بهينهاگر تابع هدف و تمام توابع قيد محدب باشند مسئله

 باشد.اگر مسئله محدب باشد مينيمم محلی برای تابع مورد نظر، مينيمم مطلق نيز می -

آن باشد همواره یک حل برای  داركرانی شدنی مسئله، بسته یا كه محدودهوقتی -

 وجود دارد.

 اگر تابع هدف محدب اكيد و توابع قيد محدب باشند حداكثر یک جواب وجود دارد. -

باشد تنها و تنها یک جواب وجود دارد. درنتيجه  داركرانی شدنی مسئله بنابراین اگر محدوده

 ایم.دست آوردهدست آوریم یعنی مينيمم مطلق را بهاگر در این حالت یک مينيمم محلی را به

 

 روش تشخیص تحدب و تقعر -3-4-4

 استفاده كنيم. 4توانيم از گرادیان یا ماتریس هسينبرای تشخيص یک تابع محدب یا مقعر می

محدب )اكيد(  fو پيوسته باشد،  پذیرمشتق fمحدب و تابع  S ی: اگر مجموعه4-9ی قضيه

 یکنوا )اكيد( باشد. fاست اگر و تنها اگر

1را یکنوا گویيم هرگاه به ازای هر gتابع  - 2,x x S :داشته باشيم 

 2 1 2 1( ) ( ) ( ) 0TX X g X g X                                                 (1-9) 

                                                           
4 Hessian 
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f:: برای تابع 6-9ی قضيه S R  كهS  محدب بوده وf پذیر باشد داریم:مشتق بار دو 

 مثبت نيمه معين باشد.2fمحدب است اگر و تنها اگر هسين f -الف

 مثبت باشد.2fمحدب اكيد است اگر f -ب

nماتریس - nA R   0را مثبت نيمه معين گویيم اگرTX AX  

nماتریس - nA R   0را مثبت معين گویيم اگرTX AX  

1nXدر  روابط فوق  R   یک بردار دلخواه ازx .است 

توانيم از معيار بری است میولی چون كنترل كردن تمامی این تعاریف كار سخت و زمان

 استفاده كنيم. 4سيلوستر

 

 معیار سیلوستر -3-4-5

nماتریس متقارن  nA R  های را مثبت معين گویيم اگر و تنها اگر دترمينان تمام زیر ماتریس

k k  كه از سمت چپ و بالای ماتریسA 1اند به ازای هرجدا شده,...,k n .مثبت باشند 

 

 

 

                                                           
4 Sylvester’s Criterion 
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 1(KKTتاکر )-کان-شرایط کاروش -3-4-6

ای مينيمم محلی )كلی( است یا نه ملزم به استفاده از شرایط كه آیا نقطهمنظور بررسی اینبه

KKT را تعریف كنيم: 6هستيم. برای این منظور لازم است ابتدا تابع لاگرانژ 

1
(x, ) f(x) (x)

en

k kk
g 


                                                    (5-9) 

 نامند.می 9ها را ضرایب لاگرانژiكه

 شوند:تاكر به شکل زیر تعریف می-كان-با این تعریف شرایط كاروش

max(x, )
0 ; j j

j

x x
x


 


                                                        (2-9) 

min max(x, )
0 ; j j j

j

x x x
x


  


                                                (7-9) 

min(x, )
0 ; j j

j

x x
x


 


                                                          (8-9) 

(x) 0i ig                                                                             (3-9) 

(x) 0ig                                                                             (46-9) 

0i                                                                                    (44-9) 

 نسبت به متغيرهای طراحی برابر است با: جزئیمشتق 

                                                           
4 Karush-Kuhn-Tucker 

6 Lagrangian function 

9 Lagrange multiplier 
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0

1

(x) (x)(x, ) l
i

i

ij j j

g g

x x x






 
 

  
                                           (46-9) 

( KKTتاكر )-كان-ی كاروشكند یک نقطه قناد( را ا44-9( تا )2-9هر نقطه كه شرایط )

عبارت دیگر نقاط لازمند ولی كافی نيستند. به KKT شود. برای مسائل غيرمحدب شرایطناميده می

تاكری -كان-شوند اما ممکن است نقاط كاروشیافت می KKTی موضعی همواره در بين نقاط بهينه

همواره یک  KKT یی موضعی نباشند. برای مسائل محدب نقطهی بهينهوجود داشته باشند كه نقطه

 است. ی بهينهنقطه

*ی محدب باشد وک مسئلهی P: فرض كنيد 9-9ی قضيه *(x , ) ییک نقطه KKT  برایP 

 باشد.می Pی مينيمم محلی )و البته مينيمم مطلق( برای یک نقطه x*صورتباشد. در این

 

 (SLPریزی خطی ترتیبی )تقریب برنامه -3-4-7

عنوان توابعی صری  از ی قيدها بههدف و همه ها تابعسازی سازهدر برخی از مسائل بهينه

شوند اما در اكثر مسائل یافتن چنين توابع صریحی غيرممکن است. برای متغيرهای طراحی نوشته می

ی های صری  كه تقریبی از مسئلهای از زیرمسئلهی اصلی را به مجموعهحل این مشکل لازم است مسئله

ها را حل كنيم. در ادامه دو مورد از ی اصلی این زیرمسئلهئلهجای مساصلی هستند تبدیل كنيم و به

 سازی دارند معرفیهایی محدب هستند و كاربرد زیادی در حل مسائل بهينهها را كه تقریباین تقریب

 كنيم.می
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ی اول بسط به كمک دو جمله kxتابع هدف و توابع قيد همگی در متغير طراحی  SLPدر 

گردند. این عمل مسئله را به شکل زیر تقریب شوند و به توابع خطی تبدیل میمی تقریب زده 4تيلور

 زند:می

min (x ) (x ) (x x )

. . (x ) (x ) (x x ) ; 1,...,
(SLP)

x x ; 1,...,

k k T k

x

k k T k

i i

k k k

j j j j

f f

s t g g i l

l u j n

x X

  


  
 

    
 

                (49-9) 

kكه در آن

jl وk

ju سازی انجام روند كه خطیكار میجایی هستند و به این دليل بهحدود جابه

معتبر است. این حدود در طی روند تکرار مسئله توسط كاربر  ،شده فقط در نزدیکی طراحی موجود

x)كهشوند. هنگامیاصلاح می )k

ig و(x )k

ig  عنوان توابع صری  از ها بهشدند تمام عبارتمحاسبه

x اند بنابراین مشخص شدهSLP سازی است.ی بهينهدر حقيقت تقریب صریحی از مسئله 

هستند و  xجایی كه تابع هدف و تمام قيدها توابع نسبی از فوق از آن SLP یدر مسئله

Taتوان به شکلرا می هاآنی عبارتی همهبه x b  كهa وb گيریمدر آن ثابت هستند نوشت؛ نتيجه می 

یک  SLPكه ی محدب است. با توجه به اینیک مسئله SLP درنتيجهكه این توابع محدب هستند. 

هایی همچون الگوریتم سيمپلکس توان به كمک روشدست آمده را میهی بتقریب خطی است مسئله

 حل كرد.

 

 

 

                                                           
4 Taylor expansion 
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 (SQPم ترتیبی )دودرجه ریزیبرنامه -3-4-8

ریزی به تقریب برنامه SLP دری بسط تيلور به تابع هدف دودرجهبا اضافه كردن عبارت 

 رسيم.می SQP ترتيبیم دودرجه

min (x ) (x ) (x x )

1
(x x ) (x )(x x )

2

(S P) . . (x ) (x ) (x x ) ; 1,...,

k k T k

x

k T k k

k k T k

i i

f f

H

Q s t g g i l

x X

   

  



   
 





              (41-9) 

x)كه در آن )kH ی تقریب مرتبه اول و مثبت نيمه معين هسين تابع نشان دهندهf  درxk 

ی محدب یک مسئله SQPشود و بنابراین است. این تقریب منجر به تشکيل تابع هدف محدب می

یب تقر SLPنسبت به  SQPباشد زیرا جایی نمیباشد. همچنين در این تقریب نيازی به حدود جابهمی

 كند.ی اصلی ایجاد میبهتری از مسئله
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 فصل چهارم

 

توابع ضمنی و روش 

 ی سطوح ترازمجموعه
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 مقدمه -4-1

در این فصل مفاهيم و كاربردهایی از روش سطوح تراز و خواص مفيد آن را كه در فصول بعد 

 یافت.]66[توان در مرجع دهيم. بررسی كامل در این مورد را میگيرد توضي  میمورد استفاده قرار می

كنيم كه بر روی حالت كلی توابع ضمنی كاراست. همچنين در این فصل خواصی را بررسی می

شویم. شود آشنا میی سطوح تراز كه بر روی توابع ضمنی تعریف میدر این فصل با روش مجموعه

كند. علت اصلی رشد این می ضمنی، پارامتر زمان را اضافه هایروشی سطوح تراز به روش مجموعه

ی ضمنی با استفاده از حل معادلههای ی حركت وابسته به زمان رویهدر حل عددی معادله روش،

باشد. اولين افرادی كه به این موضود پی برده و روی این روش كار كردند اشر و ژاكوبی می-هميلتون

 .پردازیم( میHJ( و حل عددی معادلات به روش )LSMستيان بودند. در این فصل به بررسی روش )

 

 نقاط -4-2

1xخواهيم خطی را با استفاده از نقاطبعدی میفرض كنيد در فضای یک   1وx    به

)سه قسمت تقسيم كنيم. به این معنا كه  , 1)  ،( 1, 1)  و( 1, )  ی مجزا از سه زیرمجموعه

)این خط باشند. قسمت 1, 1)     قسمت داخلی دامنه و عنوانبهرا( , 1) ( 1, )        را

}یكنيم. مرز بين دو قسمت داخلی و خارجی را دو نقطهقسمت خارجی دامنه تعریف می 1, 1}    

بعدی، فضای داخل و خارج نيز در فضای یکشناسيم. دهد و به نام وجه مشترک میتشکيل می

باشند و سط  مشترک می nی ها از درجه، زیرمجموعهnRصورت كلی در فضایباشند. بهبعدی مییک

 ی مرز مشترک یک درجه كمتر خواهد بود.درجه دیگرعبارتبه ؛باشدمی n-4ی از درجه
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باشند ی مرز مشترک میدهندهصورت صری  نقاطی كه تشکيلترک بهدر بيان وجه مش

}شوند مطابق آنچه در بالا ذكر گردید. آشکارا نوشته می صورتبه 1, 1}    مرز مشترک در بيان ،

در تابع  4عنوان مثال آیزوكانتور صفرشود. بهتراز تعریف میصورت یک آیزوكانتور یا سط  ضمنی به

2(x) x 1    مجموعه نقاطی است كه در آن(x) 0  ( نشان 4-1كه در شکل ) طورهمانباشد. می

}داده شده است مرز مشترک دقيقاً  1, 1}    تابع  است. لازم به ذكر است كه(x)  در فضای

 باشد.آیزوكانتور آن یک درجه كمتر می كهدرصورتیبعدی تعریف شده است یک

 

ضمنی تابع( 4-1) شکل  2 1x x   

nxكه (x)آیزوكانتور تابع ضمنی  nRطوركلی در فضایبه R1ی، از درجهn  باشد.می 

(x)در بالا از 0  عنوان سط  تراز صفر تعریف شده است ولی در حالت كلی از هربه

(x) a  وa R توانيمگاه میتوان استفاده كرد. آننيز می(x) صورت زیر تعریف كنيم كه در را به

(x)آن صورت 0  .آیزوكانتور صفر آن خواهد بود 

(x) (x) a                                                                          (4-1) 

                                                           
4 Zero level set 
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 هامنحنی -4-3

های غير صفر را به زیرمجموعه 2Rفضای باشد كهمی، منحنی دوبعدیمرز مشترک در فضای 

رو دو قسمت داخل و خارج كنيم از اینها را بسته فرض میكند. در این قسمت منحنیتبدیل می

2فرض كنيد عنوان مثالبهشوند. راحتی تعریف میبه 2(x) 1x y   كه مرز مشترکطوری، به

0  ی واحدصورت یک دایرهیک سط  تراز به | 1x x   ( 6-1خواهد بود كه در شکل )

 ی داخل، خارج و مرز مشترک آن مشخص شده است.ناحيه

 

2ضمنی منحنی( 6-1) شکل 2 1x y   

:گاه داریمصورت صری  بيان كنيم آناگر بخواهيم مرز مشترک فوق را به | 1x x   

بنابراین در بيان صری  مرز مشترک نيازمند آن هستيم كه تمامی نقاط معرفی شوند هرچند در مثال 

 ساز باشد.تواند مشکلكار می حالت كلی اینباشد ولی در فوق این نمایش ساده می

یدر بازه sو پارامتر  x(s)در حالت كلی برای بيان پارامتری منحنی با تابع برداری 0s ,sf ، به

بسته بودن منحنی شرط 0(s ) (s )fx x باشد.نياز می 
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 هایباشد ولی در منحنیهرچند استفاده از نمایش صری  در بيان مرز مشترک فوق ساده می

رده كار بای كه برای تقریب زدن بيان صری  بهاین كار ساده نخواهد بود. راه ساده دوبعدیی پيچيده

0ای از نقاط محدودبه مجموعه sسازی پارامتر شود گسستهمی 1 1... ...i i i fs s s s s       ،

هایكه زیربازهطوریبه 1s ,si i  از فضای پارامتری است. برای هر نقطه ؛لزوماً با هم برابر نباشدis ،

s)صورتبه ،ی دوم متناظر با آن بر روی منحنیمؤلفه )ix شود. واض  است كه هر چه نمایش داده می

 تری خواهيم داشت.دقيق باكيفيتسازی افزایش یابد منحنی تعداد نقاط گسسته

كه دارای  2Rجز در تمام فضایآید بهدست میبه سادگیبهسازی در بيان ضمنی نيز گسسته

باشد می 2Rیكه زیرمجموعه D داركرانی موعهسازی مجباشد. به همين دليل از گسستهمرز نمی

x)از تعداد نقاط محدود شود. برای تقریب تابع ضمنیاستفاده می , y ) ; i 1,..., Ni i   برای

یزیر بازهبعدی در جای بررسی یکود. روشن است كه بهشمی استفاده Dی سازی دامنهگسسته

 0s ,sf دوبعدیبایست فضای می D  سازی در بيان ضمنی های گسستهرا بررسی كنيم. یکی از نقص

 باشد.ی بالاتر میسازی فضایی از درجهگسسته ،نسبت به بيان صری 

n)سازی به بيان صری ، نيازمند بررسی فضایبرای گسسته nRطور كلی در فضایبه 1) 

گيرد. این كار یکی از بعدی مورد بررسی قرار می (n)كه در بيان ضمنی فضایبعدی است و حال آن

ز مشترک و بررسی در نزدیکی مر xهای بيان ضمنی مرز مشترک است كه با جایگزین كردن نقاط ضعف

 بعدی اجتناب كرد. nتوان از بررسی كل فضایمی Dی نکردن سایر نقاط در دامنه

(x)جا بررسی آیزوكانتورجایی كه در ایناز آن 0  باشد فقط نقاط دارای اهميت میx  در

اط باشد و مابقی نقكند نياز میصورت دقيق مشخص مینزدیکی این سط  تراز كه مرز مشترک را به

باشند. كلاسه كردن نقاطی در نزدیکی مرز مشترک در بيان ضمنی روشی برای مهم نمی Dفضای 
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سازی انتخاب شدند مقدار تابع ضمنی ی نقاط گسستهمجموعه كههنگامیباشد. سازی میگسسته

 شوند.سازی میذخيره (x)متناظر با آن

سازی صری  یا ضمنی، موقعيت مرز مشترک را در تعداد نقاط محدودی بيان گسسته درهرحال

ان مثال عنواستفاده كرد. به یابیدرونتوان از دست آوردن مقدار تقریبی سایر نقاط میهكند. برای بمی

ها برای تعيين مرز مشترک در بين نقاط معلوم استفاده نمود. اسپلاین ایچندجمله یابیدرونتوان از می

برای نقاط   طور مشابه در بيان ضمنی مرز مشترک نيز مقدارباشند. بهكار مناسب مینيز برای این

 آوردن سایر نقاط استفاده شود. دستبرای به یابیدرونبایست از باشد لذا میمحدودی مشخص می

 

 هارویه -4-4

های غير صفر تقسيم را به حجم 3Rباشد كه فضایای میمرز مشترک رویه بعدیسهدر فضای 

طور هبكند. را به قسمت داخل و خارج تقسيم می گيریم كه دامنهای را در نظر میی بستهكند. رویهمی

2 تابعمثال  2 2(x) 1x y z     صورتكه مرز مشترک بهطوریرا در نظر بگيرید به(x) 0  

صورتباشد. بيان صری  مرز مشترک بهبا شعاد واحد می ایشود كه كرهتعریف می | 1x x   

صورتقسمت داخلی بهشود. نوشته می | 1x x   صورتو قسمت خارجی به

 | 1x x   شود.تعریف می 

باشد. سازی میهای پيچيده كه شکل تحليلی آن  وجود ندارد دوباره نياز به گسستهبرای رویه

دست گردد تا حدودی مشکل است چون برای بهكه رویه به شکل صری  بيان میسازی وقتیگسسته

بندی به علت باشد ولی در فضای دوبعدی همبندی به تعدادی نقاط بر روی رویه نياز میآوردن هم
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s)، مشخص خواهد بود یعنیهاآنترتيب  )ix  1به نقاط(s )ix  1و(s )ix  باشد. مثلاً برای بند میهم

 دارد. ؛باشندهای خاصی كه دقيق هم نمیكار نياز به استفاده از الگوریتمدار اینهای سوراخرویه

عنوان مثال سط  كند. بههای دیناميکی تغيير میبندی در طول زمان برای رویههمچنين هم

ور طبندی بایستی بههای پرتلاطم را در نظر بگيرید. برای بيان پارامتری سط  آب، همخارجی آب

شوند بررسی شود. در فضای دوبعدی ها با هم ادغام یا از هم جدا میمتناوب هرگاه كه قسمتی از رویه

 به علتبعدی بررسی ادغام و جدا شدن مرز مشترک باشد. در فضای سهكار قابل مدیریت می این

 تر است.مشکلاتی از قبيل ایجاد سوراخ در رویه، پيچيده

باشد. یک بندی نقاط نيازی نمیهای ضمنی آن است كه به همیکی از بارزترین خواص رویه

بندی یکنواخت كارتزینشبکه (x , y ,z ) 1 , 1 , 1i j k i m j n k p      راحتی تواند بهمی

برای عموميت دادن در فضای دوبعدی مورد استفاده قرار گيرد. یکی از قدرتمندترین وجوه بيان ضمنی 

 راحتی منتقل شد.بعدی بهبه فضای سه دوبعدیتوان از فضای ها آن است كه میرویه

 

 ابزار هندسی -4-5

باشد. وجود دارد كه قابل استفاده میدر بيان ضمنی مرز مشترک ابزار هندسی قدرتمندی 

(x)كهعنوان مثال هنگامیبه 0  شود ی مرز مشترک تعریف میعنوان آیزوكانتور تشکيل دهندهبه

در داخل مرز یا خارج یا بر روی آن قرار دارد. تنها لازم است  0xیسادگی دریافت كه نقطهتوان بهمی

 را مورد بررسی قرار داد. كه علامت

(x) 0

(x) 0

(x) 0

x

x

x











   


  
   

                                                               (6-1) 
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باشد در داخل یا خارج از مرز می 0xیكه نقطهصری  بيان شود فهم این صورتبهحال اگر مرز 

نامحدود امتداد داد  به طولخطی را  0xیبایست از نقطهكار دشواری خواهد بود به این منظور می

اد زوج باشد نقطه خارج از مرز است و اگر گاه تعداد نقاط قطع منحنی را شمارش نمود. اگر این تعدآن

یاست كه برای ارزیابی نقطه پر واض ی مورد نظر در داخل مرز قرار دارد. این تعداد فرد باشد نقطه

0xتر است.، بيان ضمنی آن راحت 

تر ادهمتری سدست آوردن شکل هندسی سازه با استفاده از توابع ضمنی نسبت به توابع پارابه

 2و 1( اگرCADای است. برای مثال در طراحی به كمک رایانه )باشد. این امر دارای اهميت ویژهمی

گاهدو تابع ضمنی متفاوت باشند آن 1 2(x) min (x), (x)    تابعی ضمنی است كه اجتماد نواحی

طور مشابهدهد. بهرا نمایش می 2و 1داخلی 1 2(x) max (x), (x)    تابعی ضمنی است كه

(x)1توسط (x)دهد. مکملرا نمایش می 2و 1اشتراک نواحی داخلی (x)   است.  تعریفقابل

صورتآید بهدست میبه 1و نواحی داخلی 2همچنين نواحی را كه از تفاضل نواحی داخلی

 1 2(x) max (x), (x)     دهيممینمایش. 

 گردد:صورت زیر تعریف میتابع ضمنی به 4گرادیان

, ,
x y z

  


   
   

   
                                                               (9-1) 

)به سمت خارج در جهت  6برداری است كه در جهت بردار نرمال 0xیدر نقطه مقدار

 صورت زیر نوشت:توان بهبنابراین بردار نرمال را می ؛باشدمشترک می( مرز افزایش

                                                           
4 Gradient 

6 Normal vector 
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N








                                                                             (1-1) 

 گردد. ازای با یک بعد بيشتر معرفی میدر بيان ضمنی مرز مشترک، مرز مشترک در دامنه

د جای تعریف بردار واحبه مثالعنوان بهباشد. رو داشتن اطلاعات در فضای با بعد بيشتر مفيد میاین

روی دامنه  را برای تمام نقاط Nتوان می ،برای نقاط روی مرز مشترک تنها (1-1) یرابطهبا  N نرمال

 ( تعریف كرد.1-1ی )با استفاده از رابطه

2بعدی( تعدادی از آیزوكانتورهای دو9-1در شکل ) 2(x) 1x y     همراه با چند بردار

 نرمال نشان داده شده است.

 

تابع آیزوكانتورهای( 9-1) شکل  2 2 1x y   x  

(x)2اگر فرض كنيم 1x  شود:صورت زیر تعریف می؛ بردار نرمال آن به 

x
N

x
                                                                                (5-1) 

0xازایبه Nبنابراین جهت بردار   0به سمت راست و برایx  باشد. بردار به سمت چپ می

0xینرمال برای نقطه  آمده هایی از مشکلات پيشتوان با استفاده از تکنيکتعریف نشده است اما می
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0xیبعدی قبل نيز در نقطههای دوبعدی و سهدر آن جلوگيری كرد. در مثال   تمام مشتقات جزئی

شود و رفتار مشابهی را در این نقطه خواهيم داشت. لازم به یادآوری است كه اضافه كردن میصفر 

0مقدار كوچک دلخواه   1باشد چونی خوبی نمی( ایده1-1ی )رابطهبه مخرج كسرN   خواهد

 شد.

كار توان آن را تقریب زد. برای ایندست آوردن مقدار مشتق می( برای به9-1) یرابطهدر 

 ؛استفاده كرد مرتبه اول 4یروندهتوان از تفاضل پيشعنوان مثال میبسياری موجود است. به هایروش

D صورتتوان آن را بهمی اختصاربه كه  .معرفی كرد 

1i i
xD

x x

 
  
 
 

                                                            (2-1) 

D  اول معرفی كرد:مرتبه  6یروندهپساختصار برای تفاضل توان بهرا می 

1i i
xD

x x

 
 
 
 

                                                            (7-1) 

0Dدو را با یاز مرتبه 9و تفاضل مركزی  كنيم:ی زیر معرفی میو با رابطه 

0 1 1

2

i i
xD

x x

 
  
 
 

                                                            (8-1) 

 kو jهایبا اندیس zو  y در جهات دست آوردن مشتقاتطور مشابه روابط فوق برای بهبه

 باشند.شوند. روابط فوق بسيار ساده ولی كامل و كافی میظاهر می

                                                           
4 Forward Difference 

6 Backward Difference 

9 Central Difference 
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( به سمت 1-1ی )شود مخرج رابطهی فوق استفاده میكه از تفاضل محدود در رابطهزمانی

توان از تقریب زدن بين مقدار نرمال مرز مشترک را می رفتار باشد آنگاهخوش كند. اگرصفر ميل می

در  N دست آورد. به این معنا كه با داشتن مقداری كارتزین بههای معلوم شبکهبر روی گره Nمقدار 

 دست آورد.به یابیدرونرا با  0xدر  Nتوان مقداری دكارتی میبر روی شبکه 0xیهمسایگی نقطه

نرم و  صورتبه  نيازمند آن است كه تابع Nدست آوردن مقادیربرای به یابیدرونروش 

عنوان مثال خرج داد. بهدقت مناسبی را به  بایست در انتخابرفتار باشد به این معنا كه میخوش

باشد. یکی از بهترین می غيرمنطقیلزوم  ازحدبيشبا شيب  با نوسانات زیاد یا گرادیان  انتخاب

 گيرد.در قسمت بعد مورد بررسی قرار می كه ؛است 4داری علامتاستفاده از تابع فاصله هایانتخاب

1بردار 9دیورژانس عنوانمرز مشترک به 6انحنای 2 3(n ,n ,n )N  شود:صورت زیر تعریف میبه 

31 2.
nn n

N
x y z


 

   
  

                                                    (3-1) 

0برای نواحی محدب رواین از  0و برای نواحی مقعر  ( این موضود 1-1باشد. شکل )می

 دهد.را نشان می

 

 محدب و مقعر نواحی( 1-1) شکل

 ( خواهيم داشت:3-1) یرابطه( در 1-1ی )با جایگزینی رابطه

                                                           
4 Signed distance function 

6 Curvature 

9 Divergence 
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.





 
     

                                                                       (46-1) 

عنوان مثالباشد. بهی دو میمرتبه 4جزئیی فوق نياز به یافتن مشتق ی رابطهبرای محاسبه

xx نمود: صورت زیر محاسبهتوان بهرا می 

2

1 1

2 2

2

( )

i i i

x x

     


 
                                                           (44-1) 

(x)2بعدیمثال یک در 1x   مقدار κ ی مبدأ كه تعریف باشد مگر در نقطهبرابر صفر می

0توانباشد كه رفع شدنی است. ولی میمی 6ی تکينبنابراین تابع دارای نقطه ؛نشده است   را برای

بعدی قبل، به ترتيبهای دوبعدی و سهتمامی نقاط تعریف كرد. در مثال
1

x
   و

2

x
   در تمامی

وقتی در نزدیکی مبدأ  κ جا نقاط تکين رفع شدنی نيستند. مقدارباشد در اینمبدأ می جزبهنقاط 

 كند.كنيم به سمت بينهایت ميل میحركت می

باشد. این مقدار بعدی برابر یک میی یک در فضای دومقدار انحنا بر روی مرز مشترک از درجه

باشد. علت اختلاف آن است كه دایره در بعدی برابر دو میی دوم در فضای سهدر مرز مشترک از درجه

 شود.بعدی تبدیل میوانه در فضای سهفضای دوبعدی به است

 

 

                                                           
4 partial derivative 

6 Singular point 
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 ابزار محاسبات -4-6

 شود:صورت زیر تعریف میبه 4بعدی هویسایدیک تابع

1 ; 0
( )

0 ; 0
H







 


                                                                 (46-1) 

 فضای خارجی مرز مشترکگيری را فقط برای كند تا انتگرالاین تابع به ما كمک می

 محاسبه كنيم.

 شود:حاصل می 6تابع هویساید در جهت نرمال، تابع دلتای دیراگ مشتق با تعریف جهت برای

ˆ( (x)) H( (x)).N                                                            (49-1) 

(x)كهجایی كه این توزیع تنها در مرز مشترک توجه به این نکته لازم است 0   است؛

 خواهيم Hدست آوردن گرادیان ای برای بهگيری زنجيرهی مشتقشود. با استفاده از قاعدهغير صفر می

 داشت:

(x)ˆ( (x)) H ( (x)) (x). H ( (x)) (x)
(x)


     




    


                    (41-1) 

 شود:بعدی هویساید تعریف میصورت مشتقی از تابع یکع دلتا بهبعدی، تابفضای یکدر 

ˆ( ) H ( )                                                                          (45-1) 

                                                           
4 Heaviside  

6 Dirac delta 
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(x)فر است مگر بر روی مرزصتابع دلتا در تمامی نقاط برابر  0 روابط توان بنابراین می ؛

 بعدی نوشت:ای یک( را با استفاده از تابع دلت41-1( و )1-49)

ˆ(x) ( (x)) (x)                                                                (42-1) 

 محاسبه كرد. توان انتگرال سط  هر تابع را بر روی مرز با استفاده از تابع دلتا می

)كهجاییاز آن (x))   مرز مشترک صفر است؛ در حل عددی تقریب  جزبهدر تمام نقاط

 كنيم:صورت زیر تعریف میآید لذا تابع هویساید را بهدست نمیمناسب برای انتگرال به

0

1 1
( ) sin( )

2 2 2

1

H

 

 
   

  

 

 



     




                            (47-1) 

)minیک مقدار مناسب x, )y    آید:دست میصورت زیر بهبنابراین تابع دلتا به ؛است 

0

1 1
( ) cos( )

2 2

0

 


    

  

 

 



    




                                  (48-1) 

دهد كه انتگرال سط  را با استفاده از ی فوق این اجازه را به ما میاز رابطه شدهاصلاحدلتای 

 دست آوریم.عددی معمول به هایروش

 

 داری علامتتابع فاصله -4-7

 كه:طوریاست به ضمنی از یدار تابعی علامتتابع فاصله
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(x) (x) ;d x                                                         (43-1) 

 بنابراین:

(x) (x)

(x) 0

(x) (x)

d x

x

d x











    


  
    

                                                       (66-1) 

دار علاوه بر خواص توابع ضمنی ذكر شده؛ خواص جدیدی نيز دارد برای ی علامتتابع فاصله

 مثال:

1                                                                                  (64-1) 

0dدار دارای مينيمم محلی دری علامتتابع فاصله  باشد كه باعث مشکل در تخمين می

 شود.مقادیر مشتق در نزدیکی مرز می

دار برای ی علامتیک تابع فاصله (x)و استفاده از این تعریف كه xی معلوم برای نقطه

 توان نوشت:باشد میبه مرز مشترک میترین نقطه نزدیک

(x)cx x N                                                                     (66-1) 

(x)2یفصل از رابطه در مثال ابتدای 1x   برای بيان ضمنی مرز 1,1  .استفاده شد

(x)دار این نقاط داریمی علامتبرای بيان تابع ضمنی فاصله | | 1x   ( 5-1كه در شکل ) طورهمان

 نشان داده شده است.
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 داری علامتفاصله تابع( 5-1) شکل

(x)دار علامت یفاصلهتابع  | | 1x   همان مرز و فضای داخلی و فضای خارجی

 كند.را توليد می 

(x) | | 1 1 ;x x                                          (69-1) 

0xیدر نقطه  ساز دار تعریف نشده است. در ابتدا این امر مشکلی علامتمشتق تابع فاصله

0xیعنوان مثال برای تعيين نرمال در نقطهرسد. بهبه نظر می   مقدار آن به سمت بينهایت ميل

كند اما مقدار در این نقطه مقدار محدودی بينمی 1,1  كارتزین معمولی خواهد بود. یشبکهدر 

 جا كه امکان داردخواهيم تابع ضمنی را تا آندر قسمت قبل اشاره شد می طور كههمان

ن تابع فاصله، با استفاده از ای هایبه ویژگیمنظور با توجه ایننرم و هموار انتخاب كنيم. به رفتار،خوش

صورت عددی حل شده باشند یک رسيم. مخصوصاً برای نقاط تکين كه بهتابع به نتایج مطلوبی می

 باشد.انتخاب مناسب برای مرز مشترک می
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 1انتقال -4-8

(x)برای تمام نقاط بر روی مرز V(x)فرض كنيد سرعت 0  خواهيم مشخص باشد. حال می

v(x)را با سرعت تمام نقاط رویه (u,v,w) ترین راه برای بررسی این مسئله حل انتقال دهيم. راحت

 مشترک است.روی مرز  xی هر نقطه ی دیفرانسيل زیر برایمعادله

(x)
dx

v
dt

                                                                            (61-1) 

كه بينهایت نقطه بر جاییباشد. از آنمعروف می 6ی لاگرانژین رشد مرزی فوق به رابطهرابطه

 صورتسازی بهست برای حركت آن از گسستهبایبعدی( میجز در فضای یکز مشترک داریم )بهروی مر

. برای پذیردانجام می آسانیبهكار بندی نقاط از بين نرود اینهم كهدرصورتیمحدود استفاده كرد. اجزای

ها و عمليات بر روی توپولوژی مرزها، از توابع ضمنی معرف های رویهاجتناب از ناپایداری، تغييرات المان

 :يم كردخواهی انتقال استفاده رابطه ترینسادهمنظور از كنيم. به ایناستفاده میمرز برای رشد مرز نيز 

. 0t v                                                                           (65-1) 

 داریم:بنابراین  ؛باشدگر مشتق جزئی نسبت به متغير زمان میبيان tكه اندیس طوریبه

. x y zv u v w                                                                (62-1) 

كند. این این رابطه، از جمله معادلات دیفرانسيل جزئی است كه حركت مرز را مشخص می

ی سطوح ی مجموعه( به معادله56-1ی )نيز معروف است. رابطه 9ی اولری رشد مرزمعادله به رابطه

                                                           
4 Transition 

6 Lagrangian equation of boundary evolution 

9 Eulerian equation of boundary evolution 
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عددی مرز در حال رشد معرفی مقدار تراز نيز معروف است كه توسط اشر و ستيان برای پيدا كردن 

 .]64[گردیده است

های آتش توسط اشتاین نيز این رابطه در معادلات گازها و احتراق و پيدا كردن مرزهای شعله

 داریم: از تابع ضمنی kو در نظر گرفتن سط  تراز . برای اثبات روابط فوق ]66[بيان گردیده است

(x, t) k                                                                             (67-1) 

 خواهيم داشت: 4ایگيری و استفاده از قانون مشتق زنجيرهحال با مشتق

   (x, t) (x, t) 0
dx

k
t t t dt


 

  
    

  
                            (68-1) 

ژاكوبی معروف -ی هميلتونی سطوح تراز یا معادلهی مجموعهی فوق كه به معادلهبا حل معادله

 كنند.را مشخص می تغييریافتهآیند كه توپولوژی و شکل دست میاست؛ نقاط جدید به

 

 

 

 

 

                                                           
4 Chain rule derivative  
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 فصل پنجم

 

سازی توپولوژی بهینه

روش های پیوسته به سازه

 ی سطوح ترازمجموعه
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 مقدمه -5-1

 4ها به كمک روش تغييرات مرزهاسازی توپولوژی سازهی روشی برای بهينههدف این فصل ارائه

 هایسازی سازهی سطوح تراز در بهينهنام روش مجموعهمنظور روشی كارا و قدرتمند به. برای اینست

 .شودكند معرفی میسازی مورد نظر را اقناد میی بهينهقيود مسئله ارتجاعی خطی كه تابع هدف و

 6صورت مدلی از مرزهای دیناميکیشود بهسازی میای كه بهينهدر این روش مرزهای سازه

سازی، شود. واض  است كه در روند بهينهی یک تابع ضمنی از بعد بالاتر معرفی میوسيلهاست كه به

ی سطوح تراز توپولوژی خوش تغييرات زیادی خواهد شد ولی تابع مجموعهشکل و توپولوژی آن دست

 دهد.در اختيار ما قرار می راحتیبهرا  تغييریافته

محسوب  9(IMB) هااز روش حركت ضمنی مرز ایزیرمجموعهی سطوح تراز روش مجموعه

ات، جدا شدن و به هم كند كه تغييرات مرز مشترک اعم از شکل حفرشود و این امکان را فراهم میمی

ها كه از حل عددی سازی سازهپيوستن مرزها را نشان دهد. در این فصل روش حل عددی در بهينه

 شود.آید بسط داده میدست میژاكوبی به-دیفرانسيل هميلتون یمعادله

 

 

 

                                                           
4 Evolution of border method 

6 Dynamic boundary 

9 Implicit motion boundaries 
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 تاریخچه -5-2

. سازی توپولوژی استها، بهينهسازی سازهی بهينهموضوعات تحقيق در زمينه ترینمهمیکی از 

شده است. از كارهای  ؛های صنعت داردخاطر كاربردی كه در حوزهاخيراً توجه زیادی به این موضود به

های اخير برای حل های زیادی در دههانجام شده است، روش]1[ 4توسط بندسو و كيکوچیای كه اوليه

مراجعه ]69[مرجع به تر سازی توپولوژیک توسعه پيدا كرده است. برای اطلاعات كاملل بهينهمسائ

 .شود

های پيوسته به علت عدم سازی توپولوژیکی سازهكه در فصل دوم اشاره شد، بهينه طورهمان

دسترسی آسان به مرز و تغييرات آن از روش و مفاهيم توزیع مصال  بيشتر استفاده شده است. از 

در  .اشاره كرد]61 ،5[ )SIMP( متغيرو چگالی ]1[ 6سازیهمگنتوان به روش ها میترین روشرایج

. لازم به باشدمی 4یا  0هایی است كه دارای چگالی فوق، توپولوژی بهينه تقریباً شامل المانهای روش

ارچوب كلی المان هستند. چه یهای عددی برای این دو روش بر پایهباشد كه الگوریتمیادآوری می

های یکنواخت مستطيل صورتبهسازی فضای طرح اوليه محور، گسستههای المانمحاسبات روش

 شود.جزء محدود در نظر گرفته میهر ثابت برای  صورتبهباشد و متغيرهای طراحی محدود میاجزای

سازی آميز در حل مسائل بهينهالمان تا حدودی كارآمد و موفقيتی پایهاگرچه محاسبات بر 

محور المان هایروشسازی با استفاده از باشد اماّ هنوز پارامترهای نامطلوبی دارد. یکی از معایب بهينهمی

باشد؛ مثلاً موقعيت و شکل مرزها، بردار نرمال یا انحنای ی سازه میدر بيان اطلاعات مربوط به هندسه

 باشد.مرزها مشخص نمی

                                                           
4 Bendsoe & Kikuchi 

6 Homogenization  
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باشد و در ها مرز بين قسمت پر و قسمت خالی دقيقاً مشخص نمیر این روشكل د طوربه

 شوند.زیگزاگ ظاهر می صورتبهها، مرزها سازی با این روشبهينه

بنابراین برای دستيابی به توپولوژی كه به واقعيت در عمل نزدیک باشد نيازمند عمليات دیگری 

 تصوربهبایست مرزها را باشيم. همچنين میمی سازی شکل برای كاهش تمركز تنشاز جمله بهينه

 باشد.باشد و مستلزم هزینه زیادی میتری درآورد كه این كار بعضاً آسان نمینرم

سازی توپولوژی های بهينههای اشاره شده در فوق، اخيراً الگوریتممشکل برای فائق آمدن بر

کل و ها، معرفی تابع شاین روش یمشخصه ی بيشتری پيشنهاد شده است. بارزترینوابسته به هندسه

ها از سطوح تراز صفر تابع در بيشتر این روش كهجاییآن ازباشد. ضمنی می صورتبهتوپولوژی سازه 

ی سطوح تراز نيز شود، به این روش مجموعهضمنی توپولوژی برای تعریف مرز سازه استفاده می

س حساسيت اسا روش حركت تکاملی این تابع بر یگویند. ایده اصلی در بيان تابع توپولوژی، بر پایهمی

ی سطوح تراز برای اولين بار توسط ها به روش مجموعهزی سازهساباشد. بهينهتابع هدف و قيود آن می

سعی كردند طرحی را با كمترین حجم پيدا  هاآنآغاز شد. در كارهای اوليه، ]65[ 4ستين و ویگمن

دست آوردن مرز مشترک از هبرای ب هاآنكنند كه به مقدار انرژی مشخصی نيز در همان زمان برسد. 

، 6اشر و سانتوزا]62[ای استفاده كردند. در مرجع شدهسرعت ساختهبا تابع  ی هميلتون ژاكوبیمعادله

های لرزشی مانند فركانس تشدید شده یا روش مجموعه سطوح تراز را برای مسائلی كه شامل سيستم

 سازی با قيد حجم است استفاده كردند.گپ طيفی برای بهينه

سازی شکل و حاسباتی برای بهينه، یک چهارچوب م]67[و همکارانش  9در كارهای الایر

ی برای رشد تابع مجموعه 1توپولوژی با روش مجموعه سطوح تراز معرفی شده است كه از گرادیان شکل

                                                           
4 Sethian & Wiegmann 

6 Osher & Santoaz 

9 Allarie  

1 Shape Gradient  



 ی سطوح ترازمجموعههای پیوسته به روش توپولوژی سازهسازی بهینه                                    پنجمصل ف

______________________________________________________________________ 

73 
 

ح تراز ارائه شده است. ی سطوسطوح تراز استفاده شده است و الگوریتم عددی برای حل تابع مجموعه

های مثال هاآن. در مقالات اندهتوسعه داد های عددی راروش ]63و  68[و همکارانش  4كارهای ونگ

عددی زیادی حل گردیده است تا عملکرد این روش را ثابت كند و اهميت ادامه تحقيقات در این روش 

. تابع تعریف ]96[نيز تعميم دادند  6این روش را برای مواد مركب هاآندهد. همچنين را نشان می

ی توپولوژی استفاده برای حل مسائل طرح بهينه]96 و 94[ 1توسط رویتر و كيولن ]TDF[9توپولوژی 

و  5كار برده شد. اخيراً بليچکوگردید و روش معيار بهينگی برای پيدا كردن مقادیر بهينه به

قادیر نقاط م هاآناند. در كار های پيوسته ارائه كردهسازی سازهروش دیگری را در بهينه]99[همکارانش

قيم مست صورتبهمتغير طراحی  عنوانبهتوپولوژی و شکل سازه  یكنندهگرهی تابع ضمنی تعریف

دست آوردن مقادیر بهينه به كار گرفته شده است. هروش معيار بهينگی برای ب استفاده گردیده است و

 كند.های عددی نيز ارائه گردیده كه كارآمدی روش را اثبات میمثال

ی سازمحور در بهينه، روش گرهسازی توپولوژیهينهمحور بهای سنتی الماندر مقایسه با روش

پذیرد. در هر مرحله از انجام می راحتیبهی سازه دارای مزایای روشنی است مثلاً تعریف هندسه

توپولوژی سازه موجود است. از  كنندهبيانی سازه، در تابع ضمنی سازی تمام اطلاعات هندسهبهينه

باشد مزیت بسيار جالبی می دسترسیقابلجایی كه شکل و پيکره یا شرایط مرزی در هر مرحله آن

های سازی نياز به روشپذیرد و پس از بهينهانجام می راحتیبهاست. همچنين تغييرات توپولوژی سازه 

 باشد.سازی شکل نمیپردازش تصویر و بهينه

برای حل مسائل بالقوه مناسب است ولی  TDFمحور با استفاده از توابع اگرچه روش نقطه

ی ژاكوبی برای روش مجموعه-ی هميلتونهایی دارد. اولين محدودیت به حل معادلههمچنان محدودیت

                                                           
4 Wang  

6 Composite 

9 Topology Description Function 

1 Ruiter & keulen 

5 Belytschko  
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بایست می ،های زمانیگام است كه برای پایداری عمومی قرارازاینگردد. محدودیت سطوح تراز برمی

ی سطوح تراز ن معناست كه در هر مرحله، مجموعهدا. این نکته بدر نظر گرفته شود 1CFLشرایط 

توانند به اندازه یک سلول شبکه حركت كند. این محدودیت باعث كاهش سرعت در همگرایی جواب می

 گردد.می

ح تراز ارائه كردند. در كار وی سطی مجموعه[ یک روش برای حل معادله91لوو و همکارانش ]

ح تراز استفاده وی سطی مجموعهبرای حل معادله 6از روش تقسيم عملگر تجمعی نيمه ضمنی هاآن

 سازی، بدون نياز بهطور خودكار در طول روند بهينه، تغييرات توپولوژیکی بههاآنشده است. در روش 

ای روش آیزوژئومتریک را بر]95[. اخيراً توكلی و همکارانش شده استانجام  9مصنوعی هایروش

ی هاسازی، از روش مجانبمنظور بهينهبه هاآناند. ها مورد استفاده قرار دادهسازی توپولوژی سازهبهينه

ها مشخص شد كه با افزایش تعداد وصله هاآنی كار درنتيجهاند. همچنين ( استفاده كردهMMA) 1پویا

 باشد. همچنينها میی اتصال وصلهشود كه به دليل افزایش ناحيهدست آمده بدتر میتوپولوژی به

تعميم  5ح تراز را با استفاده از روش ایزوژئومتریکوی سطروش مجموعه]97 و 92[شجاعی و همکارانش 

استفاده شده و برای تعيين  2ی شعاعیتراز از توابع پایه ی سط برای تعریف رویه هاآندادند. در كار 

اند. همچنين استفاده كرده 7ضریب لاگرانژ قيد حجم از روش عددی افزایشی به همراه ضریب جریمه

ی مينيمم كردن انرژی كرنشی تحت قيد وزن و سازی توپولوژی را برای مسئلهونگ و همکاران بهينه

در هر مرحله، بيشترین تنش موجود  موردنيازقيد تنشی  هاآن. در كار یک قيد تنش نيز تعميمی دادند

. همچنين آلبرتو فانسلو و ]93[باشددر ميان كل دامنه می 8گيری گوسیدر بين تمام نقاط انتگرال

                                                           
4 Courant–Friedrichs–Lewy 

6 Semi-Implicit additive operator 

3 Artificial Schemes 
4  Method of Moving Asymptotes 

5 Isogeometric Analysis 

2 RBF: Radial Basis Function  

7 Augmented Lagrangian With Penalization Parameter 

8 Gaussian integration points 
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دست هی سطوح تراز بهمکاران وزن مينيمم را با استفاده از قيود تنش محلی با استفاده از روش مجموعه

 .[16] آوردند

 

 هاسازی توپولوژی سازهی سطوح تراز در بهینهکاربرد روش مجموعه -5-3

وجود آمدن مرز مشترک به درنتيجهو  n از بعد كه در فصل قبل اشاره شد با تعریف طورهمان

)در یک سط  تراز معين در بعد 1)n  توان با تغييرتوان مرزها را تعيين نمود. میمی  توپولوژی و

دهد كه مدل مرزها و توپولوژی سازه در روند می شکل مرزهای مشترک را تغيير داد. این قابليت اجازه

یدی مرزهای جدهای جدیدی تقسيم شده و قسمت توانند بهبنابراین مرزها می ؛سازی تغيير یابدبهينه

همدیگر پيوسته و مرز واحدی را  توانند بهرا توليد كنند و یا برعکس، تعدادی از مرزهای جدا از هم می

ح دست آوردن سطوها، مشکلات پارامتری كردن و بهخاطر پارامتری نبودن بيان مرز رویهد. بهنایجاد كن

جم لذا از ح خواهيم داشتدست آوردن مرزها را نبرای به تغييریافتهمانند دوباره پارامتری كردن سطوح 

ای هی سطوح تراز كه در سالروش مجموعه  روازاینشود. محاسبات و پيچيدگی حل مسئله كاسته می

 نامه قرار گرفته است.ها استفاده شده است مورد توجه و بررسی در این پایانسازی سازهاخير در بهينه

صورت تابع ضمنی اسکالر با بعد بالاتر ی سطوح تراز بهر مدل مجموعهها ددر حالت كلی رویه

 شوند:تعریف می معين در یک سط  تراز

 

3:

: (x) k

R R

x



 



 
                                                                         (4-5) 

ای در فضا بر روی نقطه xباشد. می یک سط  تراز منحنی یكنندهبيانعددی دلخواه و  k كه

 ام تابعkاست كه سط  تراز  3Rای از نقاط در فضایمجموعه x دیگربيانبهباشد. می kسط  تراز 

 باشد.می
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وح ی سطدیناميکی در زمان تابع مجموعهتواند با اجازه دادن به تغييرات سازی میروند بهينه

 باشد:صورت زیر میی سطوح تراز بهتراز بيان گردد. شکل دیناميکی تابع مجموعه

 (t) (t) : (x(t), t) kS x                                                         (6-5) 

ای، گيری زنجيرهی فوق و اعمال قانون مشتقنسبت به زمان از دو طرف رابطه گيریمشتقبا 

 آید:دست میژاكوبی زیر به-ی هميلتونرابطه

(x, t)
(x, t) 0

dx

t dt





 


                                                        (9-5) 

 كند.وابسته به زمان مسئله را تعریف می این رابطه مقادیر تابع

dxی سطوح تراز، در مدل دیناميکی مجموعه

dt
حركت نقاط بر روی سطوح مدل كه از  

و  x گر موقعيتتواند بيانشود لذا این ترم میدر نظر گرفته می دست آمدهسازی تابع هدف بهبهينه

ی دیفرانسيل جزئی زیر بر سازی از حل معادلهبنابراین مرز بهينه ؛باشد ی سط  در آن نقطههندسه

 آید:دست میبه روی

(x)
(x) (x) ( , x)

dx
V

t dt


  


   


                                        (1-5) 

)رابطه در اینكه  , x)V  ی سطوح تراز گر بردار سرعت بر روی سط  مدل مجموعهبيان

 سازی دارد.ی بهينهباشد كه بستگی به تابع هدف مسئلهمی

ی ی سطوح تراز دارای دو مزیت است. اولاً مدل مجموعهبندی در مدل مجموعهاین نود فرمول

راحتی گردد تا بهتعریف می دیبعباشد. تابع اسکالر سهپذیر میبندی انعطافسطوح تراز دارای پيکره

ی تواند شکل پيچيدهسادگی میی سطوح تراز بهتوپولوژی سطوح را در اختيار داشته باشيم. مجموعه

جدد دست آوردن مبنابراین نياز به به ؛مرز حفرات، جدا شدن مرزها و یا پيوستن چندین مرز را بيان كند
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. ثانياً این مدل قابليت ]98[باشدنمی نيازمندیمكه در بيان صری  به آن  غييریافتهتپارامترهای مدل 

عددی مختلفی برای  هایروشجات آزادی زیادی را دارد. همچنين فاده از هر نود المان و تعداد دراست

های حل عددی آن برای باشد. در ادامه جزئيات روش و تکنيکمیقابل استفاده  دست آوردن مقادیربه

 های پيوسته مورد بررسی قرار خواهد گرفت.ی سازهیابی به توپولوژی بهينهدست

 

 سازیی سطوح تراز در مسائل بهینهبندی مدل مجموعهفرمول -5-4

ت آوردن طرح بهينه را در دسبهی سطوح تراز در بندی روش مجموعهدر این بخش فرمول

وردن دست آكنيم. اطلاعاتی در مورد پيکره، شکل و ابعاد سازه برای بهی ارتجاعی خطی بيان میهاسازه

ی بایست صورت مسئلهی سطوح تراز همواره در اختيار داریم. حال میطرح بهينه از طریق مدل مجموعه

 ود:شصورت زیر بيان میها بهسازی سازهی بهينهسازی را تشکيل داد. در حالت كلی مسئلهبهينه

0

max

min (u) (u)d

. . : (u) ( )d d vd

d

t

u

D

ijkl ij kl

D D D

D

D

J F

s t E v pv S

u u v U

V

  




 

  

  

 



  



                 (5-5) 

تعادل ارتجاعی  یمعرفی شده است. معادله D و مرز آن باDجا فضای طراحی با در این

سينماتيکی ميدان جابجایی  قبولقابلهای مکانتغيير uتغييراتی نوشته شده كه در آن  صورتبهخطی 

U باشد. میijklE ،تانسور الاستيسيته مواد ij ها، تانسور كرنشp 4نيروهای حجمی ،  نيروهای

                                                           
4 Body force 
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گاهی معين روی های تکيهتغيير مکان 0uو   Dبر روی مرز  tDوارد شده بر روی سط   4سطحی

 ند.باش؛ میتعریف شده Dمرز  رویبر  uDسط  

محدود  maxVباشد كه به مقدارآخرین نامساوی محدودیت مقدار مصال  بر روی دامنه می

 باشد.سازی میی بهينهعبارت دیگر نامساوی ذكر شده قيد حجم مسئلهگردیده است. به

بنابراین  ؛باشدمی Dدر فضای  Dدنبال پيدا كردن مرز بهينهسازی فوق بهی بهينهمسئله

تعریف شده است مينيمم  Fی خاصی كه توسط تابع بایست برای فيزیک و هندسهمی J(u)تابع هدف

 گردد.

ی از درجه (x)ی فوق از تابع ضمنیی سطوح تراز در رابطهبرای استفاده از مدل مجموعه

Dكه Dبالاتر برای تعریف مرز در فضای Dكنيم.می استفاده ؛ 

0kاز سط  تراز  بنابراین برای تعریف فضای داخل  ؛كنيمبرای بيان مرز مشترک استفاده می

 داریم: و خارج توسط تابع

(x) 0 \

(x) 0 \

x D D

x D D





   

   
                                                           (2-5) 

(  مشخص گردیده است. در شکل 4-5ی سطوح تراز در شکل )كه شکل دامنه و مدل مجموعه

شده است. در شکل سمت راست مدل نمایش داده Dتربزرگی در دامنه Dی طرحسمت چپ دامنه

 داده شده است.كند نشانرا معرفی می (x)كه تابع Sی سطوح ترازمجموعه

                                                           
4 Traction force 
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 سطوح ترازی ی طرح و مدل مجموعه( دامنه4-5شکل )

 صورت زیر بيانسازی فوق بهی بهينهی سطوح تراز برای بيان مسئلهبنابراین مدل مجموعه

 گردد:می

0

max

min (u) (u) H( )d

. . : (u) ( ) H( )d

H( )d v ( ) d

H( )d

u

D

ijkl ij kl

D

D D

D

D

J F

s t E v

pv

u u v U

V



  

    





 

 

  

  

 





 



                                     (7-5) 

)بندی فوقدر فرمول )  وH( ) باشند.به ترتيب تابع دیراک و تابع هویساید می 

 

 سازیالگوریتم بهینه -5-5

سازی تشری  خواهد شد. فرایند بندی فوق، روند بهينهدر این قسمت با توجه به فرمول

شود. این روند را تعریف شده، اعمال می Dی ثابتكه بر روی دامنه سازی بر روی تابع اسکالربهينه

 ی ریاضی نگاه كرد.توان از دیدگاه یک مسئلهمی
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ی سطوح ی طرح كه توسط مدل مجموعهسازی، حركت مرز دامنهكليد اصلی در روند بهينه

ه باشد. این روند تا زمانی اداممی ،اساس تغييرات حساسيت با توجه به تابع هدف تراز بيان گردیده، بر

ها و یی تکامل منحنسازی بر پایهیابد كه تابع هدف دیگر نتواند رشد داشته باشد. این روش بهينهمی

ی های مجموعهی رشد رویهكه نحوه]98[باشدی سطوح تراز میهای تشکيل شده در روش مجموعهرویه

ی سطوح ی اصلی در عملی بودن روش مجموعه( بيان شده است. نکته1-5ی )سطوح تراز در رابطه

گاه شکل مرزهای بهينه با توجه به ( است. آن1-5ی )دست آوردن مقدار تابع سرعت در رابطهتراز به

( نشان داده شد، تابع 1-5ی )كه در رابطه طورهماندست خواهد آمد. تابع هدف و قيود مسئله به

صورت شکل مرزها و تغييرات حساسيت بيان شود. برجستگی این روش در تعيين بایست بهسرعت می

 باشد.ی سطوح تراز میسازی و روش مجموعهعنوان رابط ميان روند بهينهتابع سرعت به

كنيم و در قسمت بعد اشاره میگام بهصورت گامسازی را بهدر این قسمت الگوریتم بهينه

 گردد.ارائه می تریكاملتوضيحات 

0tدر زمان (x,0)ی سطوح ترازتابع مجموعه 4یاوليه مقداردهیگام اول:   یبرای دامنه

Dتعریفدار برای ی علامتكار از تابع فاصله. برای این(x) ی طرحمنظور بيان مرز اوليهبهD  استفاده

 آوریم.دست میی تعادل را حل كرده و مقادیر جابجایی نقاط را بهكنيم. سپس معادلهمی

0(u,v, ) L(v, ) ; u ;
uDa u v U                                      (8-5) 

 ی مزدوج:از معادله w 6جابجایی الحاقی یافتنگام دوم: 

(u,v, ) J (u, ), v ; 0 ;
uu Da w v U                               (3-5) 

                                                           
4 Initialization 

6 Adjoint Displacement 
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Jجاكه در این (u, ), vu  4به معنای مشتق فرچتJ(u, )  نسبت بهu در جهت(x)v باشد می

 شود:صورت زیر نوشته میو به

(u)
J (u, ) ( )d .u

D

F
vH

u
 


 

                                               (46-5) 

ی سطوح تراز تابعكه معرف سرعت رشد مجموعه  nv(x)6ی تابع سرعتمحاسبهگام سوم: 

 ی باشد. تابع سرعت مورد نظر از آناليز حساسيت تابع لاگرانژین مسئلهدر راستای نرمال آن می

 های بعد مورد بررسی قرار خواهد گرفت.آید كه در قسمتدست میسازی بهبهينه

ی ضریب لاگرانژ قيد حجم. ضریب لاگرانژ قيد حجم نيز مستقيماً از آناليز محاسبهگام چهارم: 

رار های بعد مورد بررسی قآید كه در قسمتدست میسازی بهی بهينهع لاگرانژین مسئلهحساسيت تاب

 خواهد گرفت.

 های جدید:دست آوردنهژاكوبی زیر برای ب-ی هميلتونحل معادلهگام پنجم: 

(x) ; 0n D
v

t n

 




 
  

 
                                                 (44-5) 

كنيم. اگر شرط اقناد گردید جواب همگرا شده دهنده را كنترل میشرط پایانگام ششم: 

ن توایابد. شرط پایانی را میتا همگرا شدن جواب ادامه می ،صورت مراحل یک تا پنجاست. در غير این

 محدود كرد. صورت مقدار خطای مشخص دلخواهبه

(x) ( )n

D

v d                                                             (46-5) 

                                                           
4 Frechet derivative 

6 Normal velocity field 
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 شرایط حل بهینه -5-6

را  (5-5)بخش سازی بيان شده در ی بهينهدر این بخش شرایط لازم برای بهينه بودن مسئله

رائه شده در جهت بهينگی همگرا خواهد شد. قضایای زیر ادهيم الگوریتم بررسی كرده و نشان می

 .دهندمیدرستی الگوریتم را نشان 

مقادیر سری تابع: 1ی قضیه (x, t ),i 0,1,2,...i  سازی، یک دست آمده از روند بهينهبه

 باشد.( می5-5) یسازی رابطهی بهينهسری نزولی برای مسئله

 گيریم:می 4مشتق سویی( 7-5) وابطابتدا از راثبات: 

(u, v, )
, ( ) dijkl ij kl

D

a
E


     




 

                                    (49-5) 

(u, v, )
, ( u, v, )

a
u a

u


  





                                                         (41-5) 

(v, )
, ( ) d

( ) ( ) d

( )
( ) d d

D

D

D D

L
pv

pv v
n


   



 
     



   
    

 


 



  
      

   
            





 

                      (45-5) 

( )
, ( )

D

V
d


   




 

                                                             (42-5) 

 آید:دست میصورت زیر بهمشتق سویی تابع هدف به

                                                           
4 Directional derivative 
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(u, )
, ( ) (u) d

D

J
F


   




 

                                            (47-5) 

(u, ) (u)
, ( )

D

J F
u H ud

u u


  

 
 

                                            (48-5) 

(x)0هر تابع پيوسته با شرط در روابط فوق C (D)   تواند باشد.می 

ی مزدوج زیر را برای پيدا ، معادلهصورت تابع صری ( به48-5ی )برای روشن شدن رابطه

 كنيم.میحل  wجایی الحاقی كردن ميدان جابه

(u)
(u, w, ) ( ) v ; 0

uD
D

F
a H d w v U

u
  


    

                (43-5) 

,u,v)یبنابراین با دیفرانسيل گرفتن از معادله ) L(v, )a   نسبت به در جهت  خواهيم

 داشت:

(v, ) (u, v, )
( u, v, ) , ,

L a
a

 
   

 

 
 

 
                          (66-5) 

 ( خواهيم داشت:48-5)ی رابطه( در 66-5( و )43-5(، )45-5(، )49-5) روابط جایگذاریبا 

(u, ) ( )
, d

( ) (u) (w) d

D

ijkl ij kl

D

J
u

u n

pv v E

   
 




     



 
 

  

  
         





                  (64-5) 

,u)با استفاده از روش ضربگر لاگرانژی، تابع هدف جدید )J  ی را كه كاملاً با مسئله

 دهيم.( معادل است را تشکيل می7-5) یسازی رابطهبهينه
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max

0

max

min (u, ) (u, ) (V( ) V )

. . (u, v, ) (v, ) ;

(V( ) V ) 0

0

uD

J J

S t a L u u

   

 

 











  

 

 



                              (66-5) 

د باشنشرایط همگرایی می یكنندهاقنادضریب لاگرانژ قيد حجم و دو شرط آخر  جادر این

)maxVكه نامساوییعنی تا زمانی ) V  0تاكر-برقرار باشد، طبق شرط كان  صورتدر غير این

0  بنابراین مشتق فرچت تابع هدف جدید ؛باشدمی(u, )J   .به شکل زیر خواهد بود 

(u, ) (u, ) (u, ) ( )
, , , ,

J J J V
u

u

   
   

  


   
  

   
  (69-5) 

 ( خواهيم داشت:69-5ی )( در رابطه64-5(، )47-5(، )42-5روابط ) جایگذاریبا 

( ) (u) (u) (w) d

( )
d

ijkl ij kl

D

D

F pw v E

n


     



  





  
          


 

 





         (61-5) 

سازی ی بهينه( از مسئله61-5)ی رابطهمقدار دقيق حساسيت  یكنندهبيان nv(x)تابع سرعت

بنابراین سری ؛باشد( می66-5ی )رابطه (x, t )i ژاكوبی، -ی هميلتوندست آمده از حل معادلهبه

 باشد.سازی میی بهينهیک سری نزولی مسئله

ی ( نشان داده شده است؛ معادلات فوق حركت مرز مدل مجموعه6-5در شکل ) طور كههمان

 كند.ح تراز را فقط در جهت نرمال مرز سازه تعریف میوسط
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 ( حركت مرز سازه6-5شکل )

 ( نسبت به زمان خواهيم داشت:5-5سازی )ی بهينهی مشتق تابع هدف مسئلهبرای محاسبه

 

 0

(u, ) ( ) (u)

( ) (u)

( ) (u)

(u)

(u)

D

n

D

n

D p

n

p

n

d
J H F d

dt t

v F d

p F v ds dp

F v ds

F v ds






 

  

 


 




 



  

 









 





                              (65-5) 

 ی سرعت نرمال خواهيم داشت:حال با توجه به روش تندترین شيب برای محاسبه

, (u, ) v vn n n nG v J                                                (62-5) 

)2است. با فرض 4یک فضای مناسب از فضای هيلبرت ی فوقدر رابطه )L    خواهيم

 داشت:

,n n n nG v G v ds


                                                               (67-5) 

                                                           
4 Hilbert space 
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 آید:دست میصورت زیر بهلذا مقدار عددی سرعت نرمال به

2

(u, ) v (u)

, (u, ) v

(u) v ( )

n n

n n n n n

n n

J F v ds

G v ds G v J

F v ds L











  

  

    







                    (68-5) 

nلذا یک مقدار مناسب برای سرعت نرمال بر روی مرز انتخاب nv s G   باشد.می 

 

 حل عددی -5-7

ائل نياز در مسسازی اشاره شده در این فصل به چند پيشبرای دستيابی به الگوریتم بهينه

ت صورشود بهسازی میای كه بهينهی مرز سازهعددی نياز داریم. در الگوریتم نشان داده شده، هندسه

وح ی سطبيان عددی تابع مجموعهی سطوح تراز تعریف شده است. برای سط  تراز صفر تابع مجموعه

های مربعی استفاده ی ساده با سلولجست. معمولاً از شبکه ی عددی بهرهتوان از هر روش سادهتراز می

یاب برای مجموعه نقاط شبکه مانند زیر استفاده توان از هر یک از توابع درونگردد. همچنين میمی

 كرد.

(x, t) (t) N (x)i i

i

                                                             (63-5) 

Nی سطوح تراز ومقادیر گرهی تابع مجموعه i(t)ی فوقدر رابطه (x)i یاب استاندارد تابع درون

تغيير كرده و باعث ایجاد تغيير در توپولوژی كل سازه  سازیباشد. مقادیر گرهی در روند بهينهمی

 گردند.می
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یاب معمولاً از خاصيت آیزوپارامتریک روش تحليل سازه استفاده شده و از همان توابع درون

ده ی سط  تراز نيز استفاكار رفته برای تقریب تابع مجهول و تقریب هندسی، برای تشکيل رویهبه

 شود.می

ها عددی توان از روشپایداری حل می تیمينژاكوبی و -ی هميلتونلهمنظور حل معادبه

 در یک زمان مشخص استفاده كرد. جلوی اولری برای تغييرهمچون روش روبه

 ی هایپربوليک، پارابوليک و اليپتيکدستهتوان به سه دلات دیفرانسيل را میطور كلی معابه

 ژاكوبی از دسته معادلات -ی دیفرانسيل مرتبه اول هميلتونصورت معادله در اینبندی نمود. تقسيم

 جلوی اولری خواهيم داشت:آید. با استفاده از روش عددی رو بهحساب میهایپربوليک به

1

0

0
n n

n n

v
t

v
t




 





   




  



                                                        (96-5) 

ی هر مرحله CFLاستفاده كرد. طبق شرایط  CFLبایست از شرایط برای پایداری حل می

 صورت زیر محدود كرد.توان بهزمانی را می

 
min( , )

max n

x y
t

v

 
                                                                 (94-5) 

 آنالیز حساسیت -5-8

 مقدمه -5-8-1

های ها و خروجیی بين ورودیتوان به این شکل تعریف كرد كه رابطهتحليل حساسيت را می

ات های مسئله را بر اساس تغييرتوان ميزان تغييرات خروجیكند. به این وسيله میمسئله را بررسی می



 ی سطوح ترازمجموعههای پیوسته به روش توپولوژی سازهسازی بهینه                                    پنجمصل ف

______________________________________________________________________ 

  88 
     

نياز های مختلف از نظر كمی و كيفی تعيين كرد. در حقيقت تحليل حساسيت یک پيشدر ورودی

 باشد.میبه روش ریاضی سازی ی بهينهاساسی برای حل مسئله

سازی نياز داریم تا از تابع هدف و توابع قيد برحسب متغيرهای طراحی در مسائل بهينه

دست گيری نمایيم و اصطلاحاً حساسيت تابع هدف و توابع قيد را نسبت به متغيرهای طراحی بهمشتق

 ها بسيار سودمندتر هستنددليل انجام تحليل حساسيت از سایر روشها به گونه روشآوریم. اصولاً این

يم برحسب توانزیرا با تعيين مشتقات حساسيت می ؛كنندتر پاسخ را برای ما تعيين میو بسيار سریع

شدت اثر تغييرات یک متغير بر روی تابع هدف و توابع قيد، متغيری را انتخاب كرده و تغيير دهيم كه 

تر به عخود را سری درنتيجهشدت بيشتری بر روی تابع هدف و توابع قيد داشته باشد و  تغييرات در آن

 نزدیک كنيم. جواب

 -6روش تفاضل محدود  -4طور كلی سه روش برای تعيين مشتقات حساسيت وجود دارد: به

 .تحليلینيمهروش  -9روش تحليلی 

ليز حساسيت استفاده شده است لذا ناكه در این مقاله از روش تحليلی برای آبا توجه به این

 این روش بررسی خواهد شد. تنها

 

 تحلیلی آنالیز حساسیت هایروش -5-8-2

 ود.شها استفاده میی آن برای تعيين حساسيتدر روش تحليلی از تعریف مشتق و محاسبه

 گيریم:صورت زیر در نظر میسازی را بهی بهينهشکل كلی مسئله
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 min max

ˆmin (x) (x, u(x))

. . (x, u(x)) 0 ; 1,2,...

: ; 1,2,...n

j j j

g g

S t g i l

x X x R x x x j n




 

     

                      (96-5) 

ای، مشتق تابع هدف نسبت به متغيرهای گيری زنجيرهی مشتقلازم است با استفاده از قاعده

 طراحی را محاسبه كنيم. لذا خواهيم داشت:

ˆ (x ) (x ,u(x )) (x ,u(x )) u(x )k k k k k k

i i i

j j j

g g g

x x u x

   
  

   
                (99-5) 

و دیگری روش  4روش مستقيم در این بخش دو روش تحليلی متفاوت بررسی خواهد شد. یکی

 .6الحاقی

 

 روش تحلیلی مستقیم. -5-8-2-1

u(x، در روش مستقيم )k

jx




 :آیددست میگيری از معادلات تعادل بها مشتقب 

(x ) u(x ) (x )
u(x ) (x )

k k k
k k

j j j

K F
K

x x x

  
 

  
                                (91-5) 

 بازنویسی كرد:فرم زیر توان این رابطه را بهكه می

u(x ) (x ) (x )
(x ) u(x )

k k k
k k

j j j

F K
K

x x x

  
 

  
                                (95-5) 

                                                           
4 Direct method 

6 Adjoint method 
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 شود.می بار گفتهی فوق، شبهبه عبارت سمت راست معادله

 عنوان هدف در نظر گرفته شود یعنی:ژی كرنشی بهرمثال اگر مينيمم كردن ان طوربه

1
ˆ (x) (x,u(x)) u(x) k(x) u(x)

2

Tg g                                        (92-5) 

 خواهيم داشت:

(x ,u(x )) 1 F(x )
u(x )

2

k k k T
ki

j j

g

x x

 


 
                                     (97-5) 

(x ,u(x ))
(x ) u(x )

u

k k
k kig

K





                                           (98-5) 

1u(x ) (x ) (x )
(x ) u(x )

k k k
k k

j j j

F K
K

x x x


   

      
                       (93-5) 

 دهد:میكه نتيجه 

1

ˆ (x ) (x )
u(x )

(x ) (x )
u(x ) (x ) (x ) u(x )

(x ) (x )
2 u(x ) u(x ) u(x )

k k T
ki

j j

k k
k T k k k

j j

k T k
k T k T k

j j

g F

x x

F K
K K

x x

F K

x x



 
 

 

  
    

 
 

 

                 (16-5) 

 حال اگر فرض شود تغييرات نيرو نسبت به جابجایی ناچيز است خواهيم داشت:

(x ) (x )
u(x ) u(x )

k k
k T ki

j j

g K

x x

 
 

 
                                          (14-5) 
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 روش تحلیلی الحاقی. -5-8-2-2

 دانيم:می

1ˆ (x ) (x ) (x )
(x ) u(x )

k k k
k ki i i

j j j j

g g g F K
K

x x u x x


     

         
          (16-5) 

 را به شکل زیر تعریف كنيم: iاگر تابع

1 1( (x ) ) (x ) ( )k T k Ti i
i

g g
K K

u u
   

 
 

                                    (19-5) 

 پردازیم:می iی زیر برای تعييندر این روش ابتدا به حل معادله

(x ) ( )k Ti
i

g
K

u






                                                               (11-5) 

 آید:دست میی زیر حساسيت بهسپس با جایگذاری در رابطه

ˆ (x ) (x ) (x )
u(x )

k k k
T ki i
i

j j j j

g g F K

x x x x


    
        

                     (15-5) 

 

 ی روش تحلیلی مستقیم با الحاقی.مقایسه -5-8-2-3

بار( و سپس نتایج را  nحل كنيم ) jx( را برای هر99-5ی )روش مستقيم باید ابتدا معادلهدر 

ی مرتبه برای هر متغير طراحی قرار دهيم. در روش الحاقی باید معادله l+4( به تعداد 95-5) یرابطهدر 

مرتبه  nی آن به تعداد مرتبه حل شود و نتيجه l+4ی ( برای تابع هدف و هر تابع قيد به اندازه5-11)

وقتی تعداد قيدها از متغيرهای طراحی كمتر  درنتيجه( قرار داده شود. 15-5) یرابطهبرای هر تابع در 
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واهد خ ترمناسبروش مستقيم  تربيشتعداد قيدها از متغيرهای طراحی كه نیاست، روش الحاقی و زما

 بود.
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 فصل ششم

 

 های عددیمثال
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 مقدمه -6-1

 تر شدن موضود و ارزیابی ميزان اثربخشی تحليل حساسيت در بهينهدر این بخش جهت روشن

سازی ی بهينهمسئله سه دستهی سطوح تراز ها و سرعت حل و نيز كارایی روش مجموعهكردن جواب

باشد. سازه تحت قيد وزن می 4ی اول شامل مينيمم كردن انرژی كرنشیگيرد. مسئلهقرار می مدنظر

بر  سازی بوده كه علاوهی مينيمم كردن انرژی كرنشی فرم نسبتاً فراگير برای مسائل بهينهئلهمس

كند. ولی زیادی اصلاح می تا حدودها را نيز ها و جابجاییكل سازه، تنش 6ماكزیمم كردن سختی

تمركز  واندتشکل( این مسئله نمی-ی التنش ذاتی باشد )مانند سازه تمركزكه مدل طراحی دارای زمانی

از قرار  كاربردی، یبرای حل این مشکل و رسيدن به توپولوژی بهينه بایستمیتنش را رفع كند لذا 

يمم ی دوم شامل ميندادن قيد تنش برای رفع تمركز تنش استفاده كرد. باتوجه به این موضود مسئله

ی )تا حدود وژی بهينهدر ادامه برای رسيدن به توپول باشد.تحت قيود محلی تنش می 9وزنكردن 

 1طور همزمانی سوم شامل مينيمم كردن انرژی كرنشی و وزن بهزیادی( فراگير و كاربردی، مسئله

 باشد. تحت قيود محلی تنش می

سازی اقتباس شده است؛ آناليز های متعددی كه از منابع بهينهدر این بخش ضمن حل مثال

ی سطوح تراز ی سرعت نرمال روش مجموعهمنظور محاسبهبهسازی حساسيت هر یک از مسائل بهينه

 طور كامل تشری  شده است.به

 

                                                           
4 Strain energy minimization 

6 Stiffness maximization 

9 Weight minimization 

1 Multi objective function 
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 ی مینیمم کردن انرژی کرنشی تحت قید وزنمسئله -6-1-1

max

1
(u, ) kuH( )d

2

. .:

( ) H( )d V . ; ( : )

Re

T

D

Tot

D

Min J u

S t Equilibrium

V V Volume Fraction

Design strictions

 

   


 




    







     (4-2) 

 خواهد بود: صورتبدینی فوق فرم لاگرانژین مسئله

max(u, ) (u, ) ( ( ) V ) (u,w) (w)vJ V a                           (6-2) 

 باشد.می 4لاگرانژی قيد تعادلضریب  wدر روابط فوق 

نامه توان سرعت نرمال را یافت در این پایانمی یبا هر یک از روابط تحليلی مستقيم یا الحاق

 از روش مستقيم استفاده شده است. لذا فرم مشتق كلی تابع لاگرانژین برابر خواهد بود با:

max(u, ) (u, ) ( ( ) V ) (u,w) (w)vJ V a                             (9-2) 

شوند )توجه شود طور جداگانه بررسی میهای فوق بهدر ادامه مشتق مستقيم هر یک از ترم

 شوند(:كه نيروهای حجمی در این مقاله در نظر گرفته نمی

                                                           
4 Equilibrium constraints 
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1
(u, ) ku kuv

2

( ) v

(u, w) ku ku kuv

(w) v ( ( ) n ) v

T T

n

n

T T T

n

T

n n

N N

J u d u ds

V ds

a w d w d w ds

fw d fw ds tw ds tw tw ds







 



  

   

  

 

    

       

 



  

   

 (1-2) 

 دانيم كه:از فصل قبل می

1( )
u k

u K u
 

 
   

 
                                                            (5-2) 

0f( و در نظر گرفتن 1-2) روابطی فوق در لذا با جایگذاری رابطه  0و اینکهn Nv on  

 های شامل سرعت نرمال خواهيم داشت:و جمع كردن تمام ترم

1
kuv v kuv 0

2

T T

n v n nu ds ds w ds
  

                               (2-2) 

 دهيم:را برابر صفر قرار می uهای شاملتمام ترم ، مجمودwی همچنين برای محاسبه

1 1

1 1

ku ku 0

ku ku 0

k( ( )) k( ( )) 0

k( ( )) k( ( )) 0

0

;

T T

T T

T T

T T

T T

T T

n

u d w d

u d w d

k k
u k u d w k u d

k k
u k u d w k u d

k k
u ud w ud

k k k
w ud u ud d kv ds

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

   

     

    

 
     

 

 
     

 

 
    

 

  
     

  

 

 

 

 

 

  

int .W U Self adjo 



                (7-2) 
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 ( خواهيم داشت:2-2) یرابطه( در 7-2ی )دست آمده از رابطهبا جایگذاری مقدار به

1
kuv v kuv

2

1
kuv v

2

T T

n v n n

T

n v n

u ds ds u ds

u ds ds





  

 

  

 

  

 
                              (8-2) 

فرم زیر ه شد، سرعت نرمال بهشاركه در فصل قبل ا 4حال با استفاده از روش تندترین شيب

 شود:محاسبه می

1
Gv kuv v

2

1
G ku v

2

1
v ku 0

2

T

n n v n

T

v n

T

n v

ds u ds ds

u G

u on OR





 

  

   

      

   

  

                              (3-2) 

 ی ضریب لاگرانژ قيد حجم خواهيم داشت:برای محاسبه

1
u ( ) 0

2

1
u ( ) ( )

2

1
u ( )

2

( )

T

v

T

v

T

V

k
u d H d

u k d d

u k d

d

 


      

  


  

 

 

 




    



    

 


 

 

 





                            (46-2) 

 

 

 

                                                           
4 Steepest descent 
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 محدودهای حل شده با روش تحلیل اجزایلمثا -6-1-2

بایست نتایج با یکی از منابع موجود بررسی شود به همين دليل یکی از مسائل مهمی ابتدا می

دست آمده مقایسه شده است كه توپولوژی و ی بهكه در اكثر منابع موجود است انتخاب و با نتيجه

 باشد.( قابل مشاهده می4-2( و جدول )4-2) شکلترتيب در مقادیر همگرایی به

 

 دست آمده با نتایج منابعی بهی نتيجهقایسه( م4-2) شکل

 .(Fمقاله )دست آمده در این ی بهو نتيجه (A-E)دست آمده در مقالات مختلف هنتایج ب (4-2) جدول

 محقق                     Compliance                قيد حجم

6415 2548 Allaire et 
16 86), 6661al. ( 

A 

6415 2142 Van Dijk et 
16 86), 6663al. ( 

B 

6415 2548 Wang and 
 86), 6662Wang (

16 

C 

6415 2842 Challis 
16 86), 6646( 

D 

6415 7443 Takezawa 
 426), 6646et al. (

86 

E 

6415 2141=96466 ی مقاله
 65 56     موجود،

F 
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 تیرهای کوتاه: -الف

در نظر گرفته شده و كل دامنه با  6ها این بخش نسبت طول به ارتفاد برابر با در تمامی مثال

ی تنش مسط  مدل شده است. فواصل های محدود چهار گرهصورت المانبهی گرهی نقطه 4962

 649و  4بوده و  مدول الاستيسيته و ضریب پواسون به ترتيب برابر با  644ها در هر دو جهت برابر با گره

 در نظر گرفته شده است.

 

 

 باشد.شکل زیر می صورتبهها همچنين ورودی اوليه برای این گروه از مثال

 

 

 ( ورودی اوليه در تيرهای كوتاه6-2) شکل
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 تیر طره -1

( توپولوژی 5و  1گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار: 1مثال 

 بهينه و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

 ( شرایط بارگذاری9-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه1-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی5-2) شکل
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در شکل زیر شرایط  .كنيممیحل  دوبارهمثال فوق را با تغيير در محل اعمال بار  : 2مثال 

( توپولوژی بهينه و نمودار روند همگرایی این مثال 8و  7گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهبار

 نشان داده شده است.

 

 بارگذاریگاهی و ( شرایط تکيه2-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه7-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی8-2) شکل
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 تیر میشل -2

( توپولوژی بهينه 44و  46گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار

 و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه3-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه46-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی44-2) شکل
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 تیر ساده -3

( توپولوژی بهينه 41و  49گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار

 و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه46-2) شکل

 

 توپولوژی بهينه( 49-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی41-2) شکل
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 تیرهای بلند: -ب

در نظر گرفته شده و كل دامنه با  1ها این بخش نسبت طول به ارتفاد برابر با در تمامی مثال

ها ی تنش مسط  مدل شده است. فواصل گرههای محدود چهار گرهصورت المانی گرهی بهنقطه 6262

در  649و  4بوده و  مدول الاستيسيته و ضریب پواسون به ترتيب برابر با  644با در هر دو جهت برابر 

 نظر گرفته شده است.

 

 باشد.شکل زیر می صورتبهها همچنين ورودی اوليه برای این گروه از مثال

 

 

 ( ورودی اوليه در تيرهای كوتاه45-2) شکل
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 تیر طره -1

( توپولوژی 48و  47گاهی این مسئله و در اشکال )تکيهگذاری و در شکل زیر شرایط بار: 1مثال 

 بهينه و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه42-2) شکل

 

 ی( توپولوژی بهينه47-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی48-2) شکل
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در شکل زیر شرایط : .كنيممیحل  دوبارهمثال فوق را با تغيير در محل اعمال بار  : 2مثال 

( توپولوژی بهينه و نمودار روند همگرایی این 64و  66گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهبار

 مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه43-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه66-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی64-2) شکل
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 تیر میشل -2

( توپولوژی بهينه 61و  69گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار

 و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه66-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه69-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی61-2) شکل
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 تیر ساده -3

( توپولوژی بهينه 67و  62گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار

 و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه65-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه62-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی67-2) شکل
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 دوسرگیردارتیر  -4

( توپولوژی بهينه 96و  63گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهشکل زیر شرایط باردر 

 و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه68-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه63-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی96-2) شکل
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 اقناع قید حجمروش پیشنهادی  -6-1-3

 دار آشنایی داشت.ی علامتبایست با خواص تابع فاصلهش میرو این ازبرای استفاده 

ی ترین خصوصيات تابع فاصلهشود یکی از عمدهمی( مشاهده 94-2كه در شکل ) طورهمان

 كند.های حدوداً برابر واحد ایجاد میدار این است كه نواحی با شيبعلامت

 

 داری علامتتابع فاصله( 94-2) شکل

برای اقناد قيد حجم در نظر  تکرارشوندهی توان یک رابطهتوجه به شکل زیر میحالت بادر این

 گرفت.

 

 بندی سطوح تراز و احجام( تقسيم96-2) شکل
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با توجه به شکل فوق و در نظر داشتن این نکته كه همواره حجم مصال  موجود بر روی سط  

ی قرار داشته باشد كل رویه 4ی ، مشخص است كه اگر حجم موجود در ناحيهتراز صفر قرار دارد

بایست به سمت بالا انتقال یابد تا به حجم افزوده شده و به سمت همگرایی ح تراز میوی سطمجموعه

قرار داشته باشد برای نزدیک شدن به همگرایی  6ی پيش رویم و بالعکس اگر حجم موجود در ناحيه

بایست به سمت ح تراز میوی سطی مجموعهحجم موجود مصال  كم شده لذا كل رویه بایست ازمی

 پایين كشيده شود.

 به قيد حجم مورد نظر رسيد. تکرارشوندهی عددی توان با یک رابطهمنظور میبرای این

 زیر، خواهيم داشت: صورتبهموسوم به پارامتر تغيير سط   با تعریف پارامتر
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منظور جلوگيری از نوسانات شدید حجم در نواحی نزدیک به همگرایی، از تابع   در این مرحله به

( ) ln(1 )f     ژاكوبی مورد نظر با اعمال -ی هميلتونكنيم. در این صورت حل معادلهاستفاده می

 یابد:صورت زیر تعميم میپارامتر تغيير سط  به
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                                                  (46-2) 

 شد.در ادامه تمام مسائل فوق با این روش دوباره حل خواهند 
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 تیرهای کوتاه: -الف

 تیر طره -1

( توپولوژی 95و  91گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار: 1مثال 

 بهينه و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه99-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه91-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی95-2) شکل
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در شکل زیر شرایط  .كنيممیحل  دوبارهمثال فوق را با تغيير در محل اعمال بار  : 2مثال 

( توپولوژی بهينه و نمودار روند همگرایی این 98و  97گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهبار

 مثال نشان داده شده است.

 

 و بارگذاریگاهی ( شرایط تکيه92-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه97-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی98-2) شکل
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 تیر میشل -2

( توپولوژی بهينه 14و  16گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار

 و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه93-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه16-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی14-2) شکل
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 تیر ساده -3

( توپولوژی بهينه 11و  19گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار

 و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه16-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه19-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی11-2) شکل
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 تیرهای بلند: -ب

 تیر طره -1

( توپولوژی 17و  12گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار: 1مثال 

 بهينه و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

 بارگذاریگاهی و ( شرایط تکيه15-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه12-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی17-2) شکل



 های عددیمثال                                                                                                                       ششمفصل 
______________________________________________________________________ 

117 
 

در شکل زیر شرایط  .كنيممیحل  دوبارهمثال فوق را با تغيير در محل اعمال بار  : 2مثال 

( توپولوژی بهينه و نمودار روند همگرایی این 56و  13گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهبار

 داده شده است. مثال نشان

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه18-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه13-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی56-2) شکل
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 تیر میشل -2

( توپولوژی بهينه 59و  56گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار

 است. و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه54-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه56-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی59-2) شکل
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 تیر ساده -3

( توپولوژی بهينه 52و  55گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار

 و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه51-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه55-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی52-2) شکل
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 دوسرگیردارتیر  -4

( توپولوژی بهينه 53و  58گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار

 و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه57-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه58-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی53-2) شکل
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 های حل شده با روش تحلیل آیزوژئومتریکمثال -6-1-4

 تیرهای کوتاه: -الف

در نظر گرفته شده و كل دامنه با  6ها این بخش نسبت طول به ارتفاد برابر با در تمامی مثال

ی دو در هر دو جهت مدل شده و  مدول ی نربز با مرتبهی كنترلی كه توسط دو وصلهنقطه 4962

 در نظر گرفته شده است. 649و  4الاستيسيته و ضریب پواسون به ترتيب برابر با 

 دست آمده استصورت زیر بههای گرهی بهر بردارمقادی هر دو وصلههمچنين برای 

 0,0,0,0.04167,0.08334,...,0.9167,0.9584,1,1,1    

 باشد.شکل زیر می صورتبهها نين ورودی اوليه برای این گروه از مثالهمچ

 

 

 

 ( ورودی اوليه در تيرهای كوتاه26-2) شکل
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 تیر طره -1

( توپولوژی 29و  26گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار: 1مثال 

 است. بهينه و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه24-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه26-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی29-2) شکل
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در شکل زیر شرایط  .كنيممیحل  دوبارهمثال فوق را با تغيير در محل اعمال بار  : 2مثال 

بهينه و نمودار روند همگرایی این ( توپولوژی 22و  25گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهبار

 مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه21-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه25-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی22-2) شکل
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 تیر میشل -2

( توپولوژی بهينه 23و  28گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار

 نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.و 

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه27-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه28-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی23-2) شکل
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 تیر ساده -3

( توپولوژی بهينه 76و  74گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار

 روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.و نمودار 

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه76-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه74-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی76-2) شکل
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 تیرهای بلند: -ب

در نظر گرفته شده و كل دامنه با  1ها این بخش نسبت طول به ارتفاد برابر با در تمامی مثال

ی دو در هر دو جهت مدل شده و  مدول ی نربز با مرتبهكنترلی كه توسط چهار وصله ینقطه 6262

 در نظر گرفته شده است. 649و  4الاستيسيته و ضریب پواسون به ترتيب برابر با 

 دست آمده استصورت زیر بهگرهی بههای مقادیر بردار هر چهار وصلههمچنين برای 

 0,0,0,0.04167,0.08334,...,0.9167,0.9584,1,1,1    

 باشد.شکل زیر می صورتبهها ن ورودی اوليه برای این گروه از مثالهمچني

 

 

 

 ( ورودی اوليه در تيرهای بلند79-2) شکل
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 تیر طره -1

( توپولوژی 72و  75گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار: 1مثال 

 است.بهينه و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده 

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه71-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه75-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی72-2) شکل
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در شکل زیر شرایط  .كنيممیحل  دوبارهمثال فوق را با تغيير در محل اعمال بار  : 2مثال 

بهينه و نمودار روند همگرایی این ( توپولوژی 73و  78گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهبار

 مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه77-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه78-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی73-2) شکل
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 تیر میشل -2

( توپولوژی بهينه 86و  84گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار

 نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.و 

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه86-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه84-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی86-2) شکل
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 تیر ساده -3

( توپولوژی بهينه 85و  81گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار

 روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.و نمودار 

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه89-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه81-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی85-2) شکل
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 دوسرگیردارتیر  -4

( توپولوژی بهينه 88و  87گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار

 همگرایی این مثال نشان داده شده است. و نمودار روند

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه82-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه87-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی88-2) شکل
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 روش پیشنهادی اقناع قید حجم -6-1-5

روش پيشنهاد شده در قسمت قبل برای روش تحليل آیزوژئومتریک نيز قابل استفاده خواهد 

 .سائل فوق با این روش حل خواهد شدلذا در ادامه تمام م بود

 :کوتاهتیرهای  -الف

 تیر طره -1

( توپولوژی 34و  36گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار: 1مثال 

 بهينه و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

 بارگذاریگاهی و ( شرایط تکيه83-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی34-2) شکل                           پولوژی بهينه( تو36-2) شکل
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در شکل زیر شرایط  .كنيممیحل  دوبارهمثال فوق را با تغيير در محل اعمال بار  : 2مثال 

روند همگرایی این ( توپولوژی بهينه و نمودار 31و  39گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهبار

 مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه36-2) شکل

 

 شکل ( توپولوژی بهينه39-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی2-31)  
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 تیر میشل -2

( توپولوژی بهينه 37و  32گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار

 همگرایی این مثال نشان داده شده است.و نمودار روند 

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه35-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه32-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی37-2) شکل



 های عددیمثال                                                                                                                       ششمفصل 
______________________________________________________________________ 

135 
 

 تیر ساده -3

( توپولوژی بهينه 466و  33گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار

 این مثال نشان داده شده است.و نمودار روند همگرایی 

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه38-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه33-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی466-2) شکل
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 تیرهای بلند: -ب

 تیر طره -1

( 469و  466گاهی این مسئله و در اشکال )گذاری و تکيهدر شکل زیر شرایط بار: 1مثال 

 نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.توپولوژی بهينه و 

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه644-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه466-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی469-2) شکل
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در شکل زیر شرایط  .كنيممیحل  دوبارهمثال فوق را با تغيير در محل اعمال بار  : 2مثال 

( توپولوژی بهينه و نمودار روند همگرایی 462و  465گاهی این مسئله و در اشکال )تکيهگذاری و بار

 این مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه461-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه465-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی462-2) شکل
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 تیر میشل -2

( توپولوژی 463و  468گاهی این مسئله و در اشکال )تکيهگذاری و در شکل زیر شرایط بار

 بهينه و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه467-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه468-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی463-2) شکل



 های عددیمثال                                                                                                                       ششمفصل 
______________________________________________________________________ 

139 
 

 تیر ساده -3

( توپولوژی 446و  444گاهی این مسئله و در اشکال )تکيهگذاری و در شکل زیر شرایط بار

 بهينه و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه446-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه444-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی446-2) شکل
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 دوسرگیردارتیر  -4

( توپولوژی 445و  441گاهی این مسئله و در اشکال )تکيه گذاری ودر شکل زیر شرایط بار

 بهينه و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است.

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه449-2) شکل

 

 ( توپولوژی بهينه441-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی445-2) شکل
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 چندهدفهی مسئله -6-1-6

1
(u, ) kuH( )d

2

( ) H( )d

max

. .:

(u) (u) 0 ;

Re

T

D

D

J u

V

vm

Min

S t Equilibrium

g

Design strictions

 

 

 

 

 

   
 




  



                                                          (49-2) 

 زیر است: صورتبه 4زسمينوی تنش فرابطه

2 2 23vm xx yy xx yy xy                                               (41-2) 

 

 2ی تکین شدنپدیده -6-1-6-1

عضوی ی خرپای سهاهده شد. در یک مسئله[ مش14] دری تکين شدن برای اولين بار پدیده

 عنوان قيودهای موضعی بهشود و تنشتابع هدف كمينه می عنوانبهنشان داده شد كه زمانی كه وزن 

ز آید. برای این منظور ادست نمیسازی بهی بهينهاند، جواب صحي  مسئلهمسئله در نظر گرفته شده

[ و دیگری 16] εاستفاده شده است. دو روش عمده برای رهاسازی یکی رهاسازی  9تکنيک رهاسازی

 [ است.19] p-qرهاسازی 

 

                                                           
4 Von Mises 

6 Stress singularity 

9 Stress Relaxation techniques 
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 :𝛆رهاسازی الف( 

 كرد: تغيير خواهند ترتيبین سازی بدی بهينهمسئله در این تکنيک قيود

max(u) (u) ( ) 0vmg                                                       )45-2(  

ای كه برای و رابطه رودمیكار جلوگيری از تکين شدن قيود موضعی به منظوربه كه در آن 

 صورت زیر خواهد بود.آن وجود دارد به

1
( ) ( ); 0 1 ;

( )d
e

e

e

e e

H

d


   




 




 










                                   )42-2( 

 كه مشخص است: طورهمان

0
lim (u) 0 ; 0 1g





                                                  )47-2(  

 :p-qب( رهاسازی 

 :نمود تغيير خواهند ترتيبین قيود بددر این تکنيک 

 max(u) (u,) 0 ;p q

vmg p q                                    )48-2( 

 طور كه مشخص است:همان

 
max

0
lim (u) 0 ;g p q





                                                 )43-2(  
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 4المان به یک المان ضعيفطور كلی با كاهش شدید چگالی مصال  بر روی یک المان، این به

ن افزایش چشمگيری پيدا های هر نقطه از این المان، تنش در آتبدیل شده لذا با افزایش تغييرمکان

 ش تنش ناخواسته گرفته خواهد شد.های رهاسازی جلوی این افزایتکنيکكند كه با می

ین منظور در نظر گرفته ای كه برای ااستفاده شده و رابطه εنامه از تکنيک رهاسازی در پایان

 فرم زیر خواهد بود:شده است به

ln
( ) ( ); 0 1


   


                                                        )66-2( 

 زیر است: صورتبهی فوق فرم لاگرانژین مسئله

1

(u, ) (u, ) ( ) (u, ( )) (u, w) (w)
ns

i i

i

J V g a     


              (64-2) 

( بوده فقط قيود تنش محلی به 9-2ی )ی فوق تقریباً مشابه با رابطهشود كه رابطهملاحظه می

باشد لذا در این قسمت فقط به آناليز حساسيت مشابه می هاآنآن اضافه شده است پس آناليز حساسيت 

 پردازیم.قيود تنشی با استفاده از روش تحليلی مستقيم می

 دانيم كه:از فصل قبل می

1( )
u k

u K u
 

 
   

 
                                                           (66-2) 

 لذا خواهيم داشت:

                                                           
4 Weak element 
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max

1
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           (69-2) 

دست هصورت زیر بشيب، سرعت نرمال مربوط به قيود تنشی به تندترینلذا با استفاده از روش 

 خواهد آمد:

 

1( K (k )) ( ) ; 0

(2 ), (2 ), (6 )
2

vm
ns

i

vm
xx yy yy xx xy

vm

v u on OR
u

BD

u


    


    



 
       

 


  



           (61-2) 

 آید:دست میصورت زیر بهی سرعت نرمال برای كل مسئله بهلذا رابطه

1
ku 1

2

T

n n sv u v                                                                 (65-2) 

 

 های حل شدهمثال -6-1-6-1

دست آمده است ابتدا هی بهينه بسازی حل شده و سازهبهينهی در این قسمت سه مسئله

ید؛ دست آی كمينه كردن وزن تحت قيود موضعی تنش حل شده تا تخمينی از وزن كمينه بهمسئله

 كه در این قسمت قيد وزن برابر با ی كمينه كردن انرژی كرنشی تحت قيد وزن حل شدهسپس مسئله

 چندهدفهی نه كردن وزن قرار داده شده است و در انتها نيز مسئلهی كميدست آمده از مسئلهوزن به

قيود  عنوانبهموضعی  هایحل خواهد شد كه در آن انرژی كرنشی و وزن همزمان كمينه شده و تنش

 .دنشومیمسئله در نظر گرفته 
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ه هایی استفادبایست از مثالاعمال قيود تنشی به مسائل مينيمم كردن انرژی، می منظوربه

ی دانيم مسئلهجایی كه میزیرا از آن باشدمیی طرح دارای تمركز تنش ذاتی شود كه در آن دامنه

ها را هم اصلاح كند ولی در تواند تنشجایی كه ممکن است میمينيمم كردن انرژی كرنشی تا آن

های باشد. یکی از مثالتنش نمی تمركزی دارای های دارای تمركز تنش ذاتی قادر به اصلاح ناحيهمثال

 باشد.شکل می-ی الفراگير در این زمينه، مثال سازه

 

 شکل با بارگذاری در وسط ارتفاع-تیر ال: 1مثال 

ی نقطه 4465و كل دامنه با  بر سازه وارد شده Pهای این بخش بار واحد در تمامی مثال

ی دو در هر دو جهت مدل شده؛ مدول الاستيسيته و ضریب ی نربز با مرتبهكنترلی كه توسط دو وصله

 در نظر گرفته شده است. 649و  4پواسون به ترتيب برابر با 

 صورت زیر بودههای گرهی بهی اول مقادیر بردارهمچنين برای وصله

 

 

0,0,0,0.0667,0.133,...,0.867,0.933,1,1,1

0,0,0,0.0256,0.0513,...,0.949,0.974,1,1,1








 

 صورت زیر خواهد بود.های گرهی بهی دوم مقادیر بردارو نيز برای وصله

 

 

0,0,0,0.0435,0.087,...,0.913,0.957,1,1,1

0,0,0,0.0667,0.133,...,0.867,0.933,1,1,1








 

 باشد.شکل زیر می صورتبهها همچنين ورودی اوليه برای این گروه از مثال
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 شکل-( ورودی اوليه در تيرهای ال442-2) شکل

مسئله و نيز توپولوژی بهينه و نمودار روند گاهی این گذاری و تکيهل زیر شرایط بارادر اشک

ی تنشی نقطه 65366همگرایی این مثال نشان داده شده است. برای اعمال قيود تنشی به این سازه از  

شود. نتایج مربوط به این مسئله در اشکال محدود می 36اكثر تنش به اده است و حددر كل سازه استف

 زیر موجود است.

 

 گاهی و بارگذاریتکيه ( شرایط447-2) شکل
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  کمینه کردن وزن 

 

 ( توپولوژی بهينه )سمت چپ( و كانتورهای تنش )سمت راست(448-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی443-2) شکل

 در جدول زیر مشخصات مربوط به این توپولوژی ذكر شده است.

 دست آمده از طرح بهينه.به نتایج از ای( خلاصه6-2) جدول

 انرژی كرنشی قيد تنش حداكثر تنش وزندرصد 

45431 36412 36 961471 
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  کمینه کردن انرژی کرنشی 

 

 )سمت چپ( و كانتورهای تنش )سمت راست( ( توپولوژی بهينه466-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی464-2) شکل

 در جدول زیر مشخصات مربوط به این توپولوژی ذكر شده است.

 دست آمده از طرح بهينه.به نتایج از ایخلاصه( 9-2) جدول

 انرژی كرنشی قيد تنش حداكثر تنش درصد وزن

47 48346 - 692425 
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  کمینه کردن انرژی کرنشی و وزن 

 

 )سمت چپ( و كانتورهای تنش )سمت راست( ( توپولوژی بهينه466-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی469-2) شکل

 مربوط به این توپولوژی ذكر شده است.در جدول زیر مشخصات 

 دست آمده از طرح بهينه.به نتایج از ای( خلاصه1-2) جدول

 انرژی كرنشی قيد تنش حداكثر تنش درصد وزن

4249 36419 36 676424 

 



 های عددیمثال                                                                                                                       ششمفصل 
______________________________________________________________________ 

  151 
     

 شکل با بارگذاری در انتهای فوقانی ارتفاع-تیر ال: 2مثال 

شود. شرایط محل اعمال بار دوباره حل میبا تغيير در فقط عنوان مثال دوم همين مسئله به

 سازی در اشکال زیر نشان داده شده است.نيز نتایج بهينه گاهی، ورودی اوليه وبارگذاری و تکيه

 

 گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه461-2) شکل

 

 شکل-( ورودی اوليه در تيرهای ال465-2) شکل
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  کمینه کردن وزن 

 

 )سمت چپ( و كانتورهای تنش )سمت راست( بهينه( توپولوژی 465-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی462-2) شکل

 در جدول زیر مشخصات مربوط به این توپولوژی ذكر شده است.

 دست آمده از طرح بهينه.به نتایج از ای( خلاصه5-2) جدول

 انرژی كرنشی قيد تنش حداكثر تنش درصد وزن

42469 3448 36 962472 
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  کردن انرژی کرنشی کمینه 

 

 ( توپولوژی بهينه )سمت چپ( و كانتورهای تنش )سمت راست(467-2) شکل

 
 ( نمودار روند همگرایی468-2) شکل

 در جدول زیر مشخصات مربوط به این توپولوژی ذكر شده است.

 دست آمده از طرح بهينه.به نتایج از ای( خلاصه2-2) جدول

 انرژی كرنشی قيد تنش حداكثر تنش درصد وزن

47 482485 - 617469 
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  کمینه کردن انرژی کرنشی و وزن 

 

 )سمت چپ( و كانتورهای تنش )سمت راست( ( توپولوژی بهينه463-2) شکل

 

 ( نمودار روند همگرایی496-2) شکل

 در جدول زیر مشخصات مربوط به این توپولوژی ذكر شده است.

 آمده از طرح بهينه.دست به نتایج از ای( خلاصه7-2) جدول

 انرژی كرنشی قيد تنش حداكثر تنش درصد وزن

42481 36439 36 628463 
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 : تیر طره3مثال 

تنش ذاتی نيست و فقط  تمركزی آن دارای هایی است كه در هندسهتير طره از جمله مثال

 .افتدمیها اتفاق گاهی تکيهعموماً تمركز تنش در ناحيه

ی نقطه 4962و كل دامنه با  بر سازه وارد شده Pهای این بخش بار واحد در تمامی مثال

ی دو در هر دو جهت مدل شده؛ مدول الاستيسيته و ضریب ی نربز با مرتبهكنترلی كه توسط دو وصله

 در نظر گرفته شده است. 649و  4پواسون به ترتيب برابر با 

 صورت زیر است.ها بهركدام از وصلهدست آمده برای ههبردارهای گرهی ب

 0,0,0,0.04167,0.08334,...,0.9167,0.9584,1,1,1    

ین ا ورودی اوليه برای شرود روند همگراییو نيز  گاهیگذاری و تکيهل زیر شرایط باراشکادر 

توپولوژی بهينه و نمودار روند همگرایی این مثال نشان داده شده است. برای اعمال  همچنينمسئله و 

 46اكثر تنش به نشی در كل سازه استفاده است و حدی تنقطه 94566قيود تنشی به این سازه از  

 شود. نتایج مربوط به این مسئله در اشکال زیر موجود است.محدود می

 

 
              گاهی و بارگذاری( شرایط تکيه499-2) شکل             اوليه در تيرهای طره( ورودی 496-2) شکل     
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  کمینه کردن وزن 

 

 

 

 پایين() همگرایی)بالا( كانتورهای تنش )وسط( و نمودار روند  ( توپولوژی بهينه499-2) شکل

 در جدول زیر مشخصات مربوط به این توپولوژی ذكر شده است.

 دست آمده از طرح بهينه.به نتایج از ایخلاصه (8-2) جدول

 انرژی كرنشی قيد تنش حداكثر تنش درصد وزن

62495 46418 46 35435 
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  کمینه کردن انرژی کرنشی 

 

 

 
 پایين() همگرایی)بالا( كانتورهای تنش )وسط( و نمودار روند  ( توپولوژی بهينه491-2) شکل

 توپولوژی ذكر شده است.در جدول زیر مشخصات مربوط به این 

 دست آمده از طرح بهينه.به نتایج از ای( خلاصه3-2) جدول

 انرژی كرنشی قيد تنش حداكثر تنش درصد وزن

65 64474 - 23466 
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  کمینه کردن انرژی کرنشی و وزن 

 

 

 

 پایين() همگرایی)بالا( كانتورهای تنش )وسط( و نمودار روند  ( توپولوژی بهينه495-2) شکل

 در جدول زیر مشخصات مربوط به این توپولوژی ذكر شده است.

 دست آمده از طرح بهينه.به نتایج از ای( خلاصه46-2) جدول

 انرژی كرنشی قيد تنش حداكثر تنش درصد وزن

6544 46496 46 88451 



 

  158 
     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

159 
 

 

 

 

 ل هفتمفص

 

 نتایج و پیشنهادات

 

 

 

 

 

 



 نتایج و پیشنهادات                                                                                                                   هفتمفصل 
______________________________________________________________________ 

  161 
     

 مقدمه -7-1

ها و همچنين روش سازی توپولوژی سازهی سطوح تراز در بهينهدر فصول قبل روش مجموعه

های عددی برای بررسی كارایی این طور مفصل بررسی شدند و همچنين مثالتحليل آیزوژئومتریک به

كر ه ذصورت خلاصها مورد مطالعه قرار گرفتند در این فصل نتایج كلی حاصل از این مطالعات بهروش

 های آتی ارائه خواهد شد.جهت فعاليت هاییپيشنهادگردد. همچنين در پایان می

 

 نتایج -7-2

نامه مورد طور مفصل در این پایانعنوان روشی قدرتمند بهی سطوح تراز بهروش مجموعه

ن امکا ها اینسازی توپولوژی سازهتراز در بهينه حی سطوبررسی قرار گرفت. استفاده از مدل مجموعه

ی سازه را در اختيار داشته باشيم. از دیگر مزایای به هندسه كند كه همواره اطلاعات مربوطیرا فراهم م

ی به تکرار در ایجاد شبکه باشد و نيازقابل تغيير می راحتیبهاین روش این است توپولوژی سازه 

توانند به می سادگیبهباشد. مرزها دست آوردن پارامترهای هندسی سازه نمیمحدود و یا بهاجزای

هایی از جدا شدن مرزها توليد ا برعکس، سوراخیو  همدیگر متصل شده و مرز واحدی را تشکيل دهند

ار نرم و سيسازی نيز با توجه به مستقل بودن سازه نسبت به المان، مرزهای سازه بشوند. در روند بهينه

 باشد.محور میالمان هایروشهموارتر از 

 دسازی پس از اتمام فراینی بهينهی سطوح تراز در مسئلهكارگيری تابع مجموعههمچنين با به

شود. می ، مرزها نياز به پردازش بيشتر ندارند و در واقع شکل سازه نيز تا حدود زیادی بهينهسازیبهينه

ی خاكستری در اطراف مرز ور ناحيهمحور، عدم حضالمان هایروشبت به نس از دیگر مزایای این روش

 باشد.می
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 ؛دباشای بهينه كه در عمل نيز قابل استفاده میاستفاده از قيود تنش منجر به ایجاد سازه

 خواهد شد.

كند تا همچنين تركيب این روش با روش تحليل آیزوژئومتریک این كمک را به طراح می

محدود، اشکال منحنی و پيچيده را مدل ار كمتری نقطه نسبت به روش اجزایبا تعداد بسيراحتی به

 .را انجام دهداشکال پيچيده این سازی كرده و بهينه

 مشابهی یپایه مبانی از توانمی نيز آیزوژئومتریک روش در دیگر عددی هایروش مشابه

 .كرد استفاده آیزوپارامتریک مفهوم همچون

 توان بامی مجهول توابع تقریب و هندسه سازیمدل در نربزها بالای پذیریانعطاف به توجه با

 این كه دست آوردبه مجهول توابع تقریب و هندسه سازیمدل در بالایی دقتكم  كنترلی نقاط تعداد

 سرعت و محاسبات از حجم كمتری با شودمی سبب و دهدمی كاهش بسيار را معادلات حجم مسئله

 .برسيم در حل مشابهی دقتبه ،دیگر عددی هایروش به نسبت بيشتر

 روش این در  kجدید اصلاح همچنين و  pو  hاصلاح همچون 4شبکه اصلاح هایاستراتژی

 .كرد استفاده هااستراتژی این از توانمی محدوداجزای روش همچون و دارند كاربرد

 فيزیک و هندسه بر لزوماً( مسئله مجهولات ( حل، سطوح كنترلی نقاط آیزوژئومتریک روش در

 نقاط .است مطرح روش این در فيزیکی و كنترلی یشبکه مفهوم دو بنابراین و نيستند منطبق حل

 چهارضلعی اعضای شامل دوبعدی مسائل در ،شبکه این كه كنندمی ایجاد را كنترلی یشبکه كنترلی،

 .شوندمی یابیدرون شبکه این توسط كنترلی نقاط .است وجهیشش اعضای شامل بعدیسه مسائل در و

 .شودمی پيچيده هایهندسه كردن در مدل نربزها پذیریانعطاف سبب فرآیند این

                                                           
4 Mesh refinement 
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با  توانمی لذا شود،می انجام بالا بسيار دقت با مسئلهی هندسه تعریف نربزها از استفاده با

 نربزها به كمک اینکه ضمن .كرد مدل بالا دقت با مناسبی صورتبه را مرزها شکل مزیت این از استفاده

 بعدیسه حالت در گونو بيضی كره و دوبعدی حالت در بيضی و دایره همچون اشکالی سازیمدل امکان

 .دارد وجود بالایی دقت با

ایجاد  هاآن یکنواختی در خللی سازیبهينه حين در مرزی سطوح تغييرات روش این در

 همچنان حفظ لازم همواری شودمی ایجاد مرز در كه تغييراتی با سازیبهينه حين در و كندنمی

 .شودمی

 محدوداجزای روش از كه متداول هایروش به نسبت روش این هایمزیت ترینمهم از یکی

 ینا .است سازیمراحل بهينه حين در محدوداجزای یشبکه ساخت یمرحله حذف؛ كنندمی استفاده

 .شودمی بعدیسه در مسائل ویژهبه محاسبات حجم یملاحظهقابل كاهش سبب كار

 مدل هندسی كه توابعیعنوان شود بهمی انجام هاآن توسط مسائل تحليل كه توابعی از استفاده

 سایر در بزرگ كه مشکلی طراحی مدل و تحليل مدل دوگانگی مشکل شودمی باعث كنند،می ایجاد را

. داده شوند پيوند هم به و طراحی تحليل مدل وسيله این به و شود حل است عددی هایروش

 .ندارد وجود برعکس و تحليل مدل به مدل طراحی تبدیل جهت اضافی كار به نيازی دیگر ترتيباینبه

و كمينه كردن انرژی كرنشی سازه كمينه كردن وزن از نظر اقتصادی  سازی معمولاًدر بهينه

شمار سازی بهترین مسائل بهينهو قوی ترینمهمای همواره برای طراحان از جمله سازه نظراز نقطه 

 عنوانبهطور همزمان ی مناسبی هم وزن و هم انرژی كرنشی بهگونهنامه بهاند؛ لذا در این پایانرفته

اظ عملکرد ز لحشده هم از لحاظ اقتصادی و هم ای بهينهتابع هدف در نظر گرفته شده است تا سازه

 كه مشخص طورهمانخود بگيرد. تری بهدست آمده حالت كاربردیو توپولوژی به شود ای بهينهسازه

ی كمينه كردن وزن هيو شرطی برای افزایش سختی سازه وجود ندارد لذا توپولوژی است در مسئله

رنشی ی كمينه كردن انرژی كگيرد تا قيود تنش را اقناد كند. ولی مسئلهبهينه فقط روندی را پيش می

تر از طمينانر و قابل ای نهایی مورد اعتمادتسازه است لذا سازهكل هم مفهوم با بيشينه كردن سختی 
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ترین وزن و عنوان تابع هدف، كمينهاین دو به . لذا با تركيبخواهد بودكمينه كردن وزن ی مسئله

د. همچنين آیدست میهمزمان با اقناد قيود تنشی به ترین انرژی كرنشی()كمينه ترین سختیبيشينه

دند. تر همگرا شتر و پيوستهسيار سریعقيود تنش ب ،چندهدفه یمسئلهچنانکه مشاهده شد؛ در حالت 

 های موضعی كنترل شد.راحتی پدید تکينگی تنشههمچنين با اعمال رهاسازی مناسب ب

 

 پیشنهادات -7-2

 انرژی كه ابتدا شد بررسی صورت این به سازیبهينه یمسئله كلی شکل نامه پایان این در

شد و سپس قيود تنش محلی  گرفته نظر در طراحی قيد عنوانبه حجم و هدف تابع عنوانبه كرنشی

و مينيمم  ایزهمشخص است مينيمم كردن انرژی كرنشی از لحاظ سا طورهماننيز به آن اضافه شد. 

 و. لذا با تركيب این دباشندسازی میمسائل بهينه ترینمهمیکی از  كردن وزن نيز از نظر اقتصادی

 های مسئلهمحدودیت عنوانبهتابع هدف و در نظر گرفتن قيود تنش محلی عنوان به طور همزمانبه

 .، دست یافتای ایمن باشدسازهلحاظ صرفه بوده و هم از به اقتصادیكه هم از لحاظ  ایتوان به سازهمی

 .سازی، از مصال  غيرخطی یا از مصال  در فاز پلاستيک استفاده نمودبهينه منظوربهتوان می

 بررسی كرد. سازه خطیی غيرگرفتن هندسه در نظرئل را با اتوان مسهمچنين می

ی خستگی سازه تحت اثر بارهای نوسانی یا یکی دیگر از مسائل مورد نظر طراحان پدیده

ی ی سطوح تراز توپولوژی بهينهش مجموعهوتوان با استفاده از راست كه می یا رفت و برگشتی ایضربه

 ت.ها را نيز یافاین سازه
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Abstract 

 

        There are three types of optimization methods in literature called 

mathematical, optimality criteria and meta-heuristic based approaches. In 

this thesis, the level set method which is from mathematical based 

approaches is applied for topology optimization of structures. In order to 

describe the boundaries of a structure, zero level of an implicit function from 

a higher dimension with respect to the geometry, called level set function, is 

considered. Changes in this function can easily model splitting and merging 

of the structural elements. Strain energy minimization subject to volume 

constraint, volume minimization subject to local stress limitations 

constraints and multi objective function “strain energy and volume” 

minimization subject to local stress limitations constraints are three types of 

optimization problems that discussed in this thesis. Since derivatives of 

objective and constraints functions are needed in LSM, sensitivity analysis 

forms part of this research and an analytical approach is developed for this 

purpose. Also, In order to satisfy the volume constraint a simple method is 

introduced based on sensitivity analysis. For the sake of comparison and 

verification the results are compared with conventional level set method by 

demonstrating a few examples. 
 

        The IsoGeometric Analysis (IGA) method is employed for 

structural analysis. In this method unknown function (deformation) is 

approximated by Non-Uniform Rational B-Splines (NURBS) basis functions 

which are also used for creating geometry of the structure and construct the 

level set function. Consequently, by changing the position of control points 

of NURBS, the geometry and the analysis model will change, 

simultaneously. Therefore, there is no need to regenerate the analysis model 

during the optimization iterations, which is the case when the Finite Element 

(FE) method is used as the analysis engine. In order to verify the derived 

sensitivity equations, demonstrate the ability of LSM in solving topology 

optimization problems and check the code that written in this thesis, several 

two dimensional illustrative examples are presented. 

 

Key Words: topology optimization, level set level, sensitivity analysis, 

IsoGeometric analysis. 
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