
 

 

 

   



  ب

 

 

  
 

  عمران مهندسی دانشکده

 سازه گروه

  

  دکتري رساله

  

  اي پوستهي مسطح و ها سازهشکل و توپولوژي  سازي بهینه

  با استفاده از روش ایزوژئومتریک

  

  حسین قاسم نژاد مقري

  

  راهنما: داتاس

  حسنیبهروز دکتر 

  

  مشاور: داتاس 

  مهدي توکلیدکتر 

 

  

  

1394شهریور 

 ب



 
 

 

 

  �قد�م � 

  �درم                                                                                 

  � ا��واری �وه                                                                                                                                                            

  و

                                                                                                                                              مما�                                                                                                                       

   � زلا�ی ���ه                                                                                                                                                                              
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 
 

 ج



  ح

 

 

  تشکر و قدردانی

ام، جناب آقاي دکتر بهروز حسنی  در آغاز این رساله از زحمات استاد فرزانه دانم میبر خود لازم 

، که از رساله دکتري خود دفاع می کنم صمیمانه تشکر نمایم. از آغاز دوره کارشناسی ارشد تا به امروز

ق، نگرش و شیوه تفکر ایشان هاي علمی، همواره تحت تاثیر اخلا مندي از راهنمایی علاوه بر بهره

  نخواهد بود.پایان آموختنم از ایشان ام. قطعا پایان دوران تحصیلم به معنی  بوده

همچنین از آقاي دکتر مهدي توکلی که در انجام این رساله و قبل از آن، در دوره کارشناسی ارشد، از 

گمان می کنم بدون کمک  کمال تشکر را دارم. ،هاي بی دریغشان استفاده نمودم ها و کمک راهنمایی

   نمود. میتر مشکلاین رساله بسیار  انجامایشان، 

از زحمات ریاست محترم دانشکده عمران دانشگاه شاهرود، آقاي دکتر احمدي و  دانم میبر خود لازم 

اساتید گرامی دانشکده، آقایان دکتر نادري، دکتر کیهانی، دکتر علایی و دکتر کلات جاري که در 

 ام، کمال تشکر را داشته باشم. مند بوده محضرشان بهره هاي کارشناسی ارشد و دکتري از دوره

همچنین از جناب آقاي دکتر ابوالبشري از دانشگاه فردوسی مشهد به خاطر قبول زحمت داوري رساله 

  نمایم. صمیمانه تشکر می

یم. چطور و با چه کلماتی باید از زحمات بی دریغتان تشکر نما دانم میو اما پدر عزیز و مادر مهربانم، ن

  بوسم و امیدوار به دعاي خیرتان هستم. دستانتان را می

  

  

  

  

  

   

 د



  خ

 

  نامه تعهد

دانشجو تأیید می نماید که مطالب مندرج دراین رساله نتیجه تحقیقات خودش 

  می باشد و در صورت استفاده از نتایج دیگران مرجع آن را ذکر نموده است.

  

  

  

  

  

  

شی از تحقیق مطالعات، آزمایشات و نو آوري ناکلیه حقوق مادي مترتب از  نتایج 

  باشد.رساله متعلق به دانشگاه شاهرود میموضوع این 
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  چکیده

و تجمیع آنها  ها سازهگفت این رساله به بررسی تحلیل و طراحی بهینه  توان میبه طور خلاصه 

به دو بخش تقسیم نمود. بخش اول  توان میهاي این رساله را  رداخته است. از این منظر دستاوردپ

است. در بخش دوم با استفاده  اي پوستهي ها سازهستیک توسعه تحلیل ایزوژئومتریک براي تحلیل الا

  شامل شکل و توپولوژي مورد توجه بوده است. اي سازه سازي بهینهي این روش، ها ویژگیاز 

وابع نربز، تحلیل ایزوژئومتریک مرور شده و ي هندسی تها ویژگیدر بخش تحلیل سازه، پس از معرفی 

. بر این اساس از مفهوم شود میارائه  اي پوستهي ها سازهتحلیل ایزوژئومتریک  بندي فرمولسپس 

، گیرد میمورد استفاده قرار  ها پوستهمحدود  اجزايمحورهاي مختصات خمیده که در تحلیل دستگاه 

تحلیل ایزوژئومتریک به دست آمده است. رویکرد تحلیل  يبند فرمولبهره برداري شده و با توسعه آن، 

پوسته بر مبناي تئوري میندلین رایزنر توسعه یافته است. به این ترتیب هر نقطه کنترلی داراي پنج 

. براي نشان دادن باشد میدرجه آزادي شامل سه درجه آزادي تغییرمکانی و دو درجه آزادي چرخشی 

ي مسطح، پوسته با ها پوستهفی حل شده است. این مسائل شامل مسائل مختل ،درستی روش تحلیل

. نتایج نشان دهنده کارایی روش جهت تحلیل باشد میي بغرنج ها پوستهشکل آزاد و مسائل موسوم به 

  است. اي پوستهي ها سازهالاستیک خطی 

 سازي ینهبهطرح بهینه شکل و توپولوژي سازه مد نظر بوده است. در ، مباحث سازي بهینهدر بخش 

) استفاده شده است. یک تابع چگالی در SIMPتوپولوژي از ایده مصالح جامد ایزوتروپیک با جریمه (

دامنه طراحی با استفاده از توابع نربز تعریف شده است. مقادیر این تابع در نقاط کنترلی به عنوان 

 اي پوستهیی از مسائل مسطح و ها مثال. این مسئله براي اند گرفتهمتغیرهاي طراحی مورد استفاده قرار 

شکل از موقعیت نقاط کنترلی به عنوان متغیرهاي طراحی  سازي بهینهبررسی شده است. در بحث 

استفاده شده است. شبکه نقاط کنترلی، با استفاده از ویژگی بهبود شبکه به یک شبکه ریزتر تبدیل 

شکل دو مدل متفاوت  سازي بهینهب در شده و از آن براي تحلیل سازه استفاده شده است. به این ترتی

مورد استفاده قرار گرفته است. این امر، امکان رسیدن به نتایج دقیق تحلیل  سازي بهینهبراي تحلیل و 



  ذ

 

همزمان شکل و توپولوژي  سازي بهینه. در نهایت آورد میرا با تعداد کم پارامترهاي هندسی فراهم 

محدود مورد  اجزايارائه شده است. این ایده ابتدا براي روش مبتنی بر تحلیل  اي پوستهي ها سازهبراي 

و توزیع مصالح با تابع چگالی پیوسته به  ژئومتریکاستفاده قرار گرفته است. در نهایت براي مدل ایزو

ي تحلیل، طراحی شکل و طراحی توپولوژي با استفاده از ها مدلسازيکار رفته است. بدین ترتیب همه 

 سازي بهینهابع نربز انجام شده است. نشان داده شد که روش تجمیع یافته نتایج بهتري نسبت به تو

  جداگانه شکل و توپولوژي دارد.

  اي پوستهي ها سازهشکل، توپولوژي،  سازي بهینهتحلیل ایزوژئومتریک،  کلمات کلیدي: 
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  مقدمه -1-1

در  ها روشهاي فیزیکی هستند. این  ي حل معادلات حاکم بر پدیدهها روشي عددي یکی از ها روش

مسائل بسیاري مانند مکانیک جامدات، مکانیک سیالات، الکتریسیته، انتقال حرارت و غیره مورد 

به عنوان روشی قدرتمند در  )FEM( 1محدود اجزاي، روش ها روش. از میان این اند گرفتهاستفاده قرار 

همزمان  شکل گرفت و 1960تا  1950ي ها سالبسیاري از علوم مهندسی مطرح است. این روش در 

با رشد فناوري کامپیوتر، نرم افزارهایی مثل انسیس، نسترن، آسکا، پلکسیس، آباکوس و غیره توسعه 

  یافتند که امروزه کاربرد فراوانی در صنعت دارند.

هایی نیز دارد. شاید یکی از بزرگترین  محدود، این روش ضعف اجزاي با وجود گستردگی استفاده از

اي هندسی باشد. با توجه به تقریب هندسه در این روش، رسیدن به هندسه ها، مشکل تعریف مرزه ضعف

است و این امر در مسائل پیچیده کار مشکلی است. همچنین  بندي شبکهواقعی کاملا وابسته به نحوه 

بهبود حل، جهت حصول تقریب بهتر هندسه و یا متغیرهاي مجهول، منجر به ایجاد تغییرات در 

د. اهمیت این گرد میر نهایت سبب افزایش تعداد معادلات و بالا رفتن زمان حل و د شود می بندي شبکه

مهندسی بیشتر  سازي بهینهطراحی در مسائل طراحی و - موضوع با در نظر گرفتن فرایند تکراري تحلیل

که تولید شبکه در صنایع خودرو سازي، هوافضا و کشتی سازي  دهد می. تحقیقات نشان کند مینمود پیدا 

  .(Hughes et al., 2005)دهد میاز هشتاد درصد زمان تحلیل را به خود اختصاص  بیش

                                                
1 Finite Elements Method 
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  روش ایزوژئومتریک -1-2

هاي  پیشرفت 1980تا  1970محدود و بین سالهاي  اجزايتقریبا یک دهه پس از شکل گیري روش 

انجام شد. امروزه مدلسازي هندسه داراي  )CAD( 1ندسی با کامپیوترچشمگیري در علم مدلسازي ه

صنعت بسیار بزرگتري نسبت به تحلیل است. با توجه به اینکه تحلیل بر بناي هندسه استوار است، 

د کمک شایانی به تحلیل در جهت رفع نقاط ضعف آن نماید. به این توان میها  استفاده از این پیشرفت

محدود است، به کمک  اجزايبرجسته در روش که یکی از دانشمندان  2منظور پروفسور هیوز

را پیشنهاد نمودند. نام این روش برگرفته از مفهوم  )IGA( 3همکارانشان روش تحلیل ایزوژئومتریک

محدود است. با توجه به دقت بالا در مدلسازي هندسه و همچنین  اجزايایزوپارامتریک در روش 

براي  "تحلیل ایزوژئومتریک"یب تابع مجهول، نام استفاده از شرایط یکسان در مدلسازي هندسه و تقر

 .(Hughes et al., 2005)آن انتخاب شده است 

) بنا شده NURBS( 4ي تولید هندسه مانند تکنیک نربزها تکنیکبر مبناي استفاده از  IGAروش 

در  که گیرد میمورد استفاده قرار  CADي ها روشاست. این تکنیک به عنوان راهکاري استاندارد در 

ي آتی به تفصیل در مورد آن بحث خواهد شد. در این روش هندسه مساله تقریبا به صورت ها بخش

ي هندسی مشخص مانند دایره، سهمی، هذلولی، کره و غیره ها شکلدر مورد  .شود میدقیق مدل 

در مورد اشکالی  مدلسازي هندسی انجام داد. همچنین NURBSمدلسازي دقیق را با کمک  توان می

به صورت دقیق مدلسازي شوند و از همان مشخصات براي  NURBSقبل از انجام تحلیل با کمک  که

تحلیل استفاده شود نیز دقیق است. در غیر این صورت، مدلسازي هندسی تقریبی است. البته این 

را  IGAبه طور خلاصه مزایاي روش  محدود خواهد بود. اجزايتقریب با دقت بالاتري نسبت به روش 

  به صورت زیر بیان نمود: توان می

                                                
1 Computer Aided Design (CAD) 
2 Hughes 
3 Isogeometric Analysis (IGA) 
4 Non Uniform Rational B-Splines (NURBS) 
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محدود و انعطاف پذیري  اجزايامکان مدلسازي به مراتب دقیق تر هندسه نسبت به روش  -1

  هاي پیچیده. قابل ملاحظه در تولید و کنترل مرزهاي مدل

 عدم وابستگی کیفیت هندسه تولید شده به ریز یا درشت بودن شبکه نقاط کنترلی. -2

ي عددي معمول براي ها روششرایط مرزي. به عنوان مثال در دقت قابل ملاحظه در اقناع  -3

 اقناع شرایط مرزي باید از تعداد معینی گره در مرزها استفاده شود.

 محدود و دارا بودن اغلب مزایاي آن. اجزايداشتن مبانی ریاضی مشترك با  -4

 کند یممجدد در مسائلی که مدل هندسی در حین حل مسئله تغییر  بندي شبکهعدم نیاز به  -5

 .شکل سازه) سازي بهینه(مثل 

 .کاهش چشمگیر ابعاد دستگاه معادلات حاکم -6

 .انعطاف پذیري و سادگی در مسائل بهبود شبکه و بالا بردن دقت حل -7

 .امکان توسعه آن براي حل معادلات دیفرانسیل با ضرایب متغیر -8

، این روش کاربردهاي زیادي در حل بسیاري از IGAاز معرفی یک دهه در حال حاضر پس از حدود 

سازه - مسائل اندرکنش سیال توان میمسائل مهندسی در شاخه هاي مختلف داشته است. از این میان 

)Bazilevs et al., 2009; Bazilevs et al., 2012; Heinrich et al., 2012) انتشار حرارت ،(Anders 

et al., 2012 (ها پوسته)، تحلیلBenson et al., 2010; Benson et al., 2011; Kiendl et al., 2009; 

Kiendl et al., 2010; Dornisch et al., 2013; Hosseini et al., 2013; Nguyen et al., 2011; 

Uhm et al., 2009   ي بزرگ (ها شکل)، تغییرBenson et al., 2011; Dimitri et al., 2014 ،(

گیري  )، اندازهCottrell et al., 2006; Shojaee et al; 2012; Wang et al., 2013( ها سازهارتعاش 

مسائل الکترومغناطیس  )،Cuomo et al., 2014تحلیل ترك ( )،Elguedj et al., 2011میدان کرنش (

)Vázquez et al., 2010) آیرودینامیک ،(Hsu et al., 2011 ،(گیري انتگرال ) عدديHughes et al., 

2010; Adam et al., 2014) تحلیل برخورد ،(Lu., 2011; Dimitri et al., 2014جریان ناویر ،( -

  ) و غیره را نام برد. Zhang et al., 2007)، تحلیل جریان خون (Nielsen et al., 2011استوکس (
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  ها پوستهتحلیل  -1-3

و هم غشا  پوسته یک سازه جدار نازك با انحناي اختیاري در فضاي سه بعدي است. هم صفحه خمشی

یک حالت خاص از پوسته در نظر گرفت. صفحه خمشی یک پوسته مسطح است در حالی  توان میرا 

د بارهاي مماسی را تحمل کند. ممکن است عجیب به نظر توان میکه غشا یک پوسته است که تنها 

 تر ادهسبرسد اما توصیف یک مدل پیوسته کاملا سه بعدي با شرایط تنش و کرنش پیچیده تر معمولا 

روابط مکانیک جامدات  توان میاز پوسته است. این امر به این خاطر است که در جسم جامد سه بعدي 

را فارغ از شکل جسم به کار برد، در حالی که براي پوسته باید هندسه و انحنا با ریاضیات بیان شوند. 

به امروز داشته است  هاي زیادي تا د که پیشرفتني مربوط به پوسته پیشینه زیادي دارها تئوري

)Yang et al., 2000; Bischoff et al., 2004 ي پوسته به خاطر گستردگی حضور ها تئوري). نیاز به

در طبیعت و فناوري است. پوسته تحمل بار را از طریق شکل هندسی اش انجام  اي پوستهي ها سازه

در واقع به خاطر انحناي پوسته . شود می عث صرفه جویی زیادي در وزن و مصالحو این امر با دهد می

و لنگرهاي خمشی به حداقل  شوند میاست که بارهاي عرضی به صورت کشش و فشار تحمل 

در  اي پوستهي ها سازهاستفاده موثري از مصالح صورت پذیرد. امروزه  شود می. این رفتار باعث رسند می

کردن وزن آنها اهمیت زیادي دارد. سازي حداقل شوند. در صنایع هوافضا و خودرو میهمه جا استفاده 

ها و گنبدها و  هاي بزرگ مشخصا سقف جهت پوشش دهانه ها پوستهدر مهندسی عمران و معماري از 

  .شود مینیز به دلایل زیبایی شناختی استفاده 

اولین تئوري مربوط به صفحات  1850د، کسی که در گرد میبر  1اولین تئوري پوسته به کیرشهف

 ,.Loveگسترش داد ( ها پوستهبراي  را یک تئوري 2). لاوKirchhoff., 1850داد ( خمشی را ارائه

مشهور است.  3لاو-) که بر مبناي فرضیات کیرشهف استوار است و از این رو به تئوري کیرشهف1888

                                                
1 Kirchhoff 
2 Love 
3 Kirchhoff-Love theory 



6 

 

ي ها شکللاو تغییر -است که برخلاف تئوري کیرشهف 1میندلین-تئوري مهم دیگر، تئوري رایزنر

ناچیز  ،ي نازكها پوستهبراي  ها شکلاین تغییر ). Reissner., 1945( گیرد میدر نظر برشی را نیز 

ي نازك و ضخیم را ها پوستهي ضخیم پر اهمیت باشند. مرز بین ها پوستهند براي توان میاما  ؛هستند

. شود میتوسط لاغري پوسته تعریف نمود که به صورت نسبت شعاع انحنا به ضخامت تعریف  توان می

20Rپوسته ضخیم با نسبت لاغري  یک
t

  یی که کاربردهاي ها پوستهاگرچه اکثر  .شود میتعریف

ي نازك دسته بندي نمود، اما تئوري رایزنر میندلین نقش غالب را ها پوستهجز  توان میعملی دارند را 

هاي خطی به  اي جملهمحدود چند  اجزايدر  .کند میمحدود بازي  اجزايبه روش  ها پوستهدر تحلیل 

یشان بیشترین کاربرد را به عنوان توابع پایه دارند. مشکل ها المانهاي بالاي  خاطر سادگی و قابلیت

. حتی در شود میتامین ن ها المانبین  C0یی معمولا پیوستگی بالاتر از ها الماناین است که با چنین 

براي  C1لاتر باز هم تضمینی براي وجود پیوستگی ي مرتبه باها اي جملهصورت استفاده از چند 

- ي با شکل دلخواه وجود ندارد. این محدودیت مانعی براي استفاده مستقیم تئوري کیرشهفها المان

محدود است. به عبارت دیگر استفاده از این تئوري مستلزم داشتن مشتقات مرتبه  اجزايلاو در روش 

میندلین که چرخش و تغییر مکان را -. تئوري رایزنراست C1پیوستگی حداقل داشتن دوم و بنابراین 

است. بنابراین اکثر  C0تنها نیازمند پیوستگی  گیرد میبه عنوان دو متغیر مستقل از هم در نظر 

. اند شدهي پوسته مستقل از ضخیم یا نازك بودن بر مبناي این تئوري بنا ها الماني ها سازي رابطه

 2پدیده قفل شدگیي نازك وجود دارد، ها پوستهن تئوري به خصوص براي مشکلی که در استفاده از ای

. پدیده قفل شدگی یک مشکل شود میستفاده از توابع شکل مرتبه پایین ا است که بیشتر مربوط به

 اند کردهي پوسته است و تاکنون محققین زیادي در مورد آن تحقیق ها الماننوعی شناخته شده براي 

)Gellert., 1988; Kabir., 1992; Bletzinger et al., 2000; Cesar de sa., 2002; Braess., 1998; 

1997; Stolarski  .,Yunhua., 1998; Babuska et al.,1992; Arnold et al arrera et al., 2008;C

et al., 1982; Caseiro et al., 2013; Zhuang et al., 2013.(   

                                                
1 Reissner-Mindlin theory 
2 locking phenomena 
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  اي زهسا سازي بهینه -1-4

، از این نتایج ها تنشدر مهندسی سازه پس از مرحله تحلیل و استخراج مقادیر مجهول تغییرمکانها و 

. در واقع هدف از طراحی یافتن بهترین سازه از لحاظ عملکرد و شود میبراي طراحی مهندسی استفاده 

در یک  اي سازهطراحی  .شود میسازه گفته  سازي بهینهاست. در ادبیات موضوع به این مرحله  صاداقت

است. مرحله  اي سازه. مرحله اول تعیین فرم و سیستم شود میدسته بندي کلی به سه مرحله تقسیم 

دوم به تعیین شکل سازه و مشخصات هندسی مرزهاي آن اختصاص دارد. در مرحله سوم، جزئیات 

سازه شده است که به  سازي بهینه. این تقسیم بندي سبب پیدایش سه دسته روش شود میسازه طرح 

توپولوژي هدف یافتن تعداد  سازي بهینهدر توپولوژي، شکل و ابعاد سازه نام دارند.  سازي بهینهترتیب 

شکل  سازي بهینهآنها در فضاي طراحی است. این مرحله معمولا با  قرارگیري، شکل و محل ها حفره

ابعادي، با  سازي بهینهدر مرحله آخر و در . کند میکه در آن مرزهاي هندسی سازه تغییر  یابد میادامه 

  . شوند میثابت نگه داشتن شکل و توپولوژي، ابعاد مقاطع اعضا بهینه 

et  eoBends( 3و کیکوچی 2توسط بندسو 1سازي همگنتوپولوژي پس از معرفی تئوري  سازي بهینه

al., 1998مدل مواد  تر سادهو تئوري  سازي همگن. در تئوري ) مورد توجه محققین قرار گرفت

) معرفی شد، مسئله Rozvany., 1989; Rozvani et al., 1991( 4مصنوعی که بعد از آن توسط رزوانی

 ;Hassani et al., 1999( شود میدي تبدیل اابع سازي بهینه تر سادهبه یک مسئله  سازي بهینه

Bendsoe et al., 2003 (.  ورد استفاده قرار ي مختلفی مها روشبراي حل مسئله به دست آمده

گرفتند.  مورد استفاده قرار )Rozvany., 1989( ي معیار بهینگیها روش. در تحقیقات اولیه اند گرفته

ي متعددي در این زمینه مورد ها روشي عددي، ها روشي ایجاد شده در ها پیشرفتبعد از آن با 

)، MMA(5 )Svanberg., 1987( ي پویاها مجانببه روش  توان میاستفاده قرار گرفتند. از این میان 

                                                
1 Homogenization Theory 
2 Bendsoe 
3 Kikuchi 
4 Rozvany 
5 Method of Moving Asymptotes (MMA)  
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2ي تکامل تدریجیها روش)، CONLIN(1 )Fleury., 1989(روش کانلین
 )Xie et al., 1993; Xie et 

al 1997( ،3بر اساس سطح عملکرد سازي بهینه )Liang et al., 2002; liang., 2005( استفاده از ،

، )Sethian et al., 2000; Wang et al., 2003; Allaire et al., 2004( 4تئوري مجموع سطوح تراز

  5، الگوریتم ژنتیک)Belytschko et al., 2003( توپولوژي سازي بهینهاستفاده از توابع ضمنی در 

)Kane et al., 1996( 6و روش کلونی مورچگان  )Kaveh et al., 2008( .را نام برد  

 Zienkiewicz( 1970ي ها سالر د 7شکل سازه توسط زینکویچ سازي بهینهاولین تحقیقات در زمینه 

et al, 1970(  1973و )Zienkiewicz et al., 1973(  1975و )Francavilla et al, 1975 .انجام شد (

در سالهاي  8کارهاي هافکا توان میبعد از آن تحقیقات فراوانی در این زمینه انجام شد که از آن جمله 

شکل سه  سازي بهینههمچنین در  را نام برد. )Haftka et al., 1986; Haftka., 1992(1992و  1986

، بوتکین در )Yao et al., 1989( 1989در  یائو، )Imam., 1982( 1982بعدي توسط امام در سال 

1992 )Botkin., 1992( 1996، یونسی و همکاران در)Younsi et al., 1996( لیندباي در ،

1997)Lindby et al., 1997(،  1999شی در )Shi et al., 1999( 2001، آنیچیاریکو در 

)Annicchiarico et al., 2001 ( 2005و کرورا در )Cervera et al., 2001( ي قابل توجهی ها پیشرفت

 اند یافتهشکل برمبناي ایزوژئومتریک توسعه  سازي بهینهي ها روشي اخیر ها سالیافت. همچنین در 

 Wall et al., 2008; Cho et al., 2009; Hassani et al., 2011; Li et al(به  توان میکه از این میان 

2011: Manh et al., 2011; Kiendl et al., 2014( .اشاره نمود  

                                                
1 CONvex LINearization (CONLIN)  
2 Evolutionary Structural Optimization (ESO) 
3 performane based optimization 
4 level set method 
5 genetic algorithm 
6 Ant Colony Optimization (ACO) 
7 Zienkiewics 
8 Haftka 
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  فرضیات و اهداف کلی -1-5

تقسیم نمود. در مرتبه اول تحلیل ایزوژئومتریک سازه و  توان میهدف این رساله را به دو دسته کلی 

در روش  ها سازه سازي بهینهمدنظر بوده است. در مرحله بعد،  اي پوسته به طور خاص سازه

، ها بخشانجام شده است. در هر یک از  اي پوستهایزوژئومتریک هم براي مسائل مسطح و هم مسائل 

  و بررسی و تجزیه و تحلیل آنها انجام شده است. ها مثال، تهیه برنامه کامپیوتري، حل سازي رابطه

در صنعت و گستردگی استفاده از آنها، در این رساله به موضوع  اي پوستهمیت سازهاي با توجه به اه

در صنعت و  اي پوستهي ها سازهپرداخته شده است. کاربرد فراوان  ها پوستهتحلیل ایزوژئومتریک 

و نیز ظهور و گسترش  ها سازهي مفید و با کارایی بیشتر براي تحلیل این ها روشهمچنین نیاز به ارائه 

روش تحلیل ایزوژئومتریک که با همسان سازي پارامترهاي هندسی و تحلیلی دریچه هاي جدیدي را 

در حوزه تحلیل سازه گشوده است، همه و همه باعث ایجاد انگیزه جهت توجه به این موضوع بوده 

ورت استاتیکی خطی است. در بخش تحلیل، مصالح ایزوتروپیک خطی فرض شده و انجام تحلیل به ص

  میندلین انجام شده است. -و با استفاده از مبانی تئوري رایزنر

مورد توجه قرار گرفته است. این کار با استفاده از یک الگوریتم تکراري  اي سازه سازي بهینهدر گام دوم 

که در هر گام پس از انجام تحلیل، توابع هدف و قید را تشکیل داده و مسئله  شود میانجام 

. این روند تا کند میو از پاسخ به دست آمده براي تحلیل بعدي استفاده  کند میرا حل  سازي بهینه

. با توجه به استفاده از روش ایزوژئومتریک در تحلیل و یکسان یابد میحصول همگرایی در طرح ادامه 

. شود میاستفاده  نیز از همین پارامترها سازي بهینهبودن پارامترهاي تحلیلی و هندسی، براي انجام 

 اجزايي مبتنی بر ها روشدارد و در مقایسه با  سازي بهینهاین موضوع اهمیت ویژه اي در مسائل 

محدود، نیاز به ارتباط بین پارامترهاي هندسی و تحلیلی و نیز تولید مجدد شبکه تحلیلی در هر 

  .سازد میرا مرتفع  سازي بهینهمرحله 

 شده است. این روش بر استفاده) Svanberg., 1987(ي پویا ها مجانباز روش  سازي بهینهبراي انجام 

ریاضی بوده و نیازمند مقادیر مشتقات توابع هدف و قید براي حل مسئله است. به ریزي  برنامهمبناي 
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. در این رساله مشخصا شود مییک تحلیل حساسیت انجام  سازي بهینهاین منظور در هر گام 

و در نهایت  اي پوستهي ها سازهشکل  سازي بهینه ،اي پوسته ي مسطح وها سازهپولوژي تو سازي بهینه

  .اند گرفتهمورد توجه قرار  اي پوستهي ها سازههمزمان شکل و توپولوژي  سازي بهینه

 نوشته شده در این رساله کامپیوتري برنامه هاي - 1-6

کامپیوتري به  هاي وضوع، برنامهبا توجه به اهداف بیان شده در این رساله و نظر به ماهیت عددي م

  شرح زیر تهیه شده است:

  ي مسطح در روش ایزوژئومتریک.ها سازهتوپولوژیک  سازي بهینه: براي انجام  ISOTOPبرنامه 

با استفاده از روش  اي پوستهي ها سازهخطی  ی: براي انجام تحلیل استاتیک ISOSHELLبرنامه 

  ایزوژئومتریک.

  با استفاده از روش ایزوژئومتریک. اي پوستهشکل سازه  سازي بهینهنجام : جهت ا ISOSHAPEبرنامه 

با استفاده از روش  اي پوستهتوپولوژي سازه  سازي بهینه: جهت انجام  ISOSHELLTOPبرنامه 

  ایزوژئومتریک.

با استفاده از روش  ها پوستهترکیبی شکل و توپولوژي  سازي بهینه: براي انجام SHELLOPTبرنامه 

  محدود. اجزاي

با استفاده  اي پوستهسازه و توپولوژي شکل همزمان  سازي بهینه: جهت انجام ISOSHELOPTبرنامه 

  از روش ایزوژئومتریک.

. در همه آنها براي حل دستگاه معادلات خطی از روش اند شدهها به زبان فرترن نوشته  این برنامه

) استفاده شده است. MMAي پویا (ها مجانباز روش  سازي بهینهو براي حل مسئله  1اسکایلاین

اطلاعات مورد نیاز پارامترهاي هندسی در برخی مسائل پوسته در این رساله به کمک نرم  همچنین

                                                
1 Skyline Solver 
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خروجی هاي گرافیکی ارائه شده در این رساله با استفاده از نرم  به دست آمده است. Rhinoافزار 

  .اند شدهتهیه  Microfoft Excelو  Techplot 360  ،Microsoft Visual Basicهاي افزار

  ساختار کلی رساله -1-7

این رساله شامل شش فصل است. فصل اول به مقدمه و کلیات اختصاص یافته است. در فصل دوم 

یشان است که در ها ویژگیو نربزها به همراه  ها اسپلاینکه شامل معرفی  شود میمبانی هندسی بیان 

. در فصل سوم روش تحلیل ایزوژئومتریک معرفی شوند میواقع مبناي روش ایزوژئومتریک محسوب 

اختصاص  اي پوستهي ها سازه. فصل چهارم به تحلیل شود میمسائل دو بعدي ارائه  بندي فرمولشده و 

یافته است. در این فصل ابتدا مبانی تئوري میندلین رایزنر به عنوان پایه تحلیل پوسته مورد استفاده 

ي داراي انحنا ارائه خواهد شد. ها پوستهایزوژئومتریک  بندي فرمولو سپس  شود میدر این رساله بیان 

ي عددي براي نشان دادن کارایی روش مذکور مورد بررسی قرار خواهند ها مثالدر انتهاي این فصل 

 سازي بهینهمثل  یافته است. در این فصل مباحثیاختصاص  اي سازه سازي بهینهگرفت. فصل پنجم به 

همزمان  سازي بهینهو در نهایت  ها پوستهشکل  سازي بهینه، اي پوستهي مسطح و ها هسازتوپولوژي 

ارائه خواهند شد. در نهایت در فصل ششم جمع بندي رساله به همراه نتایج و شکل و توپولوژي 

 .شود میپیشنهادات بیان 
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  مقدمه -2-1

ي هندسی استوار است، در ها ویژگیاز آنجا که روش ایزوژئومتریک تا حد زیادي بر مبناي هندسه و 

مورد نیاز پرداخته شده است. مشخصا هدف این فصل تعریف و بیان این فصل به مبانی هندسی 

ي هندسی بوده است. جهت شرح نربز، در ابتدا، ها شکلي نربز به عنوان ابزاري براي تولید ها ویژگی

. به طور خلاصه در این اند گرفتهمورد بررسی قرار  ها اسپلاین-بیي بزیر و ها منحنیسایر ابزارها مثل 

و سطوح، توابع پایه، نقاط کنترلی، بردار گره،  ها منحنیفصل مفاهیم مورد نیاز مانند بیان پارامتریک 

  ي مربوطه مورد بررسی قرار خواهند گرفت.ها ویژگیپیوستگی و سایر خواص و 

 هندسیهاي  انواع فرم - 2-2

و سطوح وجود دارد. سه روش مبنایی براي این کار  ها منحنینمایش ریاضی  مختلفی براي هاي راه

ي مختلفی براي محاسبه مشتقات، پیوستگی و ها روشاز: نمایش صریح، ضمنی و پارامتري.  اند عبارت

وجود دارد که هر یک فواید و اشکالات خاص خود را دارند.  ها روشخواص هندسی در هر یک از این 

. این نتایج براي سطوح شوند میمایش منحنی به اختصار بیان براي ن ها روشدر ادامه هر یک از این 

  نیز معتبر هستند.

  صریح فرم -1- 2-2

ین و در عین حال محدودترین نحوه نمایش منحنی است. در این تر سادهصریح یک منحنی  فرم 

که معمولا به صورت  شود میحالت یک مختصه به صورت تابعی از مختصه دیگر بیان  y f x 
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2. به عنوان مثال یک سهمی درجه دو به صورت شود مینشان داده  2y x   مزیت شود میبیان .

ي هندسی مانند شیب، انحنا و ها ویژگیاین روش در آسان بودن یافتن مشتقات است که در نتیجه آن 

 يدریافت که آیا نقطه خاصی رو توان میادگی . به علاوه به سشوند میغیره به سادگی مشخص 

منحنی واقع شده است یا نه. محل برخورد دو منحنی نیز به آسانی در این نحوه نمایش به دست 

داشته  yد تنها یک مقدار برايتوان می x. اشکال مهم این روش در این است که هر مقدارآید می

ي قابل نمایش کاهش یابد. به علاوه این نحوه نمایش وابسته ها منحنی تنوع شود میباشد که موجب 

 فرم. به این خاطر کند میبه محورهاي مختصات است و با تغییر این محور ها رابطه منحنی تغییر 

  . گیرد میمورد استفاده قرار  CADصریح به ندرت در 

  ضمنی فرم -2- 2-2

ر شکل ضمنی، مجموعه پاسخ یک معادله به شکل یک منحنی د , 0f x y   فرماست. با این 

و در نتیجه  شود میرا دارا باشند، فراهم  xمقدار یکسان ،نمایش امکان اینکه بیش از یک نقطه

با این روش بیان نمود. به عنوان مثال معادله  توان میاشکال مهم هندسی مثل دایره را 

2 2 1x y  بدیهی است که هر منحنی دهد میضمنی یک دایره به شعاع واحد را نشان  فرم .

 فرمبه شکل ضمنی بیان نمود در حالی که عکس آن همیشه برقرار نیست. همانند  توان میصریحی را 

روي منحنی قرار دارد یا خیر، به سادگی فراهم است. با این حال  اي نقطهصریح، امکان تعیین اینکه 

ي قابل ها منحنیپیدا کردن محل برخورد دو منحنی در این حالت مشکل تر است. با وجود اینکه تنوع 

یی دارد. با این حال نمایش ضمنی ها محدودیتنمایش در این روش بیشتر است، اما باز هم این روش 

  .گیرد میدر طراحی هندسه با کامپیوتر مورد استفاده قرار 
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  پارامتري فرم -3- 2-2

 xمناسب ترین شکل نمایش هندسه هاي با شکل آزاد، نمایش پارامتري است. در این حالت مختصات 

سطوح). این شکل بیان  توابع صریحی از یک پارامتر مستقل هستند (دو پارامتر مستقل براي yو 

. با این روش کند میي بسیاري را فراهم ها شکلهندسی بسیار انعطاف پذیر بوده و امکان نمایش 

روي یک صفحه  ها منحنیي فضایی را نیر بیان نمود در حالی که در دو روش قبلی، ها منحنی توان می

aو در یک بازه  t. این پارامتر مستقل معمولا با شوند میبیان  t b   معمولا (نه شود مینشان داده .

لزوما) این بازه به صورت 0,1  یکی از مزایاي این روش این است که براي هر منحنی شود مینرمال .

یک نقطه شروع و یک نقطه پایان وجود دارد. به عنوان یک اشکال، امکان تعیین قرار گرفتن نقطه 

  نمایش وجود ندارد. فرمروي منحنی و نیز محل برخورد دو منحنی در این 

، شوند میسطوح با شکل آزاد بیان  و ها منحنیي بعدي براي مدلسازي ها بخشیی که در ها روشهمه 

  بر مبناي نمایش پارامتري هستند.

  ي نربزها منحنیسطوح و  -2-3

از تکامل  ها اسپلاین- ي بزیر را مورد بررسی قرار داد. در واقع بیها منحنیبراي درك بهتر نربز باید ابتدا  

سرچشمه گرفت. بنابراین در این بخش  اسپلاین- بیي بزیر به وجود آمدند و بعد از آن نربز از ها منحنی

. بعد از آن با توجه به گیرد میانجام  ها اسپلاین- ي بزیر به عنوان منشا بیها منحنیابتدا مرور مختصري بر 

 ها اسپلاین- بیبراي نربز هم کاربرد دارد، به بررسی کامل  ها اسپلاین- بیي ها ویژگیاینکه تعاریف و 

  معرفی خواهد شد. ها اسپلاین- بیبز به عنوان یک تعمیم پرداخته خواهد شد. در نهایت نر

  منحنی بزیر -2-3-1

یب زننده است. به این معنی که یک منحنی را از میان یک مجموعه ریک منحنی بزیر، یک منحنی تق 

(یعنی منحنی از آنها عبور  شوند مین یابی درون. توجه شود که این مجموعه نقاط زند مینقاط تقریب 
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. به این طریق یک منحنی هموار شود میموضوع نقاط کنترلی گفته  به این نقاط در ادبیات ).کند مین

. چند ضلعی کنترلی گیرد میکه همواره داخل چند ضلعی کنترلی قرار  آید میو غیر نوسانی به دست 

این شکل یک  نشان داده شده است. 1- 2اط کنترلی است. این موضوع در شکل یک ارتباط خطی از نق

، تنها اولین و آخرین نقاط کنترلی شود می. چنانچه مشاهده دهد میرا نشان  3حنی بزیر درجه من

. یک منحنی بزیر آید میکه این موضوع یک امتیاز براي طراحی منحنی به حساب  شوند می یابی درون

  :شود میاز ترکیب خطی توابع پایه و نقاط کنترلی به صورت زیر تعریف 

)2-1(   ,
0

( ) 0 1
n

i p i
i

r B r r


  C P  

i,و یتعداد نقاط کنترل nکه  pB  ي برنشتاین از درجه ها اي جملهچندP  اي جملههستند. درجه چند 

1و تعداد نقاط کنترلی از طریق رابطه p n  ي برنشتاین با ها اي جملهبه هم مرتبط هستند. چند

  :شوند میرابطه زیر تعریف 

)2-2(   
 

 ,

!
1

! !

n i

i p

n
B r r

i n i


 


  

  

  منحنی درجه سه بزیر 1- 2شکل 

باید  اي جملهي بزیر در این است که با افزایش تعداد نقاط کنترلی، درجه چند ها منحنیاشکال 

و علاوه بر این  شود میتر  کنترلی با این افزایش درجه ضعیف تقریب نقاطافزایش یابد. با این حال 
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این است که تغییر در موقعیت  ها منحنی). ضعف دیگر این Kiendl., 2011( شود میالگوریتم ناپایدار 

بر منحنی اعمال  توان میگذارد و هیچ تغییر محلی را ن یک نقطه کنترلی بر تمام منحنی تاثیر می

، را در منحنی 1شکستگینقاط با پیوستگی کمتر، مثل یک  توان مینمود. اشکال دیگر این است که ن

  .شوند میمرتفع  ها اسپلاین -بیایجاد نمود. این ضعف ها با 

  ها اسپلاین -بی -2-3-2

ي بزیر از ترکیب خطی نقاط کنترلی و توابع پایه، که ها منحنینیز همانند  اسپلاین-بیي ها منحنی

. در اینجا فضاي پارامتري به شوند میاي پارامتري تعریف بر روي یک فض هستند، ها اسپلاین-بیهمان 

 ها بازهبا شرایط پیوستگی مشخص در این  اي قطعهبه صورت  ها اسپلاین-بیو  شود مییی تقسیم ها بازه

د مستقل از تعداد توان می اي جملهاختیاري است، درجه چند  ها بازه. از آنجا که تعداد شوند میتعریف 

 کم اي جملهبا درجه چند  توان مینقاط کنتترلی انتخاب شود. بنابراین یک مجموعه وسیع از نقاط را 

). در این شکل هفت نقطه Kiendl., 2011نشان داده شده است ( 2- 2تقریب زد. این موضوع در شکل 

- بیبار توسط منحنی و یک  p=6الف) با درجه  - 2-2کنترلی یک بار توسط منحنی بزیر (شکل 

به خاطر کمتر بودن  اسپلاین-بی. منحنی اند شدهتقریب زده  p=3با درجه  ب) -2-2(شکل  اسپلاین

نامیده  2از چهار قطعه تشکیل شده است. محدوده این قطعات که اصطلاحا گره اي جملهدرجه چند 

، منحنی شود می. چنانچه مشاهده اند شده، به وسیله علامت ضربدر روي منحنی نشان داده شود می

فاصله کمتري از چند ضلعی کنترلی دارد. توابع  اي جملهبه خاطر کمتر بودن درجه چند  اسپلاین-بی

غیر صفر هستند. این  ها بازهکه تنها در تعداد محدودي از  شوند میطوري تعریف  اسپلاین-بیپایه 

. به علاوه امکان کاهش فراهم است ها منحنیي بدان معنی است که امکان تاثیر محلی نقاط کنترلی رو

  و در نتیجه اینجا شکستگی وجود دارد. ها بازهپیوستگی توابع پایه بین 

                                                
1 kink 
2 knot 
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   p=3 اسپلاین-بیو ب) p=6ي تقریب زده شده: الف)بزیر ها منحنی 2- 2شکل 

  

  بردار گره -2-3-2-1

فضاي پارامتري توسط بردار گره  0
, ,

m
R r r   که یک مجموعه از اعداد حقیقی شود میتعریف 

iغیر نزولی 
r  برابر  ها بخشاگر طول همه  .کند مییی تقسیم ها بخشاست که فضاي پارامتري را به

بین دو گره مجزا که اصطلاحا دهانه  اسپلاین-بی. تابع پایه شود میباشد، بردار گره، یکنواخت نامیده 

1pCاما این پیوستگی  ها گرهاست. در روي  C، داراي پیوستگی شود میگرهی نامیده    است. مقدار

ک . یشود مید بیش از یک بار وجود داشته باشد که در این صورت یک گره تکراري نامیده توان میگره 

pمرتبه تکرار پیوستگی  kگره با  kC   دارد که به این معنی است که با افزایش تکرار گره، پیوستگی

  .یابد میآن کاهش 

1p، ها گرهاگر اولین و آخرین    مرتبه تکرار شوند، در این صورت بردار گره یک بردار گره باز نامیده

. همچنین در شوند می یابی درونبا بردار گره باز، اولین و آخرین نقاط کنترلی  اسپلاین-بی. در شود می

 ،. با توجه به اینکه در طراحی منحنیگیرد میمماس بر چند ضلعی کنترلی قرار  این نقاط، منحنی

 CADز در مختصات نقاط ابتدا و انتهاي آن معمولا باید مشخص باشد، استفاده از بردارهاي گرهی با

  .شود میو نیز در تحلیل ایزوژئومتریک یک استاندارد تلقی 
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  اسپلاین-بیتوابع پایه  -2-3-2-2

  :شود میبه صورت زیر تعریف  pام از درجه  i اسپلاین-بیتابع پایه 

)2-3(  
 

   

1

,0

1

, , 1 1, 1

1 1

1

0

( )

i i

i

i pi
i p i p i p

i p i i p i

if r r r
N r

otherwise

r rr r
N r N r N r

r r r r



 

  

   

 
 



 

 

  

به عنوان مثال با استفاده از بردار گرهی 0,1,2,3,4,5R   با درجات  اسپلاین-بی، توابع پایه

,0,1آزادي 2p   اما چنانچه ذکر شد، معمولا بردار گرهی باز در نشان داده شده است.  3-2در شکل

CAD  وIGA  را که در بردار مکعبی  اسپلاین-بیتوابع پایه  4-2. شکل گیرد میمورد استفاده قرار

گرهی باز 0,0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1,1R   توابع نشان داده . دهد می، نشان اند شدهتشکیل

ب مورد استفاده قرار  -2-2همان توابعی هستند که در تولید منحنی شکل شده در این شکل 

   .اند گرفته

 

  2و ج)درجه  1ب)درجه  0الف)درجه  R={0,1,2,3,4,5}با بردار گره  اسپلاین -بیتوابع پایه  3-2شکل

 

  R={0,0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1,1}با بردار گره  اسپلاین-بیتوابع پایه مکعبی  4- 2شکل 
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به صورت زیر  توان میرا  اسپلاین-بیي مهم توابع ها ویژگیبرخی از با توجه به تعریف این توابع 

  برشمرد:

یک تابع پایه  ,i p
N r تنها در بازه1

,
i i p
r r

 
 .به این ویژگی اصطلاحا  غیر صفر است

  .شود میاطلاق  1کنترل محلی

0جمع مقادیر این توابع در  1r  ) برابر واحد است ,
0

1
n

i p
i

N r


.(  

0مقدار تابع در   1r  ) همواره مثبت است ,
0

i p
N r .(  

این توابع مستقل خطی هستند، یعنی:   ,
0

0 0, 1, , 


    
n

i i p j
i

N r j n  

1mبرابرباز در صورتی که بعد بردار گرهی    1و تعداد توابع پایه برابرn  باشد، آنگاه رابطه

1n m p   .برقرار است  

  :آید میاز رابطه زیر به دست  اسپلاین-بییک تابع پایه  مشتق اول

)2-4(       , , 1 1, 1

1 1

i p i p i p

i p i i p i

p p
N r N r N r

r r r r
  

   

  
 

  

 .دهد میرا نشان  4-2مشتقات اول مربوط به توابع پایه شکل  5-2شکل 

 

 4-2مشتقات اول مربوط به توابع پایه شکل  5- 2شکل 

                                                
1 Local support 
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  بردار گرهی باز تاثیرات زیر را در توابع پایه و مشتقات آن دارد:

0rدر   .مقدار تمامی توابع پایه به جز اولین تابع، برابر صفر است  

)2-5(   

 
0,

,

0 0

0 0 1

p

i p

N

N i



 
 

در مورد مشتقات، تنها دو مشتق اول غیر صفر هستند و    1, 2,
0 0

p p
N N    :که  

)2-6(   

 

 

0,

2

1,

2

,

0

0

0 0 2

p

p

p

p

i p

p
N

r

p
N

r

N i





  

 

  

 

1rبراي نقطه انتهایی فضاي پارامتري ( ها ویژگیین هم  2و  4- 2 يها شکل) نیز وجود دارد که در-

  قابل مشاهده است. 5

چنانچه پیشتر ذکر شد در صورتی که یک گره تکراري در بردار گره وجود داشته باشد، پیوستگی توابع 

pپایه به kC   که یابد میکاهش k اد تکرار گره است. در صورتی کهتعدk p  باشد، توابع پایه

را در این نقطه خواهند داشت. در چنین حالتی تمامی توابع مقدارشان در این گره برابر  0Cپیوستگی

توابع پایه مکعبی را براي بردار  6-2. شکل گیرد میاز آنها که مقدار یک را  یبه جز یک شود میصفر 

3kگره با یک گره داخلی که به اندازه p   دهد میتکرار شده است نشان.  

 

  سه بار تکرار شده است 0,5توابع پایه مکعبی که گره  6- 2شکل 
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  اسپلاین-بیمنحنی  -2-3-2-3

از ترکیب خطی نقاط کنترلی  توان میرا  pاز درجه اسپلاین- بیي بزیر، یک منحنی ها منحنیمشابه 

  و توابع پایه متناسب تولید نمود:

)2-7(     ,

n

i p i
i o

r N r


C P  

  :آید میمشتق اول منحنی از ترکیب خطی نقاط کنترلی و مشتقات توابع پایه به دست 

)2-8(     ,


 
n

i p i
i o

r N rC P  

با بردار گره باز نشان داده شده است. چنانچه مشاهده  اسپلاین-بیب یک منحنی -2-2در شکل  

و منحنی در این نقاط مماس بر چند ضلعی  اند شده یابی دروناولین و آخرین نقاط کنترلی  شود می

بهتر این . براي فهم دهد میکنترلی قرار گرفته است. این موضوع در واقع اثر بردار گرهی باز را نشان 

  :دهیم میقرار  8-2و  7- 2را در روابط  6-2و  5-2مطلب روابط 

)2-9(  

)2-10(  

   

   

, 0

, 1 0

1

0 0

0 0 ( )

n

i p i
i o

n

i p i
i o p

N

p
N

r



 

 

   





C P P

C P P P

 

0rکه براي یک بردار گره باز، اولین نقطه کنترلی در دهد می) نشان 9-2رابطه (   شود میدرونیابی .

0rاست که منحنی در) نشان دهنده این 10-2همچنین رابطه (  مماس بر پاره خط
0 1

P P  .است

1rهمین ویژگی براي انتهاي دیگر در   ها ویژگیو دو نقطه کنترلی انتهایی برقرار هستند. درك این 

بسیار اهمیت دارند. این مبحث در  اسپلاین- بیو سطوح  ها منحنیبراي تعریف شرایط پیوستگی 

  ي بعدي بررسی خواهد شد.ها بخش

kاگر یک گره داخلی به اندازه p 0بار تکرار شود، پیوستگی منحنی در این گره بهC  کاهش

، مقدار یکی شود میملاحظه  6-2. چنانچه در شکل کند میو یک شکستگی در منحنی ایجاد  یابد می

شکل  توسط منحنی است.کنترلی که به معنی درونیابی شدن آن نقطه  شود می 1از توابع پایه برابر 
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kبا گره تکراري به اندازه اسپلاین-بییک منحنی مکعبی  2-7 p  براي این دهد میبار را نشان .

  . اند شدهبه کار گرفته  2-2براي نقاط کنترلی شکل  4-2شکل توابع پایه شکل 

 

  R-{0,0,0,0,0.5,0.5,0.5,1,1,1,1}با بردار گره  اسپلاین- بیمنحنی مکعبی  7- 2 شکل

آخرین   yبا تغییر مختصات اسپلاین- بیتشریح شده است. منحنی  8-2محلی در شکل  ویژگی کنترل

، تابع پایه متناظر با این نقطه تنها بر شود مینقطه کنترلی اصلاح شده است. چنانچه در شکل ملاحظه 

آخرین دهانه کنترلی تاثیر می گذارد. بنابراین تغییر این نقطه کنترلی تنها بر آخرین بخش منحنی 

ز نقاط کنترلی یکی ا ن داده شده است. در صورتی که محلب نشا -8- 2موثر است که در شکل 

1pداخلی تغییر کند، تاثیر آن بر چند بخش، تا حداکثر  .بخش خواهد بود  

 

  الف)منحنی اولیه ب) تغییر محل آخرین نقطه کنترلی اسپلاین- بیکنترل محلی در منحنی  8- 2شکل 
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  به صورت زیر بیان نمود: توان میرا  اسپلاین- بیي ها منحنیي ها ویژگیمهم ترین 

  .گیرد میمنحنی داخل بدنه محدب چند ضلعی کنترلی قرار  

  .شوند میدر حالت کلی نقاط کنترلی درونیابی ن 

1pنقاط کنترلی حداکثر بر   .بخش تاثیر دارند  

اط بر چند در حالت بردار گرهی باز، نقاط ابتدا و انتها درونیابی شده و منحنی در این نق 

  ضلعی کنترلی مماس خواهد بود.

Cمنحنی در بین دو گره پیوستگی   و در صورتk مرتبه تکرار گره پیوستگیp kC  .دارد  

یک دهانه گرهی تشکیل  تنها در است که اسپلاین-بییک منحنی بزیر در واقع یک منحنی  

  شده است.

  اسپلاین-بیسطوح  -2-3-2-4

. این شود میحاصل  sو rپارامتري از ضرب تانسوري توابع پایه در دو بعد اسپلاین- بییک سطح 

nسطح به وسیله یک شبکه m از نقاط کنترلی، دو بردار گرهیR وS  اي جمله، دو درجه چند

1
p 2و

p  ند مساوي نباشند) و توابع پایه متناظرتوان می(که 
1,i p

N r و 
2,j p

N s  به صورت زیر

  :شود میتعریف 

     
1 2, , ,

0 0

,
n m

i p j p i j
i j

r s N r N s
 

 S P                )2-11(  

1، داراي پیوستگیها منحنینیز مشابه  اسپلاین -بیسطوح  1pC  در جهتr 2و 1pC  در جهتs 

1pباعث کاهش پیوستگی به در هر یک از جهت ها، kبه تعداد ها گرههستند و تکرار  kC   2یاp kC 

  .دهد میحاصل از آن را نشان  اسپلاین-بیشبکه نقاط کنترلی و سطح  9-2خواهد شد. شکل 
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  الف) شبکه نقاط کنترلی ب) سطح حاصل اسپلاین-بیسطح  9- 2شکل 

  

  اسپلاین-بیاحجام  -2-3-2-5

و ضرب تانسوري توابع پایه مربوطه حجم  tبا افزودن یک بعد دیگر مثل توان میمشابه سطح نربز، 

  را تولید نمود: اسپلاین-بی

     
1 2 3, , , , ,

0 0 0

, ,
n m l

i p j p k p i j k
i j k

r s t N r N s N
  

 B P               )2-12(  

  

  

  براي احجام نیز برقرار هستند. ها ویژگی، همان ها منحنیمشابه حالت سطوح و 

  نربز - 2-3-3

ي غیر یکنواخت کسري به زبان انگلیسی است. عبارت غیر یکنواخت ها اسپلاین- بینربز مخفف عبارت 

د یکنواخت نباشد. عبارت کسري به توابع پایه بر توان میمربوط به بردار گره است که در حالت کلی 

ي ها اي جملهچند  ها نربزهستند،  اي جملهچند  اي قطعهکه توابع  ها اسپلاین-بید. برخلاف گرد می

در  wي نربز، براي هر نقطه کنترلی یک مقدار وزنها منحنیدر تعریف . باشند می اي قطعهکسري 

یک که مقدار آن بر نحوه تاثیر آن نقطه کنترلی بر شکل منحنی موثر است.  شود مینظر گرفته 

  به صورت زیر تعریف نمود: توان مینربز را  pمنحنی درجه
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)2-13(  
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C P  

  با تعریف تابع پایه نربز به شکل زیر:

)2-14(  
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ي قبل از ضرب نقاط کنترلی در توابع ها بخشو مشابه  تر سادهتعریف منحنی نربز را به شکل  توان می

  پایه مربوطه به شکل زیر بازنویسی نمود:

   ,
0

n

i p i
i

r R r


C P                              )2-15(  

اسپلاین عادي -به تابع پایه بی 14-2ها با هم برابر باشند، تابع پایه نربز رابطه  چنانچه همه مقادیر وزن

ها در آن  اسپلاین حالت خاصی از تابع نربز هست که وزن-شود. به عبارت دیگر تابع پایه بی تبدیل می

ها اشاره شد، براي نربز نیز به آن 2-2-3- 2اسپلاین که در بخش -هاي بی برابر هم هستند و همه ویژگی

  کنند.   صدق می

تاثیر مقدار وزن در شکل منحنی نربز نشان داده شده است. در این شکل منحنی نربز  10-2در شکل 

و اعمال وزن 2-2با استفاده از نقاط کنترلی شکل 
4

10w  شود که در  رسم شده است. مشاهده می

  حنی به سمت نقطه کنترلی مربوطه کشیده شده است.اثر این افزایش وزن، من
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  w4=10منحنی نربز با وزن زیاد چهارمین نقطه کنترلی  10- 2شکل 

  

مزیت مهم توابع پایه کسري، قابلیت آنها در رسم دقیق مقاطع مخروطی، مانند دایره و بیضی است. 

قادر  ها نربز. بنابراین دهد مییک دایره دقیق را که با استفاده از نربز رسم شده است نشان  11-2شکل 

ستگی و همچنین ي با لبه تیز و شکها شکلي خطی، ها شکلي آزاد هموار به همراه ها شکلبه تولید 

ي رایج هندسی مثل دایره و استوانه و کره و غیره هستند. به این خاطر نربز به عنوان ابزار هاي ها شکل

 .اند شدهپذیرفته  CADاستاندارد در 

 

  تولید دایره دقیق با استفاده از نربز 11-2شکل
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  به صورت زیر تعریف نمود: توان می، یک سطح نربز را اسپلاین-بیمشابه سطوح 

)2-16(  
   

1 2

1 2,
, ,

0 0

, ,
n n

p p
i j i j

i j

r s R r s
 

S P  

  :شود میکه تابع پایه آن به شکل زیر تعریف 

)2-17(  
 

   

   

1 21 2

1 2

1 2

, , ,,
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  و همچنین یک حجم نربز به شکل زیر:

)2-18(  
   

31 2

1 2 3, ,
, , , ,

0 0 0

, , , ,
nn n

p p p
i j k i j k

i j k

r s t R r s t
  

S P  

  با تابع پایه 

)2-19(  
 

     

     

1 2 31 2 3

31 2

1 2 3

, , , , ,, ,
, ,

, , , , ,
0 0 0

, ,
i p j p k p i j kp p p

i j k nn n

k p l p m p k l m
k l m

N r N s N t w
R r s t

N r N s N t w
  




 

  .شود میتعریف 

) از ضرب تانسوري توابع پایه یک 19-2و  17-2توجه شود که توابع پایه دو و سه بعدي نربز (روابط 

ي وزنی توابع پابه اسپلاین ها نسبتبلکه از ضرب تانسوري  آیند نمی) به دست 14-2رابطه بعدي نربز (

  .شوند میحاصل 

  بهبود شبکه -2-3-4

. هارد: افزایش گره و بالا بردن درجیک منحنی یا سطح نربز وجود د بندي شبکهدو روش براي بهبود 

روش افزایش گره، . در شوند میفضاي طراحی  يهر دو روش با افزایش نقاط کنترلی باعث ارتقا

ي جدیدي به بردار گره اضافه ها گرهو  شوند میي کوچکتر تقسیم ها دهانهي گرهی به ها دهانه

به ازاي هر یک گره جدید،  .یابد میطه پیوستگی به اندازه یکی کاهش . در نتیجه در این نقشوند می

ي گرهی ثابت باقی ها دهانهتعداد  . در روش بالا بردن درجه،شود مییک نقطه کنترلی نیز اضافه 
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ي موجود باید تکرار ها گره. با افزایش درجه، یابد میتوابع پایه افزایش  اي جمله، اما درجه چند ماند می

این بهبود شبکه  ،. در سطوحماند میشوند که در نتیجه پیوستگی در این نقاط بدون تغییر باقی 

ویژگی مهم هر دو روش این  به کار رود. sو rد مستقلا براي هر یک از جهت هاي پارامتريتوان می

هاي استانداردي براي  دهند. الگوریتم نمیاز آنها هندسه و یا پارامتربندي را تغییر است که هیچ یک 

ي مربوطه این ها فصلدر ادامه و در  ).Piegl et al., 1997( بهبود گره و افزایش مرتبه وجود دارد 

  بررسی خواهد شد. تر مفصلبحث 
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  ها روشمواد و   -1 فصل

  

  

  

  مقدمه -3-1

مورد بررسی قرار  ،در این فصل روش تحلیل ایزوژئومتریک که حوزه اصلی پژوهش این رساله است

ي ها روشي عددي در مکانیک محاسباتی و ها روش روبه این منظور در ابتدا پس از مر. گیرد می

 اجزايطراحی هندسی کامپیوتري، اصول و کلیات روش ایزوژئومتریک به همراه مقایسه با روش 

ارائه خواهد به همراه چند مثال نمونه مسائل تنش مسطح  بندي فرمول . سپسشود میمحدود بیان 

، این مبحث در فصل بعدي به طور مجزا بررسی ها پوستهشد. با توجه به مفصل بودن بحث تحلیل 

  هد شد.خوا

   ي عددي در مکانیک محاسباتیها روش -3-2

د بررسی مثل تغییر مکان، تنش و رومکانیک مسئله محل مسائل مکانیک، براي اطلاع از رفتار  در

ي ها روشوجود دارند که باید حل شوند. حوزه اي از مکانیک که در آن از  یغیره، معادلات دیفرانسیل

، تحت عنوان مکانیک محاسباتی مشهور است. امروزه شود میعددي براي حل این معادلات استفاده 

ي مختلف علوم به عنوان شناخته شده ترین و پرکاربردترین روش ها حوزهمحدوددر  اجزايروش 

  .باشد میعددي براي حل این معادلات مطرح 

 ,.Cottrell et al( به این اسم نامگذاري شد 1960محدود اولین بار توسط کلاف در سال  اجزايروش 

. در اواخر این دهه نیز مهندسان براي حل مسائلی مانند تحلیل تنش، جریان سیال، انتقال )2009

. رشد سریع این روش سبب ایجاد اثرات بسیار شگرفی کردند میحرارت و غیره از این روش استفاده 



 

33 

  

ي، قابلیت است. مزایایی از جمله پایداري عدد شدهدر رشد علوم و تکنولوژي در نیم قرن گذشته 

اي قوي در خصوص تحقیقات انجام شده  ر مکانهاي متنوع و نهایتا پیشینهاعمال بارگذاریها و تغیی

. از طرف دیگر معایبی که بیشتر به علت شرایط اند بودهسبب رشد و گسترش سریع این روش 

به حل  به عدم دستیابی توان میوجود دارد که از آن جمله  شوند میاین روش حاصل  بندي فرمول

براي تبدیل محیط پیوسته (نامحدود) به  ها گرهدقیق، خطاهاي ناشی از مدلسازي هندسه، استفاده از 

محیط ناپیوسته (محدود)، مشکلات ناشی از تولید شبکه و بهبود آن، نیاز به قضاوت صحیح مهندسی 

به علت رفع اغلب  امروزههات ناشی از کاربران را نام برد. ي حاصل و اشتباها جوابدر برخورد با 

ابهامات و مشکلات موجود در این روش، رشد این روش دیگر سرعت گذشته را نداشته و فقط در 

  برخی مسائل و جزییات خاص، تحقیقات براي ارتقاي آن ادامه دارد.

 طراحی هندسه به کمک کامپیوتر -3-3

اي از ریاضیات کاربردي است که در  مشهور است، حوزه CADطراحی هندسه به کمک کامپوتر که به 

هاي  و الگوریتم ها روش. این حوزه به بررسی شود میآن به هندسه اشیا از دیدگاه محاسباتی نگریسته 

. در واقع توسعه چشمگیر و سریع علوم پردازد میموجود براي توصیف ریاضی اشکال هندسی 

اد شرایط مناسب براي رشد سریع ي نرم افزاري و سخت افزاري سبب ایجها بخشکامپیتوتري در 

ي طراحی هندسه به کمک کامپیوتر شده است. امروزه نرم افزارهاي بسیاري بر مبناي ها تکنیک

مانند  AutoDeskبه انواع محصولات شرك امریکایی  توان میي گرافیکی تهیه شده است که ها روش

3Dmax ،Maya ،AotuCad د.و بسیاري دیگر از نرم افزار ها اشاره کر  

مدیون دو داشمند فرانسوي در زمینه مهندسی اتومبیل به نام هاي بزیر از  CADبدون شک پیشرفت 

از مبانی چند  1972تا  1966ي ها سالبزیر در کارخانه رنو و دوکاستو از کارخانه سیتروئن است. 

استلو نیز ). دوکBezier., 1970( و سطوح استفاده نمود ها منحنیي برنشتین براي ساخت ها اي جمله

اولین بار از  1946. شونبرگ در سال داشت که در جایی به چاپ نرسید 1959اي در سال  چنین ایده
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-بیمیلادي  70. در دهه )Schoenberg., 1946( استفاده نمود سازي تقریبجهت  ها اسپلاین

 ,De Boor., 1972( معرفی شدند شوند میي کسري که امروزه تحت عنوان نربز شناخته ها اسپلاین

انجام شد که در  ها اسپلاینقابل توجهی در زمینه  يها . در طی سالیان پس از آن پیشرفت)1978

ولوژي نربز، تی نصنایعی چون صنعت انیمیشن تحولات عظیمی ایجاد نمود. اخیرا نیز با بسط تک

بانی معرفی شدند. م )Sederberg et al., 2003, 2004(به وسیله سدربرگ و همکاران ها اسپلاین

   تئوري مربوط به مسائل مدلسازي هندسی پیشتر در فصل دوم به تفصیل مورد بررسی قرار گرفت.

  اصول روش تحلیل ایزوژئومتریک -3-4

محدود و تکنولوژي طراحی به کمک کامپیوتر چنین بر  اجزايي ها روشاز تاریخچه به طور کلی 

 اجزايده است. از این رو در روش شروع به کامل کر FEMحدود یک دهه پس از  CADکه  آید می

 ,.Cottrell et al(استفاده لازم به عمل نیامده است  CADي بدست آمده در ها پیشرفتمحدود از 

2009(.  

در تقریب هندسه و تابع  ها اسپلاین-بیشاید بتوان متمایزترین ایده در ایزوژئومتریک را استفاده از 

 ,.Sabinمجهول نامید. ایده استفاده از توابع پایه اسپلاین در تحلیل مسائل مهندسی توسط سابین (

 Kagan et( ي محدود اسپلاینی و همچنین هولیگ و کاگانها المانبا عنوان  1997) در سال 1997

al., 1998, Hollig., 2003( ي ها سالدر  ها اسپلاینا استفاده از با عنوان حل مسائل حساب تغییرات ب

این ایده با استفاده از توابع  2005معرفی و تا حدودي نیز توسعه یافته است. در سال  2003تا  1998

  ل ایزوژئومتریک نام گرفت.) تکامل یافت و روش تحلیHughes et al., 2005نربز توسط هیوز (

که براي  اي پایهت این است که از همان توابع ایده بنیادي که در پس روش ایزوژئومتریک موجود اس

. این شود میبراي تقریب تابع مجهول نیز استفاده  شود میمدلسازي دقیق هندسه جسم استفاده 

محدود نیز کاملا مرسوم و شناخته شده است و از آن با نام مفهوم  اجزايموضوع در روش 

 اي جملهمحدود، توابع چند  اجزايدر روش . توابع مورد استفاده شود میایزوپارامتریک نام برده 
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. باشد میمحدود، سادگی آنها  اجزايدر  ها اي جملههستند. اصلی ترین دلیل براي اعتماد به چند 

هاي حاکم بر آنها و  سهولت برنامه نویسی، آسانی درك مفاهیم حاکم بر آنها، آسانی اثبات تئوري

ن موارد است. البته موارد ذکر شده ای  جملهزدن از  اده در تقریبتفخواص شناخته شده آنها براي اس

ي فوق براي سایر توابع پایه ناممکن است. بر عکس ها تئوريبه این مفهوم نیستند که دستیابی به 

ي دقیقی ها جواباستفاده نمود.  1از مفهوم ایزوپارامتریک براي استفاده از توابع پایه نا متعارف توان می

مراجعه  )Bazilevs et al., 2006( به مرجع توان میموجود است که  اي جملهبراي توابع پایه غیر چند 

  نمود.

ي عددي براي حل معادلات دیفرانسیل حاکم بر مسائل نیاز به ها روشروش ایزوژئومتریک مشابه همه 

و یا نربز در این  اسپلاین-بیپایه تقریب توابع مجهول و گسسته سازي دامنه دارد. به این منظور توابع 

. نقاط شود می. به این ترتیب امکان مدلسازي هندسه با دقت بالا ایجاد شوند میروش به کار گرفته 

ي ها گرهنقش نقاط شبکه و یا  شوند میو یا نربز استفاده  ها اسپلاین- بیکنترلی که براي تعریف 

  .کنند میود را بازي محد اجزايي تفاضل محدود و ها روشگسسته سازي در 

. به مجموعه این شود میدر روش اجزاي محدود دامنه به اجزاي کوچکتري به نام المان تقسیم بندي 

. هر المان به دو شود میشبکه اجزاي محدود اطلاق  کنند میکه کل هندسه دامنه را تعریف  ها المان

وابط توابع پایه، که در روش اجزاي . به این معنی که رشود مینمایش داده  3اي پایهو  2فرم فیزیکی

ند و سپس با گرد میاستخراج  اي پایهمحدود به توابع شکل و یا درونیابی معروف هستند، در فرم 

  .شوند میاستفاده از یک نگاشت به فرم فیزیکی تبدیل 

در روش ایزوژئومتریک نقاط کنترلی لزوما بر هندسه و فیزیک حل منطبق نیستند و بنابراین دو 

). نقاط کنترلی، شبکه نقاط 1-3هوم شبکه نقاط کنترلی و فیزیکی در این روش مطرح است (شکل مف

که این شبکه در مسائل دو بعدي شامل اعضاي چهار ضلعی و در مسائل سه  کنند میکنترلی را ایجاد 

                                                
1 Exotic bases 
2 Physical element 
3 Base element 
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. در این روش شوند میبعدي شامل اعضاي شش وجهی است. نقاط کنترلی توسط این شبکه درونیابی 

  .نامند میرا متغیرهاي کنترلی  شوند میهمچنین درجات آزادي که در نقاط کنترلی تعریف 

 

 )cottrell et al., 2009( نمایش ارتباط فضاي فیزیکی و فضاي پارامتریک براي یک زیر دامنه 1-3شکل

داده شده است، تقسیم بندي هندسه واقعی مسئله است. نشان  1- 3شبکه فیزیکی که براي مثال در شکل 

آنها را  توان میها که  . زیر دامنه2و دوم اجزاي گرهی 1ها این شبکه داراي دو فرم کلی است. اول زیر دامنه

                                                
1 Patches 
2 Knot elements 
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و در نهایت نیز  شوند مینیز نامید، همانند روش اجزاي محدود به یکدیگر متصل  1ي بزرگها المان

. هر زیر دامنه به اجزاي گرهی و یا فضاي شوند میي ضرایب آنها با هم به صورت معمول اسمبل ها ماتریس

چنانچه در فصل دو تشریح شد، در . شود میگفته  2ي کوچکها المانکه به آنها  شود میگرهی تقسیم 

خواهند  Cp-mي کوچک هستند، توابع پایه داراي پیوستگی ها المانکه در فضاي فیزیکی مرزهاي  ها گره

در ادبیات این روش زمانی که تعداد تکرار نقاط گرهی در بردار گره هستند.  mدرجه تابع پایه و  pبود که 

به معنی المان گرهی است. لازم به ذکر است که بسیاري از  شود میبدون پسوند استفاده  "المان"از عبارت 

  ا حل نمود.ه دامنه   گرفتن زیر بدون در نظر توان میمسائل آکادمیک را 

  محدود و ایزوژئومتریک اجزايهاي  هاي روش تفاوت1-3 جدول

  محدود اجزايروش   روش ایزوژئومتریک

  دقت بالا در مدلسازي هندسه

  نقاط کنترلی

  متغیرهاي کنترلی

  توابع پایه نربز

  شده پیوستگی کنترل

  هندسه تقریبی

  نقاط گرهی

  متغیرهاي گرهی

  ها اي جملهتوابع پایه بر اساس چند 

  بین المانی C0پیوستگی 

  

  محدود و ایزوژئومتریک اجزايهاي  اشتراکات روش 2-3 جدول

  و اجزاي محدود ایزوژئومتریکي تحلیل ها روش

  مفهوم ایزوپارامتریک

  ي حل معادلات دیفرانسیلها روش

  نحوه نوشتن کدهاي کامپیوتري

  3هاي استاندارد اقناع شدن تست

  خاصیت تاثیر گذاري در ناحیه محدود شده

  برابر واحد بودن جمع توابع شکل در یک نقطه

                                                
1 Macro elements 
2 Micro elements 
3 Patch tests 
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هاي اجزاي محدود و ایزوژئومتریک را به صورت  هاي روش توان تفاوت با توجه به نکات یاد شده می

نشان داده  2-3د در جدول هاي این روش با اجزاي محدو بیان نمود. همچنین مشابهت 1-3جدول 

  شده است.

   مسطحتنش ایزوژئومتریک مسائل  بندي فرمول -3-5

در این بخش براي درك بهتر روش ایزوژئومتریک و با توجه به استفاده از تحلیل مسائل تنش مسطح 

این مسائل ارائه خواهند شد. همچنین نحوه  بندي فرمولي بعدي، ها فصلدر  سازي بهینهدر بخش 

ي حاصله تشریح خواهند شد. در پایان با حل چند مثال عددي، ها انتگرالمشتق گیري و نیز محاسبه 

 .گیرد میمحدود مورد بحث قرار  اجزايدقت روش در مقایسه با پاسخ تئوري و حل 

  ایزوژئومتریک بندي فرمول -3-5-1

ان شد، در روش ایزوژئومتریک مقدار تابع مجهول (در اینجا تغییر ي قبلی بیها بخشچنانچه در 

نربز در بقیه نقاط تقریب  اي پایهمکان)، در نقاط کنترلی نربز محاسبه شده و سپس به وسیله توابع 

ي اول و دوم ها مولفهاین نقاط را طوري در نظر گرفت که  توان می. در مسائل مسطح شود میزده 

هندسه و مولفه سوم نشان دهنده تغییر مکان آن نقطه باشد. در این صورت مختصات آنها بیانگر 

نشان دهنده هندسه مسئله و ارتفاع رویه  xyاي در نظر گفت که تصویر آن روي صفحه  رویه توان می

بنابراین هر یک از نشان دهنده تغییر مکان آن نقطه باشد.  xy) نسبت به صفحه zدر هر نقطه (مولفه 

  به صورت زیر تعریف نمود: توان میدو مولفه هندسی در صفحه را 

)3-1(     

   

, ,
0 0

, ,
0 0

, ,

, ,

n m

i j x i j
i j

n m

i j y i j
i j

x r s R r s P

y r s R r s P

 

 








  

uبه وسیله بردار ستونی توان میتغییر مکان در هر نقطه از وصله را همچنین 


به صورت زیر تقریب  

  زد:
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)3-2(  , ,
ˆ

i j i j
i j

R  u u P  

  در حالت دو بعدي به شکل زیر است: uتوجه شود که

)3-3(   

 

,

,

u x y

v x y

  
  
  

u  

 )2- 3(در رابطه 
,i j

P ي سوم مختصات نقاط کنترلی نربز هستند که خود داراي ها مولفهبیان گر بردار

  هستند. vو دیگري تغییر مکان جهت uجهتدو مولفه، یکی براي تغییر مکان در 

)3-4(  ,

,

,

u i j

i j

v i j

P

P

  
  
  

P  

,i j
R  که از این  شود میتوابع پایه نربز هستند که در فصل دو معرفی شدند. ملاحظه در روابط بالا

. چنانچه شود میمحدود استفاده  اجزايایزوژئومتریک به عنوان توابع شکل  بندي فرمولتوابع در 

0پیشتر ذکر شد آنها در دستگاه مختصات نرمال , 1r s   حال چنانچه براي هر شوند میمحاسبه .

در ي تر سادهمحاسبات را به طور  توان میوصله یک دستگاه مختصات نرمال محلی در نظر گرفته شود، 

  این دستگاه انجام داد.

)3-5(  
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1 2
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ام در  jو، rام در جهت iي گرهیها دهانهبه ترتیب در  sو rبا توجه به ویژگی کنترلی محلی، اگر

باشند ( sجهت 1,i ir r r   و 1,i is s s  در جهت اي پایه) و درجه توابعr برابرp و در جهتs 

باشد، آنگاه فقط حداکثر qبرابر   1 1p q   5-3فر وجود دارد. بنابراین معادله (غیر ص اي پایهتابع (

  به شکل زیر کاهش داد: توان میرا 
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)3-6(  
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k i p l j q

R
u r s

v r s
R

   

   

 
     

    
    

 
 

 

 

P

u

P

  

  به صورت ماتریسی به شکل زیر بازنویسی نمود: توان میاین رابطه را 

)3-7(  .u R P  

  هاي نقاط کنترلی به شکل زیر است: ماتریس ستونی تغییر مکان uکه در آن 

)3-8(  ,
, ,

Ti j
i j i ju v   u  

  ماتریس توابع پایه نربز به شکل زیر است: Rو

)3-9(       

     
, , ,

, , ,

, 0 , 0 , 0

0 , 0 , 0 ,

i p j q i p j i j

i p j q i p j i j

R r s R r s R r s

R r s R r s R r s
R

  

  

 
  
 

 

 
  

  :باشد میماتریس ستونی زیر  Pهمچنین

)3-10(  
, , , , , ,

T

u i p j q v i p j q u i p j v i p j u i j v i jP P P P P P     
   P    

  ها را به دست آورد: کرنش توان میدر نقاط دلخواه هر وصله،  ها تغییر مکانبا معلوم بودن 

)3-11(  ε Lu  

عملگر دیفرانسیلی است که براي مسائل دو بعدي  Lبردار کرنش و εبردار تغییر مکان، uکه در آن

  :شود میبه شکل زیر تعریف 

)3-12(  
0

0

x

x

y x

 
  

   
 
  

   

L  

  کرنش را به صورت زیر تقریب زد: توان می) 11-3) در (7-3با جایگذاري رابطه (

)3-13(    BP  
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Bکه در آن LR شود میکرنش براي مصالح خطی به شکل زیر بیان -رابطه تنش .باشد می:  

)3-14(     0 0σ D ε ε σ  

 σو بردار Dبردار تنش هستند. ماتریسσتنش اولیه و 0σکرنش اولیه، 0εماتریس کشسانی، Dکه

  :نوندش میبه ترتیب به شکل زیر تعریف 

)3-15(  

2

1 0

1 0
1

(1 )0 0
2

E
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)3-16(  
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، روش گیرد مییی که در اجزاي محدود براي تشکیل ماتریس سختی مورد استفاده قرار ها روشیکی از 

کار مجازي است. به این ترتیب که یک تغییر مکان مجازي گرهی به سیستم در حال تعادل اعمال 

شده و کارهاي داخلی و خارجی انجام شده توسط نیروهاي مختلف در اثر این تغییر مکان مساوي هم 

ماتریس براي محاسبه  توان می. از همین روش )Zienkkiewics et al., 2005( شوند میقرار داده 

است، نیروهاي  که داراي مرزهاي ضرایب در ایزوژئومتریک استفاده نمود. اگر در یک وصله مانند

1پیکره
b 2و نیروهاي سطحیt  ،رابطه کار مجازي را به شکل زیر نوشت: توان میوجود داشته باشند  

)3-17(  0T T Td d d  
 



       ε σ u b u t  

آنها را با  توان میمیدان کرنش مجازي هستند که  εتغییر مکان مجازي گرهی و uدر این رابطه

  نوشت:) به صورت زیر 13-3) و (7-3استفاده از معادلات (

)3-18(  T u R P  

)3-19(   ε B P  

                                                
1 Body force 
2 Traction force 
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  ) داریم و کمی ساده سازي داریم:17-3با جایگذاري این روابط در معادله (

)3-20(  0T T T T Td d d d d
   



             0 0B DBP B Dε B σ R b R t  

  به شکل مشهور زیر بازنویسی نمود: توان میدر نهایت این رابطه را 

)3-21(  KU = F  

و  ها تنشنیروهاي خارجی در اثر بارها،  Fو  ها تغییر مکانبردار Uماتریس ضرایب،  Kکه در آن

  :شوند میي پسماند وارد بر وصله هستند که به شکل زیر تعریف ها کرنش

)3-22(  T d


 K B DB  

)3-23(  T T T Td d d d
  



          0 0F B Dε B σ R b R t  

) را با اعمال شرایط مرزي حل نمود و 21-3دستگاه معادلات ( توان میمحدود،  اجزايهمانند روش 

  را به دست آورد. ها تغییر مکان

  محاسبه ماتریس سختی -3-5-2

) به دست آمد. با توجه به اینکه توابع شکل مورد 22-3در بخش قبل ماتریس سختی به شکل رابطه (

بر حسب پارامترهاي نرمال نربز هستند، این انتگرال نیز بر حسب این  بندي فرمولاستفاده در این 

  پارامترها خواهد بود:

)3-24(     , ,T r s r s d


 K B DB  

ماتریس سختی یک وصله است که تشابه زیادي با انتگرال سختی در اجزاي این انتگرال نشان دهنده 

با توجه به روابط . محدود دارد. اما باید توجه داشت که این دو داراي تعاریف متفاوتی با هم هستند

ابعاد این ماتریس را حدس زد. اگر تعداد نقاط کنترلی را با توان میارائه شده براي ماتریس سختی 

PN نشان دهیم و تعداد درجات آزادي آنها را برابر دو فرض کنیم، ابعاد ماتریس سختی

2 2p PN N.خواهد بود که یک ماتریس مربعی است  
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. در شود میعددي استفاده  گیري انتگرالي ماتریس سختی از ها انتگرالجهت خودکار سازي محاسبه 

. گیرد میمورد استفاده قرار  1عددي، روش گوس گیري انتگرالي مختلف ها روشاین رساله از میان 

  محدود مراجعه نمود. اجزاي يبه کتاب ها توان میجهت آشنایی بیشتر با این روش 

.  شود میعددي روي یک المان گرهی انجام  گیري انتگرال، رسالهدر روش مورد استفاده در این 

گوس  گیري انتگرالو با  شود میي گرهی تقسیم ها المانرهی به ي گها دهانهمحیط هر وصله توسط 

. این موضوع در آید میدر نهایت حاصل انتگرال روي سطح وصله به دست  ها المانروي هر یک از این 

، یک المان فیزیکی ابتدا با شود می) نشان داده شده است. چنانچه در این شکل ملاحظه 2-3شکل (

، منتقل شود میري نربز، که از این پس به اختصار فضاي پارامتري نامیده یک نگاشت به فضاي پارامت

 2، که در ادبیات موضوع به المان منشاگیري  انتگرالد. سپس با یک نگاشت دیگر به فضاي گرد می

  . در ادامه این روند به طور مفصل تشریح خواهد شد.شود میمشهور است، منتقل 

 

  )cottrell et al., 2009( گیري انتگرالفضاهاي فیزیک، پارامتري و  2- 3شکل 

                                                
1 Gaussian Quadrature 
2 Parent element 
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عبارت ,r sB) شود می) به شکل زیر تعریف 24-3در رابطه:  

)3-25(  
0

0

x

x

y x

 
  

    
 
  

   

B LR R  

در دستگاه yوxنسبت بهRکه براي حل انتگرال ماتریس سختی باید مشتقات شود میملاحظه 

مختصات کلی محاسبه شوند. براي ارتباط بین دستگاه مختصات کلی و فضاي پارامتري، ژاکوبین زیر 

  :شود میتعریف 

)3-26(  x y

r r

x y

s s

  
  

  
  

   

1J  

  بنابراین داریم:

)3-27(  
1x r

y s



   
      

       
     

1

R R

J
R R

  

که
r





R
و 

s





R
مشتقات جزئی توابع پایه نربز هستند. همچنین با توجه به اینکه همه پارامترهاي  

ین راه براي تر سادهانتگرال ماتریس سختی بر حسب مختصات فضاي پارامتري نربز است، 

detاین عمل باعث ایجاد استفاده از همین فضاي پارامتري است. گیري  انتگرال 1J  گیري انتگرالدر 

  به صورت زیر بازنویسی نمود: توان می) را 24- 3. بنابراین رابطه (شود میماتریس سختی 

)3-28(     , , detT
patch patch

r s r s drds


   1K B DB J  

گوس در فضاي  گیري  انتگرالي مربوط به آنها در روش ها وزنو  گیري انتگرالبا توجه به اینکه نقاط 

نرمال 1,1  باید توسط یک نگاشت، محدوده یک المان گرهی در فضاي پارامتري با شود میتعریف ،

  :شود میمرتبط شود. این نگاشت به شکل زیر تعریف  گیري انتگرالفضاي نرمال 
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)3-29(     

   

1 1

1 1

1

2

1

2





 

 

     

     

i i i i

i i i i

r r r r r

s s s s s

  

ي نربز ها مولفه sو rگوس و گیري انتگرالي مختصات نقاط در فضاي ها مولفه و در روابط فوق

 گیري  انتگرالیا همان فضاي پارامتري هستند. این نگاشت باعث ایجاد ژاکوبین به شکل زیر در 

  :شود می

)3-30(  

2 2, det
 

 

 

  
  
  
  

   

r s

drds d d
r s

J J  

  

  که در آن:

)3-31(   

 

1

1

1
, 0

2

1
0 ,

2

 

 





 
  

 

 
  

 

i i

i i

r s
r r

r s
s s

  

  ) ماتریس سختی را به صورت زیر بازنویسی نمود:28-3رابطه ( توان میدر نتیجه 

)3-32(     
1 1

1 2
1 1

1

, , det det     
 



 
n

T
patch

i

d dK B DB J J  

گوس  گیري انتگرال) و استفاده از 32-3ي گرهی در هر وصله است. با رابطه (ها المانتعداد  nکه

  ماتریس ضرایب را براي یک وصله محاسبه نمود. توان می

  چند مثال مرور -3-5-3

و حل مسائل مسطح تاکنون توسط محققان زیادي انجام شده است، در  بندي فرمولبا توجه به اینکه 

مرور شده است و نوشتن برنامه کامپیوتري براي حل این مسائل مورد  بندي فرمولاین رساله فقط این 

مسائل مسطح  سازي بهینهي مربوط به ها فصلنظر نبوده است. با این حال از یک زیربرنامه تحلیل در 
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استفاده خواهد شد. در این بخش مبحث مربوط به مسائل دو بعدي را با مرور چند مثال به پایان 

اي و صفحه نامحدود با حفره میانی است که به ترتیب در  مربوط به تیر طره ها المثخواهیم برد. این 

 توان میو بحث در مورد نتایج  ها مثالنشان داده شده است. براي مرور دقیق تر  4-3و  3-3ي ها شکل

  ) مراجعه نمود.1388توکلی، به مرجع (

 

گاهی و بارگذاري، ب) شبکه نقاط کنترلی، ج) درجه و بردارهاي  هندسه، شرایط تکیهاي الف)  تیر طره 3- 3شکل 

 xگرهی، ح) نتایج ایزوژئومتریک و تحلیلی، د) کانتور تغییر مکان قائم، ز) کانتور تنش نرمال در جهت 
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رلی براي قاط کنتصفحه نامحدود با حفره میانی: الف) شکل و بارگذاري، ب)یک چهارم مدلسازي شده، ج) ن 4- 3شکل 

، د) استفاده از دو وصله، ذ) نقاط  xمکان ایزوژئومتریک جهت تغییر، خ) xتغییرمکان دقیق جهت حالت یک وصله، ح) 

  یلی براي دو وصله، ز)تنش ایزوژئومتریک براي دو وصلهتنش تحلدو وصله، ر) کنترلی در حالت 
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  ها نتایج و تعیین مشخصات دمپ -2 فصل

  

  

  

  مقدمه -4-1

. در این فصل به پردازد می اي پوستهي ها سازه سازي بهینهحاضر به تحلیل و  رسالهاز  اي عمدهبخش  

استفاده از روش ایزوژئومتریک در تحلیل آنها  طور خاصبه و  ها پوستهمبحث مربوط به تحلیل 

هاي خمشی و  ري مهم و پر کاربرد در تحلیل ورقچنانچه پیشتر بیان شد، دو تئوپرداخته خواهد شد. 

ي نازك و تئوري میندلین رایزنر براي ها پوستهح هستند: تئوري کیرشهف لاو براي مطر ها پوسته

ي برشی را ها شکلگفت که تئوري میندلین رایزنر اثر تغییر  توان میي ضخیم. به طور خلاصه ها پوسته

هاي  اچیز است. به همین خاطر براي ورقي نازك نها پوسته. این اثر براي گیرد میدر نظر  ها پوستهدر 

صفحات خمشی و مناسب است. با این حال در توسعه تحلیل لاو نازك استفاده از تئوري کیرشهف 

ي نازك و چه ها پوستهچه براي  ،محدود، تئوري میندلین رایزنر اجزاياز روش با استفاده  ها پوسته

ي ضخیم بیشتر مورد توجه قرار گرفته است. این موضوع به این خاطر است که در این تئوري ها پوسته

ي ها المانو استفاده از  شوند میچرخش و تغییر مکان به عنوان دو متغیر مستقل از هم در نظر گرفته 

ي با پیوستگی ها المان. در حالی که تئوري کیرشهف نیازمند باشد میبراي آنها کافی  C0با پیوستگی 

C1 .است  

رایزنر انجام شده است. -تحلیل پوسته، بر مبناي تئوري میندلین سازي رابطهدر این رساله مدلسازي و 

ري میندلین رایزنر تشریح شده با در نظر گیري تئو ها پوستهي آتی این فصل ابتدا مکانیک ها بخشدر 

پوسته داراي  سازي رابطه. سپس شوند میمعادلات حاکم بیان میدان تغییرمکان، کرنش، تنش و و 
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انحنا با استفاده از تئوري میندلین رایزنر براي تحلیل ایزوژئومتریک انجام خواهد شد. در پایان این 

  .شوند میبررسی  پوسته حل شده و نتایج مختلفیی از مسائل ها مثالفصل 

  و تئوري میندلین رایزنر ها پوستهمکانیک  - 4-2

بیان و روابط حاکم بر پوسته با در نظر گرفتن این مبانی بخش مبانی تئوري میندلین رایزنر  در این

. به عبارت شود می. توجه شود که در اینجا به منظور سادگی از اثر انحنا در پوسته صرف نظر شود می

، شود می. در بخش بعدي اثر انحنا لحاظ شوند میبخش براي یک پوسته مسطح بیان  دیگر مطالب این

که فرضیات  شود میبه این صورت که براي هر نقطه پوسته یک دستگاه مختصات محلی تعریف 

. در نهایت با داشتن زوایاي کند میمکانیکی مبتنی بر تئوري میندلین رایزنر در این دستگاه معنی پیدا 

مربوط به چرخش محورهاي  رهاي دستگاه کلی و با اعمال قواعدستگاه مذکور با محومحورهاي د

. به بیان دیگر در این بخش فرض بر این است یابد میمختصات، نتایج به دستگاه مختصات کلی انتقال 

  ي مختصات محلی و کلی بر هم منطبق هستند.ها دستگاهکه 

  :شوند میمهم ترین فرضیات تئوري میندلین رایزنر به صورت زیر بیان 

 در مقایسه با ضخامت پوسته ناچیز هستند. ها تغییر مکان -1

 ي عمود بر صفحه میانی ناچیز هستند.ها تنش -2

اما لزوما بر صفحه میانی  ماند میصفحه عمود بر صفحه میانی، بعد از خمش نیز صفحه باقی  -3

 عمود نیست.

در واقع فرض سوم، تفاوت اصلی این تئوري با تئوري کلاسیک کیرشهف لاو است. این فرض این 

در نظر گرفته شوند. بنابراین  ها تغییرمکانها به صورت مستقل از  سازد که چرخش میامکان را فراهم 

  به شکل زیر بیان نمود: توان میمیدان تغییرمکان براي پوسته مسطح را 

)4-1(     

   

 

0

0

0

( , , ) , ,

( , , ) , ,

( , , ) ,





 

 



x

y

u x y z u x y z x y

v x y z v x y z x y

w x y z w x y
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x,) 1-4در روابط ( y نشان دهنده محورهاي مختصات داخل صفحه میانی پوسته مسطح وz  بیانگر

v,محور عمود بر سطح میانی پوسته است. پارامترهاي u وw ي تغییرمکان به ترتیب ها مولفهیانگر ب

y,در جهت هاي x وz .0در حالی که  هستند 0,v u 0وw ي متناظر مربوط به صفحه ها تغییرمکان

و x میانی هستند. متغیرهاي y  ي چرخش ناشی از خمش در ها مولفهبه ترتیب نشان دهنده

را به همراه نیروهاي داخلی موثر بر نمودار  ها چرخش) این 1- 4هستند. شکل ( yzو xzصفحات

  .دهد میحت بارگذاري کلی نشان ر تجسم آزاد یک المان نوعی پوسته مسطح میندلین رایزن

 

  : نمودار جسم آزاد پوسته1-4شکل

0از صفر قرار دادن تنش قائم بر سطح میانی پوسته ( z
) در معادلات تنش کرنش حالت سه بعدي 

روابط تنش کرنش حاکم بر پوسته را در یک نقطه نوعی با مختصات  توان میبراي مواد ایزوتروپیک 

 , ,x y z :به صورت زیر به دست آورد  

)4-2(  
2 2

2 2

0 0 0
1 1

0 0 0
1 1

0 0 0 0
2(1 )

0 0 0 0
2(1 )

0 0 0 0
2(1 )

 

 
 
 

 


 

 

    
    
     

    
         
    

    
    

    
    

    
    
    
    

x x

y y

xy xy

xz xz

yz yz

E E

E E

E

kE

kE
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و مقدار آن در منابع  شود میلحاظ  تغییر شکل برشییک مقدار ثابت است که به خاطر اثر  kضریب

2مختلف بین
3

k 5تا
6

k  را براي رفتار هاي درون 2-4رابطه ( توان می. شود میدر نظر گرفته (

  صفحه و عرضی تفکیک نمود:

)4-3(  

 

2

1 0

1 0
1

1
0 0

2

 

  


 

 
    
    
    

            
    
       

  

x x

y y

xy xy

E
  

  و یا

)4-4(  σ = Cε  

  اي و نیز ي صفحهها کرنشبراي تنش و 

)4-5(  1 0

2(1 )
0 1

 


 

    
                

xz xz

yz yz

kE
  

  و یا

)4-6(  
s sσ = C γ  

  را به صورت زیر نوشت: ها کرنش توان می) 1- 4ي عرضی. با استفاده از رابطه (ها کرنشبراي تنش 

)4-7(  0
0

0
0

0 0
0( ) ( )


  


  


  


   

 


   

 

 
     

   

x
x x x

y

y y y

yx
xy xy xy

u
z z

x x

v
z z

y y

u v
z z

y x y x

  

  ) را به شکل برداري به صورت زیر باز نویسی نمود:7-4روابط ( توان می

)4-8(    z0ε ε χ  
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که
0 0 0 0

, , ( )
    

      

T

u v u v

x y y x
0ε ناشی از نیروهاي غشایی و میانیي صفحه ها کرنش 

, , ( )
     

  
    

T

y yx x

x y y x
χي خمشی ناشی از تغییر شکل خمشی هستند. با ها کرنش

اثرات غشایی و خمشی را از هم تفکیک نمود.  توان می) 6-4استفاده از اصل جمع آثار قوا در رابطه (

  در این صورت براي بخش غشایی رابطه

)4-9(  0 0σ = Cε  

  و براي بخش خمشی رابطه

)4-10(  zσ = Cχ  

  .تنوش توان میرا 

  به صورت زیر به دست آورد: توان میي عرضی برشی را ها کرنشبه صورت مشابه 

  

)4-11(  

0

0

 

 

  
   
  

  
   
  

yz y

xz x

v w w

z y y

u w w

z x x

  

و به صورت زیر  اند شده) نشان داده 1- 4لنگرهاي خمشی به همراه نیروهاي غشایی و برشی در شکل (

  :شوند میتعریف 

)4-12(  

)4-13(  

)4-14(  

   

   

   

2

2

2
0 0 0

2

2

2

, , , ,
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tT T

x y xy x y xyt

t TT

x y xy x y xyt

tT T

x y xz yzt

M M M z dz

N N N dz

Q Q k dz

M

N

Q

  

لنگرهاي خمشی را  توان می) 12-4) در رابطه (10-4ي ناشی از خمش از رابطه (ها تنشبا جایگذاري 

  به صورت زیر بازنویسی نمود:

)4-15(  2
2

2
 

t

t
z dzM Cχ  
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  و یا

)4-16(  
11 12 13

21 22 23

31 32 33







    
        
        

x x

y y

xy xy

D D DM

M D D D

D D DM

  

  و یا

)4-17(   fM D χ  

 که
fD :ماتریس سختی خمشی است که به شکل زیر است  

)4-18(  2
2

2
 

t

f t
z dzD C  

  به شکل زیر نوشت: توان میبه طور مشابه نیروهاي غشایی را 

)4-19(  0 mN D ε  

که
mD 4) در (10-4ي غشایی از رابطه (ها تنشماتریس سختی غشایی است. به علاوه اگر به جاي-

  که: شود می) نتیجه 19- 4) قرار دهیم، با مقایسه با رابطه (13

)4-20(  2

2
 

t

m t
dzD C  

  با عملیات مشابه براي نیروهاي برشی عرضی خواهیم داشت:

)4-21(   sQ D γ  

که
sD  شود میماتریس سختی برشی است و به شکل زیر تعریف:  

)4-22(  2

2
 

t

s s
t

k dzD C  

,توجه شود که     
T

xz yzγ.  

به  و ضریب پواسون E، مدول ارتجاعی tزوتروپیک با ضخامتای پوستهمعادلات مربوط به یک 

  :شود میشکل زیر حاصل 
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)4-23(  
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  روابط مربوط به پوسته مسطح را به شکل زیر بیان نمود: توان میدر نهایت به شکل خلاصه 

)4-26(     
    

    
         

m

f

s

0D 0 0N ε

M 0 D 0 χ

Q γ0 0 D

  

در این بخش معادلات حاکم بر یک پوسته مسطح با در نظر گیري تئوري میندلین رایزنر مورد بررسی 

قرار گرفت. در بخش بعدي با استفاده از این ایده روابط تحلیل با استفاده از توابع پایه نربز در حالت 

  ي داراي انحنا گسترش داده خواهد شد.ها پوستهکلی و براي 

  ي داراي انحناها پوستهتحلیل ایزوژئومتریک   -4-3

در این بخش مدلسازي هندسی و تحلیل پوسته داراي انحنا با استفاده از توابع پایه نربز تشریح 

محدود حاصل  اجزايي خمیده مورد استفاده در روش ها المان. ایده اصلی این کار از تئوري شود می

تحلیل بر مبناي روش ایزوژئومتریک که در فصل سوم  ). اصولZienkiewicz et al., 2005شده است (

بیان شد، استوار است. با توجه به استفاده از تئوري میندلین رایزنر در هر نقطه پنج درجه آزادي وجود 

که  شود میطوري انجام  بندي فرمولدارد که شامل سه درجه تغییرمکانی و دو درجه چرخشی است. 

جهت مماس بر صفحه میانی با استفاده از توابع پایه نربز و در جهت  در هر المان گرهی، تقریب در دو

. در تمام مباحث این بخش دو دستگاه مختصات شود میعمود بر صفحه میانی به صورت خطی انجام 
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کلی و محلی وجود دارد که دستگاه محلی براي هر نقطه موجود در پوسته به صورت مجزا تعریف 

  .شود می

  تعریف هندسه -4-3-1

) انجام شد. جهت سادگی این رابطه را به صورت زیر 16- 2تعریف سطح نربز در فصل دوم با رابطه (

  :کنیم میبازنویسی 

)4-27(  
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,تعداد کل نقاط کنترلی و n+1) 27-4در رابطه ( ,i i ix y z ي مختصات هر یک از این نقاط ها مولفه

سطح میانی پوسته را تعریف نمود. براي تعریف ضخامت  توان میستفاده از این رابطه هستند. با ا

1یک محور مختصات توان میپوسته  1  t  و با اعمال یک در نظر گرفت در جهت عمود بر پوسته

  نمود: تعریفتقریب خطی بعد ضخامت را 
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) 28-4در رابطه (
3ivروي سطح میانی منتاظر با  اي نقطهدر  که اي است بردار یکهi  امین نقطه

و شود میکنترلی در جهت عمود بر پوسته تعریف 
iT ضخامت پوسته در آن نقطه است. توجه شود که

,r s 0هستند که اسپلاین-بیهاي گرهی معرفی شده براي تعریف توابع پایه همان پارامتر , 1 r s 

) نشان 2-4این موضوع در شکل (پارامتري است که براي تعریف بعد ضحامت اضافه شده است.  tو

ب) اضافه شدن بعد -2-4الف) تعریف سطح میانی پوسته و شکل (- 2-4داده شده است. شکل (

  .دهد میضخامت را به آن نشان 
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  تعریف تغییر مکان -4-3-2

 بیان شد، در تئوري میندلین رایزنر چرخش به صورت پارامتري مستقل در نظر 2-4چنانچه در بخش 

  اده از سه متغیرـهاي داراي انحنا با استف شود. از این رو تعریف تغییرمکان براي پوسته گرفته می

 

 تعریف هندسه پوسته الف) نقاط کنترلی و سطح میانی پوسته، ب) اضافه شدن ضخامت 2- 4شکل 

 جابجایی و دو متغیر چرخشی حول دو محور متعامد که بر بردار 
3iv اگر شود میعمود هستند انجام .

این دو بردار را با 
1iv  و

2iv  ي متناظر با هر یک را به ترتیب با ها چرخشو i
و  i

بیان نماییم  

  تغییر مکان در پوسته داراي انحنا را به صورت زیر تعریف نمود: توان می)، 3-4(شکل 

)4-29(  
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  :شود میمحدود به صورت زیر برآورده  اجزاياز این رابطه فرم معمول 
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v,در این روابط u  وw مکان در جهت سه محور مختصات کلی ي تغییرها مولفه,y x وz .هستند  
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، اند گرفته) و با توجه به این نکته که نقاط کنترلی روي سطح پوسته قرار ن29-4رابطه (با دقت در 

در  توان مید درست باشد. به عبارت دیگر بردارهاي متعامد را نتوان میکه این رابطه ن شود مینتیجه 

کان که جمله اول سمت راست معادله مذکور تغییر م شود میروي نقاط کنترلی تعریف نمود. مشاهده 

محدود، درجات آزادي تغییر  اجزايمعمول  بندي فرمول. در کند میسطح میانی پوسته را تعریف 

در حالی که در ایزوژئومتریک این درجات آزادي به نقاط کنترلی  یابند میاختصاص  ها گرهمکانی به 

درجات آزادي . در نتیجه جمله اول این رابطه صحیح است. اما جمله دوم مربوط به اند یافتهاختصاص 

. اما در یابند میاختصاص  ها گرهمحدود متداول، به  اجزايچرخشی است. این درجات آزادي نیز در 

بردارهاي متعامد را مستقیما  توان میحاضر که مبتنی بر توابع نربز و نقاط کنترلی است، ن بندي فرمول

چرخشی به نقاط کنترلی  روي نقاط کنترلی تعریف نمود و در نتیجه امکان اختصاص درجات آزادي

  وجود ندارد.

د مورد استفاده قرار گیرد. به این منظور هر نقطه توان میجهت حل این مشکل یک الگوي نگاشت 

و درجات آزادي  شود میکنترلی با یک نقطه در فضاي فیزیکی و روي سطح میانی پوسته نگاشته 

 اي نقطهین نگاشت ها این است که هر نقطه با تر ساده. یکی از شوند میچرخشی روي این نقطه تعریف 

از سطح میانی که کمترین فاصله را با آن نقطه دارد نگاشته شود. اشکال این روش هزینه محاسباتی 

باید یک روش تکراري مانند جستجوي نیوتن به کار  اي نقطهزیاد آن است. براي پیدا کردن چنین 

 اي نقطه. راه دیگر پیدا کردن یابد میبه سرعت افزایش گرفته شود. این هزینه با ریزتر شدن شبکه 

روي سطح است که در آن نقطه تابع شکل مربوط به هر نقطه کنترلی بیشترین مقدار را دارد. این 

روش نیز مستلزم استفاده از روش نیوتن است و در نتیجه حجم محاسباتی بالایی را می طلبد. در این 

ر هزینه بالاي محاسباتی صرف نظر شده است. در عوض از یک ي مذکور به خاطها روشرساله از 

) استفاده Uhm et al., 2009; Bazilevs et al., 2010که در برخی منابع اشاره شده ( تر سادهالگوي 

شده است. نگاشت مورد استفاده به این صورت است که براي هرنقطه کنترلی یک نقطه در فضاي 

شود که این نقاط در یک تناظر یک به یک قرار ندارند. چنانچه  . البته توجهشود میگرهی متناظر 
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بین تعداد نقاط  n=m-p-1پیشتر ذکر شد، در حالتی که از بردارهاي گرهی باز استفاده شود رابطه 

) برقرار است. با این حال به صورت p) و درجه تابع پایه (m+1)، تعداد نقاط گرهی (n+1کنترلی (

متناظر هر نقطه کنترلی را روي فضاي گرهی تعریف نمود. این نقطه در  نقطه توان میدادي   قرار

i,. براي هر تابع پایه شود مینامیده  1ادبیات مربوطه مهار pN نقطه مهار که با ،
ia  شود مینشان داده ،

  :شود میبه صورت زیر تعریف 

)4-31(  

    
( 1) 2

2 2 1

1

2

 



  








i p
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i p i p

r if p is odd

a
r r if p is even

 

، این تعریف طوري انجام شده که براي توابع از درجه فرد نقاط مهار همان شود میچنانچه ملاحظه 

  ي گرهی هستند. ها دهانهو براي درجات زوج این نقاط وسط  ها گره

ایزوژئومتریک ارائه شده در این رساله، نقاط مهار  بندي فرمولبا توجه به استفاده از بردار گرهی باز در 

)، تکراري خواهند بود. با r=1 و r=0) در برخی موارد در مرزها (یعنی 31-4به دست آمده از رابطه (

) دریافت که براي توابع نربز با درجه فرد تعداد توان می) 31-4دقت در رابطه ( 1) / 2p  و براي

) درجات زوج 2) / 2p ) براي درجات توابع 4-4از نقاط مهار تکراري هستند. این موضوع در شکل (

که  شود میملاحظه ، نشان داده شده است. شوند میي این رساله استفاده ها مثالکه در  5و  4، 3، 2

یک نقطه  4و  3درجات . اما براي آید میهیچ نقطه مهار تکراري به وجود ن 2براي توابع نربز از درجه 

  . شود میدو نقطه تکراري در هریک از مرزها ایجاد  5تکراري و براي درجه 

تعبیر فیزیکی این مسئله این است که تعدادي از نقاط کنترلی که در مرزهاي یک وصله قرار دارند 

ود. براي ش داراي بردارهاي یکه یکسانی خواهند بود. این موضوع باعث ایجاد عدم دقت در مرزها می

توان از بهبود محل این نقاط در مرزها استفاده نمود. در حالتی که یک نقطه  رفع این مشکل می

تواند جهت بهبود محل  ) می32-4) رابطه (4و  3تکراري روي هر یک از مرزها اتفاق بیافتد (درجات 

  نقطه مهار مورد استفاده قرار گیرد.

                                                
1 anchor 
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)4-32(     ' '
1 0 1 0 1 1; 0 1        n n n nr r r r r r r r  

'در این رابطه 
1r  و'

1nr  مقادیر اصلاح شده نقطه مهار تکراري در فضاي گرهی هستند. رابطه سمت

شود  چپ براي اصلاح نقطه مهار ابتداي مرز و رابطه سمت راست براي انتهاي مرز است. ملاحظه می

0موقعیت جدید نقطه مهار با    1روي نقطه مرز و با  گیرد. روي نقطه مهار ماقبل مرز قرار می  

 

موقعیت نقاط کنترلی  3- 4شکل 
ic نقاط مهار ،

ia و بردارهاي عمود بر منحنی ،
iv (براي درجات آزادي الف ،

2p (3، بp (4، جp(5 ، دp  ،m  تعداد نقاط کنترلی وn  باشند میتعداد گره. 
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طح تعیین نمود. همچنین براي مقایسه با مقدار واقعی بردار عمود بر س از توان میرا  مقدار بهترین 

) 32-4)، علاوه بر رابطه (5(درجه  آید میکه دو نقطه تکراري در هر یک از مرزها به وجود  حالتی

  قرار گیرد.) نیز باید جهت بهبود نقاط تکراري بعدي مورد استفاده 33- 4رابطه (

)4-33(     ' ' ' ' '
2 1 2 1 2 1 1 2; 0 1            n n n nr r r r r r r r  

این نقاط با توجه به  ها پوستهتوجه شود که براي د به دست آید. توان می نیز همانند  که مقدار 

به  توان می. با توجه به مطالب مذکور آیند میبه دست  sو r ي گرهی در دو جهت بردارهااطلاعات 

ي نرمال در آن تعریف بردارهادر روي سطح میانی تعریف نمود که  اي نقطهازاي هر نقطه کنترلی، 

  ) نشان داده شده است.4-4شوند. این موضوع در شکل (

 

 )i( متناظر با نقطه کنترلی )’i( بردارهاي یکه و متعامد در نقطه مهار 4- 4شکل 

  ي یکه متعامددارهابر -4-3-3

لازم است بردارهایی متعامد و یکه  ،در بخش قبل ملاحظه شد که براي تعریف هندسه و تغییر مکان

در نقاط متناظر با هر یک از نقاط کنترلی تعیین شوند. از میان آنها بردار
3iv  که عمود بر سطح پوسته

است، منحصر به فرد بوده و راستاي دو بردار دیگر اختیاري است. بردار 
3 iV در هر نقطه از سطح میانی

  :شود میبه شکل زیر تعیین sX,و rX,پوسته با استفاده از دو بردار متعامد 
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)4-34(  
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x x
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V X X  

توجه شود که به خاطر وجود ضخامت پوسته، در حالت کلی این بردار به صورت  تقریبی عمود بر 

  پوسته است و هرچه ضخامت پوسته کمتر باشد، دقت آن افزایش خواهد یافت.

مختلفی براي به دست آوردن دو بردار دیگر وجود دارد. در این رساله از روش پیشنهادي  هاي راه

 ها روشاز سایر  توان می). اما در حالت کلی Zienkiewicz et al., 2005زینکوویچ استفاده شده است (

). در روش مذکور راستاي دو بردار Benson et al., 2010; Kiendl et al., 2009نیز استفاده نمود (

ي مختصات بردارها مولفهمتعامد با توجه به 
3 iV یک نقطه در فضاي دکارتی با بردار شود میتعیین .

  .شود میموقعیت به صورت زیر بیان 

)4-35(    x y zX i j k  

براي یافتن اولین بردار  هستند. کلیسه بردار متعامد یکه در جهت محورهاي مختصات  kو i ،jکه 

نرمال باید کوچکترین مولفه بردار
3 iV پیدا شود و یک ضرب برداري بین بردار یکه مربوط به آن مولفه

و بردار
3iV انجام گیرد. به عنوان مثال اگر مولفهx بردار

3 iV  کوچکترین مولفه آن باشد، آنگاه بردار ،

1iV آید میبه شکل زیر به دست:  

)4-36(  
1 3 i iV i V  

  د به صورت زیر حاصل شود:توان میبردار متعامد دوم در نهایت 

)4-37(  
2 3 1 i i iV V V  

آنها را نرمال نمود. به عنوان مثال براي  توان میدر نهایت با تقسیم این بردارها بر مقدار بزرگی هر یک 

  نوشت: توان میاولین بردار 

)4-38(  1
1

1

 i
i
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V
v

V
 

  که 
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)4-39(  
1 1 1 T
i i iV V V  

ي سه گانهبردارها
1 2 3, ,i i iv v v اي هستند که در واقع راستاي محورهاي  بردارهاي متعامد یکه

. با معلوم بودن هر یک از این کنند میمختصات محلی را در هر نقطه از سطح میانی پوسته معین 

  د انجام شود.توان می) 29-4) و (28-4بردارها در نقاط مهار، کار تقریب هندسه و تغییر مکان با روابط (

   کرنش در دستگاه مختصات محلی-رابطه تنش -4-3-4

 ي تنش و کرنشها مولفهي انحنا لازم است ي داراها پوستهایزوژئومتریک  بندي فرمولبراي تکمیل 

در هر نقطه دلخواه از پوسته، باید  ها مولفهمشخص شود. براي بیان این آنها ن بی مربوطه و نحوه ارتباط

یک دستگاه مختصات محلی در آن نقطه تعریف نمود. دستگاهی که یک محور آن عمود بر سطح 

. در این گیرند میمیانی و دو محور دیگر در دو راستاي متعامد دلخواه مماس بر صفحه میانی قرار 

) ذکر شد، به 2- 4در هر نقطه پوسته، روابط مربوط به پوسته مسطح را که در بخش ( توان میصورت 

. شوند مینشان داده  yو xدو محور دیگر باو  zصورت محلی بیان نمود. محور عمود بر سطح با 

. براي تعیین این محورها دهد می) موقعیت دستگاه مختصات محلی و کلی را نشان 5-4شکل (

از همان بردارهاي متعامد که در بخش قبلی معرفی شدند استفاده نمود. به عبارت دیگر  توان می

سته براي هر نقطه دلخواه پو توان میرا  شوند میاي که در نقاط مهار تعریف  گانه بردارهاي متعامد سه

از راستاهاي  توان میو  شوند مینمایش داده  iبدون اندیس  بردارهابه دست آورد. در این صورت این 

آنها براي تعیین محورهاي محلی استفاده نمود. اگر از تقریبی که در عمود بودن بردار
3v  بر پوسته

را در راستاي این بردار در نظر گرفت. دو بردار دیگر zراستاي توان میوجود دارد صرف نظر شود، 
1v 

و
2v ند به ترتیب راستاهاي محلیتوان میx وy .را تعیین نمایند  
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  مختصات محلی و کلیي ها دستگاه 5- 4شکل 

ي کرنش در این دستگاه بر حسب ها مولفهنشان دهیم،  εاگر ماتریس کرنش در مختصات محلی را با

  :شوند میي محلی به شکل زیر تعریف ها تغییر مکان
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ماتریس خواص مصالح در این  و σمحلی بادر صورتی که ماتریس تنش را در مختصات در نهایت 

را براي مختصات محلی تنش کرنش پوسته داراي انحنا  رابطه توان مینمایش دهیم،  Dدستگاه را با

  بازنویسی نمود:) 2- 4( مطابق رابطه
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  تبدیل مختصات و محاسبه ماتریس سختی -4-3-5

ي یک وصله در روش ایزوژئومتریک شامل محاسبه انتگرال به شکل ها ماتریسماتریس سختی و سایر 

  کلی زیر است:

)4-42(  

 dxdydzH  

  مثال براي ماتریس سختی به شکل زیر است:تابعی کلی است که به عنوان Hکه

)4-43(  


T
H B DB  

  محدود: اجزايکه مطابق ادبیات معمول روش 

)4-44(  ε B a  

ي محلی نبست به محورهاي محلی ها تغییر مکان) بر حسب مشتقات 40-4از رابطه ( εتوجه شود که

, ,x y z بنابراین در این مرحله دو دسته تبدیل باید انجام گیرد تا بتوان انتگرال مورد شود میتعریف .

  نظر را محاسبه نمود.

,در مرحله اول باید مشتقات نسبت به محورهاي کلی ,x y z  محاسبه شوند. با توجه به اینکه

,ي کلیها تغییرمکان ,u v w ) شوند می) برحسب متغیرهاي فضاي نربز بیان 29-4توسط رابطه ،

  را نسبت به متغیرهاي کلی به صورت زیر محاسبه نمود: ها تغییرمکانمشتقات این  توان می

)4-45(  
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که ماتریس ژاکوبین
1J  شود میبه شکل زیر تعریف:  
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- 4) و (28-4به ترتیب از روابط ( توان می) را 45- 4مقادیر این ماتریس و ماتریس سمت راست رابطه (

  ) به دست آورد.29

,از مختصات کلی ها تغییر مکانتبدیل دوم شامل تبدیل مشتقات  ,x y z به مختصات محلی, ,x y z 

را به دست آورد. چنانچه Bي محلی و در نتیجه ماتریسها کرنشمقادیر  توان میاست. با این تبدیل 

ذکر شد با استفاده از بردارهاي سه گانه متعامد 4-3-4در بخش 
2 3, ,1v v v راستاي  توان می

 θمحورهاي محلی را مشخص نمود. در نتیجه با استفاده از مقادیر این بردارهاي نرمال، ماتریس تبدیل

  :شود میهاي هادي محورهاي مختصات کلی و محلی است به صورت زیر حاصل  که شامل کسینوس

)4-47(   2 3 1θ v v v  

  د:اه کلی به دستگاه محلی تبدیل نمومشتقات تغییر مکان را از دستگ توان میحال 

)4-48(  , , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

   
   

   
   
    

x x x x x x

T
y y y y y y

z z z z z z

u v w u v w

u v w u v w

u v wu v w

θ θ  

را به دست  Bو در نتیجه مقادیر ماتریس εي محلیها کرنشمقادیر  توان میبا داشتن این مقادیر 

  آورد.

. با گیرد میمحاسبه انتگرال با استفاده از روش گوس و مطابق با آنچه در فصل سوم بیان شد انجام 

  در فضاي نرمال گوس باید تغییر متغیر به صورت زیر انجام گیرد: ها انتگرالتوجه به محاسبه 

)4-49(  
1 1 2det det det    dx dydz J drdsdt J J d d d  

که در تبدیل اول انتگرال از فضاي فیزیکی به فضاي پارامتري (نربز) منتقل شد و  شود میملاحظه 

  گوس انتقال یافت. گیري  انتگرالسپس در تبدیل دوم به فضاي نرمال 

, ,    گوس هستند که در بازه  گیري  انتگرالفضاي 1,1 ر فصل . همانند آنچه دشوند میتعریف

سه بیان شد ارتباط بین محدوده یک المان گرهی در فضاي پارامتري با فضاي نرمال با نگاشتی به 

  :شود میشکل زیر تعریف 
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)4-50(     
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,که محورهاي شود می) ملاحظه 50-4از روابط (  در جهت مماس بر سطح پوسته و محور  در

. ماتریساند شدهانتخاب  tجهت عمود بر پوسته و در راستاي محور مربوط به فضاي پارامتري
2J  نیز

  :شود میدومین ماتریس ژاکوبین است که به شکل زیر تعریف 

)4-51(  
  

  

  

   
   

       
 
   

   

r s t

r s t

r s t

2J  

. در نهایت ماتریس سختی آیند می) به دست 50-4از روابط ( با مشتق گیري مقادیر آن به سادگی که

  :شود مییک وصله به شکل زیر نوشته 

)4-52(  1 1 1

1 2
1 1 1

1

det det   
  



  
n
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patch
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d d dK B DB J J  

با استفاده از روش  توان میي گرهی یک وصله است. محاسبه این انتگرال را ها المانتعداد  nکه در آن 

ي مورد نیاز براي محاسبه بارهاي معادل نیز ها ماتریسگوس به سادگی انجام داد. واضح است که سایر 

  د با همین روند به دست آید.توان می

  ي عدديها مثالحل  -4-4

حل شده و نتایج را مورد بررسی قرار خواهیم داد.  ها پوستهیی از مسائل تحلیل ها مثالدر این بخش 

شامل حل مسائل صفحه خمشی مسطح، مسائل بغرنج پوسته و پوسته با شکل آزاد است  ها مثالاین 

  که در ادامه خواهند آمد. 
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  مسائل صفحه خمشی مسطح - 4-4-1

ن مسائل با . ایکنیم میرا بررسی  اي دایرهو  ه خمشی مستطیل شکلدو مسئله صفحدر این بخش 

روش تحلیل ایزوژئومتریک پوسته حل شده و با نتایج حاصل از حل تحلیلی مقایسه خواهند شد. توجه 

به مسطح بودن هندسه، بردارهاي با توجه شود که در اینجا 
1v  و

2v  همواره در صفحه سازه و بردار

3v  شوند می. در ادامه نتایج تحلیل این مسائل مشاهده گیرند میعمود بر این صفحه قرار.  

ي ساده در مرزها تحت ها گاه تکیهصفحه مستطیل شکل با  یکاین مثال  در صفحه مستطیل شکل:

 الف) 6-4در شکل ( بار متمرکز در وسط مورد بررسی قرار گرفته است. ابعاد صفحه و بارگذاري آن

76نشان داده شده است. مقادیر مدول الاستیسیته و ضریب پواسون صفحه به ترتیب  10 E و 

0.3   0.05صفحه . ضخامت اند شدهدر نظر گرفتهt   1و مقدار بار برابرp  .لحاظ شده است  

 

  .جهت مدلسازي و تحلیل ساده و بار متمرکز. ب) یک چهارم سازه گاه تکیهبا  یالف) صفحه مستطیل 6- 4شکل 

. براي حل ایزوژئومتریک این باشد می 0,006752خیز بیشینه صفحه با استفاده از حل تحلیلی برابر 

 ب) مدلسازي شده است. -6-4با توجه به تقارن مسئله، یک چهارم صفحه مطابق شکل ( مثال

مورد  40×40و 31×31، 21×21، 15×15، 11×11، 7×7ي نقاط کنترلی مختلف شامل ها شبکه

) نشان داده شده است. چنانچه از نمودار 7-4. نتایج تحلیل در نمودار شکل (اند گرفتهاستفاده قرار 

  .شود میار تحلیلی همگرا ، با افزایش تعداد نقاط کنترلی پاسخ تحلیل به سمت مقدشود میمشاهده 
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تحت بار گسترده  8و قطر داخلی  20این صفحه با قطر خارجی  شکل سوراخ دار: اي دایرهصفحه 

) قرار گرفته است. مقادیر 8-4گاه مفصلی در لبه خارجی، مطابق شکل ( خطی در لبه داخلی و تکیه

   0.5pمدول الاستیسیته، ضریب پواسون و ضخـامت همـانند مثـال قبلی است. مقدار کـل بار برابر 

  

  همگرایی خیز بیشینه صفحه مستطیل شکل 7- 4شکل 

محوري در نظر توان مسئله را متقارن  باشد. با توجه به تقارن موجود در هندسه و بارگذاري می می

بندي خاص مسائل متقارن محوري مد نظر نبوده است در  گرفت. اما از آنجا که در این رساله فرمول

  ). ب 8-4 (شکل شود میاستفاده براي انجام تحلیل اینجا نیز از تقارن یک چهارم 

  

ساده در لبه خارجی و بار گسترده یکنواخت در لبه داخلی  گاه تکیهشکل سوراخ دار با  اي دایرهالف) صفحه  8-4شکل

  ب) یک چهارم سازه جهت مدلسازي و تحلیل
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به دست آمده است.  0,004809خیز بیشینه صفحه در لبه داخلی با استفاده از حل تحلیلی برابر 

حل  نمودارهاي همگرایی و کانتور تغییر شکل قائم حاصل از) به ترتیب 10-4و () 9- 4(ي ها شکل

. همگرایی پاسخ با بهبود شبکه نقاط کنترلی در شکل دهند مییک را براي این مسئله نشان ایزوژئومتر

تقارن محوري پاسخ را نیز ملاحظه  توان می) 10-4) مشهود است. همچنین از کانتور شکل (4-9(

  نمود.

  

  شکل سوراخ دار اي دایرهنمودار همگرایی خیز بیشینه صفحه  9- 4 شکل

  

  شکل سوراخ دار اي دایرهکانتور تغییر شکل قائم صفحه  10- 4شکل 
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  1مسائل بغرنج پوسته -4-4-2

جهت نشان دادن کارایی روش تحلیل مطرح شده در این رساله براي تحلیل پوسته، مسائل موسوم به 

 . این مسائل که توسط بلیشکو و همکارانگیرند میمسائل بغرنج پوسته مورد بررسی قرار 

)Belytschko et al., 1985(  ي تحلیل ها روشارائه گردیدند، مبناي مناسبی براي سنجش درستی

هاي اخیر این مسائل توسط محققانی که در مورد تحلیل  خطی ارتجاعی پوسته هستند. در سال

 Benson et)، بنسون و همکاران (Hughes et al., 2005، مانند هیوز و همکاران (اند کردهکار  ها پوسته

al., 2010) چو و همکاران ،(Cho et al., 2003) دورنیش و همکاران ،(Dornisch et al., 2013 ،(

)، گوین و Kiendl et al., 2010)، کیندل و همکاران (Hosseini et al., 2013حسینی و همکاران (

 .اند شده، حل )Uhm et al., 2009( م و همکارانه) و اوNguyen et al., 2011همکاران (

 بامکره تحت فشار و نیم مسائل بغرنج پوسته شامل سه مسئله استوانه تحت فشار با دیافراگم صلب، 

تحلیل ایزوژئومتریک با  ،ها مثال. در هر یک از اند شدههستند که در ادامه ذکر  2لو -اسکوردلیس

  ي مختلف انجام شده و نتایج با حل تحلیلی مقایسه خواهند شد.ها بندي شکبه

ي عددي ها روشهاي  این مسئله یکی از بحرانی ترین آزمون فراگم صلب:احت فشار با دیاستوانه ت

) الف -11 - 4(. سازه مذکور چنانچه در شکل باشد میچه براي حالت خمش و چه حالت غشایی 

تحت دو بار متمرکز هم راستا و خلاف جهت در راستاي قطر خود قرار گرفته است.  شود میمشاهده 

دیافراگم صلب قرار دارد که به غیر از تغییرمکان در جهت محور استوانه  گاه تکیهمرزهاي استوانه تحت 

و چرخش حول محور مماس بر مرز، سایر درجات آزادي آن مقید است. مشخصات مکانیکی مسئله 

63.0ورت مدول الاستیسیته برابر حاضر به ص 10 E  0.3و ضریب پواسون  شعاع و باشد می .

. به خاطر تقارن باشد می 3tو ضخامت آن برابر  600Lو  300Rطول استوانه به ترتیب 

                                                
1 shell obstacle course 
2 Scordelis-Lo roof 
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ب) مدل تحلیلی  11-4شکل (. شود میمضاعف موجود در مسئله، تنها یک هشتم استوانه مدلسازي 

  .دهد میاین مسئله را همراه با شرایط مرزي و بارگذاري آن نشان 

  

  تحت فشار با دیافراگرم صلب ب) مدل تحلیلی به همراه شرایط مرزي و بارگذاري اي استوانهالف) سازه  11- 4شکل 

) ذکر شد، براي 2-3- 4( حل شده است. چنانچه در بخش 5و  4، 3، 2با درجات تابع نربز این مسئله 

این کار با  و بالاتر جهت بهبود نتایج در مرزها موقعیت نقاط مهار باید اصلاح شوند. 3درجات آزادي 

از  توان میرا  و  . در این روابط ضرایب شود می) انجام 33-4) و (32-4استفاده از روابط (

ر این کا به دست آورد. شود میمقایسه بین بردار عمود بر سطح دقیق و برداري که در نقطه مهار ایجاد 

) نشان داده شده 12-4نقطه در هر مرز باید اصلاح شود در شکل ( که یک 4و  3براي درجات نربز 

 نمودار مقدار اختلاف بردارهاي عمود بر سطح دقیق و نقطه مهار را براي مقادیر مختلف  این است.

0.333، کمترین اختلاف به ازاي شود می. چنانچه ملاحظه دهد مینشان    که برابر  دهد میروي

46 10  نشان داده شده است. 13-4نیز در شکل ( 5رادیان است. اصلاح نقاط مهار تابع نربز درجه (

0.2با توجه به این شکل مقادیر بهینه    0.4و   آیند میبه دست  5براي تابع درجه.  
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  4و  3براي تابع نربز از درجه  مقدار بهینه  12- 4شکل  

  

  5براي تابع نربز درجه  و  مقادیر بهینه  13- 4شکل 

) 11-4یعنی نقطه زیر بار متمرکز (شکل  Aاز حل تحلیلی این مسئله مقدار تغییرمکان شعاعی نقطه 

51.82برابر 10  10ي نقاط کنترلی با ها شبکه. براي حل ایزوژئومتریک این مسئله آید میبه دست ،

، با توجه به ها شبکهنقطه در هر طرف در نظر گرفته شده است. براي هر یک از  50و  40، 30، 20

مطابق آنچه پیشتر ذکر شد  و  درجه تابع نربز مورد استفاده، اصلاح نقاط مهار مرزي با مقادیر 

) 14-4شکل () نشان داده شده است. 15-4) و (14-4ي (ها شکلنتایج تحلیل در انجام شده است. 
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) نمودار همگرایی پاسخ را براي مسئله مذکور نشان 15- 4کانتور تغییر شکل شعاعی و شکل (

  . دهند می

  

 کانتور تغییرمکان شعاعی استوانه تحت فشار 14- 4شکل 

  

  نمودار همگرایی خیز شعاعی بیشینه استوانه تحت فشار 15- 4شکل 
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) با الف 16 -4م کره شکل تحت فشار مطابق شکل (: در این مثال یک سازه نینیم کره تحت فشار

جهت هم با  یروي شعاعی خلاف. سازه توسط دو نشود میاستفاده از روش ایزوژئومتریک تحلیل 

بارگذاري شده است. لبه تحتانی نیم کره آزاد است. مقادیر مدول الاستیسیته  2Fبزرگی

76.825 10 E  0.3و ضریب پواسون   10. شعاع نیم کره برابر اند شدهدر نظر گرفتهR  و

د یک معیار مناسبی باشد براي بررسی توانایی توان میاست. این مسئله  0.04tضخامت آن 

بندي پوسته در ارائه مودهاي تغییر شکلی با عدم تغییر حجم. چون تقریبا هیچ کرنش غشایی  فرمول

) ب 16-4که در شکل ( ودش می. با توجه به تقارن مسئله، یک چهارم آن مدل شود میدر آن ایجاد ن

در این مثال و سایر مسائل این رساله، براي اصلاح بردارهاي یکه متعامد در  نشان داده شده است. 

) 13-4) و (12-4ي (ها شکلبه دست آمده مطابق نمودارهاي  و  مرزهاي سازه، از مقادیر 

را  0,094قدار خیز محل تحلیلی براي تغییر مکان شعاعی نقطه زیر بار متمرکز . شود میاستفاده 

. کانتور تغییرمکان شعاعی حاصل از تحلیل ایزوژئومتریک و نمودار همگرایی خیز شعاعی نقطه دهد می

 که نشان دهنده کارایی روش اند شده) نشان داده 18-4) و (17-4ي (ها شکلزیر بار، به ترتیب در 

  براي تحلیل این سازه هستند.

 

مسئله نیم کره تحت فشار الف) هندسه و بارگذاري مسئله ب) مدل تحلیلی به همراه بارگذاري و شرایط  16- 4شکل 

  مرزي
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  کانتور تغییرمکان شعاعی نیم کره تحت فشار 17- 4شکل 

  

  همگرایی خیز شعاعی بیشینه نیم کره تحت فشار نمودار 18- 4شکل 

روش ایزوژئومتریک ارائه شده در این رساله براي تحلیل سازه بام  در اینجا لو:-اسکوردلیسبام 

. دراین مسئله نیروهاي غشایی غالب هستند و رود میلو تحت اثر وزن خودش به کار -اسکوردلیس

radial displacement
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) این سازه را با پارامترهاي الف 19- 4د معیار استانداردي براي مسائل پوسته باشد. شکل (توان می

دیافراگم صلب قرار دارند  گاه تکیه. دو مرز خمیده سازه تحت دهد میهندسی تعریف شده اش نشان 

. مدول دهد میکه اجازه حرکت در راستاي محور سازه و چرخش حول محور مماس بر مرز را به آن 

84.32 الاستیسیته 10 E 0.0 و ضریب پواسون   به عنوان مشخصات مکانیکی مصالح سازه در

 0.25tو ضخامت آن  50L ، طول آن25R. شعاع انحنا سازه برابر اند شدهنظر گرفته 

) ب 19-4مرزي مناسب مطابق شکل ( . با توجه به تقارن، تنها یک چهارم سازه با شرایطباشند می

) کانتور تغییر مکان قائم به دست آمده از حل 20- 4. شکل (رود میجهت مدلسازي تحلیل به کار 

) A. همگرایی این تغییرمکان در نقطه میانی لبه آزاد (نقطه دهد میایزوژئومتریک این مسئله را نشان 

  ) نشان داده شده است.21- 4در شکل (

  

  لو الف) هندسه و بارگذاري ب) مدل تحلیلی و شرایط مرزي- زه اسکوردلیسسا 19- 4شکل  
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  لو-کانتور تغییر مکان قائم بام اسکوردلیس 20- 4شکل 

  

  لو-نمودار همگرایی خیز بیشینه نرمال بام اسکوردلیس 21- 4شکل 

  پوسته با شکل آزاد -4-4-3

 اي پوستهدر نهایت به عنوان آخرین مثال جهت بررسی کارایی روش ارائه شده براي تحلیل، یک سازه 

) 22-4. شکل اولیه این سازه به همراه نقاط کنترلی در شکل (گیرد میبا شکل آزاد مورد بررسی قرار 

vertical displacement
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، در ها نوزنشان داده شده است. همچنین مختصات نقاط کنترلی مورد استفاده به همراه مقادیر 

ي ساده مقید ها گاه تکیهسازه مذکور در چهار نقطه گوشه خود توسط . شود می) مشاهده 1-4جدول (

قرار دارد. مقادیر مدول  zبر واحد سطح در جهت محور  100شده و تحت اثر بار گسترده یکنواخت 

84 الاستیسیته و ضریب پواسون به ترتیب 10 E 0.3 و   همچنین اند گرفتهمورد استفاده قرار .

و  22، 15، 8یی با ها شبکهدر نظر گرفته شده است. از  0.25tضخامت پوسته در همه نقاط برابر

ي قبلی ها مثالنقطه کنترلی در هر جهت براي تحلیل ایزوژئومتریک استفاده شده است. مانند  30

حاصل از حل . خیز قائم بیشینه اند گرفتهمورد استفاده قرار  5و  4، 3، 2جات تابع نربز برابر در

) نشان داده 23-4همگرا شده است.  کانتور تغیر شکل قائم در شکل ( 0,00469ایزوژئومتریک برابر 

این  ) آورده شده است. براي24-4شده است. همچنین نمودار همگرایی خیز قائم بیشینه در شکل (

مسئله که با شکل دلخواه تعریف شده است مرجعی جهت مقایسه وجود ندارد. با این حال همگرایی 

  پاسخ و شکل کانتور به دست آمده نشان از کارایی روش در حل مسئله پوسته با شکل آزاد دارد.

  

  zد) محور  xج) محور  yنماهاي الف) سه بعدي ب) در جهت محور و نقاط کنترلی،  پوسته با شکل آزاد 22- 4شکل 
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 ) مختصات و وزنهاي نقاط کنترلی مورد استفاده براي پوسته با شکل آزاد1-4جدول (

 x y z weight نقطھ
1 -6.000 -6.000 1.000 1.000 
2 -6.000 -2.924 0.698 1.000 
3 -6.000 2.987 4.244 1.000 
4 -6.000 6.000 0.200 1.000 
5 -2.563 -6.000 0.112 1.000 
6 -2.563 -2.924 -0.723 1.000 
7 -2.563 2.987 2.855 1.000 
8 -2.563 6.000 -0.125 1.000 
9 2.980 -6.000 4.212 1.000 

10 2.980 -2.924 13.519 1.000 
11 2.980 2.987 -2.088 1.000 
12 2.980 6.000 5.659 1.000 
13 6.000 -6.000 2.000 1.000 
14 6.000 -2.924 -0.247 1.000 
15 6.000 2.987 1.084 1.000 
16 6.000 6.000 3.000 1.000 

  

  کانتور تغییر مکان قائم پوسته با شکل آزاد 23- 4شکل 

  

  نمودار همگرایی خیز قائم بیشینه پوسته با شکل آزاد 24- 4شکل 

vertical displacement
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  مقدمه -5-1

هاي مختلف علوم و  ي گذشته مورد توجه بسیاري از محققین در شاخهها سالاز  سازي بهینهمبحث 

محدود بودن منابع و ایده بهترین  توان میمهندسی قرار گرفته است. علت کلی توجه به این موضوع را 

ي ها حوزهشکل استفاده از منابع براي رسیدن به هدف نامید. با توسعه مهندسی و مباحث طراحی در 

به بهترین طرح ممکن دست یافت پدید آمد. در واقع  توان میمختلف مهندسی، این اندیشه که چطور 

به شکل آکادمیک، به ساز و کاري گفته  يساز بهینهمهندس طراح به دنبال همین موضوع است. اما 

که در یک روند سیستماتیک بین تحلیل و طراحی به طرحی همگرا شود که آن طرح دقیقا  شود می

  هاي ممکن باشد. بهترین طرح از میان همه گزینه

 سازي بهینههاي  ورد توجه بوده است. مهمترین شاخهبسیار م سازي بهینهدر مهندسی سازه نیز مبحث 

ابعاد. در  سازي بهینهشکل و  سازي بهینهتوپولوژي،  سازي بهینهبه شکل زیر نام برد:  توان میرا  اي هساز

توپولوژي، هدف به دست آوردن بهترین نحوه ارتباط اعضاي سازه است. در حالی که در  سازي بهینه

 سازي بهینهدر  .آید میشکل، با ثابت نگه داشتن توپولوژي، بهترین شکل سازه به دست  سازي بهینه

ي اخیر ها سال. در شوند می سازي بهینهابعاد نیز همانطور از نامش پیداست، ابعاد اعضاي مختلف سازه 

شکل و توپولوژي مورد توجه محققین قرار گرفته است. در این رساله نیز یکی از  سازي بهینهترکیب 

ي ها سازهشکل و توپولوژي براي همزمان  سازي بهینهکارهایی که براي نخستین بار صورت پذیرفته، 

  است که در جاي خودش به آن بیشتر خواهیم پرداخت. اي پوسته
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هاي  ظهور روش ایزوژئومتریک به عنوان یک روش قدرتمند و جدي در تحلیل مسائل سازه، دریچه

گشود. با معرفی این روش و توسعه آن در واقع خلا میان  اي سازه سازي بهینهجدیدي را در بحث 

شکل سازه  سازي بهینهتحلیلی از میان برداشته شد. این موضوع به خصوص در ي طراحی و ها مدل

توپولوژي، با به کارگیري  سازي بهینهبسیار ملموس بوده است. همچنین در این رساله در بحث 

متریک و تطبیق آنها با روش ایزوژئو رفت میمحدود به کار  اجزايي ها مدلیی که پیشتر در ها تکنیک

  نتایج قابل توجهی به دست آمده است.

مورد استفاده  اي پوستهي دو بعدي و ها سازهتوپولوژي و شکل براي  سازي بهینهدر این فصل مباحث 

 سازي بهینهي آتی این فصل به آنها پرداخته خواهد شد. همچنین روش ها بخشکه در  گیرند میقرار 

و بحث تحلیل حساسیت در جاي خودش تشریح  این رساله سازي بهینهمورد استفاده در حل مسائل 

در نظر گرفته  سازي بهینهدر تمام مسائل این فصل حداکثر سازي سختی به عنوان معیار  خواهد شد.

. به عبارت شود میخواهد شد. همچنین مقدار مصالح به کار رفته به عنوان قید مسئله در نظر گرفته 

ین سازه با مقدار مشخص مصالح هستیم طوري که دیگر، در مسائل این فصل به دنبال طرح بهتر

و متغیرهاي طراحی هریک در جاي خود تشریح  بندي فرمولین سازه ممکن باشد. نحوه تر سخت

  خواهند شد.

  شکل سازي بهینه - 5-2

. هدف دهیم میرا مورد بررسی قرار  اي پوستهي ها سازهایزوژئومتریک شکل  سازي بهینهدر این بخش 

شکل سازه، یافتن هندسه مرزهاي سازه است به گونه اي که رفتار خاصی از سازه در  سازي بهینهاز 

از آن  که باشند میفتاري و هندسی نیز بهترین وضعیت باشد. معمولا این مسائل داراي قیدهاي ر

ي هندسی اشاره نمود. همچنین وزن، ها محدودیتو  ها تغییرمکان، ها تنشبه محدودیت  توان میجمله 

 سازي بهینهکرنشی ذخیره شده و مقادیر فرکانس هاي طبیعی سازه از جمله توابع هدف مسائل انرژي 

 سازي بهینهشکل، مسئله  سازي بهینه. در این بخش پس از مروري بر تاریخچه باشند میشکل 
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مورد استفاده به همراه تحلیل  سازي بهینهایزوژئومتریک شکل تشریح خواهد شد. سپس روش 

ي با شکل آزاد ها پوستهسائل این بخش مرور خواهند شد. در نهایت چند مثال از حساسیت براي م

  .شوند میبررسی 

  شکل سازي بهینهتاریخچه  -1- 5-2

 ;Zienkiewicz et al., 1973(شکل توسط زینکوویچ  سازي بهینهاولین تحقیقات در زمینه 

Francavilla et al., 1975(  شکل سه بعدي در صنعت،  سازي بهینهانجام شد. با توجه به کاربرد فراوان

 Imam., 1982; Yao( به توان میانجام شد که از آن جمله دهه هفتاد میلادي تحقیقات زیادي در 

et al.,1989; Botkin., 1992( .به مرجع  توان میشکل  سازي بهینهبراي مرور کلی مقالات  اشاره نمود

)Haftka et al., 1986( .رساله مراجعه نمود  

محدود که بر روي مرزهاي سازه  اجزايي ها گرهدر اولین تحقیقات انجام شده در این زمینه مختصات 

که  دیدر نظر گرفته شدند. اما طولی نکش سازي بهینهقرار داشتند به عنوان متغیرهاي طراحی مسئله 

) مشکلات این روش در بهینه کردن وزن 1-5مشکلات این کار آشکار شد. به عنوان مثال در شکل (

به عنوان قید در نظر  ها تنشیک صفحه با حفره میانی نشان داده شده است. در این مسئله محدودیت 

ب) به دست آمده که غیرواقعی است. این مشکل  1-5گرفته شده بود. جواب مسئله به صورت شکل (

که در نهایت سبب ایجاد مرزهاي  آید میدر مرز سازه به وجود  ها گرهبه دلیل جابجایی مستقل 

را  سازي بهینهي مرزي به عنوان متغیرهاي طراحی مسئله ها گره. به علاوه استفاده از شود میزیگزاگی 

و در نهایت منجر به افزایش تعداد متغیرهاي طراحی  سازد میوابسته  بندي شبکهبه شدت به نحوه 

 . شود می

  



 

87 

  

  

  طرح نهایی-طرح اولیه ب- ) الف1- 5شکل (

  

طوري که با در  ي علم هندسه متوسل شدند.ها پیشرفتبراي حل این مشکل محققین به استفاده از 

 اجزايآن را تغییر داده و سپس مدل  سازي بهینهدر هر مرحله از  ،نظر گرفتن مدل هندسی مسئله

 ها نربزو یا  ها اسپلاین-بیمحدود را از نو بسازند. در این روش براي تعیین مدل هندسی مرزها از 

. در نظر گرفتن نقاط کنترلی به عنوان متغیرهاي طراحی مسئله، طراح را قادر شود میاستفاده 

ا استفاده از در گام بعدي بتغییر دهد.  سازي بهینهکه به راحتی مرزهاي سازه را در مراحل  سازد می

اجزاي محدود، شبکه مورد نظر تولید و مسئله تحلیل  بندي شبکهي خاص در ساخت ها الگوریتم

ي طراحی و تحلیلی است. همچنین هزینه تولید ها مدل. اشکال این روش تفاوت در نوع شود می

شکل محدود به خصوص در مسائل عملی و در مقیاس بزرك بسیار زیاد است. در  اجزاي بندي شبکه

  شکل با این روش نشان داده شده است. سازي بهینه) فرایند 5-2(

سازي شکل  هاي بهینه هاي اخیر با توسعه روش ایزوژئومتریک و به کارگیري آن در روش در سال

  رهیافت هموارتري به دست آمده است. در بخش بعدي این موضوع مفصل بیان خواهد شد.
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  محدود اجزايشکل در روش  سازي بهینه) فرایند 2- 5شکل (

  

  شکل ایزوژئومتریک سازي بهینه -2- 5-2

شکل،  سازي بهینهچنانچه پیشتر ذکر شد با توسعه روش تحلیل ایزوژئومتریک و کاربرد آن در مسائل 

محدود براي تحلیل سازه حل شد.  اجزايو مدل  سازي بهینهمشکل خلا موجود بین مدل کامپیوتري براي 

شکل، مدل هندسی ساخته شده که متشکل از  سازي بهینهه از روش ایزوژئومتریک در در واقع با استفاد

. رود میشکل به کار  سازي بهینهشبکه نقاط کنترلی است، هم براي انجام تحلیل و هم براي پارامترسازي 

 به عبارت دیگر مختصات نقاط کنترلی که در نربز براي تولید هندسه و در تحلیل ایزوژئومتریک براي

که  کند میشکل کاربرد سومی هم پیدا  سازي بهینهگرفت، در  تغییر مکان مورد استفاده قرار میتقریب 

موقعیت این نقاط  سازي بهینهاست. به این ترتیب در هر گام  سازي بهینههمان متغیر طراحی مسئله 

ه با این کار دیگر نیاز شکل استفاده شود. توجه شود ک سازي بهینهد به عنوان متغیر طراحی مسئله توان می

محدود مرتفع  اجزايمحدود براي تحلیل و صرف هزینه هاي بالا براي تولید شبکه  اجزايبه ساخت مدل 
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  ;Nagy et al., 2010; Seo et al., 2010( به توان می اند کردهین حوزه کار . مقالاتی که در اشود می

al., 2011 ; Hassani et2008;Cho et al.,  ; Li et al 2011et al., 2008 Wall( .اشاره نمود  

اصول روش به کار رفته مدل نظر بوده است.  اي پوستهي ها سازهشکل براي  سازي بهینهدر این رساله 

پاراگراف قبلی است. یعنی استفاده از موقعیت نقاط کنترلی به عنوان متغیر طراحی. با مطلب مطابق با 

مطرح است عدم یکسان  اي پوستهي ها سازهاین حال مشکلی که در این زمینه علل الخصوص براي 

هر چقدر  سازي بهینهانجام  بودن نقاط کنترلی مورد نیاز براي هندسه، تحلیل و طراحی است. براي

نقاط کنترلی بیشتري مورد استفاده قرار گیرد، قابلیت تغییر شکل و رسیدن به سازه بهینه بالاتر تعداد 

که  شود میاستفاده از تعداد نقاط کنترلی بیش از حد، باعث رسیدن به طرحی  ،. در عین حالرود می

نقاط کنترلی ممکن است باعث عدم دقت در نتایج  محدودطرفی تعداد هاي زیادي دارد. از  ناهمواري

هاي  تحلیل شود و این موضوع روي روند طراحی بهینه تاثیر گذار باشد. در نتیجه بهتر است که مدل

  متفاوت باشند. سازي بهینهمورد استفاده براي تحلیل و 

دو ذکر شد در فصل  از ویژگی بهبود شبکه در توابع نربز استفاده نمود. توان میبراي حل این مشکل 

و سطوح نربز این ویژگی را دارند که بتوان نقاط کنترلی جدید را به آنها افزود بدون  ها منحنیکه 

. شود میاینکه در هندسه آنها تغییري ایجاد شود که به این کار در ادبیات موضوع بهبود شبکه گفته 

ن گره است. در این روش با افزودن روش مورد استفاده براي بهبود شبکه در این رساله، روش افزود

پایه بهبود یافته از . توابع شوند میي کوچکتري تقسیم ها دهانهي گرهی به ها دهانهمقادیر جدید گره، 

نقاط کنترلی بهبود یافته با . آیند میبه دست  و با استفاده از بردارهاي گرهی بهبود یافته )3-2(رابطه 

یک بعدي در  اسپلاین-بی. با در نظر گرفتن تابع شوند میترکیب خطی نقاط کنترلی اولیه حاصل 

در نظر بگیریم طوري کهr صورتی که گره اضافه شده را 1,  k kr r r باشد، نقاط کنترلی بهبود یافته  

 1, , i niQنقاط کنترلی اولیه در اثر افزایش این گره با استفاده از 1, , 1 j njP  با رابطه

  .آید میبه دست  )5-1(
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)5-1(  
1(1 )    i i i i iQ P P  

  که

)5-2(  
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که از یک شبکه نقاط کنترلی درشت بتوان شبکه ریزتري به  شود میبه این ترتیب این امکان فراهم 

  دست آورد بدون اینکه هندسه تغییر نماید.

استفاده نمود. این  سازي بهینهاز دو مدل متفاوت جهت انجام تحلیل و  توان میبا انجام بهبود شبکه 

-5از این پس به ترتیب مدل تحلیلی و مدل طراحی نامیده خواهند شد. این موضوع در شکل ( ها مدل

الف) حداقل نقاط کنترلی مورد نیاز براي تولید هندسه یک  3-5) نشان داده شده است. شکل (3

ب) و  3-5ي (ها شکلکه در اینجا آنرا مدل هندسی می نامیم.  دهد میپوسته گنبدي شکل را نشان 

  . اند شدهنشان داده  سازي بهینهي طراحی و تحلیلی براي ها مدلج) به ترتیب  5-3(

  

  ) پوسته گنبدي شکل الف) مدل هندسی  ب) مدل طراحی ج) مدل تحلیلی3- 5شکل (
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در نظر گرفته شده است، مسئله حداکثرسازي سختی با استفاده از  رسالهکه در این  سازي بهینهمسئله 

ست. این معیار با حداقل سازي کار خارجی و یا حداقل سازي انرژي کرنشی مقدار مشخصی از مصالح ا

محدود و ایزوژئومتریک به شکل زیر  اجزاي بندي فرمول. انرژي کرنشی سازه در شود میسازه انجام 

  :شود میبیان 

)5-3(  1 1

2 2
 T Tc U F U KU  

به ترتیب بردارهاي تغییرمکان و  Fو Uکرنشی سازه است. همچنیننگر انرژي بیا c) 3-5در رابطه (

مورد بحث در  سازي بهینهماتریس سختی کل سازه هستند. بنابراین مسئله  Kو نقاط کنترلی بار

  به شکل زیر بیان نمود: توان میاینجا را 

)5-4(   

  max

min max

min

.

1, ,



   

i

i

i i i

c x

s t V x V

x x x i n

  

است.  قابل استفادهبیشترین مقدار مصالح  maxVمقدار مصالح مورد استفاده و Vکه در این رابطه

توابع قید و هدف بر حسب متغیرهاي طراحیکه  شود میمشاهده 
ix  چنانچه پیشتر اند شدهبیان .

maxهطراحی در اینجا مختصات نقاط کنترلی نربز هستند که در محدود هايذکر شد متغیر
ix و 

min
ix 

  تعداد این متغیرها است. n قرار دارند. همچنین

شکل مورد استفاده در این  سازي بهینهالگوریتم  توان میبا توجه به مطالب بیان شده در این بخش 

، در هر گام شود می) بیان نمود. چنانچه در این شکل مشاهد 4- 5شکل (فلوچارت رساله را مطابق 

و  شود میپس از ساخت مدل طراحی، با انجام بهبود شبکه، مدل تحلیلی ساخته  سازي بهینه

 سازي بهینه. در نهایت پس از انجام تحلیل حساسیت، گیرد میحلیل با استفاده از این مدل انجام ت

در واقع بهبود مدل طراحی است. این کار تا همگرا شدن طرح ادامه پیدا که  شود میانجام شکل 

  .کند می
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  شکل سازي بهینه) الگوریتم 4- 5شکل (

  

یک روش . این روش شود میاستفاده  )MMA( پویا يها مجانباز روش  سازي بهینهبراي انجام 

ریاضی است که با استفاده از اطلاعات مشتقات توابع هدف و قید، ریزي  برنامهبر مبناي  سازي بهینه

جواب به دست  .کند میو سپس زیر مسئله را حل  کند میمحدب و تفکیک پذیر تولید  اي مسئلهزیر

و این کار تا حصول  گیرد میمورد استفاده قرار  سازي هینهبآمده به عنوان نقطه شروع در گام بعدي 

 به مرجع توان میبراي اطلاعات بیشتر در مورد نحوه کار این روش . کند میهمگرایی ادامه پیدا 

)Svanberg., 1987 ( این رساله رجوع نمود. براي پیدا کردن مشتقات توابع هدف و قید در مسئله

  .شود مینیاز به انجام تحلیل حساسیت است که در بخش بعدي به آن پرداخته  سازي بهینه
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  تحلیل حساسیت -3- 5-2

تحلیل حساسیت به معنی بررسی میزان وابستگی طرح نسبت به هر پارامتر تاثیر گذار در آن است. در 

این اصلاح به معنی سنجش میزان تغییرات تابع هدف نسبت به هر یک از  سازي بهینهمسائل 

. باشد میمتغیرهاي طراحی است که در واقع به معنی پیدا کردن مشتق تابع هدف نسبت به آن متغیر 

ي تحلیلی، عددي و ها روشدر حالت کلی سه دسته روش براي انجام تحلیل حساسیت وجود دارد: 

ي تحلیلی مقادیر مشتقات با توابع صریح برحسب متغیرهاي طراحی مسئله ها روشنیمه تحلیلی. در 

ي مختلف ها روشي عددي مشتقات توابع هدف و قید را با استفاده از ها روش. در آیند میبه دست 

ي نیمه تحلیلی بخشی از عملیات یافتن ها روشعددي مانند تفاضلات محدود به دست می آورند. در 

ي تحلیل ها روش. براي مرور شود میي عددي انجام ها روشی و بخشی با مشتقات به صورت تحلیل

  مراجعه نمود. );et al., 2005 Van Keulen Newman et al., 1999( به مراجع توان میحساسیت 

مشتق تابع  توان می) و با توجه به تقارن موجود در ماتریس سختی کل، 3-5با در نظر گیري معادله (

  ) به دست آورد:5-5انرژي کرنشی نسبت به هر متغیر طراحی را با رابطه (

)5-5(  1
, 1, ,

2

  
  

  
T T

i i i

c
i n

x x x

K U
U U U K  

  ):6-5همچنین با در نظر گرفتن معادله تعادل به صورت رابطه (

)5-6(  UK F  

) به دست 7-5تغیرهاي طراحی، رابطه (و مشتق گیري از این رابطه با فرض مستقل بودن بارها از م 

  :آید می

)5-7(   
 

 i ix x

U K
K U  

  :شود می) حاصل 8-5)، مشتق انرژي کرنشی به شکل رابطه (5-5) در رابطه (7-5با قرار دادن رابطه (

)5-8(  1
, 1, ,

2

 
  

 
T

i i

c
i n

x x

K
U U  
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که مشتق انرژي کرنشی نسبت به یک متغیر طراحی بستگی به مشتق  دهد می) نشان 8-5رابطه (

از نوع متغیرهاي طراحی به دست آمده است. در  دارد. توجه شود که این رابطه فارغماتریس سختی 

شکل از روش نیمه تحلیلی استفاده  سازي بهینهاین رساله براي به دست آوردن این مشتق در مسئله 

ییر کوچکی در مقدار هر یک از متغیرهاي طراحی که در اینجا مختصات . به این منظور تغشود می

. مقدار مشتق ماتریس آید میو ماتریس سختی جدید به دست  شود مینقاط کنترلی هستند، اعمال 

) به دست 9-5سختی نسبت به این متغیر طراحی با استفاده از روش تفاضلات محدود با رابطه (

  :آید می

 )5-9(  ( ) ( )  


 
i i i

i i

x x x

x x

K KK  

  .آید میبه این ترتیب مقادیر مشتقات انرژي کرنشی نسبت به هر یک از متغیرهاي طراحی به دست 

  ي عدديها مثال -4- 5-2

. دهیم میدر این بخش جهت نشان دادن کارایی روش ارائه شده، چند مثال را مورد بررسی قرار 

مشخص ی گاه تکیهتحت بارگذاري و شرایط  شکل بهینه آنها ي آزاد هستند کهها پوستهشامل  ها مثال

  . آید میبه دست 

) نشان داده شده است را مورد 5-5با شکل آزاد که در شکل ( اي پوستهدر این مثال سازه  مثال یک:

ي ساده مهار شده و تحت اثر بار ها گاه تکیه. این سازه در گوشه هاي خود توسط دهیم میبررسی قرار 

تیسیته و است و مقادیر مدول الاس 0.25tدر مرکز قرار دارد. ضخامت پوسته برابر  1pمتمرکز 

62ضریب پواسون به ترتیب  10 E  0.3و   یک  ،. به خاطر تقارن موجوداند شدهدر نظر گرفته

ب) نقاط کنترلی مدل  5-5. در شکل (شود میمدلسازي  سازي بهینهو چهارم سازه جهت انجام تحلیل 

طراحی براي مدلسازي یک چهارم سازه نشان داده شده است. مختصات قائم این نقاط که در شکل 

ب) با 5-5(
ix  حدود پایین و اند گرفتهقرار استفاده  مورد به عنوان متغیر طراحی ،اند شدهنشان داده .
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minبه ترتیب  بالاي تغییرات متغیرهاي این مسئله 0x  وmax 6x ستدر نظر گرفته شده ا .

maxهمچنین مقدار بیشینه حجم مصالح مورد استفاده  410V باشد می.  

  

ی ب) نقاط کنترلی مدل طراحی و گاه تکیه) سازه مثال یک  الف) شکل اولیه به همراه بارگذاري و شرایط 5- 5شکل (

  متغیرهاي طراحی

از  9در  9گره جدید در هر جهت، یک شبکه  5تحلیل سازه، با بهبود شبکه و اضافه کردن  جهت انجام

در شکل  ها مدلاین  .شود میکه از آن به عنوان مدل تحلیلی استفاده  شود مینقاط کنترلی حاصل 

  .اند شده) نشان داده 5-6(

  

  ) مدل اولیه مثال یک الف) مدل طراحی  ب) مدل تحلیلی6- 5شکل (
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 الف) نشان 7- 5اده شده است. شکل () نشان د7- 5شکل بهینه به دست آمده از حل این مثال در شکل (

دل یک چهارم سازه است. به منظور درك بهتر از شکل به دست مدهنده کانتور ارتفاع نقاط مختلف در 

که شکل بهینه سازه  شود می) مشاهده 7- 5ب) رسم شده است. از شکل ( 7- 5آمده، سازه کامل در شکل (

رآمدگی تا نقاط است و به صورت بطوري به دست آمده که نقطه زیر بار متمرکز به سمت بالا حرکت کرده 

از نقطه نظر مهندسی شکل به دست آمده مناسب است. چون  رسد میی انتقال یافته است. به نظر گاه تکیه

منتقل کند و از  ها گاه تکیهسازه طوري شکل یافته است که تا حد ممکن نیروها را به صورت غشایی به 

) نمودار تغییرات انرژي کرنشی در تکرارهاي مختلف 8- 5بروز رفتار خمشی تا حد ممکن بکاهد. در شکل (

. همچنین پایداري باشد میرسم شده است. این نمودار نشان دهنده کاهش انرژي کرنشی و همگرایی آن 

  از نمودار مشهود است. سازي بهینهپاسخ در پایان عملیات 

  

  ) شکل بهینه مثال یک الف) کانتور ارتفاع در شکل سه بعدي یک چهارم سازه ب) شکل سه بعدي کل سازه7- 5(شکل 

  

  مثال یک سازي بهینه) نمودار تغییرات انرژي کرنشی در حین 8- 5شکل (
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. این گیریم میی و بارگذاري متفاوت در نظر گاه تکیهدر این مثال سازه مسئله قبلی را با شرایط  مثال دو:

ساده در وسط هر یک از مرزهاي سازه قرار  گاه تکیه) نشان داده شده است. چهار 9- 5سازه در شکل (

. نقاط کنترلی و حدود تغییر آنها، ضخامت شوند می. بارهاي متمرکز بر گوشه ها و مرکز سازه اعمال اند گرفته

) 10- 5ي (ها شکلشکل این سازه در  سازي بهینهو مشخصات مکانیکی سازه همانند مسئله قبلی است. نتایج 

به ترتیب . شکل بهینه و کانتور ارتفاع مدل یک چهارم به همراه شکل کل سازه اند شده) نشان داده 11- 5و (

در اینجا نقاط کنترلی گوشه ها به  رسد می. به نظر اند شدهنمایش داده  )ب10- 5(و  )الف 10- 5در شکل (

وت مهندسی در این مسئله به سادگی شکل مثال یک نیست. در شکل . البته قضااند کردهسمت بالا حرکت 

  .شود می) نمودار همگرایی انرژي کرنشی براي این مثال مشاهده 11- 5(

  

  ی مثال دوگاه تکیه) شکل اولیه، بارگذاري و شرایط 9- 5شکل (

  

  ب) شکل سه بعدي کل سازه) شکل بهینه مثال دو الف) کانتور ارتفاع در شکل سه بعدي مدل یک چهارم 10- 5شکل (
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  مثال دو سازي بهینهنمودار تغییرات انرژي کرنشی در حین ) 11- 5شکل ( 

  

ي حل شده مرجع خاصی جهت سنجش درستی پاسخ وجود ندارد، در ها مثالبا توجه به اینکه براي 

در این روش سطح پوسته با استفاده از  می نماییم. ها مثالمحدود این  اجزاياینجا اقدام به حل 

. شود میمحدود استفاده  اجزايو از نتیجه خروجی آن براي ساخت شبکه  شود میتکنیک نربز تولید 

. شود میبه منظور مقایسه نتایج، در مدلسازي هندسه از نقاط کنترلی یکسان در هر دو روش استفاده 

ب) در اینجا نیز به عنوان مدل طراحی به  5-5( یعنی همان مدل یک چهارم نشان داده شده در شکل

در هر دو روش مشابه  ی. مقدار مصالح به کار رفته، ابعاد، ضخامت و خصوصیات مکانیکرود میکار 

 ي پوسته چهار گرهی ویلسونها الماناز  20در  20محدود از یک شبکه  اجزايهستند. جهت تحلیل 

)Wilson., 1998 ( شود میاستفاده.  

- 5) و (12- 5ي (ها شکلي یک و دو به ترتیب در ها مثالمحدود  اجزايدست آمده از روش  نتایج به

کانتور ارتفاع نماي دو بعدي از بالاي مدل یک  ها شکل. در هر یک از این اند شده) نشان داده 13

چهارم رسم شده است که بخش الف مربوط به تحلیل ایزوژئومتریک و بخش ب نتیجه حاصل از 

که نتایج مشابهی از هر دو روش به  شود میمشاهده  محدود است. اجزايشکل با تحلیل  سازي بهینه

). در مثال دوم نیز علی 12-5دست آمده است. در مثال اول این نتایج دقیقا یکسان هستند (شکل 

ي به دست آمده، نتایج مشابهی را در هر دو روش در بر داشته است. با ها شکلم اختلاف ناچیز در غر
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شکل مورد استفاده در این رساله  سازي بهینهنتیجه گیري نمود که روش  توان میهده این نتایج مشا

  .کند میبه درستی عمل 

  

  محدود اجزايمثال اول الف) ایزوژئومتریک ب)  سازي بهینه) نتایج 12- 5شکل (

  

  

  محدود اجزايمثال دوم الف) ایزوژئومتریک ب)  سازي بهینه) نتایج 13- 5شکل (
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  توپولوژي سازي بهینه -5-3

اند. این نوع از  ي زیادي داشتهها پیشرفتي اخیر ها سالاي در  سازي توپولوژي سازه ي بهینهها روش

رود و معمولا با  ها در شکل بندي سازه به کار می سازي در واقع براي تعیین تعداد و محل سوراخ بهینه

سازي توپولوژي به  . اگر چه پیدایش بهینهشود سازي شکل جهت هموارسازي مرزها توام می بهینه

 سازي همگنگردد، اما بعد از معرفی روش  برمی )Michell., 1904( سازي وزن توسط مایکل  حداقل

سازي بیش از پیش مورد  بود که این نوع از بهینه )Bendsoe et al., 1998( توسط بندسو و کیکوچی

  .دتوجه قرار گرفت

ریاضی استفاده ریزي  برنامهي غیر خطی ها روشتوان از هر یک از  سازي می براي حل مسائل بهینه

نمود. علاوه بر داشتن کارایی لازم براي حل، با توجه به تعداد زیاد متغیرهاي طراحی، کاربرد اکثر این 

) که OC( 1گیي معیار بهینها روشو زمان بر است.  در مسائل طراحی توپولوژي پر هزینه ها روش

 باشند جهت حل این مسائل می ها روشکاراترین  ءجز، سازي هستند ي غیرمستقیم بهینهها روش

)Rozvani., 1989 ( ي دیگري ها روشاند. از  ي گذشته بسیار مورد استفاده قرار گرفتهها سالو در

نیز در حل مسائل  )Fleury., 1989(و روش کانلین ) Schmit et al., 1974(ي تقریبی ها روشمانند 

سازي که بیشترین کاربرد را در  ي بهینهها روشسازي توپولوژي استفاده شده است. اما یکی از  بهینه

است. ) MMA) (Svanberg., 1987هاي پویا ( ي گذشته داشته است روش مجانبها سالاین زمینه در 

 تواند بسیار کارا باشد یاد میاین روش نشان داده که براي حل مسائل توپولوژي با متغیرهاي طراحی ز

)Bendsoe et al. 2003( شکل از  سازي بهینهتوپولوژي همانند  سازي بهینه. در این رساله، در بخش

مقایسه اي بین نتایج حاصل از این  ها مثال. همچنین در بخش شود میي پویا استفاده ها مجانبروش 

 ,.Kane( ي دیگري مانند الگوریتم ژنتیکاه روشدسته  روش و روش معیار بهینگی انجام خواهد شد.

توان نام برد که در حل مسائل توپولوژي به  را نیز می) Kaveh et al., 2008(لانه مورچگان  ) و1996

توان بیان نمود. از این  اند را نیز می یی که کمتر مبتنی بر ریاضی بودهها روشاند. همچنین  کار رفته

                                                
1 OC: Optimality Criteria 
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اشاره نمود. مروري بر ) Xie et al., 1993اي ( سازي سازه ه روش تکاملی بهینهتوان ب دست می

  عرضه شده است. )Rozvani., 2009( سازي توپولوژي توسط روزوانی هي بهینها روش

ي مبتنی بر المان هستند که در آنها مقدار تابع چگالی در ها روشیی که به آنها اشاره شد، ها روشاکثر 

Belytschko ( توسط بلیشکو و همکارانتنی بر گره اخیرا ي مبها روشهر المان محدود ثابت است. 

al., 2003 et(  ي بدون مش ها روشمعرفی شده و همراه با)Zhou et al., 2008 (سازي  در بهینه

هاي مواد در نقاط گرهی گسسته سازي  چگالی ها روشاند. در این  توپولوژي مورد استفاده قرار گرفته

باشد با این تفاوت که از  ي مبتنی بر گره میها روش ءشوند. روش ارائه شده در این رساله جز تعیین می

ي ها بخشدر  کند. محدود استفاده می اجزاينقاط کنترلی تحلیل ایزوژئومتریک به جاي نقاط گرهی 

  .شود میآتی این روش تشریح 

  مدل گسسته توزیع مصالح بع چگالی مصالح مصنوعی و تا -5-3-1

ي متداول در به دست آوردن چیدمان بهینه سازه، استفاده از مواد مرکب است. مواد ها روشیکی از 

هاي کوچک هستند که به صورت پریودیک  مرکب، موادي هستند که شامل تعداد نامحدودي از سوراخ

و  شود میابعاد تبدیل  سازي بهینهتوپولوژي به  سازي بهینه. در واقع با این کار، اند شدهپخش  آنهادر 

براي محاسبه  سازي همگن. در مواد مرکب از تئوري شود میپیچیدگی هاي آن تا حدود زیادي برطرف 

 د براي مطالعه بیشتر به مرجعتوان می. خواننده علاقه مند شود میخواص مصالح مکانیکی مواد استفاده 

)Hassani et al., 1999( .مراجعه نماید  

، استفاده از تابع چگالی وجود داردتوپولوژیک  سازي بهینهراه دیگري که براي مدل کردن مواد در 

مصنوعی است که در این رساله از آن استفاده شده است. در این روش بودن یا نبودن مواد با استفاده 

این نوع مواد در ادبیات موضوع، مواد مصنوعی گفته د. به گرد میاز تابع چگالی مصنوعی مشخص 

خواص مکانیکی مصالح را بدون استفاده از معادلات  توان می. با استفاده از این مواد شود می
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دارد و با  سازي همگنالبته این روش دقت کمتري نسبت به نتایج معادلات  به دست آورد. سازي همگن

  اده است.شرط ایزوتروپیک بودن مصالح قابل استف

. اگر این تابع شود میدر مواد مصنوعی، چگالی مواد به صورت یک تابع پیوسته در فضاي طراحی تصور 

  به صورت زیر تعریف نماییم: xیم آن را در هر نقطهتوان میدر نظر بگیریم،   را با

)5-10(  
 

1

0


  



material
x

no material
  

 چگالی هر نقطه توان میدر نتیجه با فرض ایزوتروپی   x  و ماتریس الاستیسیته D x  را به

  صورت زیر نوشت:

)5-11(     

   

0  

 

x x

x x 0D D
  

. در باشند میبه ترتیب چگالی و ماتریس الاستیسیته قسمت جامد همگن  0D و 0که در این رابطه 

سازي در نظر گرفته  روش حل بر مبناي اجزاي محدود، به منظور سهولت حل، مسئله با گسسته

. در این روش به جاي در نظر گرفتن تابع پیوسته شود می  x براي چگالی، مقدار گسسته e 

مقدار چگالی در یک المان محدود  شود می. به عبارت دیگر فرض رود میبراي هر المان محدود به کار 

  نوشت: توان میثابت است. در نتیجه 

)5-12(  0  

 

e e

e e 0D D
  

0 هکه در این رابط 1  eشود می سازي بهینه. اگرچه این رابطه سبب ساده شدن الگوریتم باشد می ،

طلاح نواحی خاکستري است. راي سطوح خلل و فرج دار یا به اصاما در این حالت جواب بهینه سازه دا

تر است.  از نقطه نظر مهندسی، حلی که منجر به وجود فقط قسمت جامد یا فقط حفره شود، عملی

، حذف گیرد میتعلق  eحی خلل و فرج دار با استفاده از جریمه اي که بهبنابراین بهتر است که نوا

) 12- 5مطرح گردید. بنابراین بخش دوم رابطه () Rozvani., 1989(شوند. این ایده به وسیله رزوانی 

  :یابد میبه صورت زیر تغییر 
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)5-13(  ( )  e e 0D D  

  ) است.9تا  3(معمولا بین  1ضریب جریمه و بزرگتر از  که 

هر با این روش، مقدار چگالی در  سازي بهینهدر   .شود میگفته نیز  SIMP1 مدلبه مدل مواد فوق، 

. در شود میثابت در نظر گرفته شده و مقادیر آنها به عنوان متغیر طراحی در نظر گرفته المان محدود 

رسید، نشان دهنده  1و یا نزدیک  1ي محدودي که مقدار چگالی آنها به ها المان، سازي بهینهپایان 

یی که چگالی نزدیک به صفر دارند، نواحی بدون نیاز به ها المانمحدوده مصالح هستند و برعکس، 

 )Bendsoe et al., 2003(. براي مطالعه بیشتر در این زمینه مرجع دهند میوجود مصالح را نشان 

  د مورد استفاده قرار گیرد.توان می

  مدل مواد مصنوعی پیوسته -5-3-2

توپولوژي سازه با استفاده  سازي بهینهدر بخش قبلی بعد از معرفی مدل مواد مصنوعی، کاربرد آن در 

 سازي بهینهمحدود در  اجزايمحدود بررسی شد. اما زمانی که از روش ایزوژئومتریک به جاي  اجزاياز 

در هر المان ثابت در نظر گرفت. چون در این حالت المان  توان می، چگالی را دیگر نکنیم میاستفاده 

محدود به معنی متداول آن وجود ندارد. در این رساله براي این کار، تابع چگالی مصالح که مقداري 

. همچنین با توجه شود میفته بین صفر و یک دارد، به صورت تابع پیوسته در سراسر دامنه در نظر گر

به استفاده از روش ایزوژئومتریک، از توابع نربز براي تقریب این تابع استفاده شده است. این کار این 

که بتوان در هر نقطه از فضاي طراحی با استفاده از مقدار چگالی مصالح آن  کند میرا فراهم  امکان

جه به اینکه مقدار این تابع در یک المان ثابت نیست، نقطه، تحلیل سازه را انجام داد. همچنین با تو

نباشد و یا حداقل وابستگی کمتري داشته  بندي شبکهانتظار داشت که پاسخ وابسته به نحوه  توان می

  ي این بخش این موضوع بررسی خواهد شد.ها مثالباشد. در 

                                                
1 SIMP: Solid Isotropic Material with Penalization 
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را به صورت مسئله  سازي نهبهیمسئله  توان میهمانند حالت گفته شده در بخش قبلی، در اینجا نیز 

اي که تابع هدف بهینه شود، تفسیر نمود. این نحوه توزیع  گونهنحوه توزیع مصالح در دامنه طراحی به 

را همانند بخش قبل با تابع چگالی مصالح   x  حال گیریم میدر نظر  )10-5(و به صورت رابطه .

  به صورت زیر تعریف نمود: )1-3همانند رابطه ( این تابع را با استفاده از توابع پایه نربز توان می

)5-14(     , ,
0 0

, ,
 

  
n m

i j i j
i j

r s R r s  

, i j
که با این روش در واقع تابع  شود میمقدار تابع چگالی در هر یک از نقاط کنترلی است. مشاهده 

. به عبارت دیگر، همان شود میچگالی نیز همانند هندسه و تغییر مکان با استفاده از توابع نربز ساخته 

نقاط کنترلی و بردارهاي گرهی و توابع نربز که در تولید هندسه و تحلیل سازه از آنها استفاده شده 

با  توان می. حال شوند میتوپولوژیک به کار گرفته  ازيس بهینهاست، در تقریب چگالی و در نهایت در 

در نظر گرفتن مقادیر تابع چگالی در نقاط کنترلی 
, i j

 سازي بهینهبه عنوان متغیر طراحی، مسئله  

به یافتن مقادیر چگالی در هر یک از  شود میتوپولوژي را تشکیل داد. به عبارت دیگر مسئله تبدیل 

  ط کنترلی به شرطی که تابع هدف بهینه شود.نقا

تا نقاط خاکستري  شود میبراي جریمه تابع چگالی استفاده  ، توانSIMPدر اینجا نیز بنا بر مفهوم 

زیر براي چگالی در طرح نهایی کمتر شوند. در نتیجه رابطه  x و ماتریس الاستیسته مصالح xD 

  برقرار است:

)5-15(     

   

0



  

 

x x

x x 0D D
  

در این حالت ماتریس سختی  به ترتیب چگالی و ماتریس الاستیسیته ماده جامد هستند. 0Dو 0که

  یک المان گرهی به شکل کلی زیر خواهد بود:

)5-16(  


  

T d0K B D B  
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توپولوژي در اینجا نیز بر مبناي معیار حداقل سازي انرژي کرنشی با در نظر گرفتن  سازي بهینهمسئله 

) بازنویسی 4- 5رابطه ( . این مسئله را در اینجا همانندشود میمقدار مشخصی از مصالح تشکیل 

  :کنیم می

)5-17(   

  max

min

.

0 1 1, ,



 

    

i

i

i

c

s t V V

i n

  

) در نوع متغیر طراحی آن است. در اینجا به 4-5تفاوت این مسئله با مسئله ( شود میچنانچه مشاهده 

  جاي مختصات نقاط کنترلی، از مقدار چگالی آنها به عنوان متغیر طراحی استفاده شده است.

. چنانچه در مقدمه این شود میاستفاده  MMAبراي حل این مسئله، همانند مسئله شکل از روش 

بخش ذکر شد این روش براي مسائل توپولوژي بهینه بسیار مناسب است. براي انجام تحلیل حساسیت 

ندارد ) برقرار است. توجه شود که این رابطه به نوع متغیرهاي طراحی بستگی 8-5در اینجا نیز رابطه (

و در حالت کلی به دست آمده است. با توجه به این موضوع، کافی است مشتق ماتریس سختی هر 

المان نسبت به چگالی هر نقطه کنترلی به دست آید. در اینجا با توجه به صریح بودن رابطه ماتریس 

-5ز روابط (مشتقات را به صورت تحلیلی به دست آورد. با استفاده ا توان میسختی و متغیر طراحی، 

  نوشت: توان می) و با یک مشتق گیري ساده 14-5) و (16

)5-18(  1
,

,
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مشتق انرژي کرنشی را نسبت به چگالی هر یک از نقاط  توان می) 8-5) و (18-5با توجه به روابط (

  کنترلی به دست آورد.

  ي عدديها مثال -5-3-3

یابی توپولوژیک سازه را با استفاده از مدل توزیع پیوسته مصالح  ي عددي بهینهها مثالدر این بخش 

و پس از مقایسه با نتایج  شود میي دو بعدي بررسی ها سازهارائه خواهیم داد. روش مذکور ابتدا براي 
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مورد بررسی قرار  اي پوستهي ها سازه يها مثال. سپس شوند میصحت سنجی حاصل از مراجع مختلف 

  .گیرند می

  مسائل مسطح - 5-3-3-1

 ها مثال. این گیرند میدر این بخش چند مثال مبنا از مسائل مشهور توپولوژي بهینه مورد بررسی قرار  

با روش ایزوژئومتریک حل شده و سپس با نتایج مراجع مقایسه خواهند شد. روش حل مسائل چنانچه 

 ها مثالما در اینجا به منظور انجام مقایسه، است. ا ي پویاها مجانبپیشتر اشاره شد استفاده از الگوریتم 

ها مقادیر مدول الاستیسیته و ضریب   با روش معیار بهینگی نیز حل خواهند شد. در تمامی مثال

21500پواسون به ترتیب برابر  /kgf cm  3باشند. مقدار ضریب جریمه می0.3و   و درجه توابع

پایه  برابر 
1 2

2 p p8شود. پارامترهاي طولی برابر  در نظر گرفته میL cm5وH cm  مقدار بار

100Pبرابر اي نقطه kgf باشند. می  

هاي پویا  در این مثال تاثیر نقاط کنترلی متفاوت در هر دو روش معیار بهینگی و مجانب مثال یک:

مورد بررسی قرار گرفته است. یک تیر کنسول تحت یک بار متمرکز در گوشه انتهایی در نظر گرفته 

بردارهاي گرهی باز با فواصل مساوي در هر دو  ها، بندي شبکهالف). در تمام  14- 5شده است (شکل 

درصد سازه در حالت  40سازه برابر مصالح مورد استفاده در مقدار گیرند.  جهت مورد استفاده قرار می

نقطه  400، 187ي مورد استفاده در این مثال به ترتیب شامل ها بندي شبکه .شود میکامل لحاظ 

ایج به ترتیب باشد. نت نقطه کنترلی می 1617وصله با  96نقطه و در نهایت  1093وصله با  40کنترلی، 

نشان داده  )ز 14- 5(تا  )ت 14-5(در  OCو براي  )ر 14-5(تا  )پ14-5(ي ها شکلدر  MMAبراي 

بسیار مشابه نتایج  MMAشود، در تمام موارد بالا نتایج به دست آمده از  اند. چنانچه مشاهده می شده

است. همچنین با افزایش تعداد نقاط کنترلی چه در حالت یک وصله و چه تعداد بیشتر  OCحاصل از 

شود  هاي به دست آمده داراي نقاط خاکستري کمتري هستند. به علاوه مشاهده می ها، ترکیب وصله

 )ر 14-5(هاي متفاوت یکی است. تنها در شکل  که در بیشتر نتایج به دست آمده با گسسته سازي
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ها دارد. این موضوع، یعنی  تفاوت کمی با بقیه شکل MMAتیجه به دست آمده از روش است که ن

یکی از مباحث مهم و مورد توجه در بحث  شبکه بنديسازي به نحوه  وابسته بودن نتیجه بهینه

تاریخچه تکرار انرژي کرنشی مربوط  )15-5(سازي توپولوژي به روش توزیع مصالح است. شکل  بهینه

شود در تمام موارد روند همگرایی تابع هدف، یعنی  دهد. چنانچه مشاهده می را نشان می به این مثال

بهتر بوده است. به علاوه با افزایش تعداد نقاط کنترلی،  MMAانرژي کرنشی در روش مبتنی بر 

  مقادیر بهتري براي این تابع حاصل شده است.

  

نقطه (پ) و (ت) توپولوژي بهینه  187) شبکه نقاط کنترلی با تیر کنسول کوتاه (الف) تعریف مسئله (ب ) 14- 5(شکل 

  OCو  MMAنقطه کنترلی به ترتیب از  1617و (ر) و (ز)  693(د) و (ذ)  400(ج) و (ح)  187با 
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نقطه  1617) د(  693)ج( 400(ب)  187تاه (الف) تیر کنسول کونمودار تغییرات انرژي کرنشی براي  )15- 5(شکل 

 OC، قرمز:  MMAآبی:  -کنترلی

محدود  اجزايمبتنی بر  SIMP، این مسئله در اینجا دوباره با استفاده از روش ها روشجهت مقایسه 

المان استفاده شده است که نتایج آنها به  1000و  384یی با ها مششود. بدین منظور از  حل می

شود که نتایج متفاوت  ی. مشاهده ماند شدهنشان داده  ب) 16-5(و الف)  16-5(هاي  ترتیب در شکل

است. به علاوه حل این مسئله با استفاده از المان چهار گرهی نیز منجر به ناپایداري ایجاد نقاط 

شود. چنانچه پیشتر ذکر گردید این موضوعات  مشاهده می )ج 16-5(شود که در شکل  شطرنجی می

باشد. خوانندگان براي  یبه عنوان یکی از مشکلات ناپایداري شناخته شده در این روش مطرح م

مراجعه نمایند. در رساله این ) Hassani et al., 1999(توانند به مرجع  مطالعه بیشتر در این مورد می

ها وجود دارد، استفاده از تکنیک حذف  ي مختلفی که براي مرتفع ساختن این ناپایداريها روشمیان 
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شود  پیشنهاد شد، منجر به پاسخ هایی می) Bendsoe et al., 2003(نویز که توسط بندسو و زیگموند 

نشان داده  ح) 16- 5(تا ت)  16-5( يها شکلي نام برده شده به ترتیب در ها مشکه براي هر یک از 

هاي مختلف یکسان بوده و در واقع  شبکه بنديد که توپولوژي حاصله براي همه شده است. توجه شو

  باشد. ) می14-5مطابق با نتایج به دست آمده از ایزوژئومتریک (شکل 

  

المان هشت گرهی، (پ) المان چهار گرهی، (ت و ج و  1000و (ب)  384محدود (الف)  اجزايبا  SIMP) 16- 5(شکل 

  ح) به ترتیب انجام تکنیک حذف نویز

در یافتن توپولوژي بهینه و تاثیر تعداد نقاط کنترلی مورد  در این مثال توانایی این روش مثال دو:

نقطه کنترلی براي  1617و  400گیرد. بدین منظور دو مش کنترلی جداگانه با  بررسی قرار می

اند. هندسه، بارگذاري و شرایط مرزي در شکل  گسسته سازي دامنه و تابع چگالی مصالح به کار رفته

شود. نتایج حاصله از روش  لحاظ می 2. درجه توابع پایه نربز برابر اند شدهالف) نشان داده  5-17(

MMA  پ ، ج) نتایج 17-5اند. شکل (  ب ، ت) نشان داده شده 17-5ي (ها شکلدرOC  را نشان

که تعداد مش  شود میمشاهده بار دیگر  ،شود که نتایج یکسان است. علاوه بر این دهند. مشاهد می می

 ,.Bendsoe et al( به کار رفته نتایج را تغییر نداده است. طراحی بهینه حاصل توسط زیگموند از مرجع

  )  نشان داده شده است. ح 17-5در شکل( SIMPبه روش ) 2003
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رلی نقطه کنت 1617و  400به ترتیب  OCو (پ) و (ج)  MMA(الف) هندسه اولیه،  نتایج (ب) و (ت)  )17- 5(شکل 

  )SIMP )Bendsoe et al., 2003(ح)نتیجه 

طراحی بر طرح به دست آمده موثر است. در این مثال این  حد مصالح مورد استفاده در مثال سه:

% بررسی خواهیم 50% و 30%، 20موضوع را با استفاده از یک تیر کوتاه با سه کسر حجمی مختلف 

نشان داده شده  )الف18 -5(بارگذاري در شکل ی و گاه تکیهنمود. دامنه طراحی به همراه شرایط 

نقطه کنترلی جهت گسسته سازي به کار رفته است و درجه  1617وصله با  96است. براي این تیر 

ي ها شکلاند.  نشان داده شده 6منظور شده است. نتایج این مثال نیز در شکل  2تابع پایه نربز نیز برابر 

را نشان  OCپ و ج و خ) نتایج روش  18-5ي (ها شکلو  MMAب و ت وح) نتایج مربوط به  5-18(

ي مورد استفاده در این روش بهتر مشهود است. این تفاوت علاوه بر ها روشدهند. تفاوت بین  می

ین مصالح قابل استفاده، امرزها در توپولوژي هاي به دست آمده نیز نمایان است. با اضافه شدن مقدار 

  شود. اختلاف کمتر می

  مسائل پوسته -5-3-3-2

هاي قبلی کارایی روش استفاده از تابع چگالی پیوسته و تقریب آن با توابع نربز با بررسی  در مثال

هایی از پیدا  محدود نشان داده شد. در این بخش مثال اجزايمسائل مسطح و مقایسه آن با نتایج 

  کنیم. اي را بررسی می هاي پوسته کردن توپولوژي بهینه سازه
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 OCو  MMA% مصالح، به ترتیب 50% و (ح و خ) 30% (ت و ج) 20) (الف) هندسه اولیه، نتایج با (ب وپ) 18- 5( شکل

  

الف) را در نظر  5-5شکل (شکل  سازي بهینهبخش  به عنوان اولین مثال، سازه مثال یکمثال یک: 

شکل، شکل بهینه سازه تحت بارگذاري نشان داده شده به دست آمد.  سازي بهینه. در بخش گیریم می

. ابعاد و مشخصات آید میدر اینجا بهترین چیدمان سازه با ثابت نگه داشتن شکل آن به دست 

در نظر گرفته شده است. مقدار  0.5tمکانیکی همانند مسئله شکل هستند. ضخامت در اینجا برابر 

در اینجا هم با توجه به تقارن، یک  .شود میدرصد کل سازه اعمال  50قابل استفاده برابر  مصالح

  .شود میچهارم سازه مدلسازي 

. همچنین مسئله را کنیم میاز نقاط کنترلی شروع  7در  7براي حل مسئله ابتدا از یک شبکه درشت 

) نشان 19-5ایج حل در شکل (تا تاثیر آن مشاهده شود. نت کنیم میبا ضرایب مختلف جریمه حل 

 در حالی کهاست  و وجود مصالح داده شده است. در این شکل نقاط سیاه نشان دهنده چگالی یک

. چنانچه مشاهده دهد میمحدوده سفید ناحیه چگالی صفر یا به عبارت دیگر بدون مصالح را نشان 
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هم دارند. همانطور که اشاره  نتایج به دست آمده با ضرایب جریمه مختلف تفاوت اندکی با، شود می

شد این ضریب نقش جریمه تابع چگالی را براي حذف مقادیر بینابین صفر و یک بر عهده دارد و 

، نقاط بندي شبکهموجب حذف نقاط خاکستري خواهد شد. در این مثال با توجه به درشت بودن 

د که با گرد میلاحظه ) م19-5خاکستري زیادي در مرزها به وجود آمده است. با مشاهده شکل (

، اما مقدار انرژي کرنشی نهایی بزرگتري شود میتر  ر ضریب جریمه، شکل تا حدودي واضحافزایش مقدا

. به عبارت دیگر نتایج مربوط به ضریب جریمه کوچکتر و یا بدون این ضریب، سازه آید میبه دست 

) نمودار تغییرات انرژي 20-5ي است، اما ممکن است از نظر مهندسی مناسب نباشد. شکل (تر سخت

. در این شکل نیز تفاوت مقادیر انرژي با ضرایب دهد میرا نشان  سازي بهینهکرنشی در حین گام هاي 

  .شود میجریمه مختلف مشاهده 

  

3: الف) 7در  7) نتایج مثال یک با شبکه 19- 5شکل (   (5ب   (7ج   (9د   
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  7در  7 بندي شبکه) نمودار تغییرات انرژي کرنشی مثال اول با 20- 5شکل (

  

. حاصل براي ضرایب کنیم مینقطه کنترلی حل  16در  16ریزتر  بندي شبکهحال مسئله را براي 

چنانچه در شکل نشان داده شده است.  )ب 21-5(و  )الف 21-5(به ترتیب در شکل  5و  3جریمه 

و  زیادي است اعضايداراي  3 جریمه ، سازه به دست آمده با ضریبشود می) مشاهده الف 5-21(

ست که از ) یک داراي یک عضو اب 21-5. در حالی که سازه شکل (نقاط خاکستري بیشتري دارد

د انتخاب نماید که کدام گزینه توان می. توجه داشته باشید که طراح رسد می گاه تکیهمرکز به نقطه 

. ما در اینجا تر سادهکمی نرم تر ولی  اي سازهبا پیچیدگی بیشتر و یا  تر سختمطلوب تر است؛ سازه 

حل می نماییم. در نهایت با دو  5و مسئله را با ضریب جریمه  کنیم میگزینه دوم را انتخاب 

 ) نشان داده شده است.22-5در شکل (که  کنیم میمسئله را حل  36در  36و  26در  26 بندي شبکه

نقاط  بندي شبکه. اول اینکه با ریزتر شدن رسد میبا مشاهده این شکل دو نکته قابل توجه به نظر 

در  36 بندي شبکه. نکته دوم حفره کوچک در شکل به دست آمده از دشون میخاکستري مرزي کمتر 

 بندي شبکهبا تغییر  دهد میاست. هر چند این حفره از نقاط خاکستري تشکیل شده اما نشان  36

 سازي بهینهدر  بندي شبکهد متفاوت باشد. موضوع وابستگی پاسخ به توان مینتیجه، هر چند جزئی، 

. شکل کامل کنیم میشته است. در مثال بعدي این موضوع را بیشتر بررسی توپولوژي همواره وجود دا
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مشاهده شکل  ) نشان داده شده است.23-5در شکل ( 36در  36سازه به دست آمده از حل شبکه 

  .اند شدهتشکیل  گاه تکیهکه اعضاي سازه در نواحی مورد نیاز براي انتقال بار به  دهد میکامل نشان 

  

  

3: الف) 16در  16 بندي شبکه) حل مثال یک با 21- 5شکل (   (5ب    

  

  

  

  36در  36 بندي شبکهب)  26در  26 بندي شبکه) نتایج حل مثال یک: الف) 22- 5شکل (
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  توپولوژي بهینه سازه مثال یکشکل کامل ) 23- 5شکل (

  

شکل، مثال قبلی را با بارگذاري و شرایط مرزي  سازي بهینهدر این مثال همانند بخش  مثال دو:

 40. این بار بهترین توپولوژي سازه را با مقدار مصالح برابر گیریم می) در نظر 9-5متفاوت مثل شکل (

5آوریم. مانند مثال قبلی ضریب جریمه  درصد کل سازه به دست می  ا براي این مسئله به کار ر

 26، 16در  16، 7در  7ي کنترلی ها شبکه) الف تا ج، نتایج را به ترتیب براي 24- 5می بریم. شکل (

منجر به پاسخ  7در  7الف) شبکه  24-5در شکل ( شود می. ملاحظه دهد مینشان  36در  36و  26در 

ب) براي  24-5واضحی نشده است و نقاط خاکستري زیادي در دامنه به وجود آمده است. شکل (

توپولوژي واضحی از آن  7در  7نقطه کنترلی در هر جهت به دست آمده که بر خلاف  16شبکه با 

ي ها شبکهکه به ترتیب نتایج  د) 24-5(و  ج) 24-5ي (ها شکلکه  شود میشاهده حاصل شده است. م

ریزتر با  اند. در این مثال ب) به دست آمده 24-5هستند، متفاوت با شکل ( 36در  36و  26در  26

 24-5ج) و ( 24-5ي (ها شکل، توپولوژي بهینه تغییر محسوسی دارد. اما با توجه به اینکه شبکهن شد

گرفت که  توان میپاسخ همگرا شده است و این نتیجه را  رسد مید) توپولوژي یکسانی دارند، به نظر 

به خاطر کم بودن تعداد نقاط کنترلی قابل قبول نیستند. در هر  16در  16و  7در  7ي ها شبکهنتایج 

د به عنوان پیشنهادي براي توان میبحث مفصلی را می طلبد که  بندي شبکهصورت مسئله وابستگی به 
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) نمودار تغییرات انرژي کرنشی را به همراه 25-5رار گیرد. شکل (مطالعات آتی مورد استفاده ق

  .دهد مینقطه کنترلی در هر جهت نشان  36 بندي شبکهتوپولوژي نهایی شکل کامل سازه براي 

  

نقطه کنترلی  36و د)  26ج)  16ب)  7ي نقاط کنترلی با الف) ها شبکه) توپولوژي بهینه مثال دو براي 24- 5شکل ( 

  در هر جهت

  

  36در  36) نمودار تغییرات انرژي کرنشی و توپولوژي شکل کامل سازه مثال دو براي شبکه کنترلی 25- 5شکل ( 
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  اي پوستههمزمان شکل و توپولوژي سازه  سازي بهینه - 5-4

شکل و توپولوژي مطرح شد. چنانچه پیشتر ذکر شد در  سازي بهینهي قبلی مباحثی در ها بخشدر 

و سپس  شود میرسم بر این است که ابتدا توپولوژي یا همان چیدمان سازه تعیین  اي سازه سازي بهینه

این موضوع شاید  اي پوستهي ها سازه. در مورد آید میشکل بهینه آن از طریق تغییرات مرزي به دست 

چنانچه مشاهده شد دو مبحث تعیین شکل صفحه میانی و نحوه  ها سازهکمی پیچیده تر باشد. در این 

گفت که توزیع بهینه مصالح روي یک شکل که  توان میمصالح روي این شکل مطرح است. اما ن توزیع

از قبل تعیین شده، همواره بهترین طرح خواهد بود. چون سطح میانی بهینه پوسته که در مرحله 

شکل تعیین شد، با فرض توزیع یکنواخت مصالح در همه محدوده طراحی به دست آمده  سازي بهینه

  است.

 سازي بهینهاست،  اي پوستهي ها سازه سازي بهینهدر این رساله که تمرکز عمده آن بر روي تحلیل و 

. این کار از دو جهت قابل تامل و قابل انجام است. شود میپوسته معرفی توپولوژي همزمان شکل و 

این روش  ي پویا است. چنانچه پیشتر نیز ذکر شد،ها مجانب سازي بهینهعلت اول استفاده از روش 

یی ها روشبا تعداد زیاد متغیرهاي طراحی را دارد. بنابراین در مقایسه با  سازي بهینهقابلیت حل مسائل 

ي ریاضی دیگر مانند خطی سازي متوالی و ... داراي قابلیت هاي بالاتر ها روشمثل معیار بهینگی و یا 

ل ایزوژئومتریک است. با توجه به و نیز انعطاف پذیري بیشتري است. علت دوم استفاده از روش تحلی

مطالب عنوان شده در این رساله و مشخصات این روش که مهمترین آن استفاده از پارامترهاي یکسان 

د که مسیر همواري گرد میدر مدلسازي، تحلیل و طراحی بهینه شکل و توپولوژي است، ملاحظه 

. در این بخش باشد میه فراهم جهت یکسان سازي و انجام همزمان طراحی شکل و توپولوژي بهین

  محدود و ایزوژئومتریک ارائه خواهند شد. اجزايي مبتنی بر ها روشهمزمان براي  سازي بهینه
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  محدود و مدل مصالح مصنوعی گسسته اجزايروش مبتنی بر  - 1- 5-4

 ياجزا. در این بخش از روش شود میمحدود ارائه  اجزايهمزمان بر مبناي حل  سازي بهینهدر ابتدا 

پارامترهاي توپولوژي بر مبناي تابع چگالی  بندي فرمولو  شود میمحدود براي تحلیل سازه استفاده 

ترکیبی ابتدا  سازي بهینه. ایده انجام شود میانجام  )1-3- 5ه مطابق بخش (مصالح مصنوعی گسست

روند دو ) مطرح شد. وي این کار را به صورت یک Ansola et al., 2002توسط آنسولا و همکاران (

شکل صفحه میانی پوسته و در مرحله بعد  سازي بهینهاي مطرح نمود که در مرحله اول  مرحله

 سازي بهینه. براي کند میو تا رسیدن به همگرایی این کار ادامه پیدا  آید میتوپولوژي بهینه به دست 

  نگی را به کار برد.مرحله اول از روش خطی سازي متوالی استفاده نمود و براي مرحله دوم معیار بهی

. به عبارت دیگر شود مینه به صورت ترکیبی بلکه به شکل همزمان انجام  سازي بهینهدر این رساله، 

به شکل  توان میاین مسئله را شامل متغیرهاي شکل و توپولوژي وجود دارد.  سازي بهینهیک مسئله 

  ) بیان نمود:19- 5رابطه (

)5-19(   

  max

min max

min ,
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maxتعداد آنهاست که با حدود بالا و پایین  nمتغیرهاي طراحی شکل و  ixکه در این رابطه 
ix  و

min
ix  همچنین اند شدهمحدود .iy محدود است و به  1و  0ت که بین چگالی مصالح هر المان اس

محدود مورد  اجزايتعداد  m.گیرد میاستفاده قرار  عنوان متغیر طراحی مربوط به توپولوژي مورد

. توجه شود که در اینجا از توابع نربز دهد میمسئله را نشان این فلوچارت  )26-5(استفاده است. شکل 

انجام شده و سپس  بندي شبکهو بعد از تولید هندسه،  شود میتنها جهت مدلسازي هندسی استفاده 

یک بار تولید  سازي بهینهبنابراین در این روش در هر گام محدود صورت می پذیرد.  اجزايتحلیل 

ي این بخش به سادگی ها مثالمحدود  اجزاي يها المان. هرچند شود میمحدود انجام  اجزايشبکه 

؛ اما توجه شود که در حالت کلی این روش هزینه زیادي صرف تولید این شبکه می شوند میتولید 
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) بیان شد ثابت بوده و 1-3-5همچنین چگالی مواد در هر المان محدود مطابق آنچه در بخش (نماید. 

 یی مرور خواهند شد.ها مثال. در ادامه رود میبه کار  توپولوژي به عنوان متغیر طراحی

  

  محدود اجزايهمزمان بر مبناي  سازي بهینه) فلوچارت 26-5شکل (

. شکل گیریم میرا در نظر  )2-3-3-5(و  )4-2-5(ي ها بخشیی مشابه ها مثالدر اینجا نیز  :ها مثال

. باز اند شده) نشان داده 27-5شان در شکل ( یگاه تکیهبه همراه بارگذاري و شرایط  ها سازهاولیه این 

به کار برد. از یک شبکه نقاط براي مدلسازي  توان میهم با توجه به تقارن موجود، یک چهارم سازه را 

 20در  20ب) براي مدلسازي هندسی استفاده شده است. همچنین شبکه  5- 5رلی مشابه شکل (کنت

، مدول 1. ضخامت پوسته برابر رود میمحدود به کار  اجزاياز المان پوسته ویلسون براي تحلیل 

92الاستیسیته 10 E0.3و ضریب پواسون   همچنین در هر دو مثال اند شدهدر نظر گرفته .

5ضریب جریمه    براي مدل مصالحSIMP دو  به کار رفته است. مقدار مصالح قابل استفاده در هر

  % کل دامنه طراحی در نظر گرفته شده است.50مثال برابر 
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  همزمان سازي بهینهي ها مثالي ها سازه) شکل اولیه 27- 5شکل (

  

ي ها سازههمزمان را به ترتیب براي  سازي بهینهالف و ب) نتایج به دست آمده از  28-5شکل (

، در شود میمشاهده  ها شکل. همانطور که در این دهد مینشان  )ب 27- 5(و  الف) 27-5ي (ها شکل

به صورت  ها شکلاین روش مقدار چگالی در هر المان ثابت نگه داشته شده است و به همین خاطر 

اند. هر یک از پیکسل ها نشان دهنده یک المان محدود هستند که  پیکسل بندي شده به دست آمده

ي سفید نمایانگر نقاط خالی هستند که ها المانو ي سیاه رنگ نشان دهنده حضور مصالح ها المان

ي ها المانمانع از تشکیل  مصالح در آنها مورد نیاز نبوده است. در اینجا نیز ضریب جریمه 

 توان میکه  دهد مینشان  ها مثالنتایج به دست آمده از حل این خاکستري رنگ شده است. 

بحث به طور همزمان بهینه نمود.  سازي بهینهمتغیرهاي مربوط به شکل و توپولوژي را در یک مسئله 

  ) این رساله موجود است.Hassani et al., 2013و تفسیر بیشتر در مورد نتایج این بخش در مرجع (

  

  ب)  27- 5الف) و ( 27-5ي شکل (ها سازههمزمان به ترتیب براي  سازي بهینه) نتایج 28- 5شکل (
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در تحلیل ایزوژئومتریک و  اي پوستهي ها سازههمزمان شکل و توپولوژي  سازي بهینه - 2- 4- 5

  مدل چگالی پیوسته

که تا اینجا اشاره شدند، به  سازي بهینهدر نهایت در این رساله در جهت تکمیل مباحث مربوط به 

. ویژگی این شود میدر تحلیل ایزوژئومتریک پرداخته  ها پوستههمزمان شکل و توپولوژي  سازي بهینه

با روش ایزوژئومتریک را  سازي بهینهروش این است که تمام نکات مثبت مطرح شده مربوط به 

. در این روش نیز دو دسته متغیر طراحی مربوط به شکل و توپولوژي وجود دارد. باشد میهمزمان دارا 

) در اینجا نیز برقرار است. متغیرهاي مربوط به شکل موقعیت 19-5( سازي بهینهبنابراین رابطه مسئله 

. شود مینقاط کنترلی هستند و از مقادیر چگالی نقاط کنترلی به عنوان متغیرهاي توپولوژي استفاده 

، براي )2-2-5(شکل بخش  سازي بهینهباز هم بحث بهبود شبکه وجود دارد. همانند مبحث 

. بعد از بهبود شبکه طراحی، یک شود میاحی درشت تر استفاده شکل از یک شبکه طر سازي بهینه

راي پارامتربندي متغیرهاي . در اینجا از این شبکه تحلیل بآید میشبکه ریزتر براي تحلیل به دست 

. به عبارت دیگر چگالی نقاط کنترلی مدل تحلیلی به عنوان متغیر شود میي نیز استفاده توپولوژ

بحث تحلیل حساسیت با توجه به دو نوع متغیر طراحی، براي هر کدام، از  . دررود میکار  بهطراحی 

تحلیل حساسیت خود که در این رساله قبلا اشاره شد استفاده خواهد شد. یعنی تحلیل حساسیت 

) براي متغیرهاي شکل و تحلیل حساسیت تحلیلی براي متغیرهاي 9- 5ه تحلیلی مطابق رابطه (منی

-5. روند حل مسئله در روش مذکور در فلوچارت شکل (شود می) انجام 18-5توپولوژي مطابق رابطه (

  ) نشان داده شده است.29
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  همزمان شکل و توپولوژي در ایزوژئومتریک سازي بهینه) فلوچارت 29- 5شکل (

  

  ي عدديها مثال -2-1- 5-4

ایم را براي  ي مختلف این فصل به کار بردهها بخشي پوسته با شکل آزاد که تا کنون در ها مثال

. باز هم دو حالت از بارگذاري و دهیم میهمزمان در ایزوژئومتریک مورد استفاده قرار  سازي بهینه

. تمام مشخصات مکانیکی و هندسی که در گیریم می) در نظر 27-5شرایط مرزي مطابق شکل (

بیان شدند در اینجا نیز برقرار هستند. ضخامت سازه را  )2-3-3-5(و  )4-2-5(ي ها بخشي ها مثال

ه چهار در چهار از نقاط از یک شبک) 4-2-5(همچنین مطابق بخش  .گیریم میدر نظر  0.5tبرابر 

که در واقع همان مدل طراحی شکل  کنیم میبراي مدلسازي سطح میانی پوسته استفاده کنترلی 

براي . شود میانتخاب  13و  0حدود حرکت عمودي نقاط کنترلی در اینجا بین  .ب) 5-5است (شکل 

. با توجه به نتایج بخش شود میاستفاده  26در  26مدل تحلیلی با بهبود شبکه از شبکه نقاط کنترلی 
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در اینجا هم از یک چهارم سازه جهت  این شبکه براي تقریب چگالی مصالح کافی است. )5-2-4(

  .شود میمدلسازي استفاده 

به صورت سازه  ها شکل. دهد مینشان  ها مثالهمزمان را براي این  سازي بهینه)  نتایج 30-5شکل ( 

ب) طرح نهایی  30- 5الف) مربوط به حالت اول بارگذاري و شکل ( 30-5. شکل (اند شدهکامل رسم 

که هر دو عمل پیدا کردن شکل بهینه سطح میانی  شود می. مشاهده دهد یمرا نشان حالت دوم سازه 

به صورت همزمان انجام شده است. براي سازه با  ها مثالو توزیع بهینه مصالح در دامنه طرح در این 

یک بار میانی، مانند همه نتایجی که تا به حال به دست آمده بود، شکل حاصل شبیه به یک خرپاي 

. نقطه میانی زیر بار تا کند میمنتقل  گاه تکیهت آمده که بار را مستقیما به چهار هرمی شکل به دس

بیشترین حد خود به سمت بالا حرکت کرده است تا انتقال نیرو تا حد ممکن به صورت غشایی انجام 

الف) نیز به  28-5(شکل )1- 4-5(محدود بخش  اجزايشود. مشابه این نتیجه در روش مبتنی بر 

  است.دست آمده 

ب) نیز قابل توجه است. با دقت در این شکل  30-5نتیجه به دست آمده از مسئله دوم (شکل 

توپولوژي این  سازي بهینهکه چیدمان اعضاي به دست آمده مشابه نتیجه حاصل از  شود میمشاهده 

از طرفی مقایسه این شکل با نتیجه  ).25-5انجام شده بود (شکل )4-2- 5( سازه است که در بخش

که شکل صفحه میانی مشابه  دهد میب) نشان  28-5محدود (شکل اجزايحاصل از روش همزمان در 

محدود و ایزوژئومتریک مشابه هم به دست آمده اند. اما توپولوژي به  اجزايدر هر دو روش مبتنی بر 

ایزوژئومتریک دو عضو کوچک در هر یک  دست آمده تفاوت دارد. در توپولوژي به دست آمده در روش

ي مکانیکی و همچنین حدود حرکت ها ویژگیها اضافه شده است. با توجه به اینکه ابعاد و  از گوشه

  .رسد مینقاط کنترلی در دو حالت متفاوت است، این تفاوت اندك قابل اغماض به نظر 
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الف) ب) سازه شکل  28-5: الف) سازه شکل (ایزوژئومتریکهمزمان در روش مبتنی بر  سازي بهینه) نتایج 30- 5شکل (

  ب) 5-28(

. به این ترتیب کنیم میي حل شده را طور دیگري بررسی ها مثال، ها روشدر نهایت به منظور مقایسه 

آوریم و  به جاي حل همزمان مسائل شکل و توپولوژي، ابتدا شکل بهینه سطح میانی را به دست می

. نتیجه این ماند می. سایر پارامترهاي مسائل بدون تغییر باقی دهیم میرا انجام سپس کار توزیع مصالح 

ب) نیز حاصل  31-5شکل ( الف) نشان داده شده است. 31-5کار براي مسئله اول در شکل (

انرژي کرنشی نهایی مشخص شده  ها شکلهمزمان را دوباره نشان داده است. در هر یک از  سازي بهینه

نتیجه به دست آمده از حل جداگانه شکل و توپولوژي کاملا متفاوت با حل  که شود میاست. ملاحظه 

همزمان است. این طرح نسبت به نتیجه طرح حل همزمان داراي اعضاي بیشتري است و از نقطه نظر 

که انرژي کرنشی  شود می) مشاهده 31- 5مهندسی چندان مناسب نیست. از طرفی با توجه به شکل (

 دهد میمقدار کمتري نسبت به حل مرحله اي دارد. این امر نشان از حل همزمان  به دست آمده

در واقع در حل همزمان، چون  اي است. ي نسبت به حل مرحلهتر سختنتیجه حل همزمان سازه 

، در قالب یک مسئله حل شده و نتیجه بهینه شوند می سازي بهینهسطح میانی و توزیع مصالح یکجا 

در حالی که در حل مرحله اي توزیع بهینه مصالح روي سطح بهینه اي که از  شود میواقعی حاصل 
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د لزوما بهترین طرح باشد. نمودار تغییرات انرژي توان میقبل به دست آمده انجام شده است که ن

  ) نشان داده شده است.32-5کرنشی براي دو حالت این مثال در شکل (

  

  همزمان سازي بهینهالف) بهینه سازه مرحله اي، ب)  مثال اول ی نهایی) نتایج حل و مقدار انرژي کرنش31- 5شکل (

  

  

  همزمان و مرحله اي مثال اول سازي بهینه) تغییرات انرژي کرنشی 32- 5شکل (

  

اي و همزمان به ترتیب در  مرحله سازي بهینههمین کار براي مثال دوم نیز انجام شده است. نتیجه 

که باز هم نتایج متفاوت و  شود میب) نشان داده شده است. ملاحظه  33-5الف) و ( 33- 5ي (ها شکل

  همزمان کمتر است. سازي بهینهمقدار انرژي نهایی حاصل از 

0.E+00

1.E-05

2.E-05

3.E-05

4.E-05

5.E-05

6.E-05

0 10 20 30 40 50 60

ی
ش

رن
 ک

ی
رژ

ان

تکرار

مرحلھ ای

ھمزمان



 

126 

  

  

   همزمان سازي بهینهنتایج حل و مقدار انرژي کرنشی نهایی مثال دوم الف) بهینه سازه مرحله اي، ب) ) 33- 5شکل (

با استفاده از روش ایزوژئومتریک براي  دهد میي حل شده در این بخش نشان ها مثالدر مجموع 

به جاي دو مسئله  توان می سازي بهینهي پویا براي انجام ها مجانبتحلیل سازه و به کمک روش 

جداگانه شکل و توپولوژي، یک مسئله واحد شامل هر دو متغیرهاي طراحی را حل نمود. همچنین 

جداگانه نشان از بهتر بودن پاسخ روش همزمان یا تجمیعی  سازي بهینهمقایسه نتایج این مسئله با 

  دارد.
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  مقدمه - 6-1

یک از مباحث جالب در مهندسی سازه است و به دلیل کاربرد و اهمیت زیاد  اي پوستهي ها سازهبحث 

آن در صنعت مورد توجه بسیاري از محققین بوده است. البته به دلیل پیچیدگی هاي هندسی نسبت 

ا توجه د. در این رساله بنیاز به توجه خاصی دار ها پوسته، مدلسازي، تحلیل و طراحی ها سازهبه سایر 

، به این موضوع پرداخته شده است؛ طوري که اکثر مطالب آن حول مبحث ها سازهاین  به اهمیت

  گرد آوري شده است.  ها پوسته سازي بهینهتحلیل و 

روش ایزوژئومتریک، بعد از گذشت یک دهه از معرفی آن، به عنوان یک روش قدرتمند در حل 

ي تحلیل ها ویژگیزه مطرح است. بسیاري از بسیاري از مسائل مهندسی از جمله مسائل سا

 اجزايهاي زیادي نسبت به  محدود است. همچنین این روش مزیت اجزايایزوژئومتریک مانند روش 

ي مختلف تحلیل مورد توجه ها حوزهدهه گذشته این روش در  محدود کلاسیک دارد. در طول یک

 اي پوستهي ها سازهبراي انجام تحلیل  محققین بوده است. در این رساله سعی شده است از این روش

  در مرحله اول و سپس طراحی بهینه آنها استفاده شود.

یکسان جهت تحلیل و طراحی سازه  نهایی در این رساله رسیدن به یک رهیافتگفت هدف  توان می

بوده است. موضوعی که با توسعه روش ایزوژئومتریک مطرح شده است و روز به روز ابعاد بیشتري از 

پیش که پایه و اساس تحلیل ایزوژئومتریک هستند،  د. فراموش نکنیم که توابع نربزگرد میآن پدیدار 

از آنکه در تحلیل مورد استفاده قرار گیرند، از چندین دهه قبل به عنوان ابزارهاي مدلسازي هندسه 

مسیر همواري  طبیعی است که با به کار گیري آنها در تحلیل،. به کار گرفته می شوندکامپیوتري 

. این موضوع به دلیل برطرف ساختن آید میجهت یکسان سازي پارامترهاي تحلیل و طراحی به وجود 



 

129 

  

هاي محاسباتی،  ي هندسی و تحلیلی باعث کاهش چشمگیر هزینهها مدلنیاز تولید شبکه براي پیوند 

ي پیچیده بوده است. در این رساله سعی شده است در همین جهت گام هایی ها سازهبه خصوص در 

برداشته شود. در پایان این رساله ابزاري تهیه شده است که همزمان با استفاده از پارامترهاي مشترك، 

. در ذیل نتایج حاصل از دهد میرا انجام  ها پوستهکار تحلیل و طراحی همزمان شکل و توپولوژي 

  مراه پیشنهادات براي کارهاي آینده بیان خواهد شد.رساله به ه

  نتایج -6-2

  :باشد میخلاصه نتایج به دست آمده از این رساله به شرح ذیل 

 محدود،  اجزايتوانا که علاوه بر داشتن شباهت زیاد با  یتحلیل ایزوژئومتریک به عنوان روش

اخته شده به آن دارد، شنمزایاي دیگر از نظر هندسی، پیوستگی، شبکه بندي و ... نسبت 

توان با ادغام پارامترهاي طراحی و تحلیل، این دو  هاي این روش می است. با توجه به قابلیت

 این کار انجام شود. اي پوستهي ها سازهفرایند را تجیمع نمود. در این رساله سعی شد براي 

  روند و با توجه به  کار میاز آنجا که توابع نربز به عنوان توابع شکل در روش ایزوژئومتریک به

توان انتظار داشت که  اینکه این توابع در ابتدا براي تولید هندسه ابداع شده بودند، می

محدود معمول، هموارتر باشد. این  اجزايمدلسازي هندسی در این روش در مقایسه با 

ند. در این اي دارند بیشتر نمود پیدا می ک که هندسه پیچیده اي پوستهي ها سازهموضوع براي 

هاي با شکل آزاد با این روش  رساله نشان داده شد که مدلسازي، تحلیل و طراحی پوسته

 تواند انجام گیرد. می

  براي تحلیل پوسته از مبانی تئوري میندلین رایزنر استفاده شد. در این تئوري با در نظر

تر مستقل از هم در برشی، مقادیر تغییر مکان و چرخش به عنوان دو پارامشکل گرفتن تغییر 

در توابع شکل ندارد، به  C1شوند. با توجه به اینکه این روش نیاز به پیوستگی  نظر گرفته می

عنوان یک پارادایم در روش هاي عددي تحلیل پوسته ها و صفحات خمشی مطرح بوده است. 

تر نسبت به هاي توابع نربز و تامین پیوستگی بالا البته در سال هاي اخیر با توجه به قابلیت

 محدود، از تئوري کیرشهف نیز در این مسائل استفاده شده است. اجزايتوابع شکل 
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  گفت در روش تحلیل ارائه شده در این رساله از دستگاه محورهاي  توان میبه طور خلاصه

مختصات محلی استفاده شد که براي هر نقطه دلخواه به طور مجزا، روي سطح میانی پوسته 

تعریف نمود.  توان میبه کمک این دستگاه، تغییر مکان هاي چرخشی را  .شوند میتعریف 

با اعمال روابط  روش پیدا کردن این دستگاه به طور مفصل در متن رساله تشریح شده است.

صات، ارتباط بین دستگاه هاي مختصات محلی و کلی بر قرار تهاي مخ معمول تبدلات دستگاه

 می شود.

  حدود، با توجه به اینکه نقاط کنترلی روي محیط فیزیکی مسئله م اجزايدر مقایسه با روش

(در اینجا سطح میانی پوسته) واقع نیستند؛ براي تعریف چرخش ها، با استفاده از یک نگاشت 

که  آید مینقطه متناظر با هر نقطه کنترلی در روي سطح فیزیکی به دست  به یک، یک

. طبیعی است که این کار خطایی را به دشو میدستگاه مختصات محلی در آن نقطه تعریف 

یابد طوري که براي  همراه دارد. اما با ریزتر شدن شبکه نقاط کنترلی، این خطا کاهش می

 .شود میهاي به اندازه کافی ریز، کاملا پوشش داده  شبکه

  محدود است. با استفاده از روش کار مجازي رابطه  اجزايکلیات روش تحلیل همانند روش

هاي هر المان گرهی،  ماتریس ترکیبکلی براي ماتریس سختی به دست آمده و پس از 

. برنامه کامپیوتري نوشته شده شود میماتریس سختی کل و دستگاه معادلات جبري حاصل 

یج نشان از  درستی و در این رساله براي حل مسائل مختلف پوسته به کار گرفته شد و نتا

 کارایی آن دارد.

 ایزوتروپیک مصنوعی در مبحث بهینه سازي توپولوژي، با استفاده از ایده مواد SIMP  و

دامنه مسئله تقریب زده شد.  هاي توابع نربز، یک تابع چگالی در محیط استفاده از ویژگی

یع مصالح در دامنه مسئله از مقادیر این تابع در نقاط کنترلی براي توز توان میبدین ترتیب 

 توان میاستفاده نمود. در نتیجه زمانی که از این مقادیر به عنوان متغیر طراحی استفاده شود، 

. درستی نتایج این دهد مییک مسئله بهینه سازي تشکیل داد که توزیع بهینه مصالح را انجام 

  نشان داده شد. يا پوستهي این رساله براي مسائل مختلف دو بعدي و ها مثالکار در 

  در بحث بهینه سازي شکل، از موقعیت نقاط کنترلی به عنوان متغیر طراحی استفاده شده

است. به منظور رسیدن به دقت بیشتر در تحلیل، شبکه نقاط کنترلی مورد استفاده در تولید 
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هندسه و طراحی شکل، بهبود داده شد و شبکه ریزتري براي مدل تحلیل حاصل شد. به این 

رتیب امکان استفاده از تعداد محدودي از متغیرهاي طراحی توام با دقت بالا در تحلیل فراهم ت

ي بهینه سازي شکل نیز نشان از کارایی روش در به دست آوردن شکل ها مثال. ه استشد

 دارد. اي پوستهبهینه سازه 

 ر خارجی در در این رساله مسئله بهینه سازي با معیار سخت ترین سازه یا حداقل سازي کا

معادل است. در این الاستیک سازه نظر گرفته شد. این معیار با حداقل سازي انرژي کرنشی 

) براي حل این مسئله استفاده شد. براي استفاده از MMAهاي پویا ( رساله از روش مجانب

م مشتقات توابع هدف و قید در هر گااین روش، تحلیل حساسیت به معنی پیدا کردن مقادیر 

ه سازي مورد نیاز است. این کار در بخش بهینه سازي شکل از روش نیمه تحلیلی و در بهین

 بخش بهینه سازي توپولوژي به صورت تحلیلی انجام شده است.

  همچنین روش شود میدر هر دو مسئله شکل و توپولوژي از پارامترهاي مشابهی استفاده .

به جاي دو  توان می. بنابراین شود میبراي هر دو مسئله به کار گرفته  MMAبهینه سازي 

. این کار در این مسئله متفاوت بهینه سازي، همه پارامترها را در قالب یک مسئله بیان نمود

محدود مورد بررسی قرار  اجزايرساله انجام شده است. ابتدا این مسئله براي روش مبتنی بر 

گرفت. سپس در روش ایزوژئومتریک نیز از این ایده استفاده شد. نتایج مسائل حل شده نشان 

از کارایی آن دارد. همچنین از مقایسه نتایج این روش که در این رساله تجمیعی نامیده شد، 

ز روش با روش بهینه سازي مجزاي شکل و توپولوژي، مشاهده گردید که سازه حاصل ا

  تجمیعی، سازه سخت تري به دست آمده است.

  پیشنهادات -6-3

با وجود گذشت ده سال از معرفی روش ایزوژئومتریک و تحقیقات زیادي که در این مبحث در 

گفت همه یا حتی بیشتر ابعاد این موضوع تا کنون روشن  توان میهاي مختلف انجام شده است، ن حوزه

ها  شده است. با انجام این رساله که گامی کوچک در مسیر توسعه این روش در تحلیل و طراحی پوسته
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اي  . پارهشود میهاي دیگري به ذهن نگارنده خطور کرده که در این بخش به آنها اشاره  بوده است، ایده

  گردد: علاقه مندان به این موضوع به شرح ذیل بیان می از مباحث پیشنهادي براي

  با توجه به استفاده از روشMMA  ،که قابلیت هاي بالایی در حل مسائل بهینه سازي دارد

مباحث متنوع بهینه سازي را حل نمود. به عنوان مثال مسئله حداقل سازي وزن  توان می

مال قیدهاي کمانش و حتی مسائل سازه با کنترل مقدار تنش، مسئله بهینه سازي با اع

د به عنوان موضوات تحقیق توان میترکیبی شامل دو معیار سختی حداکثر توام با وزن حداقل 

 مد نظر قرار گیرد.

  .آن به تحلیل  با توسعه توان میدر این رساله تحلیل الاستیک خطی پوسته انجام شده است

 تر را بررسی نمود. غیر خطی مسائل عملی

 ستگی پاسخ به نحوه شبکه بندي در مسئله بهینه سازي توپولوژي با استفاده از تابع مسئله واب

 اجزايد بیشتر بررسی شود. این موضوع قبلا براي تابع گسسته در توان میچگالی پیوسته 

 محدود توسط محققان زیادي مورد بررسی قرار گرفت.

  د جالب باشد.توان می اي پوستهموضوع تحلیل ایزوژئومتریک دینامیکی سازه 

 سازي شکل  هینهدر این رساله از روش نیمه تحلیلی براي تحلیل حساسیت متغیرهاي ب

 د مورد بررسی قرار گیرد.توان میاستفاده شد. یافتن مقادیر مشتقات از روش هاي تحلیلی 

  روشMMA اي به کار گرفته شده است.  تاکنون براي مسائل مختلف بهینه سازي سازه

همچنین توسط مبدع روش اصلاحاتی براي حصول پاسخ بهتر در مسائل مختلف انجام شده 

د تغییر الگوي توان میاست. یکی از موضوعات قابل تامل در مباحث مطرح شده در این رساله 

در روند د نتایج جالبی را توان میها، در این روش باشد. این موضوع  به روز رسانی مجانب

 رسیدن به همگرایی در حل مسئله بهینه سازي همراه داشته باشد.
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  هاي باطله عناصر سمی در دمپ يپذیرجدید گونه 
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Abstract 

Investigating of structural analysis and optimal design as well as their integration, is the 

aim of this research. For this purpose, in the first parts of the thesis, the isogeometric 

approach is developed for the linear elastic analysis of shell structures. In the following 

parts, structural shape and topology optimization is investigated. 

In the analysis parts, introduction of the NURBS function as well as the isogeometric 

analysis is followed by the formulation of shell structures. The idea of curvilinear 

coordinate system is utilized for shell isogeometric analysis. The approach is based on 

the Mindlin-Reissner theorem. Three displacement and two rotational degree of 

freedoms is assigned to each control point. Different examples containing free form 

shell and shell obstacles, are presented to demonstrate the performance of the method.  

The idea of SIMP is used for topology optimization. The NURBS functions are used to 

approximate a density function over the design domain. The control values of this 

function are used as design variables in optimization problem. Some examples of plane 

and shell structures, demonstrates the well perforemance of the method. The coordinates 

of control points are considered as design variables in shape optimization problem. By 

refining the design control mesh, a finer mesh is generated for the analysis procedure. It 

means that two different models are used for design and analysis. 

In the final part, the simultaneous shape and topology optimization of the shell 

structures is presented. This approach is first considered for a discrete finite element 

model. Finally this integrated method is used for isogeometric based approach. It means 

that all the analysis, shape and topology parameters are formulated by using NURBS 

functions. It is demonstrated that the integrated approach leads to better results than the 

seperated shape and topology optimization.  

Key words: Isogeometric analysis, shape optimization, topology, shell structures 
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