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  تقدیم به 

  پدر و مادرم ...        
           

نه میتوانم موهایشان را کـه در راه عـزت مـن سـفید شـد، سـیاه کـنم و نـه بـراي           بار خدایا،
مرهمی دارم . پس توفیقم ده که هر دستهاي پینه بسته شان که ثمره تلاش براي افتخار من است، 

باشد که ایـن   لحظه شکر گزارشان باشم و ثانیه هاي عمرم را در عصاي دست بودنشان بگذرانم.
  .خردترین، بخشی از زحمات آنان را سپاس گوید
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  تشکر و قدردانی

نفسی منت خداي را عزوجل که طاعتش موجب قربت است و به شکر اندرش مزید نعمت، هر 

آید مفرح ذات، پس در نفسی دو نعمت موجود است و رود ممد حیات است و چون بر میکه فرو می

  بر هر نعمتی شکري واجب.

  از دست و زبان که برآید        کز عهده شکرش به در آید

رسـم و سـختی ایـن    انتهـاي راه مـی  فرسا به اکنون که پس از گذراندن این راه طولانی و طاقت

دانم که از همه کسانی کـه مـرا در طـی    آورم، به رسم ادب و اخلاق وظیفه خود میبخاطر میدوران را 

خـاطر  ه ب سید مهدي توکلیدکتر  بس ناهموار یاري رساندند تشکر نمایم. در ابتدا از مسیراین کردن 

  زحماتی که در طول این مدت متحمل شدند تشکري ویژه دارم.

بودند و هم استاد اخلاق، به خاطر  من هم استاد درسکه  بهروز حسنیفسور وهمچنین از پر

  کمال تشکر را دارم.تمام چیزهایی که از ایشان آموختم 

هاي کدخاطر به  2از موسسه فناوري رویال سوئد 1کریستر سونبرگو نیز از پروفسور 

  کامپیوتریشان سپاسگذارم.

تشکر  نامه یاري رساندندپایانبه ثمر رساندن این و در آخر از همه کسانی که به نوعی مرا در 

  نمایم.می

  

  

                                                
1 Krister Svanberg 
2 Royal Institue of Technology  
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اینجانب امیر عرب یار محمدي دانشجوي دوره کارشناسی ارشد رشته سازه دانشکده عمران 

با تابع بعدي هاي سهسازي آیزوژئومتریک شکل سازهدانشگاه صنعتی شاهرود نویسنده پایان نامه بهینه

  متعهد می شوم .ئی دکتر سید مهدي توکلی تحت راهنماهدف وزن و قید تنش 

 حقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است .ت  

 ر استفاده از نتایج پژوهشهاي محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است .د  

 ان نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگري براي دریافت هیچ نوع مدرك یا امتیازي در هیچ جـا ارائـه   طالب مندرج در پایم

 نشده است .

      دانشـگاه صـنعتی   « کلیه حقوق معنوي این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد و مقـالات مسـتخرج بـا نـام

 به چاپ خواهد رسید .»  Shahrood  University  of  Technology« و یا » شاهرود 

 پایان نامهقوق معنوي تمام افرادي که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان نامه تأثیرگذار بوده اند در مقالات مستخرج از ح 

 رعایت می گردد.

 اصـول  ر کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردي که از موجود زنده ( یا بافتهاي آنها ) استفاده شده است ضوابط و د

 اخلاقی رعایت شده است .

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردي که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده شده است

                                                                                                                             است . اصل رازداري ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده
                                                                          تاریخ                                                                                

 امضاي دانشجو

  
  

  

  

  

 تعهد نامه

 مالکیت نتایج و حق نشر

  کلیه حقوق معنوي این اثر و محصولات آن (مقالات مستخرج ، کتاب ، برنامه هاي رایانه اي ، نرم افزار
ها و تجهیزات ساخته شده است ) متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد . این مطلب باید به نحو 

  علمی مربوطه ذکر شود .مقتضی در تولیدات 

.
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 چکیده

هاي موجود یا همان توابع قید همواره ها با در نظر گرفتن شرایط و محدودیتسازي سازهبهینه

سازي انجام شده بهینهیکی از اهداف مهندسان و طراحان بوده است. تاکنون تحقیقات زیادي بر روي 

سازي را میتوان به سه هاي مختلفی براي حل پیشنهاد شده است. به طور کلی روشهاي بهینهو روش

- بندي نمود. در این تحقیق از روش مجانبدسته روشهاي ریاضی، معیار بهینگی و فرااکتشافی تقسیم

هاي دو و سازي شکل سازهنههاي متحرك که از جمله روشهاي ریاضی به شمار میرود به منظور بهی

  سه بعدي الاستیک استفاده شده است.

هاي متحرك داشتن مشتقات توابع هدف و قیدها نسبت به لازمه استفاده از روش مجانب

 هاياز روش. به این منظور میتوان متغیرهاي طراحی است که اصطلاحا تحلیل حساسیت نام دارد

بر بودن ل محدود استفاده نمود. با توجه به هزینه، نیمه تحلیلی و روشهاي عددي تفاضتحلیلی

استفاده شده روشهاي نیمه تحلیلی و عددي نسبت به روش تحلیلی از این روش در تحقیق حاضر 

بکار گرفته شده است. در این روش توابع  هابه منظور تحلیل سازههمچنین روش آیزوژئومتریک  است.

روند پایه اسپلاین که در تولید هندسه مسئله نیز بکار می مجهول (تغییرشکلها) با استفاده از توابع

سازي شکل کافیست مختصات نقاط کنترلی شوند. بنابراین براي تغییر هندسه در بهینهتقریب زده می

هندسه را تغییر داده و مجددا مسئله را تحلیل نمود. از اینرو استفاده از این روش مشکل تولید شبکه 

سازي شکل را مرتفع نموده و هزینه محاسبات را تا حد زیادي رحله از بهینهاجزاي محدود در هر م

  کاهش میدهد.

- عنوان قید مسئله بهینه بهها در این تحقیق وزن سازه به عنوان تابع هدف و محدودیت تنش

یابی مجانبهاي متحرك در مسائل بهینهروشکارایی نشان دادن  براي اند.سازي در نظر گرفته شده

با استفاده از  سه بعديدو و  مثالصحت معادلات تحلیل حساسیت استخراج شده، چندین  شکل و

  ارائه شده است.در این پایان نامه،  برنامه کامپیوتري تهیه شده
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  تحلیل آیزوژئومتریک هاي متحرك،روش مجانبها، سازه سازي شکلبهینه: هاي کلیديواژه
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  مقدمه-1-1

هاي عددي بسیاري طی روشبه منظور حل معادلات دیفرانسیل حاکم در مسائل مهندسی 

توان به روش هاي پیشنهادي در این زمینه می. از فراگیرترین روشوجود آمدندي اخیر به هادهه

- برمی 1960تا  1950هاي پیدایش این روش در علوم مهندسی به سال اشاره کرد. 1اجزاي محدود

اولین  1960فضا نقطه کانونی آن بوده است. در اواخر دهه  ین دوران مهندسی هواگردد که در ا

ها روش اجزاي محدود تولید گردید. مبناي این برنامه4و استاردین 3، آسکا2نسترنهاي تجاري برنامه

هاي تجاري زیادي بود. پس از آن روش اجزاي محدود در سایر علوم مهندسی گسترش یافت و برنامه

  بر اساس آن ساخته شد.

هاي سالشناسیم، بعدها در می 5کَداگر چه هندسه اساس تحلیل است، اما آنچه تحت عنوان 

هاي بین نمایش هندسی در به وجود آمد. این مسئله شاید به نوعی دلیل تفاوت 1980تا  1970

به طور  کَدها قبل از اینکه هاي اجزاي محدود سالرا نشان دهد. بسیاري از برنامه کَداجزاي محدود و 

که حتی مقداري از صنعتی است  کَدگسترده پیشرفت کند به تکامل رسیده بودند. اما در حال حاضر 

شود. تعبیر می 6تحلیل بزرگتر است. در امور تجاري از تحلیل به عنوان مهندسی به کمک کامپیوتر

هایی گیري کنیم کمی مشکل است، اما تخمینرا اندازه کدَبتوانیم حجم صنایع تحلیل و  ااینکه دقیق

در حدود پنج تا ده هزار میلیون  کدَ ارزش تحلیل در حدود یک تا دوهزار میلیون دلار و مبنی بر اینکه

 کَدهاي ها در سیستماست که طراحی مرسوماینگونه  مهندسی. در کارهاي ]1[دلار است وجود دارد

شود توصیف هندسی شوند. این مسئله باعث میتولید می کدَهاي ها از دادهگیرند و شبکهانجام می

- فضا و کشتیتقریبی است. در صنایع اتومبیل، هوا که  ايمتفاوتی را براي تحلیل به کار ببریم، هندسه

                                                
1Finite Element Method 
2Nastran 
3Aska 
4Stardyne 
5Computer Aided Design (CAD) 
6Computer Aided Engineering (CAE) 
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یابد. در درصد کل تحلیل به تولید شبکه اختصاص می 80شود که حدود سازي چنین تخمین زده می

کشد. با توجه به ماه طول می سازي تولید شبکه براي یک وسیله کامل حدود چهارصنایع اتومبیل

ي زمانی لازم تولید کنیم ي جدید را در بازه، اگر نتوانیم شبکهشودتغییرات طراحی که روزانه انجام می

یابد. وقتی که شبکه ساخته شد، اصلاح آن در هر بار تکرار سودمندي تحلیل در طراحی کاهش می

دارد. ایجاد این ارتباط اغلب غیر قابل دسترس است، که این مسئله شاید  کَدعملیات نیاز به ارتباط با 

 کند.اصلاح تطبیقی همچنان اولین مشکل آکادمیک است را مشخص میدلیل اینکه چرا 

بر است و پرهزینه و زمان ي اجزا محدود یا به عبارتی شبکه اجزا محدودساخت هندسه

منطقی به نظر  کدَکند. با توجه به حجم کم صنعت تحلیل در مقایسه با خطاهاي زیادي ایجاد می

و جایگزینی تحلیل اجزاي محدود، با روشی که سازگاري  رسد که به دنبال راهی براي تغییرمی

اي ثابت براي هندسه اولین بار داشته باشد، باشیم. استفاده از یک  تقریب چندجمله کدَبیشتري با 

یافت اي افزایش می. در این روش همچنان که مرتبه چندجمله]2[و همکاران انجام شد1توسط سابو

- اي خطا تغییر نمیي چندجملهرسید که دیگر با افزایش مرتبهییافت تا به جایی مخطا کاهش می

کردیم، هاي محاسبه شده روي مرز استفاده میشد که از کمیتکرد. تأثیر این مشکل وقتی بیشتر می

ترین کاربردهاي مهندسی هستند و اینجاست که خطاهاي مهندسی مضرترین خطاها که معمولاٌ مهم

شدند که در هاي مرتبه پایین انجام میهاي اجزا محدود توسط المانتحلیلهستند. بعلاوه هنوز بیشتر 

که بعدها توسط شرکت فناوري  2افزار راسناها خطاهاي مهندسی بزرگتر بودند. موفقیت نرمآن

و در نتیجه نتایج قابل اعتمادتر آن  کَدي به دست آمد مرهون ارتباط تنگاتنگ آن با هندسه3پارامتري

- زوژئومتریک که در این پژوهش مورد استفاده قرار گرفته نیز از الگویی مشابه الهام میبود. روش آی

اي اجزاي محدود را مرتبط شود و توصیف چندجمله کدَي کند تا بیشتر به هندسهگیرد اما تلاش می

  .]23[به طور کامل حذف کند

                                                
1Szabo 
2RASNA 
3Parametric Technology Corporation (PTC) 



 کلیات                                                                                             فصل اول            

 

4 
 

تکنولوژي استاندارد که در ي نربز است، یک شود بر پایهرویکردي که در این روش ارائه می

شود با سطوح نربز تطبیق داده می کَدي دقیق رود. براي این منظور هندسهبه کار می کَدهاي سیستم

بعدي خواهند هاي سهها، المانشود. این المانهاي نربز ساخته میو سپس یک شبکه درشت از المان

وش یک کار جزئی نیست که فقط شایستگی دهند. این ربود که هندسه را به صورت دقیق نمایش می

اي براي کارهاي مقدار کمی مطالعه را داشته باشد، بلکه روشی است که با انجام آن درهاي تازه

ندارد و به  کَدي به دست آمده از این روش نیاز به ارتباط بیشتري با شبکه1شود. اصلاحقدرتمند باز می

در این روش از . تر این تکنولوژي را با صنعت فراهم کندهتواند مطابقت گستردقدري ساده است که می

شود، یعنی فضاي حل براي متغیرهاي وابسته بر حسب استفاده می2مفهومی مشابه آیزوپارامتریک

اند. به همین دلیل این روش، شود که براي نمایش هندسه به کار رفتههمان توابعی نمایش داده می

  .]٢٣[استتحلیل آیزوژئومتریک نام گرفته 

کند. این ها کار میکند و با آنسازي تابع هدف و توابع قید را معرفی میالگوریتم بهینه

ي شود. براي رسیدن به یک نتیجهمیج ها استخراریزي ریاضی یا سایر تکنیکالگوریتم از برنامه

. در باشدسازي وجود داشته مدل بهینه مناسب باید تعاملی قوي بین مدل طراحی، مدل تحلیل و

 (CAD)ي طراحی به کمک کامپیوتربیشتر موارد و در کاربردهاي صنعتی مدل طراحی به یک برنامه

هاي ي حل به روش اجزا محدود است. یکی از چالششود و مدل تحلیل شامل یک برنامهلینک می

ودیت در هاست. مشکل دیگر محدي اطلاعات بین این سیستمپیش رو در این زمینه، نیاز به مبادله

اند هاي طراحی که از پیش تعریف شدههاي ممکن است، زیرا فضاي طراحی به المانتغییرپذیري شکل

محدود شده است. اما مشکل اصلی این است که هم مدل تحلیل و هم طراحی هر دو به شدت به 

  هندسه وابسته هستند، اگر چه نمایش هندسی در هر دو مورد متفاوت است.

هاي تحلیل و طراحی وجود دارد بسیار آشکار است. از اینرو ما رویکرد دغام مدلامتیازي که در ا

                                                
1Refinement 
2Isoparametric 



 کلیات                                                                                             فصل اول            

 

5 
 

کند. این رویکرد کنیم که این دو را ترکیب میعنوان روشی جایگزین معرفی میآیزوژئومتریک را به

کند. تاکنون نربز بندي جدیدي از توابع شکل همچون نربز تجهیز میمفهوم اجزاي محدود را با دسته

  .]3[سازي شکل همراه با مفهوم المان طراحی و یا روش المان مرزي به کار رفته استي بهینهبرا

و همکاران نیز از نربز به همراه رویکرد بدون شبکه در قالب یک استراتژي ترکیبی بر 1سوباریان

به عنوان ها که نربز را تنها . اگر از حد این روش]5[و  ]4[اندي فضایی استفاده کردهي هندسهپایه

رسیم که در کنند، فراتر رویم به رویکرد مورد نظر ما میي مرزها استفاده میي هندسهدهندهنمایش

کنند. از اینرو ویژگی دقت و همواري نمایش هندسه در آن این توابع در مدل تحلیل نیز مشارکت می

طراحی را به هم پیوند هاي تحلیل و آید و مدلسازي شکل میتحلیل آیزوژئومتریک به کمک بهینه

سازي شکل ابتدا توسط خود هیوز زند. لازم است توجه شود که استفاده از آیزوژئومتریک در بهینهمی

  .]1[و همکاران به عنوان موضوعی جذاب براي تحقیق مطرح شد

سازي در ي بهینهي تحلیل باید اطلاعات لازم را براي مرحلههمانطور که اشاره شد در مرحله

اول به مقادیر تابع و حساسیت  سازي مرتبهقیدهاي ضمنی به دست آورد. در یک الگوریتم بهینهمورد 

سازي ي بهینهقیدهاي ضمنی نیاز است. بنابراین آنالیز حساسیت موضوع تحقیقاتی مهم در زمینه

  شکل است.

 تاریخچه- 1-2

یل سازه و سازي شکل شامل سه قسمت اصلی است: نمایش هندسی مسئله، تحلفرآیند بهینه

سازي. ابتدا باید نمایش هندسی مناسب براي شکل مرزها را انتخاب کنیم و مقادیر الگوریتم بهینه

ها اي براي متغیرهاي طراحی در نظر بگیریم، سپس یک مدل تحلیلی مناسب براي تحلیل سازهاولیه

سازي ي بهینهمرحلهکنیم. یک روش تحلیل مناسب باید قادر باشد اطلاعات لازم را جهت انتخاب می

                                                
1Subbarayan 
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سازي مرتبه اول به مقادیر عنوان مثال یک الگوریتم معمولی بهینهدر مورد مشتقات ضمنی بدهد. به

  توابع قید و حساسیت قیدها بر حسب هر متغیر طراحی نیاز دارد.

سازي مقادیر جدیدي براي متغیرهاي طراحی به الگوریتم بهینه ،ي تحلیلپس از انجام مرحله

شود. از تحلیل دهد. در نتیجه یک مدل طراحی جدید ساخته شده و به قسمت تحلیل برده میما می

شود. اگر معیار لازم مجدد مقادیر تابع و نتایج حساسیت قیدهاي ضمنی براي طراحی جدید حاصل می

- ي بهینهشود. در غیر اینصورت مرحلهي محاسبات ارضا شده بود، محاسبات متوقف میبراي خاتمه

  دهد.ي طراحی جدیدي به ما میزي نقطهسا

شد، سازي از مختصات گرهی به عنوان متغیر طراحی استفاده میهاي اولیه براي بهینهدر روش

توان به مرز همواري دست اما این عمل به زودي متوقف شد زیرا تجربه نشان داد که با این کار نمی

  ار نتایج صحیحی براي تنش تولید کند.توان انتظار داشت که این کپیدا کرد. بعلاوه نمی

این تجربه نشان داد که مدل تحلیل باید از مدل طراحی جدا شود زیرا همواري مرز یک نیاز 

- سازي شکل است. براي حل این مشکل محققین از چندجملهاساسی جهت نمایش هندسه در بهینه

عنوان متغیرهاي طراحی در نظر به اي راو ضرایب چندجمله ]6[ها براي نمایش مرز استفاده کردنداي

. اول اینکه این متغیرها به خوبی با خواص مکانیکی قابل این روش داراي ایراداتی نیز بودگرفتند، البته 

ي کرد اما وقتی مرتبهارتباط نبودند. و دیگر اینکه اگر چه این مدل همواري لازم را فراهم می

ها قادر ايه ایجاد مرزهاي نوسانی شود. بعلاوه چندجملهتوانست منجر برفت میاي بالا میچندجمله

هاي درجه دو، سه و غیره را نشان ي منحنیتوانند خانوادههاي کلی نیستند و تنها میبه نمایش شکل

دهند. از نقطه نظر طراحی مشکل دیگر عدم کنترل محلی بر منحنی بود. تغییر در یکی از ضرایب 

  شد.ل منحنی میاي باعث تغییر در کچندجمله

هاي مرتبه پایین ايها این مشکلات را حذف کردند زیرا این توابع ترکیبی از چندجملهاسپلاین

نشان  ]7[اند تا حداکثر همواري را در مرزها به وجود آورند. یانگ و چوي هستند که با هم ترکیب شده



 کلیات                                                                                             فصل اول            

 

7 
 

داراي دقت بیشتري نسبت به کنیم حساسیت دادند که در حالتی که از توابع اسپلاین استفاده می

از توابع مخلوط  ]8[کنیم. برایبنت و همکاران اي استفاده میحالتی است که از فرم نمایش خطی تکه

پذیري اسپلاین و بزیر براي توصیف مرزهاي المان طراحی استفاده کردند. توابع مخلوط انعطاف -ب

اسپلاین نظم و قاعده مورد نیاز  - هاي بمولبالایی جهت نمایش هندسه ایجاد کردند. با استفاده از فر

براي مرز به دست آمده و فرمولبندي تحلیلی مشتقات حساسیت نیز ممکن شد. سرانجام هیوز و 

همکاران با استفاده از توابع نربز براي مدل تحلیل و طراحی روش آیزوژئومتریک را ابداع کردند که این 

  است. روش در این پژوهش به طور مفصل بررسی شده

 نامهاهداف کلی پایان-1-3

و ارائه روشی مناسب براي تحلیل  بعديي سههاسازي شکل سازهبه صورت کلی بهینه

باشد. اما با توجه به نوظهور بودن روش تحلیل آیزوژئومتریک نامه میحساسیت هدف نهایی این پایان

  ختصاص داده شده است.که در این تحقیق مورد استفاده قرار گرفته، بخشی به معرفی این روش ا

ترین عناصر حل مسائل است که این سازي از مهمي بهینهانتخاب ساختاري مناسب براي مسئله

- موضوع از اهداف اصلی بوده است. همچنین تحلیل حساسیت با شرح دقیق و جزییات فرمولبندي به

  سازي شکل هدف مهم دیگري بوده است.ناپذیري از بهینهعنوان بخش تفکیک

سازي به عنوان یکی از اي کامپیوتري  به منظور حل مسائل بهینهانتها نیز تولید برنامهدر 

  نامه در نظر گرفته شده است.اهداف این پایان

 هبرنامه کامپیوتري نوشته شد-1-4

سازي، بررسی بدون داشتن یک برنامه کامپیوتري مناسب جهت انجام عملیات تحلیل و بهینه



 کلیات                                                                                             فصل اول            
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اي به منظور انجام نامه برنامهباشد. لذا در این پایانمورد تردید می نتایج فرمولبندي و صحت آن

سازي این برنامه نویسی شده است. در قسمت بهینهکد1عملیات مذکور ارائه گردیده که به زبان فرترن

باشد استفاده شده نامه می) که یکی از موضوعات این پایانMMA2هاي متحرك(از روش مجانب

هایی جهت نمایش راجع به این برنامه در پیوست ارائه شده است. و در انتها مثالاست. توضیحاتی 

  کارائی برنامه و روش مورد استفاده در آن بررسی گردیده است.

 نامهساختار کلی پایان-1-5

- باشد. در فصل حاضر به مقدماتی راجع به پایاننامه شامل شش فصل میبه طور کلی این پایان

در فصل دوم روش تحلیل آیزوژئومتریک به عنوان روشی جدید و پرکاربرد  نامه اشاره شده است.

بررسی شده و فرمولبندي لازم جهت تحلیل مسائل تنش مسطح به صورت مختصر در این فصل ارائه 

  شده است.

هاي متداول و ها و روشسازي شکل سازهدر ادامه و در فصل سوم اصول و چهارچوب کلی بهینه

  اند و در انتها روش مناسب براي این منظور انتخاب و شرح داده شده است.مناسب بررسی شده

دهد در نامه را به خود اختصاص میبا توجه به اینکه تحلیل حساسیت بخش مهمی از این پایان

هاي مختلف انجام آن به همراه سی شده و روشررم به صورت کامل بفصلی مجزا به عنوان فصل چهار

  شده است.فرمولبندي شرح داده 

نامه، تعدادي مثال متداول در مراجع در فصل پنجم بر اساس نتایج به دست آمده از این پایان

  ها ارائه شده است.سازي شکل بررسی شده و نتایج حاصل از آنبهینه

  نامه و پیشنهادات لازم به اختصار آمده است.سرانجام در فصل ششم نتایج حاصل از پایان

                                                
1Fortran 
2Method of Moving Asymptotes 



 

 
 

  

  

  

  فصل دوم

تحلیل  روش

  آیزوژئومتریک
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  مقدمه- 1- 2

اند. ها پیشنهاد شده و توسعه یافتههاي اخیر براي تحلیل سازههاي عددي مختلفی در دههروش

هاي تفاضل محدود، اجزاي گیري، به روشتوان به ترتیب شکلها میترین این روشاز جمله مهم

توان گفت که تر میاشاره کرد. به عبارت کلیهاي بدون مش هاي موسوم به روشمحدود و دسته روش

ها در بسیاري از هاي حل معادلات دیفرانسیل جزئی بوده و علاوه بر تحلیل سازهها روشاین روش

مسائل مندسی مانند حل معادلات حاکم بر مسائل انتقال حرارت، مکانیک سیالات، الاستیسیته، 

میان، امروزه روش اجزاي محدود به عنوان روشی قدرتمند  روند. در اینانتشار امواج و غیره به کار می

در بسیاري از علوم مهندسی شناخته شده و با استفاده از آن نرم افزارهاي مختلفی نوشته شده است 

شکل گرفت به طوریکه در انتهاي  1960تا  1950که در صنعت کاربرد فراوانی دارد. این روش در دهه 

و غیره به وجود آمدند. این  3استاردین 2، آسکا1ري تجاري مانند نسترنهاي کامپیوتاین دهه برنامه

هاي تفاضل محدود و بدون روش در طی سالیان گذشته توسعه یافته و همچنین با ادغام آن با روش

  مش بسیاري از مشکلات دانشمندان مکانیک محاسباتی مرتفع گردیده است.

ترین اند که از مهما داراي نقاط ضعفی نیز بودههرغم این پیشرفت قابل ملاحظه، این روشعلی

ي تعریف مرزهاي هندسی اشاره کرد. در روش اجزاي محدود با توجه به تقریب توان به نحوهآنها می

بندي است و در برخی مسائل ي شبکهي واقعی کاملا وابسته به نحوههندسه، نزدیک شدن به هندسه

بسیار مشکل است. همچنین اقناع شرایط مرزي در این پیچیده به لحاظ هندسی، رسیدن به آن 

مواجه است. از طرف دیگر بهبود حل، چه به  یهاي بدون مش با مشکلاتها به خصوص در روشروش

شود که در بندي میلحاظ تقریب هندسه و یا متغیرهاي مجهول، منجر به ایجاد تغییرات در شبکه

اجزاي  گردد. علاوه بر این در روشرفتن زمان حل مینهایت سبب افزایش تعداد معادلات و بالا 

                                                
1Nastran 
2Aska 
3Stardin 
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تواند ها ساخت چندین شبکه جدید در حین حل مسئله لازم است میمحدود حل مسائلی که در آن

دهد که تولید شبکه در صنایعی چون هزینه طرح را به مراتب افزایش دهد. تحقیقات نشان می

  دهد.درصد زمان تحلیل را به خود اختصاص می 80سازي بیش از سازي، هوافضا و کشتیاتومبیل

 1980تا  1970هاي گیري روش اجزاي محدود و بین سالتقریبا یک دهه پس از شکل

انجام گردید.  1)کَدهاي چشمگیري در علم مدلسازي هندسه و یا طراحی به کمک کامپیوتر(پیشرفت

صنعت بسیار بزرگتري نسبت به تحلیل امروزه به گمان بسیاري از دانشمندان، مدلسازي هندسه داراي 

تواند ها میباشد. با توجه به اینکه تحلیل بر مبناي هندسه استوار است استفاده از این پیشرفتمی

که یکی از 2کمک شایانی به تحلیل در رفع نقاط ضعف آن نماید. به این منظور پرفسور هیوز

را  3همکارانش روش تحلیل آیزوژئومتریکدانشمندان برجسته در روش اجزاي محدود است، به همراه 

در روش اجزاي  4پیشنهاد نمودند. نام این روش برگرفته از مفهوم آیزوپارامتریک 2005در سال 

باشد. با توجه به دقت بالا در مدلسازي هندسه و همچنین استفاده از شرایط یکسان در محدود می

 انتخاب شده است. "تحلیل آیزوژئومتریک  "مدلسازي هندسه و تقریب تابع مجهول ، نام این روش 

هاي بسیاري نامهگذرد. مقالات و پایانقریب به یک دهه از پیدایش روش آیزوژئومتریک می

جهت معرفی این روش به وجود آمده است، اما به دلیل استفاده از روش آیزوژئومتریک به عنوان روش 

روش قدرتمند پرداخته شود. این بخش به شرح نامه لازم است تا به شرح این تحلیل در این پایان

  پردازد.روش مذکور و فرمولبندي آن می

است و از سوي دیگر در 5ها مشابه روش اجزاي محدودروش آیزوژئومتریک در بسیاري از ویژگی

ي اصول طراحی به است، اما از نظر هندسی این روش بر پایه6هاي بدون شبکهمواردي مشابه روش

                                                
1Computer Aided Design (CAD) 
2Professor T.J.R. Hughes 
3Isogeometric analysis 
4Isoparametric concept 
5Finite Element Method (FEM) 
6Meshless Methods 



 

12 
 

گیرد. هدف اولیه از به وجود آمدن این روش این بود ایجاد شده است و از آن الهام می1کمک کامپیوتر

  که بتوانیم فارق از میزان ریز یا درشت بودن شبکه، هندسه را به صورت دقیق مدل کنیم.

رود، طراحی به کمک کامپیوتر، به شکلی که علیرغم آنکه هندسه زیربناي تحلیل به شمار می

به وجود آمد. این موضوع علت اختلاف زیادي  1980تا  1970هاي شناسیم در سالمی امروزه ما آن را

ها دهد. سالرا که بین نمایش هندسه در اجزا محدود و طراحی به کمک کامپیوتر وجود دارد نشان می

هاي اجزاي محدودي رشد کرده بودند، اما قبل از این که طراحی به کمک کامپیوتر شکل بگیرد، برنامه

رود و رشد سریعتري داشته اکنون طراحی به کمک کامپیوتر صنعتی بزرگتر از تحلیل به شمار می

  است.

تولید  کدَشود و شبکه از اطلاعات حاصل از انجام می کدَعموما در مسائل مهندسی طراحی در  

البته این شود. در نتیجه نیاز است توصیفی از هندسه جهت استفاده در تحلیل ایجاد شود، که می

هاي توصیف تقریبی بیش نیست. بر اساس تحقیق انجام شده توسط لابراتوار ملی سندیا در برنامه

ي مناسب تحلیل گیرد، در حالی که ایجاد هندسه% از کل زمان تحلیل را می20موجود تولید مش 

براي  20به  80دهند. این مقدار % از این زمان را به خود اختصاص می20% و تحلیل تنها 60حدود 

نسبت مدلسازي به تحلیل در تجربیات صنعتی بسیار معمول است و تمایل زیادي براي معکوس کردن 

  .]9[آن وجود دارد

- توجه به این نکته ضروریست که شبکه اجزا محدود که ما آن را به عنوان مدلی دقیق می

وارد زیادي باعث خطاهایی در تواند در ماست. این تقریب می کَدي شناسیم، تنها تقریبی از هندسه

هاي هندسی بسیار حساس ي تحلیل شود. به عنوان مثال تحلیل کمانش پوسته نسبت به نقصنتیجه

هاي آیرودینامیکی ي دقیق شکلهاي لایه مرزي نسبت به هندسهپدیدهمکانیک سیالات  است، و یا 

 حساسند.

                                                
1Computer Aided Design (CAD) 



 

13 
 

هاي آید. لایهسیالات به وجود می یک نمونه از این مشکل در مکانیکهمانطور که اشاره شد 

 2پذیر اویلرهاي تراکمکنندههاي ناخوشایند حلدر اشکال آیرودینامیکی یکی از قسمت 1آشفته کاذب

مشخص  3حل آن در تز آقاي بارخ . این مشکل و راهالف) -  1-2( شکل  بود 1990تا  1980در دهه 

 هاي آشفته را حذف کردي مناسب لایهندسهاي هندسه بود. هشد. ریشه مشکل در تقریب خطی تکه

هاي جریان که خود بر روي هندسه ملایم و همواري قرار ، حتی زمانی که میدانب) -1- 2(شکل 

هایی که کند که چرا روششد. این نتیجه مشخص میهاي خطی تقریب زده میداشت به وسیله المان

اي در تحلیل مقاطع آیرودینامیک طور گستردهشود به در آن از هندسه ملایم و هموار استفاده می

  شود.استفاده می

 

  ].9[براي هندسه،درجه دو ب)  ايتکه خطیالف)  توابعبا استفاده از کانتورهاي هم چگالی :1-2شکل

گیر و همراه با خطاست. در نتیجه واضح است که ساخت هندسه یا شبکه اجزاي محدود پرهزینه، زمان

داشته باشد  کَدحدود را تغییر دهیم و یا آن را با روشی که ارتباط بهتري با بهتر است روش اجزاي م

اي اجزاي کند این کار را انجام دهد و توصیف چندجملهجایگزین کنیم. روش آیزوژئومتریک تلاش می

                                                
1Spurious entropy layer 
2Compressible Euler Solvers 
3Barth 
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  محدود را به کلی حذف کند.

هستند که به است. توابع نربز همان توابعی 1ناي توابع نربزاساس روش آیزوژئومتریک بر مب

این  کدَهاي شوند. دلیل این انتخاب در سیستماستفاده می کدَهاي عنوان توابع استاندارد در سیستم

توان این روش به تعبیري میباشد. می کدَي محاسباتی در ترین تکنیک هندسهها معمولاست که نربز

د. مانند آنچه در روش اجزاي را بسط و تعمیم قدرتمند روش تحلیل اجزا محدود سنتی به حساب آور

شود. به این منظور که در محدود وجود دارد در اینجا نیز از مفهومی مشابه آیزوپارامتریک استفاده می

اینجا نیز از همان توابعی که براي مدل کردن هندسه استفاده شده است در تقریب تابع مجهول نیز 

  استفاده خواهد شد.

شود و پردازد و پس از آن توابع نربز بررسی میاسپلاین می -باین فصل ابتدا به معرفی توابع 

شود. مقایسه بین روش اجزاي محدود و آیزوژئومتریک گیري از این توابع بیان میروش مشتقدر ادامه 

باشد. در انتها نیز فرمولبندي تحلیل آیزوژئومتریک در مسائل دوبعدي نیز یکی از اهداف این فصل می

  خواهد شد. بعدي بررسیو سه

  مبانی روش آیزوژئومتریک-2- 2

و المان وجود دارند، اما المان خود داراي دو مفهوم  2دو مفهوم شبکه اجزا محدوددر روش 

ها المان موجود در فضاي فیزیکی. المان یاست. یکی المانی که در فضاي المان مرجع وجود دارد و یک

شوند و درجات آزادي، مقادیر توابع پایه در ي مختصات نقاط گرهی خود تعریف میمعمولا به وسیله

توانند داراي مقادیر مثبت ها هستند. توابع پایه در اجزاي محدود حاصل از درونیابی هستند و میگره

  یا منفی باشند.

                                                
1Non-Uniform Rational B-Spline (NURBS) 
2Mesh 
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در تئوري نربز توابع پایه معمولا حاصل از درونیابی نیستند. در این تئوري دو مفهوم براي شبکه 

ي فیزیکی. نقاط کنترلی شبکه کنترلی را تعریف ي کنترلی و دیگري شبکههوجود دارد، یکی شبک

  ي کنترلی درونیابی از نقاط کنترلی است.کنند و شبکهمی

ي واقعی منطبق نیست. در واقع این شبکه چهارچوبی است که ي کنترلی بر هندسهشبکه

ندخطی اجزاي محدود است. هاي چي الماني کنترلی شبیه شبکهشبکه کند.هندسه را کنترل می

اند. در نربز بر خلاف اجزا متغیرهاي کنترلی درجات آزادي هستند و بر روي نقاط کنترلی واقع شده

ي فیزیک تواند به شدت تغییرات داشته باشد، اما در عین حال هندسهي کنترلی میمحدود، شبکه

  مسئله معتبر باقی بماند.

- ي فیزیکی دو مفهموم براي المانواقعی است. در شبکه ياي از هندسهي فیزیکی تجزیهشبکه

هاي توان المانها را در حقیقت می. زیردامنه2ي گرهیو دیگري بازه 1ها وجود دارد، یکی زیر دامنه

توان هندسه را تنها با یک زیردامنه مدل کرد. هر زیردامنه بزرگ نامید. در بیشتر مسائل موجود می

توان در فضاي المان مرجع و دیگري در فضاي فیزیکی. هر زیردامنه را می داراي دو وجهه است. یکی

ها در یک، دو و سه بعدي به ترتیب نقطه، خط و صفحه هستند. هاي گرهی تجزیه کرد. گرهبه بازه

ي المان را جایی که توابع پایه هموار ها حوزهاند. این بازهها مرزبندي شدههاي گرهی به وسیله گرهبازه

pپایه داراي پیوستگی هاي این اجزا توابعکنند. در گرهتند تعریف میهس mC  هستند کهP درجه 

  باشد.تعداد تکرار نقاط گرهی در بردار گره می mاي و چند جمله

توان به عنوان ها را میگیري عددي بسیار مناسب هستند. این بازههاي گرهی براي انتگرالبازه

پردازیم. وقتی از ها میهاي کوچک در نظر گرفت، زیرا کوچکترین جزئی هستند که ما به آنالمان

  هاي گرهی است.کنیم منظورمان همان بازهبه تنهایی صحبت می "المان"

                                                
1Patchs 
2Knot Span 
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زیردامنه است.  1مفهوم مهم دیگري که وجود دارد و کلیدي براي فهم نربز است، فضاي شاخص

هایی را که تکرار بیشتر از یک دارند کند و گرهبه طور ویژه مشخص می این فضاي شاخص هر گره را

  کند.را متمایز می

  ) نشان داده شده است.2-2نمایش کلی این مفاهیم در شکل (

 

  .]9[شماي کلی مفهوم نربز براي سطحی با یک المان : 2-2شکل

                                                
1Index Space 
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  اسپلاین ها و توابع نربز-ب-3- 2

تواند منجر به ایجاد شکل با مرز نوسانی شود از سوي بالا میهاي مرتبه اياستفاده از چند جمله

- هاست و نمیي آنها نیازمند بالا بردن درجهايدیگر ساختن اشکال پیچیده با استفاده از چندجمله

ها این مشکل را حذف اي چنین اشکالی را مدل کرد. اسپلاینتوان تنها با استفاده از یک چندجمله

اند تا هاي مرتبه پایین هستند که با هم ترکیب شدهايع ترکیبی از چند جملهکردند زیرا این تواب

هاي پیوستگی توانند با مرتبهها میايوجود آورند. این چندجمله حداکثر همواري را در مرزها به

راي دو منحنی را تشکیل دهند. تابع اسپلاین درجه سه که دا یگر متصل شوند و یککددلخواه به ی

- اقل میانگین انحنا را دارد یک انتخاب طبیعی براي تعریف مرز میباشد و حدوسته میمشتق پی

کنیم نشان دادند که در حالتی که از توابع اسپلاین استفاده می ]7[. یانگ و چوي  ]11[و ]10[باشد

کنیم. اي استفاده میحساسیت داراي دقت بیشتري نسبت به حالتی است که از فرم نمایش خطی تکه

اسپلاین و بزیر براي توصیف مرزهاي المان طراحی - از توابع مخلوط ب ]12[برایبنت و همکاران 

پذیري بالایی جهت نمایش هندسه ایجاد کردند. با استفاده از  استفاده کردند. توابع مخلوط انعطاف

تحلیلی مشتقات  اسپلاین نظم و قاعده مورد نیاز براي مرز به دست آمده و فرمولبندي-هاي بفرمول

ها ها هستند که در ادامه به توضیح آني این منحنیاسپلاین از جمله-حساسیت نیز ممکن شد.ب

  پردازیم.می

  1بردارهاي گرهی -3-1- 2

در فضاي پارامتري است که  نزولیاي از اعداد حقیقی غیر یک  بردار گرهی در یک بعد مجموعه

به شکل 1 2 1Ξ , , , n p     که شود،نوشته میi R  ،i امین گره است و

1,2, , 1i n p    وpاي وي چندجملهمرتبهnها فضاي پارامتري را تعداد توابع پایه است. گره
                                                
1Knot vectors 
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- المان در فضاي فیزیکی تصویر خطوط گرهی تحت نگاشت بکنند و مرزهاي ها تقسیم میبه المان

](1ياسپلاین هستند. بازه ,i i   آن صفر باشد، زیرا  تواند طولنامیم که میي گرهی میرا یک دهانه

ها مساوي باشد، در این حالت بردار ي بین گرهباشند. اگر فاصلهداراي مقادیر متمایز نمیها لزوما گره

خواهد بود. اگر یک عدد براي  2نامیم، در غیر اینصورت این بردار غیر یکنواختمی 1گرهی را یکنواخت

گوییم. یک بردار گرهی را باز گوییم اگر اولین و ي تکراري میبیشتر از یک گره تکرار شود به آن گره

1pهاي آنآخرین گره  بعدي، توابع پایه که از بردارهاي گرهی باز بار تکرار شوند. در مسائل یک

ي فضاي پارامتري اند، یک درونیابی در انتهاي بازهشکل گرفته 1,i i   بعد نیز در ، و در چند

ها در هاي داخلی نیستند. این یک تمایز بین گرهها هستند، اما درونیابی از گرههاي زیر المانگوشه

  است. (nodes)و در اجزا محدود  (knots)آیزوژئومتریک 

این است که  هاي موجود بین روش اجزاي محدود و روش آیزوژئومتریک دریکی دیگر از تفاوت

)،3- 2در اجزاي محدود سنتی فضاي پارامتري هر المان به صورت مجزا است(شکل

 

 نگاشت از فضاي پارامتري به فضاي فیزیکی در اجزاي محدود کلاسیک :3-2شکل

و هر زیردامنه خود  )4-2ولی در روش آیزوژئومتریک فضاي پارامتري هر زیردامنه جداست(شکل

هوم المان در اجزاي اند و با مفشود که بوسیله بردارهاي گرهی تشکیل شدههایی میشامل المان
                                                
1Uniform 
2Non-Uniform 
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است. محدود متفاوت

 

 نگاشت از فضاي پارامتري به فضاي فیزیکی در روش آیزوژئومتریک :4-2شکل

  توابع پایه -3-2- 2

 شوند:اسپلاین به صورت بازگشتی با شروع از اعداد ثابت تعریف می-ي بتوابع پایه

(1 2)    1
0

1
0

i i
i ,

        if   
N

                   othrewise
  

  
 


  

P,1,2,3راي ب  :داریم 

(2 2)       1
, , 1 1, 1

1 1

 i pi
i p i p i p

i p i i p i

N N N
  

  
   

 
  

   


 

 
  

) نمایش داده شده 5-2براي بردار گرهی یکنواخت در شکل ( بالاهاي نتایج فرمولیک مثال ابتدایی از 

0Pاست. توجه شود که براي   1وP    اي و توابـع  توابع پایه به ترتیب مانند همان توابع ثابـت تکـه

2Pاجزا محدود خطی هستند اما براي  اسـپلاین مرتبـه   -ي بموضوع کمی متفاوت است. توابع پایه

یگر مشـابه هسـتند و فقـط هـر     کـد نشان خواهیم داد) با ی توابع پایه نربز، آنچنانکه بعدا دوم (همچنین

اند. این مسئله در مقایسه بـا توابـع اجـزا محـدود     ام نسبت به تابع قبلی چند واحد شیفت داده شدهکد
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هاي انتهایی و میانی با هم تفاوت دارند، کمی متفاوت است. این الگـوي مشـابه    ي گرهمرتبه دوم که برا

توانـد باعـث امتیـاز بزرگـی در     یابد و میهاي مرتبه بالاتر نیز به همین شکل ادامه میاسپلاین-براي ب

ایـه بـراي   حل معادلات نسبت به توابع اجزا محدود که کاملا نامتشابه هستند، شود.یک نمونه از توابع پ

  توجه شود که توابع پایه در ابتدا) نشان داده شده است. 3-1بردار گرهی غیر یکنواخت و باز در شکل(

ξو انتها و  4 0يداراي پیوستگی از مرتبهCيهستند، در حالی که در سایر نقاط پیوستگی مرتبه 

1C.دارند  

1pدارايpيبه طور کلی توابع پایه با مرتبه  مشتق پیوسته هستند. اگر یک گرهk تکـرار شـود    بار

  یابد.مرتبه کاهش میkتعداد مشتقات پیوسته

  باشد:اسپلاین به شرح زیر می-ي بخواص مهم توابع پایه

{...,0,1,2,3,4}اسپلاین درجه صفر، یک و دو براي بردار گرهی یکنواخت  -توابع پایه ب :5- 2شکل   
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جمع مقادیر این توابع برابر واحد است، یعنی  -1 ,
1

1
n

i p
i

N 


 

i,هر تابع -2 pN1يبه بازه,i i p     شود.محدود می  

هر تابع پایه غیر منفی است، یعنی -3 , 0 , i pN   ي ضرایب ماتریس جرم در نتیجه همه

 اسپلاین ساخته شده بزرگتر یا مساوي با صفر است.-ي بکه بر پایه

 

{0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}ي درجه دو براي بردار گرهی غیر یکنواخت و باز توابع پایه: 6- 2شکل    

 

این است که در روش اجزاء  کدو روش اجزا محدود و آیزوژئومتریهاي بین از دیگر تفاوت

شود و سپس از همان توابع براي مدل هندسی محدود تابع مجهول به وسیله توابع پایه تقریب زده می

آیزوپارامتریک). ولی در روش آیزوژئومتریک برعکس این حالت است  ه در حالتلبتاستفاده میشود (ا

شوند و سپس از همین توابع براي تقریب تابع مدل می ي شکل توسط توابع پایهیعنی ابتدا هندسه

  .) 7- 2(شکل باشدشود(در حالت آیزوژئومتریک). شکل زیر بیانگر این اختلاف میمجهول استفاده می

 

 ترتیب اعمال توابع پایه بر هندسه و فضاي حل :7- 2شکل 
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  اسپلاین-مشتقات توابع پایه ب -3-3- 2

تر هاي مرتبه پاییناسپلاین-توان به خوبی بر حسب باسپلاین را می-مشتقات توابع پایه ب

اي نشان داد. این مسئله با توجه به تعریف بازگشتی این توابع چندان عجیب نیست. براي چند جمله

 آید:ام به شکل زیر به دست میi مشتق تابع پایهبردار گرهی  و pمرتبه 

(3 2)       , , 1 1, 1
1 1

d
dξ i p i p i p

i p i i p i

p pN N N  
     

   

 
 

  

  توان آن را براي مشتقات مرتبه بالاتر به شکل زیر بسط داد:با مشتق گیري از دو طرف این می

(4 2)       
1 1

, , 1 1, 11 1
1 1

d
d

k k k

i p i p i pk k k
i p i i p i

p d p dN N N
d d

  
      

 

   
   

   
        

  

- توانیم به عبارت زیر بر حسب توابع مرتبه پایین) می3-2ي (ي رابطه) به وسیله4-2ي (بسط رابطه با

,تر  ,, ,i p k i k p kN N   :برسیم 

(5 2)       , , ,
0

!
!

k k

i p k j i k p kk
j

d pN N
d p k

  
  




   

 که در آن:

  0,0 1  

  1,0
,0

1

k
k

i p k i




 


  




 

(6 2)  1, 1, 1
,

1

            1, , 1k j k j
k j

i p j k i j

j k
 


 

  

    


   


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  1, 1
,

1

k k
k k

i p i k




 
 

  





  

  هاي تکراري صفر خواهد بود.در نتیجه بسیاري از این ضرایب در حضور گره

  اسپلاین-ب منحنی -3-4- 2

- اسپلاین ساخته می-بي با استفاده از ترکیب خطی توابع پایهdRاسپلاین در-هاي بمنحنی

این نقاط به نوعی شبیه  شوند.شوند. ضرایب توابع پایه به عنوان نقاط کنترلی در نظر گرفته می

اي نقاط کنترلی چندضلعی مختصات نقاط گرهی در تحلیل اجزا محدود هستند. درونیابی خطی تکه

,اسپلاین -تابع ب nدهد. براي کنترلی را به دست می , 1, 2, ,i pN i n و نقاط کنترلی متناظر ،

 d
iB Rشوداسپلاین به شکل زیر تعریف می-یک منحنی ب: 

(7 2)     ,
1

n

i p i
i

C N B 


  

) نشان 8- 2ی شد در شکل (سها براي تابع پایه درجه دو که قبلاٌ برریک نمونه از این منحنی

توجه شود که منحنی در نقاط کنترلی ابتدایی و انتهایی به این خاطر که بردار گرهی داده شده است. 

ي کنترلی ششم به دلیل اینکه تعداد دفعات باز است داراي پیوستگی صفر است و همینطور در نقطه

ξتکرار  4ر اولین، آخرین و اي است. همچنین توجه شود که منحنی دي چند جملهبرابر با مرتبه

ي تکراريي کنترلی مماس بر چندضلعی کنترلی است. منحنی در هر جایی که گرهششمین نقطه

4  2يوجود دارد پیوستگی مرتبه 0pC C .دارد 
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 اسپلاین به همراه شبکه کنترلی و موقعیت بردارهاي گرهی -منحنی ب :8- 2شکل 

  اسپلاین به شرح زیر است: -خواص مهم منحنی ب

ي ها یا نقاط کنترلی داراي مشتقات پیوستهها در جاهایی غیر از تکرار گرهاین منحنی -1

1pيمرتبه .هستند 

 دهد.مرتبه کاهش می kمرتبه یک نقطه کنترلی تعداد مشتقات پیوسته را  kتکرار  -2

اسپلاین با اعمال جابجایی به نقاط کنترلی آن به  -ب جابجایی نسبی یک منحنی -3

 گوییم.می1کواریانس سلبیآید. ما به این خاصیت دست می

  اسپلاین -سطوح ب -3-5- 2

ــراي ــی بــ ــبکه کنترلــ شــ ,  , 1,2, ,   , 1,2, ,i jB i n j m    ــی ــاي گرهــ و بردارهــ

 1 2 1, , , n p         و 1 2 1, , , m qH        ــطح ب ــک س ــرب   -ی ــل از ض ــپلاین حاص اس

 شود:تانسوري به صورت زیر تعریف می

                                                
1Affine Covarinace 
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(8 2)       , , ,
1 1

,
n m

i p j q i j
i j

S N M B   
 

  

i,که در آن   pN  و,j qM اي از یک سطح باسپلاین هستند. نمونه -هاي بي منحنیتوابع پایه- 

) یک  10-2 ي نقاط کنترلی آن در شکل زیر نمایش داده شده است.در شکل(به همراه شبکه اسپلاین

است. بردارهاي گرهی این شکل به  اسپلاین به همراه شبکه کنترلی آن نشان داده شده -سطح ب

{0,0,0,0.5,1,1,1}صورت   {0,0,0,1,1,1}و رلی شکل باشد. و همچنین مختصات نقاط کنتمی

  باشد. طبق شکل زیر می

 

 )11-2مختصات نقاط کنترلی شکل ( :9- 2شکل 
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 اسپلاین -سطح ب :10- 2شکل 

  

  آید.و در نهایت فضاي اندیسی، پارامتري و فیزیکی به شکل زیر به دست می

    

 

 )10- 2فضاي اندیسی، پارامتري و فیزیکی شکل ( :11- 2شکل 

  
ها به عنوان ها، الماناسپلاین -عددي ساخته شده از روي ب گیريهاي انتگرالبراي آرایه
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هاي گرهی دهانه 1 1, ,i i j j       شوند. براي درك بهتر یک المان مرجع در نظر گرفته می

گیري با استفاده از ) توجه کنید. در انتگرال12-2دوبعدي و تصویر آن در فضاي فیزیکی به شکل (

  گردیم.گیري گوس به المان مرجع برمیانتگرال تغییر متغیر و قوانین

 

 المان گوس و تصویر آن در فضاي فیزیکی و پارامتري :12- 2شکل 

  اسپلاین -احجام ب -3-6- 2

شوند. بـراي  اسپلاین تعریف می -اسپلاین حاصل از ضرب تانسوري همانند سطوح ب -احجام ب

ــبکه ــی شـ ــا i=1,2,…,n,j=1,2,…,m,k=1,2,…,lو  {௜,௝,௞ܤ}ي کنترلـ ــیو بردارهـ ي گرهـ

 1 2 1, , , n p      و 1 2 1, , , m qH        و 1 2 1, , , l rZ        ــم ب ــک حجـ  -یـ

 شود:اسپلاین به صورت زیر تعریف می
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(9 2)         , , , , ,
1 1 1

, ,
n m l

i p j q k r i j k
i j k

S N M L B     
  

  

  )NURBS(1هاي نسبی غیر یکنواختاسپلاین -ب -3-7- 2

1dRاسپلاین در - توان با انتقال تصویري اشکال برا میdRاشکال هندسی در  .به دست آورد

- هاي درجهتقال تصویري منحنیتوان به طور دقیق با انمقاطع منحنی شکل مانند دایره و بیضی را می

ز ا2Rه، که در آن یک دایره در) این مطلب نمایش داده شد13-2اي ساخت. در شکل (قطعه ي دو

 - ساخته شده است. انتقال تصویري یک منحنی ب3Rاي درقطعه ي دواسپلاین درجه -یک منحنی ب

اي نسبی به فرم اسپلاین، یک چند جمله     /RC f g   شود، که میf  وg  در آن

به شکل زیر dRاسپلاین نسبی در - ي ساخت یک منحنی باي هستند. نحوههاي قطعهايچندجمله

باشد. فرض کنیدمی wiB1اسپلاین در -نقاط کنترلی براي یک منحنی باي از مجموعهdR  با بردار

در نظر dRنقاط کنترلی تصویري براي منحنی نربز مورد نظر درگرهی باشد. این نقاط به عنوان 

از تصویر نقاط کنترلی تصویري با استفاده از روابط زیر به دست  ௗܴشوند. نقاط کنترلی در گرفته می

 آیند:می

(10 2)  ( ) ( )    ,    1,2, ,w
i j i jB B j d    

(11 2)  1( )w
i i dw B   

                                                
1Non-Uniform Rational B-Spline 
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 .]1[اسپلاین -اسپلاین نسبی از منحنی ب -ساخت منحنی ب: 13- 2شکل 

)که در آن )i jB ي مؤلفهj ام بردارiB است وiw عنوان بهi شود. در شکل گرفته میامین وزن در نظر

کنند. تعریف می3Rاي را دراسپلاین قطعه - ي قائم نقاط کنترلی منحنی بالف) وزن مؤلفه-2-13(

 شوند:ي نسبی و منحنی نربز به شکل زیر تعریف میتوابع پایه

(12 2)     
 

 
 ˆ ˆˆ

, ,

,1

i p i i p ip
i n

i p ii

N w N w
R

W N w

 


 


 


  

(13 2)     
1

n
p
i i

i

C R B 


  

 شوند:ي نسبی تعریف میسطوح و احجام نسبی به طور مشابه بر حسب توابع پایه

(14 2)       
   

, , ,,
,

, ,ˆ ˆ ˆ̂ˆ ˆ1

, i p j q i jp q
i j n m

i p j q iji j

N M w
R

N M w

 
 

 



 

  

(15 2)         
     

, , , , ,, ,
, ,

, , , , ,1 1 1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

, , i p j q k r i j kp q r
i j k n m l

i p j q k r i j ki j k

N M L w
R

N M L w

  
  

  
  


  

  

  دهد.) یک قطعه ساخته شده با استفاده از نربز را نشان می14-2به عنوان مثال شکل (
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 نقطه کنترلی (الف) بدون (ب) با شبکه ترسیمی 90سازي هندسی یک لوله خم شده با استفاده از مدل :14- 2شکل 

 

 گره 2720گره (ب)  675(الف)  از روش اجزاي محدودتقریب هندسه لوله خم شده با استفاده  :15- 2شکل 
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شود به هنگام استفاده از روش اجزاي ) مشاهده می15-2) و (14-2همانطور که در شکل (

بندي ریز، تقریب قابل توجهی (ایجاد سطوح مسطح) محدود در وجوه لوله به رغم استفاده از شبکه

گره، حجم  675نسبت به روش آیزوژئومتریک وجود دارد. بنابراین در کمترین حالت بر اساس 

است. ضمن اینکه هندسه تولید شده توسط درصد کاهش یافته  87مدلسازي هندسه  محاسبات در

 ].13[نربزها دقیق است

  توان به موارد زیر اشاره کرد:خواص مهم نربز میاز 

 ي نربز برابر واحد است.مجموع مقادیر توابع پایه -1

 ها است.اسپلاین -ي نربز همانند بپیوستگی توابع پایه -2

آید، یعنی نربز خاصیت کواریانس اعمال انتقال بر نقاط کنترلی به دست میانتقال نسبی با  -3

 سلبی دارد.

 اي)اي قطعه(یا به عبارتی چندجمله اسپلاین خواهد بود -ها برابر باشند نربز همان باگر وزن -4

  اي هستند.اي قطعهسطوح و احجام نربز انتقال تصویري اشکال چندجمله -5

  مشتقات توابع پایه نربز -3-8- 2

ها وابسته به شوند، مشتقات آنها ساخته میاسپلاین -ي نربز از روي بآنجایی که توابع پایه از

 هاست.اسپلاین -مشتقات ب

(16 2)           
 

'
, ,

2( )
i p i pp

i i

W N W Nd R w
d W

   


 



  

 که در آن:
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(17 2)         ' '
, , ,

1
ˆ ˆ

ˆ
  ,    

n

i p i p i p i
i

dN N W N w
d

   
 

    

  براي تحلیلاي نربز به عنوان پایه-4- 2

  : ]1[هاي زیر است چهارچوب تحلیل بر مبناي نربز شامل مؤلفه

شود. براي شبکه براي یک زیر المان نربز به صورت حاصلضرب بردارهاي گرهی تعریف می -1

Hمثال در سه بعد یک شبکه به صورت  Z آید.به دست می 

 کنند.ها تقسیم میي مسئله را به المانهاي گرهی حوزهدهانه -2

 زیربناي هر تابع پایه تنها تعداد کمی المان است. -3

 دهند.نقاط کنترلی اختصاص داده شده به توابع پایه، هندسه را تشکیل می -4

- (مانند جابه شود، یعنی پارامترهاي مورد سؤالاز مفهوم آیزوپارامتریک در اینجا استفاده می -5

شوند که براي نمایش اي نمایش داده میوابع پایهجایی، سرعت، دما و غیره) بر حسب همان ن

 اند.هندسه به کار رفته

-گذاري و افزایش مرتبه به دست میهاي گرههاي اصلاح شبکه از ترکیب تکنیکاستراتژي -6

- را فراهم می kو همچنین روش جدید  pو hهایی مشابه اصلاح آیند. این کار استفاده از روش

 کند.

توانند همچون روش اجزا هاي آیزوپارامتریک نربز میز زیر المانهاي ساخته شده اآرایه -7

هاي نربز با شوند. سازگاري بین زیرالمان 1گذاريهمهاي کلی برمحدود براي تشکیل آرایه

آید. در ها به دست میاستفاده از نمایش نربز یکسان لبه و سطح براي مرز مشترك زیرالمان

ي گالرکین نمایش داده شده است. اصلاح از پیوسته الف) استفاده از روش -16-2شکل (

                                                
1Assemble 
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ب) وجود  -9-2یابد. دو روش جایگزین طبق شکل (زیرالمانی به زیر المانی دیگر انتقال می

تواند در سطح زیرالمان انجام شود. با ي گالرکین است که میدارد. یکی روش ناپیوسته

شود. روش دیگر یفی تحمیل میاستفاده از فرمولبندي تغییراتی سازگاري به صورت ضع

استفاده از معادلات مقید براي نقاط و متغییرهاي کنترلی است تا به این وسیله سازگاري 

  ها را به دست آوریم.اي در مرز مشترك زیرالماننقطه

 

 ي گالرکینهاي (الف) پیوسته و (ب) ناپیوستهروش :16- 2شکل 

 

کله، اعمال آن بر متغیرهاي کنترلی است. در مورد آسانترین راه براي اعمال شرایط مرزي دیری -8

شود. در مورد اي میي همگن این کار منجر به نتایج دقیق و ارضاي نقطهشرایط دریکله

ي غیر همگن، مقادیر مرزي باید توسط توابع مربوط به فضاي نربز تقریب زده شرایط دریکله

شود. یک فرمولبندي مرزي میشوند. این کار منجر به ارضاي قوي ولی تقریبی شرایط 

باشد، یک شکل استاندارد از روش "ضعیف"تواند ارضاي جایگزین از شرایط دریکله می

 ي گالرکین.ناپیوسته

هاي ناپیوسته داراي نوسان مشهور است که توابع درونیابی اجزا محدود براي تطبیق کردن داده

هاي ايداده شده است، که چند جمله الف) نشان -17- 2هستند. یک مثال از این مطلب در شکل (



 

34 
 

کنند. توجه کنید که درونیابی می2Rلاگرانژ مرتبه سوم،پنجم وهفتم ناپیوستگی بین هشت نقطه را در

- می 1ي گیبزیابد. این پدیده را پدیدهي نوسان افزایش مییابد، دامنههمچنان که درجه افزایش می

شود رفتار کاملاٌ متفاوتی را ین اطلاعات به عنوان نقاط کنترلی در نربز استفاده مینامند. وقتی از هم

 2هاي نربز یکنوا هستند، که خاصیت میرایی تغییراتب) منحنی - 17-2کنیم. در شکل (مشاهده می

  کند.هاي تیز برتري ایجاد میدهد. این خاصیت در نمایش لایهرا نشان می

 

  اي ناپیوسته الف) روش اجزاي محدود ب) روش آیزوژئومتریکق دادن دادهمقایسه تطبی :17- 2شکل 

  تحلیل آیزوژئومتریک مسائل تنش مسطح- 5- 2

  باشد.هدف از این بخش نمایش فرمولبندي روش آیزوژئومتریک در مسائل تنش مسطح می

  فرمولبندي آیزوژئومتریک -5-1- 2

ي نربز به صورت زیر توابع پایهتوان با استفاده از تابع تغییر مکان در مسائل تنش مسطح را می

 تقریب زد:

                                                
1Gibs Phenomena 
2Variation Diminishing 
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(18 2)     
1 2

,  ,
0 0

, ,
n n

i j u i j
i j

u R P   
 

  

(19 2)     
1 2

,  ,
0 0

, ,
n n

i j v i j
i j

v R P   
 

  

در این روابط , ,i jR  درونیابی، ي تأثیر توابع باشند. با توجه به خاصیت بازهي نربز میتوابع پایه

توان براي روابط فوق را می 1,i i     1و ,j j      :به صورت زیر ساده نمود 

(2 0 2)  ݑത௜,௝ = ൜ݑ
௜,௝

ݒ ௜,௝
ൠ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧෍ ෍ ܴ௞,௟(ߦ, (ߟ ௨ܲ	௞,௟

௝

௟ୀ௝ି௣మ

௜

௞ୀ௜ି௣భ

෍ ෍ ܴ௞,௟(ߦ, (ߟ ௩ܲ	௞,௟

௝

௟ୀ௝ି௣మ

௜

௞ୀ௜ି௣భ ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

= ഥܰ. തܲ 

 ي زیر نوشت :توان به صورت بسط یافتهرا می ഥܰ بالا يکه در رابطه

(2 1 2)  ഥܰ = ൤
ܴ௜ି௣భ,௝ି௣మ														0																 …ܴ௜ି௣భ,௝ 											0														 …ܴ௜,௝ 										0
								0															ܴ௜ି௣భ,௝ି௣మ 	… 								0														ܴ௜ି௣భ,௝ 							… 				0										ܴ௜,௝

൨ 

 عبارت است از: തܲو همچنین 

(2 2 2)  തܲ = [ ௨ܲ		௜ି௣,௝ି௣ ௩ܲ	௜ି௣,௝ି௣ 				… ௨ܲ	௜ି௣,௝ ௩ܲ	௜ି௣,௝ 					… ௨ܲ	௜,௝ ௩ܲ		௜,௝]் 

  

 در مسائل الاستیسیته مطابق روابط زیر است :ها کرنش و تعریف کرنش-ي تنشرابطه

(2 3 2 )  C   
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(2 4 2)  Du   

باشند و در به ترتیب ماتریس الاستیسیته و ماتریس اپراتور دیفرانسیلی می Dو  Cکه در این روابط 

 شوند:مسطح به صورت زیر تعریف میمسائل تنش 

(2 5 2 )  2

1 0
1 0

(1 )
10 0

2

EC







 
 
 

    
 
 

  

(2 6 2)  
/ 0
0 /
/ /

x
D y

y x

  
    
     

  

 توان نتیجه گرفت که:) می24-2ي (ها در رابطهکرنش و تعریف کرنش-از روابط تنش

(27 2)  Du BP  ,  B DN  

توان مثل فرمولبندي روش اجزاي محدود در مسائل تنش مسطح با استفاده از در ادامه می

ي کار مجازي به رابطه pي فرضیرابطه کار مجازي، ماتریس ضرایب را به دست آورد. براي ناحیه

 ست:صورت زیر ا

(2 8 2 )  0
p p p

T Td u bd utd   
  

         

- ي کرنشباشند. با استفاده از رابطهبه ترتیب نیروهاي سطحی و حجمی می bو  tکه در این رابطه 

 شود:ها به صورت زیر بیان می) تغییرات کرنش27-2تغییر مکان (



 

37 
 

(2 9 2)  B P   

uي کار مجازي و با به کارگیري ي فوق در قسمت اول رابطهاکنون با جایگزینی رابطه N P  

ي ها در رابطهبه دلیل غیر صفر فرض شدن آنPهاي این رابطه و حذف ضرائبي قسمتبراي بقیه

 آید:به صورت زیر به دست می Fو ماتریس نیروها  Kکار مجازي ماتریس ضرائب 

(30 2 )  p

TK B CBd


   

(31 2)  p p

T TF N bd N td
 

      

 توان از حل دستگاه معادلات زیر محاسبه نمود :بنابراین مقادیر مجهول نقاط کنترلی را می

(32 2 )  KP F  

چنانکه اشاره شد شبیه به مفهوم آیزوپارامتریک در روش اجزاي محدود، در این روش نیز از 

شود. با این تفاوت که در اینجا هندسه به مراتب تقریب یکسان تابع مجهول و هندسه استفاده می

-ي دامنه به صورت زیر مدل میي تنش مسطح، هندسهدر مسئلهشود. بنابراین تر مدلسازي میدقیق

 شود :

(33 2 )     ,  ,
0 0

, ,
n n

i j x i j
i j

x R P   
 



  

(34 2 )     ,  ,
0 0

, ,
n n

i j y i j
i j

y R P   
 



  

x, که در این روابط i jPو ,y i jP مختصاتx  وy ر تقریب تابع باشند. همانطور که قبلا دنترلی مینقاط ک

اند که لزوما نیاز به نوشته شده ߟو  ߦي پارامترها بر حسب مجهول نیز اشاره شد در روابط فوق همه
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  نگاشت در محاسبات  همانند روش اجزاي محدود را ایجاب خواهد کرد.

] و مقایسه نتایج با روش اجزاي محدود، توانمندي و مزایاي روش 27در اینجا با حل یک مثال [

آیزوژئومتریک نشان داده شده است. در این مثال فرض شده است که یک صفحه مستطیلی در حالت 

در انتهاي آزاد خود در شکل  100متمرکز تنش مسطح با اتصال گیردار در یک انتها و تحت اثر بار 

و مقدار ضریب  1500قرار دارد. مقدار مدول الاستیسیته در کل دامنه برابر با مقدار ثابت  )2-18(

و با  2در  10شود ابعاد تیر دیده می فرض شده است. همانطور که در شکل 15/0پواسون برابر با 

المان  960باشد. ابتدا این مسئله با روش اجزاي محدود و با تقسیم دامنه به ضخامت واحد می

شود که در روش اجزاي محدود، حل مساله منجر به حل چهارگرهی حل شده است. ملاحظه می

معادله و مجهول خواهد شد. سپس با روش آیزوژئومتریک نیز   1000دستگاه معادلاتی با حدود 

  مسئله مجددا حل و نتایج با روش اجزاي محدود مقایسه شده است.

 

  ]٢٧[: شکل اولیه مثال مرجع 18- 2شکل 

-2(شکل صفحه مستطیلی با روش اجزاي محدود در zuنتیجه تحلیل مسئله براي تغییر مکان 

  نشان داده شده است.) 18
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  با روش اجزاي محدود) 18- 2(تغییر مکان قائم شکل : 19- 2شکل 

هاي بیشتر نیز حل شده است که اساسا تغییر معناداري در البته مسئله مذکور با تعداد المان

نقطه کنترلی  55ها حاصل نشده است. اکنون مسئله فوق را با روش آیزوژئومتریک و با تعداد جواب

کنیم. البته دقت شود که در شکل هر مستطیل یک المان نیست و اصلا در این حل میشکل مطابق 

هاي روش روش آیزوژئومتریک وجود ندارد. در واقع شبه المانخصوص شباهتی بین اجزاي محدود و 

آید. نکته دیگر اینکه در اجزاي محدود از حاصلضرب بردارهاي گرهی به دست می آیزوژئومتریک

گیرند در حالی که در روش آیزوژئومتریک نقاط کنترلی در حالت دامنه قرار می ها بر رويهمواره گره

  ه نباشند.توانند بر روي دامنکلی می

 

  با روش آیزوژئومتریک) 18-2(مدلسازي شکل : 20- 2شکل 

} و براي جهت عرضی برابر 0و0و0و25/0و5/0و75/0و1و1و1بردار گره براي جهت طولی برابر {

} در نظر گرفته شده است. همچنین درجه توابع پایه اسپلاین در این 0و0و0و33/0و66/0و1و1و1{

نشان زیر شکل  نتیجه تحلیل آیزوژئومتریک با شرایط مذکور، درلحاظ گردیده است.  2مسئله مساوي 

  داده شده است.
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  با روش آیزوژئومتریک) 18- 2(تغییر مکان قائم شکل  :21- 2شکل 

شود، نتایج تحلیل بسیار مشاهده می )21-2( و )19-2(شکل  همانگونه که از روي کانتورهاي

در شبیه به یکدیگر است که این مسئله براي تغییر شکل قائم محور میانی صفحه مستطیلی فوق 

  نشان داده شده است.) 22-2(شکل 

 

  با دو روش اجزاي محدود و آیزوژئومتریک )18-2(مقایسه نتایج تحلیل شکل : 22- 2شکل 

شبه المان که در واقع از حاصلضرب  12فقط از  توجه شود که در واقع در تحلیل آیزوژئومتریک

 960شود استفاده شده است، در حالی که در روش اجزاي محدود از هاي گرهی حاصل میتعداد دهانه

باشد. همچنین در روش تحلیل برابر بیشتر می 80المان چهارگرهی استفاده شده است که 

باشد که می 1000اجزاي محدود در حدود  و در 100آیزوژئومتریک تعداد مجهولات گرهی در حدود 
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گردد تغییرات قابل توجهی در ابعاد دستگاه معادلات نهایی ایجاد شده که سبب باز ملاحظه می

افزایش سرعت و دقت حل مسئله در روش آیزوژئومتریک شده است. همچنین در روش اجزاي محدود 

هاي روش اجزاي شوند که از معایب و ضعفگاهی گیردار میتکیهگاه فقط نقاط براي مدلسازي تکیه

شود، در حالی که در روش آیزوژئومتریک کل وجه سمت چپ صفحه مستطیلی محدود محسوب می

شود که باز تفاوت در دقت مدلسازي نسبت به روش به صورت سراسري و پیوسته گیردار مدل می

  اجزاي محدود روشن خواهد بود.

  ي الاستیسیتهتحلیل آیزوژئومتریک مسائل سه بعد-6- 2

شود که کاربرد وسیعی در ها محسوب میترین مسائل در تحلیل سازهبعدي جزء کلیمسائل سه

صنعت نیز دارد. با توجه به پیچیدگی زیاد تولید شبکه در مسائل عملی سه بعدي نسبت به مسائل 

فید باشد و تواند بسیار مناسب و مدوبعدي، استفاده از روش آیزوژئومتریک براي این مسائل می

باشد. در ادامه این بخش به شرح و بسط این روش در مسائل همچنین بیانگر کارایی این روش نیز می

توان نتایج به دست آمده در قسمت دوبعدي را به حالت شود. به این منظور میسه بعدي پرداخته می

  بعدي تعمیم داد.سه

  بعدي الاستیسیتهفرمولبندي مسائل سه -1- 6- 2

هاي پیوسته، براي هر نقطه بعدي در مکانیک محیطهاي سهدانیم براي سازههمانطور که می

ي کرنش وجود دارد. در این مسائل شش مولفهمتصور شد.  فضا توان سه درجه آزادي انتقالی درمی

  توان به شکل زیر نوشت:بعدي را میماتریس کرنش در مسائل سه
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(35 2 ) ߝ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
௫ߝ
௬ߝ
௭ߝ
௫௬ߛ
௬௭ߛ
⎭௭௫ߛ

⎪
⎬

⎪
⎫

=

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

ݔ߲/௫ݑ߲
௬/߲௬ݑ߲
ݖ߲/௭ݑ߲

௫ݑ߲ ⁄ݕ߲ + ௬ݑ߲ ⁄ݔ߲
௬ݑ߲ ⁄ݖ߲ + ௭ݑ߲ ⁄ݕ߲
௭ݑ߲ ⁄ݔ߲ + ௫ݑ߲ ⁄ݖ߲ ⎭

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

=  ݑܦ

 که در این رابطه:

(36 2 )  ܦ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ߲/߲ 0 0
0 ݕ߲/߲ 0
0

ݕ߲/߲
0

ݖ߲/߲

0
ݔ߲/߲
ݖ߲/߲
0

ݖ߲/߲
0

ݕ߲/߲
⎦ݔ߲/߲

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

				, ݑ				 = ൝
௫ݑ
௬ݑ
௭ݑ
ൡ 

بایستی تقریب زده شوند. در روش  ௭ݑو  ௬ݑو  ௫ݑي تغییرمکانی بعدي سه مؤلفهبنابراین در مسائل سه

 گیرد:آیزوژئومتریک با استفاده از توابع پایه نربز این کار به صورت زیر انجام می

(37 2 )  ݑ௣(ߦ, ,ߟ (ߞ =෍ ෍ ෍ ܴ௜,௝,௞(ߦ, ,ߟ ௜,௝,௞ݑ(ߞ
௣

௡య

௞ୀ଴

௡మ

௝ୀ଴

௡భ

௜ୀ଴
 

که در این رابطه , , , ,i j kR   تعریف آن آمده است.15-2باشند که در رابطه (توابع پایه نربز می (

, ,
p
i j ku  متغیرهاي کنترلی مربوط به زیر دامنهp از ها عبارتندباشند که تعداد آندر مسئله می

     1 2 31 1 1n n n     .توان با توجه به خاصیت بازه تأثیر توابع درونیابی، روابط فوق را می

براي  1,i i    1و,j j       و 1,k k    :به صورت زیر ساده نمود 

(38 2 )  ݑത௜,௝,௞ = ൞
௫ݑ
௜,௝,௞

௬ݑ
௜,௝,௞

௭ݑ
௜,௝,௞

ൢ =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧෍ ෍ ෍ ܴ௘,௙,௚(ߦ, ,ߟ (ߞ ௨ܲೣ	೐,೑,೒

௞

௚ୀ௞ି௣య

௝

௙ୀ௝ି௣మ

௜

௘ୀ௜ି௣భ

෍ ෍ ෍ ܴ௘,௙,௚(ߦ, ,ߟ (ߞ ௨ܲ೤	೐,೑,೒

௞

௚ୀ௞ି௣య

௝

௙ୀ௝ି௣మ

௜

௘ୀ௜ି௣భ

෍ ෍ ෍ ܴ௘,௙,௚(ߦ, ,ߟ (ߞ ௨ܲ೥	೐,೑,೒

௞

௚ୀ௞ି௣య

௝

௙ୀ௝ି௣మ

௜

௘ୀ௜ି௣భ ⎭
⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

= ഥܰ. തܲ 

 توان به صورت زیر نوشت:ها را میتعریف کرنشکرنش و -رابطه تنش
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(39 2 )  ߪ =  ߝܥ

 شود:بعدي به صورت زیر تعریف میماتریس الاستیسیته است و در مسائل سه Cکه در این رابطه 

(4 0 2)  ܥ =
ܧ

(1 + −1)(ߥ (ߥ2

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

1 − ߥ 	ߥ																 ߥ												 											0 														0 															0
							 																	1 − 						ߥ ߥ 										0							 										0 														0
		 																																							 1 − ߥ 					0 														0 														0
	 	 																																															 1 − ߥ2

2ൗ 								0 													0

	 .݉ݕݏ																				 	 																																									 1 − ߥ2
2ൗ 			0

	 	 	 	 																																																																															 1 − ߥ2
2ൗ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

  توان نتیجه گرفت که:کرنش می-از روابط تنش

(4 1 2)  ߝ = തݑܦ = ,	തܲܤ ܤ =  ഥܰܦ

بعدي با استفاده از رابطه کار توان مثل فرمولبندي اجزاي محدود در مسائل سهدر ادامه می

رابطه کار مجازي به صورت  ௣ܸمجازي، ماتریس ضرایب را به دست آورد. براي یک زیر دامنه فرضی 

 زیر است:

(4 2 2)  ∫௏೛ߝߜ
ܸ݀ߪ் − ∫௏೛ߝߜ

ܸ݀ߪ் − ∫௏೛ߝߜ
ܸ݀ߪ் = 0 

باشند. در ادامه با استفاده از رابطه به ترتیب نیروهاي سطحی و حجمی می bو  tکه در این رابطه 

 شود:ها به صورت زیر بیان می) تغییرات کرنش41-2تغییرمکان( -کرنش

(4 3 2 )  ߝߜ =  തܲߜܤ

uاکنون با جایگزینی رابطه فوق در قسمت اول رابطه کار مجازي و با به کارگیري  N P   براي

ها در رابطه کار مجازي به دلیل غیر صفر بودن آنPهاي این رابطه و حذف ضرایببقیه قسمت

 آید:به صورت زیر به دست می Fو ماتریس نیروهاي  Kماتریس ضرایب 
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(4 4 2)  ܭ = ∫ఆ೛ܤ
 ߗ݀ܤܥ்

(4 5 2 )  ܨ = ∫ఆ೛ܰ
ߗ்ܾ݀ + ∫௰೛ܰ

 ߁݀ݐ்

 توان از حل دستگاه معادلات زیر محاسبه نمود:بنابراین مقادیر متغیرهاي کنترلی را می

(4 6 2)  ܭ തܲ =  ܨ

) مقادیر تابع مجهول به 37-2ي متغیرهاي کنترلی با جایگزینی آن در رابطه (پس از محاسبه

)هاي فضاي پارامتري ازاي مختصه , , )  ي تابع مجهول در یک نقطه گردد. براي محاسبهتعیین می

,x)از فضاي فیزیکی  y, z) پارامتري متناظر این نقاط را پیدا کرده و  هايبایست مختصهابتدا می

هاي روش آیزوژئومتریک به سپس مقدار تابع مجهول را به دست آورد. این موضوع یکی از پیچیدگی

  آید.حساب می

شبیه به روش اجزاي محدود در این روش نیز از تقریب یکسان تابع مجهول و هندسه استفاده 

شود و تابع مجهول با استفاده از توابع پایه تقریب لسازي میشود. در این روش در واقع هندسه مدمی

 شود:زده می

(47 2)  ߦ)ݔ, ,ߟ (ߞ =෍ ෍ ෍ ܴ௜,௝,௞(ߦ, ,ߟ ௜,௝,௞ܺ(ߞ
௡య

௞ୀ଴

௡మ

௝ୀ଴

௡భ

௜ୀ଴
 

که قبلا در تقریب تابع مجهول نیز  طورباشد. همانت نقاط کنترلی میمختصا ௜ܺ,௝,௞که در این روابط 

اند که لزوم نیاز به نگاشت نوشته شده و  و   اشاره شد در روابط فوق همه پارامترها بر حسب 

  در محاسبات  همانند روش اجزاي محدود را ایجاب خواهد کرد.

استفاده از معادلات به دست آمده از این فصل امکان تحلیل مسائل الاستیسیته به صورت با 

ها براي شود که در فصل ششم از نتایج این فرمولبنديبعدي نیز فراهم میکامل، حتی در حالت سه
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  سازي مسائل استفاده شده است.بهینه

  مقایسه روش آیزوژئومتریک با روش اجزاي محدود-7- 2

خلاصه و  هاي دو روش اجزاي محدود و آیزوژئومتریک را به صورتها و مشابهتتفاوتتوان می

  جدول زیر بیان نمود: در

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 

46 
 

  هاي روش اجزاي محدود و روش آیزوژئومتریکها و تفاوتمقایسه مشابهت :1- 2جدول 

  روش اجزا محدود    روش آیزوژئومتریک

  نقاط گرهی    نقاط کنترلی

  متغیرهاي گرهی    متغیرهاي کنترلی

  شبکه    هاگره

توابع پایه نقاط و متغیرهاي 

  کنندکنترلی را درونیابی می

توابع پایه نقاط و متغیرهاي گرهی را   

  کننددرونیابی نمی

  هندسه تقریبی    هندسه دقیق

  ايچند جمله توابع پایه    توابع پایه نربز

  پدیده گیبز    میرایی تغییرات

  هازیردامنه    هاوصله

1تاثیرگذاري در ناحیه محدود شده      

    2واحد شدن جمع مقادیر  

    3مفهوم آیزوپارامتریک  

    4کواریانس سلبی  

    5هاي استاندارداقناع شدن تست  

 

                                                
1Compact support 
2Partition of unity 
3Isoparametric concept 
4Affine covariance 
5Patch tests satisfied 



 

 
 

  

 

 

  

 

  

  فصل  سوم

  سازيبهینه
  

    



 سازيفصل سوم                                                                                                  بهینه
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  مقدمه-3-1

یک عملیات، در حالی که سازي عبارت است از رسیدن به بهترین نتیجه، در مورد بهینه

ي جالبی در مورد مجموعه 1هاي دوگلاس وایلدهاي مشخصی برآورده شده باشد. کتابمحدودیت

بهترین طراحی « ر اساس تعریف وایلد طراحی بهینه دهد. بریشه کلمه بهینه و طراحی بهینه ارائه می

  ].25باشد[می» بر اساس یک معیار کیفی شایستگی از پیش تعیین شده قابل قبول 

ها، از این ها و تنشدر مسائل سازه، پس از مرحله تحلیل و استخراج مقادیر مجهول تغییر مکان

شود. هدف از این طرح یافتن بهترین سازه به لحاظ نتایج براي طرح مهندسی سازه استفاده می

- ها اطلاق میسازهسازي عملکرد و اقتصادي بودن آن است. در ادبیات موضوع به این مرحله، بهینه

  ].24شود[

د که در این فصل به آن اشاره خواهد باشسازي شکل میسازي، بهینهیکی از انواع مسائل بهینه

سازي شکل داراي سه مرحله شامل توصیف و اصلاح پارامتري هندسه شد. به طور کلی فرآیند بهینه

ي سازي است. در مدل طراحی حوزه(مدل طراحی)، تحلیل پاسخ سازه (مدل تحلیل) و الگوریتم بهینه

(متغیرهاي طراحی) که با تغییرات شکل در ارتباط هستند توصیف هندسی با استفاده از پارامترهایی 

- هاي عددي مانند اجزاي محدود محاسبه میشوند. در مدل تحلیل پاسخ سازه با استفاده از روشمی

ار را براي نزدیک شدن به مقدار بهینه در دست سازي کنترل فرآیند تکرشود. در نهایت الگوریتم بهینه

  .]24[گیردمی

کند و توصیف مناسب مرز بسیار سازي هندسه نقش مهمی را در این رویه بازي میپارامتري

لازم است. این مسئله بیشتر در مسائل مربوط به کاهش تمرکز تنش در جایی که تغییر در شکل مرز 

تواند در موفقیت روند ه بر این انتخاب متغیرهاي طراحی میشود. علاوبسیار مهم است، آشکار می

                                                
1Douglas Wilde 
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  سازي مؤثر باشد و لازم است متناسب با مدل تحلیل انتخاب شود.بهینه

 شود و سپس به بررسی انواعسازي پرداخته میدر این فصل ابتدا به تعاریف اولیه در بهینه

شود و در سازي معرفی میي بهینهمسئله. سپس فرم استاندارد سازي پرداخته خواهد شدمسائل بهینه

ها سازي سازهشود. پس از آن انواع مسائل بهینهسازي بررسی میهاي حل مسائل بهینهادامه روش

ي نمایش مرزها به پردازیم. در این بخش نحوهها میسازي شکل سازهبررسی شده و به بررسی بهینه

  شود.طور کامل معرفی می

  تعاریف اولیه-3-2

شود که سازي بر اساس چند پارامتر اصلی تعریف میندي و شکل کلی مسائل بهینهفرمولب

  پردازیم.د و در ادامه به توضیح هر یک میباشحی، تابع هدف و توابع قید میشامل متغیرهاي طرا

  متغیرهاي طراحی -3-2-1

ها آنها داریم و با تغییر متغیرهاي طراحی پارامترهایی هستند که مقداري آزادي تغییر در آن

سطح مقطع اعضا و یا  کنیم، که این پارامترها معمولایاصلاح لازم در سازه مورد نظر را ایجاد م

ي گسسته اي موجود هستند و به دو دستهخصوصیات دیگري از مصالح و خواص هندسی اعضاي سازه

و گسسته شوند. زمانی که متغیرهاي طراحی با فاصله زیادي جدا از هم بندي میو پیوسته تقسیم

  کنیم.استفاده می 1نویسی عدد صحیحبرنامه ریزي خطی به ناماي از برنامههستند از شاخه

  تابع هدف -3-2-2

توان آن را به عنوان معیاري جهت تعیین میزان مؤثر بودن طراحی تابع هدف تابعی است که می
                                                
1Integer Programming 



 سازيفصل سوم                                                                                                  بهینه

 

50 
 

ارهاي کمانش و ها وزن، تغییر مکان، تنش، فرکانس لرزش، بسازي سازهدر نظر گرفت. جهت بهینه

توان به عنوان تابع هدف در نظر گرفت. وقتی که چند تابع هدف هزینه و یا ترکیبی از این موارد را می

کنیم که تابع هدف را به یک تابع کاهش دهیم که این داریم با توجه به پیچیده بودن مسئله سعی می

تر است انتخاب بع هدف را که مهمدهیم و یا یک تاعمل را یا با ترکیب کردن توابع هدف انجام می

 1پارتو-سازي ادج ورثبهینه کنیم. زمانی که انتخاب بین توابع هدف مشکل باشد از روشی به ناممی

را  (*x)پردازد. یک بردار متغیر طراحیکنیم که به مسائل داراي توابع هدف چندگانه میاستفاده می

ها، در مقایسه با ي توابع هدفدیگر مقادیر همه xر گوییم هرگاه به ازاي ه 2پارتو- ي ادج ورثبهینه

  ها بدتر شود.، یکسان باشد و یا حداقل یکی از آن*xها به ازاي مقدار آن

  قیدها -3-2-3

ها تجاوز کنند را قیدهاي توانند از آنحدودي که براي متغیرهاي طراحی وجود دارد و نمی

شوند. یک روش براي نامساوي تقسیم می ي قیدهاي مساوي و قیدهايطراحی گویند، که به دو دسته

ریزي غیرخطی که فقط با قیدهاي نامساوي سر هاي برنامهتبدیل قیدهاي مساوي به نامساوي در روش

 و کار دارند تبدیل قید مساوي به دو قید نامساوي است:

(1 3)  ℎ(ݔ) = 0 ⇒ ൜ℎ(ݔ) ≥ 0
ℎ(ݔ) ≤ 0 

  سازيي بهینهفرم استاندارد مسئله-3-3

 باشد:سازي به شکل زیر میفرم استاندارد مسئله بهینه

                                                
1Edgeworth-Pareto Optimization 
2Optimal Edgeworth-Pareto 
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(2 3)  ቐ
݉݅݊௫ (ݔ)݂	

.ݏ	 			.ݐ ௜݃(ݔ) ≥ 0,			݆ = 1,… , ݊௚
ℎ௞(ݔ) = 0,				݇ = 1,… , ݊௘

 

سازي زمانی که با تابع هدفی سر و کار داریم که قرار است ماکزیمم شود به راحتی جهت استاندارد

م کردن منفی آن را در نظر بگیریم و چنین مطلبی را در مورد قیدهاي نامساوي نیز توانیم مینیممی

  داریم.

سازي را خطی گوییم هرگاه هم تابع هدف و هم قیدها توابعی خطی از ي بهینهیک مسئله

ریزي ریزي ریاضی به نام برنامهاي از برنامهاز شاخه یرهاي طراحی باشند و در این موردمتغ

سازي را غیرخطی گوییم هرگاه یا تابع هدف یا قیدها توابعی ي بهینهکنیم. مسئلهه میاستفاد1خطی

  غیرخطی از متغیرهاي طراحی باشند.

سازي تعیین قیدهاي فعال است، زیرا اگر بخواهیم تمام قیدها را یکی از مسائل اصلی در بهینه

  ي محاسبات بسیار زیاد خواهد شد.در نظر بگیریم هزینه

ها بر اساس چهار مرحله سازي وجود دارد ولی اکثر آنهاي زیادي براي بهینهروشاگرچه 

ها به دنبال مسیري مماس بر ي اول انتخاب قیدهاي فعال است. برخی روشاند. مرحلهساخته شده

ي سوم . مرحله3و برخی به دنبال دور شدن از مرزهاي قیدها هستند 2گردندمرزهاي قیدهاي فعال می

خواهیم چه مقدار بر روي مسیر پیدا شده جلو برویم، که این عمل با که تعیین کنیم می این است

ي همگرایی است و ي آخر، مرحلهشود. مرحلهانجام می 4روشی موسوم به جستجوي خط یک بعدي

  این که تعیین کنیم آیا حرکت جدیدي نیاز هست یا خیر.

                                                
1Linear Programming 
2Gradient Projection Methods 
3Interior Penalty Function Methods or Feasible Direction Method 
4One Dimentional Line Search 
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  سازيهاي بهینهانواع روش-3-4

 سازي را به دو دسته خطی و غیرخطی تقسیم نمود.هاي بهینهانواع روشتوان به طور کلی می

پردازد، و البته درصد کمی از مسائل فیزیکی هستند که این ریزي خطی به حل مسائل خطی میبرنامه

پردازند و از آن ها به تقریب خطی مسائل غیرخطی میاي از روشخاصیت را داشته باشند. بنابراین پاره

شرح داده خواهد شد. حل مسائل خطی  8-4-3اشاره کرد، که در بخش  SLP1وان به روش تجمله می

توان مسائل غیرخطی زیادي قابل انجام است. بنابراین می 2هایی همچون سیمپلکسبه سادگی با روش

  را با این روش حل کرد.

بسیاري از  پردازند. اگرچهها وجود دارند که به حل مسائل محدب میي دیگري از روشدسته

 9- 4-3که در بخش  SQP3هایی همچون توان با روشسازي غیر محدب هستند، اما میمسائل بهینه

  شرح داده خواهد شد، این مسائل را تقریب زده و به مسائل محدب تبدیل کرد.

  تحدب -3-4-1

nSي مجموعه R 1را محدب گوییم اگر به ازاي هر 2,x x S  و هر λ 0,1 داشته

 باشیم:

(3 3)  1ݔߣ + (1 − 2ݔ(ߣ ∈ ܵ 

ي موجود در ي نقاط روي خطی که دو نقطهبه عبارت دیگر یک مجموعه را محدب گوییم هرگاه همه

  کند، درون مجموعه باشند.مجموعه را به هم وصل می

                                                
1Sequential Linear Programming 
2Simplex 
3Sequential Quadratic Programming 
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 ي غیر محدبمحدب (ب) مجموعهي (الف) مجموعه :1- 3شکل 

  تابع محدب -3-4-2

f:تابع  S R ي محدب (روي مجموعهnS R  را محدب گوییم اگر به ازاي هر (

1 2,x x S  1که 2x x  و 0,1:داشته باشیم 

(4 3)  ݂(ݔߣଵ + (1 − (ଶݔ(ߣ ≤ (ଵݔ)݂ߣ + (1 −  (ଶݔ)݂(ߣ

ي روي گراف قرار دارد یا زیر آن یا بر روي خط اتصال دو نقطه fبه عبارت دیگر نمودار تابع محدب 

- می 1محدب اکیدرا  fگیرد. اگر علامت کوچکتر، مساوي به علامت کوچکتر تبدیل شود تابع قرار می

  گوییم.می 2مقعررا  fمحدب باشد، تابع  f–اگر  گوییم.

 

 تابع محدب اکید (چپ)، تابع محدب (وسط)، تابع غیر محدب (راست) :2- 3شکل 

                                                
1Strictly Convex 
2Concave 



 سازيفصل سوم                                                                                                  بهینه

 

54 
 

  سازي محدب و نتایج حاصل از آني بهینهمسئله -3-4-3

  سازي را محدب گویند.ي بهینهاگر تابع هدف و تمام توابع قید محدب باشند، مسئله

 محلی براي تابع، مینیمم مطلق نیز هست.اگر مسئله محدب باشد، مینیمم  -

ي شدنی مسئله، بسته (مرزبندي شده یا کراندار) باشد همواره یک حل وقتی که محدوده -

 براي آن وجود دارد.

 اگر تابع هدف محدب اکید و توابع قید محدب باشند، حداکثر یک جواب وجود دارد. -

ا و تنها یک جواب وجود دارد. در نتیجه ي شدنی مسئله، کراندار باشد تنهبنابراین اگر محدوده

  ایم.به دست آورده نیز اگر در این حالت یک مینیمم محلی را به دست آوریم، مینیمم مطلق را

  روش تشخیص تحدب و تقعر -3-4-4

  استفاده کنیم.1توانیم از گرادیان یا ماتریس هسینبراي تشخیص یک تابع محدب و یا مقعر می

محدب (اکید) است  fپذیر و پیوسته باشد، مشتق fمحدب و تابع  Sي : اگر مجموعه1-3قضیه 

  یکنوا (اکید) باشد. ݂∇اگر و تنها اگر 

,ଵݔرا یکنوا گوییم هرگاه به ازاي هر  gتابع  - ଶݔ ∈  داشته باشیم: ܵ

(5 3)  (ݔଶ − (ଶݔ)݃)்(ଵݔ − ((ଵݔ)݃ ≥ 0 

 

:݂: براي تابع 2-3قضیه  ܵ →   پذیر و پیوسته باشد داریم:دوبار مشتق fمحدب بوده و  Sکه  ܴ

                                                
1Hessian 



 سازيفصل سوم                                                                                                  بهینه

 

55 
 

  قطعی باشد.مثبت نیمه ଶ݂∇محدب است، اگر و تنها اگر هسین  f -الف

  مثبت باشد. ଶ݂∇محدب اکید است، اگر  f- ب

n*ماتریس - nA R0قطعی گوییم، اگر را مثبت نیمهTy Ay  

n*ماتریس - nA R 0را مثبت قطعی گوییم، اگرTy Ay  

  استفاده کنیم. 1سیلوسترتوانیم از معیار اما چون چک کردن این تعاریف کار سختی است می

  معیار سیلوستر -3-4-5

ܣماتریس متقارن  ∈ ܴ௡∗௡ را مثبت قطعی گوییم، اگر و تنها اگر دترمینان تمام زیر ماتریس -

  مثبت باشند. k=1,…,nبه ازاي هر  Aقسمت چپ و بالاي ماتریس  k*kهاي 

  2(KKT)تاکر-کان-شرایط کاروش -3-4-6

- گردیم که چگونه میحال که تحدب را به طور کامل شرح دادیم، دوباره به این موضوع بازمی

موضوع توان یک مینیمم محلی را، که البته در اینجا مینیمم کلی نیز هست، تشخیص داد. براي این 

 لازم است ابتدا تابع لاگرانژ را تعریف کنیم:

(6 3)  ℒ(ݔ, (ߣ = (ݔ)0݃ +෍ (ݔ)݅݃݅ߣ
݈

݅=1
 

  نامند.ها را ضرایب لاگرانژ می௜ߣکه 

 شوند:تاکر به شکل زیر تعریف می-کان-با این تعریف شرایط کاروش

                                                
1Sylvester’s Criterion 
2Karush-Kuhn-Tucker 
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(7 3)  ∂ℒ(ݔ, (ߣ
௝ݔ∂

≤ 0	, ௝ݔ =  اگر௝௠௔௫ݔ

(8 3)  ∂ℒ(ݔ, (ߣ
௝ݔ∂

= 0	, ௝௠௜௡ݔ < ௝ݔ <  اگر௝௠௔௫ݔ

(9 3)  ∂ℒ(ݔ, (ߣ
௝ݔ∂

≥ 0	, ௝ݔ =  اگر௝௠௜௡ݔ

(10 3)  ߣ௜ ௜݃(ݔ) = 0 

(11 3)  
௜݃(ݔ) ≤ 0 

(12 3)  ߣ௜ ≥ 0 

 به صورت زیر است:نسبت به متغیرهاي طراحی  ℒمشتق جزیی 

(13 3)  ∂ℒ(ݔ, (ߣ
௝ݔ∂

=
∂݃଴(ݔ)
௝ݔ∂

+෍ ௜ߣ
߲ ௜݃(ݔ)
௝ݔ߲

௟

௜ୀଵ
 

 (KKT)تاکر -کان-ي کاروش) را ارضا کند، یک نقطه12-3) تا (7-3اي که شرایط (هر نقطه

تاکر لازمند ولی کافی نیستند، به عبارتی -کان-غیرمحدب شرایط کاروششود. براي مسائل نامیده می

-کان-شوند، اما ممکن است نقاط کاروشیافت می KKTي موضعی همواره در بین نقاط نقاط بهینه

-ي کاروشي موضعی نباشند. براي مسائل محدب نقطهي بهینهتاکري وجود داشته باشند که نقطه

  ي بهینه است.ي یک نقطهتاکر همیشه-کان

,∗ݔ)ي محدب باشد، و یک مسئله P: فرض کنید 3-3قضیه  تاکر -کان-ي کاروشیک نقطه (∗ߣ

  باشد.می Pي مینیمم محلی (و البته مطلق) براي یک نقطه ∗ݔباشد. در این صورت  Pبراي 
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  1دوگانگی لاگرانژ - 3-4-7

معادلات غیرخطی توانیم به کار ببریم و از حل روش دیگري که براي حل مسائل محدب می

سازي را به شکل ي بهینهتر است، روش دوگانگی لاگرانژ است. اگر مسئلهتاکر کمی ساده-کان-کاروش

 زیر در نظر بگیریم:

(14 3)  (ܲ) ൝
݉݅݊௫݂(ݔ)

.ݏ 			.ݐ ௜݃(ݔ) ≥ 0,			݆ = 1,… , ݊௚
ݔ												0 ∈ ܺ

 

 ماکزیمم زیر است:- ي مینیمممسئله توان ثابت کرد که این مسئله معادلمی

(15 3)  (P୐)min୶∈ଡ଼max஛ஹ଴{g଴(x) +෍ λ୧g୧(x)}
୪

୧ୀଵ
 

λبر حسب  (P)به این ترتیب ابتدا لاگرانژ  ≥ شود، سپس ثابت ماکزیمم می xنسبت به یک  0

࢞ي حاصل از آن بر حسب نتیجه ∈ شود. این مسئله در حقیقت معادل همان مسئله مینیمم می ࢄ

ي دوگانگی لاگرانژ است. اما حال اگر جاي مینیمم و ماکزیمم را عوض کنیم به مسئله (P)اولیه یعنی 

توضیح داده خواهد شد تابع  10-4-3که در قسمت  MMAهایی همچون رسیم، که اگر با روشمی

دوگانگی لاگرانژ براي حل مسئله کافی خواهد بود.  يهدف و قیدها را تقریب بزنیم، حل این مسئله

 باشد:ي دوگانگی لاگرانژ به صورت زیر میشکل مسئله

(16 3)  (ܦ) ቄ݉ܽݔఒ߮(ߣ)ݏ. ߣ			.ݐ ≥ 0 

 شود:به شکل زیر تعریف می ߮که تابع هدف دوگانه 

                                                
1Lagrangian Duality 
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(17 3)  φ(ߣ) = ,ݔ)ℒܺ∋ݔ݊݅݉  (ߣ

یژگی اصلی روش دوگانگی لاگرانژ این است که قیدها در آن بسیار ساده هستند، در حالی که و

ي اصلی ممکن است قیدها بسیار پیچیده باشند. سادگی این روش علاوه بر قیدهاي ساده در مسئله

  باشد.نیز می ߮آن به دلیل مقعر بودن 

  (SLP)ریزي خطی ترتیبیتقریب برنامه -3-4-8

ي قیدها به عنوان توابعی صریح از ها تابع هدف و همهسازي سازهبهینهدر برخی از مسائل 

شوند اما در اکثر مسائل یافتن چنین توابع صریحی غیرممکن است. براي متغیرهاي طراحی نوشته می

هاي صریح که تقریبی از اي از زیز مسئلهي اصلی را به مجموعهحل این مشکل لازم است مسئله

ها را حل کنیم. در ادامه ي اصلی این زیر مسئلهد تبدیل کنیم و به جاي مسئلهي اصلی هستنمسئله

سازي هایی محدب هستند و کاربرد زیادي در حل مسائل بهینهها را، که تقریبدو مورد از این تقریب

  کنیم.شکل دارند معرفی می

ي اول بسط به کمک دو جمله ௞ݔتابع هدف و توابع قید همگی در متغیر طراحی  SLPدر 

شوند. این عمل مسئله را به شکل زیر تقریب شوند و به توابعی خطی تبدیل میتیلور تقریب زده می

 زند:می

(18 3)  (ܵܲܮ) = ൞
݉݅݊௫݃଴൫ݔ௞൯ + ∇݃଴(ݔ௞)்(ݔ − (௞ݔ

.ݏ 					.ݐ ௜݃൫ݔ௞൯ + ∇ ௜݃(ݔ௞)்(ݔ − (௞ݔ ≤ 0	,			݅ = 1,… , ݈
− ௝݈

௞ ≤ ௝ݔ − ௝௞ݔ ≤ ௝௞ݑ 	,																	݆ = 1,… , ݊
 

  

kکه در آن 
jl  وk

ju روند که خطی سازي انجام شده حدود جابجایی هستند و به این دلیل به کار می
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ح فقط در نزدیکی طراحی موجود معتبر است. این حدود در طی روند تکرار مسئله توسط کاربر اصلا

شوند. هنگامی که می kig x  و kig x ها به عنوان توابع صریح از محاسبه شدند تمام عبارت

x اند، بنابراین مشخص شدهSLP سازي است.ي بهینهدر حقیقت تابعی صریح از مسئله  

- ها را میي آنهستند و به عبارتی همه xاز آنجاییکه تابع هدف و تمام قیدها توابع نسبی از 

Taتوان به شکل  x b  که در آنa  وb گیریم که این توابع محدب ثابت هستند نوشت، نتیجه می

یک تقریب خطی است  SLPي محدب است. با توجه به اینکه یک مسئله SLPهستند. در نتیجه 

  هایی همچون الگوریتم سیمپلکس حل کرد.ک روشتوان به کمي به دست آمده را میمسئله

  1(SQP)ریزي درجه دوم ترتیبی برنامه -3-4-9

ریزي درجه به تقریب برنامه SLPبا اضافه کردن عبارت درجه دوي بسط تیلور به تابع هدف در 

 رسیم:می SQPدوم ترتیبی 

(19 3)  (ܵܳܲ) = ൞
݉݅݊௫݃଴൫ݔ௞൯ + ∇݃଴(ݔ௞)்൫ݔ − ௞൯ݔ +

1
2
ݔ) − ݔ)(௞ݔ)ܪ்(௞ݔ − (௞ݔ

.ݏ 							.ݐ ௜݃൫ݔ௞൯ + ∇ ௜݃(ݔ௞)்(ݔ − (௞ݔ ≤ 0	,													݅ = 1,… , ݈
ݔ ∈ ܺ

 

که در آن  kH x 0قطعی هسین تابع دهنده تقریب مرتبه اول و مثبت نیمهنشانg  درkx  .است

باشد. ما از ي محدب مییک مسئله SQPشود و بنابراین این تقریب منجر به تابع هدف محدب می

خواهیم این تقریب یک تقریب مرتبه اول باشد. کنیم زیرا میهسین واقعی در این تقریب استفاده نمی

یب بهتري از تقر SLPنسبت به  SQPباشد زیرا همچنین در این تقریب نیازي به حدود جابجایی نمی

  زند.مسئله می

                                                
1Sequential Quadratic Programming 
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  1(MMA)هاي متحرك روش مجانب -3-4-10

 MMAارائه شد. تقریب 2توسط کریستر سونبرگ 1987هاي متحرك در سال روش مجانب

دهد که در نتیجه با روش دوگانگی لاگرانژ پذیر از مسئله به دست میتقریبی محدب، صریح و جدایی

کاري را ي محافظهکارانه است، که در آن درجهبه سادگی قابل حل است. این روش، روشی محافظه

 برد:متغیرهاي فرضی رابط زیر را به کار می MMAتوان کنترل کرد. می

(2 0 3)  ݕ௝൫ݔ௝൯ =
1

௝ݔ − ௝ܮ
௝൯ݔ௝൫ݕ	یا = 1

௝ܷ − ௝ݔ
	,			݆ = 1,… , ݊ 

کنند اما همواره باید تغییر میهستند که در طول روند تکرار مسئله  هاي متحركمجانب ௝ܷو  ௝ܮکه 

 شرط زیر را دارا باشند:

(21 3)  ܮ௝௞ < ௝௞ݔ < ௝ܷ
௞ 

 آید:به شکل زیر به دست می ௞ݔدر متغیر طراحی  ௜݃براي تابع  MMAتقریب 

(2 2 3)  ௜݃
ெ,௞(ݔ) = ௜௞ݎ +෍ ( ௜ܲ௝

௞

௝ܷ
௞ − ௝ݔ

+
௜௝௞ݍ

௝ݔ − ௝௞ܮ
)

௡

௝ୀଵ
 

 که در آن:

(23 3)  ݌௜௝௞ = ቐ( ௝ܷ
௞ − ௝௞)ଶݔ

߲ ௜݃൫ݔ௞൯
௝ݔ߲

		݂݅				
߲ ௜݃൫ݔ௞൯
௝ݔ߲

≥ 0	

݁ݏ݅ݓݎℎ݁ݐ݋																																													0
 

                                                
1Method of Moving Asymptotes 
2Krister Svanberg 
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(2 4 3)  ݍ௜௝௞ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧0																																								݂݅				

߲ ௜݃൫ݔ௞൯
௝ݔ߲

≥ 0

௝௞ݔ)− − ௝௞)ଶܮ
߲ ௜݃൫ݔ௞൯
௝ݔ߲

݁ݏ݅ݓݎℎ݁ݐ݋													
 

(2 5 3)  ݎ௜௞ = ௜݃൫ݔ௞൯ −෍ (
௜௝௞݌

௝ܷ
௞ − ௝௞ݔ

+
௜௝௞ݍ

௝௞ݔ − ௝௞ܮ
)

௡

௝ୀଵ
 

kبنابراین اگر
ijp صفر نباشدk

ijq صفر است و برعکس. مشتقات اول و دوم,M k
ig  به شکل زیر به دست

 آید:می

(2 6 3)  ∂ ௜݃
ெ,௞(ݔ)
௝ݔ∂

=
௜௝௞݌

( ௝ܷ
௞ − ௝)ଶݔ

−
௜௝௞ݍ

௝ݔ) − ௝௞)ଶܮ
 

(2 7 3)  ∂ଶ ௜݃
ெ,௞(ݔ)
௝ଶݔ∂

=
௜௝௞݌2

( ௝ܷ
௞ − ௝)ଷݔ

−
௜௝௞ݍ2

௝ݔ) − ௝௞)ଷܮ
 

(2 8 3)  ߲ଶ ௜݃
ெ,௞(ݔ)

௣ݔ௝߲ݔ߲
= 0	, ݂݅		݆ ≠  ݌

دهیم، و کاري را تغییر میي محافظهدر این روش ما بر اساس شرایط موجود در مسئله درجه

)هستند. مثلا در طی روند تکرار مسئله اگر  ௝ܷو  ௝ܮابزار کار ما براي این منظور  1)k k
j jx x  و

1 2k k
j jx x  ي بهینه در حال ها در نزدیکی نقطهدهد که جوابغیر هم علامت باشند نشان می

௝ܷو  ௝௞ܮتري را براي کارانهنوسان هستند و ما باید مقادیر محافظه
௞  ܮانتخاب کنیم (یعنی باید مقادیر௝௞ 

௝ܷو 
௞  ݔبه௝௞  ݔنزدیکتر شوند). اما اگر௝௞ − ௝௞ିଵݔو  ௝௞ିଵݔ − دهد که هم علامت باشند نشان می ௝௞ିଶݔ

௝ܷو  ௝௞ܮتري براي کارانهها از مقدار بهینه فاصله دارند و ما مقادیر غیرمحافظهجواب
௞ کنیم.انتخاب می  

௝ܷو  ௝௞ܮینکه چگونه اما ا
௞ گذارند به این صورت است که کاري تأثیر میبر روي درجه محافظه

  تر است.کارانهنزدیکتر باشند تقریب حاصل محافظه ௝௞ݔهر چه این مقادیر به 
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 ي اول است.یک تقریب مرتبه MMAتقریب  -

- ݃௜
ெ,௞  یک تابع صریح و محدب است، زیرا هسین∇ଶ݃௜

ெ,௞ قطعی است.مثبت نیمه 

براي حل آن استفاده  دوگانگی لاگرانژتوان از روش پذیر است در نتیجه میاین تقریب جدایی -

 کرد.

 شود:ام به شکل زیر نوشته میkدر تکرار  MMAتقریب 

(2 9 3)  (ܣܯܯ) = ൞
݉݅݊௫݃଴

ெ,௞(ݔ)
.ݏ 					.ݐ ௜݃

ெ,௞(ݔ) ≤ 0	,			݅ = 1,… , ݈
௝௞ߙ ≤ ௝ݔ ≤ ௝௞ߚ 	,			݆ = 1,… , ݊

 

  حدود جابجایی هستند. ௝௞ߚو  ௝௞ߙکه در آن 

௝௞ܮاست، زیرا اگر  MMAحالت خاصی از  SLPروش  → ௝ܷو  ∞−
௞ → به  SLPآنگاه  ∞+

  آید.دست می

  هاسازي سازهانواع مسائل بهینه-3-5

  سازي ابعاديبهینه - 3-5-1

کنون تحقیقات زیادي بر روي آن انجام  سازي است که تااي از بهینهسازي ابعادي شاخهبهینه

شده است و مسائلی مانند مسئله تعیین سطح مقطع بهینه اعضاي یک خرپا یا قاب و یا تعیین 

شوند. در این مسائل حوزه ضخامت بهینه یک صفحه از جمله مسائلی هستند که به این روش حل می

توان به عنوان کاربرد سازي ابعادي را میهکند. مسئله بهینسازي تغییر نمیثابت است و در طی بهینه

  ي طراحی جزئیات در نظر گرفت.سازي در مرحلهبهینه

توانیم تعیین سطح مقطع اعضاي یک خرپاي دوبعدي را در نظر بگیریم که به عنوان مثال می
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به توانیم لازم است سختی آن حداکثر شود. براي اینکه بتوانیم سختی یک خرپا را حداکثر کنیم می

نیروي  Fدر آن جابجایی و  uرا حداقل کنیم، که  ݑ்ܨآن و یا 1عنوان یک مقیاس انرژي کرنشی

باشد. واضح است که اگر انرژي کرنشی کوچک باشد، سختی خرپا زیاد خواهد خارجی وارد بر گره می

  بود.

 توانیم به شکل زیر در نظر بگیریم:سازي را میي بهینهمسئله

(30 3)  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ݉݅݊௫,௨ݑ்ܨ

.ݏ ݑ(ݔ)ܭ			.ݐ = ܨ

෍ ௝݈ݔ௝ ≤ ௠ܸ௔௫

௡

௝ୀଵ

ݔ ∈ ܺ = ൛ݔ ∈ ܴ௡: ௝௠௜௡ݔ ≤ ௝ݔ ≤ ௝௠௔௫ݔ , ݆ = 1,… , ݊ൟ

 

حداکثر حجم مجاز  ௠ܸ௔௫و  jسطح مقطع عضو  ௝ݔ،  jطول عضو  ௝݈تعداد اعضاي خرپا،  nکه در آن 

سازي ابعادي نشان داده شده خرپاست. در شکل زیر طرح اولیه و نهایی براي یک خرپا تحت بهینه

  .]14[است

 

 سازي سطح مقطع اعضاي خرپا فرمولبندي شده است.سازي ابعادي که براي بهینهیک مسئله بهینه :3- 3شکل 

                                                
1Compliance 
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  سازي توپولوژيبهینه -3-5-2

سازي توپولوژي است. در تعریف دو سازي وجود دارد بهینهبهینهرویکرد دیگري که در مورد 

ي دیگري به دست شکل هندسی را داراي توپولوژي یکسان گویند اگر بتوان یکی را از انتقال پیوسته

آورد. انتقال پیوسته به معنی فشار دادن، کشیدن، پیچاندن، خم کردن و له کردن بدون جدا کردن یا 

هایی همچون سازي توپولوژي هدف تعیین مؤلفهدر بهینه باشد. عمومایگر میکدچسباندن نقاط به ی

باشد. مسئله پیدا کردن ترکیب بهینه اعضا و اتصالات یک ها بر روي سازه میتعداد و محل سوراخ

گیرد. به عنوان مثال براي یک خرپا اگر سطح مقطع اعضاي سازه اسکلتی نیز در این دسته قرار می

عنوان متغیرهاي طراحی در نظر بگیریم و اجازه دهیم که این متغیرها مقدار صفر را بگیرند، خرپا را به 

- توان به عنوان بهینهها اجازه دهیم که از خرپا برداشته شوند، این مسئله را مییا به عبارتی به میله

- تغییر است، می ها در حالسازي توپولوژي در نظر گرفت. به این ترتیب با توجه به اینکه اتصال گره

ي پیوسته کند. اگر به جاي یک سازه گسسته، یک سازهتوانیم بگوییم که توپولوژي خرپا تغییر می

ي دوبعدي را در نظر بگیریم، در صورتی که اجازه دهیم ضخامت صفحه مقدار صفر مانند یک صفحه

توپولوژي بهینه شود، آنگاه توانیم بگوییم توپولوژي در حال تغییر است. اگر بخواهیم بگیرد آنگاه می

ضخامت باید تنها بتواند دو مقدار را بگیرد، یکی صفر و دیگري عدد ثابتی به عنوان حداکثر  ضخامت 

متغیري با ماهیت چگالی باشد و  xدهد که بعدي، وضعیت مشابه وقتی رخ میصفحه. در حالت سه

- سازي توپولوژي را نشان میه از بهینه) یک نمون4-3تنها بتواند مقادیر صفر و یک را بگیرد. شکل (

  دهد.

سازي توپولوژي است، اما از آنجا که مسائل اي از بهینهسازي شکل زیرمجموعهدر حقیقت بهینه

هاي متفاوتی هستند، این دو را به صورت سازي شکل و توپولوژي، داراي تکنیکعملی مربوط به بهینه

توانیم بگوییم کنیم، میمعادلات دیفرانسیل صحبت میکنند. وقتی در مورد حل جداگانه بررسی می

سازي ابعادي و توپولوژي ي معادله است، در حالی که بهینهسازي شکل مربوط به کنترل حوزهبهینه
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  شوند.به کنترل پارامترهاي آن مربوط می

 ].15[سازي هندسی گویندسازي ابعادي و شکل را بهینهي بهینهمجموعه

 

 .]14[سازي توپولوژي یک خرپابهینه :4- 3شکل 

  هاي معیار بهینگیروش -3-5-2-1

ریزي ریاضی غیرخطی هاي برنامهتوان از روشسازي توپولوژیک میبراي حل مسائل بهینه

ها به کار یابی سازهسازي از جمله بهینهبهینه توان براي حل هر مسئلهها را میاستفاده نمود. این روش

مولا به محاسباتی نظیر شود معها استفاده میسازي سازهدر بهینهها برد. زمانی که از این روش

ها نیاز است. از این رو زمان مورد نیاز براي انجام ع هدف، توابع قید و مشتقات آنبمحاسبه تا

ریزي ریاضی وابستگی زیادي به تعداد متغیرهاي طراحی در مسئله دارد. هاي برنامهمحاسبات در روش

  باشند.بر و پرهزینه میها بسیار زماناین روش است تعداد متغیرهاي طراحی زیاد بنابراین زمانی که

هاي ها تعداد متغیرهاي طراحی وابسته به تعداد المانسازي توپولوژیک سازهدر مسائل بهینه

سازي بهینه ها در یک مسئلهباشد. از آنجاییکه غالبا تعداد الماني فضاي طراحی میکنندهتقسیم

سازي ریزي ریاضی در مسائل بهینههاي برنامهلوژیک زیاد است، بنابراین استفاده از روشتوپو

هاي معیار بهینگی بر و پرهزینه است. براي فائق آمدن بر این مشکل روشها زمانتوپولوژیک سازه

  اند.پیشنهاد شده



 سازيفصل سوم                                                                                                  بهینه

 

66 
 

هاي سال] معرفی شد و در 16توسط میشل[ 1904هاي معیار بهینگی در سال ي روشایده

ها سازي سازهریزي ریاضی براي حل مسائل بهینههاي برنامهها در کنار روشبه بعد این روش 1960

ریزي ریاضی که به طور مستقیم تابع هاي برنامههاي معیار بهینگی بر خلاف روشتوسعه یافتند. روش

یارهاي مرتبط با رفتار سازه اي از معکنند، به صورت غیر مستقیم براي اقناع مجموعههدف را بهینه می

- شوند. روشکنند. این معیارها یا به صورت درکی و یا با پایه و اساس ریاضی استخراج میتلاش می

هایی از مثال" 2طرح بر اساس مدهاي خرابی همزمان"و  "1طرح بر اساس تنش یکنواخت شده"هاي 

که مبناي ریاضی دارند اغلب بر پایه  هاي معیار بهینگیروش. باشندهاي معیار بهینگی درکی میروش

  باشند.تاکراستوار می-شرایط بهینگی کان

  هاسازي شکل سازهبهینه -3-5-3

ي سازه به وجود ي یافتن مرزهاي بهینهسازي شکل با توسعه تحقیقات بر روي مسئلهبهینه

یات تنش ي مدل شده با استفاده از فرضتوان به یافتن مرزهاي یک سازهآمد. به عنوان نمونه می

ي اسکلتی و یا یافتن مقادیر بهینه پارامترهایی که سطح اي یا یافتن محل اتصالات یک سازهصفحه

سازي کنند اشاره کرد. به این دسته از مسائل، مسائل بهینهاي را تعریف میي پوستهمتوسط یک سازه

- ه ثابت است. بهینهگویند. در این گونه مسائل شکل حوزه ثابت نیست ولی توپولوژي حوزشکل می

ي طراحی اولیه در نظر گرفت. در شکل سازي در مرحلهتوان به عنوان کاربرد بهینهسازي شکل را می

  سازي شکل دوبعدي نشان داده شده است.ي بهینه) یک مسئله3-6(

                                                
1Fully Stressed Design Method 
2Simultaneous Failure Mode Design 
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)سازي شکل با یافتن تابع ي بهینهمسئله :5- 3شکل  )x 14[کندمشخص میکه شکل تیر را[.  

ها، تمرکز بر روي متغیرهاي طراحی به اصطلاح سازي عددي سازهي بهینهي اولیهدر دو دهه

ابعادي بود. متغیرهایی از قبیل ضخامت صفحه و سطح مقطع میله از آن جمله هستند که تغییر در 

ها پارامترهاي ابعادي آن سازي که درها نیازي به تغییر در مدل اجزاي محدودي ندارد. مسائل بهینهآن

ها شکل متغیر طراحی است و هندسه سازه تر از مسائلی هستند که در آنمتغیر طراحی هستند ساده

کند. سازي تغییر میکند و معمولا نیاز به مدل اجزاي محدودي دارند که در طول بهینهرا کنترل می

سازي ابعادي است، به عنوان ؤثرتر از بهینهسازي شکل بسیار ماما با این وجود در مسائل زیادي بهینه

سازي ابعادي، ضخامت صفحه در دار، بهینهمثال در مسئله تمرکز تنش در مرزهاي یک صفحه سوراخ

سازي شکل منجر به تغییر در مرزهاي شکل دهد در حالی که در بهینهاطراف سوراخ را تغییر می

  شود.سوراخ می

به دلیل تغییر مداوم مدل  - 1دسته مشکل مواجه هستیم: سازي شکل با دو در مسائل بهینه

اجزاي محدود مشکل است بتوانیم مطمئن شویم که صحت تحلیل اجزاي محدود در طول روال 

به دست آوردن مشتقات حساسیت مناسب بر حسب  -2ماند. طراحی در حد قابل قبول باقی می

  بر حسب متغیرهاي ابعادي به دست آوریم. ها رامتغیرهاي طراحی شکل گرانتر از حالتی است که آن

سازي شکل وجود دارند. یک دسته دو دسته قید در شکل کلی فرمولبندي مسائل بهینه

شوند و یک قیدهاي صریح هستند که به طور صریح و مستقیم بر حسب متغیرهاي طراحی بیان می

- رهاي نوشته میدسته قیدهاي ضمنی هستند که به طور ضمنی و غیر مستقیم بر حسب متغی
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  ].17شوند[

سازي شکل شامل سه قسمت اصلی است: نمایش هندسی مسئله، تحلیل سازه و فرآیند بهینه

سازي. ابتدا باید نمایش هندسی مناسب براي شکل مرزها را انتخاب کنیم و مقادیر الگوریتم بهینه

ب مانند اجزاي محدود اي براي متغیرهاي طراحی در نظر بگیریم، سپس یک مدل تحلیلی مناساولیه

کنیم. یک روش تحلیل مناسب باید قادر باشد اطلاعات یا اجزاي مرزي براي تحلیل سازه انتخاب می

سازي در مورد مشتقات ضمنی بدهد. به عنوان مثال یک الگوریتم ي بهینهلازم را جهت مرحله

حسب هر متغیر طراحی نیاز  سازي مرتبه اول به مقادیر توابع قید و حساسیت قیدها برمعمولی بهینه

  دارد.

سازي مقادیر جدیدي براي متغیرهاي طراحی به ما ي تحلیل الگوریتم بهینهپس از انجام مرحله

شود. از تحلیل دهد. در نتیجه یک مدل طراحی جدید ساخته شده و به قسمت تحلیل برده میمی

اگر معیار لازم  شود.ید حاصل میمجدد مقادیر تابع و نتایج حساسیت قیدهاي ضمنی براي طراحی جد

سازي ي بهینهشود. در غیر اینصورت مرحلهبراي خاتمه محاسبات ارضا شده بود، محاسبات متوقف می

  دهد.ي طراحی جدیدي به ما مینقطه

  انتخاب متغیرهاي طراحی  -3-5-3-1

اگر  باشد.سازي شکل معمولا تمرکز بر روي کاهش تنش در مرز با تغییر آن میدر مسائل بهینه

سازي خراب شود و در انتخاب متغیرهاي طراحی دقت نکنیم ممکن است مدل تحلیل در طول بهینه

هاي مرزي دهد که مختصات گرهبه طرحی بیانجامد که مفید نیست. این اتفاق اغلب زمانی رخ می

زي سا). حالت مشابهی در بهینه7-3مدل اجزاي محدود به عنوان متغیر طراحی انتخاب کنیم (شکل 

). راه حل در هر دو مورد این است که از انطباق یک به یک 8- 3دهد (شکل ابعادي یک صفحه رخ می

بین مدل تحلیل و متغیرهاي طراحی خودداري کنیم و مطمئن شویم که تعداد المان کافی جهت 
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  ].17ارزیابی صحیح تنش وجود دارد[

 

 ].14[غیرهاي طراحی الف) طرح اولیه ب) طرح بهینه هاي اجزاي محدود به عنوان متاستفاده از گره :6- 3شکل 

 

 ].17[ سازي ابعاديهاي اجزا محدود به عنوان متغیرهاي طراحی در بهینهاستفاده از گره :7- 3شکل 

استفاده از مختصات گرهی به عنوان متغیرهاي طراحی به زودي متوقف شد زیرا تجربه نشان 

توان انتظار داشت که این کار همواري دست پیدا کرد. به علاوه نمیتوان به مرز داد که با این کار نمی

  نتایج صحیحی براي تنش تولید کند.

  اي جهت نمایش مرزهااستفاده از چند جمله -3-5-3-2

ها جهت نشان دادن مرزهاي شکل استفاده اي] از چند جمله18بیهاویکاتی و راماکریشنان[
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اي طراحی در نظر گرفتند. رویکرد دیگر این بود که اي را به عنوان متغیرهکردند و ضرایب چندجمله

مرز را به صورت ترکیب خطی توابع شکل تعریف کنیم و ضرایب را به عنوان متغیرهاي طراحی در نظر 

] مرز را با استفاده از ترکیب خطی توابع متعامد در نظر 19بگیریم، از اینرو کریستنسن و مدسن[

ها اينوان پارامترهاي طراحی در نظر گرفتند. محققین از چندجملهگرفتند و ضرایب توابع پایه را به ع

اي را به عنوان متغیرهاي طراحی در نظر گرفتند، براي نمایش مرز استفاده کردند و ضرایب چندجمله

البته این متغیرها به خوبی با خواص مکانیکی قابل ارتباط نبودند. اگر چه این مدل همواري لازم را 

توانست منجر به ایجاد مرزهاي نوسانی رفت میاي بالا میي چندجملهاما وقتی مرتبهکرد فراهم می

ي توانند خانوادههاي کلی نیستند و تنها میها  قادر به نمایش شکلايشود. به علاوه چندجمله

هاي درجه دو، سه و غیره را نشان دهند. از نقطه نظر طراحی مشکل دیگر عدم کنترل محلی منحنی

  ].20شد[اي باعث تغییر در کل منحنی میمنحنی بود. تغییر در یکی از ضرایب چندجملهبر 

  ها جهت نمایش مرزهااستفاده از اسپلاین -3-5-3-3

تواند منجر به ایجاد شکل با مرز نوسانی شود. هاي مرتبه بالا میاياستفاده از چندجمله

هاي مرتبه پایین هستند ايز چندجملهها این مشکل را حذف کردند زیرا این توابع ترکیبی ااسپلاین

  اند تا حداکثر همواري را در مرزها به وجود آورند.که با هم ترکیب شده

باشد و حداقل میانگین انحنا را دارد یک تابع اسپلاین درجه سه که داراي دو مشتق پیوسته می

تی که از توابع اسپلاین باشد. یانگ و چوي نشان دادند که در حالانتخاب طبیعی براي تعریف مرز می

اي کنیم حساسیت داراي دقت بیشتري نسبت به حالتی است که از فرم نمایش خطی تکهاستفاده می

اسپلاین و بزیر براي توصیف مرزهاي المان  -کنیم. برایبنت و همکاران از توابع مخلوط باستفاده می

نمایش هندسه ایجاد کردند. با  پذیري بالایی جهتطراحی استفاده کردند. توابع مخلوط انعطاف

اسپلاین نظم و قاعده مورد نیاز براي مرز به دست آمده و فرمولبندي  - هاي باستفاده از فرمول
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  تحلیلی مشتقات حساسیت نیز ممکن شد.

  استفاده از نربز در روش آیزوژئومتریک  -3-5-3-4

را حل کرده بود اما ها براي مدل کردن مرز بخشی از مشکلات با وجود اینکه استفاده از اسپلاین

سازي وجود دوگانگی در حل همچنان وجود داشت. در این روش، رویکرد نسبت به حل مسائل بهینه

شکل به کلی تغییر کرد و روش آیزوژئومتریک براي تحلیل مورد استفاده قرار گرفت. در این روش از 

تصات نقاط کنترلی به عنوان شود و مختوابع نربز هم براي مدل هندسی و هم براي تحلیل استفاده می

باشد و شود. با توجه به اینکه این روش موضوع اصلی این گزارش میمتغیر طراحی در نظر گرفته می

دهیم در بخش قبل در مورد آن توضیح داده شده در این قسمت بیش از این در مورد آن توضیح نمی

  کنیم.سازي را به بخش بعد موکول میو کاربرد آن در بهینه

  سازي شکل آمده است.هاي ارائه شده براي حل مسائل بهینهاي از انواع مدلخلاصه) 1-3( در جدول
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 سازي شکلهاي ارائه شده براي مسائل بهینهخلاصه مدل :1- 3جدول 

  سال ارائه  متغیرهاي طراحی  روش تحلیل  مدل هندسی مرز  ارائه کنندگان مدل

  2و کمبل1زینکویچ
شبکه اجزا 

  محدود
  اجزا محدود

هاي مختصات گره

  مرزي
1973  

و 3بیهاویکاتی

  4راماکریشنان

- جمله توابع چند

  اي
  1980  ايضرایب چند جمله  اجزا محدود

و  5برایبنت

  همکاران
  1983  مختصات نقاط کنترلی  اجزا محدود  توابع اسپلاین

  1993  مختصات نقاط کنترلی  اجزا محدود  توابع نربز  7و پیلکی 6اسکرم

  2008  مختصات نقاط کنترلی  آیزوژئومتریک  توابع نربز  و همکاران 8وال

                                                
1Zienkiewicz 
2Campbel 
3Bhavikatti 
4Ramakrishnan 
5Braibent 
6Schramm 
7Pilkey 
8Wall 
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  مقدمه-4-1

هاي ها و خروجیي بین وروديتوان به این شکل تعریف کرد، که رابطهرا می1تحلیل حساسیت

هاي مسئله را بر اساس توان میزان تغییرات خروجیکند. به این وسیله میمسئله را مطالعه می

هاي مختلف از نظر کمی و کیفی تعیین کرد. در حقیقت تحلیل حساسیت یک تغییرات در ورودي

  باشد.سازي میي بهینهنیاز اساسی براي حل مسئلهپیش

اي از ها مجموعهسازي تو در تو که در آنسازي مثل مسائل بهینهدر بسیاري از مسائل بهینه

باشد، نیاز ها مینیز از این دست روش MMAو روش کنیم هاي مرتبه اول صریح را حل میتقریب

گیري نماییم و اصطلاحا داریم تا از تابع هدف و توابع قید بر حسب متغیرهاي طراحی مشتق

ها حساسیت تابع هدف و توابع قید را نسبت به متغیرهاي طراحی به دست آوریم. اصولا این گونه روش

تر پاسخ را براي ها بسیار سودمندتر هستند و بسیار سریعبه دلیل انجام تحلیل حساسیت از سایر روش

توانیم بر حسب شدت اثر تغییرات یک دهند. زیرا با تعیین مشتقات حساسیت میما به دست می

متغیر بر روي تابع هدف و توابع قید، متغیري را انتخاب کرده و تغییر دهیم که تغییرات در آن، شدت 

ابع قید داشته باشد و در نتیجه خود را سریعتر به جواب نزدیک کنیم. بیشتري بر روي تابع هدف و تو

سازي شکل انتخاب شده و تحلیل ي بهینهبراي حل مسئله MMAنامه روش از این رو در این پایان

  حساسیت به عنوان بخش مهمی از آن انجام شده است.

تفاضل محدود روش  طراحی ي مشتق پاسخ نسبت متغیرهايیک روش ساده براي محاسبه

ݑ∆تقریب تفاضل محدود پیشرو  u(x)است. براي تابع  ⁄ ݑ݀براي مشتق  ݔ∆ به صورت زیر  ⁄ݔ݀

 شود:محاسبه می

                                                
1Sensitivity Analysis 
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(1 4)  ∆ݑ
ݔ∆

=
ݔ)ݑ + (ݔ∆ − (ݔ)ݑ

ݔ∆
 

ݑ∆ي شود که محاسبهبا توجه به این فرمول مشاهده می ي تابع است و این مستقل از محاسبه ⁄ݔ∆

- ي روشعلاوه این روش براي همهشود استفاده از روش تفاضل محدود ساده باشد. بهباعث میمطلب 

- عنوان مثال براي اجزاي محدود یا اجزاي مرزي) و همینطور انواع تحلیل (بهاي (بههاي تحلیل سازه

مورد تابع  گونه دانش تحلیلی درعنوان مثال استاتیکی یا تحلیل مودي) قابل استفاده است زیرا به هیچ

نیاز ندارد. با این وجود اگر تعداد متغیرهاي طراحی زیاد باشد روش تفاضل محدود از لحاظ محاسباتی 

دست آوریم در متغیر طراحی به nاست زیرا اگر بخواهیم مشتقات پاسخ سازه را نسبت به روش گرانی

 2nمحدود مرکزي نیز به  تحلیل اضافی نیاز داریم و در روش تفاضل nروش تفاضل محدود پیشرو به 

تحلیل اضافی. علاوه بر این رویکرد تفاضل محدود اغلب داراي مشکل دقت است. روش آنالیز 

حساسیت تحلیلی روش مؤثرتري است. دو رویکرد مختلف در این زمینه وجود دارد، یکی رویکرد 

دي گسسته گیري ضمنی بر اساس فرمولبنگیري ضمنی و دیگري رویکرد تغییراتی. مشتقمشتق

  اي است.سیستم سازه

ݑ߲در نتیجه  ܭ߲ي توان با محاسبهرا می ⁄௜ݔ߲ ܭ߲به دست آورد.  ⁄௜ݔ߲ توان به را می ⁄௜ݔ߲

دست صورت تحلیلی نسبت به متغیرهاي ابعادي همچون ضخامت، سطح مقطع وممان اینرسی به

سخت است، زیرا تغییر در  ي تحلیلی آن براي متغیرهاي طراحی شکل بسیارآورد. اما محاسبه

تغییر کند.  kي المان و در نتیجه کل ماتریس سختی شود هندسهمتغیرهاي طراحی شکل باعث می

ܭ߲در نتیجه  تحلیلی گفته شود. به این روش، روش نیمهبه روش تفاضل محدود محاسبه می ⁄௜ݔ߲

ݑܭي ماتریسی شود. اگرچه این روش حل معادلهمی = ند، اما همچنان گران است. کرا حذف می ݂

علاوه هافکا و زیرا باید با هر تغییر در متغیرهاي طراحی ماتریس سختی را دوباره از نو بسازیم. به

تحلیلی حتی از روش تفاضل محدود نیز کمتر است.  - همکاران گزارش کردند که دقت روش نیمه

هاي اجزا محدود با رویکرد ر برنامهگیري ضمنی دشواري استفاده از آن دمشکل دیگر با رویکرد مشتق
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  کلی است.

 گیري از معادله حالت تغییراتی است. هافکا و همکاران رویکردرویکرد تغییراتی بر اساس مشتق

اي این رویکرد با سختی کمتري همراه است، زیرا بیان تحلیلی براي اند. اجرتغییراتی را بررسی کرده

هاي تحلیل در دسترس گی دارد که معمولا از برنامههاي حل مرزي بستحساسیت تنها به کمیت

  آیند.ها به سختی به صورت صحیح به دست میهستند. اشکال اولیه این است که این کمیت

  هاي تعیین مشتقات حساسیتروش-4-2

  به طور کلی سه روش براي تعیین مشتقات حساسیت وجود دارد:

 روش تفاضل محدود -1

 روش تحلیلی -2

 تحلیلیروش نیمه -3

حساسیت 1معیار براي انتخاب روش، میزان دقت روش انتخابی است. مسلما میزان دقتیک 

هاي تکرار مسئله و میزان همگرایی آن تاثیر بگذارد. سازي، تعداد حلقهي بهینهتواند بر حل مسئلهمی

- میتفاوت وجود دارد. اصولا دقت در اینجا اینگونه تعریف  2لازم به ذکر است که بین دقت و سازگاري

ي آوریم و مشتقات حاصل از حل دقیق بر پایهدست میشود، که تفاوت بین مشتقاتی که ما به

آوریم و دست میعنوان تفاوت بین مشتقاتی که ما بهمعادلات پیوسته است. همچنین سازگاري را به

  کنیم.مشتقات حاصل از مدل عددي، تعریف می

ي یل حساسیت مؤثرند، که یکی میزان هزینهدو عامل دیگر در انتخاب روش مناسب براي تحل

  ].17محاسبات و دیگري سختی اجراي آن است[

                                                
1Accuracy 
2Consistency 
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 گیریم:سازي را به صورت زیر در نظر میي بهینهشکل کلی مسئله

(2 4)  
 

    
  

0 0min ,

. .     , 0 ,    1,ˆ ,

ˆ

i

g x g x P x

s t g x P x i l

 


  

 

ݔ ∈ ܺ = ൛ݔ ∈ ℝ௡:	ݔ௝௠௜௡ ≤ ௝ݔ ≤ ௝௠௔௫ݔ , ݆ = 1,2, … , ݊ൟ 

است، که از معادلات تعادل  ݔتابعی ضمنی از Pکه در آن      K x P x F x آید. دست میبه

  پردازیم:حال با این تعریف به توضیح هر یک از سه روش می

  روش عددي(تفاضل محدود) -4-2-1

براي این شود. در روش عددي براي تعیین مشتقات حساسیت از تفاضل محدود استفاده می

توان از هر یک از دو روش تفاضل پیشرو و تفاضل مرکزي استفاده کرد. تفاضل پیشرو را منظور می

 توان از فرمول زیر محاسبه کرد:می

(3 4)  ߲ ො݃௜(ݔ௞)
௝ݔ߲

≈ ௙ܦ =
ො݃௜൫ݔ௞ + ℎ ௝݁൯ − ො݃௜(ݔ௞)

ℎ
 

هستند.  1سازيداراي خطاهاي ناشی از کوتاههاي بزرگ، مشتقات ناشی از تفاضل محدود با گام

ها در بسط سري سازي صرفنظر کردن از برخی عبارتبه عبارت دیگر یکی از دلایل خطاهاي کوتاه

ها را توان این خطا را کاهش داد. اما از سوي دیگر اگر گامها میتیلور است. با کاهش مقدار گام

شد. خطاي شرطی در حقیقت تفاضل بین ارزیابی  زیاد خواهند2کوچک انتخاب کنیم خطاهاي شرطی

ترین منبع این نوع خطا، خطاهاي محاسباتی مانند خطاهاي عددي تابع و مقدار دقیق آن است. بزرگ

ناشی از گرد کردن و خطاهاي ناشی از شرایط ضعیف در مسئله هستند. در نتیجه انتخاب مقدار 

                                                
1Truncation Errors 
2Condition Errors 



 

78 
 

  به روش تفاضل محدود است.هاي مسئله از نکات مهم در حل مناسب براي گام

دست آمد، لازم است تا به ௞ݔبه ازاي  ො݃௜جهت استفاده از این روش، پس از اینکه مقدار تابع 

افزایش دهیم و دوباره مقدار تابع را به ازاي آن محاسبه کنیم. در نتیجه اگر  hي را به اندازه ௞ݔمقدار 

قدار توابع موجود (شامل تابع هدف و توابع قید) را به متغیر طراحی داشته باشیم، لازم است م nتعداد 

  مرتبه انجام دهیم و این مسئله حجم محاسبات را بسیار بالا خواهد برد. 2nتعداد 

 توان به شکل زیر تعریف کرد:تفاضل مرکزي را نیز می

(4 4)  ߲ ො݃௜(ݔ௞)
௝ݔ߲

≈
ො݃௜൫ݔ௞ + ℎ ௝݁൯ − ො݃௜(ݔ௞ − ℎ ௝݁)

2ℎ
 

بار  nي آن لازم است دهد. اما جهت محاسبهتر از تفاضل پیشرو به دست میاین تقریب، تقریبی دقیق

  ي محاسبات را بالا خواهد برد.تحلیل اضافی انجام شود، که این مطلب هزینه

در برابر مشکلاتی که براي روش عددي تعیین مشتقات حساسیت، با تقریب تفاضل محدود ذکر 

  یژگی که بتوان ذکر کرد، ساده بودن اجراي محاسبات با این روش باشد.شاید تنها و ،شد

  روش تحلیلی -4-2-2

کنیم. ها استفاده میي آن جهت تعیین حساسیتدر روش تحلیلی از تعریف مشتق و محاسبه

߲اي مشتق، ي زنجیرهبه این ترتیب لازم است ابتدا با استفاده از قاعده ො݃௜(ݔ௞) را به شکل زیر  ௝ൗݔ߲

 یف کنیم:تعر

(5 4)  
 

         ,ˆ ,k k k kk k
i ii

j j j

g x P x g x P xg x P x
x x xP

  
 

  
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  در این بخش دو روش تحلیلی متفاوت بررسی خواهد شد. یکی روش مستقیم و دیگري روش الحاقی.

  1روش تحلیلی مستقیم -4-2-2-1

در روش مستقیم   /k
jP x x  آید:میگیري از معادلات تعادل به دستبا مشتق 

(6 4)           k k k
k k

j j j

K x P x F x
P x K x

x x x
  

 
  

 

 توان این فرمول را به شکل زیربازنویسی کرد:که می

(7 4)           
k k k

k k

j j j

P x F x K x
K x P x

x x x
  

 
  

 

به عنوان قید در  به عنوان مثال اگر تنششود.گفته می2ي فوق شبه باربه عبارت سمت راست معادله

 گرفته شود:نظر 

(8 4)      ,ˆ i ig x g x P x C     

 خواهیم داشت:

(9 4)    ,
( )

k k
i i i

j j j

g x P x
C

x x x
   

 
  

  

Bدانیم می P :در نتیجه داریم 

                                                
1Direct Analytical Method 
2Pseudo Load 
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(10 4)    ( ( ) (x )) ( ) ( )( ) ( ( ) ( ) )
k k k k k

i k k

j j j j

g x B x P B x P xC C P x B x
x x x x

   
  

  
  

Kکه مشابه حل معادله تعادل  )7-4( با حل معادله P F4شد، و قرار دادن آن در معادله (بامی-

 لازم است. MMAآید که براي استفاده از روش مشتق قید نسبت به متغیر طراحی به دست می) 10

نامه از این روش، که اصطلاحا روش مستقیم نام دارد، براي محاسبه در برنامه نوشته شده در این پایان

  ادامه آمده است.مشتق قید استفاده شده است که الگوریتم برنامه در 

  1روش تحلیلی الحاقی -4-2-2-2

 دانیم:می

(13 4)         1( )
ˆ k k k
i k ki i

j j j j

g x F x K xg g K x P x
x x x xP


        
      

 

 را به شکل زیر تعریف کنیم: ௜ߣاگر تابع 

(14 4)   1 1( ( ) ) ( ) ( )  k T k Ti i
i

g gK x K x
P P

   
 

 
 

 پردازیم:می ௜ߣي زیر براي تعیین در این روش ابتدا به حل معادله

(15 4)     ( )k Ti
i

gK x
P







 

 آید:ي زیر حساسیت به دست میسپس با جایگذاري در رابطه

                                                
1Adjoint Analytical Method 



 

81 
 

(16 4)         
ˆ k k k
i T ki

i
j j j j

g x F x K xg P x
x x x x


       
     

 

  ي روش مستقیم و الحاقیمقایسه -4-2-2-3

بار) و سپس نتایج را در  nحل کنیم ( ௝ݔ) را براي هر 7-4ي (در روش مستقیم باید ابتدا معادله

ي مرتبه براي هر متغیر طراحی قرار دهیم. در روش الحاقی باید معادله l+1) به تعداد 5-4ي (معادله

مرتبه براي  nمرتبه حل شود و نتیجه به تعداد  l+1ي هدف و هر تابع قید به اندازه ) براي تابع4-15(

) قرار داده شود. در نتیجه وقتی تعداد قیدها از متغیرهاي طراحی کمتر است، روش 16-4هر تابع در (

  تر است.الحاقی و وقتی متغیرهاي طراحی از توابع قید بیشتر است، روش مستقیم مناسب

  شبه بار در حالت دوبعدي يمحاسبه  -4-2-2-4

ها را به شکل زیر ي مسئله و تغییر مکانتوان هندسههمانطور که در فصل قبل ذکر شد می

 درونیابی کرد:

(17 4)   
x

X N P
y
 

  
 

 

(18 4)   U N P  

که به ترتیب مختصات نقاط کنترلی و میزان تغییر مکان نقاط کنترلی هستند را  Pو  Pتوانیممی

 به شکل زیر تعریف کنیم:

(19 4)  ܲ = [ ௫ܲ	ଵ,ଵ ௬ܲ	ଵ,ଵ ௫ܲ	ଶ,ଵ	 ௬ܲ	ଶ,ଵ… 				 ௫ܲ	௡,ଵ ௬ܲ	௡,ଵ 			…				 ௫ܲ	௡,௠ ௬ܲ	௡,௠]் 
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(2 0 4)  
 

 1,1  1,1  2,1  2,1  ,1  ,1  , ,[                                     ]Tu v u v u n v n v n mu n mP P P P P P P P P    

 داریم: ഥܰهمچنین براي 

(2 1 4)  ഥܰ = ൤
ܴଵ,ଵ				0				ܴଶ,ଵ				0			 …				ܴ௡,ଵ				0			 …				ܴ௡,௠ 				0
0				ܴଵ,ଵ				0				ܴଶ,ଵ 			… 				0				ܴ௡,ଵ 			… 				0				ܴ௡,௠

൨ 

 توان به شکل زیر تعریف کرد:سختی را نیز میماتریس 

(2 2 4)  ܭ௘ = ܤ௘∫ஐ෡ݐ
 Ω෡݀|ܬ|ܤܥ்

 برابر است با: Bهمچنین ماتریس جابجایی کرنشی 

(2 3 4 )  ܤ = ܦ × ഥܰ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
߲ܴଵ,ଵ
ݔ߲

							0								 …							
߲ܴ௡,௠
ݔ߲

							0

					0							
߲ܴଵ,ଵ
ݕ߲

				… 							0							
߲ܴ௡,௠
ݕ߲

߲ܴଵ,ଵ
ݕ߲

߲ܴଵ,ଵ
ݔ߲

					…		
߲ܴ௡,௠
ݕ߲

߲ܴ௡,௠
ݔ߲ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 اي:براي حالت تنش صفحه

(2 4 4)  ܥ =
ܧ

(1 − ଶ(ߥ
൦

1 ߥ 0
ߥ 1 0

0 0
1 − ߥ
2

൪ 

(2 5 4 )  ܬ = ൦

ݔ߲
ݎ߲

ݕ߲
ݎ߲

ݔ߲
ݏ߲

ݕ߲
ݏ߲

൪ 

 شود، خواهیم داشت:کنترل می ௜ݔهاي مرزي با متغیرهاي طراحی اگر فرض کنیم شکل منحنی
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(2 6 4)  ߲ܭ௘
௜ݔ߲

= )௘∫ஐ෡ݐ
்ܤ߲

௜ݔ߲
|ܬ|ܤܥ + ܥ்ܤ

ܤ߲
௜ݔ߲

|ܬ| + ܤܥ்ܤ
|ܬ|߲
௜ݔ߲

)݀Ω෡ 

డ஻೅براي تعیین مشتقات 

డ௫೔
|డ|௃و  

డ௫೔
  کنیم:، ابتدا دو ماتریس اضافی را تعریف می 

(27 4)  ܩ =

⎣
⎢
⎢
⎡
߲ܴଵ,ଵ
ݔ߲

߲ܴଶ,ଵ
ݔ߲

…
߲ܴ௡,௠
ݔ߲

߲ܴଵ,ଵ
ݕ߲

߲ܴଶ,ଵ
ݕ߲

…
߲ܴ௡,௠
ݕ߲ ⎦

⎥
⎥
⎤
 

(2 8 4 )  ܩ෠ =

⎣
⎢
⎢
⎡
߲ܴଵ,ଵ
ݎ߲

߲ܴଶ,ଵ
ݎ߲

…
߲ܴ௡,௠
ݎ߲

߲ܴଵ,ଵ
ݏ߲

߲ܴଶ,ଵ
ݏ߲

…
߲ܴ௡,௠
ݏ߲ ⎦

⎥
⎥
⎤
 

 اي مشتق داریم:با استفاده از قاعده زنجیره

(2 9 4)  ܩ෠ =  ܩܬ

 را به شکل زیر تعریف کنیم: Pاگر 

(30 4 )  ෠ܲ = ቈ
௫ܲ	ଵ,ଵ ௫ܲ	ଶ,ଵ … ௫ܲ	௡,ଵ ௫ܲ	௡,ଶ … ௫ܲ	௡,௠

௬ܲ	ଵ,ଵ ௬ܲ	ଶ,ଵ … ௬ܲ	௡,ଵ ௬ܲ	௡,ଶ … ௬ܲ	௡,௠
቉ 

 ) داریم:17-4ي (از معادله

(31 4)  ܬ = ෠ܩ ෠ܲ 

∂اگر 
డ௫೔
 مستقل از متغیرهاي طراحی است خواهیم داشت: ෠ܩنشان دهیم، با توجه به اینکه  (′)را با  

(32 4 )  0 = ෠ᇱܩ = ܩᇱܬ +  ′ܩܬ
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(33 4 )  ܬᇱ = ෠ܩ ෠ܲ′ 

 ) خواهیم داشت:33- 4) و (32-4)،(29-4از معادلات (

(34 4 )  ܩᇱ = ܩᇱܬଵିܬ− = ෠ܩଵିܬ− ෠ܲᇱܩ = ܩ− ෠ܲ′ܩ 

 :Aدانیم براي هر ماتریس غیر منفرد همانطور که از جبر خطی می

(35 4 )  |ܣ|ᇱ =  (ᇱܣଵିܣ)ݎݐ|ܣ|

 ) داریم:29-4) و (33- 4)،(35-4از معادلات ( ′|ܬ|در نتیجه براي 

(36 4 )  |ܬ|ᇱ = (ᇱܬଵିܬ)ݎݐ|ܬ| = ෠ܩଵିܬ൫ݎݐ|ܬ| ෠ܲᇱ൯ = ෠ܩ)ݎݐ|ܬ| ෠ܲᇱ) 

 آیند:دست میبه طور خلاصه روابط زیر به

(37 4 )  ߲ܩ
௜ݔ߲

= ܩ−
߲ ෠ܲ
௜ݔ߲

 ܩ

(38 4 )  ߲|ܬ|
௜ݔ߲

= ෠ܩ)ݎݐ|ܬ|
߲ ෠ܲ
௜ݔ߲

) 

با دست آوریم. پس از تعیین این مشتقات را نیز به Bتوانیم مشتق به راحتی می Gبا داشتن 

  آید.دست مینسبت به متغیرهاي طراحی به K) مشتق 26-4ي (جایگذاري در رابطه

  بعديي شبه بار در حالت سهها و محاسبهحساسیت -4-2-2-5

 دست آوریم:ها را به ترتیب زیر بهتوانیم هندسه و تغییر مکانبعدي میدر حالت سه
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(39 4 )   

x
X y N P

z

 
   
  

 

(4 0 4)    U N P  

 آیند:دست میو مطابق روابط زیر به Pکه 

(4 1 4)  
 

 1,1,1  1,1,1  1,1,1  ,1,1  ,1,1  ,1,1  , ,  , ,  , ,[                  ]Tx y z x n y n z n x n m l y n m l z n m lP P P P P P P P P P    

(4 2 4)  
 

 1,1,1  1,1,1  1,1,1  ,1,1  ,1,1  ,1,1  , ,  , ,  , ,[                   ]Tu v w u n v n w n u n m l v n m l w n m lP P P P P P P P P P    

 باشند:بعدي به شکل زیر میسختی نیز همانند حالت دوتوابع پایه نربز و ماتریس 

(4 3 4 )  ഥܰ = ቎
ܴଵ,ଵ,ଵ 0 0 … ܴ௡,ଵ,ଵ 0 0 … ܴ௡,௠,௟ 0 0
0 ܴଵ,ଵ,ଵ 0 … 0 ܴ௡,ଵ,ଵ 0 … 0 ܴ௡,௠,௟ 0
0 0 ܴଵ,ଵ,ଵ … 0 0 ܴ௡,ଵ,ଵ … 0 0 ܴ௡,௠,௟

቏ 

(4 4 4)  ܭ௘ = ܤ௘∫ஐ෡ݐ
 Ω෡݀|ܬ|ܤܥ்

جایی کرنشی به، براي ماتریس جا D) در مورد ماتریس اپراتور دیفرانسیلی 36- 2ي (با توجه به معادله

 بعدي داریم:در حالت سه
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(4 5 4 )  ܤ = ܦ × ഥܰ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

߲ܴଵ,ଵ,ଵ
ݔ߲

0		 0		 …		 ߲ܴ௡,௠,௟

ݔ߲
0		 		0

0		
߲ܴଵ,ଵ,ଵ
ݕ߲

0		 …		 0		
߲ܴ௡,௠,௟

ݕ߲
		0

0			 0			
߲ܴଵ,ଵ,ଵ
ݖ߲

…		 0		 0		
߲ܴ௡,௠,௟

ݖ߲
߲ܴଵ,ଵ,ଵ
ݕ߲

߲ܴଵ,ଵ,ଵ
ݔ߲

0 …
߲ܴ௡,௠,௟

ݕ߲
߲ܴ௡,௠,௟

ݔ߲
0

0
߲ܴଵ,ଵ,ଵ
ݖ߲

߲ܴଵ,ଵ,ଵ
ݕ߲

… 0
߲ܴ௡,௠,௟

ݖ߲
߲ܴ௡,௠,௟

ݕ߲
߲ܴଵ,ଵ,ଵ
ݖ߲

0
߲ܴଵ,ଵ,ଵ
ݔ߲

… ߲ܴ௡,௠,௟

ݖ߲
0

߲ܴ௡,௠,௟

ݔ߲ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 همچنین ماتریس ژاکوبین برابر است با:

(4 6 4)  

x y z

x y zJ

x y z

  

  

  

   
    
   

     
   
    

 

 مانند قبل براي ماتریس سختی داریم:

(47 4)  ߲ܭ௘
௜ݔ߲

= )௘∫ஐ෡ݐ
்ܤ߲

௜ݔ߲
|ܬ|ܤܥ + ܥ்ܤ

ܤ߲
௜ݔ߲

|ܬ| + ܤܥ்ܤ
|ܬ|߲
௜ݔ߲

)݀Ω෡ 

 به ترتیب در این حالت برابرند با: ෠ܩو  ܩماتریس 

(4 8 4 )  ܩ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
߲ܴଵ,ଵ,ଵ
ݔ߲

… ߲ܴ௡,ଵ,ଵ
ݔ߲

…
߲ܴ௡,௠,௟

ݔ߲
߲ܴଵ,ଵ,ଵ
ݕ߲

…
߲ܴ௡,ଵ,ଵ
ݕ߲

…
߲ܴ௡,௠,௟

ݕ߲
߲ܴଵ,ଵ,ଵ
ݖ߲

… ߲ܴ௡,ଵ,ଵ
ݖ߲

…
߲ܴ௡,௠,௟

ݖ߲ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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(4 9 4)  

1,1,1 ,1,1 , ,

1,1,1 ,1,1 , ,

1,1,1 ,1,1 , ,

ˆ

n n m l

n n m l

n n m l

R R R

R R R
G

R R R

  

  

  

   
     

   
      
   

  
   

 

 به شکل زیر: Pبا تعریف 

(50 4 )  ෠ܲ = ቎
௫ܲ	ଵ,ଵ,ଵ ௫ܲ	ଶ,ଵ,ଵ … ௫ܲ	௡,ଵ,ଵ ௫ܲ	௡,ଶ,ଵ … ௫ܲ	௡,௠,௟

௬ܲ	ଵ,ଵ,ଵ ௬ܲ	ଶ,ଵ,ଵ … ௬ܲ	௡,ଵ,ଵ ௬ܲ	௡,ଶ,ଵ … ௫ܲ	௡,௠,௟

௭ܲ	ଵ,ଵ,ଵ ௭ܲ	ଶ,ଵ,ଵ … ௭ܲ	௡,ଵ,ଵ ௭ܲ	௡,ଶ,ଵ … ௭ܲ	௡,௠,௟

቏ 

  بعدي نیز به کار ببریم.) را در حالت سه38-4) و (37-4توانیم همان معادلات (می

  تحلیلیروش نیمه  -4-2-3

ي اگر در روش تحلیلی براي محاسبه k
j

P x
x




و یا   k

j

F x
x




و یا   k

j

K x
x




از تفاضل  

  تحلیلی خواهد بود.محدود استفاده شود (در روش تحلیلی) حاصل روش نیمه

بعدي تحلیل آیزوژئومتریک که در دست آمده از این فصل و فرمولبندي سهبا استفاده از نتایج به

بعدي الاستیسیته را انجام دهیم. در فصل بعد سازي مسائل سهتوانیم بهینهفصل دوم آمده است می

- سازي تعدادي مسئلهها براي بهینهنامه  از این روشسازي چند مسئله انجام شده و در این پایانبهینه

 بعدي استفاده شده است.ي سه

  الگوریتم برنامه -4-2-4

  باشد:نامه به طور خلاصه به صورت زیر میالگوریتم برنامه نوشته شده در این پایان



 

88 
 

 

  الگوریتم برنامه :1- 4شکل 
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که در قسمت مربوط به تحلیل حساسیت احتیاج داریم از توابع هدف(وزن) و قیدها(تنش) 

ر شد. ابتدا ذکهاي قبلی گیري نماییم که فرمولبندي آن در قسمتنسبت به متغیرهاي طراحی مشتق

  خواهیم داشت: 1و عمق  1با فرض وزن واحد حجم براي حالت دو بعدي  و 

(5 1 4 )  1 2W V d J d J W W        


 

(52 4 )  
1 2 1 2( )

j j j

JV J W W WW
x x x

 
   

  
   

 با جایگذاري
j

J
x



که همان مشتق تابع هدف نسبت به متغیرهاي ) 52-4(معادله ) 38-4(از معادله  

آید. براي مشتق توابع قید(تنش) نسبت به متغیرهاي  طراحی نیز با استفاده طراحی است به دست می

  داریم: )10-4(از معادله تکراري 

    ( ( ) (x )) ( ) ( )( ) ( ( ) ( ) )
k k k k k

i k k

j j j j

g x B x P B x P xC C P x B x
x x x x

   
  

  
  

)ابتدا ماتریس مرتب شده ) 37-4(که در آن با استفاده از معادله  )k

j

G x
x




محاسبه شده و سپس  

( )k

j

B x
x

 آید. براي محاسبه به دست می( )k

j

P x
x




Kنیز با استفاده از معادله تعادل   P F  و

رسیم و با می )7-4(گیري از دو طرف رابطه نسبت به متغیر طراحی و بازنویسی آن به معادله مشتق

آید. و مشتق قید نسبت به متغیرهاي طراحی نیز به دست می) 10-4(حل آن و قرار دادن در معادله 

بعدي نیز این روند براي حالت سه) 38-4(و  )37-4(هاي به طور مشابه و با استفاده از همان فرمول

  یابد. تعمیم می
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  مقدمه-5-1

تر شدن موضوع و ارزیابی میزان اثربخشی تحلیل حساسیت در جهت روشن قسمتدر این 

- چند مثال حل شده متحركهاي ها و سرعت حل و همچنین کارایی روش مجانببهینه کردن جواب

نابع مختلف موجود است تا هایی استفاده شود که در  ماست که از مثالالامکان سعی شدهحتیاند. 

  امکان مقایسه و صحت سنجی نتایج فراهم شود.

  باشد. هاي حل شده به ترتیب وزن و تنش میي مثالبع قید در کلیهتابع هدف و توا

  : تیر طره1- 5مثال 

شود. در این ارائه می] ٢٢[مثالی از مرجع  سنجی برنامه نوشته شدهبراي بررسی صحت در ابتدا

شود ي بالاي تیر وارد میاي در انتهاي آزاد تیر و در قسمت گوشهطره به همراه بار نقطه مثال یک تیر

باشد. می 1500و  15/0، 300). مقدار نیرو، ضریب پواسون و مدول الاستیسیته به ترتیب 1-5شکل (

که  باشد. نقاط کنترلی مختلفیمی 4000تابع هدف کمینه کردن وزن و تحت قید تنش فون میزس 

شود. تعداد نقاط کنترلی لینک، متغیر و ثابت می سازي شکل استفاده شده است شاملراحل بهینهم

ي دو در هر دو وسیله یک زیر دامنه نربز با مرتبه. فضاي مسئله بهباشدمی 6متغیرهاي طراحی برابر 

  باشد.می 18مدل شده است. تعداد کل نقاط کنترلی نیز برابر با جهت 

   0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1   

   0,0,0,1,1,1   
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  1-5طرح اولیه مثال  :1- 5شکل 

 

 1-5سازي مثال روند بهینه :2- 5شکل 

 

 شکل بهینه به همراه نقاط کنترلی :3- 5شکل 
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  شکل بهینه به همراه کانتورهاي تنش فون میزس :4- 5شکل 

  باشد:مذکور به شکل زیر میحال جهت مقایسه نتایج به دست آمده در مرجع 

 

  طرح بهینه به همراه شبکه کنترلی آن :5- 5شکل 
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  سازي شکل تیر طرهروند بهینه :6- 5شکل 

 

  طرح بهینه به همراه کانتورهاي تنش آن :7- 5شکل 

 14/15به هم شبیه است. وزن کمینه نیز حدود شود نتایج بسیار همانطور که مشاهده می

  آید.بدست می

  دو بعدي 1: فیلت2- 5مثال 

 96باشد. هندسه شکل با استفاده از سومین مثال ارائه شده در این فصل فیلت دوبعدي می

است. مدول الاستیسته و ضریب نقطه کنترلی مدل شده است. شکل از سه زیردامنه تشکیل شده

                                                
1Fillet 
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مت راست به انتهایی سباشد و بارگذاري تنها بر روي  لبهمی 25/0و  1500000پواسون به ترتیب 

10pمقدار   5اي به میزان است تا بار گستردهانجام شده .نقاط کنترلی متغیر بر  را ایجاد کند

تواند در راستاي قائم حرکت ) نمایش داده شده است و تنها می8- 5با استفاده از فلش بر روي شکل (

 کند.

 

 بعدياولیه مسئله فیلت دوشکل  :8- 5شکل 

 

 بعدينمایش متغیرهاي طراحی در مسئله فیلت دو: 9- 5شکل 

- 5و در شکل ( آید.) به دست می11- 5سازي طرح بهینه همانند شکل (مرحله بهینه 6پس از 

  ) شکل بهینه به همراه کانتورهاي تنش نمایش داده شده است.12



 هاي عدديمثال                                                    فصل پنجم                                       

 

96 
 

 

  بعديسازي فیلت دوروند بهینه: 10- 5شکل 

 

 بعدي به همراه نقاط کنترلیي مسئله فیلت دوشکل بهینه: 11- 5شکل 
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  بعديي فیلت دوکانتورهاي تنش فون میزس براي طرح بهینه :12- 5شکل 

  : آچار3- 5مثال 

است. با توجه به تقارن مسئله بررسی شده 8/0و با سایز بولت  10در این مثال آچاري به طول 

است ي فضاي مسئله  تنها به وسیله یک زیردامنه مدل شدهشکل اولیه است.تنها نصف آچار مدل شده

ي قائم متغیرهاي موجود بر روي مرز بالاي آچار به عنوان باشد. مولفهمی )13- 5و به صورت شکل (

ي آچار به صورت مستقیم به دست آید، چهار است. براي اینکه شکل دستهمتغیر طراحی لحاظ شده

اند. همچنین غیر از نقاط ي پنجم لینک شدهیی بر روي مرز بالاي شکل به نقطهي کنترلی انتهانقطه

اند. حداکثر مقدار روي مرز بولت و نقاط روي مرز پایینی سایر نقاط به متغیرهاي طراحی لینک شده

سازي شکل بهینهمرحله انجام عملیات  46است. پس از ي قائم نقاط طراحی دو فرض شدهبراي مولفه

ها وزن به عنوان تابع هدف و تنش فون میزس به عنوان آید. همانند سایر مثالبه دست می) 5-15(
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)استقید در نظر گرفته شده 11150)V  . 

 

  ي مسئله نصف آچارطرح اولیه :13- 5شکل 

 

  سازي مسئله آچارروند بهینه :14- 5شکل 

شود ولی براي بالا بردن دقت بعد شکل همگرا میبه  32شود از مراحل همانطور که مشاهده می

همراه کانتورهاي  شده نهایی بهایم و مدل بهینهمرحله دیگر نیز ادامه داده 14سازي را تا مراحل بهینه

  نمایش داده شده است.) 16-5تنش فون میزس در شکل (
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 ي مسئله آچار به همراه نقاط کنترلیطرح بهینه: 15- 5شکل 

 

 ي سر آچارنماي نزدیک از شکل بهینه :16- 5شکل 
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  ي مسئله آچارطرح بهینهکانتورهاي تنش براي : 17- 5شکل 

  : تیر دو سر گیردار سه بعدي4- 5مثال 

شده ابتدا یک مثال هاي سه بعدي نیز براي بررسی صحت سنجی برنامه نوشته در قسمت مثال

بعدي با سطح تیر دو سر گیردار سهشود. این مثال شامل یک بررسی و مقایسه می سه بعدي حل،

باشد. تعداد کل می 3و  1، 15. طول، عرض و ارتفاع تیر به ترتیب خواهد بودي مستطیلی مقطع اولیه

شده  در نظر گرفته 3/0و  1500، 330نقاط کنترلی، مدول الاستیسیته و ضریب پواسون به ترتیب 

بر روي نقاط کنترلی میانی بالاي  واحد100 و به مقدار) 18-5است. بار یکنواخت قائمی طبق شکل (

در راستاي محور طولی  600 ي به مقدارحداکثر . وزن به عنوان تابع هدف و تنشگردداعمال میتیر 

x  نشان داده شده ) 18- 5متغیر و لینک در شکل (شود. نقاط کنترلی ثابت، قید فرض  میبه عنوان

حرکت کنند و ما بقی نقاط  yتوانند در راستاي تیر میاست. تمام نقاط کنترلی در وجه جلو و عقب 

شود. بردارهاي باشد. فضاي مسئله از یک زیردامنه با مرتبه دو در هر سه جهت تشکیل میثابت می



 هاي عدديمثال                                                    فصل پنجم                                       

 

101 
 

  :استگرهی نیز به شرح زیر 

   0,0,0,0,0.1,0.2,0.4,0.5,0.6,0.8,0.9,1,1,1,1   

   0,0,0,1,1,1   

   0,0,0,0.1,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.9,1,1,1 .  

 

  طرح اولیه مسئله تیر دو سر گیردار سه بعدي :18- 5شکل 

 

 

 بعديسازي تیر سهروند بهینه :19- 5شکل 
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 به همراه شبکه کنترلی بعديبراي طرح بهینه تیر سه xکانتورهاي تنش محوري :20- 5شکل 

 

  بعدي از نماهاي مختلفکانتورهاي تنش براي طرح بهینه تیر سه :21- 5شکل 
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  .]26[باشد که براي مقایسه آورده شده استنتایج حاصل از تحلیل در مثال مرجع به شکل زیر می  

 

  سازيطرح بهینه به همراه روند بهینه :22- 5شکل 

 شود نتایج بسیار به هم نزدیک است.همانطور که مشاهده می

 سه بعدي1: فیلت5- 5مثال 

- دلیل تقارن تنها نصف شکل را مدل کردهاست. به در این مثال یک فیلت سه بعدي مدل شده

ها یکسان و در سه جهت به است. درجات تمامی زیر دامنهتشکیل شده 2ایم. کل شکل از سه زیردامنه

است و باشد. بارگذاري بر روي قسمت بالایی شکل (زیردامنه اول) اعمال شدهترتیب دو، یک و دو می

و بر روي نقاط کنترلی وسط  2000شی و به مقدار به نحوي است که محل اعمال بارها به صورت کش

 5باشد (زیر دامنه اول شامل سه تراز ارتفاعی است). متغیرهاي طراحی هر تراز از زیردامنه مذکور می

- 5اند ( شکل نقطه کنترلی نشان داده شده بر روي زیر دامنه دوم است که به صورت مورب قرار گرفته

 در این مثال اند.ی در زیر دامنه دوم به متغیرهاي طراحی متصل شده. سایر نقاط کنترلی پیرامون)23

  به عنوان قید در نظر گرفته شده است. 525و به مقدار  zتنش محوري  نیز وزن به عنوان تابع هدف و 

                                                
1Fillet 
2Patch 
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  ي نصف فیلت به همراه متغیرهاي طراحی و بارهاي اعمالیشکل اولیه :23- 5شکل 

 شود.سازي جواب همگرا میمرحله بهینه 13از شود پس همانطور که مشاهده می

 

  بعديسازي فیلت سهروند بهینه :24- 5شکل 
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  بعدي به همراه کانتورهاي تنش و شبکه کنترلیطرح نهایی فیلت سه: 25- 5شکل 

 

بعدي از نماهاي مختلفطرح نهایی فیلت سه: 26- 5شکل 



 

 
 

  

  

  

  

  

  

  فصل ششم

  نتایج و پیشنهادات
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  مقدمه-6-1

هاي مناسب براي آن و همچنین آنالیز سازي شکل و روشتحلیل آیزوژئومتریک، بهینهروش 

هایی براي حساسیت به تفصیل در فصول قبل مورد بررسی قرار گرفت. در فصل پنجم نیز مثال

شد. در پایان نتایج حاصل از این پژوهش به  سنجی و کارایی روش مورد استفاده نشان دادهصحت

  گردد.و همچنین پیشنهاداتی نیز براي مطالعات بعدي ارائه می صورت خلاصه ذکر

  بندي و نتایججمع-6-2

 اي اي مشابههاي عددي دیگر از مبانی پایهدر روش آیزوژئومتریک نیز مانند سایر روش

 شود.مفهوم آیزوپارامتریک استفاده می

 ط کنترلی پذیري بالاي نربزها در تقریب توابع مجهول سبب کاهش تعداد نقاانعطاف

براي رسیدن به جواب قابل قبول و در نهایت کاهش حجم محاسبات نسبت به روش 

شود. این عدم نیاز به تعداد زیاد نقاط کنترلی براي تولید هندسه و اجزاي محدود می

تقریب توابع مجهول، سرعت محاسبات را در روش آیزوژئومتریک به طور قابل 

 دهد.اي افزایش میملاحظه

 لزوما بر هندسه و  ،(مجهولات مسئله) یزوژئومتریک نقاط کنترلی سطوح حلدر روش آ

ي کنترلی و فیزیکی در این فیزیک حل منطبق نیستند و بنابراین دو مفهوم شبکه

کنند که این شبکه در روش مطرح است. نقاط کنترلی، شبکه کنترلی را ایجاد می

بعدي شامل اعضاي شش مسائل دوبعدي شامل اعضاي چهارضلعی و در مسائل سه

شوند. این فرآیند سبب وجهی است. نقاط کنترلی توسط این شبکه درونیابی می

 شود.هاي پیچیده میپذیري نربزها در مدل کردن هندسهانعطاف
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 توان به موارد زیر اشاره کرد:از نتایج سایر فصول نیز می

 وش نامه رسازي در این پایانهاي موجود براي بهینهاز بین روشMMA انتخاب شده -

ي گرادیان است و از مشتقات حساسیت هاي بر پایهکه جزء روشاست. با توجه به این

 هاي مشابه بالاتر است.کند سرعت همگرایی در آن نسبت به روشاستفاده می

  سرعت همگرایی در روشMMA توان آن قابل تنظیم است و بنا به شرایط مسئله می

را به شکل دلخواه تغییر داد. و گاهی نیز در صورت مناسب نبودن پارامتر قابل تغییر در 

MMA  شود.باعث عدم همگرایی در مسئله می 

  پیشنهادات-6-3

  تواند مفید باشد:شود که میدر ادامه براي تحقیقات آتی به چند موضوع اشاره می

  ها مناسب بین آن مقادیر بردار گرهی و فاصلهپیدا کردن روندي سیستماتیک براي انتخاب

 هاي مختلف که در نتیجه حل و شکل خروجی آن تاثیرگذار خواهد بود.براي مثال

 شوند و یافتن مقایر و جاي مناسب بارهاي اعمالی به سازه که عموما به نقاط کنترلی وارد می

 شود.گاهی خود باعث ایجاد دردسر می

 ها در زمانی که تنش به عنوان و در نهایت تعیین روشی براي انتخاب تعداد نقاط مناسب قید

گردد.قید منظور می
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  پیوست
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  راهنماي برنامه کامپیوتري

نامه توضیح و چگونگی وارد نمودن فایل در این پیوست برنامه نوشته شده در راستاي پایان

  شود.می بیانورودي 

باشد. قسمت اول برنامه با هدف تحلیل به می 1برنامه نوشته شده به زبان برنامه نویسی فرترن

نویسی شده است. قسمت دوم برنامه کدباشد و توسط دکتر سید مهدي توکلی یک میروش آیزوژئومتر

به منظور انجام  3از موسسه فناوري رویال سوئد 2هایی هستند که توسط پرفسور کریستر سونبرگکد

سازي نوشته شده است. و در نهایت قسمت سوم برنامه مربوط به محاسبات آنالیز عملیات بهینه

هایت و قسمت مشترك آن توسط آقاي مهندس جدید الاسلام طراحی و در ن باشدحساسیت  می

توسط اینجانب برنامه نویسی  ،هستند قسمت نهایی آن که مشتقات قیدها نسبت به متغیرهاي طراحی

  شده  است.

  اند از:قسمت اصلی تشکیل شده است که به ترتیب عبارت 4برنامه از 

 ورود اطلاعات 

 عملیات تحلیل 

  حساسیتتحلیل 

 روش سازي با عملیات بهینهMMA 

  فایل ورودي

  اي از این فایل آورده شده است:جهت آشنایی با نحوه وارد کردن اطلاعات مسئله، نمونه

                                                
1Fortran 
2Krister Svanberg 
3Royal Institute of Technology 
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Example 2- cantilever beam 

npach,ntctp,ndime,nvfix,nmats,nsolv 

  1    18    2     3     1     1  

noptim,nlnkv, vonm 

  1     0      4000 

Coordinates 

1 0 -1 0 1  

2 2 -1 0 1  

3 4 -1 0 1  

4 6 -1 0 1  

5 8 -1 0 1  

6 10 -1 0 1 

7 0 0 0 1  

8 2 0 0 1  

9 4 0 0 1  

10 6 0 0 1  

11 8 0 0 1  

12 10 0 0 1  

13 0 1 0 1  

14 2 1 0 1  

15 4 1 0 1  

16 6 1 0 1  

17 8 1 0 1  

18 10 1 0 1  

patch conectivity - no. doapx  nokntx  doapy noknty  

1 2 8 2 5 1 7 13 2 8 14 3 9 15 4 10 16 5 11 17 6 12 18  

knot vectors 

1 0 0 0 0.25 0.5 0.75 1 1 1 

1 0 0 0 1 1 1 

Boundary conditions 

1     1    1 

7     1    1 



 راهنماي برنامه کامپیوتري                                            پیوست                                       
 

112 
 

13    1    1 

material properties 

1 1500 0.15 

loading 

1 

load values 

18  0  -300 

ndesv 

6 

1 1 2 -1.5 0.5 

2 2 2 -1.5 0.5 

3 3 2 -1.5 0.5 

4 4 2 -1.5 0.5 

5 5 2 -1.5 0.5 

6 6 2 -1.5 0.5 

nlinv 

6 

1 7 2 1 0.5 0.5 

2 8 2 2 0.5 0.5 

3 9 2 3 0.5 0.5 

4 10 2 4 0.5 0.5 

5 11 2 5 0.5 0.5 

6 12 2 6 0.5 0.5 

 آن ورودي شماره و نام مثال جهت راهنمایی کاربر نوشته شده است. پس ازدر خط اول فایل 

ها، تعداد کل نقاط کنترلی، تعداد بعد، تعداد نقاط کنترلی ثابت، تعداد مصالح به ترتیب تعداد زیردامنه

  شود.ها مشخص میو تعداد حل کننده

کردن عدد صفر تنها تحلیل شود که در صورت وارد سازي وارد میي بهینهدر قسمت بعد شماره

گیرد. پس از آن نوع ارتباط سازي نیز صورت میشود و اگر عدد یک وارد شود عملیات بهینهانجام می

شود و قسمت بعدي مقدار قید را که در اینجا بین متغیرهاي طراحی و متغیرهاي لینک مشخص می
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  کنیم.معمولا تنش فون میزس است وارد می

در قسمت  و ها وارد شود.ی  مختصات نقاط کنترلی و وزن مربوط به آندر مرحله بعدي بایست

patch connectivity شود.ي نقاط کنترلی آن وارد میها به ترتیب شمارهبراي هر یک از زیر دامنه  

 Boundaryشود. ها مشخص میبردارهاي گرهی هر بعد از زیردامنه knot vectorsدر قسمت 

condition  ها است که اگر راستاي هر گره یک باشد یعنی در آن باز یا بسته بودن گرهنیز مربوط به

  راستا بسته و اگر صفر باشد به معنی باز بودن گره در آن راستا است.

باشد. در براي وارد کردن مدول الاستیسیته و ضریب پواسون می material propertiesبخش 

پس از شود. محل اعمال نیروهاي گرهی مشخص می نام دارد تعداد، مقدار و loadingقسمت بعد که 

اند به همراه شماره نقاط کنترلی که به عنوان متغیر طراحی در نظر گرفته شده ndesvآن و در قسمت 

  شود.ها مشخص میحدود تغییرات آن

باشد مشخصات نقاط کنترلی که به متغیرهاي طراحی می nlnkvو در انتها نیز که همان بخش 

  شود.است وارد می ها که فقط به صورت خطی تعریف شدهاند و ضرایب وابستگی آنلینک شده
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Abstract 

Optimum boundaries of two and three-dimensional elastic structures are 

sought. Weight of structure and stress limitations are considered as objective and 

constraints of the optimization problem, respectively. There are three types of 

optimization methods in literature called mathematical, optimality criteria and 

metaheuristic based approaches. In this research, the Method of Moving Asymptotes 

(MMA) which is from mathematical based approaches is utilized to deal with shape 

optimization problem. Since derivatives of objective and constraints functions are 

needed in MMA, sensitivity analysis forms part of this research and an analytical 

approach is developed for this purpose.  

The IsoGeometric Analysis (IGA) method is employed for structural analysis. In 

this method unknown function (deformation) is approximated by Non-Uniform 

Rational B-Splines (NURBS) basis functions which are also used for creating 

geometry of the structure. Consequently, by changing the position of control points of 

NURBS, the geometry and the analysis model will change, simultaneously. Therefore, 

there is no need to regenerate the analysis model during the optimization iterations, 

which is the case when the Finite Element (FE) method is used as the analysis 

engine.        

In order to verify the derived sensitivity equations, demonstrate the ability of 

MMA in solving shape optimization problems and check the code written in this 

thesis, several two and three dimensional illustrative examples are presented and the 

results are compared with other optimization methods, reported in relevant 

references, such as Sequential Quadratic Programming (SQP) method. 

Key Words: Structural Shape Optimization, MMA, Isogeometric Analysis. 
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