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اساتيد گرانقدر خود كه در اين مسير دلسوزانه در ابتداي اين تحقيق برخود لازم دانسته تا از زحمات 

 تشكر نمايم. نمودندمرا ياري 

علم و تجربه خويش را در كه خالصانه  دكتر بهروز حسنيآقاي  ،اخلاق علم ومعلم با تقدير فراوان از 

 اند.قسمتهاي تاريك اين تحقيق بودهقرار داده و همچون شمعي روشنگر اين حقير در  بندهاختيار 

و با  روشنگر راهم در تنظيم اين پايان نامه بودهكه  دكتر سيد مهدي توكلي آقايبا سپاس فراوان از 

 .كردزحماتش را هرگز فراموش نخواهم  اندكردهمرا مديون خود يشان محبتها

هاي اين مزاحمتدكتر رضا نادري كه با بردباري و دلسوزي فراوان  آقايبا تشكر و سپاس فراوان از 

 اند.وده و پاسخگوي سوالات بنده بودهمحقير را تحمل ن

 

 بنده ��ر ��ابا�م � ���ش دا�م ا�ت 

  ستور� ��ف ��خ و زا�د گاه �ست و گاه ن� 
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 عمران دانشكده سازه -عمرانرشته  كارشناسي ارشددانشجوي دوره  مهدي ارديانياينجانب 

روش ه تحليل غير خطي هندسي سازه ب دانشگاه صنعتي شاهرود نويسنده پايان نامه

دكتر بهروز حسني و دكتر سيد  راهنمائيتحت  كرنش مسطح-در مسائل تنش ژئومتريكوايز

 متعهد مي شوم .مهدي توكلي 

 توسط اينجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است . تحقيقات در اين پايان نامه •

 در استفاده از نتايج پژوهشهاي محققان ديگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است . •

ود يا فرد ديگري براي دريافت هيچ نوع مدرك يا امتيازي در هيچ جا ارائه تاكنون توسط خ مطالب مندرج در پايان نامه •

 نشده است .

دانشگاه صنعتي شاهرود « باشد و مقالات مستخرج با نام تعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود ميكليه حقوق معنوي اين اثر م  •

 به چاپ خواهد رسيد .»  Shahrood  University  of  Technology« و يا » 

 پايان نامه تأثيرگذار بوده اند در مقالات مستخرج از ن نتايح اصلي پايان نامهحقوق معنوي تمام افرادي كه در به دست آمد •

 گردد.رعايت مي

يا بافتهاي آنها ) استفاده شده است ضوابط و اصول  در كليه مراحل انجام اين پايان نامه ، در مواردي كه از موجود زنده ( •

 شده است .اخلاقي رعايت 

در كليه مراحل انجام اين پايان نامه، در مواردي كه به حوزه اطلاعات شخصي افراد دسترسي يافته يا استفاده شده است  •

   اصل رازداري ، ضوابط و اصول اخلاق انساني رعايت شده است .

                                  تاريخ                                                                                                                        

 امضاي دانشجو
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 مالكيت نتايج و حق نشر

، برنامه هاي رايانه اي ، نرم افزار ها و كليه حقوق معنوي اين اثر و محصولات آن (مقالات مستخرج ، كتاب •
در باشد . اين مطلب بايد به نحو مقتضي تجهيزات ساخته شده است ) متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي

 توليدات علمي مربوطه ذكر شود .

 .باشدبدون ذكر مرجع مجاز نمي استفاده از اطلاعات و نتايج موجود در پايان نامه•

 

 تعهد نامه
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 چكيده:

بندي مسائل غيرخطي الاستيك بر پايه روش فرمول مبتني بر در اين تحقيق مفاهيم مطرح شده

سينماتيك ذرات اشاره شده و روابط اي از مرور خلاصهبدين منظور به  .باشدميتحليلي ايزوژئومتريك 

پرداخته شده بندي مصالح هايپرالاستيسيته فرمولدر ادامه به  .شودمربوط به تعادل بررسي و ارائه مي

سازي آن جهت استفاده از روش حل بر مبناي تكرار و ضمن بيان معادله تعادل حاكم بر مسئله، خطي

ضمن اشاره به  با توجه به استفاده از روش تحليل ايزوژئومتريكرافسون انجام گرفته است.  -نيوتن

سازي شده هايپرالاستيسيته توسط توابع روش، توابع مجهول و هندسه در مسائل خطياين مفهوم 

 در تحليل ايني الگوريتم وكارائي تجهت سهول .شوندسازي ميگسسته متغيرهاي كنترليپايه و 

نتايج روش اجزاي محدود و روش ايزوژئومتريك در مسائل در ادامه  و دسته از مسائل پيشنهاد شده

، تعداد تقسيمات بار  ،تاثير تعداد نقاط گوسيو سپس به بررسي  با يكديگر مقايسه هايپرالاستيسيته

در همگرايي جواب  بحث در انواع مواد تراكم ناپذير مختلف و  كرنشي حجمي توابع انرژياستفاده از 

 .پرداخته شده است

 ، هايپرالاستيسيتهتوابع پايه، نربزتحليل ايزوژئومتريك، كلمات كليدي: 
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 فهرست مطالب

 1 ......................................................................................................... اول فصل

 1 .................................................................................................. اتيكل و مقدمه

 2 ........................................................................................ :موضوع خچهيتار -1-1

 6 ............................................................................:نامه انيپا اهداف و اتيفرض -1-2
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 8 ........................................................................................................ دوم فصل
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 20 ........................................................................ :تعادل ليفرانسيد معادلات -2-2-2

 22 ................................................................................... :يمجاز كار اصل -2-2-3

 22 ............................................................................. :رشهفيك تنش تانسور -2-2-4

 23 ................................................................ :هياول رشهفيك-ولايپ تنش تانسور -2-2-5

 23 ............................................................... :هيثانو رشهفيك-ولايپ تنش تانسور -2-2-6

 24 .......................................................... :تنش تانسور يفشردگ و يانحراف مولفه -2-2-7

 25 ...................................................................................... :هايپرالاستيسيته -2-3

 26 ................................................................................. :تهيسيالاست تانسور -2-3-1

 26 ........................................................ :مادي اي يلاگرانژ تهيسيالاست تانسور -2-3-1-1

 27 ......................................................... :ييفضا اي يلرياو تهيسيالاست تانسور -2-3-1-2

 28 ..................................................................... :هايپرالاستيسيته كيزوتروپيا -2-3-2

 29 ................................................................................... :مواد انواع فيتعر -2-3-3

 29 ..................................................................... :ريپذ تراكم هوك -وين مواد: 2-3-3-1

 30 .................................................................. :ريناپذ تراكم هوك -وين مواد -2-3-3-2

 32 ............................................. :يريناپذ تراكم به كينزد هايپرالاستيسيته مواد -2-3-3-3

 32 ...................................................... :ياصل يراستا در هايپرالاستيسيته مواد -2-3-3-4

 33 .................................................................. :مسطح كرنش و تنش مسائل -2-3-3-5

 34 ....................................................................... :تعادل معادلات يسازيخط -2-3-4
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 38 ...................................................................................................... سوم فصل

 38 .................................. يهندس يرخطيغ مسائل ليتحل در كيزوژئومتريا روش يبند فرمول

 39 ....................................................................... :كيزوژئومتريا ليتحل شناخت -3-1

 45 ................................................. :هايپرالاستيسيته مسائل در كيزوژئومتريا ليتحل -3-2

 45 ..................................................................... :وستهيپ طيمح يساز گسسته-3-2-1

 48 ........................... :كيومترئزوژيا روش مفهوم به توجه با تعادل معادله يسازيخط-3-2-1-1

 50 .. :كيومترئزوژيا روش مفهوم به توجه با شده يسازيخط تعادل معادله  يساز گسسته -3-2-1-2

 53 ............................. :هايپرالاستيسيته مسائل در كيزوژئومتريا ليتحل روش تميالگور -3-2-2
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 68 ............................................. :يخارج فشار تحت ناقص مخروط مين يساز مدل -4-2-1
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 79 ............................................................ :چشيپ اثر تحت طره ريت يساز مدل -4-2-5

 81 ................................................ :كشش و برش اثر تحت دهيخم ريت يساز مدل -4-2-6

 85 ............................. :صفحه مركز در بار اثر تحت زيخ شيپ يدارا صفحه يساز مدل -4-2-7
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 فهرست اشكال

 

 9 ................................................... ريپذ شكل رييتغ جسم كي حركت يكل انيب: 1-2شكل

 11 .......................................................... ذرات يگيهمسا در حركت يكل انيب: 2-2 شكل

 14 .............................................................. شكل رييتغ انيگراد يقطب هيتجز: 3-2شكل

 N ................................ 19 نرمال بردار به توجه با صفحه يرو بر يكوش تنش بردار: 4-2 شكل

 20 .................................................... راستا هر در يكوش تنش تانسور يهامولفه: 5-2شكل

 20 ............................................................................................. تعادل:  6-2شكل

 39 ........................ يكنترل نقاط و نياسپلا -ب هيپا توابع لهيوس به سطح يساز مدل: 1-3 شكل

 46 ....................... يكنترل يرهايمتغ و هيپا توابع به ليتحل مورد مسئله يساز وابسته: 2-3 شكل

 47 ............................................................. كيپارامتر يفضا و يكيزيف يفضا: 3-3 شكل

 52 .................................. الگو يفضا و كيپارامتر يفضا ،يكيزيف يفضا نيب انتقال: 4-3 شكل

 55 ........................... هايپرالاستيسيته مسائل در كيزوژئومتريا ليتحل روش تميالگور: 5-3 شكل

 روش در يكنترل شبكه)ب( يمرز طيشرا و يبارگذار هندسه،) الف( 1-1-4مسئله فيتعر: 1-4 شكل

 58 ............................................... محدود ياجزا روش در هياول يبند مش)ج( كيزوژئومتريا

 يكنترل شبكه همراه به كيزوژئومتريا روش در Zيراستا در ييجابجا كانتور)الف: (2-4شكل

 Xيراستا در ييجابجا كانتور)ج( محدود ياجزا روش در Zيراستا در ييجابجا كانتور) ب( افتهيرييتغ

 روش در Xيراستا در ييجابجا كانتور) د( افتهيرييتغ يكنترل شبكه همراه به كيزوژئومتريا روش در

 يكنترل شبكه همراه به كيزوژئومتريا روش در Yيراستا در ييجابجا كانتور)ه( محدود ياجزا

 نقطه در يجابجائ -بار نمودار) ز( محدود ياجزا روش در Yيراستا در ييجابجا كانتور) و( افتهيرييتغ
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 60 ....................................................................................................... بار اعمال

 روش در يكنترل شبكه)ب( يمرز طيشرا و يبارگذار هندسه،) الف( 2-1-4مسئله فيتعر: 3-4 شكل

 62 ............................................... محدود ياجزا روش در هياول يبند مش)ج( كيزوژئومتريا

 يكنترل شبكه همراه به كيزوژئومتريا روش در Zيراستا در ييجابجا كانتور)الف: (4-4شكل

 Xيراستا در ييجابجا كانتور)ج( محدود ياجزا روش در Zيراستا در ييجابجا كانتور) ب( افتهيرييتغ

 روش در Xيراستا در ييجابجا كانتور) د( افتهيرييتغ يكنترل شبكه همراه به كيزوژئومتريا روش در

 يكنترل شبكه همراه به كيزوژئومتريا روش در Yيراستا در ييجابجا كانتور)ه( محدود ياجزا

 63 ................................... محدود ياجزا روش در Yيراستا در ييجابجا كانتور) و( افتهيرييتغ

 روش در يكنترل شبكه)ب( يمرز طيشرا و يبارگذار هندسه،) الف(  3-1-4مسئله فيتعر: 5-4 شكل

 65 ............................................... محدود ياجزا روش در هياول يبند مش)ج( كيزوژئومتريا

 يكنترل شبكه همراه به كيزوژئومتريا روش در Zيراستا در ييجابجا كانتور)الف: (6-4شكل

 Xيراستا در ييجابجا كانتور)ج( محدود ياجزا روش در Zيراستا در ييجابجا كانتور) ب( افتهيرييتغ

 روش در Xيراستا در ييجابجا كانتور) د( افتهيرييتغ يكنترل شبكه همراه به كيزوژئومتريا روش در

 يكنترل شبكه همراه به كيزوژئومتريا روش در Yيراستا در ييجابجا كانتور)ه( محدود ياجزا

 66 ................................... محدود ياجزا روش در Yيراستا در ييجابجا كانتور) و( افتهيرييتغ

 مرحله 100 در يبارگذار كيزوژئومتريا روش)الف(  Y يراستا در ييجابجا -بار يمنحن:  7-4شكل

 67 مرحله 1000 در يبارگدار محدود ياجرا روش)ج( مرحله 50 در يبارگذار كيزوژئومتريا روش)ب(

 روش در يكنترل شبكه)ب( يمرز طيشرا و يبارگذار هندسه،) الف( 1-2-4مسئله فيتعر: 8-4 شكل

 69 .................................................................................................. كيزوژئومتريا

) ج( يگوس نقطه 64 با YY تنش كانتور) ب( يگوس نقطه 27 با YY تنش كانتور)الف: (9-4شكل
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 64 با تنش كانتور) ه( يگوس نقطه 27 با XX تنش كانتور)د( يگوس نقطه 216 با YY تنش كانتور

 همراه به يگوس نقطه 27 با XZ تنش كانتور)ز( يگوس نقطه 216 با XX تنش كانتور) و( يگوس نقطه

 افتهيرييتغ يكنترل شبكه همراه به يگوس نقطه 64 با XZ تنش كانتور) ح( افتهيرييتغ يكنترل شبكه

 71 .......................... افتهيرييتغ يكنترل شبكه همراه به يگوس نقطه 216 با XZ تنش كانتور) ط(

 روش در يكنترل شبكه)ب( يمرز طيشرا و يبارگذار هندسه،) الف( 2-2-4مسئله فيتعر: 10-4 شكل

 72 .................................................................................................. كيزوژئومتريا

 تقسمات تعداد با XY تنش كانتور) ب( 10=بار تقسمات تعداد با XY تنش كانتور) الف: (11-4 شكل

 100= بار تقسمات تعداد با XY تنش كانتور) د(  50=بار تقسمات تعداد با XY تنش كانتور) ج( 20=بار

 73 .......................................................................... افتهيرييتغ يكنترل شبكه همراه به

 74 ....................................................... بار اعمال نقطه در يجابجائ-بار نمودار: 12-4 شكل

 در يكنترل شبكه)ب( يمرز طيشرا و يبارگذار هندسه،) الف(  3-2-4مسئله فيتعر: 13-4 شكل

 75 ........................................................................................... كيزوژئومتريا روش

 همراه به XZ تنش كانتور )ب( افتهيرييتغ يكنترل شبكه همراه به XX تنش كانتور )الف: (14-4 شكل

 ZZ تنش كانتور )د( افتهيرييتغ يكنترل شبكه همراه به YY تنش كانتور )ج( افتهيرييتغ يكنترل شبكه

 76 .......................................................................... افتهيرييتغ يكنترل شبكه همراه به

 تابع سبز، دوم تابع قرمز، اول تابع حجم، راتييتغ نسبت به يحجم يكرنش يانرژ نمودار: 15-4شكل
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 :موضوع تاريخچه -1-1

اند. از جمله پيشنهاد شده و توسعه يافته هاهاي اخير براي تحليل سازهروشهاي مختلف عددي در دهه

0Fتوان به ترتيب شكل گيري، به روشهاي تفاضل محدودمهمترين اين روشها مي

1F، اجزاي محدود1

و  2

2Fروشهاي موسوم به روشهاي بدون مش دسته

توان گفت كه اين تر ميبه عبارت كلي اشاره كرد. 3

بر تحليل سازه در بسياري از مسائل لات ديفرانسيل جزئي بوده و علاوه معاد روشها، روشهاي حل

انتشار امواج مانند حل معادلات حاكم بر مسائل انتقال حرارت، مكانيك سيالات، الكتريسيته،  مهندسي

روزه روش اجزاي محدود بعنوان روشي قدرتمند در در اين ميان، ام .]2-1[ روندو غيره بكار مي

بسياري از علوم مهندسي شناخته شده و با استفاده از آن نرم افزارهاي مختلفي نوشته شده است كه 

شكل گرفت بطوريكه در انتهاي اين  1960تا  1950اين روش در دهه  ند.كاربرد فراوان دار در صنعت

3Fد نسترنماننهاي كامپيوتري تجاري دهه برنامه

4Fو آسكا 4

و غيره بوجود آمدند. اين روش در طي  5

ه يافته و همچنين با ادغام آن با روشهاي تفاضل محدود و بدون مش بسياري از عساليان گذشته توس

 ].3[ محاسباتي مرتفع گرديده است مشكلات دانشمندان مكانيك

5Fتوابع پيوسته تكه گيري ازبهرهاجزاي محدود با  مشابهروشي  تلاشها در اين زمينه نخستيناز 

 بر روي 6

6Fتوسط كورانت باشد كهمي ناحيه مثلثي شكل

رياضيات  اي در زمينههدر مقال 1943در سال  ]4[ 7

7Fترنر مقالاتتوان در را مي ايده اصلي روش اجزاي محدود كاربردي مطرح شد.

8F، كلاف8

9F، مارتين9

10 ،

10Fتاپپ

11F، ارگريس]5[ 11

12Fو كلسي 12

كتاب  .نام اين روش را اجزاي محدود ناميدكلاف  مشاهده نمود. ]6[ 13

                                                 
1 Finite Differential Method 
2 Finite Element Method 
3 Meshless Method 
4 NASTARAN 
5 ASKA 
6 Piecewise Continuous Functions 
7 Courant 
8 Turner 
9 Clough 
10 Martin 
11 Topp 
12 Argyris 
13 Kelsey 



3 
 

13Fپرزميننسكي

14Fزينكوويچتحقيقات  وشن نمود و كاربرد روش فوق را در مسائل تحليل تنش ر ]7[ 1

و  2

15Fچيونگ

 باعث گسترش روش اجزاي محدود در بسياري از علوم مهندسي گشت. ]8[ 3

د كه از مهمترين آنها نباشمياين روشها داراي نقاط ضعفي نيز  اين پيشرفت قابله ملاحظه، عليرغم

به نحوه تعريف مرزهاي هندسي اشاره كرد. در روش اجزاي محدود با توجه به تقريب هندسه، توان مي

و در برخي از مسائل پيچيده به  نزديك شدن به هندسه واقعي كاملا وابسته به نحوه شبكه بندي است

به ، اع شرايط مرزي در اين روشهاناقلحاظ هندسي، رسيدن به آن بسيار مشكل است. همچنين 

 مواجه است. از طرف ديگر بهبود حل، چه به لحاظ يبا مشكلات ،خصوص در روشهاي بدون مش

شود كه در نهايت تقريب هندسه و يا متغيرهاي مجهول، منجر به ايجاد تغييرات در شبكه بندي مي

در  بر اين روش اجزاي محدود علاوه گردد.سبب افزايش تعداد معادلات و بالا رفتن زمان حل مي

تواند هزينه طرح را به مراتب افزايش مسائلي كه نيازمند مش بندي مجدد در فرآيند حل است مي

دهد كه توليد شبكه در صنايعي چون اتومبيل سازي، هوافضا و كشتي سازي تحقيقات نشان مي د.هد

 ].3[ دهددرصد زمان تحليل را به خود اختصاص مي 80بيش از 

16Fهاي بزرگشكل بسياري از مسائل مهندسي در نظر گرفتن تغيير در

در محدوده رفتار خطي مواد  4

باشد. با توجه به جهت طراحي ايمن، بهينه و استفاده حداكثري از قابليت مصالح، حائز اهميت مي

سازي رفتار صحيح مصالح كرنش جهت مدل -رابطه خطي تنش رفتار غيرخطي در ناحيه الاستيك،

17Fتابع انرژي كرنشي ذخيره شدهند بازنگري است. در اين دسته از مسائل مقادير تنش نسبت به نيازم

5 

 -هاي حل عددي مانند نيوتنسازي روابط جهت استفاده از الگوريتمشود كه نيازمند خطيتعريف مي

18Fرافسون

] با استفاده از 9[ اولين بار حل مسائل غيرخطي الاستيك توسط ترنر و همكارانشباشد. مي 6

 انجام شد. 1960روش اجزاي محدود در سال 

                                                 
1 Przemieniencki 
2 Zienkiewinc 
3 Cheung 
4 Large Deformation 
5 Stored Strain Energy Function 
6 Newton-Raphson Iteration  
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19Fتوان به حل مسئله كمانش توسط كاپوراز جمله تحقيقات اوليه در اين زمينه مي

، 1966] در سال10[1

20Fكالاگر

21F] و هولاند11-12) [1967( 2

] بر پايه روش اجزاي محدود اشاره كرد. فرآيند 13) [1969( 3

) 1964-1965( ] و ارگريس9) [1960مرحله توسط ترنر و همكاران (اعمال تدريجي بار در چندين 

رافسون توسط  -مطرح و در ادامه تحقيقات استفاده از روش حل بر مبناي تكرار نيوتن ]14-15[

22Fاُدن

23F]، مالت16) [1967(4

24Fو ماركل 5

25F]، هايسر18) [1969] پيشنهاد گرديد. ادُن(17) [1968(6

و  7

رافسون را بهبود بخشيده و بربيا و  -روش نيوتن ]20) [1971زينكوويچ (] و 19) [1971همكاران (

26Fكونر

] مفهوم اعمال تدريجي بار و ايجاد همگرايي در هر مرحله افزايش بار را معرفي 21) [1969(8

] پيشنهاد 25-22نمودند. براي آشنايي با مفاهيم بنيادي روشهاي غيرخطي مصالح و هندسي مراجع [

  گردند.مي

پيشرفتهاي  1980تا  1970شكل گيري روش اجزاي محدود و بين سالهاي  تقريبا يك دهه پس از 

27Fسازي هندسه و يا طراحي به كمك كامپيوترچشمگيري در علم مدل

-هندسه كه در آن انجام گرديد 9

28Fاسپلاين -هاي پيچيده با استفاده از توابع پايه ب

29Fو يا انواع ارتقاء يافته آن نظير نربز 10

- -و ت 11

30Fاسپلاين

سازي هندسه امروزه به گمان بسياري از دانشمندان مدل ].27-26[ گرددميسازي مدل 12

با توجه به اينكه تحليل بر بناي هندسه استوار  باشد.داراي صنعت بسيار بزرگتري نسبت به تحليل مي

استفاده از  .نمايدتواند كمك شاياني به تحليل در رفع نقاط ضعف آن است استفاده از اين پيشرفتها مي

سازي هندسه و تقريب تابع مجهول مسائل مهندسي نخستين بار توسط هيوز و اين توابع پايه در مدل

                                                 
1 Kapur 
2 Gallager 
3 Holland 
4 Oden 
5 Mallet 
6 Marcal 
7 Haisler 
8 Brebbia & Connor 
9 Computer Aided Design(CAD) 
10 B-Spline 
11 NURBS(Non Uniform Rational B- Spilines) 
12 T-Spline 
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31Fهمكارانش

32Fبا نام روش تحليلي ايزوژئومتريك 1

نام اين روش ]. 28پيشنهاد گرديد [ 2005در سال  2

33Fبرگرفته از مفهوم ايزوپارامتريك

سازي توجه به دقت بالا در مدلباشد. با در روش اجزاي محدود مي 3

تابع مجهول، نام اين ريب هندسه و تق سازيهندسه و همچنين استفاده از شرايط يكسان در مدل

براي آشنايي بيشتر با مفاهيم بنيادي روش . ]3[ انتخاب شده است "تحليل ايزوژئومتريك"روش 

بار توجه به مفهوم ايزوژئومتريك نخستين  شوند.] پيشنهاد مي31-29تحليلي ايزوژئومتريك مراجع [

 ] مطرح گرديد.32توسط هيوز و همكاران [ 2008هاي بزرگ در سال شكل در تغيير

 صورت زير بيان نمود:ه توان بطور خلاصه مزاياي روش تحليل ايزوژئومتريك را مي به

دقت هاي عددي با كاهش قابل ملاحظه اندازه دستگاه معادلات حل در مقايسه با ساير روش •

 يكسان.

 دقت و انعطاف پذيري بالا در تعريف هندسه و مرزهاي آن. •

انعطاف پذيري بالا در فرآيند حل و عدم نياز به مش بندي مجدد با توجه به تغيير دامنه  •

34Fتعريف شد مانند: مسائل بهينه سازي

 هاي بزرگ.مسائل با ديدگاه لاگرانژي و تغييرشكل ،4

35Fدقت  بالا در تعريف شرايط مرزي •

 هاي عددي.در مقايسه با ساير روش 5

قابليت اين روش در حل مسائلي كه ضرايب مشتقات معادله ديفرانسيل به صورت تابع تعريف  •

36Fكنندشوند. مانند مسائلي كه مشخصات مواد به صورت تابعي در دامنه تغيير ميمي

6. 

هندسه و جواب مسئله توان به عدم قرار گيري نقاط كنترلي بر روي از جمله مشكلات اين روش مي

37Fاشاره كرد. به بيان ديگر با معلوم بودن نقطه اي در فضاي فيزيكي

براي يافتن همان نقطه در فضاي  7

38Fپارامتريك

 باشد.نيازمند حل دستگاه معادله اي به صورت معكوس مي 8

                                                 
1 Hughes et al. 
2 Isogeometric Analysis 
3 Isoparametric 
4 Optimazation Problems 
5 Boundary Condition 
6 Functionally Graded Materials (FGM) 
7 Physical Space 
8 Parametric Space 



6 
 

 :اهداف پايان نامهفرضيات و  -1-2

39Fبه مسائل هايپرالاستيسيتهبندي مسائل غيرخطي الاستيك، كه در اين تحقيق به فرمول

نيز معروفند،  1

پرداخته شده است. به اين منظور الگوريتمي براي تحليل اين  بر پايه روش تحليلي ايزوژئومتريك

سازي آن، معادلات در نظر گرفتن روابط حاكم بر مسئله و خطي دسته از مسائل پيشنهاد شده است. با

 س ضرايب به كمك مفهوم ايزوژئومتريك استخراج شود و ماتريتعادل در حالت گسسته نوشته مي

با  مسائل هايپرالاستيسيته گردد. در ادامه نتايج روش اجزاي محدود و روش ايزوژئومتريك درمي

 شوند. يكديگر  مقايسه مي

براي نوشتن كدهاي . باشدخطي هندسي ميغيرتنها عنوان فرضيات در اين تحقيق رفتار مصالح ه ب

 شوند از نرم افزار ويژوال فرترن استفاده شده است.بعد توضيح داده مي هايبخشكامپيوتري كه در 

 نام دارد. IGLAGSHYPدر اين تحقيق  نام برنامه تهيه شده

 هاي بعدي:مطالب فصل -1-3

هاي بكار گرفته شده و اي بر روشباشد. فصل حاضر به مقدمهمياين تحقيق مشتمل بر پنج فصل 

اي از دوم اين تحقيق به مرور خلاصه فصلدر  تحقيق اختصاص يافته است.اهداف و فرضيات 

بندي فرمولدر ادامه به  شودرات اشاره شده و روابط مربوط به تعادل  بررسي و ارائه ميذسينماتيك 

سازي آن مصالح هايپرالاستيسيته پرداخته شده و ضمن بيان معادله تعادل حاكم بر مسئله، خطي

40Fرافسون -روش حل بر مبناي تكرار نيوتن جهت استفاده از

سوم ضمن  فصلانجام گرفته است. در  2

سازي شده اشاره به مفهوم روش ايزوژئومتريك، توابع مجهول و هندسه در مسائل خطي

41Fمتغيرهاي كنترليهايپرالاستيسيته توسط توابع پايه و 

42Fسازيگسسته 3

 فصلشوند. در انتهاي اين مي 4

 فصلغيرخطي الاستيك بر پايه روش تحليلي ايزوژئومتريك ارائه شده است. الگوريتمي براي مسائل 

                                                 
1 Hyperelasticity 
2 Newton-Raphson Iteration 
3 Control Variable 
4 Discritization 
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حل مسائل همچنين و  با روش اجزاي محدود روش مذكورنتايج حل و مقايسه بررسي چهارم به 

شود. در نتيجه تحقيق و مقايسه انجام شده گزارش مي پاياني فصلدر اختصاص يافته است.  متنوع

43F برنامهقسمت ضمائم 

1IGLAGSHYP گرددبا بيان مثالي معرفي مي جهت استفاده.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
1 Isogeometric Large Strain Hyperelasticity Plasticity Program 
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 فصل دوم

 خطي هندسيتحليل غير
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44Fسينماتيك -2-1

1: 

در ادامه ضمن  شود.در اين بخش ابتدا مفهوم رياضي حركت يك جسم تغيير شكل پذير بيان مي

از جمله  سينماتيكفرمول بندي پارامترهاي مهم به  و تجزيه قطبي آن معرفي گراديان تغيير شكل

و در هر قسمت ارتباط  شدهسطح و مشتقات زماني و مكاني آنها پرداخته كرنش، تغيرات حجم، 

 شود.شكل به عنوان عاملي مهم در سينماتيك بررسي مي رپارامتر بياني با گراديان تغيي

45Fحركت -2-1-1

2: 

وضعيت جسم در حالت اوليه، در  .دهدرا نشان مي پذيرتغيير شكل  يك جسم حركتبيان  1-2شكل

46Fدستگاه مختصات لاگرانژي يا موادي

1محورهاي مختصات  با، 3 2 3, ,X X X و بردارهاي يكه

1 2 3, ,E E E  0در زمانt ويلري يا ، در دستگاه مختصات اآنوضعيت تغيير شكل يافته  و در =

47Fفضايي

1، با محورهاي مختصات 4 2 3, ,x x x 1و بردارهاي يكه 2 3, ,e e e  در زمانt فرض  با شود.بيان مي

 .]37-33[ در شكل برابر صفر است bفاصله  مختصات اولي و ثانويه بر هم انطباق دستگاه

 
  [44]: بيان كلي حركت يك جسم تغيير شكل پذير1-2شكل

                                                 
1 Kinematics 
2 Motion 
3 Lagrangian or Material Description 
4 Eulerain or Spatial Description 
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48Fنگاشتي تعريفبيان رياضي حركت، از 1-2با توجه به  شكل  

به قرار  بين وضعيت اوليه و ثانويه جسم 1

 شود.حاصل مي زير

 ( ) ( ),   ;  ,t tφ= =x X x x X  

)معادله ،tبراي  ثابت يمقداربا فرض  )1 اوليه و تغيير شكل يافته جسم بين وضعيت  تبديلي −2

 .]37-33[باشدمي در زمان ايكت ذرهبيان حر ،، معادلهXبراي يك مقدار ثابتو  است

49Fگراديان تغيير شكل -2-1-2

2: 

. با توجه به تغيير شكل دهدنشان ميضعيت اوليه در و Pرا در همسايگي  Qنقطه مادي 2-2شكل 

را  بردار جابجايي بين نقاط اوليه و ثانويه  توانشود. حال ميجديد حاصل مي pو  q نقاط ،جسم

 :]37-33[نوشتچنين 

   

= −
∂ ∂

= ∇ = −
∂ ∂

u x X
u xu I
X X

 

. ( )d d d d d d= + = +∇ = +∇x X u X u X I u X 

)با توجه به روابط ) 2 2 , (2 2 )b c−  داريم: −

( ) dd d d∂
= +∇ = =

∂
xx I u x X F X
X

 

                                                 
1 Mapping 
2 Deformation Gradient 

(1-2) 

(2-2a) 

(2-2b) 

(2-2d) 

(2-2c) 
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  [44]: بيان كلي حركت در همسايگي ذرات2-2شكل 

وابستگي  باعث باشد كهمي هاي بزرگيك كميت مهم، در تغيير شكل Fگراديان تغيير شكل

ثانويه و اوليه  در دستگاه ،ل يافته است. درحقيقت هر كميتاوليه و تغيير شكوضعيت  دودر  ،پارامترها

  .]37-33[ اندوابستهبه يكديگر   F اي شامل متغيررابطه توسط

0 0  φφ∂ ∂
= =
∂ ∂

= ∇ =∇
xF

X X
X 

3

, 1
iI i I

i I
F

=

= ⊗∑F e E 

1 11    φ
φ

− − −= ∇ =
∂ ∂

∇= =
∂ ∂

X xXF
x 

3
1

, 1
 I

I i
I i i

X
x

−

=

∂
= ⊗

∂∑F E e 

50Fتبديل پيشرو با تعريف

 :به صورت 1

[ ]   *     parameter in Eulerian Space parameter in Lagrangian spaceφ= 

                                                 
1 Push Forward 

(3-2a) 

(3-2b) 

(3-2c) 

(3-2d) 

(4-2) 
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51Fتبديل پسروو 

 به صورت: 1

[ ]1
*       parameter in Lagrangian Space parameter in Eulerian spaceφ−= 

 به قرار زير است.  ره در وضعيت اوليه و ثانويهمكان هر ذ

*[ ]d d dφ= =x X F X 

1 1
* [ ]d d dφ− −= =X x F X 

 خواهيم پرداخت. Fمتغيركميت هاي مهم و وابستگي آنها به  در ادامه به نحوه ساخت و استخراج

52Fكرنش -2-1-3

2: 

53Fايبا توجه به ضرب نقطه

T⋅Aبين دو بردار 3 B = A B، 54راست وشيك -گرين تغيير شكل تانسورF

4 ، 

 :فرمبه  در دستگاه مختصات لاگرانژي

1 2 1 2.  .d d d d=x x X C X  

T=C F F 

55Fچپ كوشي -گرينتانسور تغيير شكل و 

قابل تعريف زير  ، در دستگاه مختصات اويلري به صورت5

 .است

1
1 2 1 2. .d d d d−=X X x b x 

T=b FF 

56Fيا كرنش لاگرانژي گرينتانسور كرنش  فوق، با استفاده از روابط

 به فرم: 6

1 2 1 2 1 2
1 ( . .
2

) d d d d d d− =x x X X X E X 

1 ( ) 
2

= −E C I 

                                                 
1 Pull Back 
2 Strain 
3 Scalar Product 
4 Right Cauchy-Green Deformation Tensor 
5 Left Cauchy-Green Deformation Tensor 
6 Green Strain Tensor or Lagrangian Strain Tensor 

(5-2) 

(6-2) 

(7-2) 

(8-2) 

(9-2) 

(10-2) 

(11-2) 

(12-2) 

(13-2) 
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57Fو تانسور كرنش المانسي يا كرنش اويلري

 به فرم: 1

1 2 1 2 1 2
1 ( .  .
2

) d d d d d d− =x x X X x e x 

11 ( ) 
2

−= −e I b 

  .]37-33[ گرددحاصل مي

 در نتيجه:

1
*[ ] Tφ − −= =e E F EF 

1
* [ ] Tφ−= =E e F eF 

58Fتجزيه قطبي -2-1-4

 :گراديان تغيير شكل 2

59Fيك تانسور متعامدبه  Fتانسورمرتبه دوم 3-2با توجه به شكل  

3Rو يك تانسور متقارن ) ي(چرخش

60Fمثبت و معين

4 U,V  (كشيدگي)باشدقابل تجزيه مي. 

= =F RU VR 
T=V RUR 

                                                 
1 Almansi Strain Tensor or Eulerian Strain Tensor 
2 Polar Decomposition 
3 Rotation Tensor 
4 Stretch Tensor 

(14-2) 

(15-2) 

(16-2) 

(17-2) 

(18-2) 

(19-2) 
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  [44]: تجزيه قطبي گراديان تغيير شكل3-2شكل

)رابطه ترم اول با جايگذاري )18 )در −2 )9 2−: 

2T T T= = =C F F U R RU U 

)با جايگذاري ترم دوم رابطهو  )18 )در −2 )11  خواهيم داشت:−2

2T T T= = =b FF VRR V V 

61Fي اصليهاراستا در هدستگاه مختصات اوليه و ثانوي درپارامترهاي تعريفي  بايد توجه داشت كه

 نيز  1

 در زير به برخي از اين روابط اشاره شده است. .استبازنويسي قابل 

3

1
α α α

α

λ
=

= ⊗∑U N N 

3
2

1
α α α

α

λ
=

= ⊗∑C N N 

3

1
α α α

α

λ
=

= ⊗∑V n n 

                                                 
1 Principal Directions 

(20-2) 

(21-2) 

(22-2) 

(23-2) 

(24-2) 
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3
2

1
α α α

α

λ
=

= ⊗∑b n n 

3

1
α α α

α

λ
=

= ⊗∑F n N 

3
2

1

1 ( 1)
2 α α α

α

λ
=

= − ⊗∑E N N 

3
2

1

1 (1 )   
2 α α α

α

λ
=

= − ⊗∑e n n 

i,با توجه به اين مطلب كه، iN n  62ويژهبردارهايF

i,و  1 iλ λ63يژهمقادير وF

در  ، در راستاهاي اصلي2

به قرار مختصات  دستگاه دو  در رابطه بين اين مقادير باشند. آنگاهمي دستگاه مختصات اوليه و ثانويه

 .]37-33[زير است

,α α α αλ λ= =n RN 

64Fتغييرات حجم -2-1-5

 و سطح: 3

  قرار زير است.به  المان اين حجمبا فرض يك المان مكعبي بينهايت كوچك در دستگاه مختصات اوليه 

1 2 3d d d d=V X X X 

از  در دستگاه مختصات ثانويه ، متوازي السطوح،المان تغيير شكل يافته ثانويهحجم  كه در نتيجه

65Fضرب سه گانه

 شود.حاصل مي زير 4

 1 2 3.( ) d d d d= ×v x x x 

iرابطهبا توجه به  i
i

d d φ∂
= =

∂
x F X

X
)وجايگذاري آن در   )31 66Fدترمينان تغيير شكل −2

يا  5

67Fژاكوبين

 .]37-33[ به قرار زير است آن 6

                                                 
1 Eigen Vector 
2 Eigen Value 
3 Volume Change 
4 Triple Product 
5 Determinant of  Deformation 
6 Jacobian 

(25-2) 

(26-2) 

(27-2) 

(28-2) 

(29-2) 

(30-2) 

(31-2) 
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1 2 3 1 2 3
1 2 3

( ) ( )  d d d d d d dφ φ φ∂ ∂ ∂
= ⋅ × = ⋅ ×

∂ ∂ ∂
v x x x X X X

X X X
 

1 2 3

( ) det Jφ φ φ∂ ∂ ∂
⋅ × = =

∂ ∂ ∂
F

X X X 

d J d= ⋅v V 

 : زير نيز قابل تعريف است المان به صورت و ثانويه حجم اوليهاز طرفي   

  dV dL dA= ⋅ 

  dv dl da= ⋅ 

 .]37-33[ باشدتغييرات سطح به صورت زير قابل تعريف مي در نتيجهكه 

( )d Jd Jd d d d= = ⋅ =v V L A F L a 

Td J d−=a F A 

68Fمولفه اعوجاجي -2-1-6

 گراديان تغيير شكل: 1

69F در روابط تراكم ناپذير

70Fو نزديك به تراكم ناپذيري2

71Fحجمي مولفه تغيير شكل به ، لازم است3

و  4

اعوجاجي تغيير  با در نظر گرفتن شرط بيان شده براي مولفه تجزيه گردد. بدون تغيير حجم اعوجاجي

 شكل خواهيم داشت:

ˆdet 1 =F 

 گردد.رضا ميبه صورت زير ا F̂رابطه فوق با انتخاب 

1 1
3 3ˆ  (det )J

− −
= =F F F F 

 در نتيجه:

ˆ ˆ ˆT=C F F 

                                                 
1 Distortional Component 
2 Incompresible 
3 Nearly Incompressible 
4 Volumetric Component 

(32-2) 

(33-2) 

(34-2) 

(35-2) 

(36-2) 

(37-2) 

(38-2) 

(39-2) 

(40-2) 

(41-2) 
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1/3ˆ (det )  −=C C C 

2det J=C 

 .]37-33[ هاي حجمي و اعوجاجي باز نويسي كردبه صورت مولفه را CوFتوان اكنون مي

 :متغيرها و مكاني مشتقات زماني -2-1-7

در دستگاه مختصات لاگرانژي و  كميتي تانسوري باشد. با توجه به فرم بيان اين كميتgفرض 

 .]37-33[ شودصورت زير حاصل ميآن به  و مكاني مشتقات زماني ،اويلري

):دستگاه مختصات لاگرانژي , )g X t  

 ( , )( , ) tt
t

∂
=

∂


g Xg X 

):اويلريدستگاه مختصات  , )g x t  

( , )( , t)  t
t

∂
=

∂


g xg x 

)با توجه به اين مطلب  , )x x X t= :داريم 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , t)    ( )t t t tx
t t t

∂ ∂ ∂ ∂
= + ⋅ = + ∇

∂ ∂ ∂ ∂


g x g x x X g xg g v
x

 

 قرار زير است.تعاريف مورد نياز به  ،با توجه به روابط فوق

72Fالف) سرعت

1 : 

( , t)( , )t
t

∂
=

∂
x Xv X 

73Fب) گراديان سرعت

2: 

( , t)∂
= = ∇

∂
v xl v

x
 

                                                 
1 Velocity 
2 Velocity Gradient 

(42-2) 

(43-2) 

(44-2) 

(45-2) 

(46-2) 

(47-2) 

(48-2) 
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( , t) ( , t) ( , t)∂ ∂ ∂
= = ⋅ =

∂ ∂ ∂
 v x v x x XF lF

X x X
 

1−= l FF 

74Fنرخ تغييرات شكل ج)

1: 

T T1 1 ( )
2 2

= = +  E C F F F F 

1 ( )
2

T= +d l l
 

 داريم: با استفاده از تبديل پيشرو و پسرو

1
*[ ] Tφ − −= = d E F EF 

1
* [ ] Tφ−= =E d F dF 

75Fو پادمتقارن dگراديان سرعت به مولفه متقارنبراين بنا

2 ω باشدقابل تجزيه مي.= +l d ω 

76Fد) نرخ تغيير حجم

3: 

( ) ( )d d d Jd JJd d
dt dt J

= = =


v V V v 

77Fتنش -2-2

78Fكار مجازي اصلو بررسي  4

5: 

 فرمول بنديدر ادامه ضمن  .شودابتدا به معرفي تانسور تنش كوشي پرداخته مي در اين بخش

و  معرفي شدهاوليه و ثانويه ف هكيرش-مجازي تانسور پيولاتعادل و معادله كار ديفرانسيل معادلات 

 گردد.بررسي مي مولفه اعوجاجي و فشردگي تانسور تنش

                                                 
1 Rate of Deformation 
2 Spin Tensor 
3 Rate of Change Volume 
4 Stress 
5 Principle of Virtual Work 

(49-2) 

(50-2) 

(51-2) 

(52-2) 

(53-2) 

(54-2) 

(55-2) 
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79Fتنش كوشيتانسور  -2-2-1

1: 

)تنش  برداررا به n سطحكه بردار نرمال  يتانسور 4-2با توجه به شكل  )t n تانسور  دهدنسبت مي

  تنش كوشي نام دارد.

( ) .=t n nσ 

            تنش كوشي در راستاي بردارهاي يكه  
3

, 1
ij i j

i j
σ

=

= ⊗∑ e eσ 

           تنش كوشي در راستاي بردارهاي اصلي
3

1
αα α α

α

σ
=

= ⊗∑ m mσ 

 
 n [44] : بردار تنش كوشي بر روي صفحه با توجه به بردار نرمال 4-2شكل 

 

)تنش كوشي در هر راستا بردار 5-2شكل از )it e  37-33[ گرددرار زير تعريف ميقبه[ . 

1 11 1 21 2 31 3 ( ) = + +t e e e eσ σ σ 

2 12 1 22 2 32 3( ) = + +t e e e e  σσ σ 

3 13 1 23 2 33 3 )  ( = + +t e e e eσ σ σ 

                                                 
1 Cauchy Stress Tensor 

(56-2) 

(57-2a) 

(57-2b) 

(58-2) 

(59-2) 

(60-2) 
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  [44]هاي تانسور تنش كوشي در هر راستا: مولفه5-2شكل

 

80Fمعادلات ديفرانسيل تعادل -2-2-2

1: 

  .خواهيم پرداخت ديفرانسيل تعادل معادلاتدسته از دوبه بررسي  6-2با توجه به شكل 

 

 
  [44]:  تعادل6-2شكل

 

                                                 
1 Equilibrium 
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81Fانتقالي تعادلالف) 

1: 

 به قرار زير است. 6-2در شكل نيروهاي وارده معادله تعادل جسم تحت

0 
v v

da dv
∂

+ =∫ ∫t f 

)با جايگذاري از معادله  )56  داريم: −2

( ) 0
v v v

da dv div dv
∂

+ = + =∫ ∫ ∫n f fσ σ 

 :به صورت زير خواهد بود معادله تعادل انتقالي يك جسم در نتيجه

0 div + =fσ 

82Fبه صورت باقيمانده معادله ، بالانس نيروهاي داخلي و خارجي به دليل عدمخطي، در مسائل غير

در  2

 يل نمودن باقيمانده به صفر حاصل خواهد شدتوازن گام با مگردد بديهي است اصلاح ميهر گام 

]33-37[ .  

div + =f rσ 

83Fچرخشي تعادلب) 

3: 

 به قرار زير است. 6-2در شكل  جسم تحت نيروهاي وارده گشتاورمعادله 

0
v v

da dv
∂

× + × =∫ ∫x t x f 

)با جايگذاري از معادله  )56 2−: 

( ) 0 
v v

da dv
∂

× + × =∫ ∫x n x fσ 

: 0T

v v v

div dv dv dv× + + × =∫ ∫ ∫x x fσ ε σ 

 .]37-33[ چرخشي يك جسم به صورت زير خواهد بودمعادله تعادل  جهدر نتي
                                                 
1 Translational Equilibrium 
2 Residual 
3 Rotational Equilibrium 

(61-2) 

(62-2) 

(63-2) 

(64-2) 

(65-2) 

(66-2) 

(67-2) 
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32 23

13 31

21 12

:  0T

σ σ
σ σ
σ σ

− 
 = − = 
 − 

ε σ 

 اصل كار مجازي: -2-2-3

84F، نسبت به سرعت مجازيمعادله كار مجازي 6-2با توجه به شكل 

  گرددبه صورت زير تعريف مي ،1

]33-37[. 

( ) 0
v

W div dvδ δ= + ⋅ =∫ fσ ν 

( ) :div divδ δ δ= ⋅ + ∇σσ ν σ ν ν 

: 0 
v v v

da dv dvδ δ δ
∂

⋅ − ∇ + ⋅ =∫ ∫ ∫n fσ ν σ ν ν 

)با توجه به رابطه )48 2−: 

:  0
v v v

da dv dvδ δ δ
∂

⋅ − + ⋅ =∫ ∫ ∫n l fσ ν σ ν 

 ، اصل كار مجازي حاصل خواهد شد. ωو  dبه مولفه lبا تجزيه 

int  :  ext
v v v

W dv dv da W Wδ δ δ δ δ δ
∂

= − ⋅ − = −∫ ∫ ∫d f tσ ν ν 

85Fتانسور تنش كيرشهف -2-2-4

2: 

 :به قرار زير است ،نسبت به دستگاه مختصات اوليه ،معادله كار مجازي

0 0 int  :  ext
V V V

W J dV dV dA W Wδ δ δ δ δ δ
∂

= − ⋅ − = −∫ ∫ ∫d f tσ ν ν 

0 J=f f 

da J
dA

=
⋅n bn

 

                                                 
1 Virtual Velocity 
2 Kirchhoff Stress Tensor 

(68-2) 

(69-2) 

(70-2) 

(71-2) 

(72-2) 

(73-2) 

(74-2) 

(75-2a) 

(75-2b) 
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 .]37-33[ گرددو تانسور تنش كيرشهف به صورت زير حاصل مي

 J =σ τ 

 اوليه كيرشهف-تانسور تنش پيولا -2-2-5
86F

1: 

 به قرار زير است: نسبت به گراديان سرعت مجازي ،داخلي معادله كار مجازي

int : :
v V

W dv J dVδ δ δ= =∫ ∫l lσ σ 

50)رابطه جايگذاريبا  76)در −(2  خواهيم داشت: −(2

1 1
int : : ( )  ( )

: ( )  : ( )
V V V

T

V V

W J dV J dV tr dV

J dV dV

δ δ δ δ

δ δ

− −

−

= = =

= =

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

 

l FF JF F

F F P F

σ σ σ

σ
 

 .]37-33[ گرددبه صورت زير حاصل مياوليه كيرشهف -تانسور تنش پيولادر نتيجه 

TJ −=P Fσ 
3

, 1
iI i I

i I
P

=

= ⊗∑P e E 

 ثانويه كيرشهف-تانسور تنش پيولا -2-2-6
87F

2: 

 به قرار زير است: نسبت به نرخ تغييرات شكل مجازي ،داخلي معادله كار مجازي

int : :
v V

W dv J dVδ δ δ= =∫ ∫d dσ σ 

53)با جايگذاري رابطه 80)در −(2  خواهيم داشت: −(2

1 1
int

1

: : ( )  ( )

: ( )  :

T T

V V V

T

V V

W J dV J dV tr J dV

J dV dV

δ δ δ δ

δ δ

− − − −

− −

= = =

= =

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

 

d F EF F F E

F F E S E

σ σ σ

σ
 

                                                 
1 First Piola Kirchhoff Stress Tensor 
2 Second Piola Kirchhoff Stress Tensor 

(75-2c) 

(76-2) 

(77-2) 

(78-2) 

(79-2) 

(80-2) 

(81-2) 
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 .]37-33[  گرددبه صورت زير حاصل ميثانويه كيرشهف -تانسور تنش پيولا در نتيجه

1 1T TJ− − − −= =S F F F Fσ τ 

 خواهيم داشت. و استفاده از تبديل پيشرو و پسرو فوق وابطبا توجه به ر

*
 [ ] Tφ= =S FSFτ 

1 1
* [ ]  Tφ− − −= =S F Fτ τ 

*
 1 1[ ] TJ Jφ− −= =S FSFσ 

1 1
* [ ]  TJ Jφ −− −= =S F Fσ σ 

88Fنحرافيمولفه ا -2-2-7

89Fو فشردگي 1

 تانسور تنش: 2

90Fدر برخي از مسائل مهندسي، مانند پلاستيسيته

91F، مكانيك خاك3

92Fو بيو مكانيك 4

مناسب است كه  5

)نحرافيامولفه تنش و  pتانسور تنش به مولفه فشار هيدرواستاتيكي )′ ′ ′− −SPσ تجزيه گردد   

]33-37[. 

 تنش كوشي: هاي تانسورتجزيه مولفهالف)

p′= + Iσ σ 

1 1 tr :
3 3

p = = Iσ σ 

0tr ′ =σ 

 :اوليه كيرشهف-تنش پيولا هاي تانسورتجزيه مولفهب) 

TpJ −′= +P P F 

TJ −′ ′=P Fσ 

                                                 
1 Deviatiric Component 
2 Pressure Component 
3 Plasticity 
4 Soil Mechanics 
5 Bio Mechanics 

(82-2) 

(83-2) 

(84-2) 

(85-2) 

(86-2) 

(87-2a) 

(87-2b) 

(87-2c) 

(88-2a) 

(88-2b) 
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11 :
3

p J −= P F 

: 0 ′ =P F 

 :ثانويه كيرشهف-تنش پيولا هاي تانسورتجزيه مولفهج) 

1pJ −′= +S S C 

1 TJ − −′ ′=S F Fσ 

11 :
3

p J −= S C 

: 0 ′ =S C 

  الاستيسيته:هايپر -2-3

 وتعريف تابع انرژي كرنشي ذخيره شده  باگردد. مفهوم هايپرالاستيسيته تعريف مي اداين بخش ابت در

در ادامه ضمن معرفي مصالح  ستيسيته پرداخته خواهد شد.فرمول بندي تانسور الاآن به سازي خطي

93Fمواد به سه دسته تراكم پذير، ايزوتروپيك

 ، تراكم ناپذير و نزديك به تراكم ناپذيري تقسيم خواهد شد1

 و به فرمول بندي روابط حاكم بر هر دسته اشاره خواهد شد.

94Fدر مصالح هايپرالاستيسيته كار انجام شده مستقل از مسير

است و رفتار اين مصالح تابع گراديان  2

توسط تنش  در مواردي كه كار انجام شده،عبارت ديگر ه بباشد. ميXهر ذره مانند تغييرشكل براي

جسم بستگي داشته باشد، رفتار  tو پاياني 0tايجادي، طي فرآيند تغيير شكل، تنها به حالت اوليه

تابع انرژي در اين مصالح  ناميم.الاستيسيته ميقل از مسير ناميده و آن را هايپرچنين موادي را مست

95Fكرنشي ذخيره شده

تنها با توجه به نقطه آغازين و پاياني به  Ψبر واحد حجم تغييرشكل نيافته 3

 .]25-22[  باشد قابل تعريف ميصورت زير 

( )( ), =P P F X X 

                                                 
1 Compressible 
2 Path Independent 
3 Stored Strain Energy Function or Elastic Potential 

(88-2c) 

(88-2d) 

(89-2a) 

(89-2b) 

(89-2c) 

(89-2d) 

(90-2) 
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 ( )( ) ( )( )
0

Ψ ,  ,   :        ;      :  
t

t

F X X dt= Ψ =∫  P F X X F P F  

 .باشندميتعريف  قابل زير الاستيسيته به صورتمواد هايپر گيري از رابطه بالابا بهرهدر نتيجه 

 
( )( ) ( )( )

iJP         

 , 
 , 

iJF
∂Ψ

=
∂

∂Ψ
=

∂

F X X
P F X X

F

  

بوده  Fگراديان تغيير شكل، تابع U وابستگي تابع انرژي كرنشي ذخيره شده تنها به مولفه كشيدگي

93)با شناخت روابط باشد. ميR چرخشمولفه و مستقل از  95)الي  −(2 ع انرژي كرنشيتاب −(2

Ψ96)به صورت -   نيز قابل تعريف است.(2

   =F RU  

 2 T= =C U F F  

 1
2

= C E  

 ( )( ) ( )( )Ψ ,  Ψ ,   =F X X C X X  

زير  الاستيسيته به صورتز مواد هايپرتعريف ديگري ابا استفاده از روابط عنوان شده توان اكنون مي

 .]25-22[ارائه داد 

 ( )( )1:  :   ;      , 2  
2

∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ
Ψ = = = =

∂ ∂ ∂
  C S C S C X X

C C E
  

96Fتانسور الاستيسيته -2-3-1

1: 

97F:مادي ر الاستيسيته لاگرانژي ياتانسو -2-3-1-1

2 

,رابطه بين  ,S C E  97)در معادله حل بر مبناي  غيرخطي است. به دليل استفاده از روش  −(2

                                                 
1 Elasticity Tensor 
2 Material or Lagrangian Elasticity Tensor 

(91-2a,b) 

(92-2a,b) 

(93-2) 

(94-2) 

(95-2) 

(96-2) 

(97-2a,b) 
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با  .باشدميحل عددي جهت استفاده از الگوريتم  رابطهسازي رافسون نياز به خطي -نيوتنتكرار 

 :]25-22[ سازي رابطه عنوان شده خواهيم داشتخطي

[ ] [ ]( )

[ ]( ) [ ]
0

3 3

, 1 , 10

IJ IJ KL

IJ IJ
KL KL

K L K LKL KL

dDS S E
d

S Sd E DE
E d E

ε

ε

φ ε
ε

φ ε
ε

=

= ==

= + =

∂ ∂
+ =

∂ ∂∑ ∑

u u

u u
  

98Fكه رابطه بين مشتق سوئي

1 ,S E  در جهت بردار افزايشيu گرددبه صورت زير حاصل مي. 

 [ ] : [ ]D D= S u C E u  

ورت زير تعريف به ص ماديبه عنوان تانسور الاستيسيته لاگرانژي يا  Cچهارمتانسور مرتبه در نتيجه 

 .]25-22[گردد مي

 
3

, , , 1
IJKL I J K L

J J K L

C
=

= ⊗ ⊗ ⊗∑ C E E E E  

 
24   IJ

IJKL KLIJ
KL IJ KL

SC C
E C C
∂ ∂ Ψ

= = =
∂ ∂ ∂

   

 
24 2∂ ∂ ∂ Ψ

= = =
∂ ∂ ∂ ∂

 S SC
E C C C

  

99Fتانسور الاستيسيته اويلري يا فضايي -2-3-1-2

2: 

تانسور الاستيسيته لاگرانژي حاصل تانسور الاستيسيته اويلري را از توان ميبا استفاده از تبديل پيشرو 

 .]25-22[ نمود

 1
* ][J φ−= c C  

 
3

1

, , , 1
, , , 1

iI jJ kK lL IJKL i j k l
i j k l

I J K L

J F F F F C−

=
=

= ⊗ ⊗ ⊗∑ c e e e e  

                                                 
1 Directional Derivative 
2 Spatial or Eulerian Elasticity Tensor 

(98-2) 

(100-2) 

(101-2a) 

(101-2b) 

(99-2) 

(102-2) 

(103-2) 



28 
 

100Fالاستيسيتهايزوتروپيك هايپر -2-3-2

1: 

101Fرفتاري مانموادي كه ساخت

با توجه به  آنها در تمام جهات يكسان باشد، مواد ايزوتروپيك نام دارد. 2

هايپرالاستيسيته در بخش هاي قبل را براي  توان روابطمي در اين بخش، حالت كلي روابط عنوان شده

توان مي بيان شده براي مواد ايزوتروپيك، گيري از تعريفنويسي نمود. با بهرهباز  مواد ايزوتروپيك

102Fمستقل از جهت بردار مواد ΨC, رابطه بينچنين نتيجه گرفت كه 

 تابعي از نامتغيرهاي و بوده 3

103Fكوشي -تغيير شكل گرين تانسور

4 ,C b 25-22[ باشدمي[. 

( )( ) ( )Ψ , Ψ , ,  ,C C CI II III=X X XC 

 قابل تعريف است. به صورت زير Cكوشي راست -تانسور تغيير شكل گرين نامتغيرهاي

 :CI tr= =C C I  

:CII tr= =CC C C 

 2
CIII det J= =C  

97) رابطه در عنوان شده نامتغيرهاي تعريفي با جايگذاري  ايو استفاده از مشتق گيري زنجيره −(2

 خواهيم داشت: 

 2 2 2 2C C C

C C C

I II III
I II III

∂ ∂ ∂∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ
= = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
S

C C C C
  

 CI∂
=

∂
I

C
  

 2CII∂
=

∂
C

C
  

 2 1CIII J −∂
=

∂
C

C
  

 جهت ساده نويسي رابطه بدست آمده به تعريف پارامترهاي زير خواهيم پرداخت.

                                                 
1 Isotropic Hyperelasticity 
2 Constitutive Behavior 
3 Material Axes 
4 Invariant Tensor 

(104-2) 

(105-2a) 

(105-2b) 

(105-2c) 

(106-2) 

(107-2a) 

(107-2b) 

(107-2c) 
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     ,       ,    I II III
C C CI II III

∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ
= Ψ = Ψ = Ψ

∂ ∂ ∂
  

 شود.حاصل ميبه صورت زير ثانويه كيرشهف -تانسور تنش پيولادر نتيجه 

 2 12 4 2I II IIIJ −= Ψ + Ψ + ΨS I C C  

 زير: صورتبه ثانويه  كيرشهف-پيولاش رابطه بين تنش كوشي و تنبا شناخت 

 1 TJ −=σ FSF  

110) با جايگذاري رابطهو  109)در−(2 تنش كوشي براي مواد ايزوتروپيك چنين خواهد  تانسور −(2

 .]25-22[ بود

 1 1 22 4 2I II IIIJ J J− −= Ψ + Ψ + Ψb b Iσ  

 T=b F F  

   ,     ,     b C b C b CI I II II III III= = =  

,بايد توجه داشت كه در رابطه بالا ,  I II IIIΨ Ψ Ψ  مشتقات تابعΨ تغيير  نسبت به نامتغيرهاي تانسور

 باشد.مي  b كوشي چپ -شكل گرين

 تعريف انواع مواد: -2-3-3

تقسيم بندي  تراكم ناپذيري در محدوده وتراكم ناپذير  ،تراكم پذير گروه سهتوان به مواد جامد را مي

روابط عنوان شده در قسمت قبل، براي حالت كلي مواد هايپرالاستيسيته با توجه به اينكه  .نمود

ه گروه اشاره شده پرداخت سهاز مواد در خاصي توابع  فرمول بنديبه  اكنونباشد ايزوتروپيك مي

 .خواهد شد

104Fهوك تراكم پذير -: مواد نيو2-3-3-1

1: 

λكه در آن  .گردداين مواد به صورت زير تعريف مي ذخيره شده تابع انرژي كرنشي µ, هاي مواد ثابت

 .است

                                                 
1 Compressible Neo-Hookean Material 

(108-2a,b,c) 

(109-2) 

(110-2) 

(111-2) 

(112-2) 

(113-2a,b,c) 
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 ( ) ( ) 2Ψ 3 ln (ln )
2 2CI J Jµ λµ= − − +C  

109)حال با استفاده از روابط 111)و  −(2 كيرشهف -تانسور تنش كوشي و تانسور تنش پيولا −(2

 .]25-22[ شودبه صورت زير حاصل ميثانويه 

 ( ) ( )1 1ln  Jµ λ− −= − +S I C C  

 ( ) ( )ln  J
J J
µ λ

= − +b I Iσ  

114)و با مشتق گيري از رابطه  تانسور  C كوشي راست -تانسور تغيير شكل گرين نسبت به −(2

 .]25-22[ الاستيسيته لاگرانژي حاصل خواهد شد

 ( )1 1 2 ln Jλ µ λ− −= ⊗ + − C C C I  

 ( ) ( )1 1 1 1
I J K LIJ KL

− − − −⊗ = ⊗ ⊗ ⊗∑C C C C E E E E  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 11   
2 IK JL IL JK

− − − − = + 
I C C C C 

 هب تبديل پيشرواز را با استفاده  هوكين تراكم پذير -مواد نئو توان تانسور الاستيسيته اويلريحال مي

 .]25-22[ بدست آوردفرم زير 

 ( )2 ln J
J J
λ µ λ= ⊗ + − c I I i  

 ( )
*

, , ,
, , ,

[ ];
1  
2i j k l iI jJ kK lL IJKL ik jl il jk

I J K L

F F F F I

φ

δ δ δ δ= = +

=

∑









i

i

I
  

105Fهوك تراكم ناپذير -مواد نيو -2-3-3-2

1: 

 و نحرافيتنش و تانسور الاستيسيته به دو مولفه، اناپذير  براي مواد تراكمبا توجه به اين مطلب كه 

 شود خواهيم داشت:تجزيه مي فشردگي

                                                 
1 Incompressible Neo-Hookean Material 

(114-2) 

(115-2) 

(116-2) 

(117-2) 

(118-2) 

(119-2) 

(120-2) 

(121-2a,b) 
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 1          ;        pJ p− ′= + = +′SS C Iσ σ  

 ˆ ˆ             ;       p p= + = +     C C C c c c  

را با توجه به مولفه اعوجاجي  از مواد هتابع انرژي كرنشي ذخيره شده براي اين دست توانبنابراين مي

) كوشي راست -تغيير شكل گرينتانسور  )1/3ˆ  CC III C−=عبارت ديگر ه ب .]25-22[ بازنويسي نمود

خواهيم داشت:
 

ˆ{ ˆ ( ) ( )}      Ψ = ΨC C   

 ( ) 1
ˆ

2  pJ −∂Ψ
= +

∂
C

S C
C

  

 ( )2
ˆ

 
∂Ψ

′ =
∂

C
S

C
  

 ( )12  ˆ 2 4           ;           
ˆ

2p

J
p

−∂′∂ ∂ Ψ
= = =

∂ ∂ ∂ ∂
 

CSC C
C C C C

  

 راكم ناپذير به صورت زير قابل تعريف است.هوك ت -تابع انرژي كرنشي مواد نيو

 ( ) ( )Ψ 3
2 CIµ

= −C  

 .خواهيم داشت عنوان شده در بالابا استفاده از روابط 

 
1

1 13 1
3C CIII I I pJµ

− − − = − + 
 

S C C  

 
5
3 1

3 bJ I I pµ
−  = − + 
 
b Iσ  

 1/3 1 1 1 11 1 1 1ˆ 2  
3 3 3 9C C CIII I Iµ − − − − − = − ⊗ − ⊗ + ⊗  

 C I I C C I C C  

( )1 1 2  p pJ − −= ⊗ − C C C I 

 به صورت زير از تانسور الاستيسيته لاگرانژي الاستيسيته اويلريتانسور  تبديل پيشرو اده ازبا استفو 

 .]25-22[ گرددحاصل مي

 5/3 1 1 1 1ˆ 2
3 3 3 9b bJ I Iµ −  = − ⊗ − ⊗ + ⊗  

c i b I I b I I  

(122-2a,b) 

(123-2a,b) 

(124-2) 

(125-2) 

(126-2a,b) 

(127-2) 

(128-2) 

(129-2) 

(130-2) 

(131-2) 

(132-2) 
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 ( )2   p p= ⊗ − c I I i  

106Fمواد هايپرالاستيسيته نزديك به تراكم ناپذيري -2-3-3-3

1: 

و انرژي  يبه دو مولفه اعوجاج ذخيره شده ناپذيري تابع انرژي كرنشيبراي مواد نزديك به تراكم 

107Fكرنشي حجمي

 .]25-22[ استتجزيه قابل  2

 ( ) ( ) ( )   ˆ U JΨ = Ψ +C C  

ف بالا تانسور تنش و تانسور الاستيسيته اين دسته از مواد به صورت زير حاصل يگيري از تعربا بهره

 گردد.مي

 ( ) 12 2 2
ˆˆ

2    ;     dU dJ dUpJ p
dJ d dJ

−∂Ψ∂Ψ ∂Ψ
= = + = + =

∂ ∂ ∂
C

S C
C C C C

  

مولفه اعوجاجي، فشردگي و حجمي  سهتانسور الاستيسيته در اين وضعيت به بايد توجه داشت كه 

 شود.تجزيه مي

 ˆ ˆ       ;       p k p k= + + = + +       C C C C c c c c  

مولفه و  تعريف گرديده است 2-3-3-2هاي اعوجاجي و فشردگي در بخشروابط مربوط به مولفه

 :]25-22[ باشدتانسور الاستيسيته به قرار زير ميحجمي 

 
2 2

1 2 1 1
2 22       ;      k k

p d U d UJ J J
dJ dJ

− − −∂
= ⊗ = ⊗ = ⊗

∂
 C C C C c I I

C
  

آشنايي با بخش كه در  باشدزيادي موجود مي توابع U(J)بايد توجه داشت كه براي انرژي حجمي 

 به برخي از آنها اشاره شده است.  IGLAGSHYP V1.0نحوه تهيه فايل ورودي برنامه 

  مواد هايپرالاستيسيته در راستاي اصلي: -2-3-3-4

راستاهاي اصلي در دستگاه مختصات  Niكشيدگي در راستاي اصلي،  iλبا توجه به پارامترهاي 

                                                 
1 Nearly Incompressible Materials 
2 Volumetric Strain Energy 

(133-2) 

(134-2) 

(135-2) 

(137-2a,b) 

(136-2a,b) 
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 روابط زير:شناخت  راستاهاي اصلي در دستگاه مختصات اويلري و  niلاگرانژي و 

 
3

1
α α

α=

= ⊗∑I N N  

 
3 3

2 1 2

1 1

    ;   α α α α
α α

λ λ− −

= =

= ⊗ = ⊗∑ ∑C N N C N N  

به را در جهات اصلي  ايزوتروپيك هايپرالاستيسيته،، 2-3-2توان روابط حاصل شده در بخش مي

 .]25-22[ نويسي نمودصورت زير باز

 2 2 2 4 4 4 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3      ;          ;    C C CI II IIIλ λ λ λ λ λ λ λ λ= + + = + + =  

 2
2 2 2 21 ; 2  ; c c c cI II III III

α
α α α α

λ
λ λ λ λ
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

  

 
3 3

1 1

     ;       Sαα α α αα α α
α α

σ
= =

= ⊗ = ⊗∑ ∑S N N n nσ  

 2 22 4 2I II C IIIS IIIαα α αλ λ−= Ψ + Ψ + Ψ  

 1
lnJ J

α
αα

α α

λσ
λ λ
∂Ψ ∂Ψ

= =
∂ ∂

  

 

23

2 2
, 1

3

2 2
, 1

4

2
S S

α α β β
α β α β

αα ββ
α α β β

α β α β
α β

λ λ

λ λ

=

=
≠

∂ Ψ
= ⊗ ⊗ ⊗ +

∂

−
⊗ ⊗ ⊗

−

∑

∑

C N N N N

N N N N
  

 

23 3

, 1 , 1

2 23

2 2
, 1

1 2
ln ln

2

J α α β β αα α α β β
α β α βα β

αα β ββ α
α α β β

α β α β
α β

σ
λ λ

σ λ σ λ
λ λ

= =

=
≠

∂ Ψ
= ⊗ ⊗ ⊗ − ⊗ ⊗ ⊗

∂ ∂

−
+ ⊗ ⊗ ⊗

−

∑ ∑

∑

c n n n n n n n n

n n n n
  

108Fمسائل تنش و كرنش مسطح -2-3-3-5

1: 

λ به فرم لگاريتمي پارامتر كشيدگي و ضرايب Ψمقالات، تابع انرژي كرنشي  كثردر ا µ, به صورت

                                                 
1 Plane Stress & Plane Strain 

(138-2) 

(139-2a,b) 

(140-2) 

(141-2) 

(142-2a,b) 

(143-2) 

(144-2) 

(145-2) 

(146-2) 
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 .]25[ شودزير تعريف مي

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 3 1 2 3, , ln ln ln (ln )

2
Jλλ λ λ µ λ λ λ Ψ = + + +   

144) كه با استفاده از رابطه   خواهيم داشت:−(2

 1 2 ln ln
ln

J
J J Jαα α

α

µ λσ λ
λ

∂Ψ
= = +

∂
  

3 باشد.مي يكاي مقدار پارامتر كشيدگي در راستاي سوم برابر در مسائل كرنش صفحه 1λ در  =

 :نتيجه

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 1 2 2 2, ln ln (ln )   ;     

2
j j detλλ λ µ λ λ ×

 Ψ = + + =  F  

 و در مسائل تنش صفحه اي مقدار تنش در راستاي سوم برابر صفر است. 

 33 3
2 ln ln 0 J
J J
µ λσ λ= + =  

147)و جايگذاري آن در رابطه3λبا محاسبه   خواهيم داشت:−(2

 ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 1 2, ln ln (ln )  

2
jλλ λ µ λ λ Ψ = + +   

 2 ln ln  j
j jαα αγ γ

µ λσ λ= +  

j  , , كه پارامترهاي  γλ γ شود.تعريف ميبه صورت زير 

 2    ;         ;    
2

J j γµλ γλ γ
λ µ

= = =
+

  

109Fسازي معادلات تعادلخطي -2-3-4

1 : 

 .گردداصل كار مجازي به صورت زير، نسبت به سرعت مجازي تعريف مي

( ) ( ) ( ), , ,

:  .  . 0 
int ext

v v v

W W W

dv dv da

δ φ δ δ φ δ δ φ δ

δ δ
∂

= − =

− − ∂ =∫ ∫ ∫
v v v

d f v t v σ
 
                                                 
1 Linearization Eqilibrium Equations 

(147-2) 

(148-2) 

(149-2) 

(150-2) 

(151-2) 

(152-2) 

(153-2a,b,c) 

(154-2) 
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 :]25[ معادله بالا خواهيم داشت سازيبا خطيجهت استفاده از الگوريتمهاي حل عددي بر مبناي سعي و خطا 

 ( ) ( ), D , [ ] 0 k kW Wδ φ δ δ φ δ+ =v v u  

 
( ) ( )
( ) ( )
, ,

, [ ] , [ ] 0 
int k ext k

int k ext k

W W

D W D W

δ φ δ δ φ δ

δ φ δ δ φ δ

 − + 
 − = 

v v

v u v u
  

156)سازي هر يك از ترم هاي رابطهنياز به خطي در نتيجه  .]25[ باشدمي −(2

110Fسازي كار داخلي مجازيالف)خطي

1: 

156)با توجه به ترم اول معادله 2)−: 

 ( ), :  :  int
v V

W dv dVδ φ δ δ δ= =∫ ∫ v d S Eσ  

 :]25[ در دستگاه مختصات لاگرانژي به صورت كار داخلي مجازي سازيحاصل خطي

 ( ) ( ) ( )0 0, [ ] [ ] : : [ ] :   T
int k

V V

D W D D dV dVδ φ δ δ δ = + ∇ ∇ ∫ ∫v u E v C E u S u v  

 گردد.زير حاصل مي دستگاه مختصات اويلري به صورت در و

 ( ) ( ) ( ), [ ] : :  :   T
int k

v v

D W dv dvδ φ δ δ δ = + ∇ ∇ ∫ ∫v u d c u vε σ  

 باشد:روابط فوق برخي از پارامترها به قرار زير ميدر 

 [ ]0 0δ  ;  Dδ δ∂
= = ∇ = ∇
∂

 vF v       F u u
X

  

 ( ) ( ) ( )2       ;        2T Tδ δ δ= ∇ +∇ = ∇ + ∇u u d v vε  

111Fو با استفاده از روش اتساع ميانه

159)رابطه  2 ناپذير به صورت زير  توان براي مواد تراكمرا مي−(2

 .]25[ بازنويسي نمود

 
( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )

ˆ, : :  

:   

int pu
v

T

v

D W dv

dv kv div div

δ φ δ δ

δ δ

= + +

 ∇ ∇ + 

∫

∫

 v d c c

u v v u

ε

σ
  

                                                 
1 Linearization Internal Virtual Work 
2 Mean Dilatation 

(155-2) 

(156-2) 

(157-2) 

(158-2) 

(159-2) 

(160-2a,b) 

(161-2a,b) 

(162-2) 
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2

2

d U dpk J J
dJ dJ

= =  

112Fسازي كار خارجي مجازيب)خطي

1: 

113F) نيروهاي كالبدي1-ب

2: 

f رايج ترين مثال براي نيروهاي كالبدي، نيروي وزن است كه در آن شايدترين و ساده gρ=  و

0ρ
J
ρ

=
 

 باشد.مي

 ( ) 0
0, .  .   f

ext
v V

W g dv g dV
J
ρδ φ δ δ ρ δ= =∫ ∫v v v  

يافته آن  ق، به هندسه شكل، در وضعيت تغييربا توجه به آنكه هيچ كدام از پارامترهاي رابطه فو

  باشدنيروي كالبدي وزن صفر مي سازي كار مجازي برايباشد در نتيجه حاصل خطيوابسته نمي

]25[. 

 ( ), [ ] 0f
extD Wδ φ δ =v u  

114F) نيروهاي سطحي2-ب

3: 

با وجود طيف وسيعي از نيروهاي سطحي، در اين قسمت تنها به بررسي نيروي فشار نرمال خواهيم 

 .]25[  پرداخت

 ( ), .p
ext

a

W p daδ φ δ δ= ∫v n v   

 داريم:سازي رابطه عنوان شده كه با خطي

( ) 1, [ ] .
2

1 .   
2

p
ext

A

A

D W p d d

p d d

ξ

ξ

δδ φ δ δ ξ η
ξ η η

δδ ξ η
η ξ ξ

    ∂ ∂ ∂
= × + ×    ∂ ∂ ∂    

    ∂ ∂ ∂
− × + ×    ∂ ∂ ∂    

∫

∫

x u vv u v u

x u vv u
 

                                                 
1 Linearization External Virtual Work 
2 Body Forces 
3 Surface Forces 

(163-2) 

(164-2) 

(165-2) 

(166-2) 

(167-2) 
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     ;      da d dξ η ξ η
ξ η

ξ η

∂ ∂
×

∂ ∂∂ ∂= = ×
∂ ∂∂ ∂

×
∂ ∂

x x
x xn

x x
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(168-2) 



38 
 

 

 فصل سوم

فرمول بندي روش 

ايزوژئومتريك در تحليل 

 خطي هندسيمسائل غير
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 شناخت تحليل ايزوژئومتريك: -3-1

توابع پايه در ادامه ضمن معرفي  ايزوژئومتريك پرداخته شده است. تحليل تعريفابتدا به  بخشدر اين 

و فرمول بندي  ، به بررسي مفهوم روش ايزوژئومتريك و مقايسه آن با روش اجزاي محدودسازهندسه

 اشاره شده است. روش

115Fواژه ايزوژئومتريك از دو كلمه ايزوپارامتريك و ژئومتري(هندسه)

اساس روش  .شكل يافته است 1

 هاي صنعت طراحي به كمك كامپيوتر در صنعت برگرفته از پيشرفت ]28[تحليل ايزوژئومتريك 

116Fسازي هندسيمدل

 -است. مدل سازي منحني، سطوح و احجام در اين شاخه به وسيله توابع پايه ب 2

  1-3شكل  .شوداسپلاين انجام مي -اسپلاين و انواع ارتقا يافته آن نظير نربز و ت

 
  [45]و نقاط كنترلي اسپلاين -سازي سطح به وسيله توابع پايه ب مدل: 1-3شكل 

117Fاز نقاط كنترلي ايزوژئومتريك در روش

هاي تعريف هندسه با شرط اي علاوه بر مولفهشامل مولفه 3

سازي محيط پيوسته به وسيله شود و با گسستهاقناع معادله ديفرانسيل حاكم بر مسئله استفاده مي

نقاط تعريفي و استفاده آنها در تقريب تابع مجهول جواب مسئله به جاي استفاده از المان در روش اين 

باعث ايجاد  هاي بدون مشاي از نقاط در روشاجزاي محدود، شبكه در ديفرانسيل محدود يا مجموعه

                                                 
1 Geometry 
2 Computer Aided Geometry Design 
3 Control Point 
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حسني و  اي از جواب خواهد شد. توانايي اين ايده در معادلات ديفرانسيل معمولي به وسيلهرويه

118Fهمكارانش

و همچنين نتايج بسيار خوبي توسط هيوز و گروه  ]38,39[مورد بررسي قرار گرفته  1

 .]43,28-40[ تحقيقاتي آن در مكانيك محاسباتي با بهره گيري از اين روش موجود است

براي يافتن مختصات هر نقطه  ،هابه المان دامنه تعريفيدر روش اجزاي محدود با تقسيم بندي 

  خواهيم داشت:

 

0

0

0

n

i i
i
n

i i
i
n

i i
i

N x
X
Y N y
Z

N z

=

=

=

 
 
  
   =   
     
 
 

∑

∑

∑

  

119Fيابمربوط به المان در توابع درون نقاط گرهيتعداد مختصات هر نقطه به حاصل ضرب با اين تعريف 

2 

120Fيا توابع شكل

 در تخمين فضاي جواببه صورت زير  شكل همين توابعاز باشد و وابسته ميآن نقطه  3

 .شوداستفاده مي

  
0

0

0

n

i i
i
n

i i
i
n

i i
i

N u
u
v N v
w

N w

=

=

=

 
 
  
   =   
     
 
 

∑

∑

∑

 

 چند از برنامه نويسي جهت ايجاد كد به علت فهم آسان و استفاده راحت  در روش اجزاي محدود

121Fتواني ايجمله

 ايجاد احجام با به عنوان يك مثال  گردد.مي شكل استفادهتوابع اي براي پايهبه عنوان  4

 .]26[ باشدگيري از اين توابع به صورت زير ميبهره

0 0 0
( , , )

r m n
i j k

ijk
k j i

V u v w a u v w
= = =

= ∑∑∑  

                                                 
1 B. Hassani et al. 
2 Interpolation Function 
3 Shape Function 
4 Power Basis Polynomials 

(1-3) 

(2-3) 

(3-3) 
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)با تعريف  , , )ijk ijk ijk ijka x y z= مختصات هر مولفه حجم چنين خواهد بود: 

0 0 0
( , , )

r m n
i j k

ijk
k j i

x u v w x u v w
= = =

= ∑∑∑ 

0 0 0
( , , )

r m n
i j k

ijk
k j i

y u v w y u v w
= = =

= ∑∑∑ 

0 0 0
( , , )

r m n
i j k

ijk
k j i

z u v w z u v w
= = =

= ∑∑∑ 

اسپلاين  -تو نربز  نظيرانواع ارتقا يافته آن  اسپلاين و يا -ب در روش ايزوژئومتريك از توابع پايه

 شود كه تعريف توابع پايه نربز به صورت زير است.مياستفاده 

1

1

1

,

,0

( )
( )

( )
i p i

i n
e p ee

N
R

N

ξ ω
ξ

ξ ω
=

=
∑

 

1 2

1 2

1 2

, , ,
,

, , ,0 0

( ) ( )
( , )

( ) ( )
i p j p i j

i j n n
e p f p e fe f

N N
R

N N

ξ η ω
ξ η

ξ η ω
= =

=
∑ ∑ 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

, , , , ,
, ,

, , , , ,0 0 0

( ) ( ) ( )
( , , )

( ) ( ) ( )
i p j p k p i j k

i j k n n n
e p f p g p e f ge f g

N N N
R

N N N

ξ η ς ω
ξ η ς

ξ η ς ω
= = =

=
∑ ∑ ∑

 

122Fئيهابه تكه مسئلهدامنه روش اين در  همچنين

هاي تواند شامل المانيهر تكه مگردد كه تقسيم مي 1

123Fايگره

در روش اجزاي  حال آنكهپذيرد ها انجام ميتكهاين و نگاشت بين فضاها بر روي  زيادي باشد 2

124Fفيزيكي و فضاي طبيعيبين فضاي  محدود نگاشت

و باعث افزايش حجم  بر روي هر المان انجام شده 3

 گردد.محاسبات مي

و سپس به  ، در نقاط كنترلي محاسبهمتغيرهاي كنترلي، مقدار مجهول مسئله  ايزوژئومتريك در روش

-نقاط كنترلي طوري انتخاب مي روشاين در . خواهد شدتوابع پايه در بقيه نقاط تقريب زده وسيلة 

ايجاد نقاط بتوانند هندسه مسئله را مختصات اين اول و دوم و سوم  يااول و دوم هاي كه مولفه گردد

يابي د كه درونگردمختصات اين نقاط طوري محاسبه مي چهارم ياصورت مولفة سوم  در اين نمايند
                                                 
1 Patchs 
2 Knot Elements 
3 Natural Space 

(4-3a) 

(4-3b) 

(4-3c) 

(5-3a) 

(5-3b) 

(5-3c) 
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با توجه به تعريف ارائه شده  .نشان دهندة تغيير مكان نقطه باشد  به وسيله توابع پايه  اين نقاطبين 

وسيله ه كه ب استاز جواب  يا حجميرويه منحني،  يافتننمود كه هدف گيري توان چنين نتيجه مي

 قابل تعريف است.به صورت زير توابع شكل و متغيرهاي كنترلي 

              منحني جواب:  
,

0

,
0

,
0

( , , )
( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , )

( , , )

n

i x i
i
n

i y i
i
n

i z i
i

R P
x

C y R P
z

R P

ξ η ς
ξ η ς

ξ η ς ξ η ς ξ η ς
ξ η ς

ξ η ς

=

=

=

 
 
  
  = =   
     
 
 

∑

∑

∑

  

          رويه جواب:  

,
0 0

,
0 0

,
0 0

( , , )
( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , )

( , , )

m n

ij x ij
j i

m n

ij y ij
j i

m n

ij z ij
j i

R P
x

S y R P
z

R P

ξ η ς
ξ η ς

ξ η ς ξ η ς ξ η ς
ξ η ς

ξ η ς

= =

= =

= =

 
 
     = =         
 
  

∑∑

∑∑

∑∑

 

      حجم جواب:

,
0 0 0

,
0 0 0

,
0 0 0

( , , )
( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , )

( , , )

r m n

ijk x ijk
k j i

r m n

ijk y ijk
k j i

r m n

ijk z ijk
k j i

R P
x

V y R P
z

R P

ξ η ς
ξ η ς

ξ η ς ξ η ς ξ η ς
ξ η ς

ξ η ς

= = =

= = =

= = =

 
 
     = =         
 
  

∑∑∑

∑∑∑

∑∑∑

 

درجه تابع  تعدادبه  لاين تنها تعداد محدودي از اين توابعاسپتوابع پايه تاثير  هه دليل خاصيت بازب

 صورت در اين .باشد غير صفر مي و در هر راستا دهانه هراي پيشنهادي به اضافه يك در چند جمله

  :خواهيم داشت

1p جواب در هر دهانه:تعداد توابع پايه غير صفر منحني  • + 

)            : المان گره ايجواب در هر  رويهتعداد توابع پايه غير صفر  • 1)( 1)p q+ + 

)    : المان گره اي جواب در هر حجمتعداد توابع پايه غير صفر  • 1)( 1)( 1)p q r+ + + 

                            

(6-3a) 

(6-3b) 

(6-3c) 
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125Fايگره متشكل از دهانه ijkeاي المان گرهبا توجه به اين مطلب كه 

1
1[ , )i iξ ξ  دهانه ξدر راستاي +

]1ايگره , )i iη η ]1ايگره دهانه وηدر راستاي + , )i iς ς توان منحني، اكنون ميباشد مي ςدر راستاي +

 به صورت زير باز نويسي نمود.  اي براي هر المان گرهرويه و يا حجم جواب را 

 

منحني جواب:                

,

,

,

( , , )
( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , )

( , , )

i

I x I
I i p

i

I y I
I i p

i

I z I
I i p

R P
x

C y R P
z

R P

ξ η ς
ξ η ς

ξ η ς ξ η ς ξ η ς
ξ η ς

ξ η ς

= −

= −

= −

 
 
     = =         
 
  

∑

∑

∑

 

 

            رويه جواب:

,

,

,

( , , )
( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , )

( , , )

j i

IJ x IJ
J j q I i p

j i

IJ y IJ
J j q I i p

j i

IJ z IJ
J j q I i p

R P
x

S y R P
z

R P

ξ η ς
ξ η ς

ξ η ς ξ η ς ξ η ς
ξ η ς

ξ η ς

= − = −

= − = −

= − = −

 
 
     = =         
 
  

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

 

 

حجم جواب:      

,

,

,

( , , )
( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , )

( , , )

jk i

IJK x IJK
K k r J j q I i p

jk i

IJK y IJK
K k r J j q I i p

jk i

IJK z IJK
K k r J j q I i p

R P
x

V y R P
z

R P

ξ η ς
ξ η ς

ξ η ς ξ η ς ξ η ς
ξ η ς

ξ η ς

= − = − = −

= − = − = −

= − = − = −

 
 
     = =         
 
  

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

 

منظور از 
( , , )
( , , )
( , , )

x
y
z

ξ η ς
ξ η ς
ξ η ς

 
 
 
   

نقاط تغيير مكان تعريف شده در بالا همان
( , , )
( , , )
( , , )

u
v
w

ξ η ς
ξ η ς
ξ η ς

 
 
 
  

د باشمي در هر راستا 

 گردد.زير حاصل مي صورتبه  مسئله بنابراين جواب تقريبي

                                                 
1 Knot Span 

(7-3a) 

(7-3b) 

(7-3c) 
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( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , )

x u
y v
z w

ξ η ς ξ η ς
ξ η ς ξ η ς
ξ η ς ξ η ς

   
   = =   
      

u 

126Fنوع مسئله مطرح شده با استفاده از فرم ضعيف شده اكنون با توجه به

روش كار مجازي به يا   مسائل 1

مقدار صحيح و  اب uمقدار تقريبي  و با جايگزيني خواهيم پرداخت مسئلهيافتن معادله حاكم بر

 .پردازيممي به صورت زيربه مرتب سازي معادله   uمسئله جوابدرست 

 [ ]U =
K U F 

127Fدر مسائل غيرخطي هندسي ماتريس ضرايب

2K متغير تابعي از U توازن جاد باشد و معادله با ايمي

128Fگردد حال آنكه در مسائل الاستيسيتهرضا ميخارجي ا بين نيروهاي داخلي و

ماتريس ضرايب  خطي  3

K هر كدام از پارامترهايبايد توجه داشت كه  .استع خصوصيات ماده تعريفي تاب, ,K U F  يك

K,خطي پارامتر  در مسائل الاستيسيته به عنوان مثال .باشدرابطه انتگرالي مي F :چنين است 

 T d
Ω

= Ω∫K B DB 

 T Td d
Ω Γ

Ω Γ= +∫ ∫F R tR f 

129Fگوس عدديگيري انتگرال توان از روشميحاصله براي محاسبه انتگرالهاي 

نقطه گوسي  nبا انتخاب 4

 استفاده نمود.به صورت زير  در هر راستا

   در يك بعد:       

                                                                  
1

11

( )  . ( ) 
n

i i
i

f x dx w f x
=−

=∑∫ 

   بعد: دودر      

                          
1 1

1 1 11 1

( , )  . ( , ) . ( , )
n n N

i j i j ij i j
i j i

f x y dxdy w w f x y w f x y
= = =− −

= =∑∑ ∑∫ ∫ 

                                                 
1 Weak Form 
2 Cofficient Matrix 
3 Elasticity Problem 
4 Guass Quadrature 

(8-3) 

(9-3) 

(10-3) 

(11-3) 

(12-3) 
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   بعد: سهدر      

1 1 1

1 1 1 11 1 1

( , , )  . ( , , ) . ( , , ) 
n n n N

i j k i j k ijk i j k
i j k i

f x y z dxdydz w w w f x y z w f x y z
= = = =− − −

= =∑∑∑ ∑∫ ∫ ∫ 

] عددي كه بازه انتگرال گيري در اين روش لازم به ذكر است بوده و انتگرال گيري در هر بازه  −[1,1

 .باشدفضاها مينگاشتي بين ايجاد نيازمند  ديگري،

 تحليل ايزوژئومتريك در مسائل هايپرالاستيسيته:  -3-2

مورد تحليل اشاره خواهد شد  ئلامس سازيو خطي سازي گسسته انواع روشهايبخش ابتدا به در اين 

ريس ضرايب به ساخت مات به آناز  يگيربا بهرهاين تحقيق روش انتخابي در  بيان ضمن در ادامه

با توجه به ماهيت غيرخطي معادلات  .خواهيم پرداخت در مسائل غيرخطي ايزوژئومتريككمك مفهوم 

-رافسون نيازمند خطي -نيوتن عددي مبتني بر تكرار جهت استفاده از الگوي حل ،هايپرالاستيسيته

 گردد.كه در مراجع دو راهكار براي آن پيشنهاد مي باشدميسازي معادلات 

 .ايبا توجه به موقعيت  نقاط گره سازي آنمعادله تعادل و خطي گسسته سازي .1

 سازي معادله كار مجازي و گسسته سازي آن.خطي .2

هر چند در  اردبايد توجه داشت كه روش دوم براي مسائل مكانيك جامدات عموميت بيشتري د

130Fسته سازي غير استانداردسمسائلي كه از گ

در  .]25[ باشدشود روش اول مناسب تر مياستفاده مي 1

 سازي معادله كار مجازي و گسسته سازي آن استفاده شده است.روش خطي از اين تحقيق

 گسسته سازي محيط پيوسته:-3-2-1

مسئله مورد سازي بر پايه روش ايزوژئومتريك، وابسته هايپرالاستيسيتهايده كلي در تحليل مسائل 

 2-3. شكل باشدمي به توابع پايه و متغيرهاي كنترلي موثر بر المان گسسته تحليل

                                                 
1 Nonstandard Discretization 

(13-3) 
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  [45]توابع پايه و متغيرهاي كنترلي وابسته سازي مسئله مورد تحليل به: 2-3شكل 

مورد نياز اين قسمت در محيط گسسته به قرار زير حاصل  روابطبرخي از  تعريفگيري از اين با بهره 

تابع پايه مرتبط با آن  مقدار aRتعداد نقاط كنترلي و nدر روابط ارائه شده منظور از  گردد.مي

 .نقطه كنترلي است

1 2 3
1

 ( , , )  
n

a p a
a

R Xξ ξ ξ
=

=∑X 

( )1 2 3  
1

 ( , , )    
n

a p a t
a

R xξ ξ ξ
=

=∑x 

1 2 3
1

 ( , , )     
n

a pa
a

R ξ ξ ξ
=

=∑v v  

1 2 3
1

( , , )            
n

a pa
a

R uξ ξ ξ
=

=∑u  

0
1

   
n

pa a
a

x R
=

= ⊗∇∑F  

0 0
,

( . )   pa pb a b
a b

x x R R= ∇ ⊗∇∑C  

0 0
,

.  ( )  a b pa pb
a b

R R x x= ∇ ∇ ⊗∑b  

(14-3a) 

(14-3b) 

(14-3c) 

(14-3d) 

(14-3e) 

(14-3f) 

(14-3g) 
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( )
1

1   
2

n

pa a a pa
a

R R
=

= ⊗∇ +∇ ⊗∑d v v  

و 0بايد توجه داشت كه محاسبه   ∇ ∇R R  با حركت از فضاي فيزيكي به فضاي پارامتريك به صورت

 3-3شكل  باشد.زير امكان پذير مي

 
0

ξ η ζ
ξ η ζ
ξ η ζ

ξ η ζ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∇ = = + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

R R R RR
X X X X

R R R RR
x x x x

 

 
  [45]فضاي فيزيكي و فضاي پارامتريك: 3-3شكل 

به بررسي هر كدام از سازي شد. اكنون در فصل قبل معادله كار مجازي بر مبناي سرعت مجازي خطي

روش تحليل با توجه به مفهوم  استفاده در فضاي گسسته جهتسازي شده هاي معادله خطيمولفه

 بر مبناي سرعت مجازي سازي رابطه كار مجازياز خطي خواهيم پرداخت.ايزوژئومتريك 

( , )[ ] D ( , )[ ] 0k kW Wδ φ δ δ φ δ+ =v u v u  مولفه اول معادله( , )[ ]kWδ φ δv uكار مجازي  بيانگر

(14-3i) 

(15-3a,b) 
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131Fنيروهاي خارجيتغييرات به سبب 

1( )F x 132و داخليF

2( )T x  و مولفه است در اثر اعمال سرعتي مجازي

Dدوم  ( , )[ ]kWδ φ δv u سازي شده باشد. به بيان ديگر مولفه دوم معادله خطياين تغييرات مي شيب

133Fمنحني تغييراتشيب  كار مجازي بيانگر 

3( )K x گسسته اين معادلهجابجائي است. در فضاي  -نيرو 

 استخراج روابطبه  و بازنويسي كرده 1-2-3بخشو روابط  تعريفي ترليرا با توجه به متغيرهاي كن

با توجه  واقعدر  .خواهيم پرداخت با استفاده از مفهوم ايزوژئومتريك در فضاي گسسته حاكم بر مسئله

به توابع پايه و  سازي اين معادلهوابسته اكنون به  مسئله مورد تحليلحاكم بر  سازي معادلهبه خطي

شايان ذكر  خواهيم پرداخت.رافسون  -جهت استفاده از روش حل عددي نيوتن  متغيرهاي كنترلي

الزامي به قرار  باشدواقع ميكه نقاط كنترلي بر المان تعريفي  است برخلاف روش اجزاي محدود

 نيست.  يكي مسئلهفيز شكلاي و حتي گره داشتن متغيرهاي كنترلي بر روي المان

 :ومتريكئسازي معادله تعادل با توجه به مفهوم روش ايزوژخطي-3-2-1-1

) معادلههمانطور كه در قسمت قبل اشاره شد  , )[ ]Wδ φ δv uكار مجازي به سبب تغييرات  بيانگر

)نيروهاي خارجي )F x و داخلي( )T x  توان در محيط گسسته مي اثر اعمال سرعتي مجازي است.در

اين تغييرات نيرو را براي تمامي المان شامل متغيرهاي كنترلي موثر بر آنها  بطور مجزا بازنويسي 

كار به بررسي ، هندسه مسئلهكار مجازي بر اثر سرعت مجازي واقع شده بر  براي تحليل . در واقعنمود

 .خواهيم پرداخت سستههاي گالمان مجموعبر  مجازي

زير  ، به صورتaشامل متغيركنترلي موثر eاي ايزوژئومتريكمعادله كار مجازي براي هر المان گره

 .باشدمي

( ) ( ) ( ) ( )( )δ , .e e eW Ra a a a aφ δ δ= −Fv v T

معادله براي هر المان شامل متغير كنترلي موثر  ،سازي معادلات تعادلخطي اري روابط بخشذبا جايگ 

 صورت زير خواهد بود.ه بر آن ب

                                                 
1 External Force 
2 Internal Force 
3 Tangent Stiffness Matrix 

(16-3a) 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

δ , .[   (     )]eW R R dv R dv R daa a a a a ae e ev v v
φ δ δ= ∇ − +∫ ∫ ∫

∂
v v f tσ 

ieايهاي گرهبراي تمامي المان رابطه كار مجازي m=∑  شامل متغير كنترليa :به قرار زير است 

( ) ( ) ( ) ( )
1

δ , δ , .
m

e
a a a a a a a

e
e a

W R W Rφ δ φ δ δ
=

= = −∑ Fv v v T



 

زير  به صورتمسئله مورد تحليل  تمامي فضايبراي توان رابطه عنوان شده را ميو در نهايت، 

 بازنويسي نمود.

( ) ( ) ( )
1 1

,δ , . 0
N N

a a a a a
a a

W W Rδ φ δ φ δ δ
= =

= = − =∑ ∑ Fv v v T
 
با توجه به اين مطلب كه معادله فوق بايد براي هر سرعت مجازي متغيرهاي كنترلي برقرار باشد، 

 .قابل بيان خواهد بود aRباقيمانده نيروها در متغيرهاي كنترلي به صورت رابطه بنابراين

0 ;a 1,2,..., Na a a= − = =FR T 

 باشد.به فرم ماتريسي به صورت زير ميمعادله فوق 

1 1 1

2 2 2

N N N

R T F
R T F

R T F

     
     
     = − =
     
     
     

0
   

متغيرهاي كنترلي نيز تابعي  است ودستگاه معادله فوق تابعي از متغيرهاي كنترلي  به ذكر استلازم 

19)در واقع معادلهباشد. در هر گام مي a(x(جديد خود  از موقعيت 3 )b−  يك دستگاه معادله

جه معادله فوق را به صورت زير در نتي. استغيرخطي با توجه به موقعيت جديد متغيرهاي كنترلي 

  بازنويسي خواهيم كرد.

( ) ( ) ( ) 0= − =FR x T x x 

19)با توجه به ماهيت غيرخطي معادله   3 )c−   آن خواهيم بود. سازيحل نيازمند خطيجهت 

(17-3) 

(18-3) 

(19-3a) 

(16-3b) 

(19-3b) 

(19-3c) 
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سازي شده با توجه به مفهوم معادله تعادل خطيگسسته سازي   -3-2-1-2

 ومتريك:ئايزوژروش 

 سازي شده كار مجازي به قرار زير است.معادله خطي

[ ] [ ] [ ]int( , ) ( , ) ( , )extD W D W D Wδ φ δ δ φ δ δ φ δ= −u uv v v u 

[ ] [ ] [ ] [ ]( , ) ( , ) ( , ) ( , )c pD W D W D W D Wσδ φ δ δ φ δ δ φ δ δ φ δ= + −uv uv v vu u 

بر مبناي سرعت مجازي به سه مولفه  كار مجازي هسازي معادلبا توجه به معادله فوق خطي

[ ] [ ] [ ]( , ) , ( , ) , ( , )c pD W D W D Wσδ φ δν δ φ δν δ φ δνu u uكار با بازنويسي معادله  باشد.وابسته مي

b سازي شده نسبت به راستايخطيمجازي  bR uكنترلي در متغيرb ،با  گسسته سازي اين معادله

 به قرار زير است.aدر متغير كنترلي  ومتريكئتوجه به مفهوم روش ايزوژ

( ) ( )[ ] ( ) ( )( )( )[ ]
( ) ( )( )( )[ ] ( )

, .

. .

e e e
a a b b a a a b b

e e e
a a a b b a ab b

D W R R D R

D R u

δ φ δ δ

δ δ

= −

= − =

F

F

v u v T u

v T u v K
 

)ماتريس ضرايب )e
abKرابطه بين تغييرات نيرو در متغير كنترليa را نسبت به تغيير مكان در متغير

معادلات بيان شده در قسمت اي اين بخش در جايگذاري روابط پايهبا  نمايد. ميبيان  bكنترلي

ماتريس ضرايب به دو مولفه  و توجه به وابستگي كار مجازي به سه مولفه اشاره شده، سازيخطي

134Fرفتاري مانناشي از كار داخلي شامل ساخت

1( )
,
e

c abK 135و تنش ابتداييF

2( )
,
e

abσK و يك مولفه ناشي از كار

136Fنيروهاي خارجي ماتريس ضرايب خارجي با نام مولفه

3( )
,
e

p abK :قابل تجزيه است. بنابراين 

 ( ) ( ) ( ) ( )
, , ,

e e e e
ab c ab ab p abσ= + −K K K K 

( )

( )

3

,
, 1

[ ]         ; , 1, 2,3
e

e a b
c ab ij ikjl

k l k lv

R Rc dv i j
x x=

∂ ∂
= =

∂ ∂∑∫ K 

( )

( )

3

,
, 1

[ ]          ; , 1, 2,3 
e

e a b
ab ij kl ij

k l k lv

R R dv i j
x xσ σ δ

=

∂ ∂
= =

∂ ∂∑∫K
 
                                                 
۱ Constitutive Component 
۲ Initial Stress Component 
۳ External Force Component 

(20-3a) 

(21-3) 

(22-3) 

(23-3) 

(20-3c) 

(20-3b) 
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( ) ( )
3

, ,
1

[ ]    ; , 1, 2,3 e e
p ab ij ijk p ab kk

i jε
=

 = = ∑K k 

 
,

1 1  
2 2

a b a b
p ab b a b a

A A

R R R Rp R R da p R R da
ξ ξ

ξ η η η ξ ξ
   ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

= − + −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∫ ∫

x xk 

 هاي عنوان شده،سازي كار داخلي، علاوه بر مولفهبراي مواد تراكم ناپذير، با توجه به اصلاح خطي

137Fشامل مولفه حجمي

 .شودباشد. كه به صورت زير تعريف مينيز مي 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , , ,

e e e e e
ab c ab ab k ab p abσ= + + −K K K K K 

(e) ( )
( , )

e
k ab a bkv R R= ∇ ⊗∇K 

 
( )

( )

1  
e

a ae
v

R R dv
v

∇ = ∇∫ 

با استفاده از مفهوم  سازي فضاي مسئله گسسته و سازي شدهخطي بندي معادلات تعادلپس از فرمول

سعي و  رمبتني بحل  هايجهت استفاده از الگوريتمروابط حاصل شده را  روش تحليل ايزوژئومتريك

 .بيان نمودزير به صورت توان خطا مي

 0T Tδ δ+ =v Ku v R 

 خواهيم داشت. با توجه به اين مطلب كه معادله فوق بايد براي هر سرعت مجازي برقرار باشد

0+ =Ku R 

به صورت زير رافسون  -بر مبناي تكرار نيوتن الگوريتم حلجهت  معادله فوق رادستگاه  و در پايان

 .نموديم بازنويسي خواه

 
1

( ) ( ) 
 k k

k k

x x

+

= − 
 = + 

K u R
x x u

 

در مسائل غيرخطي اگرچه وارد نمودن تمام بار خارجي در يك مرحله به صورت تئوري امكان پذير 

138Fبه صورت يك سري افزايشي Fباشد، ليكن در عمل بار خارجيمي

بر به قرار زير در چند مرحله  2

 شود.جسم وارد مي

                                                 
۱ Volumetric Component 
۲ Series of Increments 

(24-3) 

(26-3) 

(25-3) 

(27-3) 

(28-3) 

(29-3a) 

(30-3) 

(29-3b) 



52 
 

 
1

l

i
i=

= ∆∑F F 

}در روش ايزوژئومتريك هندسه و حل مسئله در فضاي فيزيكي , , }x y z  توسط متغيرهاي كنترلي و

}گردد. اين توابع پايه توسط بردارهاي گرهي در فضاي پارامتريكتوابع پايه تعريف مي , , }ξ η ς قابل

139Fگيري گوس نيازمند انتقال از فضاي پارامتريك به فضاي الگوبوده و با توجه به روش انتگرالمحاسبه 

1

{ , , }r s t 4-3شكل  باشد.مي  

 
  [31]انتقال بين فضاي فيزيكي، فضاي پارامتريك و فضاي الگو: 4-3شكل 

از فضاي الگو به فضاي پارامتريك و سپس به  گيري در فضاي فيزيكي با دو انتقالبنابراين انتگرال

140Fهاي اشاره شده ماتريس ژاكوبيفضاي فيزيكي همراه خواهد بود. براي نگاشت

به صورت زير تعريف  2

 شوند.مي

 1 1 2    dxdydz det d d d det det dr ds dtξ η ζ= =J J J 

                                                 
۱ Parent Space 
۲ Jacobian Matrix 

(31-3) 

(32-3) 
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1

x y z

x y z

x y z

ξ ξ ξ

η η η

ζ ζ ζ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

J 

 رابطه بين فضاي پارامتريك و فضاي الگو به قرار زير است:

 ( ) ( )1 1
1ξ
2 i i i irξ ξ ξ ξ+ + = − + +  

 ( ) ( )1 1
1
2 i i i isη η η η η+ + = − + +  

 ( ) ( )1 1
1ζ
2 i i i itζ ζ ζ ζ+ + = − + +  

 
( )

( )

( )

1

2 1

1

1 0 0
2

10 0  
2

10 0
2

i i

i i

i i

r r r

s s s

t t t

ξ η ζ
ξ ξ

ξ η ζ η η

ξ η ζ ζ ζ

+

+

+

∂ ∂ ∂   −   ∂ ∂ ∂   
∂ ∂ ∂   = = −   ∂ ∂ ∂
   ∂ ∂ ∂   −

  ∂ ∂ ∂   

J 

 :هايپرالاستيسيتهالگوريتم روش تحليل ايزوژئومتريك در مسائل  -3-2-2

الگوريتم روش نيز در .شودمسئله هايپرالاستيسيته پيشنهاد ميبطور خلاصه گام هاي زير براي حل 

 نشان داده شده است. 5-3شكل 

تعريف  ،اي، نقاط كنترلي و وزن توابع پايه)بردارهاي گره . وارد نمودن مشخصات هندسه(1

 پارامترهاي مواد ايزوتروپيك و پارامترهاي تحليل.

 . ايجاد حلقه بر روي سري افزايشي بار:2

محاسبه مقدار افزايش بار در هر مرحله            
i∆F   و     ;     i i i i i i= −∆ = + ∆F F FR R R 

 افزايش بار: . ايجاد حلقه همگرايي در هر مرحله3      

   iKالف) محاسبه 

piب) حل معادله  i= −K u R    

(33-3) 

(34-3a) 

(34-3b) 

(34-3c) 

(35-3) 
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p  ج) محاسبه مختصات جديد نقاط كنترلي  p p= +x x u  

  iTد) محاسبه نيروهاي داخلي 

iه) محاسبه   i i= −FR T  

 . پايان حلقه همگرايي. 4     

 . پايان حلقه سري افزايشي بار5     
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 هايپرالاستيسيته: الگوريتم روش تحليل ايزوژئومتريك در مسائل 5-3شكل 
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 فصل چهارم

كاربرد برنامه در تحليل 

 مسائل نمونه
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مثال نتايج روش اجزاي محدود و روش ايزوژئومتريك در مسائل  سهدر اين بخش، ابتدا با ارائه 

هاي متنوع ديگري در زمينه مثالگردد. در ادامه به بررسي با يكديگر  مقايسه مي  هايپرالاستيسيته

 روش مذكور خواهيم پرداخت.

بررسي نتايج روش اجزاي محدود و روش ايزوژئومتريك در مسائل  -4-1

 :هايپرالاستيسيته

141Fمدل سازي تير طره -4-1-1

 ، تحت اثر بارگذاري در انتها:1

باشد. و ارتفاع واحد مي 2عرض 15مدل تحليلي ارائه شده در اين مسئله، يك مكعب مستطيل با طول 

مرحله  10نشان داده شده است. بارگذاري در  1-4شرايط هندسي، بارگذاري و تكيه گاهي در شكل 

142Fبا مقدار همگرايي

2 101 10−= ×  شود. در روش اجزاي به صورت سري افزايشي بر جسم وارد مي

143Fالمان هاي هشت گره اي شش وجهي 1920محدود، از

گيري در هر گره و براي انتگرال 2745و 3

اسپلاين درجه -تريك از توابع پايه بدر روش ايزوژئوم .استفاده شده است نقطه گوسي 8المان از

{ 2}p q r= = اي به صورت زير براي تقريب هندسه و توابع مجهول استفاده شده و بردارهاي گره =

 اند.در نظر گرفته شده

 
{ }
{ }
{ }

ξ 0, 0, 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9,1 ,1 ,1 

η 0, 0, 0, 0.25, 0.5, 0.75,1  ,1  ,1 

ζ 0, 0, 0, 0.5,1  ,1  ,1 

=

=

=

 

گوسي استفاده شده است. با استفاده از رابطنقطه  64اي ازگيري در هر المان گرهبراي انتگرال

1m n P= +  تعداد نقاط كنترلي در هر راستا به صورت زير است. +

         P 12  ;   P 6  ;   P 4      ;   288totallPξ η ζ= = = = 

(C)2هوكين تراكم پذير با تابع انرژي كرنشي -همچنين از مصالح نئو ( 3) ln (ln )
2 2CI J Jµ λψ µ= − − +

 

                                                 
1 Cantilever Beam 
2 Tolerance 
3 8-Noded Trilinear Hexahedron 



58 
 

 ρو پارامترهاي 0  ;  μ 100  ;  100λ= = 144Fچگالي مصالح ρاستفاده شده است. كه در آن =

λ,و 1 µ

145Fضرايب لامه

 باشند.مي 2

 
 )الف(

   

 
 )ب(

 
 (ج)

ايزوژئومتريك (الف) هندسه، بارگذاري و شرايط مرزي (ب)شبكه كنترلي در روش  1-1-4: تعريف مسئله1-4شكل 

 (ج)مش بندي اوليه در روش اجزاي محدود
                                                 
1 Density 
2 Lame Cofficient 

X Y

Z

X Y

Z
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                (الف)                                                (ب)                                        

  
                (ج)                                                       (د)                                   

   
 (ه)                                       (و)                                                  
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 (ز)

  : تغييرات حجم آغازين و پاياني در روش اجزاي محدود و ايزوژئومتريك1-4جدول 

 Jتغييرات حجم  حجم پاياني حجم اوليه 

 1.00125 30.037631 30.000000 محدود روش اجزاي

 1.00124 30.037242 30.000000 روش ايزوژئومتريك

 

يافته (ب) كانتور تريك به همراه شبكه كنترلي تغييردر روش ايزوژئوم Z: (الف)كانتور جابجايي در راستاي2-4شكل

تريك به همراه شبكه روش ايزوژئومدر  X(ج)كانتور جابجايي در راستاي در روش اجزاي محدود Zجابجايي در راستاي

در روش  Y(ه)كانتور جابجايي در راستاي در روش اجزاي محدود Xيافته (د) كانتور جابجايي در راستايكنترلي تغيير

(ز) نمودار  در روش اجزاي محدود Yيافته (و) كانتور جابجايي در راستايتريك به همراه شبكه كنترلي تغييرايزوژئوم

 قطه اعمال بارجابجائي در ن -بار

 

Z-Displacment

Fo
rc

e

6 8 10 12

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Green-Delta: IGA Method

Red-Square: FEM Method
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146Fمدل سازي تير دو سر گيردار  -4-1-2

 ، تحت اثر نيروي كالبدي وزن:1

باشد. و ارتفاع واحد مي 2عرض 15مدل تحليلي ارائه شده در اين مسئله، يك مكعب مستطيل با طول 

 100بارگذاري در   نشان داده شده است. 3-4شرايط هندسي، بارگذاري و تكيه گاهي در شكل 

101مرحله با مقدار همگرايي  10−= ×  شود. در روش به صورت سري افزايشي بر جسم وارد مي

گيري در گره و براي انتگرال 2745المان هاي هشت گره اي شش وجهي و 1920اجزاي محدود، از

اسپلاين درجه -در روش ايزوژئومتريك از توابع پايه ب .استفاده شده است نقطه گوسي 8هر المان از

{ 2}p q r= = اي به صورت زير براي تقريب هندسه و توابع مجهول استفاده شده و بردارهاي گره =

 اند.گرفته شدهدر نظر 

{ }
{ }
{ }

ξ 0, 0, 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9,1 ,1 ,1 

η 0, 0, 0, 0.25, 0.5, 0.75,1  ,1  ,1 

ζ 0, 0, 0, 0.5,1  ,1  ,1 

=

=

=

 

نقطه گوسي استفاده شده است. با استفاده از رابط 64اي ازگيري در هر المان گرهبراي انتگرال

1m n P= +  تعداد نقاط كنترلي در هر راستا به صورت زير است. +

         P 12  ;   P 6  ;   P 4      ;   288totallPξ η ζ= = = = 

(C)2هوكين تراكم پذير با تابع انرژي كرنشي -همچنين از مصالح نئو ( 3) ln (ln )
2 2CI J Jµ λψ µ= − − +

 

 ρو پارامترهاي 0 .5 ;  μ 100  ;  100λ= = λ  ،µچگالي مصالح و ρاستفاده شده است. كه در آن =

 باشند.ضرايب لامه مي

 
 )الف(

                                                 
1 Fixed Beam 
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 )ب(

 
 (ج)

شبكه كنترلي در روش ايزوژئومتريك (الف) هندسه، بارگذاري و شرايط مرزي (ب) 2-1-4: تعريف مسئله3-4شكل 

 (ج)مش بندي اوليه در روش اجزاي محدود

 
                (الف)                                               (ب)                                                   

 

X Y

Z

X Y

Z
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                (ج)                                        (د)                                                         

 
 (ه)                                      (و)                                                       

يافته (ب) كانتور تريك به همراه شبكه كنترلي تغييردر روش ايزوژئوم Z: (الف)كانتور جابجايي در راستاي4-4شكل

تريك به همراه شبكه در روش ايزوژئوم X(ج)كانتور جابجايي در راستاي در روش اجزاي محدود Zجابجايي در راستاي

در روش  Y(ه)كانتور جابجايي در راستاي در روش اجزاي محدود Xيافته (د) كانتور جابجايي در راستايركنترلي تغيي

 در روش اجزاي محدود Y(و) كانتور جابجايي در راستاييافته ه همراه شبكه كنترلي تغييرايزوژئومتريك ب

147Fمدل سازي قسمتي از استوانه -4-1-3

 تحت اثر پيچش: 1

 6و ارتفاع  2/0، ضخامت 1/1به صورت يك چهارم استوانه به شعاع متوسط مدل تحليلي اين مسئله 

 نشان داده شده است. بارگذاري در 5-4شرايط هندسي، بارگذاري و تكيه گاهي در شكل  باشد.مي

با مقدار همگرايي مرحله  100و در روش ايزوژئومتريك در  مرحله 1000 روش اجزاي محدود در

                                                 
1 Cylindrical 
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101 10−= ×  المان  300شود. در روش اجزاي محدود، ازبه صورت سري افزايشي بر جسم وارد مي

 نقطه گوسي 8گيري در هر المان ازگره و براي انتگرال 682هاي هشت گره اي شش وجهي و

}درجه نربزدر روش ايزوژئومتريك از توابع پايه  .استفاده شده است 2}p q r= = براي تقريب  =

 اند.اي به صورت زير در نظر گرفته شدههندسه و توابع مجهول استفاده شده و بردارهاي گره

{ }
{ }
{ }

ξ 0, 0, 0, 1  ,1  ,1 

η 0, 0, 0, 1  ,1  ,1 

ζ 0, 0, 0, 0.5,1  ,1  ,1 

=

=

=

 

نقطه گوسي استفاده شده است. با استفاده از رابط 64اي ازگرهگيري در هر المان براي انتگرال

1m n P= +  تعداد نقاط كنترلي در هر راستا به صورت زير است. +

         P 3 ;   P 3 ;   P 4      ;   36totallPξ η ζ= = = = 

به تعريفي  پارامترهاي و كرنشياصلي با تابع انرژي هايپرالاستيسيته در راستاي  از ماده ايزوتروپيك

 استفاده شده است. قرار زير

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 3 1 2 3, , ln ln ln (ln )

2
Jλψ λ λ λ µ λ λ λ = + + +  

ρ  0  ;  μ 100  ;  100λ= = = 

 
 )الف(
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 )ب(

 
 )ج(

(الف) هندسه، بارگذاري و شرايط مرزي (ب)شبكه كنترلي در روش ايزوژئومتريك   3-1-4: تعريف مسئله5-4شكل 

 (ج)مش بندي اوليه در روش اجزاي محدود

 
                (الف)                                               (ب)                                                   

Z

X

Y

Z

X

Y
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                (ج)                                        (د)                                                             

 
 (ه)                                      (و)                                                                 

يافته (ب) كانتور تريك به همراه شبكه كنترلي تغييردر روش ايزوژئوم Zجابجايي در راستاي: (الف)كانتور 6-4شكل

تريك به همراه شبكه در روش ايزوژئوم X(ج)كانتور جابجايي در راستاي در روش اجزاي محدود Zجابجايي در راستاي

در روش  Y(ه)كانتور جابجايي در راستاي در روش اجزاي محدود Xيافته (د) كانتور جابجايي در راستايكنترلي تغيير

 در روش اجزاي محدود Yيافته (و) كانتور جابجايي در راستايتريك به همراه شبكه كنترلي تغييرايزوژئوم
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                (الف)                                               (ب)                                                   

 
 )ج(

مرحله (ب)روش  100بارگذاري در (الف)روش ايزوژئومتريك   Yدر راستاي  جابجايي -:  منحني بار7-4شكل

 مرحله 1000(ج)روش اجراي محدود بارگداري در  مرحله 50ايزوژئومتريك بارگذاري در 

بكارگيري روش اجزاي محدود علاوه بر وابستگي جواب  بخشبا توجه به نتايج ارائه شده در اين 

گردد. نياز به مش مسئله به اندازه مش كه باعث ايجاد دستگاه معادلات با حجم محاسباتي  بالا مي

استفاده از توابع پايه با  در روش ايزوژئومتريك با توجه به باشد.بندي مجدد نيز قابل مشاهده مي

شود. هندسه مدل، نياز به فرآيند توليد مش مجدد تا حد زيادي رفع مي قابليت انعطاف بالا در ايجاد

همچنين با استفاده از اين روش ضمن ايجاد دستگاه معادلات كوچكتر و كاهش حجم محاسبات دقت 

 .يكسان نشان داده شده است

Y-DISPLACMENT
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 با استفاده از روش ايزوژئومتريك: متنوع : ارائه چند مثال4-2

 مدل سازي نيم مخروط ناقص تحت فشار خارجي:  -4-2-1

مدل تحليلي ارائه دراين مسئله به بررسي تاثير نقاط گوسي در همگرايي جواب پرداخته شده است. 

و 0.2 ضخامت 0.9انتهائي 2.9شده در اين مسئله يك نيم مخروط ناقص با شعاع متوسط ابتدائي

نشان داده شده است. بار   8-4باشد. شرايط هندسي،  بارگذاري و تكيه گاهي در شكل مي 6ارتفاع 

101مرحله  با مقدار همگرايي 200در  10−= ×  شود. از به صورت سري افزايشي بر جسم وارد مي

}توابع پايه نربز درجه  2}p q r= = براي تقريب هندسه و توابع مجهول استفاده شده و  =

 اند.اي به صورت زير در نظر گرفته شدهبردارهاي گره

{ }
{ }
{ }

ξ 0, 0, 0,0.5, 0.5,1  ,1  ,1 

η 0, 0, 0,1  ,1  ,1 

ζ 0, 0, 0,1  ,1  ,1 

=

=

=
 

3گيري در هر المان گره ايبراي انتگرال
iA .نقطه گوسي استفاده شده استiA  تعداد گوسي در هر

3,4,6iAباشد. به منظور بررسي اثر نقاط گوسي بر جواب مسئلهراستا مي در نظر گرفته شده  =

1mاست. با استفاده از رابط n P= +  تعداد نقاط كنترلي به صورت زير است. +

P 5;   P 3  ;   P 3     ;   45totallPξ η ζ= = = = 

همچنين از مصالح ايزوتروپيك هايپرالاستيسيته در محدوده تراكم ناپذيري در راستاي اصلي با تابع 

 نيز تابع انرژي كرنشي حجمي  به قرار زير استفاده شده است. با پارامترهاي و انرژي كرنشي

20.5 (ln )  Jκ است. چنين 

2ρ  0  ;  μ 100  ;  100  ;  166.67
3

λ κ λ µ= = = = + = 

 ˆ(C) (C) (J)Uψ ψ= + 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 3 1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ , , ln ln lnψ λ λ λ µ λ λ λ = + +  
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κ148مدول بالكF

1و  1 2 3
ˆ ˆ{ , }ˆ,λ λ λباشند.مولفه اعوجاجي پارامترهاي كشيدگي، در راستاي اصلي مي 

 
 )الف(                                                                        )ب(                     

 (الف) هندسه، بارگذاري و شرايط مرزي (ب)شبكه كنترلي در روش ايزوژئومتريك 1-2-4: تعريف مسئله8-4شكل 

 
                   )الف(                                                                     )ب(                       

                                                 
1 Bulk Modulus 

X

Y

Z
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 (ج)

 
                            )د(                                                                     )ه(                         

 
 (و)
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 )ز(                                                                     )ح(

 
 (ط)

با  yyσنقطه گوسي (ج) كانتور تنش  64با  yyσنقطه گوسي (ب) كانتور تنش  27با  yyσ: (الف)كانتور تنش 9-4شكل

 xxσنقطه گوسي (و) كانتور تنش  64با  xxσنقطه گوسي (ه) كانتور تنش  27با  xxσ(د)كانتور تنش  نقطه گوسي 216

با  xzτيافته (ح) كانتور تنش شبكه كنترلي تغيير گوسي به همراهنقطه  27با  xzτ(ز)كانتور تنش  نقطه گوسي 216با 

نقطه گوسي به همراه شبكه كنترلي  216با  xzτيافته (ط) كانتور تنش گوسي به همراه شبكه كنترلي تغييرنقطه  64

 تغييريافته

گيري عددي در نقاط گوسي، يافتن تعداد نقاط گوسي بهينه در هر با توجه به استفاده از روش انتگرال

گردد. بدون كاهش در دقت جواب مسئله باعث افزايش سرعت حل و كاهش زمان محاسبات مي راستا

}دهد با مرتبه چند جمله اينتايج ارائه شده در اين مثال نشان مي 2}p q r= = نقطه  4انتخاب =
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 گوسي در هر راستا مناسب است.

 ه تحت فشار خارجي: مدل سازي صفحه خميد -4-2-2

مدل تحليلي دراين مسئله به بررسي تاثير تعداد تقسيمات بار در همگرايي جواب پرداخته شده است. 

باشد. مي 18و طول 1ضخامت 9ارائه شده در اين مسئله يك صفحه خميده با شعاع تقريبي متوسط

مرحله  با  Aنشان داده شده است. بار در  10-4شرايط هندسي، بارگذاري و تكيه گاهي در شكل 

101مقدار همگرايي 10−= × شود. به منظور بررسي اثر به صورت سري افزايشي بر جسم وارد مي

10,20,50,100Aتعداد تقسيمات بار بر جواب مسئله  در نظر گرفته شده است. از توابع پايه   =

}اسپلاين درجه  -ب 2}p q r= = براي تقريب هندسه و توابع مجهول استفاده شده و بردارهاي  =

 اند.اي به صورت زير در نظر گرفته شدهگره

{ }
{ } { }

ξ 0, 0, 0, 0.5,1  ,1  ,1 

η 0, 0, 0,1  ,1  ,1  ,ζ 0, 0, 0, 1  ,1  ,1 

=

= =
 

نقطه گوسي استفاده شده است. با استفاده از رابط 64المان گره اي ازگيري در هر براي انتگرال 

1m n P= +  تعداد نقاط كنترلي در هر راستا به صورت زير است. +

P 4;   P 3  ;   P 3     ;   36totallPξ η ζ= = = = 

(C)2هوكين تراكم پذير با تابع انرژي كرنشي -همچنين از مصالح نئو ( 3) ln (ln )
2 2CI J Jµ λψ µ= − − +

 

 ρو پارامترهاي 0  ;  μ 100  ;  100λ= =  استفاده شده است.=

 
 )الف(                                                       )ب(

 (الف) هندسه، بارگذاري و شرايط مرزي (ب)شبكه كنترلي در روش ايزوژئومتريك  2-2-4: تعريف مسئله10-4شكل 

X

Y

Z
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 (الف)                                                 (ب)               

  
 (د)                                                            (ج)

كانتور  (ج) 20با تعداد تقسمات بار= xyτكانتور تنش  (ب) 10با تعداد تقسمات بار= xyτكانتور تنش  : (الف)11-4شكل 

 به همراه شبكه كنترلي تغييريافته 100با تعداد تقسمات بار=  xyτكانتور تنش  (د)  50با تعداد تقسمات بار= xyτتنش 
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 جابجائي در نقطه اعمال بار -: نمودار بار12-4شكل 

جواب نهايي مستقل از تعداد  هايپرالاستيسيتهبا توجه به نتايج ارائه شده در اين مثال در مسائل 

 باشد.تقسيمات بار مي

 مدل سازي نيم استوانه تحت فشار خارجي:  -4-2-3

و ارتفاع  0.2، ضخامت2.9استوانه با شعاع متوسط نيم مدل تحليلي ارائه شده در اين مسئله، يك

مرحله،  با  50بار در  نشان داده شده و 13-4 باشد. شرايط بارگذاري و تكيه گاهي در شكلمي 8

101مقدار همگرايي 10−= × درجه  نربزاز توابع پايه شود. ، به صورت سري افزايشي بر جسم وارد مي

{ 2}p q r= = اي به صورت زير براي تقريب هندسه و توابع مجهول استفاده شده و بردارهاي گره =

 اند.در نظر گرفته شده

Y-Displacment

Fo
rc

e

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1-30

-25

-20

-15

-10

-5

Red-Square: increment= 10

Green-Square: increment= 20

Bule-Square: increment= 50
Cyan-Square: increment= 100
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{ }
{ }
{ }

ξ 0, 0, 0,0.5, 0.5,1  ,1  ,1 

η 0, 0, 0,1  ,1  ,1 

ζ 0, 0, 0, 0.3,0.6,1  ,1  ,1 

=

=

=

 

نقطه گوسي استفاده شده است. با استفاده از رابط 64گيري در هر المان گره اي ازبراي انتگرال 

1m n P= +  تعداد نقاط كنترلي در هر راستا به صورت زير است. +

P 5;   P 3  ;   P 5     ;   75totallPξ η ζ= = = = 

(C)2هوكين تراكم پذير با تابع انرژي كرنشي -همچنين از مصالح نئو ( 3) ln (ln )
2 2CI J Jµ λψ µ= − − +

 

 ρو پارامترهاي 0  ;  μ 100  ;  100λ= =  استفاده شده است.=

 
 )الف(                                                       )ب(

 (الف) هندسه، بارگذاري و شرايط مرزي (ب)شبكه كنترلي در روش ايزوژئومتريك   3-2-4: تعريف مسئله13-4شكل 

 
 (الف)                                                 (ب)               

X

Y

Z
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 (ج)                            (د)                                

به همراه شبكه كنترلي  xzτكانتور تنش  (ب) به همراه شبكه كنترلي تغييريافته xxσكانتور تنش  : (الف)14-4شكل 

به همراه شبكه كنترلي  zzσكانتور تنش  (د) يافتهبه همراه شبكه كنترلي تغيير yyσ كانتور تنش (ج) يافتهتغيير

 يافتهتغيير

 جرثقال تحت بار:  مدل سازي قلاب -4-2-4

مدل  در همگرايي جواب پرداخته شده است. كرنشي حجمي توابع انرژياين مسئله به بررسي تاثير  در

باشد. شرايط بارگذاري و تكيه گاهي در تحليلي ارائه شده در اين مسئله، يك قلاب جرثقال مي

101مرحله،  با مقدار همگرايي 200نشان داده شده و بار در  16-4شكل 10−= ×  به صورت سري ،

}درجه  اسپلاين -باز توابع پايه شود. افزايشي بر جسم وارد مي 2}p q r= = براي تقريب  =

 اند.اي به صورت زير در نظر گرفته شدههندسه و توابع مجهول استفاده شده و بردارهاي گره

{ }
{ }
{ }

ξ 0, 0, 0,0.13,0.26,0.39,0.52,0.65,0.78,0.91,1 ,1 ,1 

η 0, 0, 0,1  ,1  ,1 

ζ 0, 0, 0,1  ,1  ,1 

=

=

=

 

نقطه گوسي استفاده شده است. با استفاده از رابط 64گيري در هر المان گره اي ازبراي انتگرال 

1m n P= +  تعداد نقاط كنترلي در هر راستا به صورت زير است. +

P 10;   P 3  ;   P 3     ;   90totallPξ η ζ= = = = 
همچنين از مصالح ايزوتروپيك هايپرالاستيسيته در محدوده تراكم ناپذيري در راستاي اصلي با تابع 
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 مورد بحث ابع انرژي كرنشي حجميوت به قرار زير استفاده شده است. با پارامترهاي و انرژي كرنشي

 ارائه شده است. 2-4در جدول  نيز

2ρ  0  ;  μ 100  ;  100  ;  166.67
3

λ κ λ µ= = = = + = 

 ˆ(C) (C) (J)Uψ ψ= + 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 3 1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ , , ln ln lnψ λ λ λ µ λ λ λ = + +  

 

  : توابع انرژي كرنشي حجمي2-4جدول

( )iU J number 

20.5 ( 1)Jκ − 1 

20.5 (ln )  Jκ 2 

( .ln 1) J J Jκ − + 3 

10.5 (e ln 1) J Jκ − − − 4 

 

 
تابع  و تابع سوم آبي ،تابع دوم سبز ،تابع اول قرمز، تغييرات حجمنسبت : نمودار انرژي كرنشي حجمي به 15-4شكل

  آبي كمرنگ چهارم

J

U

0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 10

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005
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 )الف(                                                       )ب(

 (الف) هندسه، بارگذاري و شرايط مرزي (ب)شبكه كنترلي در روش ايزوژئومتريك   4-2-4: تعريف مسئله16-4شكل 

 

 (الف)                                                 (ب)               

 

X

Y

Z
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 (د)                                                            (ج)

 دوم براي تابع انرژي كرنشي zzσكانتور تنش  (ب) اولبراي تابع انرژي كرنشي  zzσكانتور تنش  : (الف)17-4شكل 

 براي تابع انرژي كرنشي چهارم zzσكانتور تنش )(د براي تابع انرژي كرنشي سوم zzσكانتور تنش )(ج

 

 : حجم اوليه، حجم پاياني و نسبت تغييرات حجم3-4جدول

1/ J totallV 0V number 

0.880 36.613 32.243 1 

0.880 36.613 32.243 2 

0.880 36.613 32.243 3 

0.880 36.613 32.243 4 

 

149Fمدل سازي تير طره تحت اثر پيچش -4-2-5

1: 

-و ارتفاع واحد مي 2عرض 15مدل تحليلي ارائه شده در اين مسئله، يك مكعب مستطيل با طول 

 50بارگذاري در   نشان داده شده است. 18-4باشد. شرايط هندسي، بارگذاري و تكيه گاهي در شكل 

101مرحله با مقدار همگرايي  10−= ×  شود. از توابع پايه به صورت سري افزايشي بر جسم وارد مي

}اسپلاين درجه -ب 2}p q r= = براي تقريب هندسه و توابع مجهول استفاده شده و بردارهاي  =

 اند.اي به صورت زير در نظر گرفته شدهگره
                                                 
1 Torsion 
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{ }
{ }
{ }

ξ 0, 0, 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9,1 ,1 ,1 

η 0, 0, 0, 0.25, 0.5, 0.75,1  ,1  ,1 

ζ 0, 0, 0, 0.5,1  ,1  ,1 

=

=

=

 

نقطه گوسي استفاده شده است. با استفاده از رابط 64از ايگيري در هر المان گرهبراي انتگرال

1m n P= +  تعداد نقاط كنترلي در هر راستا به صورت زير است. +

         P 12  ;   P 6  ;   P 4      ;   288totallPξ η ζ= = = = 

(C)2هوكين تراكم پذير با تابع انرژي كرنشي -همچنين از مصالح نئو ( 3) ln (ln )
2 2CI J Jµ λψ µ= − − +

 

 ρو پارامترهاي 0  ;  μ 100  ;  100λ= = λ,چگالي مصالح و ρاستفاده شده است. كه در آن = µ 

 باشند.ضرايب لامه مي

 
 )الف(                                                       )ب(

 (الف) هندسه، بارگذاري و شرايط مرزي (ب)شبكه كنترلي در روش ايزوژئومتريك   5-2-4تعريف مسئله: 18-4شكل 

 
 )الف(                                                       )ب(

X Y

Z
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 (د)                                                            (ج)

 

 
 )ه(                                     )                       و(

به همراه شبكه كنترلي  xyτكانتور تنش  (ب) يافتهبه همراه شبكه كنترلي تغيير xxσكانتور تنش  : (الف)19-4شكل 

به همراه شبكه كنترلي  yyσ كانتور تنشيافته (د)به همراه شبكه كنترلي تغيير xzτكانتور تنش  (ج)  يافتهتغيير

به همراه شبكه كنترلي  zzσكانتور تنش  )و( يافتهبه همراه شبكه كنترلي تغيير yzτكانتور تنش  (ب) )ه(يافته تغيير

 يافتهتغيير

150Fمدل سازي تير خميده تحت اثر برش -4-2-6

151Fو كشش 1

2 : 

مدل تحليلي  پرداخته شده است.مسئله در جواب  بحث در انواع مواد تراكم ناپذيراين مسئله به  در
                                                 
1 Shear 
2 Tension 



82 
 

باشد. شرايط مي2.0، و شعاع داخلي3.0تير خميده، با شعاع خارجي شده در اين مسئله، يكارائه 

مرحله،  با مقدار همگرايي 50بار در  نشان داده شده و 20-4بارگذاري و تكيه گاهي در شكل 

101 10−= × اسپلاين درجه -از توابع پايه ب شود.، به صورت سري افزايشي بر جسم وارد مي

{ 2}p q= اي به صورت زير در براي تقريب هندسه و توابع مجهول استفاده شده و بردارهاي گره =

 اند.نظر گرفته شده

{ }
{ }

ξ 0, 0, 0,1  ,1  ,1 

η 0, 0, 0,1  ,1  ,1 

=

=
 

نقطه گوسي استفاده شده است. با استفاده از رابط 16اي ازگرهگيري در هر المان براي انتگرال

1m n P= +  تعداد نقاط كنترلي در هر راستا به صورت زير است. +

P 3;   P 3     ;   9totallPξ η= = = 

كرنشيهوكين تراكم ناپذير با تابع انرژي  -نئو از مصالححليل مدل اول در تهمچنين 

( ) ( )C 3  
2 CIµψ = −

 
 ρو پارامترهاي 0  ;  μ 100  ;  1thickness= =  صالحاز م و در تحليل مدل دو،=

با تابع انرژي كرنشي در راستاي اصلي، تراكم ناپذير هايپرالاستيسيته ايزوتروپيك

( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 2, ln lnψ λ λ µ λ λ = + 

 ρو پارامترهاي 0  ;  μ 100  ;  1thickness= = استفاده شده =

است.
 

 
 )الف(                                                       )ب(

 (الف) هندسه، بارگذاري و شرايط مرزي (ب)شبكه كنترلي در روش ايزوژئومتريك   6-2-4: تعريف مسئله20-4شكل 

X

Y

0 1 2 3

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5



83 
 

 
 )الف(                                                       )ب(

 

 )ج(                                                       )د(

به همراه شبكه  xxσكانتور تنش  (ب) مدل اول يافتهبه همراه شبكه كنترلي تغيير xxσكانتور تنش  : (الف)21-4شكل 

 (ج)تغييرات ضخامت مدل اول (د)تغييرات ضخامت مدل دوم يافته مدل دومكنترلي تغيير
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 )الف( 

 

 )ب(
جابجايي در -) نمودار بارب( مدل اول قرمز و مدل دوم سبز Xجابجايي در راستاي-نمودار بار: (الف) 22-4شكل 

 مدل اول قرمز و مدل دوم سبز Yراستاي

  

X-Displacment

X-
Fo

rc
e

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2-10

-8

-6

-4

-2

Y-Displacment

Y-
Fo

rc
e

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2-10

-8

-6

-4

-2
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   تحت اثر بار در مركز صفحه:داراي پيش خيز صفحه مدل سازي  -4-2-7

152Fتقسيم به دو شاخه شدن يا شكاف گاهپديده اين مسئله  در

هدف از طرح اين  شده است. نشان داده 1

باشد و توجه به اين مطلب كه ميآن مثال تنها نشان دادن قابليت برنامه نوشته شده و نه بررسي 

مدل تحليلي ارائه شده در اين   اي از مسائل تغيير شكلهاي بزرگ است.شاخه رزي عنوان شده پديده

. شرايط باشدمي 3.0 و پيش خيز 0.5ضخامت  20طول و عرض  صفحه داراي مسئله، يك

مرحله و بار ديگر در  50 يك بار دربار  نشان داده شده و 23-4بارگذاري و تكيه گاهي در شكل 

81مرحله،  با مقدار همگرايي200 10−= × از توابع  شود.، به صورت سري افزايشي بر جسم وارد مي

}اسپلاين درجه -پايه ب 2}p q r= = براي تقريب هندسه و توابع مجهول استفاده شده و  =

 اند.اي به صورت زير در نظر گرفته شدهبردارهاي گره

{ }
{ }
{ }

0,0,0,0.142,0.285,0.428,0.571,0.714,0.857,1,1,1

0,0,0,0.142,0.285,0.428,0.571,0.714,

ξ

η

ζ 0, 0

0.8

, 0

57,1,1

, 1 ,1 ,1

,1

 

=

=

=
 

نقطه گوسي استفاده شده است. با استفاده از رابط 27اي ازگيري در هر المان گرهانتگرالبراي 

1m n P= +  تعداد نقاط كنترلي در هر راستا به صورت زير است. +

         P 9  ;   P 9  ;   P 3      ;   243totallPξ η ζ= = = = 

(C)2تابع انرژي كرنشي هوكين تراكم پذير با -همچنين از مصالح نئو ( 3) ln (ln )
2 2CI J Jµ λψ µ= − − +

 

 ρو پارامترهاي 0  ;  μ 100  ;  100λ= = λ,چگالي مصالح و ρاستفاده شده است. كه در آن = µ 

 باشند.ضرايب لامه مي

                                                 
1 Bifurcation 
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     )الف(

 
 )ب(

 (الف) هندسه، بارگذاري و شرايط مرزي (ب)شبكه كنترلي در روش ايزوژئومتريك  7-2-4: تعريف مسئله23-4شكل 

 تحليل مرحله اعمال بار به صورت سري افزايشي در مرتبه اول 200و  50تحليل با  مرتبهپس از دو 

 پديده تقسيم به دو شاخه شدنشاهد  32تا 31بين مرحله  م تحليلو در مرتبه دو 8تا  7بين مرحله 

و همچنين نمودار  شده شكل صفحه داراي پيش خيز در قبل و بعد مراحل نام بردهتغييرات . باشيممي

X
Y

Z
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 باشد.به صورت زير قابل گزارش ميبار جابجايي و تغيير شكل نهايي كل 

 
 (الف)

 
 (ب)
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 (ج)

 

 )د(

Z-DISPLACMENT
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FO
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E
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C
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 (ه)

به همراه   zzσ )كانتور تنش(ب قبل از وقوع پديده جسم يافتهبه همراه شكل تغيير  zzσ كانتور تنش: (الف)24-4شكل 

-نمودار باراري (د)ذمرحله بارگ 50براي  Zجابجايي در راستاي-نمودار باريافته جسم بعد از وقوع پديده (ج)شكل تغيير

و تغيير شكل  يافتهبه همراه شبكه كنترلي تغيير xyτكانتور تنش (ه) اريذمرحله بارگ 200براي  Zجابجايي در راستاي

 نهايي جسم
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 فصل پنجم

 نتيجه گيري
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 مقدمه -5-1

هاي بكار گرفته شده و اهداف اي بر روشبه مقدمه اولباشد. فصل اين تحقيق مشتمل بر پنج فصل مي

سينماتيك اي از دوم اين تحقيق به مرور خلاصه فصلدر و فرضيات تحقيق اختصاص يافته است. 

بندي مصالح فرمولشود در ادامه به ارائه ميذرات اشاره شده و روابط مربوط به تعادل  بررسي و 

سازي آن جهت هايپرالاستيسيته پرداخته شده و ضمن بيان معادله تعادل حاكم بر مسئله، خطي

سوم ضمن اشاره به  فصلانجام گرفته است. در  رافسون -استفاده از روش حل بر مبناي تكرار نيوتن

سازي شده هايپرالاستيسيته در مسائل خطي مفهوم روش ايزوژئومتريك، توابع مجهول و هندسه

الگوريتمي براي  فصلشوند. در انتهاي اين سازي ميگسسته متغيرهاي كنترليتوسط توابع پايه و 

چهارم به نتايج  فصلمسائل غيرخطي الاستيك بر پايه روش تحليلي ايزوژئومتريك ارائه شده است. 

 در فصل پايانياختصاص يافته است.  ل متنوعو حل مسائ حل و مقايسه آن با روش اجزاي محدود

جهت  IGLAGSHYP  شود. در قسمت ضمائم برنامهنتيجه تحقيق و مقايسه انجام شده گزارش مي

   گردد.استفاده با بيان مثالي معرفي مي

توان روش را مياين طور خلاصه مزاياي  بهبا توجه به استفاده از تحليل ايزوژئومتريك در اين تحقيق 

 صورت زير بيان نمود:به 

هاي عددي با دقت كاهش قابل ملاحظه اندازه دستگاه معادلات حل در مقايسه با ساير روش •

 يكسان.

 دقت و انعطاف پذيري بالا در تعريف هندسه و مرزهاي آن. •

انعطاف پذيري بالا در فرآيند حل و عدم نياز به مش بندي مجدد با توجه به تغيير دامنه  •

 هاي بزرگ.مسائل با ديدگاه لاگرانژي و تغييرشكل ،مسائل بهينه سازيتعريف شد مانند: 

 هاي عددي.دقت  بالا در تعريف شرايط مرزي در مقايسه با ساير روش •

قابليت اين روش در حل مسائلي كه ضرايب مشتقات معادله ديفرانسيل به صورت تابع تعريف  •

 .كننددر دامنه تغيير مي شوند. مانند مسائلي كه مشخصات مواد به صورت تابعيمي
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توان به عدم قرار گيري نقاط كنترلي بر روي هندسه و جواب مسئله از جمله مشكلات اين روش مي

اشاره كرد. به بيان ديگر با معلوم بودن نقطه اي در فضاي فيزيكي براي يافتن همان نقطه در فضاي 

 باشد.پارامتريك نيازمند حل دستگاه معادله اي به صورت معكوس مي

 جمع بندي نتايج -5-2

بندي مسائل غيرخطي الاستيك بر پايه روش تحليلي ايزوژئومتريك پرداخته در اين تحقيق به فرمول

شده است. به اين منظور يك الگوريتم جهت ايجاد الگوئي كارا در تحليل اين دسته از مسائل پيشنهاد 

سازي آن، معادلات تعادل در حالت گسسته در نظر گرفتن روابط حاكم بر مسئله و خطي شده است. با

گردد. در ادامه نتايج شود و ماتريس ضرايب به كمك مفهوم ايزوژئومتريك استخراج مينوشته مي

و سپس به  با يكديگر  مقايسه هايپرالاستيسيتهروش اجزاي محدود و روش ايزوژئومتريك در مسائل 

 مختلف و  كرنشي حجمي توابع انرژياستفاده از ، تعداد تقسيمات بار  ،بررسي تاثير تعداد نقاط گوسي

به قرار زير  نتايج اين تحقيقدر همگرايي جواب پرداخته شده است.  بحث در انواع مواد تراكم ناپذير

  است:

با توجه به تغييرشكل هاي بزرگ در مسائل غيرخطي الاستيك، بكارگيري روش اجزاي  •

وابستگي جواب مسئله به اندازه مش كه باعث ايجاد دستگاه معادلات با حجم محدود علاوه بر 

 گردد، در مواردي نياز به مش بندي مجدد اجتناب ناپذير است.محاسباتي  بالا مي

لاين با قابليت انعطاف پذيري بالا جه به استفاده از توابع پايه اسپدر روش ايزوژئومتريك با تو •

 شود. به فرآيند توليد مش مجدد تا حد زيادي رفع ميدر ايجاد هندسه مدل نياز 

ضمن ايجاد دستگاه معادلات كوچكتر و كاهش حجم  روش ايزوژئومتريك با استفاده از •

 دقت يكسان در جوابها نشان داده شده است.  ،محاسبات

گيري عددي در نقاط گوسي، يافتن تعداد نقاط گوسي با توجه به استفاده از روش انتگرال •

ه در هر راستا بدون كاهش در دقت جواب مسئله باعث افزايش سرعت حل و كاهش بهين
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}ايدهد با مرتبه چند جملهگردد. نتايج نشان ميزمان محاسبات مي 2}p q r= = = 

 نقطه گوسي در هر راستا مناسب است.  4انتخاب

  باشد.يي مستقل از تعداد تقسيمات بار ميدر مسائل هايپرالاستيسيته جواب نها •

 ، تفاوتبراي مصالح در محدوده تراكم ناپذيري مختلفاستفاده از توابع انرژي كرنشي حجمي  •

 .نداده استچنداني در جوابها نشان 
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 ضمائم

 

 
 

 

 

 



95 
 

1.0IGLAGSHYP معرفي و ساخت فايل ورودي و خروجي برنامه V: 

1.0IGLAGSHYP برنامه خروجي و فايل وروديدر اين بخش به معرفي،  V .پس  پرداخته شده است

 .خواهد شداز اجراي برنامه دستور زير نمايش داده 

( )     / ?Is the problem starting from scratch y n 

و در مرحله همگرايي به جواب نرسيده باشد، فايلي حاوي  باشدقبلا اجرا شده  ،برنامه آنكهدر صورت 

در غير شود فرا خواني مي ، اطلاعات قبليNشود و با انتخاب گزينه اطلاعات مهم ذخيره سازي مي

 دستور ديگري به صورت زير Yگزينه  پس از انتخاب .نمائيممياستفاده  Y از گزينه اين صورت

  .شودمشاهده مي

    ?Enter the data file name 

نام  سپس با دستور زير در اين قسمت وارد شود. txtنام فايل ورودي ساخته شده همراه با پسوند 

 وارد خواهد شد.ذخيره نتايج تحليل فايل خروجي جهت 

     ?Enter the result file name 
 شماره نقطه كنترلي، جهت ايجاد خروجي نمودار بار جابجايي وارد شود. در ادامه 

       ?Enter number of control point per draw P delta− 

هندسي مانند  كه حاوي اطلاعات txtبرنامه فايل ورودي با پسوند ذكر شدهمانطور كه در بالا 

تعريف پارامترهاي مواد ايزوتروپيك و  و غيره، وزن توابع پايه ،كنترلياي، نقاط بردارهاي گره

به  در ادامه .خواهد نمودنمايد و در فايل متني ديگري ذخيره است را دريافت مي پارامترهاي تحليل

 .پردازيمميمعرفي اطلاعات فايل ورودي و خروجي 

 :) ساخت فايل وروديالف

به بررسي هر كدام از  كهنمايش داده شده است  1-6در جدول  اين بخش مام اطلاعات مورد نيازت

 .خواهيم پرداختذكر شده  پارامترهاي
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 : اطلاعات مورد نياز جهت ايجاد فايل ورودي1-6جدول 

Definition NO 

Name of Example(title) 1 

Type of Curve(eltyp) 2 

Type of method for integration(minteg) 3 

Number of  patch(npatch),Number of dimension(ndime) 4 

)do i=1,ndime,hincr(i):divide element in every direction( 5 

Number of gauss point in every direction if use gauss quadrature for 

integration(ngausd) 
6 

do i=1,number of patch(function order in  number of dimension)(ξ,η,ς 

direction),(number of patch,function orders) 
7 

do i=1,number of patch(Number of Knot in number of dimension)(ξ,η,ς 

direction),(number of patch,number of knot) 
8 

do i=1,number of patch(do j=1, number of dimension)(nknot vector in every 

direction) 
9 

do i=1,number of patch    [(Number of control point in every direction),(number 

of control point in patch)] 
10 

Number of difference nurbs weight   (wijk=1)(do i=1,npatch) 11 

)do i=1,number of patch)(do i=1,number difference nurbs weight( 12 

)do i=1,number of patch)(do i=1,numberof control point in patch( 13 

do i=1,number of patch(material type)(matyp) 14 

do i=1,npatch(material property for every patch)(table of next sheet) 15 

do i=1,npatch[if(props(i,7)=4) φ (i) , if(props(i,7)=6) α (i),β (i)] 16 

number of loaded nodes(nplds),number of prescribed displacements 

nodes(nprs),(do i=1,ndime  gravity vector) 
17 

)])do i=1,number of  loaded nodes)[(coordinate(i)),( load(k( 18 

)])do i=1,number of prescribed displacment nodes)[(coordinate(i))(displacment(k( 19 

nincr:number of load(displacement), xlmax: maximum value of loadscaling 

parameter , dlamb: load parameter increment, miter: maximum allowed number of 

iteration per increment, cnorm: convergence tolerance, searc: line search 

parameter(if 0.0 not in use), arcln: arc-length parameter(if 0.0 not in use), incout: 

output counter(e.g. for every 5thincrement, incout=5), itarget: target iterations per 

increment,nwant: single output node(0 if not used), iwant: output degree of 

freedom at nwant (0 if not used( 

20 
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 .مسئله مورد تحليل گذاري نام -1

 .مورد استفاده در تحليل تابع پايهنوع انتخاب  -2

-انجام مي اسپلاين و نربز -ب  با استفاده از توابع پايه توسط برنامه مدل سازي هندسي در حال حاضر

153Fبزيرابع پايه ت اي و وزن نقاط كنترلي،بردارهاي گره. بايد توجه داشت كه با انتخاب درست پذيرد

و  1

154Fتابع پايه بزير نسبي

 .خواه شدنيز حاصل  2

 .انتخابي روش انتگرال گيري -3

 استفاده شده است. برنامه از روش انتگرال گيري نقاط گوسيدر در حال حاضر 

155Fبعد مشخص نمودن وها تعداد تكهوارد نمودن  -4

 .مسئله 3

 .براي ايجاد خروجي گرافيكي در هر راستا ايگرهبردار تعداد تقسيمات وارد نمودن  -5

 .براي استفاده در تحليل مسئله در هر راستا تعداد نقاط گوسي -6

 تواند بين يك تا يازده نقطه گوسي باشد.تعداد نقاط انتخابي در هر راستا مي

 .در هر راستا شماره تكه، درجه تابع چند جمله اي پيشنهاديوارد نمودن  -7

, , , ; 1,i i i iPatch p q r i n= 

 داد بردارهاي گرهاي در هر راستا.شماره تكه، تع وارد نمودن-8

, , , ; 1,i i i iPatch i nξ η ς = 

 ره راستا، بردارهاي گره اي راستا.تكه، شماشماره وارد نمودن  -9

1 2, ,[ , ,..., ]; 1,dim ; 1,i j mpatch d j ension i nξ ξ ξ = = 

 .كنترلي در هر راستا، تعداد نقاط كنترلي در تكهشماره تكه، تعداد نقاط وارد نمودن  -10

1 2 3 1 2 3, , , , ; 1,ipatch P P P P P P i n× × = 

 با توجه به استفاده از تابع پايه نربز. هر تكه تعداد نقاط كنترلي وزن داروارد نمودن  -11

                                                 
1 Bezier Basis Function 
2 Rational Bezier Basis Function 
3 Dimension 
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 نخواهد بود. ينيازي به بررسي پارامتر بعدصفر اختيار شود  اگر تعداد نقاط وزن دار در اين قسمت

 .شماره تكه، انديس وزن در هر راستا، وزن نقاط كنترليوارد نمودن  -12

, , , , ; 1,a ijkpatch i j k w a n= 

 .شماره تكه، انديس نقاط كنترلي، مختصات نقاط كنترلي، شرايط مرزي نقطه وارد نمودن -13

 نماييم.استفاده مي 2-6جهت وارد نمودن شرايط مرزي در برنامه از جدول 

, , , , , , , . ; 1,a xi yj zkpatch i j k P P P Boundary Condition a n= 
 : تعريف شرايط مرزي نقاط كنترلي2-6جدول 

Boundary Code Number 

free 0 

x fixed 1 

y fixed 2 

x+y fixed 3 

z fixed 4 

x+z fixed 5 

y+z fixed 6 

x+y+z fixed 7 

 

 .استفاده شده در هر تكه صالحنوع م وارد نمودن -14

1: plane strain or three-dimensional compressible neo-Hookean; 

3: plane strain or three-dimensional hyperelastic in principal directions; 

4: plane stress hyperelastic in principal directions; 

5: plane strain or three-dimensional nearly incompressible neo-Hookean; 

6: plane stress incompressible neo-Hookean; 

7: plane strain or three-dimensional nearly incompressible hyperelasticity in principal 

directions; 

8: plane stress incompressible hyperelasticity in principal directions; 

 براي هر تكه. مورد استفاده صالحخصوصيات موارد نمودن  -15
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 نماييم.استفاده مي 3-6در برنامه از جدول  صالحخصوصيات مجهت وارد نمودن 

 مواد خصوصيات : پارامترهاي3-6جدول

type props(1) props(2) props(3) props(4) props(5) props(6) props(7) 

1 ρ μ λ ---- ---- ---- ---- 

3 ρ μ λ ---- ---- ---- ---- 

4 ρ μ λ h ---- ---- ---- 

5 ρ μ κ ---- ---- ---- function 

6 ρ μ λ ---- ---- ---- ---- 

7 ρ μ κ ---- ---- ---- function 

8 ρ μ λ ---- ---- ---- ---- 

17 ρ μ λ ---- τy H function 

 

 4-6وارد نمودن شماره تابع انرژي كرنشي حجمي از جدول  -16

به قرار تراكم ناپذيري، نيازمند تعريف تابع انرژي كرنشي حجمي  محدودهدر در صورت استفاده از مواد 

 باشد.مي زير

 توابع انرژي كرنشي حجمي: 4-6جدول

 Volumetric strain energy K 

NO. U(J) J=v(e)/V(e) 

1 0.5K(J-1)2   
2 0.5K(LnJ)2   
3 0.25K[(J-1)2+(LnJ)2] 

4 Kφ-2(φLnJ+J -φ-1) for φ<-1  
5 K(J.LnJ-J+1)   
6 K[(α+1)-1J (α+1)+(β-1)-1J -(β-1)](α+β)-1-K(α+1)-1(β-1)-1 α>0 , β>1  
7 0.5K(e(J-1)-LnJ-1)   
8 0.5K(J-1)LnJ   
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تعداد نشست تكيه  كه نيرو بر آنها اعمال شده است همچنينتعداد نقاط كنترلي  وارد نمودن -17

 .بردار گرانشي و گاهي

 نيروي وارده  در هر راستا.مقدار  اعمال نيرو ومختصات نقطه  وارد نمودن -18

 در هر راستا.نشست تكيه گاهي مقدار  و نشست تكيه گاهيمختصات نقطه  وارد نمودن -19

 وارد نمودن پارامترهاي تحليل: -20

رسيدن  در هر مرحله، مقدار تكرار براي بار ، مقدار افزايشبار ضريب نهايي افزايشبار،  تقسيماتتعداد 

 1,1,1,1,0,0 به همگرايي در هر گام، مقدار همگرايي،

  با اطلاعات زير اييك تير طره جهت تحليل ورودي ي، فايلبه عنوان نمونه  و ت بالابا استفاده از اطلاعا

 .گرددميايجاد 

بار وارد بر باشد. و ارتفاع واحد مي 2عرض 15، يك مكعب مستطيل با طول مدل تحليلي ارائه شده

 مدل در ابتدا ، در برابر جابجايي در هر سه راستا مقيد شده است.همچنين  بودهجسم، ناشي از وزن جسم 

101مرحله با مقدار همگرايي 10بارگذاري در  10−= ×  به صورت سري افزايشي بر جسم وارد مي-

}اسپلاين درجه -از توابع پايه بشود.  2}p q r= = براي تقريب هندسه و توابع مجهول استفاده  =

 اند.اي به صورت زير در نظر گرفته شدهشده و بردارهاي گره

 
{ }
{ }
{ }

ξ 0, 0, 0,  0.5, 1  ,1  ,1 

η 0, 0, 0, 0.5,1,1  ,1 

ζ 0, 0, 0, 0.5,1  ,1  ,1 

=

=

=

 

نقطه گوسي استفاده شده است. با استفاده از رابط 64اي ازگيري در هر المان گرهبراي انتگرال

1m n P= +  تعداد نقاط كنترلي در هر راستا به صورت زير است. +

         P 4 ;   P 4  ;   P 4      ;   64totallPξ η ζ= = = = 

(C)2هوكين تراكم پذير با تابع انرژي كرنشي -همچنين از مصالح نئو ( 3) ln (ln )
2 2CI J Jµ λψ µ= − − +

 

 ρو پارامترهاي 0.5  ;  μ 100  ;  100λ= =  استفاده شده است.  =
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cantilever beam          nurbs           gaussquadrature          1 3          2 2 2         4           1 2 2 2        1 7 7 7        1 1 0 0 0 0.5 1 1 1   1 2 0 0 0 0.5 1 1 1   1 3 0 0 0 0.5 1 1 1   1 4 4 4 64       0 

          1 1 1 1 0 0 0 7 
   1 2 1 1 1 0 0 0 
   1 3 1 1 2 0 0 0 
   1 4 1 1 3 0 0 0 
   1 1 2 1 0 1 0 7 
   1 2 2 1 1 1 0 0 
   1 3 2 1 2 1 0 0 
   1 4 2 1 3 1 0 0 
   1 1 3 1 0 2 0 7 
   1 2 3 1 1 2 0 0 
   1 3 3 1 2 2 0 0 
   1 4 3 1 3 2 0 0 
   1 1 4 1 0 3 0 7 
   1 2 4 1 1 3 0 0 
   1 3 4 1 2 3 0 0 
   1 4 4 1 3 3 0 0 
   1 1 1 2 0 0 1 7 
   1 2 1 2 1 0 1 0 
   1 3 1 2 2 0 1 0 
   1 4 1 2 3 0 1 0 
   1 1 2 2 0 1 1 7 
   1 2 2 2 1 1 1 0 
   1 3 2 2 2 1 1 0 
   1 4 2 2 3 1 1 0 
   1 1 3 2 0 2 1 7 
   1 2 3 2 1 2 1 0 
   1 3 3 2 2 2 1 0 
   1 4 3 2 3 2 1 0 
   1 1 4 2 0 3 1 7 
   1 2 4 2 1 3 1 0 
   1 3 4 2 2 3 1 0 
   1 4 4 2 3 3 1 0    
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1 1 1 3 0 0 2 7 
   1 2 1 3 1 0 2 0 
   1 3 1 3 2 0 2 0 
   1 4 1 3 3 0 2 0 
   1 1 2 3 0 1 2 7 
   1 2 2 3 1 1 2 0 
   1 3 2 3 2 1 2 0 
   1 4 2 3 3 1 2 0 
   1 1 3 3 0 2 2 7 
   1 2 3 3 1 2 2 0 
   1 3 3 3 2 2 2 0 
   1 4 3 3 3 2 2 0 
   1 1 4 3 0 3 2 7 
   1 2 4 3 1 3 2 0 
   1 3 4 3 2 3 2 0 
   1 4 4 3 3 3 2 0 
   1 1 1 4 0 0 3 7 
   1 2 1 4 1 0 3 0 
   1 3 1 4 2 0 3 0 
   1 4 1 4 3 0 3 0 
   1 1 2 4 0 1 3 7 
   1 2 2 4 1 1 3 0 
   1 3 2 4 2 1 3 0 
   1 4 2 4 3 1 3 0 
   1 1 3 4 0 2 3 7 
   1 2 3 4 1 2 3 0 
   1 3 3 4 2 2 3 0 
   1 4 3 4 3 2 3 0 
   1 1 4 4 0 3 3 7 
   1 2 4 4 1 3 3 0 
   1 3 4 4 2 3 3 0 
   1 4 4 4 3 3 3 0 
   1           0.05 100 100         0 0 0 0 -9.8       10 10 1 25  E-10 0 0 1 2 2 1 

 

 فايل خروجي:مشخصات ) ب

 نام مسئله مورد تحليل. -1

 و روش انتگرال گيري. مورد استفاده در تحليل تابع پايهنوع  -2

 ضريب بار و شماره مرحله بار -3

 تعداد نقاط كنترلي-4
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، مختصات شماره نقطه كنترلي، شرايط مرزي نقطه، مقدار نيرور داخلي نقطه كنترلي در هر راستا -5

 به تعداد جميع نقاط كنترلي. جديد نقطه كنترلي

 .تعداد المان گره اي -6

 .نوع ماده مصرفي -7

 اي.به تعداد جميع المان گره اي، شماره نقاط كنترلي موثر در آنشماره المان گره -8

 اي.به تعداد جميع المان گره شماره المان گره اي، مقدار تنش ها در هر نقطه گوسي -9
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 Abstract: 

 

This research work is devoted to the formulation of nonlinear elastic problems based on 

the isogeometric analysis method. For this purpose, a summary of the particle kinetics is 

reviewed and the related equilibrium equations are presented. Then, the formulation of 

hyperelastic materials is explained and the equilibrium equations are derived and 

linearized for the use of the iterative Newton-Raphson method. Since the isogeometric 

analysis method is employed for analysis, its basics are pointed and the discretization of 

unknown functions and geometry in hyperelasticity by using the NURBS basis 

functions and the control variables are explained. An algorithm for analysis of this 

category of problems is proposed and the obtained hyperelasticity results by the 

isogeometric analysis method are compared with finite elements. In the continuation, 

the effects of the number of Gauss integration points, the number of load increments, 

the different strain energy functions and different incompressible material on the 

convergence of the solution are discussed. 

  

 

Key words: Isogeometric analysis, basis functions, NURBS, Hyperelasticity 
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