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 تقديم به

  پدر بزرگوار و مادر نازنينمپدر بزرگوار و مادر نازنينم

 

 

 

 

 

 

 گزاريسپاس

دانم تا از زحمات بر خود لاز  می ،رسررید سرررانجا نامه به اکنون که با یاری پروردگار یکتا این پایان

از زحمات و  تشکر و قدردانی نمایم. نخست ،تما  کسرانی که مرا در به انجا  رسراندن این م م یاری نمودند

که با دقت تما  و توج ی قابل  دكتر رضااا نادريجناب آقای  ،خود ارجمند های اسرررتاد راهنمایودرهنم

نامه را مرتفع نموده و مرا در تمامی مراحل انجا  آن وصف تمامی مسائل و مشکلات موجود در راه انجا  پایان

 آرزومند .از صمیم قلب نمایم. کسب درجات بالاتر علمی را برای ایشان میگزاری سپاس ،یاری رساندند

دكتر بهروز حسنی، ، همچنین از تمامی اساتید گرانقدر  در گروه عمران دانشگاه صنعتی شاهرود

جاري، دكتر فرشااید ع يی، دكتر حا د كلیلی، دكتر دكتر علی كیهاانی، دكتر وحیدرضااا ك  

ساادیدي،  هندس فرن ب باساالیقه و  هندس  ساادید ارزاده، دكترافتخحا د زاده، دكتر طااب 



4 

 

 نمایم.قدردانی می ،از دانش ایشرران ب ره جسررتم 7831تا سررال  7811های که در طول سررال زادهقاساام

 ناشدنی برای اینجانب است.شاگردی ایشان افتخاری فراموش

 ادر و  پدر بزرگ ارویژه  ا  برهی گرامیدریغ خرانوادهاز یراد نخواهم برد زحمرات و توج رات بی

همچنین از دوست م ربانم جناب آقای  را که در طول انجا  این امر م م دلسوزانه مرا یاری نمودند. نازنینم

و  نامه همراه من بودهدر طول مدت انجا  پایانشان که و همسرر نازنین  هندس حسین عرب يار حلدي

 یارزنده هاینمایم. راهنماییکمال قدردانی را می ،همواره حضروری سر ز در طول این مسریر دشوار داشتند

 را نیز فراموش نخواهم کرد.  هندس حبی  آقازادهدوست م ربانم جناب آقای 

ترین شرررای  که در سررخت  هندس ذوابفقاريا  سرررکار خانم ترین یار زندگیدر پایان از م ربان

 نمایم. گزاری میسپاس ،ه در کنار  بودندهموار

 است. بزرگوارانه با شادکامی و کامیابی برای تمامی این اآرزوی قل ی بنده فردایی همر

 

 

 

 

 

 

 چكیده

 (X-FEMيافته ) حدود ت سده اجزاء روب

 جا دا و كاربرد آن در  كانیك 

 

بندی دوباره بدون ش که ،سرازی رشرد تر ( برای شر یهX-FEMیافته )روش اجزاء محدود توسرعه

کردن تر  و دن ال کردن مسیر رشد و حرکت ( نیز برای مدل LSMوش مجموعه تراز )راستفاده شده است. 

 شده است. کار گرفتههب آن

های منحصربفردی از محدود اسرتاندارد االش اجزاءکردن یك میدان ناپیوسرته با یك تقریب مدل 

ی هاکاستیدهد. ایجاد یك فضرای تقریب که در امتداد یك خ  یا سرط ، ناپیوسرته اسرت، میخود نشران 

ل باعث تحمی ناپیوستگیدر رشد و گسترش  سازی. ش یهسرازدایجاد میمحدود  اجزاءرا در شر که  بسریاری

 شود.می اتاز محاس ندی دوباره در هر مرحله بنیاز به ش که

 ب نا  پارسا

 7831تیر 
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زده توابع ناپیوسرررته، تقریب ای از مجموعهاسرررتاندارد با  محدود اجزاءتقریب  نامه موجود،پایاندر 

های ای با یك مجموعه از حاصرلضربی توابع شرکل گرهشرده، از یك اجتما  از مجموعه. پایه غنیشرودمی

ا در ر سازیتقریب، روشگیرد. ایجاد فضای تقریب در این سرازی، شرکل میای با توابع غنیشرکل گرهتوابع 

 دهد. قرار می (PUM) های تقسیم یگانهروشی رده

 استفادههای نو  تر  برای نشان دادن موقعیت تر  و نیز موقعیت که روش مجموعه ترازترکیب 

شررود که در این روش مرکب نیازی به ر به روشرری میمنج ،یافتهروش اجزاء محدود توسررعه شررده اسررت، با

 نماید.زمان با رشد تر  ن وده و بنابراین این روش را بسیار کارآمد میهم دامنه، بندی دوبارهش که

ازی ساند. توابع غنیای غنی شدهبا توابع ویژه ایشکل گرهتوابع  یافته،در روش اجزاء محدود توسعه

 نیز ممکن است هایشانها در دامنه(، مشتق)به منظور مدل کردن گسرستگی ممکن اسرت ناپیوسرته باشرند

 ای انتخاب شوند که یكتوانند به گونهها در دامنه( یا میناپیوسرته باشرند )به منظور مدل کردن پیو و تاب

د دومح اجزاءیك میدان ناپیوسته بطور مستقل از ش که  بدین ترتیب، .مشرخصره ویژه را به حل وارد سرازند

هندسه  ربرای یك ش که که ب (SIFs) ی دقیق ضرایب شدت تنشقابلیت محاسر ه .نشران داده شرده اسرت

 باشد.یافته میاجزاء محدود توسعه ی برجسته روشیك نتیجه ،منط ق نیستتر  

(، تر  ساکن منفرد و نیز رشد تر  LEFMکاربرد این روش در مکانیك شکست الاستیك خطی )

، هم ستگی خوبی با ی تر شدهسازیمسیرهای ش یه مختلف نشان داده شده است. در اندین مثال عددی

 های تجربی از خود نشان داده و نتایج ثابت و استواری با این روش بدست آمده است.داده

 فهرست  طاب 

 I..... ............................................................................................................. تقديم

 II........................ ............................................................................. اريزگسپاس

 III........................... .................................................................................. چكیده

 IV............... ................................................................................ فهرست  طاب 

 VIIاشكال .............................................................................................. فهرست 

 X..................................... ...جداول .........................................................فهرست 

  1.................................................................................................... ......  قد ه     1

 8.................... ................................................................ روب اجزاء  حدود     2

 3............................. ........................................................................................................... مقدمه     2-7       

 71.............................. ....................................................................................... پیشینه تاریخی     2-2       
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 77....................................... ............................................ مفاهیم اساسی روش اجزاء محدود     2-8       

 74........................... ................................................................... های انتگرال وزنیلزو  شکل     2-4       

 75............................ ........................................................ریاضی ی از مفاهیم و رواب  تعداد     2-5       

 71. ...................................... برای مسائل مقدار مرزی کاهش مرت ه یافتهتشکیل رواب       2-6       

 21.......................................................... .......................... حساب تغییراتهای تقری ی روش     2-1       

 21............................................... ................................................ ریتز-روش رایلی     2-1-7                 

 27........................................................... ..................... های وزنیروش باقیمانده     2-1-2                 

 22......................................................... ..... گالرکین-پتروفروش     2-1-2-7                              

 22................ ............................................................ گالرکینروش     2-1-2-2                              

 28........................................ ........................ حداقل مربعاتروش     2-1-2-8                              

 24....................................... ............................. تجمع محلیروش     2-1-2-4                              

 24............................................................ .............................. مسائل مقدار مرزی مرت ه دو      2-3       

 21.................................................... ......................................................... گیری عددیانتگرال     2-1       

 21..................................................... ............................................................................... خلاصه   2-71       

 31....................................................................................   كانیك شكست     3

 87.............. مقدمه .......................................................................................................................     8-7       

 88.................................. معیارهای تسلیم .................................................................................     8-2       

 88............ .هایی از معیارهای تسلیم ..........................................................مثال     8-2-7                 

 88تئوری تنش اصلی بیشینه ......................................................     8-2-7-7                              

 84........................  یا تئوری ترسکا بیشینه برشی تئوری تنش    8-2-7-2                              

 84.. ................انرژی تغییرشکل یا تئوری فون مایزس تئوری     8-2-7-8                              

 86................................... .آل ....................................روش تعادل انرژی برای مواد ترد ایده     8-8       

 81...................................................................... دار ......تحلیل الاستیك خطی اجسا  تر      8-4       

 81................ .مقدمه ................................................................................................     8-4-7                 

 83............. ..تغییرشکل نو  تر  .............................................................. انوا      8-4-2                 

 42رشد تر  در یك جسم الاستیك خطی .........................................................................      8-5       

 44ای آن ا در دوبعد ...................................................... نمایش دامنههای کنتور و انتگرال     8-6       

 52............ ...............يافته ها با روب اجزاء  حدود ت سدهترکسازي  دل     4

 58......................................................... ..................................................... سازی مسئلهفرمول     4-7       

 58................... ............................................................................... معادلات حاکم     4-7-7                 
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 55.............................. ....................................................... حساب تغییراتشکل      4-7-2                 

 56............................................................................. ................................ سازی ناپیوستهغنی     4-2       

 56...................... ................................................ گسسته حساب تغییراتشکل      4-2-7                 

 51....................... ............................................یافته تقریب اجزاء محدود توسعه     4-2-2                 

 67.................................................................................... های متقاطع گسستگی     4-2-8                 

 68....................................................................................... ................ سازی نزدیك نو غنی     4-8       

 61................. ........................................................... یك تابع نزدیك نو  دیگر     4-8-7                 

 17................................................................. ................... شدهسازیمعادلات تعادل گسسته     4-4       

 18...................... ............................................................................................ جزئیات کاربردی     4-5       

 18.................... ...................................................... سازیانتخاب گره برای غنی     4-5-7                 

 14..................... .انتگرال المانی ..............................................................................     4-5-2      

 16................................................. .............................روش مجموعه تراز .................................     4-6       

 16................... ........................................................................................مقدمه ......     4-6-7                 

 11................... ...............................مفاهیم اولیه ....................................................     4-6-2                 

 13.................... ................سازی رشد تر  الگوریتم مجموعه تراز برای مدل     4-6-8                 

 34..... ........................ یافتهتلفیق روش مجموعه تراز و اجزاء محدود توسعه     4-6-4                 

 31...................... ............................................................. بندی دلانیدیاگرا  ورونی و مثلث     4-1       

 سازي رشد و يافته در شبیهكاربرد روب اجزاء  حدود ت سده     5

 11............ ...................................................................................... گسترب ترک

 17............................. ........................................................................... مرور قوانین رشد تر      5-7       

 16............... .......................................... یافتهای به روش اجزاء محدود توسعهبرنامه رایانه     5-2       

 16......... ........................مقدمه .................................................................................     5-2-7       

 16................. .....یافته ......ای به روش اجزاء محدود توسعهشرح برنامه رایانه     5-2-2       

 101................. ..................................................................... هاي عددي ثال     6

 712............................................................................................................  مسائل تر  ساکن     6-7       

 712........................................... .................................................... صفحه گسترده     6-7-7                 

 771.................. ................................................................. ای در کششتر  ل ه     6-7-2                 

 772............................ ......................................... ای تحت تنش برشیتر  ل ه     6-7-8                 

 775....... ........................................................................................................ مسائل رشد تر      6-2       
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 776...................... ........................................ رشد تر  در یك صفحه گسترده     6-2-7                 

 771.................................................... ............. ای در کششرشد یك تر  ل ه     6-2-2                 

 727تیر کنسول ......................................................................................................      6-2-8                 

 724................................... ...................................................................................... گیرینتیجه     6-8       

 125................ .................................................... گیري و پیشنهادا نتیجه     7

 725.................. ..................................................... نامهخلاصه کار انجا  شده در این پایان     1-7       

 721....................................................... .............................. مسیرهای مناسب در کار بعدی     1-2       

 121....... ........................................................................................  نابع و  راجع

 132...........................................................................................  چكیده انگلیسی

 اشكالفهرست 

 81( ........................................................................................... شکل نو  تر  رییتغ یمدها)  7-8کل ش

 47( ........................................................ نو  تر  كیمتناظر با  یمختصات قط  ستمیس)  2-8شکل 

 ت تنش مد مختل  در فضای ددامنه مورد استفاده برای محاس ه ضرایب ش)  8-8شکل 

 45................................ ( ...........................................................................................................................دوبعدی

 41........................................................... ( ..............................سیستم مختصات محلی و کلی)  4-8شکل 

 41( ................................................................. در مقدار ضریب شدت تنش drتأثیر مقدار )  5-8شکل 

 41( ........................................................................... های انتخابی در اطراف نو  تر مانال)  6-8شکل 

 51( .......................................................................................... هاروی المان qمقدار تابع وزن )  1-8شکل 

 51( ......................................... (Interaction Integral) یتعاملالگوریتم محاس ه انتگرال )  3-8شکل 

 

 54( ....................................................................................... جسم با مرز داخلی در معرض بار) 7-4 شکل

 انددایره مشخص شده هایی که باروی یك ش که عمومی. گره dخ  گسستگی ) 2-4شکل 

 51............................................................................................................  (اندبا یك تابع ناپیوسته غنی شده 

 51..................................................... ................................................................ (گاه یك گرهتکیه) 8-4شکل 

 نمایش مختصات عمودی و مماسی برای یك تر  یکنواخت )الف( و برای یك ) 4-4شکل 

 باشد. در هر دو مورد بالا، روی تر  می xنزدیکترین نقطه به  *xخورده )ب(.  تر  تاب

 H(x) = -1 )........................................................................................ .................61تابع ج ش ع ارتست از: 
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 62........  (متشکل از حاصلضرب توابع ج ش منفرد« تقاطع»سازی ایجاد یك تابع غنی) 5-4شکل 

 اندبا دایره مشخص شده هایی کهسازی گرهترکی که بر روی ش که قرار ندارد. غنی) 6-4شکل 

اند با توابع نزدیك هایی که با مربع مشخص شدهکند و بنابراین گرهمدل می Pرا تا نقطه  گسستگی H(x)با  

 64.................................................. ............................................................. (شوندغنی می نو 

 65( ................................................................................. مختصات قط ی محلی در نو  تر ) 1-4 لشک

 66( ..................................................................... نمایش دو بعدی توابع نزدیك نو  مماسی) 3-4 شکل

 66( ..................................................................................... ش که اختیاری روی یكیك تر  ) 1-4شکل 

 61( ........................................ برای مختصات قط ی روی دو نو  تر محورهای محلی ) 71-4شکل 

 ك ش که غیریکنواخت )راست(.تر  روی یك ش که یکنواخت )اپ( و روی ی) 77-4شکل 

 مربع هایی که باگره لیکهاند در حاغنی شده اند با تابع ج شهایی که با دایره مشخص شدهگره

 63( ................................................................................... اندنو  تر  غنی شدهاند با توابع مشخص شده

 11....................................................................  (سازیهندسه اولیه برای نگاشت توابع غنی) 72-4شکل 

 (r,lF.............. ). ........11(مورد استفاده برای تعیین توابع  )*x*,y(نقطه نگاشته شده ) 78-4شکل 

 های نو  های المانشده. گرهغنی هایهای المان برای تعیین گرهمجموعه) 74-4شکل 

 ای( با های درونی )دایرهی گرهشوند. باقیمانده)مربعی( که با تابع نزدیك نو  غنی می

 14 ............................................................................................................................. (شوندغنی می H(x)تابع 

 15................................................  شده با تر (های استفاده شده برای المان بریده)مثلث 75-4شکل 

 16........................................................................  های استفاده شده برای المان نو ()مثلث 76-4شکل 

 31( ............................................................ و نمایش تر  iو  توابع مجموعه تراز اولیه ) 71-4شکل 

 31به همراه ش که المان محدود( .......  و نمایش تر  iو  ولیه توابع مجموعه تراز ا) 73-4شکل 

 38... ........ (باشدمی no update روزکردن تابع مجموعه تراز. ناحیه خاکستری ناحیه هب) 71-4شکل 

 36........... .................................................................. (X-FEMتلفیق روش مجموعه تراز و ) 21-4شکل 

 33...... ...( ...........................................................................................Aگره  یورون یاندضلع) 27-4شکل 

 31.................... .............................................................................( Nمجموعه  یورون اگرا ید) 22-4شکل 

 31.............. ...( ................................................................................................یدلان یبندمثلث) 28-4شکل 

 11......... ...( ...............های دلانیهمراه با مثلث( n-n) یعیط  یگیهمسا یطیمح ریواد) 24-4شکل 

 

 12.............. ...( ............................................................................................نمایش قطعات تر )  7-5شکل 

 11................ ...تر  پاریس( ................................................................شماتیك رشد نمایش )  2-5شکل 

 11................. ...( .............................................سازی تر برای ش یه X-FEM)نمودار روش   8-5شکل 

 

 ی گسترده تر  خورده تحت تنش: )الف( هندسه و بارهای وارده؛ صفحه) 7-6شکل 

 ای و اند با تابع پلههایی که با دایره مشخص شدهسازی در اطراف نو  تر ، گره)ب(گسسته
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 714..............................................  (اندای غنی شدهاند با توابع شاخههایی که با مربع مشخص شدهگره

 715................  (یعدد روش در یسخت سیماتر محاس ه در استفاده مورد یگاوس نقاط) 2-6 شکل

 716......................................................................  (المان نو  در استفاده مورد یگاوس نقاط) 8-6 شکل

 713( ................................................................................. شدههای قسمتی غنینمایش المان) 4-6شکل 

 713.........................................................................................  )مقایسه ش که تغییرشکل یافته( 5-6شکل 

 711..........................................................  ی انتگرال(محاس ههای مورد استفاده برای المان) 6-6شکل 

 711..............................................................................................  )کانتورهای تنش فون مایسز( 1-6شکل 

 در یسازگسسته( ب) وارده؛ یبارها و هندسه( الف: )کشش تحت ایتر  ل ه) 3-6 شکل

 مربع با که ییهاگره و یاپله تابع با اندشده مشخص دایره با که ییهاگره تر ، نو  اطراف 

 777.................................................................................  (اندشده یغن یاشاخه توابع با اندشده مشخص 

  یسازگسسته( ب) وارده؛ یبارها و هندسه( الف: )تنش برشی تحت یال ه تر ) 1-6 شکل

  با که ییهاگره و یاپله تابع با اندشده مشخص دایره با که ییهاگره تر ، نو  اطراف در

 774.........................................................................  (اندشده یغن یاشاخه توابع با اندشده مشخص مربع

 775........................................ ( ای تحت تنش برشیبرای تر  ل ه IKهمگرایی مقادیر ) 71-6شکل 

 مسیر تر  پس از ( ب) ؛تر  اولیه( الف: )کشش تحت یال ه تر گسترش ) 77-6 شکل

 773............................ ............................................................................................................................. (سه گا 

  416ی های مختلف برای ش کهکشش در گا  تحت یال ه تر گسترش ) 72-6 شکل

  771.............................. ............................................................................................................................. المانی(

  7177ی های مختلف برای ش کهکشش در گا  تحت یال ه تر گسترش ) 78-6 شکل

 721.............. ............................................................................................................................................. المانی(

 722..................................................................................... ( هندسه و بارگذاری تیر کنسول) 74-6شکل 

 722......................................... ( نمایی ناحیه تر )الف( نمایش تر  اولیه و )ب( بزرگ) 75-6شکل 

 728.............................................. .............( ایگره 61×21مسیر گسترش تر  در ش که ) 76-6شکل 

 724................... ( ایگره 61×21و  721×41مقایسه موقعیت نو  تر  در دو ش که ) 71-6شکل 
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 جداولفهرست 

 711................. .................... ((1.7725e+5exactK=و مقادیر نرمالایزشده آن ) IKمقادیر ) 7-6جدول 

 772.......... ........... (های مختلفسازیو مقادیر نرمالایزشده آن برای گسسته IKمقادیر ) 2-6جدول 

 778...... ...... (های مختلفسازیمقادیر نرمالایزشده آن ا برای گسسته IIKو  IKمقادیر ) 8-6جدول 

 ای های مختلف در تر  ل هو درصد خطای نس ی آن ا برای ش که IKمقادیر ) 4-6جدول 

 778.......... ...............................................................................................................................( ..........تحت برش

 776................................ ....................... (در صفحه گسترده تر برای  exactKو  IKمقادیر ) 5-6جدول 

 771........................... ................................ (ای در کششتر  ل هبرای  exactKو  IKمقادیر ) 6-6جدول 

 773...................... ................................. (ای در کششتر  ل هبرای  cθو  IIKو  IKمقادیر ) 1-6جدول 
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 1فصل 

  قد ه

 است: استفاده شدهسه روش از طور کلی برای حل مسائل فیزیکی ه ب

 (Exact Analytical Solutionروش تحلیلی دقیق ) -7

 (Numerical Solutionروش عددی ) -2

 (Experimental Methodروش تجربی ) -8

ی دقیق پارامتری معادلات دیفرانسیل همانطور که از نا  آن مشخص است، به محاس ه ،در حل دقیق

. در شودپرداخته می …اون میدان حرارتی، میدان تنش، میدان الکتریکی و های فیزیکی همحاکم بر میدان

ا ا آزمایشگاهی نیز بیوش تجربی ر شود.که در روش دو  به حل تقری ی و عددی این مسائل پرداخته میحالی

 گردد.، روشی مناسب محسوب میکندرفتار واقعی مسئله را در آزمایشگاه بررسی میتوجه به اینکه 

برراشرررد، یکی از آن می یمحرردود زیرمجموعرره اجزاءروش روش حررل عررددی کرره  ،در این میرران

با پیشرفت سریع علم رایانه و تحولاتی  های مورد اسرتفاده در حل مسائل م ندسی است.پرکاربردترین روش

های عددی به عنوان ابزاری قدرتمند برای حل های عددی صررورت گرفته اسررت، روشی روشکه در زمینه

 های فیزیکی ت دیل شده است.معادلات دیفرانسیل حاکم بر انوا  پدیده
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ای که امکان تحلیل پیچیدههای عددی علاوه بر فراهم آوردن امکان تحلیل مسائل تفاده از روشاسر

های تحلیلی، فراهم ن وده است، منجر به افزایش دقت و کاهش اون روشهای متداول، همآن ا از طریق روش

 تحلیل بسیاری از مسائل رایج در علو  م ندسی گردیده است. زمان

 است:های دیگر به شرح زیر نس ت به روش 7محدود روش اجزاء ویژهه بهای حل عددی مزیت

 در  ،باشرردگیررر بررودن آن مرریی روش آزمایشررگاهی، پرهزینرره و زمررانضررعف عمررده

 انین نیست.که در روش حل عددی اینحالی

 هررای حررل هررای پیچیررده عرراجز اسررت و تن ررا روشروش حررل دقیررق از تحلیررل مرردل

محرردود در ایررن زمینرره کارگشررا اسررت. برره عنرروان مثررال  اجررزاءعررددی برره خصررو  

از جملرره مرروارد پیچیررده کرراربرد گ اتوم یررل لنرردر میررل ی تررنش مرراکزیمممحاسرر ه

 های عددی است.روش

 حرل دقیرق نراتوان اسرت و تن را  نیرزشرود در حل مسائلی که شرای  مرزی پیچیرده مری

برره عنرروان مثررال رود. هررای مرسررو  عررددی در حررل ایررن نررو  مسررائل بکررار مرریروش

 از بارهررای آیرودینررامیکی وارد بررر آن ترروربین بررادی در اثررر هررایپررره بررسرری حرکررت

 باشد.موارد مذکور می

ج ت حل مسائل الاستیسیته  7161در سرال  2محدود برای اولین بار توسر  کلاف اجزاءاصرطلاح 

از این روش در حل مسائل پیچش استفاده نمود  دوبعدی به کار گرفته شرد. هر اند اولین شخصی که عملاً

 است. 7148در سال  8کورانت

                                                           

7 Finite Element Method (FEM) 

2 Clough 

8 Courant 
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 بامسررائل فیزیکی به کمك معادلات دیفرانسرریل حاکم بر سرریسررتم و  محدود غال اً اجزاءروش  در

ه هندسی بشوند. روش کار بدین صورت است که کل مدل کمینه نمودن انرژی پتانسیل حل می اسرتفاده از

یر ورودی هایی اسررت که مقادشررود. هر المان خود دارای گرهتقسرریم می )جزء( اجزاء ریزتری به نا  المان

 شوند.داده می نس ت)بارگذاری و شرای  مرزی( و خروجی )نتایج( به آن ا 

 جابجایی: د و مقدار درجه آزادی )مثلاًشومیگفته هر المان دارای رفتاری است که به آن تابع شکل 

uشدن  ءکند. شررط اصرلی انتخاب تابع شرکل مناسرب، قابلیت ارضا( در هر ناحیه از المان را مشرخص می

درجه یك، درجه دو و یا هر تابع دیگری باشد. قابل  تواندمی شررای  مرزی توس  آن تابع است که این تابع

برای تعریف تابع  n+bxnax-1…+ ای یعنیاز توابع اندجمله محدود غال اً اجزاءافزارهای ذکر اسرررت که نر 

 کنند.شکل استفاده می

های تقری ی برای حلی عرددی برای ایجاد راههراترین روشپرکراربردمحردود یکی از  اجزاءروش 

در گستره وسیعی از مسائل م ندسی  توس  دانشمندان و م ندسانباشد. این روش معادلات دیفرانسریل می

و  4وارهها، جریان آشفته حول یك بالشرکست دینامیکی سازه خمینبرای ت های متفاوت از جملهدر گرایش

محدود به خوبی  اجزاءکه روش رود. در حالیکار میهالکترونیکی بهرای برارهرای حرارتی روی میکروایرپ

مناسب  5های در حال رشدمدل کردن گسستگیدر موارد خاصی از جمله گسترش و تث یت یافته است، ولی 

یك سرراختار المانی برای ایجاد یك ی بر پایه، 6از روش گالرکین بارزنیسررت. این روش به عنوان یك نمونه 

                                                           

4 Airfoil 

5 evolving discontinuities 

6 Galerkin method 
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المان  1دیپیکربنمحدود، مستلز  قرار گرفتن اجزاء . ایجاد یك فضای ناپیوسته با بنا شده استفضای تقریب 

 رشگستی ش که همزمان با رشد وترتیب، تولید دوباره بدینی گسرسرتگی در یك امتداد اسرت. با هندسره

 [2و7]ود.شمی زمان محاس اتو  مسئلهخطاهای افزایش گیرد و در نتیجه منجر به صورت می ناپیوستگی

در ااراوب روش گالرکین که  های تقری ی جدیدبه توسعه روشدر طول اند سرال گذشته، توجه 

یا  3«بدون ش که»های ها به نا  روشاست. این روش افزایش یافتهای برای ایجادشان ن اشد، نیازی به شر که

توان در روش های بدون ش که را میدر روش اصرلی برخی از مفاهیم .اندهنامیده شرد 1«مسرتقل از شر که»

 [76]د.گیرکار میهها ببرای ایجاد تقریبرا  77که یك تابع هسرررته یافت 71(SPH) هموارهیدرودینامیك ذره 

رگ های بزتغییرات مختلف در روش اسررتاندارد با کاربردهایی برای شررکسررت ترد و تغییر شررکل خیاخیراً بر

نیز  78(EFG) و روش گالرکین مستقل از ش که  72(DEM) جزءپخشروش  اجسا  صلب صورت گرفته است.

ها و از یك مجموعه از گره گاهیهای بدون ش که، بصرورت یك کار موازی گسرترش یافته اسرت. برای روش

نشان دادند  [1](7116و همکارانش ) 75کوچبلی آقایشرود. می نیز اسرتفاده 74تکنیك حداقل مربعات متحر 

                                                           

1 topology 

3 meshless 

1 mesh-free 

71 Smoothed Particle Hydrodynamics 

77 kernel function 

72 difuse-element method 

78  Element-Free Galerkin (EFG) 

74 moving-least-squares technique 

75 Belytschko 
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 .یکسان هستند RKPM76با روش  EFGتوابع پایه روش ، انتخاب توابع وزن ی معین وابرای ایدمان گره که

[61] 

ها را در قالب های بیان شرده در بالا اگراه در شکل و ساختار با هم فر  دارند اما بیشتر روشروش

 توان در نظر گرفت. یك تئوری مشتر  می

محدود متداول  اجزاءهای بدون شرر که برای مسررائلی در مکانیك کاربردی که از یك شرر که روش

 استاتیکی ومشرکلات شرامل مدل کردن . این آورندرا بوجود میی اکنند، مشرکلات قابل توجهاسرتفاده می

 هایسرازی جریان سریال و تغییر شکلو نیز شرامل مدل SPHو  EFGدینامیکی در اجسرا  با هر دو روش 

 .باشدمی RKPM روش بزرگ در اجسا  با

ه محدودی است ک اجزاءروش ی بدون ش که مربوط به توسعه یتقری  هایدر برابر روشگزینه دیگر 

 هندسه تر هایی در اطراف پس از یافتن این روش، المانهای درون المانی را دارد. ستگیقابلیت نمایش گس

 [76]اند. شده گرفتهکار هب ،برای نشان دادن گسستگی دلخواه

دریافت که توابع  71توان در اراراوب روش تقسررریم یگرانهبسررریراری از فوایرد هر دو روش را می

 [27].ساده درون تقریب س یم هستند بصورتسازی موضعی غنی

سازی موضعی کردن رشد تر ، با غنیمف و  تقسیم یگانه را برای مدل [6](7111) 73کو و بلكچبلی

اتخاذ کردند. یك شکل کلیدی از این  71های نزدیك نو  تر محدود توس  میدان اجزاءبر پایه یك تقریب 

                                                           

76 Reproducing Kernel Particle Method 

71 Partition of Unity Method (PUM) 

73 Black 

71 near-tip crack fields 
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واه بود. های دلخسرازی ناپیوسرته و استفاده از روند نگاشت برای مدل کردن گسستگیتلفیق توابع غنی ،کار

 های نس تاًدقیق روی ش که 21های نزدیك نو  برای محاسر ات ضررایب شردت تنشهمچنین تلفیق میدان

های طولانی )بلند( ناکارآمد بوده و توابع نزدیك نو  ای تر درشرت ارائه شرد. متأسفانه، تکنیك نگاشت بر

 باشد.ها دورتر از نو  تر  نمیانتخاب مناس ی برای نشان دادن گسستگی 27مماسی

ر  با تلفیق یك میدان ناپیوسرته در طول سطوح ت [6](7111کو و بلك )چ، کار بلینامهپایاندر این 

ه دهد کدورتر از نو  تر  تعمیم یافته اسرت. افزایش یك میدان ناپیوسرته این اجازه را به هندسه تر  می

رای بای ویژهاز قوانین . نیاز باشدبیهمزمان با رشد تر   دوبارهسازی از ش کهو مسرتقل از ش که مدل شده 

 استفاده شده ،محدود اجزاء  و شر که ی بین هندسره تررابطهبا در نظر گرفتن شرده های غنیب گرهخاانت

، 22موسمقالات  ای است که درسازی ناپیوستهمربوط به غنی نامهپایاندر این شده  انجا کار  بیشرتر. اسرت

 ارائه شده است. [71] (7111کو )چو دال و، موس و بلی [22] (7111کو )چو بلی 28دال و

کاهش روش اجزاء محدود بیان شده است. انتگرال وزنی و تشکیل رواب  ای از در فصل دو ، خلاصه

ریتز و -های رایلیی روشمعادلات دیفرانسررریل و نیز حل مسرررائل مقدار مرزی به وسررریله 24مرت ره یافته

خی از و بر های وزنی در این فصرل مورد بررسی قرار گرفته است. در فصل سو  به مکانیك شکستباقیمانده

ی این فصل، رشد تر  در یك جسم الاستیك خطی نشان در ادامه ت پرداخته شده است.معیارهای شرکسر

                                                           

21 Stress Intensity Factors (SIFs) 

27 asymptotic near-tip functions 

22 Moës 

28 Dolbow 

24 weak form 
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ای آن ا در دوبعد آخرین م حث این فصررل را تشررکیل های کنتور و نمایش دامنهداده شررده اسررت. انتگرال

 دهد.می

 ( شرح داده شده است. روش مجموعهX-FEMیافته )ابتدا روش اجزاء محدود توسعهدر فصل ا ار  

بندی دلانی م حث کردن تر  در ادامه آمده اسررت. دیاگرا  ورونی و مثلث( و کاربرد آن در مدلLSMتراز )

 .دیگری است که در این فصل بدان پرداخته شده است

های ایجاد شرده توس  سرازی رشرد تر  و برنامهیافته در شر یهکاربرد روش اجزاء محدود توسرعه

فصل ششم تعدادی مثال  رشد و گسترش تر  در فصل پنجم آمده است. سازیج ت ش یه Matlabافزار نر 

 در فصل هفتم ارائه شده است.نیز گیری و پیشن ادات دهد. نتیجهعددی را مورد بررسی قرار می

 

 

 

 2فصل 

 روب اجزاء  حدود

  قد ه -2-1

وان با تای در ط یعت اعم از علو  زیسرت شرناسی، زمین شناسی، یا مکانیکی را میتقری اً هر پدیده

تلف ی مقادیر مخکمك قوانین فیزیك بر حسررب معادلات ج ری، دیفرانسرریلی یا انتگرالی که ارت اط دهنده
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هایی با شررکل توزیع تنش در یك مخزن تحت فشررار دارای سررورا موردنظر هسررتند، توصرریف نمود. تعیین 

ها در آب دریا یا یرودینامیك، بدسرررت آوردن غلظت آلایندهحت بارهای مکانیکی، حرارتی و یا آناهمگون و ت

هایی از ها، مثالتشررکیل گردبادها و طوفان سررمبینی مکانیسررازی هوا ج ت در  و پیششرر یه در محی  و

 باشند.بردی م م میمسائل متعدد کار

 ی عمده روبرو هستند:های فیزیکی با دو وظیفهی پدیدهپژوهان در مطالعهبیشتر م ندسین و دانش

 تشکیل رواب  ریاضی فرآیند فیزیکی -7

 تحلیل عددی مدل ریاضی -2

 زمینه در موضرروعات مربوطهتشررکیل رواب  ریاضرری برای یك فرآیند فیزیکی نیازمند داشررتن پیش

باشد. تشکیل رواب  به صورت ع ارات مثال، قوانین فیزیك( و بیشرتر مواقع ابزار ریاضری مشرخص می)برای 

های موردنظر را برای در  و یا طراحی فرآیند گردد که کمیتلب به معادلات دیفرانسیلی ختم میریاضی اغ

 ر خصو  اگونگیی مدل ریاضری یك فرآیند از طریق مفروضاتی دسرازد. توسرعهفیزیکی با هم مرت   می

 گردد.رفتار آن فرآیند میسر می

با وجود اینکه اسررتخرام معادلات حاکم برای بیشررتر مسررائل اندان مشررکل نیسررت، حل آن ا به 

های تحلیلی تقری ی راه های تحلیلی دقیق کاری بس دشرروار اسررت. در انین مواقعی روشی روشوسرریله

حساب های فنی روش تفاضل محدود و روش مقالاتا، غال اً در هآورند. در میان این روشای را فراهم میااره

 [2].اندبه کار گرفته شده 21و گالرکین 26ریتز-مانند رایلی 25تغییرات

                                                           

25 variational 

26 Rayleigh-Ritz 

21 Galerkin 
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 ها )یا بس در تقریب تفاضرل محدود یك معادله دیفرانسریل، مشرتقات آن با تفاضرل خارم قسمت

. باشرد، جایگزین شرده استدر دامنه میسرری تیلور تابع( که شرامل مقادیر جواب در نقاط مجزای شر که 

مختلف ن مقادیر جواب در نقاط پس از اعمال شرای  مرزی، ج ت بدست آورد معادلات ج ری بدست آمده،

 .اندش که حل شده

کل انتگرال وزنی معادل درآورده ، معادله به شحساب تغییراتدر حل معادلات دیفرانسریل به روش 

به صورت ترکی ی خطی ) حل تقری ی روی دامنه شرده و سپس j jjc  از توابع تقری ی انتخابی مناسب )

j  و ضررایب نامعینjc  ضرایب شرده استفرض .jc گردند که ع ارت انتگرالی معادل با طوری تعیین می

 ریتز، گالرکین و-مختلف، همچون رایلی حساب تغییراتهای باشرد. روشی دیفرانسریل اصرلی برقرار معادله

 حداقل مربعات در انتخاب شکل انتگرال، توابع وزن و یا توابع تقریب با یکدیگر تفاوت دارند.

روندی منظم ج ت  تولید ،یعنی حسررراب تغییراتهای سرررنتی روش اجزاء محدود بر کم ود روش

. این روش دارای سه ویژگی اصلی است که آمده استهای دامنه فائق احیهاسرتخرام توابع تقری ی برای زیرن

ی مسئله به صورت هی هندسی پیچیده، دامنهاینکه . اولشده استهای رقیب باعث برتری آن بر دیگر روش

 شود. دو ، توابع تقریب برای هر جزء محدودهای سراده به نا  اجزاء محدود عرضه میای از زیردامنهمجموعه

های ایی ترکیب خطی اندجملهتوان به وسیلهی سراده که هر تابع پیوسرته را میبا اسرتفاده از این نظریه

ای( شود. سو ، رواب  ج ری بین ضرایب نامعین )به ع ارت دیگر، مقادیر گرهج ری بیان نمود، اسرتخرام می

 آید. بنابراین، روشبرای هر جزء بدست میی برقراری معادلات حاکم، اغلب به صورت انتگرال وزنی، به وسیله

-ی وزنی به صورت جزءریتز یا باقیمانده-های رایلیاجزاء محدود را می توان به طور خا ، به کارگیری روش

و  شرردههای ج ری در نظر گرفته ایگون تصررور نمود. در این روش، اغلب توابع تقریب به صررورت اندجمله
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 ی میانیابییر جواب در تعداد محدودی از نقاط با اسرررتفاده از مفاهیم نظریهپرارامترهای نامعین بیانگر مقاد

ها در جزء و ی توابع میانیابی به تعداد گرهشوند. درجهنامیده می توابع میانیابیگردند و بنابراین استخرام می

 ی معادله دیفرانسیل در دست حل بستگی دارد.مرت ه

 پیشینه تاريخی -2-2

ای از نواحی مجزا )گسسته(، منحصر به اجزاء به صرورت مجموعه موجودی ناحیه ی نمایشاندیشره

را با توجه به اینکه پیرامون اندضلعی محاط در  دانان باستان مقدار ریاضی برای نمونه،باشد. محدود نمی

رقم اعشررار با تصررور  41را با دقت تقری اً  یك دایره پیرامون تقری ی دایره اسررت، تخمین زدند. آن ا مقدار 

ولی محدود پیشرگویی نمودند. در زمان معاصر این  ،دایره به صرورت اندضرلعی دارای تعداد اضرلا  بسریار

ا به ی هواپیمها و بدنهطوریکه برای مثال، بالهای هواپیما پیدا کرد، بدر تحلیل سازه مناسب مطلب جایگاهی

 7147شروند. در سال ولی، پوسرته ها و صرفحات برشری در نظر گرفته میهای طصرورت هم سرت تقویتی

ها ی میلهروش به اصطلاح پیکربندی را معرفی نمود که در آن محی  کشسان هواپیما با مجموعه 23هرینیکف

 گون تعریف شده روی یك زیردامنه برای تقریب تابعیی قطعهبع پیوستهاو تیرها بیان گردید. به کارگیری تو

( که از هم ست اجزاء مثلثی و اصل کمینه انرژی پتانسیل کل 7148توان در کار کورانت یافت )عین را مینام

های کلیدی روش اجزاء محدود ویژگی رخیاستفاده کرد. اگراه ب 21ی مسئله پیچش سنت ونانتبرای مطالعه

و  81ی آن به آرگیریس( یرافت اما ارائه رسرررم7148( و کورانرت )7147توان در کرارهرای هرینیکف )را می

                                                           

23 Hernikoff 

21 Saint Venant 

81 Argyris 



 

11 

 

( نسر ت داده شررده اسررت. ع ارت اجزاء محدود 7156) 84و تاپ 88، کلاف، مارتین82( و ترنر7161) 87کلسری

ی کاربرد اجزاء محدود درباره مقالاتیانتشار استفاده شد. از آن هنگا ،  7161اولین بار توس  کلاف در سال 

ی علمی که تن ا به نظریه و کاربرد این روش مقالهبه صرورت تصراعدی رشرد نموده و امروزه تعداد بسیاری 

 [2]باشد.اختصا  یافته است، موجود می

  فاهیم اساسی روب اجزاء  حدود -2-3

ی کند، تقسررریم دامنهها تفکیك میرا از دیگر روشبرارزترین ویژگی روش اجزاء محردود کره آن

ی حل یا اشد. هر شکل هندسی که محاس هبی ساده، به نا  اجزاء محدود میمشخص به یك دسته زیردامنه

م های زیردامنه را فراهپذیر باشد، یا رواب  لاز  بین مقادیر جواب در نقاط منتخب به نا  گرهتقریب آن امکان

برای یافتن حل  جستجوهای روش شرامل آورد، به عنوان یك جزء محدود قابل توصریف اسرت. دیگر ویژگی

ای و هم ست معادلات اجزاء با ای، روی جزء بر حسب مقادیر گرهتقری ی پیوسته، اغلب به صورت اندجمله

ء ی اجزاهایی از هندسه، نمونهمثلثباشد. مستطیل و اعمال پیوسرتگی حل و تعادل نیروها در بین اجزاء می

به قطعاتی که مقادیر مورد نیاز آن ا قابل محاس ه باشد، ی پیچیده ای با هندسههستند. بنابراین، تقسیم دامنه

قری ی ی مقادیر فیزیکی تبه توابع بیان کننده یمتوانامری بسرریار ط یعی و کاربردی اسررت. این نظریه را می

به صرورت سرطحی منحنی تصور  یمتوانای دوبعدی را می. برای مثال، تغییرات دما در دامنههیمگسرترش د

                                                           

87 Kelsey 

82 Turner 

88 Martin 

84 Topp 
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ای ی تابعی با درجهروی هر قسررمتی از دامنه، به ع ارت دیگر، روی زیردامنه یا جزء به وسرریلهرا و آن ودهنم

 . زنیمدلخواه تقریب 

 شدههایی به نا  اجزاء محدود تقسیم ی داده شده به زیردامنهطور خلاصه، در اجزاء محدود، دامنهبه

یم مجموعه به اجزاء کواك دارای دو آید. تقسررو حل تقری ی برای مسررئله روی هر یك از آن ا بدسررت می

 مزیت است:

 نماید.پذیر میهای پیچیده و با مواد متفاوت را امکانبیان دقیق هندسه .7

ممکن  وضرررعیی هر جزء را برای نمایان سررراختن تأثیرات مبیران دقیق حل در محدوده .2

 سازد.می

 سه گا  اصلی روش اجزاء محدود ع ارتند از:

 کواکتر )برای بیان هندسه و نیز حل مسئله(. تقسیم کل مجموعه به قطعات .7

 ای و توابع تقری ی برای هر قسمت.یافتن حل تقری ی به صورت ترکیب خطی مقادیر گره .2

ای حل روی هر قسمت و هم ست آن ا برای بدست آوردن اسرتخرام رواب  بین مقادیر گره .8

 .حل برای مجموعه

 از:ع ارتند  مربوط به این روش تعدادی دیگر از نکات

چه انان توان با بیش از یك نو  جزء ش که بندی نمود.یك دامنه را بسرته به شکل آن می .7

طور مجزا ای استفاده شده باشد، معادلات هر نو  بهبیش از یك نو  جزء برای نمایش دامنه

 آید.میبدست 

 در اغلب موارد به دو دلیل معادلات روی یك جزء قابل حل نیسرررتند. اول اینکه حل دقیق .2

گردند. دو ، مطرح می حسرراب تغییراتهای برای آن ا وجود ندارد. در اینجاسررت که روش

به طور مستقل از دیگر اجزاء قابل حل  حساب تغییراتهای معادلات مجزای حاصل از روش

 نیستند، زیرا هم ست اجزاء تحت شرای  پیوستگی، مرزی و یا شرای  اولیه قرار دارند.
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ای تقریب و شکل ی اندجملهیك جزء به هندسه جزء و نیز درجهها در تعداد و محل گره .8

 انتگرالی معادلات بستگی دارد.

آن برای  هایتوار اسررت که حل و احتمالاً مشررتقدر حالت کلی، هم سررت اجزاء بر این اسرر .4

 باشد.معادلات مرت ه بالا در مرز بین اجزاء پیوسته می

یا اولیه قرار دارد. معادلات مجزای  عموماً، هم سرررت اجزاء محدود تحت شررررای  مرزی و .5

 شوند.ی اجزاء محدود تن ا بعد از اعمال شرای  مرزی و یا اولیه حل میمرت   با ش که

( 2( خطاهای ناشرری از تقریب دامنه، )7سرره من ع خطا در حل اجزاء محدود وجود دارد: ) .6

 ( خطاهای ناشی از محاس ات عددی.8خطاهای ناشی از تقریب حل و )

 هاي انتگرال وزنیبزوم شكل -2-4

 در تقریب juدر روش اجزاء محدود، از ع ارت انتگرالی برای تولید رواب  ج ری میان ضرایب 

(2-7  )                                            



n

j

jjuu
1

            

( در 7-2گذاری )باشد. از آنجا که جایی دیفرانسیل خا  میبیانگر حل یك معادله uکنیم که استفاده می

 juی دیفرانسیل حاکم همواره به تعداد معادلات مستقل ج ری خطی مورد نیاز برای ضرایب مج ول معادله

 ست. تن ا راه حصولا حاکم الزامی ی دیفرانسیلگردد، اسرتفاده از ع ارت انتگرالی معادل با معادلهختم نمی

خطا  هاي وزنیانتگرالی موجود با مج ولات، مستلز  صفر شدن معادله nاطمینان از برابری دقیق تعداد 

 باشد.در معادله می

 را به صورت انتگرال وزنی بنویسیم: Uتوانیم حل تقری ی می

(2-2)                                               
1

0
0wRdx 
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، w( به تعداد معادلات مسرررتقل برای 2-2)ی رابطه. از یمناممی تابع وزنرا  wو  بااقیلاندهرا  Rکره 

 آوریم.معادلات مستقل خطی بدست می

عادلات به تعداد ضررررایب مج ول در ( ابزاری را برای بدسرررت آوردن م2-2انتگرالی از نو  )ع ارت 

هررای تقری ی از نو  ، روشررری اسررررت کرره در آن حررلحسرررراب تغییراتآورد. روش قریررب فراهم میت

0  j jjcu  ضررایب در آن مطلوب اسرت وjc با استفاده از ع ارت انتگرالی، به صورتی که در بالا 

و ع ارت انتگرالی مورد  wدر انتخاب تابع وزن  حساب تغییراتهای گردد. روشنشران داده شرد، تعیین می

باشرد، با یکدیگر تفاوت دارند. در روش اجزاء مؤثر می jی خود در انتخاب توابع تقریب اسرتفاده که به نوبه

و یافتن حلی تقری ی برای هر  شدهها در نظر گرفته به صرورت هم ست زیردامنهای مشرخص محدود، دامنه

 باشد.می حساب تغییراتهای زیردامنه به همان صورت روش

 تددادي از  فاهیم و روابط رياضی -2-5

اسرررت که   تغیرهاي وابسااتهها، تعیین توابع مج ول به نا  هدف بیشرررتر تحلیل دا نه و  رز:

ای مشخص و تعدادی شرای  مرزی روی مرز دامنه دیفرانسیل داده شده در دامنه یا ناحیهای معادلات دسته

ای از این دامنه نقطه Pای از نقاط در فضا است، با این خاصیت که اگر مجموعه ،را ارضاء نمایند. یك دامنه

آید باشند. از این تعریف انین بر میمتعلق به آن دامنه می Pباشد آنگاه تما  نقاط به حد کافی نزدیك به 

ای را بتوان با خطی که تماماً در که یك دامنه تن ا شررامل نقاط داخلی اسررت. انانچه هر دو نقطه از دامنه

نامند. مرز یك دامنه گروهی از می هلبند ساده و حدب دامنه قرار دارد به هم متصرل نمود، آن دامنه را 

باشررند و نقاط هسررتند که در همسررایگی هر یك از این نقاط، نقاطی وجود دارند که متعلق به آن دامنه می

که نقاط روی مرز دامنه متعلق به دامنه داریم همچنین نقراطی کره بره آن تعلق ندارند. با این تعریف توجه 
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برای نشرران دادن مرز آن اسررتفاده خواهیم  ختیاری و ای ابرای نشرران دادن دامنه باشررند. از نماد نمی

 نمود.

جزیی آن به  های، اگر تما  مشرررتقیمناممی mC)(را کلاس  تابعی با اندین متغیر در دامنه 

در دوبعد دارای  fپیوسرته باشند. بنابراین، انانچه  ی ا  آن وجود داشرته و در دامنهmانضرما  مرت ه 

xfباشد )به ع ارت دیگر، پیوسته می fباشرد، آنگاه  0Cکلاس    وyf   وجود دارند ولی ممکن است

کار برده خواهد همواره برای مختصات قائم یك نقطه در فضای دوبعدی به yو  x حروف پیوسرته ن اشند(.

شرد. زمانی که متغیرهای وابسرته تابعی از یك متغیر مستقل هستند، دامنه یك پاره خ  خواهد بود و نقاط 

متغیرهای وابسرررته تابعی از دو متغیر باشرررند، دامنه یك . وقتی که یمنامانت ایی پاره خ  را نقاط مرزی می

گامی هنی دیفرانسیل یك معادله .باشدی آن سط  مرز آن میی دربرگیرندهسط  خواهد بود و منحنی بسته

ر مقادی به اتخاذ ملز متغیرهای وابسررته و احتمالاً مشررتقات آن  که اسررت  سااهله  قدار  رزيبیانگر یك 

آن  هایوابسته و احتمالاً مشتقای است که متغیر مسرئله  سهله  قدار اوبیهیك  ند.باشر معینی روی مرز

( معین باشرند. مسائل مقدار اولیه عموماً مسائل وابسته به 0tی اولیه )به ع ارت دیگر، در زمان در لحظه

 باشند.زمان می

توابع به تعداد کافی مشررتق پذیر  wو  u ،v کنیممیفرض  گیري جزء به جزء:رابطه انتگرال

 باشد:گیری جزء به جزء زیر برقرار میی انتگرالباشند، آنگاه رابطه xمختصه 

 (2-8)   
b

a

b

a

b

a

b

a

b

a
avawbvbwdx

dx

dw
vwvvdwwdvdx

dx

dv
w )()()()(][

 
 

 اث ات نمود.توان این اتحاد را به سادگی می

 یك ع ارت انتگرالی به صورت ها:تابدی
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(2-4)                               
b

a dx

du
uxuudxuuxFuI ),(,),,()( 

),,( که uuxF  های یك تابع معین و دارای آرگومانx ،u  وdxdu  ،شود. مقدار نامیده می تابدیاسرت

باشررد. هراند برای یك مقدار مناسررب می uI)(وابسررته اسررت، بنابراین نمادگذاری  uبه  uI)(انتگرال 

 باشد.بیانگر مقداری عددی می u ،)(uIمشخص 

),,(تابع  :حساااب تغییرا نلاد  uuxFF    برای یك مقدار مشرررخص مگیریمیرا در نظر .

مقداری ثابت و  که  vبه مقدار  uباشد. تغییر وابسته می uو  uبه  x ،Fاختیاری متغیر مستقل 

v  حساب تغییراتیك تابع است را u و با  نامیدهu نماییممشخص می: 

(2-5)                                                               vu   

، نمایانگر تغییر قابل ق ول در تابع uتابع  حساب تغییرات، u. یمناممی حساب تغییراترا نماد  عملگر 

)(xu  در یك مقدار مشرخص متغیر مستقلx باشد. انانچه میu  در یك نقطه معین باشد )معمولاً روی

 باشد.در آنجا صفر می u حساب تغییراتمرز(، 

 براي  سائل  قدار  رزي كاهش  رتبه يافتهتشكیل روابط  -2-6

گرفته اسررت که  سررراشررمهی تشررکیل رواب  انتگرالی مسررائل مقدار مرزی از این حقیقت انگیزه

تقری ی، برای مثال، ریتز، گالرکین، مجمو  مربعات، تجمع محلی یا به طور کلی  حسررراب تغییراتهای روش

اند. از آنجا که روش های باقیمانده وزنی، بر اسرراس ع ارات انتگرالی وزنی معادلات حاکم بنا ن اده شرردهروش

 حسررراب تغییراتگون روش -کارگیری جزءاز در بهی ی مورد نیروشررری برای ایجاد توابع تقر ،اجزاء محدود

ه بر ومعادلات دیفرانسیل لاز  است. علا کاهش مرت ه یافتهی تشکیل رواب  انتگرال وزنی و باشد، مطالعهمی
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بندی شرای  مرزی را به شرای  مرزی ط یعی و اساسی ، ط قهکاهش مرت ه یافتهدلیل فو ، تشرکیل رواب  

ای مدل اجزاء محدود ای را در استخرام توابع تقریب و انتخاب درجه آزادی گرهدهنماید که نقش عمآسان می

 نماید.ایفا می

یك معادله دیفرانسررریل داده شرررده و  کاهش مرت ه یافتهدر این بخش، هدف اولیه ایجاد شرررکل 

ه باشررد. شررکل ضررعیف، یك ع ارت انتگرال وزنی معادلبندی شرررای  مرزی مربوط به آن معادله میط قه

گیری بین متغیرهای وابسته و تابع وزن توزیع شده است و شرای  مرزی را شامل دیفرانسیل است که مشتق

شایان ذکر است که هدف اصلی نوشتن ع ارت انتگرال وزنی برای معادله دیفرانسیل داشتن ابزاری  گردد.می

 باشد:برای تقریب زیر می jcی ج ری مستقل خطی بین ضرایب رابطه Nج ت بدست آوردن 

(2-6)                                        )()( 0 xxcUu
j jjN    

 گردد.تابع وزن مستقل خطی در ع ارت انتگرالی میسر می Nاین امر با انتخاب 

 باشد:هر معادله دیفرانسیل در صورت وجود، دارای سه مرحله می یافتهکاهش مرت ه تولید شکل 

را در  w، تابع وزن دادهتما  ع ارات معادله دیفرانسرریل را در یك طرف مسرراوی قرار  (1) رحله 

 تگرال وزنیکه ع ارت ان داریم. توجه منماییمیگیری ی مسررئله انتگرالو روی دامنه کردهکل معادله ضرررب 

در ع ارت انتگرالی تحت شرررای   wهر معادله دیفرانسرریل قابل دسررتیابی اسررت. به طور کلی، تابع وزن 

قرار دارد. ع ارت انتگرال وزنی تن ا معادل معادله دیفرانسیل  uتری نس ت به متغیر وابسته پیوستگی سست

 گردد.است و هیو گونه شرای  مرزی را شامل نمی

 Nها برای jcی ج ری بین رابطه Nدرحالیکه ع ارت انتگرال وزنی، بدسررت آوردن  (2) رحله 

ای باشررند که نماید به گونهرا ملز  می jسررازد، توابع تقریب پذیر میرا امکان wتابع وزن مختلف دلخواه 
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NU گیری باشد و شرای  مرزی معین را به تعدادی که در معادله دیفرانسریل اصرلی آمده است قابل انتگرال

بدست توزیع شرود، شکل انتگرالی  wو تابع وزن  NUگیری بین حل تقری ی ارضراء نماید. انانچه مشرتق

کاهش شکل ع ارت انتگرال وزنی را  ،نماید بنابراینایجاب می jشررای  پیوستگی ضعیفتری را روی  آمده،

، باشررد. اول اینکهی مطلوب میو مشررخصررهدارای د کاهش مرت ه یافته. تشررکیل رواب  یمناممی مرت ه یافته

ای از تهباشد و اغلب به دستری )به ع ارت دیگر کمتری( برای متغیر وابسته میاحتیام به پیوسرتگی ضعیف

کاهش گردد. دو  اینکه، شررای  مرزی ط یعی مسرئله در شکل معادلات ج ری بر حسرب ضررایب ختم می

تن ا لاز  است شرای  اساسی مسئله را ارضاء  NUشرود و بنابراین حل تقری ی آن گنجانده می مرت ه یافته

سازی اجزاء محدود یك مسئله نقش م می را در ایجاد ش یه کاهش مرت ه یافتهنماید. این دو ویژگی شرکل 

مرت   با هر معادله  اساسیو  طبیدینماید. قسمت م م این مرحله، شناسایی دو نو  شرای  مرزی ایفا می

( SV)  تغیرهاي ثان يههای مرزی را آن در ع ارت هایباشررد. ضرررایب تابع وزن و مشررتقدیفرانسرریل می

دهد. متغیرهای ( را تشکیل میNBC) شرايط  رزي طبیدینامند. شناسایی متغیرهای ثانویه روی مرز، می

 باشند.مورد نظر می هایثانویه همواره دارای مف و  فیزیکی هستند و اغلب کمیت

، اعمال شرررای  مرزی کاهش مرت ه یافتهی تشررکیل رواب  سررومین و آخرین مرحله (3) رحله 

در نقاط مرزی جایی که شرای  مرزی  wباشد. در اینجاست که تابع وزن حقیقی مسرئله تحت بررسری می

باید شکل همگن شرای  مرزی اساسی معین  wبیانی دیگر،  هاند باید برابر صفر باشد. باسراسری معین شرده

 مسئله را ارضاء نماید.

در مرحله اول کلیه  :سرره مرحله وجود دارد کاهش مرت ه یافتهطور خلاصرره، برای ایجاد شررکل هب

ی ، سپس کل معادله را در تابع وزن ضرب و در محدودهدادهع ارات معادله دیفرانسریل را در یك طرف قرار 
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. در مرحله دو ، از یمنامکنیم. ع ارت حاصرررل را شرررکل انتگرال وزنی معادله میمی گیریمسرررئله انتگرال

گیری را بین متغیرهای وابسته و تابع وزن به طور یکنواخت گیری جزء به جزء ب ره جسرته و مشرتقانتگرال

و ، در مرحله سنماییم. و با استفاده از ع ارات مرزی شکل متغیرهای اولیه و ثانویه را مشخص می کردهتوزیع 

با مقید نمودن تابع وزن به ارضراء شرکل همگن شررای  مرزی اساسی معین و با جایگذاری  را ع ارات مرزی

 . نماییممتغیرهای ثانویه با مقادیر معین آن ا، اصلاح می

که برای بدسرت آوردن معالات ج ری به تعداد ضرایب مج ول در تقریب سرازیم باید خاطر نشران 

مورد  یك معادله دیفرانسیل کاهش مرت ه یافتهی معادله، یك ع ارت انتگرال وزنی یا شکل تهمتغیرهای وابس

علت  . بهیمبدست آور یمتوانهای مختلف تابع وزن، معادلات ج ری مختلفی میباشد. به ازای انتخابنیاز می

همان فضای توابعی باشد که ، آن تابع باید متعلق به ایمقیدی که بر روی تابع وزن در مرحله سرو  گذاشرته

 توابع تقریب هستند.

 حساب تغییرا هاي تقريبی روب -2-7

های است که شامل روش حساب تغییراتهای تقری ی روش اختصاری یهدف در این بخش مطالعه

ا، منظور هی این روشباشد. در کلیهگالرکین، حداقل مربعات و تجمع محلی می-ریتز، گالرکین، پتروف-رایلی

، یعنی jcو پارامترهای مج ول  jافتن حل تقری ی به شررکل ترکیب خطی از توابع مناسررب ی j jjc  

کاهش مرت ه شکل انتگرال وزنی یا شکل  ،که حل تقری ی خواهند شردطوری تعیین  jc اسرت. پارامترهای

ی تحت بررسی را کمینه کند. ی دو  مربوط به معادلهی مرت هی حاکم را ارضراء نماید یا معادلهمعادله یافته

ی هدف اولیه با یکدیگر تفاوت دارند. jو توابع تقری ی  wهای مختلف بر اسررراس انتخاب تابع وزن روش

باشررد. روش اجزاء محدود از می )سررنتی( کلاسرریك حسرراب تغییراتهای ی تعدادی از روشاین بخش ارائه
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کند. انتخاب توابع تقریب در برای تشررکیل رواب  مجزا برای هر جزء اسررتفاده می حسرراب تغییراتهای روش

 کلاسیك تفاوت دارد. حساب تغییراتهای های اجزاء محدود با روشروش

 ريتز-روب رايلی -2-7-1

مسررئله بدسررت  کاهش مرت ه یافتهبا اسررتفاده از شررکل  jcریتز، ضرررایب تقریب -در روش رایلی

jwی آیند و انتخاب توابع وزن به وسررریلهمی  گردد. در این روش، هدف یافتن حل تقری ی محدود می

 یرابطه

(2-1)                                                       )(),( wluwB  

 به صورت سری محدود زیر است: 

(2-3)                                                   0

1

 


N

j

jjN cu 

( برای 1-2ی )گردند که رابطهشرروند و به صررورتی انتخاب مینامیده می ضااراي  ريتز jc هایکه ثابت

iw  ،Ni ,...,2,1 برقرار باشد.  

 هاي وزنیروب باقیلانده -2-7-2

ل را، رانسیشکل انتگرال وزنی یك معادله دیف یمتوانهمیشه می نمودیم،طور که پیشرتر اشاره همان

ریتز است که در -های وزنی، حالت کلی رایلینده. روش باقیمابنویسیمغیرخطی  اه معادله خطی باشرد اه

ی آن تن ا تعیین پارامترها به توابع مسرررتقل انتخاب نمود و لازمهای از آن توابع وزن را می توان از مجموعه

گونه شرررای  مرزی معین . از آنجا که این نو  شررامل هیوباشرردمیی شررکل انتگرال وزنی هر معادله وسرریله
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 که حل تقری ی، هر دو شرای  مرزی اساسی و نماییمای انتخاب باید به گونه را باشد، توابع تقریبمسئله نمی

یعی را ارضاء نماید. علاوه بر آن، توابع وزن را می توان مستقل از توابع تقریب انتخاب کرد لیکن لاز  است ط 

 آن ا به صورت مستقل خطی باشند.

ی عملگر زیر تشری  توان به صورت کلی آن با در نظر گرفتن معادلههای وزنی را میروش باقیمانده

 نمود:

(2-1)                                                      infuA )( 

 uباشررد که روی متغیر وابسررته یك عملگر )خطی یا غیرخطی( و اغلب یك عملگر دیفرانسرریل می Aکه 

تقری اً به  uهای وزنی، حل تابعی معین با متغیرهای مسررتقل اسررت. در روش باقیمانده fکند و عمل می

 شود:ی ع ارت زیر تقریب زده میریتز به وسیله-همان صورت روش رایلی

(2-71         )                          



N

j

jjN cu
1

0      

با  ریتز اسرررت.-ی وزنی دشررروارتر از روش رایلیبرای روش باقیمانده jو   0شررررای   برا این تفاوت که

)(( تابع 1-2در سررمت اپ ) Nuگذاری حل تقری ی جای NN uAf  گردد که عموماً برابر با حاصررل می

fuAباشد. اختلاف نمی fتابع معین  N )(شود، غیرصفر است:ی تقریب نامیده میباقیمانده ، که 

(2-77)                       0)(
1

0 












 



fcAfuAR
N

j

jjN  

ی وزنی باشرررد. در روش باقیماندهمی  jc، تابع موقعیت و همچنین پارامترهای Rی براقیمرانده

 گردند:به صورت انتگرال وزنی تعیین می Rی با الزا  صفر شدن باقیمانده jcپارامترهای 
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(2-72 )                            NidxdycyxRyx ji ,...,2,10,,,  
 

 باشند.یکسان نمی iتوابع وزن هستند که عموماً با توابع تقریب  iی دوبعدی و دامنه که 

کاهش ریتز که بر اسرراس شررکل )انتگرال( -ی با روش رایلیبرای روش باقیمانده jو  0شرررای  

 ی دیفرانسیل است، تفاوت دارد. معادله مرت ه یافته

 گابركین -روب پتروف -2-7-2-1

iiزمانیکه    نامیمگالرکین می-را روش پتروفی وزنی باشد، روش باقیمانده . 

 روب گابركین -2-7-2-2

ی وزنی بیشرررتر به روش باشرررد، روش باقیمانده iبرابر تابع تقریب  iکه تابع وزن برای حالتی

 گالرکین معروف است. معادلات ج ری تقریب گالرکین ع ارتند از:

(2-78)                                                        



N

j

ijij FcA
1

                                

 که

 (2-74)               
 dxdyAfAfFdxdyAA iijiij 0,  

باشد. این موضو  باید با توجه به این واقعیت یریتز نم-طور کلی، روش گالرکین مانند روش رایلیهب

ا )ی کاهش مرت ه یافتهکه روش دو  از شررکل کند در حالیکه روش اول از شررکل انتگرال وزنی اسررتفاده می

کند، آشکار باشد. در نتیجه، توابع تقریب مورد استفاده استفاده می jc( برای تعیین ضرایب حساب تغییرات

  ریتز برخوردار باشند.-در روش گالرکین لاز  است از مرت ه بالاتری نس ت به روش رایلی
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به تابع وزن  uتوان از حل گیری را می، مشتقمواهیانانچه معادله اجازه دهد و در صرورتی که بخ

iwمنتقل نمود،   ب   پیوستگی توابع تقریشود که شرایحاصل می کاهش مرت ه یافته؛ و در نتیجه شکل

ر ز و گالرکین دریت-های رایلیروش گردد.کند و شرای  مرزی ط یعی معین مسئله را شامل میرا سست می

 کنند: دو حالت نتایج یکسانی ارائه می

در هر دو  iکه کلیه شرای  مرزی معین مسئله از نو  اساسی باشند و بنابراین شرای  )الف( زمانی

 یابد؛کاهش می کاهش مرت ه یافتهگردد و شکل انتگرال وزنی به شکل روش یکسان می

 ریتز استفاده گردد.-تقریب روش گالرکین در روش رایلی که توابع)ب( زمانی 

 روب حداقل  ربدا  -2-7-2-3

 کنیم.سازی انتگرال مربع باقیمانده تعیین میرا با کمینه jcدر این روش پارامترهای 

 روب تجلع  حلی -2-7-2-4

ی ا الزا  اینکه باقیمانده( ب1-2( به صرررورت )1-2برای ) Nuدر روش تجمع محلی، حرل تقری ی 

ی منتخب نقطه Nمعادله در  Ni ,...,2,1 مقادیر ، iii yxX ,  بطور یکسرران در دامنه  برابر صررفر

 .باشد، مطلوب است

  رزي  رتبه دوم  سائل  قدار -2-8

ریتز، گالرکین و حداقل مربعات( که پیشتر بیان -)برای مثال، رایلی حساب تغییراتهای سنتی روش

ریب نیستند. انتخاب توابع تق کاربردیتشکیل توابع تقریب، اندان  شد، به علت کم ودهایی همچون مشکل

باشرند، جدای از ارضراء پیوسرتگی، مسرتقل خطی بودن، کامل بودن شررای  مرزی اساسی، که اختیاری می
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ه بگردد. از آنجا که انتخاب توابع تقریب ای باشرد بسیار دشوارتر میی پیچیدهه دارای هندسرهکه دامنزمانی

بر کیفیت تقریب تأثیرگذار است، اطلا  از این موضو  که روندی نظا  یافته برای تشکیل آن ا  مستقیم شکل

س ولت بدست آوردن  یجداهای تقری ی سنتی، باشد. به علت این کم ود، روشوجود ندارد، ناخوشرایند می

 اند.های تفاضل محدود هرگز به عنوان رقیب محاس اتی تلقی نگردیدههای تقری ی، در مقایسه با روشحل

 های زیر باشد:آل، یك روش محاس اتی مؤثر باید دارای ویژگیبه صورت ایده

ی های ریاضرری و همچنین فیزیکی منطقی باشررد )به ع ارت دیگر، حلباید دارای شررالوده .7

 همگرا ارائه نماید و قابل استفاده در مسائل کاربردی باشد(.

 داشررته« بارگذاری»ن اید محدودیتی در مورد هندسرره و ترکیب فیزیکی دامنه یا ط یعت  .2

 باشد.

 ی شرای  مرزی باشد.فرآیند تشکیل رواب  باید مستقل از شکل دامنه و شکل ویژه .8

ب با درجات مختلف بدون نیاز به تشرررکیل پذیری کافی برای تقریروش باید دارای انعطاف .4

 ی رواب  برای کل مسئله باشد.دوباره

 های عددی باشد.ای برای استفاده در رایانهباید دارای فرآیند نظا  یافته .5

های ساده به ای مشخص به صورت ترکی ی از دامنهاست که در آن دامنه روشیروش اجزاء محدود 

حسررراب گردد بطوریکه، امکان تشرررکیل منظم توابع تقریب موردنیاز در تقریب نرا  اجزاء محردود بیان می

ی وزنی برای حل یك مسرررئله روی هر جزء وجود دارد. بنابراین، روش اجزاء محدود، با یا باقیمانده تغییرات

ی وزنی دیگر از های باقیماندهریتز، گالرکین، حداقل مربعات، تجمع محلی و روش-های سرررنتی رایلیروش

 اشد:بدار سه ویژگی روش اجزاء محدود مینظر طرز تشکیل توابع تقریب تفاوت دارد لیکن، این تفاوت ع ده
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هایی با هندسررره پیچیده را به صرررورت ترکی ی از ، که ارائه دامنهتقساایم كل به جزءها .7

پذیر سررازد و اسررتخرام منظم توابع تقریب را امکانی هندسرری مجاز میهای سررادهدامنه

 د.نمایمی

های ج ری هستند ای: توابع تقریب اغلب اندجملهاستخراج ت ابع تقري  براي هر جزء .2

 گردند.یابی استخرام میکه با استفاده از نظریه میان

باشد. هم ست ، که بر اسراس پیوسرتگی حل و توازن شارهای داخلی میهلبسات اجزاء .8

مربوط به آن بیانگر مشابه ی دامنه اصرلی و دستگاه معادلات اجزاء بیانگر مشرابه گسرسرته

 باشد.عددی مدل ریاضی مسئله مورد تحلیل می

هم ارت اط دهند با های اصرلی اسرتخرام رواب  اجزاء محدود را تشکیل میاین سره ویژگی که گا  

قریب را ای باشد که توابع تی اجزاء مورد استفاده برای بیان دامنه مسئله باید به گونهتنگاتنگی دارند. هندسه

بتوان منحصرراً اسرتخرام نمود. توابع تقریب نه تن ا به هندسره وابسته هستند بلکه به تعداد و محل نقاط یا 

آیند م شوند، فرکه توابع تقریب استخرایابی شرده نیز بسرتگی دارند. زمانیهای میاندر جزء و کمیت هاگره

ز و ریت-های رایلی ول دقیقاً مشابه فرآیند مورد استفاده در روشبدست آوردن رواب  ج ری بین ضرایب مج

 باشد.وزنی میی باقیمانده

آید بلکه سرررنتی فائق می حسررراب تغییراتهای روش اجزاء محردود نره تن ا بر کم ودهای روش

ود های اصلی موجود در تحلیل اجزاء محدهای روش محاسر اتی مؤثری نیز به آن اعطا شده است. گا ویژگی

 در زیر آمده است:

 ی مشخص به صورت ترکی ی از اجزاء محدود منتخب:بندی دامنهش که( 7)

 .مدهیمیی اجزاء محدود را به صورت اجزاء منتخب تشکیل ش که -الف

 .نماییممیگذاری ها و اجزاء را شمارهگره -ب
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 .منماییمیخوا  هندسی موردنیاز برای مسئله را استخرام  -م

 ی اجزاء ش کهاستخرام معادلات برای کلیه( 2)

 .مینویسمیی دیفرانسیل داده شده برای جزء نمونه را برای معادله حساب تغییراترواب   -الف

 به صورت زیر است: uی نمونه متغیر وابسته اینکهفرض با  -ب





n

i

iiuu
1


 

 :منماییمیالف برای رسیدن به معادلات اجزاء به صورت زیر جایگذاری -2را در آن

    eee FuK 
 

و  ودهتوابع میررانیررابی اجزاء را اسرررتخرام یررا در صرررورت موجود بودن در مراجع، انتخرراب نم -م

 .مکنیمیهای اجزاء را محاس ه ماتریس

 دلات کل مسئله( هم ست معادلات اجزاء برای بدست آوردن معا8)

شرای  پیوستگی بین اجزاء را از میان متغیرهای اولیه )رواب  بین درجه آزادی محلی و درجه  -الف

 .منماییمیهای مطلق مشخص های اجزاء به گرهاتصال اجزاء( با ارت اط دادن گره –آزادی مطلق 

 .منماییمیب هم ست -8الف و -8معادلات اجزاء را با استفاده از  -ب

 اعمال شرای  مرزی مسئله (4)

 .مکنیمیی مطلق را تعیین درجات آزادی اولیه -الف

 .مکنیمیمطلق را تعیین  یدرجات آزادی ثانویه -ب

 ( حل معادلات هم ست شده5)
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 پردازش نتایج( پس6)

، حساب 5های دیگر را از درجات آزادی اولیه محاسر ه شده در قسمت تغییرات حل یا کمیت -الف

 .مکنیمی

 .مکنیمینتایج را به صورت جدول و یا ترسیمی ارائه  -ب

 گیري عدديانتگرال -2-1

با  مشتمل بر تقریب انتگرال تربیع عدديیا  گیري عدديانتگرالها، به نا  ارزیابی عددی انتگرال

 توان دقیقاً محاس ه نمود. ای را میباشد، زیرا انتگرال یك اندجملهی کافی میای با درجهیك اندجمله

 :مگیریمیبرای مثال، انتگرال زیر را در نظر 

(2-75)                                                     
B

A

x

x
dxxFI 

تابع  xF زنیم:ای زیر تقریب میرا با اندجمله 

(2-76)                                                    
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ii xFxF
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بیانگر مقدار  iFکه  xF  درiی ی محدودهامین نقطه BA xx باشد و می , xi هایی ایاندجمله

توان به صررورت میانیابی اجزاء محدود میباشررند. این بیان را می 1Nبا درجه  xF  در نظر گرفت که

iF  مقدار تابع درiتواند از نو  لاگرانژ یا هرمیت باشد.باشد. میانیابی میامین گره می 

 باشد:گیری به صورت زیر میی انتگرالبطور کلی یك رابطه

(2-71)                                      



r

i

ii

x

x
WxFdxxFI

B

A 1

 



 

28 

 

 ینامند. این رواب  نیازمند محاس همی گیريضراي  وزنی انتگرالرا  iWو  گیرينقاط انتگرالرا  ixکه 

باشند. آن ا هرگاه مقدار ها برای بدست آوردن مقدار انتگرال میضرب و جمع تابعی xF ای یك اندجمله

 نمایند.باشد، مقادیر دقیقی از انتگرال را ارائه می 1rمرت ه 

تگرال باشد. این رابطه ت دیل انلژاندر متداولترین می-گیری، رواب  گوسی رواب  انتگرالاز بین کلیه

ی را برای محاسر ه در محدوده 1,1 مسئلهکلی ی نماید. این مطلب نیازمند انتقال مختصهرا ایجاب می 

x ی محلی به مختصرره باشررد. زمانیکه میAxx   ،1باشررد  اسررت و زمانیکهBxx   ،باشررد

1 .است 

 خطی زیر بیان نمود:« کششی»توان به صورت ت دیل را می و  xانتقال بین 

(2-73)                                                        bax  

a  وb گردند:ی هستند که با برقراری شرای  فو  تعیین میهایثابت 

(2-71)                                       1,1 baxbax BA  

 خواهیم داشت: bو  aبا حل برای 

(2-21)                   eAABeAB hxxxahxxb
2

1

2

1
,

2

1

2

1
 

 گردد:در نتیجه انتقال به صورت زیر می

(2-27)                                                 1
2

1
eA hxx 

 باشد.طول جزء می ehو  eی انت ایی سمت اپ جزء بیانگر مختصه مطلق گره Axکه 
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( 2یابی مناسب است، )میان هایتابع( برای ساخت 7از دو ج ت مفید است: ) ی محلی مختصره

 باشد.لژاندر می-گیری گوسانتگرال گیری با استفاده از روشی انتگراللازمه

 خ صه -2-10

 در این فصل، دو عنوان اصلی را بررسی نمودیم:

   معادلات دیفرانسیل کاهش مرت ه یافتهانتگرال وزنی و تشکیل رواب 

 ی وزنیریتز و باقیمانده-های رایلیی روشحل مسائل مقدار مرزی به وسیله 

در  jcع رارات انتگرال وزنی برای تولیرد معرادلات ج ری لاز  و کافی ج ت حل برای پارامترهای 

سررازی خطای ایجاد شررده در تقریب باشررند. بنابراین معادلات ج ری، معادل با کمینهحل تقری ی لاز  می

 باشند.ی دیفرانسیل به صورت انتگرال وزنی میمعادله

ی معادله کاهش مرت ه یافتهی شکل ای برای توسرعهی این دو عنوان، روندی سره مرحلهدر مطالعه

هایی برای بدسررت آوردن معادلات ج ری بر حسررب پارامترهای مج ول حل دیفرانسرریل ارائه شررد و روش

ش گون رودر روش اجزاء محدود که به کارگیری قطعه به شررکل مسررتقیمتقری ی توسررعه یافت. این عناوین 

باشرند. بنابراین، موضروعات بررسری شده در این فصل قلب اجزاء اسرت، قابل اسرتفاده می اب تغییراتحسر

 دهد.محدود را تشکیل می

ریتز، گالرکین و حداقل مربعات( ابزاری ساده را برای پیدا کردن -های سنتی )برای مثال، رایلیروش

ها، های تقری ی حاصل از این روشآورند. حلمیای پیوسته برای مسائل فیزیکی فراهم های تقری ی ناحیهحل

  باشند.ای از موقعیت در دامنه میتوابع پیوسته
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 3فصل 

  كانیك شكست

  قد ه -3-1

ای را قادر نیستند به صورت کامل اکثر موارد شکست سازه یارهای سرنتی و متداول شکست غال اًمع

 املشاین موارد هایی از افتد، توجیه کنند. نمونههای خیلی کمتر از مقاومت ن ایی مواد اتفا  میکه در تنش

های . از طرف دیگر آزمایشباشندمی های هوافضاآهن و سازهها، راهافزارها، کشتیها، جنگلوله ها، مخازن،پل

میلادی روی فی رهای شیشه به این نتیجه انجامید که مقاومت  7127در سال  85انجا  شرده توس  گریفیث

 مکانیك»ها، م حث باشرررد. به منظور توضررری  این پدیدهواقعی مواد خیلی کمتر از مقراومت نظری آن می

سیار های بتر تما  مواد دارای »بینانه که مطرح گردید. مکانیك شکست بر روی این فرضیه واقع« شرکست

 [7]بنا گردیده است. ،«باشدبوده و این هسته اولیه آغاز شکست در قطعه می ریز

                                                           

85 Griffith 
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وجود داشته باشد، مطالعه ظرفیت تحمل  یترکاصرلی مکانیك شکست در جایی که  یکی از اهداف

باشرد. بنابراین، یك فلسرفه و روش جدید طراحی توس  مکانیك شکست به جای استفاده از ها میبار سرازه

تواند سراخته شود، ای بدون نقص نمیسرازه گردد. از آن جایی که عملاًمعیارهای سرنتی شرکسرت ارائه می

؛ و یا اندازه گرددها باید از دو طریق انجا  شررود: یا نیروی مکانیکی ایمن باید محاسرر ه طراحی ایمن سررازه

 شود با نیروی کار مشخص محاس ه گردد.که در سازه ایجاد می یترک

طراحی با مکانیك شررکسررت مسررتلز  شررناخت اندازه تر  بحرانی و پارامتری اسررت که مشررخص 

های آزمایشررگاهی را به گیریتر  به گسررترش باشررد. این پارامتر خواهد توانسررت نتایج اندازه میلی کننده

ن بینی گردد. ایهای آزمایش پیشدار بتواند از دادهطوریکه پاسخ یك سازه تر هسرازه ارت اط دهد بکارآیی 

 گردد.پارامتر به عنوان تابع رفتار ماده، اندازه تر ، شکل هندسی قطعه و شرای  بارگذاری تعیین می

خاصیت و ثابت معروف بوده و یك  86از طرف دیگر، مقدار بحرانی این پارامتر که به سرفتی شکست

گردد. سفتی شکست توان ماده را در برابر شکست در صورت وجود تر  ماده است، توس  آزمایش تعیین می

توانیم بین نیروی مکانیکی وارده، اندازه اش میکند. با معادل قرار دادن این پارامتر با مقدار بحرانیبیان می

خود این، اطلاعات لاز  برای طراحی سازه را به ما تر  و شرکل هندسری قطعه یك رابطه برقرار نماییم که 

 دهد. می

بندی مقاومت ماده در برابر تسلیم یا شکست در معیارهای سنتی طراحی سفتی شکست برای درجه

 د. شوکار گرفته میهب

                                                           

86 Fracture toughness 
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با مقاومت تسررلیم بالا اما سررفتی  یبایسررت بین موادای، میمواد برای کاربردهای سررازه انتخابدر 

 .یکی را انتخاب نماییمو موادی با مقاومت تسلیم پایین اما سفتی شکست بالا   تاً پایینشکست نس

  دیارهاي تسلیم -3-2

شرروند های اندمحوری باعث تسررلیم میگیری در مورد این که کدا  ترکیب از تنشمعیار تصررمیم

رد این گیری در موتصمیم گیرد. در حقیقت، اولین قد  در تحلیل هر جریان پلاستیكنا  می« معیار تسلیم»

گیری در مورد اگونگی توصرریف رفتار تسررلیم انتخاب کنیم. قد  بعدی، تصررمیم اسررت که اگونه یك معیار

 ماده بعد از شرو  تسلیم است. 

 دهیم.ترین معیارهای تسلیم را مورد بحث قرار میحال معمول

 هايی از  دیارهاي تسلیم ثال -3-2-1

اند. میلادی( معیارهای متعددی برای تسرلیم پیشن اد شده 7118)از سرال های بسریار دور از زمان

خیلی از آن ا در اصرل به عنوان معیار شرکسرت برای مواد ترد پیشن اد شدند و سپس به عنوان معیار تسلیم 

 ع ارتند از: ترین معیارهامعمول برای مواد نر  بکار رفتند.

 بیشینهته ري تنش اصلی  -3-2-1-1

اسرررت، هنگامی که بیشرررترین تنش اصرررلی از تنش « رانکین»ه این تئوری که مربوط به با توجه ب

شود، شود یا هنگامی که بیشترین تنش اصلی از تنش فشاری تسلیم ماده بیشتر میکششی تسلیم بیشتر می

 شود که:شود. ب تر است بگوییم هنگامی تسلیم شرو  میماده تسلیم می

(8-7)                                              0103   or  
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بسیار کمی با نتایج بدست آمده از آزمایش نشان داده است و به همین دلیل، کمتر  تطابقاین معیار 

 شود.از آن استفاده می

 يا ته ري ترسكا بیشینهته ري تنش برشی  -3-2-1-2

ار افتد که بیشترین تنش برشی به مقدهنگامی اتفا  میاین تئوری نشان دهنده آن است که تسلیم 

آید برسد. پس معیار ترسکا نمایانگر آن است که بیشرترین تنش برشری که تحت کشرش سراده به وجود می

 افتد:یکی از شش شرط زیر برقرار باشند اتفا  میتسلیم هنگامی که 

(8-2)                                                       














013

032

021







  

031برای حالت تنش خالص داریم:  k   02و  . 

0031تئوری ترسرکا شرکست را تحت شرای   2   k  00یا 21 k کندبینی میپیش 

 یعنی، تنش تسلیم در برش خالص نصف تنش حد تسلیم در کشش ساده است.

 ته ري انرژي تغییرشكل يا  دیار ف ن  ايزس -3-2-1-3

شررود که هنگا  وقو  تسررلیم موقعی اسررت که انرژی تغییرشررکل برابر با این تئوری انین بیان می

 ژی تغییرشکل در نقطه تسلیم در کشش ساده باشد بنابراین:ران

(8-8)                                                           2
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 در نقطه تسلیم در کشش ساده:
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(8-4)                                                             
2

02
3

1
J 

 بنابراین شرط تسلیم انین خواهد شد:

(8-5)                               2

0

2

13

2

32

2

21
2

1
  

 و برای حالت دومحوری داریم:

(8-6)                                                
2

0

2

221

2

1   

شود. برای حالت مایزس شناخته می-شرکل این معادله یك بیضری اسرت که به عنوان بیضری هوبر

 برش خالص داریم:

(8-1)                                       0312 0 kand   

 و اون

(8-3)                            2

13

2

32

2

212
6

1
 J 

    بنابراین

(8-1)                                                         
2

0

2

12 kJ  

 کند که:بینی میمایزس وقو  تسلیم را هنگامی پیش-و معیار فون

(8-71)                                        
33

1
0

0

2

0

2

0


  kork 

 برابر تنش تسلیم در کشش ساده است.  8/7 -2/7 این بدان معناست که تنش تسلیم در برش خالص
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مایزس معمولاً با نتایج تجربی بیش از معیارهای دیگر تطابق دارد و کاربرد آن از معیار ترسرررکا -معیرار فون

های اصلی مورد نیاز نیست. به همین ای با توجه به مقادیر نس ی تنشاست اون، هیو اطلاعات اولیهبیشرتر 

 دلیل، این معیار در حال حاضر بطور گسترده برای رفتارهای مستقل از نر  مواد کاربرد دارد.

 آلروب تدادل انرژي براي   اد ترد ايده -3-3

شرایطی که تنش وارده کمتر از تنش تسلیم قطعه دهد که شرکست یك سازه در مطالعه نشران می

 شود.در سازه نس ت داده می های بسیار ریزتر ها یا باشد، اغلب به تر 

نامیده « مکانیك شررکسررت»پردازد، دار میای که به مکانیك کاربردی اجسررا  تر مطالعات سررازه

رفتن پلاسررتیسرریته نو  تر  انجا  هایی که بر پایه نادیده گسررازه سررازیآلشررود. به طور خا ، ایدهمی

معرفی  83شود که اصول آن توس  گریفیثنامیده می 81(LEFMشرود، مکانیك شکست الاستیك خطی )می

های بنیادی انرژی های ترد را در شریشه مورد بررسی قرار دارد. وی با استفاده از نظریهوی پخش تر  شرد.

در مکانیك کلاسرریك و ترمودینامیك نشرران داد که یك تعادل انرژی سرراده وجود دارد، تعادلی بین کاهش 

و افزایش انرژی سط  در اثر افزایش سط  تر   pUانرژی پتانسیل در جسم تحت تنش در اثر گسترش تر  

U. 

قاومت ای بین مبینی کنیم و رابطهپیشتوانیم مقاومت نظری مواد ترد را با روش تعادل گریفیث، می

کند. شکست و اندازه تر  ارائه دهیم و لیکن این روش جزییات فرآیند شکست در نو  تر  را بررسی نمی

لاستیك ل پبرای نمونه اگر موضعی را در نظر بگیریم که در آن گسترش تر  بعد از مقدار معینی تغییر شک

                                                           

81 Linear Elastic Fracture Mechanics 

83 Griffith 
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انرژی ذخیره شررده برای این منظور )تغییر شررکل پلاسررتیك( را به  ، لاز  اسررت کهدر نو  تر  اتفا  افتد

ور شود در محاس ه منظحساب آوریم. یعنی، قسمتی از انرژی ذخیره شده که صرف تغییرشکل پلاستیك می

مربوط  را که جن شیگردد. همچنین، این نکته شایان ذکر است که در وضعیت دینامیکی، باید ع ارت انرژی 

 باشد، در معادله تعادل منظور گردد.حرکت سریع میهای با به تر 

 دارتحلیل الاستیك خطی اجسام ترک -3-4

  قد ه -3-4-1

های بدون عیب و نقص تولید توان اعضرا و سازهحتی هنگامی که جان افراد در خطر باشرد، باز نمی

رفتار انین اعضا و کرد. مکانیك شرکسرت، یك ااراوب لاز  در مکانیك کاربردی اسرت که برای توصریف 

های دار در اثر بارهای مکانیکی اعمال شررده و محی ، ضررروری اسرت. بدون شررك، اخیراً قد های تر سرازه

بزرگی در زمینه مکانیك شرکسرت برداشرته شرده است که منجر به معرفی معیارهای جدید طراحی بر پایه 

ها و همچنین قدرت ما در ها و سازهماشینبر روی اعضرای  ءاجزا های ریزتر ها و توجه بیشرتر به اثر تر 

 تعیین صحی  رشد آن ا گردیده است. 

 رود:مکانیك شکست، ط ق مطالب فو ، برای ارزیابی کمی موارد زیر بکار می

 دهد.درجه اطمینانی که یك سازه در مقابل شکست ترد از خود بروز می 

 .شرای  لاز  برای شرو  تر ، رشد و توقف آن 

 ه در یك عضو تحت بارگذاری دینامیکی.عمر باقیماند 
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ها، میزانی را که یك تر  یا یك به این ترتیب، مکانیك شرکسرت بر حسرب زمان و یا تعداد سیکل

ل کند. انین دستاوردهایی، امروز، به شکیابد، توصیف میعیب ش ه ترکی ق ل از ایجاد شکسب گسترش می

 .ستندینده در حال پیدا کردن کاربرد خود در صنعت هآفز

 ان اع تغییرشكل ن ک ترک -3-4-2

(، میدان تنش در مجاورت نو  تر  بستگی LEFMدر ااراوب مکانیك شکست الاستیك خطی )

هندسی موضعی آن است. این مف و ، که ایزی را  شکلو اندازه عضو و  σبه طول تر ، تنش اعمال شرده 

توس  ایروین به عنوان  7151گیرد، در سال شود بکار می( شناخته میSIFکه به عنوان ضریب تمرکز تنش )

شررو  شده بود، دن ال شد. ایروین نشان داد که میدان تنش  7121ادامه کار پیشرروی گریفیث که در دهه 

 [7]نشان داده شود: ijσتواند به وسیله نمایش سری تانسور تنش الاستیك در مجاورت یك تر  می

(8-77)                    ...21    III

ijIII

II

ijII

I

ijIij fKfKfKr 

ای هسررتند که موقعیت یك المان را در جلوتر از نو  تر  بیان اسررتوانه-مختصررات قط ی θو  r که در آن

ضرررایب شرردت تنش هسررتند که مربوط به سرره نو  پایه تغییر مکان سررط  تر   IIIKو  IK ،IIKکنند. می

 اند.( نشان داده شده7-8باشند. این سه نو  در شکل )می

تواند به سه طریق تحت تنش واقع شده و ( مشر ود اسرت یك تر  می7-8همانطور که از شرکل )

 گسترش یابد:

 :باشد.جابجایی سط  تر  عمود بر سط  تر  می بازش نده 

 :باشد.جابجایی سط  تر  در صفحه تر  اما عمود بر ل ه تر  می بغزشی 

 جابجایی سط  تر  در صفحه تر  ولی موازی ل ه تر  است. گی:پاره 
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 شکل نو  تر  رییتغ ی: مدها7-8کل ش

 

تعریف « 81ضریب شدت تنش»برای هر بارگذاری، بزرگی میدان تنش با یك ضرریب اسرکالر به نا  

با  IIIو  I ،IIشررود. برای هر مد بارگذاری، یك ضررریب شرردت تنش وجود دارد که به ترتیب برای مدهای می

IK ،IIK  وIIIK بارگذاری شده است که بیش از یك ضریب شود. یك تر  هنگامی در مد مختل  مشخص می

 های نو  تر  نیاز باشد.شدت تنش برای نمایش میدان

و با استفاده از یك سیستم مختصات قط ی متصل به  ی بدنه منط ق بردر یك سیستم کارتزین 

های جابجایی و تنش در هر نقطه ( ، مجموعه کامل میدان2-8نو  تر  )شرررکرل    ,rxP 

 [28]باشد:، بصورت زیر می«ایکرنش صفحه»تحت 

  مدI: 

(8-72 )                          
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81 Stress Intensity Factor (SIF) 
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 شود:بوده و بصورت زیر تعریف می Iضریب شدت تنش مد  IKکه 

(8-74)                                           0,2 lim
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  مدII: 

(8-75 )                        
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 شود:بوده و بصورت زیر تعریف می IIضریب شدت تنش مد  IIKکه 

 (8-71)                                         0,2 lim
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 نو  تر  كیمتناظر با  یمختصات قط  ستمی: س2-8شکل 

 

مدول برشری الاسرتیسیته است.  ضرریب پواسرون و  مدول یانگ،  Eهای بالا، در تما  ع ارت

های های جابجایی و تنش از ع ارتبرای میدان« ایتنش صررفحه»های مربوط به یابی به ع ارتبرای دسررت

با  بایستی صفر قرار داده شده و ضریب پواسون  zzبالا، 



1

 [28]جایگزین شود. 

  مدIII: 

(8-73)                                           
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 شود:بوده و بصورت زیر تعریف می IIIضریب شدت تنش مد  IIIKکه 

 (8-21)                                        0,2 lim
0

2
1

rrK zy
r

III 


                     

باشررند که در دسررتگاه متریك می« تنش در ریشرره دو  طول»ضرررایب شرردت تنش دارای واحد 

mMPa  در دستگاه انگلیسی وinksi .می باشد 

 رشد ترک در يك جسم الاستیك خطی -3-5

 ش هرشد تر  منظور به میان آمد، گسترش تر  یا  رشد تر نامه هر جا که سخن از در این پایان

ن است که آکه در آن تأثیرات اینرسی ناایز است. در این تقریب ش ه استاتیکی فرض بر  باشدمیاستاتیکی 

 جسم همواره در حال تعادل است. 

 [76]اند ع ارتند از:برخی معیارهایی که برای تعیین ج ت و امتداد رشد تر  پیشن اد شده

 یبیشینه تنش حلقو معیار (Erdogan and Sih, 1963،) 

 معیار ( کمینه انرژی کرنشیSih, 1973،) 

  معیار مقدار صفرIIK (1974 Salganic,،) 

 بیشینه نر  آزادسازی انرژی معیار (Nuismer, 1975). 

آن  دارد تر  از نو کنیم که بیان میرا استفاده می بیشینه تنش حلق ي، معیار نامهپایاندر این 

یابد. تحت بارگذاری مختل  بیشررینه اسررت گسررترش می که تنش پیرامونی )حلقوی(  cدر امتداد 

 گیرد:، مجانب نزدیك نو  تنش پیرامونی و تنش برشی شکل زیر را به خود میعمومی
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(8-27)                          
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که بیانگر   cتنش پیرامونی در امتداد گسرترش تر  یك تنش اصلی است بنابراین، زاویه بحرانی

 توان با قرار دادن مقدار تنش برشیباشد را میامتداد شرعاعی گسرترش تر  می r   برابر صفر در رابطه

 آید:( تعیین کرد. بعد از اند دستکاری کواك، ع ارت زیر بدست می8-27)

(8-22)                  0)1)cos(3(
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)sin(
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III KK

r
 

را در سیستم مختصات نو  تر   cشرود که زاویه گسترش تر  ای میرابطهاین رابطه منجر به 

 نماید:تعیین می

(8-28)                                 0)1)cos(3()sin(  cIIcI KK  

 با حل این معادله خواهیم داشت:

(8-24)                           




  8

4

1
arctan2

2

IIIIIIc KKKK 

در  باشد.( مث ت اسرت، امتداد رشرد تر  می27-8در رابطه ) ای که به ازای آن مقدار ریشره

 ( نشان داده شده است.2-8همان است که در شکل ) و  rتما  ع ارات بالا، 

 40در دوبدداي آنها هاي كنت ر و نلايش دا نهانتگرال -3-6

                                                           

41 Contour integrals and their domain representations in two-dimensions 
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 Forthهای انتگرال مرزی )ی پارامترهای شررکسررت، روشهای عددی برای محاسرر هدر میان روش

and Keat, 1996; Sladek et al., 2000ای )( و روش انتگرال دامنهShih et al., 1996; Nikishkov and 

Atluri, 1987; Moran and Shih, 1987نامه، روش انتگرال این پایانآیند. در ( ابزارهای مناسر ی به نظر می

، برای تعیین ضررایب شدت تنش مد مختل  بکار رفته است. 47تعاملیهای انرژی ای با تلفیق با انتگرالدامنه

اند. با های واقعی افزوده شرردهمعرفی شررده و به میدان 42های کمکی، میدانتعاملیی ژدر روش انتگرال انر

های توان بین ضرایب شدت تنش مد مختل  و انتگرالرابطه میهای کمکی، یك انتخاب مناسرب این میدان

 [28]یافت. تعاملیانرژی 

 توان بصورت زیر نوشت:ی برای مسائل مد مختل  عمومی در دوبعد را میژنر  آزادسازی انر

 (8-25 )                                  22

*

1
III KK

E
J                        

که 
*E شود:بصورت زیر تعریف می 

(8-26)                              












stressplaneforE

strainplanefor
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. این تر  با یك خ  مسرررتقیم نمایش داده شرررده و یك گیریممییك تر  را در دوبعد در نظر 

 بنا شده است. (x1x,2) سیستم مختصات موضعی در نو  تر 

                                                           

47 Interaction energy integrals 

42 Auxiliary fileds 
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  را یرك کنتور دربرگیرنرده نو  تر  وn  را یك بردار واحد عمود بر کنتور گیری با ج ت

 ,Riceشررود )بصررورت زیر تعریف می 48جی دهیم. کنتور انتگرال( قرار می8-8نشرران داده شررده در شررکل )

1968:)[28] 

(8-21)               
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jijiکه  nT   یك کشش روی کنتور باشد.می 

 

 

 : دامنه مورد استفاده برای محاس ه ضرایب شدت تنش مد مختل  در فضای دوبعدی  8-8شکل 

 

، )7خورده مورد ملاحظه است. حالت دو حالت از یك جسم تر      111 ,, iijij u متناظر با حالت ،)

، )2موجود و حالت      222 ,, iijij uهای مماسی برای مد (، یك حالت کمکی که بصرورت میدانI  یا مدII 

 باشد:برای مجمو  این دو حالت بصورت زیر می جی انتخاب خواهد شد. مقدار انتگرال

                                                           

48 Contour integral J 



 

45 

 

(8-23)                 
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 فو  خواهیم داشت:سازی دوباره رابطه با بس  و مرتب

(8-21 )                                      
       2,12121 IJJJ 

 

که 
 2,1I  شود:نامیده می 2و  7برای حالت  تعاملیانتگرال 

(8-81)           
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2,12,1  

که  2,1W  شود:نامیده می تعاملیانرژی کرنشی 

(8-87)                                         
         12212,1

ijijijijW   

یعنی  7هرای جرابجایی و تنش حالت بعرد از حرل مسرررئلره مقردار مرزی، میردان 1

ij  و
 1

iu  و

فضایی میدان جابجایی در سیستم مختصات کارتزین کلی  هایمشتق
 1

,xiu  و
 1

, yiu آوریم. این را بدست می

 باشد.ها نیاز به انتقال به سیستم مختصات نو  تر  با کمك یك بردار انتقال مناسب میع ارت

 باشد:بصورت زیر می 2xو  1xمیدان جابجایی با توجه به  هایمشتق

(8-82)       
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د )شکل باشزاویه تمایل )کجی( بین سیستم مختصات نو  تر  موضعی و سیستم مختصات کلی می که 

8-4.) 
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 : سیستم مختصات محلی و کلی 4-8شکل 

 

 های ترکی ی خواهیم داشت:( برای حالت25-8با نوشتن معادله )

(8-88)                      
       2121

*

2121 2
IIIIII KKKK

E
JJJ 

        

 ( منجر به نس ت زیر خواهد شد:87-8( و )23-8معادله )

(8-84 )                                    
   2121

*

2,1 2
IIIIII KKKK

E
I  

های مماسی با خالص میدان Iبصورت مد  2انتخاب درسرت حالت   12 IK  و  02 IIK  منجر

 شود:بصورت زیر می تعاملیبر حسب انتگرال  Iبه دستیابی به ضریب شدت تنش برای حالت 

 (8-85)                                              
   ModeI

I I
E

K ,1

*

1 2
                            

خالص با  IIرا به عنوان مد  2، حالت IIKی با روشرری مشررابه، به منظور محاسرر ه  02 IIK  و

  12 IK رو:کنیم، از اینانتخاب می 

(8-86)                                              
   ModeII

II I
E

K ,1

*

1 2
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محاسرر ات اجزا محدود، روش مناسرر ی نیسررت، بنابراین انتگرال را در ( برای 81-8انتگرال کنتور )

دار بطور کافی یکنواخت ای معادل با ضرب تابع زیر انتگرال با یك تابع وزنقالب یك شرکل دامنه xq  که

( با فرض اینکه 8-8)شررکل  . بنابراین برای هر کنتوردهیمبین مقدار یك و صررفر متغیر اسررت، قرار می

توان را می تعاملیمحصررور شررده اسررت، مسررتقیم اسررت، انتگرال  0Cکه با کنتور  Aسررطوح تر  در ناحیه 

 بصورت زیر نوشت:

(8-81)   
     

 
 

 






























 



dsqm
x

u

x

u
WI j

CCC

i
ij

i
ijj

 0
1

1
2

1

2
1

1

2,1

0

2,1

lim  

ای با اسرررت که با دایرههایی یك مجموعه از تمامی المان Aبرای ارزیابی عددی انتگرال بالا، دامنه 

localkdمرکز نو  تر  و شرعا  از پیش تعیین شرده  hrr   کهkr  یك ضریب عددی وlocalh   ریشه دو

، 2krباشد، تقاطع دارند.  مشاهده شده است که اگر اندازه دامنه کواك باشد یعنی سط  المان نو  می

د. باشی تکینگی در نو  تر  می. این امر به واسرطهآیندبدسرت میضررایب شردت تنش متناظر نادرسرت 

 ، تأثیر تکینگی کواك اسررت و انتگرال2krباشررد یعنی ی دامنه به اندازه کافی بزرگ میزمانی که اندازه

 اسرتفاده شده است. 3krنامه از مقدار این پایان (. در5-8باشرد )شرکل مسرتقل از کنتور دامنه می جی

نقطه گاوسی برای  1ی انتگرال فعل و انفعالی، ، برای محاس ه4Q44 هایهمچنین در صورت استفاده از المان

ه هر کهای بریده شده با تر ، به ا ار مثلث اند، استفاده شده است. المانهایی که با تر  بریده نشدهالمان

 اند.باشند، تقسیم شدهنقطه گاوسی می 78کدا  شامل 

                                                           

 ای است.های ا ارگوش ا ار گرهمنظور المان 44
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 در مقدار ضریب شدت تنش   dr : تأثیر مقدار5-8شکل 

 

ها نیز در در گره qدهد. مقدار تابع وزن را نشان می Aهای دامنه ( یك مجموعه از المان6-8شکل )

 .( ترسیم شده است1-8شکل )

 

 

 های انتخابی در اطراف نو  تر  المان: 6-8شکل 
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 ها روی المان q: مقدار تابع وزن 1-8شکل 

 

 .آمده استادامه نامه به کار رفته است در در این پایان جی ی انتگرالالگوریتمی که برای محاس ه

 

 

 (Interaction Integralی )تعاملمحاس ه انتگرال الگوریتم : 3-8شکل 

 

ا آن شود بی استفاده میتعاملی انتگرال که برای محاس ه اینقاط گاوسی بایسرتی توجه داشرت که

ال ی انتگرشوند، تفاوت دارند. برای محاس هی ماتریس سرختی اسرتفاده مینقاط گاوسری که برای محاسر ه
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با ه هایی کاند، استفاده شده است. المانهایی که با تر  بریده نشرده، هفت نقطه گاوسری برای المانتعاملی

اند که برای هر کدا  از آن ا هفت نقطه گاوسی استفاده شده هایی تقسریم شردهاند به مثلثتر  بریده شرده

 .است

 

 

 

 

 4فصل 

 45يافتهها با روب اجزاء  حدود ت سدهترکسازي  دل

های دلخواه در ااراوب الاستیسیته کردن گسستگیسازی ج ت مدلغنی روشدر این فصل، یك 

سازی وی مدلربا تأکید بر  ناپیوستگیمحدود برای یك  اجزاءخطی دوبعدی تشرری  شده است. یك تقریب 

 است.  ارائه شدهدلخواه شکل تر  

                                                           

45 Extended Finite Element Method (X-FEM) 
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محدود، با  اجزاءها با سررازی تر لمدبرای تقریب کلاسرریك )سررنتی( اسررتفاده از  مقایسرره بادر 

ازی سبصورت مستقل از ش که نمایش داده شده است. همچنین غنی  سرازی ناپیوسرتگی، هندسه تر غنی

 شده است. کار گرفتهبه، 41ی درست ضرایب شدت تنشسازی، ج ت محاس هدر تقریب 46نزدیك نو 

 سازي  سهلهفر  ل -4-1

 کاهشدر این بخش، بطور خلاصه معادلات حاکم برای الاستوپلاستیك خطی را مرور کرده و شکل 

 دهیم.متناظر را ارائه می 43مرت ه یافته

  دادلا  حاكم -4-1-1

د باشرررمی dو  u ،tهای متشرررکل از مجموعه . مرز گیریممیرا در نظر  با مرز  ی دامنه

روی  ūهای معین ( نشرران داده شررده اسررت، جابجایی7-4. همانطورکه در شررکل )utd=ریکه بطو

)خطوط در دوبعد  dشود. مرز داخلی وارد می tروی دامنه   tنمایند در حالیکه کشش عمل می uدامنه 

 باشد.میکه بدون کشش  استوار است فرضبر این و سطوح در سه بعد( 

 [28و76]معادلات تعادل و شرای  مرزی ع ارتند از:

(4-7)                                                    inb 0 

(4-2)                                                       tontn  

                                                           

46 near tip enrichment 

41 Stress Intensity Factors (SIFs) 

43 weak form 
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(4-8)                                                      donn  0 

 اگالی نیروی جسمی است. bتانسور تنش کوشی و  باشد. در بالا، بردار نرمال یکه می nکه 

 

 

 جسم با مرز داخلی در معرض بار: 7-4 شکل

 

کرنش بصررورت زیر -های کواك، معادلات جن شرری شررامل جابجاییها و جابجاییبا فرض کرنش

 بود: خواهد

(4-4)                                                       uu s )( 

 باشد:قسمت متقارن اپراتور گرادیان بوده و شرای  مرزی بصورت زیر می sکه 

(4-5)                                                        uonuu  

 پیوستگی نیز با توجه به قانون هو  ع ارتست از:رابطه 
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(4-6)                                                              :C 

 باشد.می الاستیكتانسور  Cکه 

 41حساب تغییرا شكل  -4-1-2

 شود:های جابجایی مجاز بصورت زیر تعریف میفضای میدان

(4-1)                                             












 uonuu  : 

باشررد. جزئیات این موضررو  زمانی که دامنه شررامل یك مرز داخلی یا وابسررته به روش حل می که فضررای 

 [76]( یافت شود.7135) 57( و گریسوارد7112) 51باشد در کار بابوشکا و روزنویگمی مقعری گوشه

 شود:نمونه بطور مشابه زیر تعریف میفضای تابع  

(4-3)                                            












 uonu 0:0  

 باشد:معادلات تعادل بصورت زیر می 52کاهش مرت ه یافتهشکل 

(4-1      )                     


t

dtdbd  )(: 

                                                           

41 Variational formulation 

51 Rosenzweig 

57 Grisvard 

52 weak form 
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است  uu، مشرکل یافتن کاهش مرت ه یافتهبا اسرتفاده از رابطه پیوسرتگی و قیدهای جن شری در شرکل 

 طوریکه:هب

(4-71)       0)(::)( udtdbdCu
t

    
 

 53سازي ناپی ستهغنی -4-2

ر سازی که در سرتاسو ایجاد یك تقریب با کمك غنی گسسته حساب تغییراتدر این بخش، شرکل 

 .داده شده استیك خ  مفروض یا سط ، ناپیوسته است، نشان 

 گسسته حساب تغییرا شكل  -4-2-1

h  را به عنوان زیرفضای با ابعاد محدود کنیم:قرار داده و بصورت زیر تعریف می 

(4-77   )                                               
N

ii

h span 1}{   

 باشد.مجموعه توابع پایه می {}که 

 کنیم:را بصورت زیر تعریف می uhuزیرفضاهای المان محدود 

(4-72     )                        












 u

hhhh onuu  : 

(4-78)                                 












 u

hhhh onu 0:0  

 که:یافت شود ای به گونه hu بایستی کاهش مرت ه یافته گسستهشکل در 

                                                           

58 Discontinuous enrichment 
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(4-74)  
hhhhhh udtdbdCu

t
0)(::)(     

 

باشد تا بطور  huبرای  dبایستی یك میدان جابجایی ناپیوسته در میان  huطور آشکار، زیر فضای هب

ای را به گونه }i{، بایسررتی توابع پایه N∞زمانی که  0hمعقول درسررت باشررد. با توجه به محدودیت 

 نزدیك شود.  به  hیم که یانتخاب نما

 دآیبندی روشن هندسه تر  بدست میمحدود یك میدان ناپیوسرته معمولاً با شر که اجزاءبا روش 

 گردد.هایی که در مجاورت تر  قرار دارند منط ق میی المانیعنی، ل ه تر  در امتداد ل ه

ای و درجات که توابع ناپیوسررته در تما  توابع شرکل گره یافتهروش اجزاء محدود توسرعهدر ادامه،  

 نمائیم.کند، معرفی میاضافی آزادی را ترکیب می

 يافتهتقري  اجزاء  حدود ت سده -4-2-2

سرازی فضرای اجزاء محدود استاندارد با برخی یافته، غنیایده اصرلی در روش اجزاء محدود توسرعه

 توابع اضافی است. 

دل اجزای محدود ممدل شامل یك گیریم. خورده را در نظر میتر  دامنهز یك ای احال مدل ساده

نمونه و خ  گسستگی را بندی مدل ش که( 2-4شکل ). باشردها میمسرتقل از المان ر اسرتاندارد و یك ت

نشرران  Jرا با  Enشررده های غنیی گرهو مجموعه Iگره در شرر که را با  nی تما  دهد. مجموعهنشرران می

nای دهیم. توابع شکل گرهمی
ii 1}{  54گاه فشردههرکدا  یك تکیه i های متصل دارند که با اجتما  المان

                                                           

54 Compact support 
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شوند. به منظور س ولت، ما اغلب به این ( نشران داده شرده اسرت، مشرخص می8-4که در شرکل ) Iبه گره 

 .ردکخواهیم اشاره  گاه گرهبه عنوان تکیهزیرمجموعه از دامنه 

 [28و76و74و72و77و3و6]باشد:بصورت زیر می u(x)شده برای میدان جابجایی تقریب غنی

(4-75 )                             



Jj

jj

Ii

ii

h xHxbxuxu )()()()(  

  گسسته است. dدر سرتاسر  H(x)سازی که تابع غنی

 y,ex(e(های جابجایی در پایه ای نسررر ت به مؤلفهزادی گرهآبردارهای درجه  jbو  iu، رابطه ق لدر 

 گیرند یعنی:را در بر می dهایی است که تقاطع شامل تما  گره Jی مجموعه باشند.می

(4-76)                                            0:  DIjJ j       

( 2-4هایی که با دایره در شررکل   )گره نماید. برای نمونه،را مشررخص می dی گسررسررتگی هندسرره Dکه 

 شوند.غنی می H(x)بوده و با تابع  Jی اند در مجموعهمشخص شده

یابد. دوخ  نامتقاطع گسستگی ( به سادگی برای اندین گسستگی تعمیم می75-4سرازی )تقریب

d1  وd2  سازی بصورت زیر خواهد بود:. تقریبگیریممیرا در نظر 

(4-71)  



21

)()()()()()( 2

2

1

1

Jj

jj

Jj

jj

Ii

ii

h xHxbxHxbxuxu  

را در  d2و  d1های هایی هستند که به ترتیب تقاطعشوند که گرهانین تعریف می 2Jو  1Jهای که مجموعه

 گیرند.بر می

 hu(x)تواند برای مدل کردن یك گسستگی دلخواه در ناپیوسته است می dهر تابعی که در سرتاسر 

رای دهد. بتغییر علامت می dترین انتخاب، یك تابع ثابت است که در طول اسرتفاده شرود ولی شراید ساده
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را در سررمت دیگر داشررته باشررد.  -7و  dرا روی یك سررمت  7که مقدار  گیریممینمونه تابعی را در نظر 

سری قطعات خ  مستقیم تشکیل شده  از اتصال یك Dی انین تابعی این است که زمانی که هندسه فایده

 را ب ینید(.  7-8-4ندارد )بخش  تابع نیازی به نگاشت این است

 

 
 اند.اند با یك تابع ناپیوسته غنی شدههایی که با دایره مشخص شدهروی یك ش که عمومی. گره d: خ  گسستگی 2-4شکل 

 

 
 گاه یك گره: تکیه8-4شکل 
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 55«یافتههار تعمیم»یك تابع  تابع، دهیم. اینرا در دوبعد شرررح می H(x)حال ایجاد تابع ناپیوسررته 

مشخص  s 56واریك منحنی اسرت که توسر  دستگاه مختصات منحنی dشرود که سرط  می فرض .اسرت

 ( را ب ینید(.4-4شود )شکل )می

 

 
نزدیکترین  x*خورده )ب(.  : نمایش مختصات عمودی و مماسی برای یك تر  یکنواخت )الف( و برای یك تر  تاب4-4شکل 

 .H(x) = -1باشد. در هر دو مورد بالا، تابع ج ش ع ارتست از: روی تر  می xنقطه به 

 

کنیم. در مشخص می x*را با  xبه  dروی دامنه، نزدیکترین نقطه روی  xبا داشرتن نقطه مفروض 

*x  ،بردارهای مماسی و عمود بر منحنیse  وne کنیم. با توجه به ج ت را ایجاد میne  :داریمz=eneseع . تاب

H(x)  با توجه به علامتn).e*x -x( شود یعنی:مشخص می            

(4-73)                                     














0).(1

0).(1
)(

*

*

n

n

exxfor

exxfor
xH 

                                                           

55 Generalized Haar function 

56 Curvilinear 
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بردار نرمال  بجای(، جایی که ب 4-4نشرران داده شررده در شررکل ) 51خوردهتابپیو و  تر در مورد 

 H(x)باشد  x*ها در متعلق به مخروط نرمال x -(x*(تعریف شده است، اگر  x*ها در مخروطی از نرمال ،یکه

 [28و76]. = H(x)-1و در غیر اینصورت   1 =

 هاي  تقاطعگسستگی -4-2-3

بطور جدا ها از تر سازی هر یك غنی که کنند، اینزمانی که دو خ  گسرستگی با هم برخورد می

روی  11توان با در نظر گرفتن دو گسستگی متقاطع در زاویه . این مسئله را می، کافی نیستصرورت گیرد

یك ش که یکنواخت تصدیق کرد، هنگامی که هر دو گسستگی روی ش که قرار گیرند. اگر دو گسستگی بطور 

(، فضررای تقریب ج ت نشرران دادن تما  مدهای گسررسررتگی بجز در محل برخورد، 71-4مجزا غنی شرروند )

 مناسب نیست.

. گیریممییم، در نظر امشررخص کرده 12xتگی را زمانی که نقطه برخورد را با تقریب هر دو گسررسرر

 شود:تقریب درست با شرو  با گسستگی منفرد ایجاد می

(4-71)                    



1

)()()()( 1

1

Jj

jj

Ii

ii

h xHxbxuxu 

 

گاه دارند بنابراین، تکیه }j{(x)هایی مانند توابع پایه گاهتکیه }1(x)Hj{(x)شرررده توابع پایه غنی

 شده برای تر  اول با تر  دو  برخورد خواهد کرد و این ا هم بایستی غنی شوند. برخی از توابع پایه غنی

                                                           

51  kinked crack 
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 [76]باشد.می 2H(x)و  1H(x)حاصلضرب  53«متقاطع»های برای این گره I(x)سازی مناسب تابع غنی

 شده است.( بطور شماتیك نشان داده 5-6این موضو  در شکل )

 تقریب درست بصورت زیر خواهد بود:در این صورت 

(4-21) 





1221

)()()()()()()()( 12

2

2

1

1

Jj

jj

Jj

jj

Jj

jj

Ii

ii

h xIxbxHxbxHxbxuxu  

 گیرند:را در بر می 12x هایی است که شامل گره 12Jکه مجموعه  

(4-27)                                              }:{ 1212 jxIjJ                                   

 د.تواند بدست آیهای متقاطع میسازی برای هر تعداد از گسستگی، تقریبشده در بالاروند بیانبا 

 

                                                           

53 intersected 
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 متشکل از حاصلضرب توابع ج ش منفرد« تقاطع»سازی : ایجاد یك تابع غنی5-4شکل 

 

 51سازي نزديك ن کغنی -4-3

( برای مدل 75-4ناپیوسته )سازی سازی با غنیدر این بخش، تغییرات ایجاد شرده برای یك تقریب

دهیم. شکل توابع نزدیك رأس برای الاستیسیته خطی داده ی نزدیك رأس یك تر  را نشان میکردن ناحیه

کنیم. تقریب ( آغاز می6-4ای روی یك ش که یکنواخت مانند شکل )ای از تر  ل هبا مورد ساده شرده است.

 گیرد:شکل زیر را بخود می

 (4-22)  
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51 Near-Tip Enrichment 
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باشررد. برای مجموعه وابسررته به نو  تر  می Kو  61های وابسررته به بخش درونی تر مجموعه گره Jکه 

اند. ( مشررخص شررده3-4با مربع در شررکل ) Kی های مجموعهبا دایره و گره Jی های مجموعهنمونه، گره

 ها بعدها بیان خواهد شد.تعاریف دقیق از این مجموعه

های از جابجایی lF(x)نزدیك نو   هایابع( داده شرده است. ت73-4) پیشرتر در معادله H(x)تابع  

ن ا بر یشود. انزدیك نو  در جسم دوبعدی در معرض بارگذاری مختل  عمومی مشتق می 67مماسری واقعی

 شود:محلی در نو  تر  بصورت زیر بیان می (r,)حسب مختصات قط ی 

(4-28)                     
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 باشند:باشد. این مقادیر بصورت زیر میمشخصات ماده می و  ضرایب شدت تنش و  IIKو  IKکه 

(4-24)                              
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61 crack interior 

67 exact asymptotic displacements 
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 Pگسستگی را تا نقطه  H(x)اند با هایی که با دایره مشخص شدهسازی گره: ترکی که بر روی ش که قرار ندارد. غنی6-4شکل 

 .شونداند با توابع نزدیك نو  غنی میهایی که با مربع مشخص شدهکند و بنابراین گرهمدل می

 

و  62دهند )فلمینگشرررونرد کره میادین بالا را پوشرررش میگرفتره میدر نظر توابعی  lF(x)توابع 

  [28و76](:7111همکاران، 

(4-25 )
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 rrrrrF ll 

در  که تابع اول، داریمباشررند. توجه ( می1-4مختصررات قط ی محلی در نو  تر ، مانند شررکل ) (r,)که 

( 3-4این موضرو  در شکل ) اند.ی توابع، پیوسرتهکه باقیماندهامتداد سرطوح تر  ناپیوسرته اسرت در حالی

 بخوبی نشان داده شده است.

 

                                                           

62 Fleming 

 



 

64 

 

 

 : مختصات قط ی محلی در نو  تر 1-4 شکل

 

مورد بررسی قرار ( را 1-4تر  اختیاری با دو نو  نشران داده شرده در شکل )یك حال موردی از 

 آید:( به سادگی به شکل عمومی زیر درمی22-4تقریب ) .دهیممی

(4-26 )
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 68نمایش دو بعدی توابع نزدیك نو  مماسی: 3-4 شکل

 

 
 : یك تر  اختیاری روی یك ش که1-4شکل 

                                                           

68 near tip asymptotic functions 
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1)(باشررند. توابع شررده برای نو  تر  اول و دو  میهای غنیمجموعه گره 2Kو  1Kکه  xFl  2)(و xFl 

 ( داده شده است.25-4مانند آن ایی است که در معادله )ه

 

 
 دو نو  تر : محورهای محلی برای مختصات قط ی روی 71-4شکل 

 

و هندسه  2xو  1xرا با  2و  7های تر  . مکان نو 2Kو  J ،1Kهای گردیم به تعاریف مجموعهبازمی

 2و 7های هایی است که به ترتیب نو شامل آن گره 2Kو  1K هاینمائیم. مجموعهمیمشخص  Dتر  را با 

طع شده و نیز متعلق به هیچکدا  از هایی اسرت که توس  تر  قمجموعه گره Jگیرند. مجموعه را در بر می

 تر:طور دقیقهنیستند. ب 2Kو  1Kدو مجموعه 

(4-21)                                              }:{ 11 kxIkK  

(4-23)                                             }:{ 22 kxIkK  

(4-21)                           },,0:{ 21 KjKjDIjJ j   
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هایی که با مربع )گره 1Kاند(، هایی که با دایره مشررخص شررده)گره Jهای ( مجموعه77-4شررکل )

ند( را برای دو امشررخص شررده 2هایی که با مربع نزدیك نو  )گره 2Kاند( و مشررخص شررده 7نزدیك نو  

 کشد. ی غیریکنواخت به تصویر میی یکنواخت و ش کهش که

 

 
هایی که با دایره مشررخص (. گرهاپ( و روی یك شرر که غیریکنواخت )راسررت: تر  روی یك شرر که یکنواخت )77-4شررکل 

 اند.غنی شده 65نو  تر اند با توابع هایی که با مربع مشخص شدهگره لیکهاند در حاغنی شده 64اند با تابع ج ششده

 

 تذكرا 

                                                           

64 Jump function 

65 crack tip functions 
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گاه آن با تر  قطع شده باشد ای که تکیهیابیم که هر گرهدرمی 2Kو  J ،1Kهای از تعاریف مجموعه

 1Kهای های مجموعهبرای گره Fو نو   Jهای مجموعه برای گره Hبا یك تابع ناپیوسته غنی خواهد شد: نو  

 باشد.میرا دارا ناپیوسته بودن در طول گسترش تر  امکان ، 66. بنابراین میدان جابجایی2Kو 

، Jهای های مناسب برای مجموعهگانه، تقریب با توجه به تخصریص مجموعههای انددر مورد تر 

1K  2وK آید.برای هر تر  بدست می 

 61( یك نمونه معین از روش تقسرریم یگانه26-4ی از معادله )وضررعسررازی مهای غنیترکیب میدان

 است.

 68يك تابع نزديك ن ک ديگر -4-3-1

لاز  است تا  61نزدیك نو  غنی شده باشند، یك نگاشتهای زمانی که اندین قطعه تر  با میدان

های تر  تط یق دهد. در این بخش، روند نگاشت را مرور کرده و ها در توابع نزدیك نو  را با ل هگسستگی

 دهیم.یك تابع نزدیك نو  دیگر را نشان می

است. ها مدل شده ی نو کنندهای )یکسرری( از قطعات خ  راسرت متصرلتر  بصرورت مجموعه

های نزدیك نو  به کمك یك روند بیان شررده در کار فلمینگ، او، موران و های واقع در میدانگسررسررتگی

در این روند، گسستگی  [76]گیرد.( با هر قطعه در یك ردیف قرار می7111کو و بلك )چ( و بلی7111کو )چبلی

                                                           

66 displacement field 

61 Partition of Unity Method (PUM) 

63 alternative near-tip function 

61 mapping 
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خاند، اروی مدل تر  میبه کمك یك تکنیك نگاشرت که هر بخش از گسستگی را ر  در توابع نزدیك نو

 گیرد.با تر  در یك امتداد قرار می

 
 سازی: هندسه اولیه برای نگاشت توابع غنی72-4شکل 

 

 
 (r,lF(مورد استفاده برای تعیین توابع  x)*y,*(: نقطه نگاشته شده 78-4شکل 

 

، زاویه p,yp(x(باشرررد. با داشرررتن نقطه می r,lF)(در  گا  کلیدی در این تکنیك، تغییر زاویه 

),( pp yx ی قطعه، را بر حسرب زاویهR ( را ب ینید( و زاویه 72-4)شرکل ))p,yp(x  بصورت زیر تعریف

 نمائیم:می

 (4-81 )                         
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),(به مختصررات نو  تر   x)p,yp(مختصررات نقطه نمونه 
^^

yx ( نگاشررت شررده 78-4مانند شررکل )

 است:

(4-87)                                ))sin(),cos((),(
^^

 rrlyx pp  

 در شکل نشان داده شده است. rبوده و  y2(x,2(و  x)y1,1(فاصله بین  lکه 

 70سازي شده دادلا  تدادل گسسته -4-4

ی کرنش شرردهزدهی تقریب( به رابطه4-4تعریف کرنش )در ( 22-4)با جایگزینی تقریب جابجایی 

 [28و76]رسیم:زیر می

(4-82)             
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 باشد:های آن بصورت زیر مییافته بوده و مؤلفهشده توابع شکل توسعهسازیگرادیان متقارن گسسته Bکه  

(4-88)                                   
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11 Discretized equilibrium equations 
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(4-84)            
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(4-85)
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سرریسررتم گسررسررته  کاهش مرت ه یافتهدر شررکل ( 82-4( و کرنش )22-4با جایگذاری جابجایی )

 استاندارد معادلات بصورت زیر بدست خواهد آمد:

(4-86)                                               extfKu  

که 
extf ای و بردار نیروهای خارجی گرهK :ماتریس سختی است 

(4-81)                                   


h
dBCBK

T

 

ع ارت 
extf شود:بصورت زیر تعریف می 

(4-83)                     4321 ;;;;; b
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ext fffffff  

 که در آن:

(4-81)                            
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 (4-41)      
  bdxBBdtxBBf K
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 جزئیا  كاربردي -4-5

ها )یا درجه تعاریف مجموعه گرهها را ارائه داده و سرازی گسستگیتا پیش از این، شرکل توابع غنی

ای و ایم. در این بخش، برخی از جزئیات کاربردی انتخاب گرهسازی را بیان نمودهانتخابی برای غنی( 17آزادی

 طرح مورد استفاده برای ایجاد ماتریس سختی داده شده است.

 سازيانتخاب گره براي غنی -4-5-1

سررازی، مطابق با هر نو  تر  و روی تر  برای غنیها (، سرره مجموعه مجزا از گره8-4در بخش )

 شناسایی شدند که ع ارتند از:

(4-42)                                                }:{ 11 kxIkK  

(4-48)                                               }:{ 22 kxIkK  

(4-44  )                          },,0:{ 21 KjKjDIjJ j   

شررود. این گاه آن ا توسرر  تر  قطع میهایی اسررت که تکیهشررامل گره Jکه مجموعه  داریمتوجه 

غنی نخواهد  H(x)ای برخورد نماید، آن گره با تابع گاه گرهکه اگر تر  فق  با مرز تکیه کندموضو  بیان می

شررران جلوگیری گاه( روی تما  تکیه-7+ یا 7ای با یك تابع ثابت )سرررازی هر گرهشرررد. این مطلب از غنی

 کند.سازی جلوگیری مینماید که در نتیجه از خلق یك وابستگی خطی در تقریبمی

                                                           

17 Degree of freedom (DOF) 
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 نتعییهای متقاطع با تر  شوند: ابتدا تما  المانهای بالا بدین صورت تعیین میدر عمل، مجموعه

)برای هر یك از « های نو  تر المان»ی جدا از هم از ها، سررره مجموعهمجموعه المانشررروند. از این می

برای یك ( 74-4ها در شررکل )سررازیم. این مجموعهرا مشررخص می« های درونیالمان»( و 2و  7های نو 

ی هاهای نو  به هر یك از مجموعههای المانش که نوعی نشان داده شده است. سپس گرهیا  ایدمان تر 

1K  2یاK 1های های درونی که به هیو یك از مجموعههای المانشرروند. گرهنسرر ت داده میK  2یاK  تعلق

 شوند.نس ت داده می Jی ندارند، به مجموعه

 

 
های نو  )مربعی( که با تابع نزدیك نو  غنی های المانشررده. گرههای غنیهای المان برای تعیین گره: مجموعه74-4شررکل 

 شوند.غنی می H(x)ای( با تابع های درونی )دایرهی گره. باقیماندهشوندمی

 

 گرال ابلانیانت -4-5-2

، تئوری دیورژانس بکار رفته اسررت. تئوری دیورژانس تن ا روی کاهش مرت ه یافتهدر مشرتق شررکل 

ن ایستی شامل گسستگی باشد و بنابراین  iuبطور کافی منظم باشرد قابل کاربرد اسرت یعنی  iuای که دامنه

گیری در نظر گرفته شود. برای مثال، برای سرط  تر  بایسرتی به عنوان یك مرز داخلی برای دامنه انتگرال

 گیریشده و انتگرال های کواکتری تقسیممثلث( لاز  است تا این المان به 75-4در شرکل ) ABCDالمان 
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 بندی برای المان نو  نشان داده شده است.( این مثلث76-4در شکل ) صورت پذیرد. هاروی این زیر دامنه

ج ت دسررتیابی به نتایج صررحی ، در این  گیرد،ها صررورت میمثلثگیری روی این از آنجا که عمل انتگرال

نقطه گاوسرری در هر  78نامه، کنیم. در این پایاناسررتفاده می 12سررازی گاوسرری مرت ه بالاترها، از مربعمثلث

شده استفاده شده های بریدهنقطه گاوسی در هر مثلث کواکتر در المان 8مثلث کواکتر برای المان نو  و 

 است.

 های برخورد کرده با تر  بصورت زیر است:گیری عددی برای المانروند انتگرال

 های کواکتر.برای تشکیل مثلث 18بندی دلانیایجاد مثلث .7

ط گاوسری محاسر ه شرده و به سریستم اهای  نقبرای هر مثلث کواکتر، مختصرات و وزن .2

 مختصات اصلی منتقل شده است.

 

 

 شده با تر های استفاده شده برای المان بریدهمثلث: 75-4 شکل

                                                           

12 high order Gauss quadrature rule 

18 Delaunay triangulation 
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 های استفاده شده برای المان نو مثلث: 76-4 شکل

 

 74روب  جل عه تراز -4-6

  قد ه -4-6-1

رود. روش نو  تر  به کار می هاینیز موقعیتروش مجموعه تراز برای نشان دادن موقعیت تر  و 

موردنیاز برای تعیین نر  رشررد های تنش و جابجایی هم برای محاسرر ه میدان 15یافتهاجزاء محدود توسررعه

دی بنشود که در این روش مرکب نیازی به ش کهها منجر به روشی میرود. ترکیب این روشتر  به کار می

 [21و26و28]نماید.همزمان با رشد تر  ن وده و بنابراین این روش را بسیار کارآمد می دامنه، دوباره

کردن حرکت برای مدل [24]روش مجموعه تراز یك طرح عددی اسررت که توسرر  اوشررر و سررتین

به صورت یك مجموعه تراز صفر از یك تابع از یك  ناپیوستگییافته است. در این روش، ، توسعه ناپیوسرتگی

شررده و نیز های غنیمجموعه تراز، انتخاب گرهتر  به کمك روش شررود. نمایش لاتر نشرران داده میدرجه با

 سازد. سازی را آسان میتعریف توابع غنی

  فاهیم اوبیه -4-6-2

                                                           

14 Level Set Method (LSM) 

15 eXtended Finite Element Method (X-FEM) 



 

76 

 

است. در این روش،  ناپیوستگیروش مجموعه تراز یك تکنیك عددی برای دن ال کردن حرکت یك 

شود. این تابع، یك بعد نشران داده می (x(t), t)تراز صرفر یك تابع  موردنظر بصرورت مجموعه ناپیوسرتگی

ای تحول تابع ربتوان به عنوان یك تابع را می ناپیوستگیبرای ات باشد. تابع تغییرمی ناپیوستگیبالاتر از  بعد 

 .بیان داشت 

توان بصورت یك منحنی مجموعه تراز از یك تابع را می (t)R²متحر   ناپیوستگیبطورکلی، یك 

(x,t):R²R→R نمائیم که:سازی میفرمول 

(4-45)                                          0),(:)( 2  txRxt  

 شود:بصورت زیر تعریف می شرای  اساسی روی 

(4-46)                                             


 xxtx
tx




min
)(

),( 

دارد که در کدا  سمت  xبستگی به مکان نقطه  –است. علامت + یا  ناپیوستگیدار تا یك فاصله علامت که 

 قرار دارد. ناپیوستگی

وجود دارد. ابتدا  هاناپیوسررتگیفواید بسرریاری در اسررتفاده از روش مجموعه تراز برای دن ال کردن 

شود. یروی یك ش که ثابت محاس ه م ناپیوستگی، حرکت ناپیوستگیهای پیگیری روشاینکه، برخلاف دیگر 

ابع زند. سو  اینکه، تسرط  مشرتر  بطور ط یعی می پیکربندیدو  اینکه، این روش دسرت به تغییرات در 

 باشد:و بصورت زیر می ناپیوستگی، فارغ از بعد 16اتتغییر

(4-41)                                                     0  Ft 

                                                           

16 evolution equation 
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(4-43)                                                  giventx  )0,( 

باشد. از اینرو، تعمیم روش در امتداد عمود بر سط  مشتر  می x(t)سررعت در پیشرانی در  Fکه در آن 

ز توان اپذیرد. در ن ایت اینکه، مشرخصرات هندسی سط  مشتر  را میبه ابعاد بالاتر به راحتی صرورت می

 باشد:بدست آورد. برای مثال، بردار یکه عمود بر سط  مشتر  بصورت زیر می تابع مجموعه تراز 

(4-41)                                                            











n 

یك اشکال در روش مجموعه تراز آن است که نمایش مجموعه تراز نیاز به یك تابع از یك بعد بالاتر 

هرحال، ما تن ا علاقمند به هشود. بمحاس ات میافزایش زمان از بعد تر  اصلی دارد که این مطلب منجر به 

 تگیناپیوست در نزدیکی تر  هسرتیم. از اینرو، محاس ه مجموعه تراز بایستی در ناحیه اطراف بررسری حرک

( در یك 46-4و ایجاد تابع مجموعه تراز با استفاده از رابطه ) ناپیوسرتگییابی صرورت گیرد. این امر با مکان

 شود.انجا  می ناپیوستگیهای ی از پیش تعیین شده در هر یك از ل هناحیه

 سازي رشد ترکابگ ريتم  جل عه تراز براي  دل -4-6-3

ما رشد تر  در یك بعد در ااراوب مجموعه تراز را با نشان دادن تر  به عنوان مجموعه تراز صفر 

با یك  کنیم. یك نقطه پایانی از تر  بصررورت تقاطع مجموعه تراز صررفر تابع مدل می (x,t)از یك تابع 

شود. باشد، نشان داده میهای یك تر  مفروض میتعداد نو  iکه  t,x(i(مجموعه تراز صرفر عمودی تابع 

شررود. برای دو نو  تر  اسررتفاده می 2 و 1قرار دارد، دو تابع  جسررمهایی که تما  تر  درون برای تر 
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ه شده ها ذخیرموردنیاز است. مقادیر تابع مجموعه تراز تن ا در گره 1، تن ا یك تابع 11ایهای ل هبرای تر 

 شوند. از اینرو:یابی میاست. توابع در ش که با همان توابع شکل مربوط به جابجایی، درون

(4-51)                                             



Jj

jiji xNttx )()(),(  

(4-57)                                            



Jj

jj xNttx )()(),(  

برای تر  ایجاد  13داری تابع فاصررله علامتاولیه با محاسرر هی تر  دهندهنشررانتابع مجموعه تراز 

گیرد که اگراه نو  تر  درون دامنه قرار شود. یك مشکل در انجا  این کار از این حقیقت سراشمه میمی

روی تما  دامنه ایجاد شده باشد. برای رفع این  ًًی تر  بایسرتی اسراسادهندهدارد، تابع مجموعه تراز نشران

یافته ( از این تر  توسعه46-4دار )مشکل تر  اولیه بطور مماس از نوکش توسعه یافته و تابع فاصله علامت

 شود.ایجاد می

 شود:بصورت زیر تعریف می دهد اساساًتابع مجموعه ترازی که نو  تر  را نشان می

(4-52)                                                 
^

)()0,( txxx ii  

که 
^

t یك بردار یکه مماس بر تر  در نو  آن و ix  مکانi-.امین نو  تر  است 

در نو  تر   یك مجموعه تراز صررفر دارد که عمود بر  iای ، تابع صررفحهt,x(i(با داشررتن تابع 

 .آمده است (73-4و ) (71-4) هایو نمایش تر  در شکل iو  باشد. توابع مجموعه تراز اولیه می

                                                           

11 Edge cracks 

13 Signed-distance function 
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 و نمایش تر  iو  : توابع مجموعه تراز اولیه 71-4شکل 

 

 

 به همراه ش که المان محدود و نمایش تر  iو  توابع مجموعه تراز اولیه : 73-4 شکل

 

تما    گیرد، مجموعه تراز صفر تابعواقعی درون دامنه قرار مینکته م م این است که اگراه تر  

 شکافد.دامنه را می
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باشد در می 02و  01که  از دیدگاه روش مجموعه تراز، تر  به عنوان مجموعه تراز صفر تابع 

که میهنگا باشررد.می 01ای تن ا های ل ه(. در مورد تر 11های داخلیشررود )در مورد تر نظر گرفته می

برای نمایش مجموعه تراز  (x,t)تر این اسررت که یك تابع منفرد بیش از یك نو  تر  وجود دارد، سرراده

 نو  تر  تعریف شود:

(4-58)                                                    )(max),( i
i

tx   

تابع تعریف شرررود اه اینکه تر  یك دهد که مکان تر  تن ا با یك این اجازه را به ما می ترابع 

 شود:نو  داشته باشد اه دو نو . به بیان دیگر، یك تر  با مجموعه زیر تعریف می

(4-54)                                     












 0),(0),(: txandtxx    

رار ق یك منحنی یك بعدی را مورد بررسی اتهمانطور که پیشرتر اشاره شد، تا زمانی که تن ا تغییر

کنیم که زمانی فرض می. های تراز روی تما  دامنه دوبعدی نیسررتمجموعه 31روزکردنهدهیم نیازی به بمی

فت، آن قسررمت، دیگر داار تغییرشررکل و تغییرمکان نخواهد شررد. گرکه یك قسررمت از یك تر  شررکل 

تر  نیاز به بروزکردن  های اطراف هر نو تن را روی یرك ناحیه کواك از المان و   ،iبنرابراین، توابع 

د. شروها سراخته میحاطه کردن نو  تر  با یك لایه از پیش تعیین شرده از الماندارند. این نوار باریك با ا

 انتخاب شده است که بیشتر از طول رشد تر  است. به طوری کنندههای احاطهالمانتعداد 

                                                           

11 Interior cracks 

31 update 
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مدل شده  ی ی توابع بروزشدهو سرپس ایجاد دوباره  ،iرشرد تر  با بروزکردن مناسرب توابع 

های هر تر ، توسعه داده ها و تعداد نو است. یك تر  در هر نو  با روشی مشابه و صرفنظر از تعداد تر 

انتخاب ( به ||F||ی گسترش تر  )( تعیین شده است. اندازهcبا امتداد رشد تر  )  ،i اتاست. تغییرشده 

نیز در معادلات تغییر و تحول استفاده شده  i,yi=(xiX(قانون رشد تر  بستگی دارد. مکان جاری نو  تر ، 

 است.

nو  nبا  nرا در گا    ،iمقادیر 
i توابع مجموعه تراز  اتدهیم. الگوریتم تغییرنشان می ،i 

 باشد:بصورت زیر می

7-n
i کنیم. در این رابطه ( بروز می41-4ی )را با کمك رابطهF   همواره سرررعت عمود بر سررط

nعمود بر مجموعه تراز صفر  لزوماً Fباشد. ب رحال، مشرتر  می
i  نیست. به همین علت بایستی ابتداn

i 

nبصرورت عمود اسرت.  Fرا بچرخانیم برای اینکه 
i  ،پس از ارخش

n

i



  نامیده شرده و بصورت زیر تعیین

 شود:می

(4-55)                                                
F

F
yy

F

F
xx

i
y

i
x

i )()( 



 

0تن ا در جاییکه  n+1ی مقادیر جدید تر  با محاسر ه -2


i باشد که این ناحیه با میupdate 

0ای که در آن یابد. ناحیهشود، توسعه مینشان داده می


i باشد را با میno update دهیم.نشان می 

(4-56  )                                      
updatenonn in   1

 

(4-51)  
updatex

i

y

ii

n in
F

F
yy

F

F
xx

F

F
XX  )()()(11 

 سازگار است.  no updateبا علامت روی یك طرف معین از تر  در  updateدر  n+1علامت 
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8- 1n
i ی نو  تر  را روزشدهه( محاسر ه شرده است بطوریکه مکان ب41-4ی )با کمك رابطه

 دهد:نشان می

(4-53)                                                        Fti

n

i 


  1
 

ی ی محاس هباشد. نحوهمی 1که همیشه 


 پیشتر نشان داده شده است. 

1nزمانی که تما   -4
i1روز شرردند، ههای متناظر با یك تر  بn ( 58-4با اسررتفاده از رابطه )

 شوند.روز میهب

1nهای تراز صرررفر توان با یافتن تقاطع مجموعهرا می iحرال مکان نو  تر  جدید 
i   و

1n 

 یافته تعیین نمود. توسعه

 

 
 باشد.می updateno روزکردن تابع مجموعه تراز. ناحیه خاکستری ناحیه ه: ب71-4شکل 
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 يافتهاجزاء  حدود ت سدهروب  جل عه تراز و  81تلفیق -4-6-4

گیرد. الگوریتم بیان شده برای رشد کردن رشرد تر  صرورت میتلفیق این دو روش به منظور مدل

اند. هرگونه اطلاعات ها ذخیره شدهدر گره و   ،iتر  در بخش ق ل به سرادگی قابل اجرا اسرت. مقادیر  

نیاز به اطلاعات ای، بدون توان از این مقادیر گرهموردنیراز برای رشرررد تر  مانند موقعیت نو  تر  را می

یك تر  روی یك  اتکه تغییر است ، یك طرح کارآمدX-FEMدیگر مربوط به تر  بدست آورد. الگوریتم 

تر ، بدون تغییر اسررت. بدین دلایل،  اتتغییر یهکند. شرر که در تما  طول محاسرر شرر که را تعیین می

 کنند.هم به خوبی کار می در کنار X-FEMهای مجموعه تراز و روش

بخشررد. تابع سررازی را سرر ولت میی غنیافزون بر این، نمایش مجموعه تراز یك تر ، محاسرر ه

بطوری تعریف شده است که گسستگی با تر  منط ق است. بدین دلیل که تر  به عنوان  H(x)سازی غنی

 اند یا مث ت.تعریف شده است، تما  مقادیر رو یا زیر تر ، یا منفی مجموعه تراز صفر 

 توانیم ب ینیم که:می H(x)از تابع 

(4-51  )                            













0),(1

0),(1
),()( *

txfor

txfor
txHyH  

را در آن نقطه تعیین  ین برای تعیین مکان یك نقطه نسرر ت به تر  بایسررتی ابتدا علامت  بنابرا

 کنیم.

 

                                                           

37 coupling 
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),(سرازی توابع غنی rFl اند. این سیستم در سریسرتم مختصرات موضعی نو  تر  تعریف شده

، ها، ی نو  تر  تعیین کرد. تابع متناظر با نو دهندهتوان با تابع مجموعه تراز نشرررانمختصرررات را می

های در نو  و مجموعه تراز صفر آن عمود بر مجموعه تراز صفر تابع  1ای است و همیشره صفحه

 xنماید. ج ت محور یك دسررتگاه مختصررات ط یعی را ایجاد میباشررد. تعامد این دو مجموعه تراز تر  می

به راحتی برابر اسررت با  yتعیین شررده اسررت. ج ت محور  محلی با 


ze  1,0,0(که در آن(


ze 

),(های تابع شرراخه در این سرریسررتم مختصررات موضررعی، آرگومان باشررد.می rFl توابع کمك تواند با می

شعا  از نو  تر  و زاویه انحراف از مماس به نو  تر  بصورت  Xشود. یعنی در نقطه تعیین مجموعه تراز 

 زیر است:

(4-61)                                         ),(),( 22 tXtXr   

(4-67)                                                   
),(

),(
tan 1

tX

tX




  

در یك المان  .ودنمتعیین   و  ای از مقادیر گرهتوان را میسرررازی هرای انتخابی برای غنیگره

دهیم. اگر نشان می maxو  minهای آن را با روی گره ای ی مقادیر گرهمشخص، مقادیر کمینه و بیشینه

<0  0وmaxmin های المان بایستی با تابع المان را برش داده و گره ، آنگاه ترH(x) .غنی شوند 

های روی گره ای ی مقادیر گرهرا به ترتیب مقادیر کمینه و بیشینه maxو  minطور مشرابه اگر هب

 هایباشد آنگاه، نو  تر  درون آن المان قرار گرفته و گره 0maxminو  0maxminیك المان باشند، اگر 

),(آن با تابع  rBl .غنی شوند  
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برای یك ترکیب . نشرران داده شررده اسررت (21-4) در شررکل X-FEMتلفیق روش مجموعه تراز و 

 سازینیازمند غنیهایی که مشخص، هر تکرار با آزمایش توابع مجموعه تراز در هر گره از المان و انتخاب گره

 کهشود. هنگامی تعیین می X-FEMشده و میدان تنش با ها با تابع مناسب غنیشود. سپس این گرهآغاز می

محاس ه  cمحاسر ه شده و از این ضرایب ج ت رشد تر   32میدان تنش تعیین شرد، ضررایب شردت تنش

وز رهشود. وقتی که توابع مجموعه تراز بمی روزکردن توابع مجموعه تراز استفادههدر ب cشود. سپس زاویه می

 شود.شوند، این روند دوباره تکرار می

 

 
 X-FEM: تلفیق روش مجموعه تراز و 21-4شکل 

 

 

 

                                                           

32 Stress Intensity Factors (SIF) 
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 84بندي دلانیو  ثلث 83دياگرام ورونی -4-7

ترین و مفیدترین سراختارهای هندسی است که بندی دلانی یکی از اسراسریدیاگرا  ورونی و مثلث

سازی و در ج ت اهداف موردنظر از تئوری فضای کند. برای سرادهاز نقاط نامنظم را تعریف می یك مجموعه

 mکه از  Nکنیم. برای مثال مجموعه باشرد اسررتفاده میبعد می dاقلیدسری دوبعدی که قابل تعمیم در 

گره مجزا از هم  mnnnnN ,...,,, 321  2درR کنیم. دیاگرا  ورونی تشرررکیل شرررده را بررسررری می

)بسررته و محدب یا نامحدود( تقسرریم  iTهای ، صررفحه را به ناحیهN)دیاگرا  مرت ه اول ورونی( مجموعه 

از  inبه  iTباشد و دارای این شرط است که هر نقطه در همراه می inبا گره  iTکرده است که هر ناحیه 

ijNnهر گره  j  مکان هندسی نقاطی  iT، به ع ارت دیگر 35نزدیکتر اسرت. نزدیکترین همسرایگی ,

 inهای ورونی )اندضلعی ورونی( از خانه iTباشد. نواحی از هر گره دیگر نزدیکتر می inاسرت که به گره 

 ود:شبه صورت زیر تعریف می iTهستند. در اصطلاح ریاضی اندضلعی ورونی، 

(4-62)                                       ijxxdxxdRxT jii  ,,:2
                 

که فاصرله اقلیدسری  ji xxd و دیاگرا   Aباشد. اندضلعی ورونی برای گره می jxو  ix، فاصرله میان ,

( نشان داده شده است. در شکل 22-4( و )27-4گره به ترتیب در اشکال ) 1، شامل Nورونی برای مجموعه 

به تما  گره ها خطی  Aاز گره  iTرسم شده است. برای رسم  A، برای گره iT( اندضرلعی ورونی 5-7)

ها اندضلعی ورونی گره کنیم، محل تقاطع عمود منصفها را رسرم میوصرل کرده و عمود منصرف این خ 

                                                           

38 Voronoi Diagram 

34 Delaunay Tessellation (DT) 

35 Nearest Neighbor 
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A مجموعه  ( دیاگرا  ورونی22-4دهند. در شکل )را تشکیل میN  رسم شده است به این ترتیب که برای

 Nکنیم، به مجموعه ایجاد شده دیاگرا  ورونی مجموعه های اندضلعی ورونی آن گره را رسم میتما  گره

باشد هستند، اندضلعی ورونی بسته و محدب می 36که داخل پوشش محدب inهای گوییم. برای همه گره

های قرار گرفته در مرز پوشش محدب اندضلعی نامحدود هستند. نزدیکترین همسایگی ر حالیکه برای گرهد

 باشد که در علو  ط یعی، فیزیك و م ندسی نیز کاربرد دارد.عامل اصلی شرح دیاگرا  ورونی می

 

 

 Aگره  یورون ی: اندضلع27-4شکل 

 

                                                           

36 Convex hull 
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  Nمجموعه  یورون اگرا ی: د22-4شکل 

 

هایی را که شرررود. برای رسرررم مثلث دلانی، گرهبندی دلانی با کمك دیاگرا  ورونی انجا  میمثلث

های ایجاد شررده همان کنیم، مثلثاندضررلعی ورونی آن ا با هم یك مرز مشررتر  دارند به هم وصررل می

 اند.( نشان داده شده28-4های دلانی هستند که در شکل )مثلث

 

 

  یدلان ی: مثلث بند28-4شکل 
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های م م مثلث دلانی، معیار دایره محیطی است. اگر یکی از ویژگی lkj nnn بندی معرف مثلث ,,

دلانی  DT از مجموعه گره باشرررد، آنگاه دایره محیطی مثلث دلانی شرررامل گره دیگری از مجموعه N 

ط یعییابی همسررایگی باشررد. در دروننمی nn  این دوایر محیطی به عنوان دوایر محیطی همسررایگی ،

ط یعی  nn  باشند. در شکل شوند و مرکز این دوایر محیطی یك رأس اندضلعی ورونی میشناخته می

(، دوایر محیطی همسررایگی ط یعی 4-24) nn دلانی بندی ، همراه با مثلث DT نشرران داده شررده ،

 است.

 

 

 های دلانیهمراه با مثلث( n-n) یعیط  یگیهمسا یطیمح ری: دوا24-4شکل 

 

 

 

 5فصل 

سازي شبیهيافته در كاربرد روب اجزاء  حدود ت سده

 ترک و گسترب رشد
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ه کمك ب سازی رشد تر سازی ناپیوسته برای ش یهاین فصل، تأکید اصلی روی نتایج انجا  غنی در

و  بندی دوبارهسازی رشد تر  بدون ش کهباشد. توانایی مدلمی (X-FEMیافته )روش اجزاء محدود توسرعه

 قرار گرفته است.  ثابت مورد بحثتر  مختلف به کمك یك ش که رشد بررسی مسیرهای 

  رور ق انین رشد ترک -5-1

های دوبعدی با استفاده از روش اجزاء در دامنه 31استاتیکیسازی رشد تر  ش هدر این بخش، ش یه

ونه گتعریف شده است، هیو یافته معرفی شرده اسرت. از آنجا که تر  بطور مسرتقل از ش کهمحدود توسرعه

 [28]ای در هر مرحله از رشد تر  موردنیاز نیست.بندی دوبارهش که

ای از قطعات خ  مسرتقیم نمایش داده شده است سرازی حاضرر، تر  بصرورت مجموعهدر فرمول

برای هر قطعه جدید  aو طول رشد آن  c(. بدین منظور ضرروری است تا زاویه رشد تر  7-5)شرکل 

 محاس ه شود. 

 [28و76]اند ع ارتند از:برخی معیارهایی که برای تعیین امتداد رشد تر  پیشن اد شده

 (،7114، 11و سی 31)اردوگان 33عمود بر امتداد بیشینه تنش حلقوی 

  ،(،7114عمود بر امتداد کمینه انرژی کرنشی )سی 

                                                           

31 quasi static 

33 hoop stress 

31 Erdogan 

11 Sih 
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  در امتدادی کهIIK 12و سالگانیك 17روی زاویه گسترش تر  به صفر میل کند )گلداستین ،

7114،) 

 (.7115، 18باشد ) نیسمردر امتدادی که بیشینه نر  آزادسازی انرژی می 

 

 

 : نمایش قطعات تر 7-5شکل 

ن دارد تر  از نو  آکنیم که بیان می، معیار بیشرینه تنش حلقوی را استفاده مینامهپایاندر این 

یابد. تحت بارگذاری مختل  گسررترش می ،بیشررینه اسررت )حلقوی(  14که تنش پیرامونی cدر امتداد 

 است: زیربصورت نزدیك نو  تنش پیرامونی و تنش برشی  16، مجانب15عمومی

                                                           

17 Goldstein 

12 Salganic 

18 Nuismer 

14 circumferential 

15 general mixed-mode loadings 

16 asymptotic 
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که بیانگر  cتنش پیرامونی در امتداد گسرترش تر  یك تنش اصرلی است بنابراین، زاویه بحرانی 

-5برابر صفر در رابطه ) rتوان با قرار دادن مقدار تنش برشی باشد را میامتداد شرعاعی گسترش تر  می

 آید:( تعیین کرد. بعد از اند دستکاری کواك، ع ارت زیر بدست می7

(5-2)                  0)1)cos(3(
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را در سیستم مختصات نو  تر   cشرود که زاویه گسرترش تر  ای میاین رابطه منجر به رابطه

 نماید:تعیین می

(5-8)                                              0)1)cos(3()sin(  cIIcI KK  

 با حل این معادله خواهیم داشت:

 (5-4)                           




  8

4

1
arctan2

2

IIIIIIc KKKK 

بسیار  مقداریك  باشد.( مث ت است، امتداد رشد تر  می7-1در رابطه ) ای که به ازای آن مقدار ریشره

 ع ارتست از: ،( ارائه شده است2112) 11که توس  سو cمناسب برای تعیین مقدار 

 (5-5 )                          
  



















2
811

2
arctan2

III

III
c

KK

KK
 

                                                           

11 Suo 
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باشد آنگاه،  0IIK=، تر  تحت زوایای مختلفی رشرد خواهد کرد. اگر IIKبا توجه به مقادیر مختلف 

=0cθ  خواهد شد. این حالت اصطلاحاً مد خالصI 0<شود. اگر نامیده میIIK  ،0>باشد آنگاهcθ  0>و اگرIIK 

 خواهد شد. 0cθ<باشد آنگاه، 

تعیین نمود و یا اینکه یك مقدار از پیش تعیین  13پاریستوان یا با قانون میرا طول گسترش تر  

 نامه، راه دو  انتخاب شده است.شده را برای آن انتخاب کرد. در این پایان

قانونی برای رشررد تر  ناشرری از خسررتگی پیشررن اد کردند که  7168در سررال  11پاریس و اردوگان

 سازد:ضریب شدت تنش مربوط می یهای بارگذاری و محدودهافزایش طول تر  را به تعداد دوره

(5-6 )                                                       NKCa m )( 

آیند. در بالا میبدست های خسرتگی طور تجربی از آزمایشهماده بوده و ب هایثابتاز  mو  Cکه پارامترهای 

K ( اختلاف بین ضررایب شردت تنش کمینه و بیشینهminK-maxKدر طول تعداد دوره ) هایN باشد.می 

( نشان 2-5ی مشرخصه رشد تر  ناشی از خستگی در مواد وجود دارد که در شکل )طور کلی سره ناحیههب

شود. تا زمانی که ، با یك مقدار آستانه )حدی( از مقدار ضریب شدت تنش آغاز میAداده شرده است. ناحیه 

ای را ، ناحیهBشیب این نمودار در این ناحیه به یك مقدار ثابت نرسیده است، تر  رشد نخواهد کرد. ناحیه 

)ln/(دهد که نسرر ت نشرران می dNda   و)ln( K  خطی بوده و در این ناحیه، قانون پاریس برای تعیین

دهد که افزایش کواکی در محدوده را نشان می ی، شی Cکم است. ناحیه رشرد تر  ناشری از خسرتگی حا

dNda، منجر به افزایش زیاد در پیشرفت و رشد تر  در هر سیکل Kضریب شدت تنش   شود.می /

                                                           

13 Paris law 

11 Paris and Erdogan 
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eqمعادل،  Iبا یك ضرررریب شررردت تنش مد  K های مختل  عمومی، مقدارتحت بارگذاری
K1 

( برای تنش حلقوی 7-5در رابطه ) cمعادل به کمك زاویه رشد  Iضریب شدت تنش مد  شود.جایگزین می

 آید. بنابراین داریم:بدست می 

 (5-1)                                                        
r

K
r

eq

c



2

),( 1                         

 که پس از اند دستکاری کواك خواهیم داشت:

 (5-3 )                       c
c

II
c

I

eq KKK 


sin
2

cos
2

3

2
cos3

1 















   

توان با مقادیر بحرانی برای مصرال  )در صورت وجود( مقایسه کرده و نتیجه گرفت که رشد این مقادیر را می

 دهد که:تر  زمانی ر  می

(5-1)                                                             c

eq KK 1 

 باشد. ماده می 711ضریب شدت تنش بحرانی یا طاقت شکست cKکه 

طور خلاصه آمده ه( ب8-5یافته در شکل )سرازی رشد تر  با روش اجزاء محدود توسعهروند شر یه

ك یابد. برای مثال یها تغییر میسازی برخی از گرهشد تر ، نو  غنیاست. بایستی توجه داشت که پس از ر

 المان نو  پس از رشد تر  ممکن است به یك المان درونی تغییر یابد.

 يافتهبه روب اجزاء  حدود ت سده ايبرنا ه رايانه -5-2

                                                           

711 fracture toughness 



 

95 

 

و رشد آن به  سرازی تر نامه برای حل مسرائل شر یهکار رفته در این پایاندر این بخش، برنامه به

، قدرت و Matlabافزار یافته توضری  داده شرده اسرت. دلیل استفاده از نر کمك روش اجزاء محدود توسرعه

 باشد.ها میکارگیری ماتریسهافزار در استفاده و بتوانایی بالای این نر 

  قد ه -5-2-1

ها، هم از انایی رایانهکنند. با افزایش توهای عددی نقش م می در حل مسررائل مختلف ایفا میروش

ها قابل حل بودند نیز ی مسررائلی که توسرر  این روشافزاری، دامنهافزاری و هم از لحاظ سررختلحاظ نر 

افزارهایی که بتوانند در حل این مسررائل سررودمند باشررند به یکی از ی نر افزایش یافت. بدین منظور توسررعه

ی قابل استفاده شردهکاربرد یك برنامه اجزاء محدود غنینامه، های اصرلی ت دیل شرد. هدف این پایاناالش

 باشد.سازی تر  و رشد آن میبرای ش یه

 (X-FEMيافته )اي روب اجزاء  حدود ت سدهشرح برنا ه رايانه -5-2-2

یافته در قالب اند مثال متفاوت آمده است که ال ته برنامه )های( اصرلی روش اجزاء محدود توسعه

های اصلی، تعدادی توابع دیگر برای استفاده ها یکی است. علاوه بر این برنامهتمامی این برنامهسراختار کلی 

 ترین آن ا اشاره خواهیم نمود.اند که در ادامه به برخی از م مها ایجاد شدهدر این برنامه



 

96 

 

 

 شماتیك رشد تر  پاریس: نمایش 2-5شکل 

 

 

 سازی تر برای ش یه X-FEM: نمودار روش 8-5شکل 

 های اساسی زیر است:ساختار برنامه شامل قسمت
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 Input data ای برنامه که شررامل هندسرره مدل، هندسرره تر ، بارگذاری، تعداد ه: ورودی

تمامی مشخصات موردنیاز برای معرفی مدل  ،های ش که، مشخصات ماده و در مجمو المان

 دارد.را بیان می

 meshRectangularRegion هرای : بره کمرك این ترابع مراتریسnode  وelement  که به

های مربوط به هر المان هسرررتند، ی گرهها و شرررمارهترتیب بیانگر مختصرررات تمامی گره

 باشد:شود. این تابع بصورت زیر میمحاس ه می

 

function [node,element] = meshRectangularRegion(pt1, pt2, pt3, pt4, 

nnx,nny,elemType) 

numx = nnx-1; 

numy = nny-1; 

switch elemType  

 case 'PARTICLE'  

        node=square_node_array(pt1,pt2,pt3,pt4,nnx,nny); 

        inc_u=1; 

        inc_v=nnx; 

        node_pattern=[ 1 2 nnx+2 nnx+1 ]; 

        [element]=make_elem(node_pattern,numx,numy,inc_u,inc_v);      

    case 'Q4'          

        node=square_node_array(pt1,pt2,pt3,pt4,nnx,nny); 

        inc_u=1; 

        inc_v=nnx; 

        node_pattern=[ 1 2 nnx+2 nnx+1 ]; 

        [element]=make_elem(node_pattern,numx,numy,inc_u,inc_v); 

    case 'Q9'          

        node=square_node_array(pt1,pt2,pt3,pt4,nnx,nny); 

        inc_u=2; 

        inc_v=2*nnx; 

        node_pattern=[ 1 3 2*nnx+3 2*nnx+1 2 nnx+3 2*nnx+2 nnx+1 nnx+2 ]; 

        [element]=make_elem(node_pattern,numx,numy,inc_u,inc_v); 

    case 'T3'  

        node=square_node_array(pt1,pt2,pt3,pt4,nnx,nny); 

        node_pattern1=[ 1 2 nnx+1 ]; 

        node_pattern2=[ 2 nnx+2 nnx+1 ]; 

        inc_u=1; 

        inc_v=nnx; 

        element=[make_elem(node_pattern1,numx,numy,inc_u,inc_v); 

        make_elem(node_pattern2,numx,numy,inc_u,inc_v)]; 

    otherwise 

        error('For now, only PARTICLE, Q4, Q9 and T3 are supported by the mesh 

generator'); 

end 
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 level set initialization شرررونرده در قرالرب دو ماتریس هرای غنی: گرهsplit_nodes  و

tip_nodes ند.شوباشند، تعیین میهای نو  میهای درونی و گرهکه به ترتیب بیانگر گره 

 plot_mesh های : با توجه به ماتریسnode  وelement  و نیز با توجه به نو  المان انتخابی

(Q4 ،Q9 ،T3 دامنه )... دهد.آن را نمایش میبندی ی مورد مطالعه و ش کهو 

 quadrature  این تابع یك بردار سررتونی :n×1   به ناW ها و یك ماتریس که شررامل وزن

n×dim   به ناQ که  کند.که شررامل نقاط گاوسرری اسررت را تولید میn  بیانگر تعداد نقاط

 گاوسی است.

 discontQ4quad  وdisTipQ4quad  برره کمررك این دو تررابع و نیز برره کمررك دو تررابع :

delaunay  وtricheck ی کره از توابع درونی برنامهMatlab های درونی و هسرررتند، المان

ها محاسررر ه برای این مثلث Qو  Wهای بندی شرررده و مقادیر ماتریسالمان نو  مثلث

 شود.می

 lagrange_basis و  ایمان انتخابی، توابع شررکل گره: به کمك این تابع و با توجه به نو  ال

 .شودجابجایی( تعیین می-)ماتریس کرنش Bنیز ماتریس 

 xfemBmatrix  به کمك این تابع، ماتریس :B شود.شده تعیین میهای غنیبرای گره 

 jdomain هایی که بایسررتی به کمك آن ا انتگرال جی محاسرر ه : به کمك این تابع، المان

 شوند.شود، تعیین می

ی تر ، مشخصات ماده، ی مقطع، هندسرهی برنامه، مقادیر ورودی برنامه از جمله هندسرهابتدا در

 nodeهای شوند. به کمك این مقادیر، ماتریسهای موردنیاز تعیین میهای ش که و دیگر ورودیتعداد المان

یافت. سرپس به کمك یك الگوریتم نس تاً  meshRectangularRegionتوان به کمك تابع را می elementو 

های درونی تر  و المان نو  ها محاس ه شده و به کمك آن ا، المانبرای تما  گره ψو  φساده، مقادیر توابع 
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ی شوندههای غنی، و گرهsplit_nodesی درونی، شوندههای غنیها، گرهشروند. با داشتن این المانتعیین می

 شوند. در این حالت تعداد مج ولات کلی ع ارت خواهند بود از:ت می، یافtip_nodesنو ، 

 

% Each split node is enriched by ONE function, H(x) 

% Each tip node is enriched by FOUR functions, F_i(x) 

% then, the total dofs is :  

% total dof = numnode*nsd + numsplitnode*1*nsd + numstipnode*4*nsd 

% here, two dimension, nsd = 2 

 

total_unknown = numnode*2 + size(split_nodes,1)*1*2 +  size(tip_nodes,1)*4*2; 

 

های نو  به کمك توابع های درونی و المانها از جمله المانها و نقاط گاوسرری برای تما  المانوزن

quadrature ،discontQ4quad  وdisTipQ4quad شروند. با یافتن ماتریس سختی تعیین میK  و با داشتن

هایی شود. در پایان برای یافتن مقادیر ضرایب شدت تنش، المانمحاسر ه می u، بردار جابجایی fبردار نیرو 

مك ها و به کشروند. با داشتن این المانکه بایسرتی به کمك آن ا انتگرال تعاملی محاسر ه شرود، تعیین می

 شود.ی، مقادیر ضرایب شدت تنش محاس ه میانتگرال تعامل

 

 

 

 6فصل 

 هاي عددي ثال
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 ین فصل از دو قسمت تشکیل شده است:ا

برای مسرائل مکانیك شرکست  717(SIFی ضررایب شردت تنش )نتای  عددی محاسر ه ،بخش اول 

( با ریزتر SIFمقادیر ضرررایب شرردت تنش )این دهد. همگرایی الاسررتیك خطی دوبعدی عددی را نشرران می

 وارد در مسئله مورد مطالعه قرار گرفته است.  عواملو نیز تأثیر برخی از  های بیشتر()تعداد المان شدن ش که

های مسررتطیلی مورد کند. شرر کهسررازی رشررد تر  را معرفی میهای عددی شرر یهدو  مثال بخش

 مانند جابجایی و نمایش های اولیهاند. پردازشایجاد شررده Matlab افزارنر ها توسرر  اسررتفاده در این مثال

 712صورت گرفته است. Matlabافزار با نر  نیز تنش

  سائل ترک ساكن -6-1

ی ضرایب شدت تنش فرض شده است. محاس ه 718ایهای بعدی، شرای  کرنش صفحهدر تما  مثال

 صورت گرفته است. 714تعاملیای انتگرال به کمك شکل دامنه

 105ي گسترده )بی نهايت(صفحه -6-1-1

                                                           

717  Stress Intensity Factors 

 An object oriented approach to eXtended Finite Element Method with applicationsنامه دکترای ایشان تحت عنوان یانادر پ  Vinh PhuNguenاین برنامه بر اساس روش کار آقای  712

to fracture mechanics .نوشته شده است 

718 Plane Strain 

714 domain form of the interaction integral 

715 Infinite plate 
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که  a2ی گسترده شامل یك تر  مستقیم به طول صرفحه یكبه عنوان اولین مثال در این بخش، 

 .( را ب ینید(7-6)شکل ) گیریممیدر نظر  را باشداز تر  می σ دوردست تنش تحت

واقع در  θو  rو بر حسررب مختصررات قط ی  yو  xمقادیر جابجایی در دو امتداد  ABCDدر طول  

 باشد:نو  تر  بصورت زیر می

(6-7)                          
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aKکه  I   ،ضریب شدت تنش  ضریب پواسون وE باشد. مدول یانگ میABCD   مربعی با اضلا

2mm 71×71  بوده وmm 71=a ،2mm/N 171E= ،8/1=   2وmm/N 471σ= هندسررره و شررر که اجزا .

المان  71×71=867است. این ش که مستطیلی شامل ( نشان داده شده 7-6در شکل ) ABCDمحدود دامنه 

 هایهای ل هتغییر مکان گره .باشرردتوان مشرراهده کرد، شرر که بر تر  منط ق نمیطور که میبوده و همان

 اند.( تعیین شده7-6ی )پایین، راست و بالا با معادله

بصورت زیر  711(4Q) ایهای ا ارگوش ا ارگرهبا المان FEM-Xبرای روش  716سرازی گاوسمربع

 (:2-6است )شکل 

 های بدون غنیالمان( سازی: ا ار نقطه گاوسیGP)713 

 نو : شانزده نقطه گاوسی 711شدههای قسمتی غنیالمان 

                                                           

716 Gauss quadrature 

711 four-noded quadrilateral elements 

713 Gauss Point 

711 partially enriched – blending 
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 ا ار نقطه گاوسی771درونیشده های قسمتی غنیالمان : 

 نقطه گاوسی )شکل  13نقطه در هر مثلث و در مجمو   78شده نو : های کامل غنیالمان

6-8) 

 نقطه گاوسی 72نقطه و در مجمو   8: برای هر مثلث درونیشده های کامل غنینالما 

هایی است که المان شده،های قسرمتی غنیبایسرتی توجه داشرت که در موارد فو ، منظور از المان

( به خوبی نشان داده 4-6ها در شکل )اند. این المانهای آن غنی شده و برخی دیگر غنی نشدهبرخی از گره

 اند.شده

                                                           

771 Split 
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سازی در اطراف نو  تر ، ی گسترده تر  خورده تحت تنش: )الف( هندسه و بارهای وارده؛ )ب( گسستهصفحه: 7-6شکل 

 د.انای غنی شدهاند با توابع شاخههایی که با مربع مشخص شدهای و گرهاند با تابع پلهمشخص شده دایرههایی که با گره
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 یعدد روش در یسخت سیماتر محاس ه در استفاده مورد یگاوس نقاط: 2-6 شکل
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 المان نو  در استفاده مورد یگاوس نقاط: 8-6 شکل
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های شده با تر  و برای المانهای بریدهنقطه گاوسی برای المان 52، تعاملیی انتگرال برای محاس ه

 نقطه گاوسی استفاده شده است. 1نشده بریده

های واقعی شرده و با تغییرشکل نمایش داده( 5-6شرکل ) تغییرشرکل بدسرت آمده با این روش در

 مقایسه شده است.

ا ی دامنه باند. اندازهی محاس ه شدهتعاملای انتگرال ضررایب شردت تنش، با اسرتفاده از شکل دامنه

یك ضریب عددی و  krکه  localh k= r d: r localhشود: گذاری شر که محلی در نو  تر  مشخص میفاصرله

localh ی ضررریب شرردت تنش برای مقادیر باشررد. مقادیر نرمالایز شرردهدو  مسرراحت المان نو  می یریشرره

ی دامنه کواك باشررد یابیم که اگر اندازه( آمده اسررت. با توجه به این نتایج درمی7-6در جدول ) krمختلف 

ی تکینگی در نو  باشرند. این امر به واسطه، مقادیر ضررایب شردت تنش متناظر نادرسرت میkr ≥ 2یعنی 

، تأثیر تکینگی کواك بوده و kr 2 <، باشرررد. هنگامی که اندازه دامنه به اندازه کافی بزرگ باشررردتر  می

استفاده خواهیم کرد  3kr=های بعدی از ضریب باشد. در تما  مثالمستقل از کنتور دامنه می 777انتگرال جی

اند غنی شده 772ایبا توابع شاخه local=3henrrای با مرکز نو  تر  و به شعا  ایرهای درون دبنابراین هر گره

 (.6-6)شکل 

 ( ترسیم شده است.1-6در شکل ) 778کانتورهای تنش فون مایسز

 

                                                           

777 J-Integral 

772 Branch functions 

778 The von Mises stress contours 
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 شدههای قسمتی غنینمایش المان: 4-6 شکل

 

 

 : مقایسه ش که تغییرشکل یافته5-6شکل 
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 ی انتگرال تعاملیبرای محاس ههای مورد استفاده : المان6-6شکل 

 

 

 : کانتورهای تنش فون مایسز1-6شکل 

 

 (.1.7725e+5exactK=و مقادیر نرمالایزشده آن ) IK: مقادیر 7-6جدول 

4.5 4.0 3.5 3.0 2.5 2.0 1.5 rk 

1.7281 1.7284 1.7281 1.7281 1.7277 1.7298 1.7807 KI (×105) 

0.9750 0.9751 0.9750 0.9750 0.9747 0.9759 1.0046 KI/Kexact 
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 114اي در كششترک ببه -6-1-2

و پایینی مانند شکل  بالاییهای روی ل ه =psi 1/7σتحت یك کشش  2in 2×7یك صرفحه با ابعاد 

در گوشه پایین سمت راست صفر بوده و صفحه در گوشه پایین  y( قرار دارد. جابجایی در امتداد محور 6-3)

 Iضرریب شدت تنش مد  .باشردمی =8/1و  =psi 871Eمشرخصرات ماده سرمت اپ گیردار شرده اسرت. 

 [28]:775(7118ع ارتست از )تادا، پاریس و ایروین؛ 

(6-2)                                                     a
b

a
FK I 








 

 است با: برابر ≥ a/b 6/1برای تابعی تجربی است که  F(a/b)عرض صفحه و  bطول تر ،  a که

(6-8)         

432

39.3072.2155.10231.012.1 
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  خواهد شد. 3166/2، ضریب شدت تنش برابر =in 45/1aبا 

محاس ه شده و در  krو نیز مقادیر مختلف های مختلف دامنه سازیضریب شدت تنش برای گسسته

توان نتیجه گرفت که مقادیر ضرایب شدت تنش، مستقل از ( آمده است. بر اساس این جدول می2-6جدول )

شده در کاهش دادن سرعت همگرایی نقش قسمتی غنیهای وجود المان باشد.می krمقدار انتخابی ضرریب 

بسرزایی دارند. در مقابل، انتخاب یك شر که ریزتر میزان درسرتی مقادیر ضرایب شدت تنش را افزایش داده 

 است.

                                                           

774 Edge crack in tension 

775 Tada, Paris, and Irwin (1973) 
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 دایره با که ییهاگره تر ، نو  اطراف در یسازگسسته( ب) وارده؛ یبارها و هندسه( الف: )کشش تحت ایتر  ل ه: 3-6 شکل

 .اندشده یغن یاشاخه توابع با اندشده مشخص مربع با که ییهاگره و یاپله تابع با اندشده مشخص

 مختلفهای سازیو مقادیر نرمالایزشده آن برای گسسته IK: مقادیر 2-6جدول 

rk 
 SIFs  

Elements 

No. 4.5 4.0 3.5 3.0 2.5 2.0 1.5 
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2.7734 2.7738 2.7733 2.7756 2.7758 2.8077 2.8115 KI  11×23= 

253 0.9639 0.9641 0.9639 0.9648 0.9648 0.9758 0.9772 KI/Kexact 

2.8342 2.8342 2.8347 2.8331 2.8364 2.8388 2.8699 KI  23×43= 

1081 0.9851 0.9851 0.9852 0.9847 0.9858 0.9867 0.9975 KI/Kexact 

2.8577 2.8582 2.8572 2.8593 2.8588 2.8580 2.9257 KI  35×71= 

2485 0.9932 0.9934 0.9930 0.9938 0.9936 0.9933 1.0169 KI/Kexact 

 116اي تحت تنش برشیترک ببه -6-1-3

 ل ه بالاییروی  =psi 1/7تحت یك تنش برشی یك صفحه در طول ل ه پایینی خود گیردار شده و 

ضرایب شدت  .باشدمی =25/1و  =psi 171×8Eمشرخصرات ماده ( را ب ینید(. 1-6باشرد )شرکل )خود می

 [28]:771(7131تنش ع ارتند از )جی یائو و کورتن؛ 

(6-4)                                                   

inpsiK

inpsiK

II

I

55.4

0.34





 

ی بدین منظور دو شرر کهگرفته اسررت. در این مثال تأثیر ریزترشرردن شرر که مورد بررسرری قرار 

مقادیر ضرایب شدت تنش و مقادیر  .المانی مورد اسرتفاده قرار گرفته است 21×51=7518و  78×21=811

 ( آمده است.8-6نرمالایزشده آن ا در جدول )

 

 های مختلفسازیمقادیر نرمالایزشده آن ا برای گسسته IIKو  IK: مقادیر 8-6جدول  

rk SIFs  
Elements 

No. 4.0 3.5 3.0 2.5 2.0 1.5 

32.2609 32.2529 32.2659 32.2739 32.3569 33.3618 KI  

                                                           

776 Edge crack under shear stress 

771 J Yau, and Corten (1980) 
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0.9489 0.9486 0.9490 0.9492 0.9517 0.9812 KI/Kexact 
13×29= 

377 
4.5160 4.5697 4.5768 4.6244 4.7169 4.9181 KII  

0.9925 1.0043 1.0059 1.0164 1.0367 1.0809 KII/Kexact 

33.2641 33.2537 33.2641 33.2373 33.3471 34.3375 KI  

27×59= 

1593 

0.9784 0.9781 0.9784 0.9776 0.9808 1.0099 KI/Kexact 

4.7304 4.7447 4.7592 4.7172 4.8762 5.0340 KII  

1.0396 1.0428 1.0460 1.0367 1.0712 1.1064 KII/Kexact 

 

 ضریب شدت دارهمگرایی مقادیر ضرایب شدت تنش در این مثال مورد بررسی قرار گرفته است. مق

-6محاس ه شده است. این مقادیر در جدول ) kr=  1/8های مختلف و با مقدار برای ش که (IKمد یك ) تنش

توان مشاهده کرد که ( به تصرویر کشریده شرده اسرت. با توجه به این شکل می71-6در شرکل )( آمده و 4

با های ریز بندیدر شرر کهاگراه با انتخاب شرر که ریزتر، همگرایی افزایش یافته اسررت ولی، این همگرایی 

 دهد.سرعت بسیار کمی ر  می

 ای تحت برشمختلف در تر  ل ههای و درصد خطای نس ی آن ا برای ش که IK: مقادیر 4-6جدول 

(KI - 34)/34 

(%) 
KI  Elements No. 

5.10 32.2659 13×29= 377 

2.16 33.2641 27×59= 1593 

1.33 33.5474 41×89= 3649 

0.95 33.6786 55×119= 6545 

0.72 33.7550 69×149= 10281 

0.58 33.8027 83×179= 14857 
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 با که ییهاگره تر ، نو  اطراف در یسازگسسته( ب) وارده؛ یبارها و هندسه( الف: )برشیتنش  تحت یال ه تر : 1-6 شکل

 .اندشده یغن یاشاخه توابع با اندشده مشخص مربع با که ییهاگره و یاپله تابع با اندشده مشخص دایره
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 تحت تنش برشی ایبرای تر  ل ه IKهمگرایی مقادیر : 71-6شکل 

 ترکرشد  سائل  -6-2

ی های عددی در زمینهنسررر ت به دیگر روش X-FEMاین بخش فواید اصرررلی اسرررتفاده از روش 

 773های ارائه شده در اینجا تن ا مسائل رشد تر  ش ه استاتیکیدهد. مثالسازی رشد تر  را نشان میش یه

-Xیافته )د توسعهکه هیو محدودیتی در استفاده از روش اجزاء محدو باید توجه داشتباشند. به هر حال، می

FEM  مورد مطالعه قرار گرفته اسررت.  771(2118کو و ان )چبلی( وجود ندارد. رشررد تر  دینامیکی توسرر

                                                           

773 quasi-static 

771 Chen and Belytschko 
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ها با یکدیگر را ی برخورد تر که اجازه FEM-Xبا استفاده از روش  721های اندگانهسازی رشد تر شر یه

 [28]مورد مطالعه قرار گرفته است. 727(2114دهد توس  بادین )می

 رشد ترک در يك صفحه گسترده -6-2-1

دهیم. بیان شد را مورد بررسی قرار می 7-7-6در این قسمت رشد تر  در یك صفحه گسترده که در بخش 

المانی  21×21=347ی صفحه با ش که باشد.می 7-7-6در این قسمت تمامی اطلاعات همان اطلاعات بخش 

باشرند. امتداد رشد تر  به کمك ضرایب ( می4Qای )ها ا ارگوش ا ارگرهتمامی المانمدل شرده اسرت. 

 mm 7ی شردت تنش و با توجه به معیار حداکثر تنش حلقوی تعیین شرده است. در هر گا ، تر  به اندازه

 رشد خواهد داشت. این مثال برای سه گا  مورد مطالعه قرار گرفته است.

 

 در صفحه گسترده تر برای   exactKو  IK: مقادیر 5-6جدول 

Step 
SIFs  

Elements 

No. 4 3 2 1 

1.7687e+5 1.7637e+5 1.7516e+5 1.7308e+5 KI  

29×29= 

841 
1.7988e+5 1.7901e+5 1.7813e+5 1.7725e+5 Kexact 

1.7 1.5 1.7 2.3 Error (%) 

(8,5) (7,5) (6,5) (5,5) Tip position 

 

 در كششاي ببهرشد يك ترک  -6-2-2

                                                           

721 Multiple crack growth simulation 

727 Budyn 
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دهیم. تمامی را مورد بررسی قرار می 2-7-6بخش ای بیان شرده در ل هدر این قسرمت رشرد تر  

صفحه  .خواهد بود in 22/1با این تفاوت که طول تر  اولیه  باشدمی 2-7-6اطلاعات همان اطلاعات بخش 

هر گا ، تر   در المانی مدل شده است. 21×51=7177ی و بار دیگر با ش که 74×21=416ی یک ار با ش که

مکان ن ایی  رشرد خواهد داشرت. این مثال برای سره گا  مورد مطالعه قرار گرفته است. in 75/1ی به اندازه

 ( نشان داده شده است.71-6نو  تر  در شکل )

 ای در کششتر  ل هبرای   exactKو  IK: مقادیر 6-6جدول 

Step 
SIFs  

Elements 

No. 4 3 2 1 

7.2055 3.6755 2.0713 1.1774 KI  

14×29= 

406 
7.6794 3.8614 2.1008 1.1805 Kexact 

6.17 4.80 1.40 0.26 
Error 

(%) 

7.5208 3.7800 2.1067 1.1850 KI  

29×59= 

1711 
7.6794 3.8614 2.1008 1.1805 Kexact 

2.07 2.11 2.81 0.38 
Error 

(%) 

(0.67,1.0) (0.52,1.0) (0.37,1.0) (0.22,1.0) Tip position 

مقدار ضریب شدت تنش مد با توجه به هندسه و نو  بارگذاری، در این مسرئله فرض بر این بود که 

II باشد بنابراین، مقدار زاویه گسترش تر ، برابر صرفر میcθ باشد. حال مسئله را بر اساس نیز برابر صفر می

باشررد بررسرری غیرصررفر می IIمقادیر واقعی بدسررت آمده از برنامه که در آن مقادیر ضررریب شرردت تنش مد 

 1-6در جدول  cθمقادیر ضررایب شردت تنش برای هر دو ش که و نیز مقدار زاویه گسترش تر ،  کنیم.می

 ( نشان داده شده است.72-6)( و 77-6) هایمکان ن ایی نو  تر  در شکل آمده است.
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 مسیر تر  پس از سه گا ( ب) ؛تر  اولیه( الف: )کشش تحت یال ه تر گسترش : 77-6 شکل

 

 ای در کششتر  ل هبرای  cθو  IIKو  IK: مقادیر 1-6جدول 

Step 
SIFs  

Elements 

No. 4 3 2 1 

7.2075 3.6754 2.0719 1.1774 KI  

14×29= 

406 

0.0241 0.0213 -0.0122 0.0294 KII 

-0.0067 -0.0116 0.0117 -0.0498 θc 

(0.6698, 

0.9890) 

(0.5198, 

0.9908) 

(0.3698, 

0.9925) 

(0.2200, 

1.0000) 

Tip 

position 

7.5592 3.7897 2.1096 1.1850 KI  

29×59= 

1711 

0.0360 0.0019 -0.0207 0.0305 KII 

-0.0095 -0.0010 0.0196 -0.0514 θc 

(0.6698, 

0.9892) 

(0.5198, 

0.9894) 

(0.3698, 

0.9923) 

(0.2200, 

1.0000) 

Tip 

position 
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 المانی 416ی های مختلف برای ش کهدر گا  کشش تحت یال ه تر گسترش : 72-6 شکل
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 المانی 7177ی های مختلف برای ش کهدر گا  کشش تحت یال ه تر گسترش : 78-6 شکل

 

 122تیر كنس ل -6-2-3

                                                           

722  Double Cantilever Beam (DCB) 
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بوده و طول تر   6×2( نشان داده شده است. ابعاد تیر DCB(، یك تیر کنسول )74-6در شرکل )

 باشد. به منظور گسترش تر  نامتقارن، تر  کمی بالاتر از خ  میانی تیر قرار گرفته استمی a=15/2اولیه 

  شود.ر وارد میبر انت ای آزاد تی P=7. نیروی باشدمی =8/1و  E=711. مشخصات ماده ((75-6)شکل )

، برابر صفر IIKگرفت، مقدار ضریب شدت تنش مد دو ، اگر تر  اولیه روی خ  میانی تیر قرار می

یافت ولی با قرار گرفتن تر  مقدار کمی بالاتر شده و تر  بصورت مستقیم روی خ  میانی تیر گسترش می

 Δa=75/1ی تر  در هر گا  به اندازه. وجود خواهد داشتاز خ  میانی تیر، امکان گسرترش نامتقارن تر  

( نشان داده شده 76-6گا  در شکل ) اندین برای 61×21ی گسرترش تر  برای ش که یابد.گسرترش می

توان به همسان بودن مسیر بدست آمده با نتایج تجربی حاصل از مکانیك جامدات پی از این شکل می است.

 برد.

kr=dr ی دامنه )( اندازه2( ریزبودن ش که؛ )7) دهسرازی شربر دقت مسریر تر  شر یه مؤثر عوامل

localh( ؛ و)طول افزایش تر 8 ) (aΔ) و  61×21. مسرریر گسررترش تر  برای دو شرر که مختلف باشررندمی

 ( مقایسه شده است.71-6در شکل ) 721×41

 

 

 هندسه و بارگذاری تیر کنسول: 74-6 شکل
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 نمایی ناحیه تر : )الف( نمایش تر  اولیه و )ب( بزرگ75-6شکل 
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 پس از )الف( سه گا ؛ )ب( شش گا ؛ )م( نه گا  و )د( دوازده گا . ایگره 61×21: مسیر گسترش تر  در ش که 76-6شکل 
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 ایگره 61×21و  721×41: مقایسه موقعیت نو  تر  در دو ش که 71-6شکل 

 

 گیرينتیجه -6-3

-X)یافته تنش برای مسررائل مختلف با کمك روش اجزاء محدود توسررعه بررسرری این بخش آنالیز

FEM را نشران داد. درسرتی محاسر ات ضررایب شردت تنش برای مسائل مختلف از جمله تر  در صفحه )

مورد بررسی قرار گرفت.  و گسرترش نامتقارن تر  ای در برشای در کشرش و تر  ل هگسرترده، تر  ل ه

بر اساس نتایج، روش اجزاء محدود سرازگاری این روش با مسائل رشد تر  نیز در این بخش نشان داده شد. 

باشد. سازی تر  و بررسی گسترش تر  در مکانیك جامدات مییافته یك روش قدرتمند ج ت ش یهتوسعه

های جا  محاسرر ات را در مقایسرره با سررایر روشبندی دوباره، کاهش زمان اناین روش بدون نیاز به شرر که

 گسترش تر  ارائه خواهد نمود.
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 7فصل 

 گیري و پیشنهادا نتیجه

 نا هخ صه كار انجام شده در اين پايان -7-1

شده به نا  روش ، روش اجزاء محدود غنی728(LEFMدر زمینه مکانیك شرکسرت الاستیك خطی )

آمیز برای تر  سرراکن و طور موفقیته. روش بارائه گردیده اسررت 724(FEM-Xیافته )اجزاء محدود توسررعه

 کار رفته است.هاستاتیکی بش ه مسائل رشد تر 

، تقریب المان محدود سررنتی بر پایه جابجایی با تابع ناپیوسررته و LEFMبرای مدل کردن تر  در 

طور مستقل از ش که اصلی نمایش هها بهای نزدیك نو  مماسی الاستیك خطی غنی شده است. تر میدان

ویژه اینکه همزمان با رشد تر  نیازی به هد و بسرازتر میپردازش را سرادهداده شرده اسرت که مرحله پیش

 تغییر دادن ش که نیست.

                                                           

728 Linear Elastic Fracture Mechanics 

724 eXteded Finite Element Method 
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اند ولی کار رفتهههای محدود خطی بنامه برای المانکار رفته در این پایانهب 725هایفایل-mاگراه 

 های کار موجود ع ارتند از:به مرت ه بالاتر مشکل نخواهد بود. برخی ویژگی X-FEMتعمیم روش 

 .اندمدل شده 726(LSMبه کمك روش مجموعه تراز ) هاتر  .7

 های المان قرار گیرند.توانند روی ل هها نمیدر این روش تر  .2

هرای بسریار ریرز مناسرب و انرد بررای شر کههایی که با ترر  برخرورد کرردهیافتن المان .8

 نیستند. مؤثر

سازی رشد تر  بدون ش یه»کرد توان به آن اشاره ای که میها، نتیجهبا توجه به این مطالب و مثال

ویژه تر  به طور مستقل از ش که موجود در هر باشرد یعنی، ناپیوستگی و بهمی« بندی دوبارهنیاز به شر که

 مرحله از رشد آن مدل شده است.

سازی رشد تر ، ب تر تر در زمینه ش یهبایسرتی توجه داشت که برای حصول نتایج ب تر و کاربردی

که در آن تر  به صرورت خطوط مستقیم مدل شده است، تر  به صورت  نامهاین پایاناسرت که بر خلاف 

یافته مرت ه بالاتر، بدین منظور استفاده از روش مجموعه تراز و روش اجزاء محدود توسعه هموارتر مدل شود.

افزایش داد  های نو  رای انتخاب المانتوان محدوده. همچنین به منظور افزایش دقت نتایج میاسب استمن

های توان در رابطه با الماناین مورد را می های نو  اسررتفاده کرد.های بیشررتری به عنوان المانو از المان

 درونی نیز اعمال کرد.

  سیرهاي  ناس  در كارهاي بددي -7-2

                                                           

 .Matlabهای برنامه فایل 725

 Matlab ( که برگرفته ازMATix LABoratoryمی )  باشد، یك برنامه کامپیوتری طراحی شده برای انجا
 محاس ات م ندسی و علمی است.

726 Level Set Method 
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-Xکارگیری روش هتواند به عنوان گا  آغازین در راه بسررریار طولانی یادگیری و بنامه میاین پایان

FEM های زیادی برای رسرریدن بدین هدف نیاز اسررت و برخی از برای کاربردهای واقعی باشررد. کوشررش

 هایی که نیاز به تحقیق و پژوهش دارند در ادامه آمده است.مقوله

تواند توسرعه روش به سه بعد باشد. ش میلاین روش برای دو بعد بکار رفته اسرت و یك هدف پراا

هایی که بایسرتی بطور دقیق مورد بررسی قرار ادی را ندارد ولی برخی از مقولهگراه این مورد مشرکلات زی

 گیرد ع ارتند از:

 هررای سرره بعرردی، روشررن اسررت کرره روش برررای تررر  هااا:تشااريه هندسااه تاارک

هررای تررراز بررا حررل معررادلات ( بایسررتی اسررتفاده شررود. مجموعررهLSMمجموعرره تررراز )

بعردی هرای سرهشروند کره ال تره بررای ترر روز مری، به721دیفرانسیل جزیی هایپربولیك

موجررود در کررار  723و پیچیررده مناسررب نیسررت. بنررابراین روش مجموعرره تررراز برررداری

روز بایسررتی مررورد اسررتفاده قرررار گیرررد ارررا کرره برره 721(2117کررو )ونتررورا، ژو و بلیچ

کررردن میرردان مجموعرره تررراز برررداری تن ررا یررك تعررداد کمرری از معررادلات هندسرری را 

 [28]سازد.درگیر می

 هرای در تمرا  مقرالاتی کره روی تحلیرل ترر  اي:اي و يا كرنش صافحهتنش صفحه

ای یرا کررنش کننرد، شررای  ترنش صرفحهکرار مری X-FEMسه بعدی بره کمرك روش 

باشرد اررا شرود. ایرن مطلرب کراملاً درسرت نمریای برای ج  ه ترر  فررض مریصفحه

حرراکم اسررت در ای کرره برررای ج  رره تررر  نزدیررك سررط  آزاد، شرررای  تررنش صررفحه

 ای بایستی استفاده شود.حالیکه برای ج  ه تر  درون جسم جامد، کرنش صفحه

                                                           

721 hyperbolic partial differential equations 

723 vector level set method 

721 Ventura, Xu, and Belytschko, 2001 
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 کررار هیررك موضررو  تحقیررق در حررال پیشرررفت اسررت. روش برر گیااري عاادديانتگاارال

هرای هرای برخرورد کررده برا ترر  بره مثلرثنامه نیازمنرد افرراز المرانرفته در این پایان

کرار رود. ایرن همرت ره برالا بر 781سرازی گاوسریعباشد که در هر مثلث یرك مربرریزتر می

روش، بطور روشن هزینره محاسر اتی را بره نسر ت زیرادی افرزایش خواهرد داد. نیراز بره 

بررو، مرروس و بورگرراردت سررازی ب تررر کرراملاً روشررن اسررت. بچررت، مینررهیررك طرررح مربررع

انررد. سرازی بسریار دقیررق بررای توابرع مماسری ارائره دادهیرك طررح مربرع [5]،787(2115)

بررره انتگررررال  788اینیرررز انتقرررال انتگررررال دامنررره [72و77] 782آقرررای اسرررتفان بررررداس

 بر اساس تئوری دیورژانس را پیشن اد کرده است. 784کانتوری

 هررای سررازی تررر هررای موردعلاقرره مرردلیکرری دیگررر از زمینرره هاااي چندگانااه:تاارک

آغرراز شررده اسررت. ال ترره ایررن کررد در  [ 78] 785(2114اندگانرره اسررت کرره توسرر  بررادین )

Matlab .نوشته شده است که تعمیم آن بسیار سخت خواهد بود 

ABSTRACT 

 

Extended finite element method (X-FEM) and its application in solid 

mechanics 

 

                                                           

781 Gauss quadrature 

787 Béchet, Minnebo, Moës and Burgardt, 2005 

782 Stéphane Bordas 

788 domain integral 

784 contour integral 

785 Budyn, 2004 
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Behnam Parsa 

 

The modeling of a discontinuous field with a standard finite 

element approximation presents unique challenges. The construction of 

an approximating space which is discontinuous across a given line or 

surface places strict restrictions on the finite element mesh. The 

simulation of an evolution of the discontinuity is in turn burdened by 

the requirement to remesh at each stage of the calculation. This work 

approaches the problem by locally enriching the standard element-based 

approximation with discontinuous functions. The enriched basis is 

formed from a union of the set of nodal shape functions with a set of 

products of nodal shape functions and enrichment functions. The 

eXtended Finite Element Method (X-FEM) is used to simulate the crack 

growth without remeshing. In X-FEM, the standard FE approximation 

domain is enriched with special functions to help capture the 

challenging features of a problem. Enrichment functions may be 

discontinuous (to model discontinuities in the field), their derivatives 

can be discontinuous (to model kinks in the field), or they can be chosen 

to incorporate a known characteristic of the solution (such as the square 

root singularity of linear elastic fracture mechanics). Applications to 

linear elastic fracture mechanics (LEFM), single static crack as well as 

crack growth are presented and demonstrated with several numerical 

examples. 

 

 

 

 

EXTENDED FINITE ELEMENT METHOD (X-FEM) AND ITS 

APPLICATION IN SOLID MECHANICS 



 

129 

 

 

A THESIS 

 SUBMITTED AS A PARTIAL FULFILLMENT OF THE REQUIREMENTS 

for the degree 

MASTER OF SCIENCE 

Field of Structural Engineering 

By 

Behnam Parsa (Master of Science Student) 

 

Supervisor 

Reza Naderi (Assistant Professor) 

 

Advisor 

Behrooz Hassani (Professor) 

 

SHAHROOD, SEMNAN 

July 2008 

  نابع و  راجع

 

 ، مکانیك شکست، فرهی، غ، ااپ اول، انتشارات دانشگاه بوعلی سینا.7816، مگید، اس، ای .7

ای بر روش اجزاء محدود، جلد اول، راستگو،  ، سلطانی، ن، ااپ اول، مقدمه، 7834ردی، جی، ان،  .2

  انتشارات دانشگاه ت ران.



 

131 

 

جلد دو ، راستگو،  ، سلطانی، ن، ااپ اول،  ای بر روش اجزاء محدود،مقدمه، 7834ردی، جی، ان،  .8

 انتشارات دانشگاه ت ران.

4. Barth, T., Sethian, J. A. Numerical schemes for the Hamilton-Jacobi and level set 

equations on triangulated domains. Journal of Computational Physics 1998; 145, 1 – 

40. 

5. Béchet, E., H. Minnebo, N. Moës, and B. Burgardt (2005). Improved implementation 

and robustness study of the x-fem for stress analysis around cracks. International 

Journal for Numerical Methods in Engineering. 

6. Belytschko, T., Black, T. Elastic crack growth in finite elements with minimal 

remeshing. International Journal for Numerical Methods in Engineering 1999; 

45(5):601 – 620. 

7. Belytschko, T., Y. Y. Lu, L. Gu. Element-free Galerkin methods. International Journal 

for Numerical Methods in Engineering 1994; 37:229 – 256. 

8. Belytschko, T., Moës, N., Usui, S., Parimi, C. Arbitrary discontinuities in finite 

element. International Journal of Numerical Methods in Engineering 2001; 50 (4): 993 

– 1013. 

9. Belytschko, T., Y. Krongauz, D. Organ, M. Fleming, and P. Krysl (1996). Meshless 

methods: An overview and recent developments. Computer Methods in Applied 

Mechanics and Engineering 139, 3-47. 

10. Boduroglu, H. and F. Erdogan (1983). Internal and edge cracks in a plate of finite width 

under bending. Journal of Applied Mechanics 50, 621-628. 

11. Bordas, S. (2001, November). An extended finite element method for elastic and 

elastic-plastic cracks in complex components. 

12. Bordas, S. (2003, December). Extended Finite Element and level set methods with 

applications to growth of cracks and biofilms. Ph. D. thesis, Northwestern University. 

13. Budyn, E. (2004, June). Multiple Crack Growth by the eXtended Finite Element 

Method. Ph. D. thesis, Northwestern University. 

14. Chessa, J. (2002, December). The Extended Finite Element Method for Free Surface 

and Two Phase Flow Problems. Ph. D. thesis, Northwestern University.  

15. Daux, C., Moës, N., Dolbow, J., Sukumar, N., Belytschko, T. Arbitrary branched and 

intersecting cracks with the eXtended finite element method. International Journal of 

Numerical Methods in Engineering  2000; 48: 1741 – 1760. 



 

131 

 

16. Dolbow, J. An extended finite element method with discontinuous enrichment for 

applied mechanics. Ph.D. Thesis, Theoretical and applied mechanics, Northwestern 

University, 1999. 

17. Dolbow, J., Moës N., Belytschko T. Discontinuous enrichment in finite elements with 

a partition of unity method. Finite Elements in Analysis and Design 1999. 

18. Dolbow, J., Moës, N., Belytschko, T. An extended finite element method for modeling 

crack growth with frictional contact. Computer Methods in Applied Mechanics and 

Engineering 2001; 190(51–52): 6825 – 6846. 

19. Dolbow, J. and T. Belytschko (1999). Numerical integration of the galerkin weak form 

in meshfree methods. Computational Mechanics 41, 1339-1362. 

20. Dunant, C., S. Bordas, P. Nguyen, A. Guidoum, and H. Nguyen-Dang (2005). 

Architecture trade-offs of including a mesher in an object-oriented extended finite 

element code. 

21. Melenk, J. M., Babuška, I. The partition of unity finite element method: Basic theory 

and applications. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 1996; 

39:289 – 314. 

22. Moës, N., Dolbow, J., Belytschko, T. A finite element method for crack growth without 

remeshing. International Journal for Numerical Methods in Engineering 1999; 46:131 

– 150. 

23. Nguyen, P., S. Bordas, C. Dunant, H. Nguyen-Dang, and G. A. (2005). An object-

oriented extended finite element library, part ii: numerical applications in fracture 

mechanics. International Journal of Solids and Structures 

24. Phu N. V. An object oriented approach to the extended finite element method with 

application to fracture mechanics. Ph. D. Thesis; 2005; Hochiminh City University of 

Technology. 

25. Osher, J., A. Sethian. Fronts propagation with curvature dependent speed: Algorithem 

based on Hamilton-Jacobi formulations. Journal of Computational Physics 1988; 

79(1):112 – 49. 

26. Stazi, F., E. Budyn, J. Chessa, and T. Belytschko (2003). An extended finite element 

method with higher-order elements for crack problems with curvature. International 

Journal for Numerical Methods in Engineering. 

27. Stolarska, M., D. L. Chopp, N. Moës, and T. Belytschko (2001). Modelling crack 

growth by level sets and the extended finite element method. International Journal for 

Numerical Methods in Engineering 51 (8), 943-960. 



 

132 

 

28. Sukumar, N. and J.-H. Prévost (August 2003). Modeling quasi-static crack growth with 

the extended finite element method. part i: Computer implementation. International 

Journal of Solids and Structures. 

29. Sukumar, N., N. Moës, T. Belytschko, and B. Moran (2000). Extended Finite Element 

Method for three-dimensional crack modelling. International Journal for Numerical 

Methods in Engineering 48 (11), 1549-1570. 

30. Sukumar, N., D. Chopp, N. Moës, and T. Belytschko (2001). Modeling holes and 

inclusions by level sets in the extended finite element method. International Journal for 

Numerical Methods in Engineering 190 (47), 6183-6200. 

 


