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  دانشگاه صنعتي شاهرود

  
  عمران و معماريدانشكده 

  عمرانگروه 
  

  زهرا معصوميپايان نامه كارشناسي ارشد خانم 
  پلاستيك مسائل پيوسته دوبعدي به روش آيزوژئومتريك-تحليل الاستو تحت عنوان

  
ــاريخ  ــد                     29/6/1391در ت ــي ارش ــدرك كارشناس ــذ م ــت اخ ــر جه ــي زي ــه تخصص ــط كميت توس

  مورد پذيرش قرار گرفت.خوب مورد ارزيابي و با درجه 
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  تقديم به :

  
 تجربه را ايستادگي زندگي، عرصه در چگونه تا آموخت من به عالمانه كه پدرم پاك روح

  نمايم
  
 برايم وجودش و بود رنج همه برايش وجودم كه عشق و فداكاري كران بي درياي مادرم به

  مهر همه
  

 هايم امگ و بوده مشوقم و يار همواره كه بودنم اميد و خستگيم پناه زندگيم، اسطوره همسرمبه 
  بخشيده استواري رساله اين تهيهدر  ويژه به راه پيمودن در را
  

   است من زندگي در الهي لطف نشانه عزيزم كه فرزندو به 
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  تقدير و تشكر :

  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 

دانم مراتب تشكر و قدرداني صادقانه خود را نسبت به استاد ارجمند ميلازم 
جناب آقاي دكتر حسني به جهت هدايت و پشتيباني دلسوزانه ايشان بيان نمايم. 
بعلاوه از هدايتهاي علمي استاد مشاور محترم آقاي دكتر توكلي نيز صميمانه 

 تشكر مي نمايم.
و نيز كليه اساتيد و دوستانم در دانشكده بعلاوه از اساتيد محترم كميته داوري 

عمران دانشگاه صنعتي شاهرود بويژه رياست محترم دانشكده جناب آقاي دكتر 
 نمايم.اند تشكر مي ام داشتهاي در پيشرفت علمياحمدي كه نقش ارزنده

دانم مراتب قدرداني عميق خود را نسبت به همسرم بخاطر بر خود واجب مي
 ابل و پشتيباني كامل در طول دوران تحصيلم ابراز نمايم.شكيبايي، درك متق
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 تعهد نامه
دانشگاه  عمران و معماريدانشكده  عمراندانشجوي دوره كارشناسي ارشد رشته  زهرا معصومياينجانب 

پيوسته دوبعدي به روش پلاستيك مسائل -تحليل الاستوصنعتي شاهرود نويسنده پايان نامه 

  متعهد مي شوم.دكتر بهروز حسني تحت راهنمائي  آيزوژئومتريك

 . تحقيقات در اين پايان نامه توسط اينجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است  

 . در استفاده از نتايج پژوهشهاي محققان ديگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است 

  پايان نامه تاكنون توسط خود يا فرد ديگري براي دريافت هيچ نوع مدرك يا امتيازي مطالب مندرج در

 در هيچ جا ارائه نشده است .

        كليه حقوق معنوي اين اثر متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مـي باشـد و مقـالات مسـتخرج بـا نـام      

بـه چـاپ   »  Shahrood  University  of  Technology« و يـا  » دانشگاه صنعتي شـاهرود  « 

 خواهد رسيد .

     حقوق معنوي تمام افرادي كه در به دست آمدن نتايح اصلي پايان نامه تأثيرگذار بـوده انـد در مقـالات

 رعايت مي گردد. پايان نامهمستخرج از 

     در كليه مراحل انجام اين پايان نامه ، در مواردي كه از موجود زنده ( يا بافتهاي آنهـا ) اسـتفاده شـده

 ضوابط و اصول اخلاقي رعايت شده است . است

  در كليه مراحل انجام اين پايان نامه، در مواردي كه به حوزه اطلاعات شخصي افراد دسترسي يافته يا

    استفاده شده است اصل رازداري ، ضوابط و اصول اخلاق انساني رعايت شده است .

                                                           تاريخ                                               

  امضاي دانشجو

  
  

  

  

مالكيت نتايج و حق نشر
  كليه حقوق معنوي اين اثر و محصولات آن (مقالات مستخرج ، كتاب ، برنامه هاي رايانه اي ، نرم افزار ها و

در ه شده است ) متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي باشد . اين مطلب بايد به نحو مقتضي تجهيزات ساخت
 توليدات علمي مربوطه ذكر شود .

 بدون ذكر مرجع مجاز نمي باشد استفاده از اطلاعات و نتايج موجود در پايان نامه. 



8 
 

 

 

 

  

  چكيده

كه اخيراً توسـعه يافتـه و تـلاش     ستيكي از روشهاي محاسباتي ا يكمتريزوژئوآروش تحليل    

را فـراهم نمايـد و بـدين ترتيـب ضـمن ايجـاد        CAEو  CAD بسته هايسازي  ند امكان يكپارچهك مي

مـرور   بـا  پايان نامـه اين  .دهدكاهش  نيزرا مدل دقيق و بهبود روش تحليل، حجم محاسباتي  ههندس

هـاي دوبعـدي    تحليـل پلاسـتيك سـازه    ،نربزمبتني بر  يكمتريزوژئوآپيشينه موضوع و رويكرد تحليل 

پلاسـتيك  -الاسـتو بنـدي رابطـه   راستا فرمول ينمبتني بر اين روش را مورد توجه قرار داده است. در ا

شـود. در ادامـه بـا    مـي  بررسـي  روشهاي عددي حل اين معادلات و پذيرفتهاي دوبعدي صورت ه  سازه

پلاسـتيك سـازه هـاي دو    -چگونگي حل اجزاي محـدود معـادلات الاسـتو    نربز،مرور خواص توابع پايه 

و كـد توسـعه    MATLABافـزار  استفاده از نـرم  سپس با گردد.بعدي مبتني بر اين توابع پايه ارائه مي

روش آيزوژئومتريـك  بـا   مساله نمونه چند عدديحل  ،Elasto-Plastic IGAيافته در آن تحت عنوان 

 . بررسييا نتايج تحليلي مقايسه مي شودروش اجزاء محدود كلاسيك و پاسخ ها با ارائه  نربزمبتني بر 

مبتنـي بـر آن   و نرم افزار توسعه يافتـه   يكمتريزوژئوتحليل آمناسب روش  حاصل حاكي از دقتنتايج 

  .مي باشد

  

 هاي دوبعدي سازهروش اجزاء محدود، پلاستيسيته،  تئورييك، مترروش آيزوژئو هاي كليدي: واژه
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ها مستقيماً روي نقاط كنترلي باعـث درگيـر شـدن شـرايط مـرزي بـا        هدهد، اما كمتر از آن با اعمال داد خود نشان مي

  93..................................................................................................................................................................................شود مي pافزايش 
  Elasto‐Plastic IGA ..........................................................................................................102) ساختاركلي برنامه 1-4شكل (
  103..............................................................................................) تير طره: هندسه و شرايط تكيه گاهي........................2-4شكل(
  104...........................................................................................) نواحي الاستيك و پلاستيك در تير طره.....................3-4شكل (
 106...........................................................................................................................تير طره ها و نقاط كنترلي در ) مش4-4شكل (

  106.............................................................تير طره در حالت الاستيك........................................y)جابجايي در جهت 5-4(شكل
  106......................................................................................................تير طره در حالت الاستيكXX) تنش در جهت 6-4شكل (
  107................................................................................................تير طره در حالت پلاستيك y) جابجايي در جهت 7-4شكل (
  108.......................................................................................................تير طره در حالت پلاستيك ميسز-فون تنش) 8-4شكل (
  108......................................................................................................................تير طره در حالت پلاستيك تنشهاي) 9-4شكل (
  108...........................................................................................تير طره در حالت پلاستيك ) كرنش پلاستيك موثر10-4شكل (
  Cook...........................................................................................................................................................109)  غشاي 11-4شكل (
  Cook.............................................................................................................................110) كشش در مساله غشاي 12-4شكل (
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 Cook.............................................................................................................110ها و نقاط كنترلي در غشاي  ) مش13-4شكل (

  Cook........................................................................................................................111كانتورهاي تنش در غشاي ) 14-4شكل (
  Cook......................................................................................................................112) تنش فون ميسنر در غشاي 15-4شكل (
  Cook..............................................................................................................112) كرنش پلاستيك موثر در غشاي 16-4شكل (
  Cook.....................................................................................................................................113) جابجايي در غشاي 17-4شكل (
  114................................................................................................................................................ ) نوار الاستوپلاستيك18-4شكل (
  115............................................) تنش فون ميسز در نوار صفحه اي حاصل از حل اجزاي محدود.......................19-4شكل (
  115....................................................................................................................ها و نقاط كنترلي در نوار مسطح )مش20-4شكل (
  116...........................................................................................................................................) جابجايي در نوار مسطح21-4شكل (
 116...............................................................................................................................در نوار مسطح تنش فون ميسز)22-4شكل (

  117...............................................................................................................................................) تنشها در نوار مسطح23-4شكل (
  118...................................................................................................................نوار مسطحر در ) كرنش پلاستيك موث24-4شكل (
  119..............................................................................................................................ورق نامحدود با سوراخ دايروي) 25-4شكل (
  119......................حاصل از حل اجزاي محدود....................... ورق نامحدود با سوراخ دايروي) تنش پلاستيك 26-4شكل (
  120.................................................................................ورق نامحدود با سوراخ دايروي ها و نقاط كنترلي در )مش27-4(شكل 
  120.............................................................................................ورق نامحدود با سوراخ دايروي در تنش فون ميسز)28-4(شكل
  121............................................................................................................ورق نامحدود با سوراخ دايروي در تنش ها)29-4(شكل

  122................................................................................ورق نامحدود با سوراخ دايروي) كرنش پلاستيك موثر در 30-4شكل (
  122.......................................................................................................ورق نامحدود با سوراخ دايروي) جابجايي در 31-4شكل (
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  جداولفهرست 

  IGA ...........................................................................................................................................87و  FEA) مقايسه 1-3جدول (
 NURBS Toolbox.............................................................................................................................96   ) توابع 2-3جدول (
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 مقدمه
 اول:فصل 
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  فصل اول

  

  مقدمه
و تلاش  است كه اخيرا توسعه يافتهيكي از روشهاي محاسباتي  1روش تحليل آيزوژئومتريك

در سالهاي CAD را فراهم نمايد. بسته هاي CAE3و  2CADكند امكان يكپارچه سازي بسته هاي مي

) كه قابليت ارائه هندسه دقيق اشكال پيچيده بويژه NURBS(4هاي نربز بر پايه منحني 1970- 1980

كه در سالهاي CAE هاي اند، اما بستههاي مهندسي چون سيلندر،كره و... را دارد طراحي شدهشكل

، هندسه مدل را با استفاده از  5 طراحي شده اند، با بهره گيري از روش اجزاي محدود 1940- 1950

نمايند، در نتيجه هندسه ايجاد شده تقريبي است. اين خطا در نواحي مرزي و  ايجاد مي 6ايهاچند جمله

هاي تحليلي چون توليد مش، اصلاح مش  ر اين، ايجاد مدليابد. علاوه ب هاي پيچيده افزايش مي هندسه

ها و ... در آن با دشواري همراه  ديناميك، كمانش پوستهبندي، مدلسازي جريان سيالات، شكلهاي آيرو

. بنابراين جهت تحليل طرحهاي جديد كه بطور مستمر، با سرعت ودقت بالا توليد ]1[خواهد بود

هاي محاسباتي هندسي  تبادل اطلاعات صورت پذيرد و چون روش  CAEو   CADشوند بايد بين  مي

بطوريكه توليد هندسه و مش  ]2[براي هريك متفاوت است انجام آن پيچيده و زمانبر خواهد بود

زمان تحليل را به خود  ٪80ها علاوه بر اينكه تا  بندي به روش اجزاي محدود در برخي از پروژه

 كاهد.  نيز مي دهد، از دقت هندسه مدل اختصاص مي
                                                            
١ Isogeometric analysis 
٢ Computer Aided Design 
٣ Computer Aided Engineering 
٤ Non-Uniform Rational B-Splines 
٥ Finite Element Method 
٦ Polynomial 
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در راستاي بهبود روشهاي تحليل و برطرف نمودن مشكلات فوق روش تحليل آيزوژئومتريك در سال 

ارائه گرديد. در اين روش هندسه دقيق با استفاده از سطوح  T.J.R.Hughesتوسط پروفسور  2005

ود و به اين ترتيب ش بندي انجام ميايجاد و سپس با المانهاي نربز مش CADنربز در نرم افزارهاي 

 . اين روش از مزاياي زير برخوردار است:]3[گردد مدل تحليلي نيز بطور دقيق ايجاد مي

  سادگي در بهبود مش و بالا بردن دقت حل -1

هاي  اي پذير بودن توابع پايه در مدلسازي چندجمله كاهش حجم محاسبات با توجه به انعطاف -2

 با درجات بالا 

 مدلسازي دقيق و ساده هندسه مساله  -3

 اقناع دقيق شرايط مرزي -4

، انتشار ]4،5،6[هاي مختلفي چون ارتعاشات سازه اي  طبق مطالعات انجام شده اين روش در حوزه

موفق عمل نموده است و همچنان تحقيق بر  ]8[و الكترومغناطيس  ]7[، انتقال حرارت ]4[امواج 

  امه دارد.ها اد روي اين روش در ساير حوزه

ها،  خاك ها و به طور كلي در اين راستا تعداد قابل توجهي از مواد مهندسي مانند فلزات، بتن، سنگ

بعنوان مواد پلاستيك دسته بندي مي گردند. لذا با توجه به اهميت تجزيه و تحليل دقيق رفتار اين 

زوژئومتريك در قالب اين هاي دوبعدي بر اساس روش آي مواد، مطالعه بر روي آناليز پلاستيك سازه

هاي صورت پذيرفته تاكنون پايان نامه مورد توجه قرار گرفته است. شايان ذكر است بر اساس بررسي

  در اين حوزه در داخل و خارج از كشور مستندي منتشر نشده است.

  

 ساختار پايان نامه -1- 1

، تحليل نربزمبتني بر  يكمتريزوژئواين پايان نامه با مرور پيشينه موضوع و رويكرد تحليل آ  

بندي دهد. در اين راستا فرمولهاي دوبعدي مبتني بر اين روش را مورد توجه قرار مي پلاستيك سازه
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پذيرد و روشهاي  هاي دوبعدي در فصل دوم صورت مي كرنش سازه -پلاستيك تنش-رابطه الاستو

چگونگي  نربزر خواص توابع پايه شود. در ادامه در فصل سوم با مروعددي حل اين معادلات بررسي مي

- هاي دو بعدي مبتني بر اين توابع پايه ارائه ميپلاستيك سازه-حل اجزاي محدود معادلات الاستو

-فصل چهارم با ارائه حل تحليلي يك مساله نمونه بعنوان يك الگوي مقايسه، شبيهگردد. سپس در 

صورت  Elasto‐Olastic IGAافزار از نرم با استفاده نربزسازي آن با روش آيزوژئومتريك مبتني بر 

. بررسي نتايج حاصل و ارائه جمع بندي و برخي پيشنهادات براي فعاليت هاي آتي نيز در مي پذيرد

  فصل پنجم انجام خواهد شد.
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 تئوري رياضي پلاستيسيته در 

 سازه هاي دو بعدي 

 :فصل دوم
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  فصل دوم

  
  

  ي دو بعديها رياضي پلاستيسيته در سازهتئوري 
 

 مقدمه -1- 2

، به حالت اوليه كاملبارگذاري و باربرداري پس از  كه  سرو كار دارد 1جامداتيبا  هتئوري پلاستيسيت 

به تشريح اين تئوري  ،حالت خاصدر . گردد مي ايجاد تغيير شكلهاي دائميخود بازنگشته و در آنها 

 ندارد. موادي كه رفتار آنها آنها تغيير شكل دائمي به نرخ اعمال بار بستگيكه در پردازد مي      موادي

از مواد  قابل توجهيشود. تعداد مي ، مواد پلاستيك ناميدهباشدتشريح قابل  هتوسط تئوري پلاستيسيت

   .گردندميپلاستيك دسته بندي  مواد بعنوان، ها خاك كلي طورو به  ها ات، بتن، سنگزمهندسي مانند فل

قرن نوزدهم جستجو كرد، در ادامه مخصوصا در  اواسطتوان در  را مي هتسياصل تئوري پلاستي پيدايش

ي رياضي ها اين تئوري امروزه داراي پايه .گيري واقع شد هاي چشم پيشرفت ،نيمه اول قرن بيستم

  شود.ترين مدلهاي ساختاري مواد جامد شناخته ميقدرتمندي است و بعنوان يكي از موفق

آوري توصيف تئوريك روابط بين تنش و كرنش براي موادي  هدف از تئوري رياضي پلاستيستيه فراهم

ها بي تغييرشكل ه،تئوري رياضي پلاستيسيتدر دهند.  پلاستيك از خود نشان مي-است كه پاسخ الاستو

در اين فصل  .سازدممكن مي را عددي رفتار جامدات حل كه اين مطلب شوندفرض مي كوچكنهايت 

فرضيات اوليه و بيان تئوريك مرتبط با آنها مورد با ارائه  سازه هاي دو بعديپلاستيك -تحليل الاستو

                                                            
١ Solids 
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و در ادامه روشهاي حل عددي اين معادلات ارائه مي شود. مراجع اصلي موضوعات  گيرد توجه قرار مي

  يل بحث استفاده نمود.توان در تكم نيز مي [12،13،14]است اما از مراجع  [9،10،11]اين فصل

    معادلات حاكم بر مكانيك جامدات در سيستم مختصات كارتزين -2-2

  باشد: آل در فضاي دوبعدي به صورت زير متصور مي سه حالت ايده

  1تنش مسطح - 1

 2كرنش مسطح - 2

    3تقارن محوري - 3

ثابــت  zzكــرنش مســطح  مســالهشــود و در  ثابــت فــرض مــي zzله تــنش مســطح ادر مســ

توانـد تغييــر كنـد در حاليكــه    در حـين بارگــذاري مـي   zzتـنش مســطح   مسـاله باشـد. لــذا در   مـي 

  متغير خواهد بود. zzكرنش مسطح  مسالهدر 

ــروض       ــول مف ــاي مجه ــوان متغيره ــه بعن ــي ك ــا اجزاي ــطح تنه ــرنش مس ــنش و ك ــائل ت در مس

ــت ),,(ند هس xyyyxx   و),,( xyyyxx  ــي ــرا   م ــند زي ــي zzو zzباش ــن   را م ــوان از روي اي ت

محاســبه نمــود. قــراردادن ايــن متغيرهــا در قالــب   4گيــري از معــادلات ســاختاري متغيرهــا  و بهــره

ــاي  ),,(بردارهـ zzyyxx    و),,( xyyyxx      ــين ــه بـ ــف رابطـ ــ و و تعريـ له امسـ

كنــد. بطــور كلــي تانســور تــنش و كــرنش از طريــق تانســور   مقــادير مــرزي دو بعــدي را كامــل مــي

  به شكل زير به هم مرتبط هستند. 4مرتبه 

)2-1                                                         (                         klijklij D    

                                                            
١ Plane stress 
٢ Plane strain 
٣ Axisymmetric 
٤ Constitutive  equations 
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كـه مـاده در حالـت الاسـتيك خـود       باشـند وقتـي   مـي  4تانسـور مـدول سـختي مرتبـه      ijklDكه 

كـرنش   -كـه رفتـار تـنش    بـود. وقتـي  قرار دارد، اين تانسور با تانسور سـختي الاسـتيك برابـر خواهـد     

برحسـب  شـود (يعنـي   بيـان مـي   1ي نرخـي  الاستوپلاستيك است، رابطـه فـوق بـه صـورت رابطـه     

 باشــد. لــذا يــك  ) در اينحالــت تانســور فــوق يــك تانســور ســختي الاستوپلاســتيك تركيبــي مــي

آن مـورد نيـاز خواهـد بـود. تقـارن تانسـورهاي تـنش         مدل الاستوپلاسـتيك مناسـب جهـت تعريـف    

كنـد. بـراي   بـردار را فـراهم مـي    -كـرنش بـه شـكل مـاتريس     -و كرنش امكـان نوشـتن روابـط تـنش    

  سه بعدي: 2جامدات

)2-2                                                          (                            C  

ي  فـوق در مسـائل تـنش و كـرنش مسـطح بـه يـك رابطـه         6×6كـرنش سـه بعـدي     -رابطه تنش

  گردد. روابط به شكل زير خواهند بود: تر تبديل مي ساده

 )2-3                  (                         
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  :معادله تعادل

                                                        الف)      2-4( inub iijij  ,  

  شرايط مرزي:

uontuu                                                                  ب)    2-4(  )(ˆ  

tonttt                                                                ج)        2-4(  )(ˆ  

  شرايط اوليه:
                                                            
١  Rate 
٣ solid 
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uonxuu                                                           د)         2-4(  )(0  

uonxuu                                                               ه)     2-4(  )(0  

  معادله ساختاري:

                                                                                             و)  2-4( D  

 جابجايي: -رابطه كرنش

                                             )                         ز2-4( ijjiij uu ,,2

1
  

 خواهند بود.

  

  مقدار مرزي/ اوليهله احل اجزاء محدود مس -2-3

مقــدار مــرزي/ اوليــه بــا اســتفاده از  مســالهدر ايــن بخــش در ابتــدا بــا فــرض تئــوري الاســتيك 

  يابد. الاستوپلاستيك توسعه مي مسالهروش اجزاء محدود حل و سپس روش به 

  

  له الاستيكامس -2-3-1

باشــد.  روش اجــزاء محــدود يــك روش عــددي جهــت حــل تقريبــي مســائل مقــدار مــرزي مــي  

بطــوركلي اصــول مختلفــي (اصــل كــار مجــازي، اصــل حــداقل انــرژي پتانســيل، اصــل تغييــرات و...) 

  مبناي استخراج معادلات اجزاء محدود قرار گيرند. دتوان مي

اي از  دو بعــدي، دامنــه بــه تعــدادي المــان شــامل مجموعــه مســاله) در يــك 1-2مطــابق شــكل (

اي  درون هـر المـان بـر حسـب مقـادير گـره       شـود. متغيرهـاي نامشـخص اوليـه در     ها تقسيم مـي  گره

 اي تعريف مي شوند.   به كمك توابع شكل تكه
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  ) يك نمونه شيء اجزاء محدود1-2شكل (

ــردار جابجــايي در هــر نقطــه در    ــر جايجــايي، ب بعنــوان مثــال در روش اجــزاء محــدود مبتنــي ب

  شود: اي به صورت زير تعريف مي المان به صورت تابعي از جابجايي مقادير گره

uNu           الف)                                                                        2-5( ˆ  

ــر جابجــايي نامشــخص هــر نقطــه در درون المــان مــي   uكــه  ــردار مشــتمل ب ــردار  ûباشــد.  ب ب

 Nمـاتريس توابـع شـكل مـورد نظـر اسـت. ابعـاد         Nاي احاطـه كننـده المـان،     مقادير نامشخص گـره 

  به تعداد مولفه هاي جابجايي و مرتبه توابع شكل وابسته است.

گردنـد كـه بطـور مشـابه بـر       الـف) اسـتخراج مـي   5-2متغيرهاي مجهـول ثانويـه از روي معادلـه (   

 ûمكانيـك جامـدات بـردار كـرنش بـر حسـب        مسـاله شـوند. بعنـوان مثـال در     تعريف مي ûحسب 

  شود: به صورت زير تعريف مي

uB             ب)                                                                       2-5( ˆ  

ــره    ــاي گ ــب متغيره ــه مناس ــع پاي ــتفاده از تواب ــا اس ــپس    ûاي  ب ــده و س ــدا مشــخص ش در ابت

  گردند. متغيرهاي ثانويه محاسبه مي
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هــا پيوســته اســت. تــنش و كــرنش در درون  هــا ومــرز بــين آن ميــدان جابجــايي در درون المــان

ــان ــي  الم ــا ناپيوســته م ــا پيوســته و روي مرزه ــنش و   ه ــرين تخمــين ت باشــد. جهــت محاســبه بهت

  اي بايد مورد استفاده قرار گيرد. يابي ويژه درون ،كرنش در اين نواحي

شـود، ايـن اصـل در     مقـدار مـرزي، از اصـل كـار مجـازي اسـتفاده مـي        مسالهدر اينجا جهت حل 

 مســاله 2باشـد كـه حاصــل آن شـكل ضـعيف     معـادلات تعــادل و شـرايط مـرزي مــي    1واقـع تغييـرات  

بعنـوان تغييـرات اصـل كـار      uمقدار مرزي اسـت. بـا اسـتفاده از اصـل كـار مجـازي، كـار مجـازي         

توســط رابطــه كــرنش جابجــايي از روي  شــود. كــرنش مجــازي ســازگار  فــرض مــي uمجــازي 

uگــردد. چــون  محاســبه مــيûu   رويuــذا تغييــرات آن بايــد روي  مــي صــفر  uباشــد، ل

  شود.

),(بر اين اساس ميدان قابل قبول u شود: با شرايط زير تعريف مي  

 0u   رويu  

  روي  پيوســته و بــراي اينكــه  شــود بــه مقــدار كــافي همــوار  از روي آن محاســبه

  است.

  خارجي و داخلي بايد برابر با صفر باشد، لذا: با كاربرد اصل كار مجازي تفاضل كار

)2-6                        (                    0 
 t

dstudvbudv TTT   

ــامعلوم قابــل محاســبه   ــه متغيرهــاي ن ــا اســتفاده از ايــن معادل ــد جهــت اينكــار جابجــايي  ب هــا  ان

بعنــوان متغيرهــاي نامشــخص اوليــه فــرض شــده و جابجــايي در دامنــه برحســب متغيرهــاي اوليــه  

ــي ــب زده م ــه   تقري ــاي ثانوي ــود، ســپس متغيره ),(ش     ــبه ــه محاس ــاي اولي ــر حســب متغيره ب

                                                            
١ Variation 
٢ Weak form 
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ــه انتگــرال روي هــر يــك از    شــوند.  مــي ــالا ب در روش اجــزاء محــدود انتگــرال حجمــي در رابطــه ب

  شود. هاي محدود تقسيم مي المان

)2-7           (                            0
11

  
   t

EE

dstudvbudv T
N

i i

T
N

i i

T  

  باشد: براي مواد الاستيك قانون ساختاري به صورت زير مي

)2-8                           (                                                              D  

ام به  i) براي المان 7- 2باشد. اولين انتگرال در معادله ( مي  ماتريس متقارن سختي ماده Dكه 

  باشد: صورت زير مي

ii  الف) 2-9(
T

i
TTTTT

i ukuudvDBBudvBudvI
i

i

i

i

i

i

ˆˆˆˆˆ1  











 



  

  كه در آن:

                                                                   ب)        2-9(



i

dvDBBk T
i  

  : iاز انتگرال دوم المان  شود. ماتريس  سختي المان ناميده مي

b                          الف)      2-10(
i

TTTT
i fudvbNudvbuI

i

i

i

i

i
ˆˆˆ2  












 



  

  كه

                                                                ب)          2-10(



i

dvbNf Tb
i  

) هم 7- 2شود. حتي جمله سوم در معادله ( بردار نيروي المان ناشي از نيروي بدنه ناميده مي

tء الماني تقسيم شود. هر جزء الماني معرف بردار نيروي الماني  تواند به اجزا مي
if  ناشي از كشش

  باشد: مرزي به صورت زير مي
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t                           الف)                2-11(
i

TTTT
i fudstNudstuI

i

ti

i

ti

i
ˆˆˆ3   



  

  كه

                                                         ب)                        2-11(



ti

dstNf Tt
i  

ام  iبايد توجه نمود كه انتگرال مرزي در معادله فوق تنها روي بخشي از مرز كه با مرزهاي المان 

 .) به صورت زير تغييرمي يابد7-2شود. بر اين اساس معادله ( كند محاسبه مي تلاقي مي

0الف)                                                                  2-12(
1

3

1

2

1

1  


EEE N

i
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N

i
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i
i III  

ˆˆˆˆ0ب)                                              2-12(
111

 
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E

i

E

i

E

i

N

i

t
i

T
N

i

b
i

T
N

i
ii

T fufuuku   

شود.  تعريف مي ûاي از متغيرهاي مجهول كلي به صورت  بطور خلاصه يك بردار جابجايي گره

 ikبا مونتاژ  kشود.  تعريف مي pو يك بردار كلي بار  kريس سختي كلي تيك ما ûسازگار با تعريف

EN,1iبراي    وp  نيز از تجميعb
if  وt

if   برايEN,1i  گيرد. علاوه بر اين نيروهاي  شكل مي

  ) به شكل زير خواهد بود:ب13- 2شود. لذا معادله ( اضافه مي pه به اي فشرده شد گره

)2-13                                            (                                    0)ˆ(ˆ  PuKuT  

  اختياري و غيرصفر صادق باشد، آنگاه:  ûاي مجازي گره اگر معادله فوق براي هر جابجايي

)2-14                                                  (                                            PuK ˆ  

شود. در اين مرحله شرايط مرزي جابجايي را  اي از معادلات خطي همزمان حاصل مي لذا مجموعه

  شود. استفاده مي ûيك روش حل مناسب جهت حلاز وارد كرده و 
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هاي غيرخطي  هاي خطي و غيرخطي قابل اعمال هستند. براي سيستم روش كار مجازي به سيستم

D  بطوركلي متقارن نيست و بنابراينk  نيز متقارن نخواهد بود، بعنوان مثالD  حاصل از يك مدل

  باشد. غيرمتقارن مي ،گيرد را به كار مي 1يك قاعده جريان غيرهمبستهساختاري الاستوپلاستيك كه 

 ييا اپراتور مماس 2پيوسته يتواند يك اپراتور مماس مي Dبر اساس روش غيرخطي به كار رفته، 

شود اولي متقارن و دومي ممكن است  استفاده مي 4باشد، وقتي از قاعده جريان همبسته 3سازگار

  متقارن يا نامتقارن باشد. 

باشد يعني جابجايي محاسبه  تر از ساختار واقعي مي سخت ،در روش تغييرمكان، ساختار مدل شده

ها افزايش يابد، پاسخ حاصله به واقعيت  . چنانچه تعداد الماناستتر از جابجايي اصلي  شده كوچك

  .هد بودخواتر  نزديك

  پلاستيك-ه الاستوالمس -3-2- 2

كرنش به صورت  -در بخش قبل رابطه تنش D و تقريب اجزاء محدود در مسائل  خطي بود

اي به صورت  اي از معادلات همزمان خطي براي متغيرهاي نامشخص گره به مجموعه ،مكانيك جامدات

  زير منجر گرديد:

)2-14                                (                                                             PûK   

k  ماتريس سختي كلي وû ضرب  باشد. حاصل اي مجهول كلي مي بردار تغييرمكان گرهk û  معرف

نيروي اعمال شده خارجي است. حال اگر نيروي داخلي (يا فنري) به صورت زير  pنيروي داخلي و 

  تعريف شود:

)2-15                         (                                                                   uKFs ˆ  

                                                            
١ Nonassociated 
٢Continum 
٣ Consistent 
٤ Associated 
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آنگاه اين معادله شكل متفاوتي خواهد گرفت، اگر رابطه بين تنش و كرنش غيرخطي باشد. براي 

باشد. براي مواد غيرخطي گراديان ثابت  و مستقل از آن مي ûنسبت به   sFگراديان Kمواد خطي 

)1n(شود كه در  شناخته مي tK ١لنخواهد بود. گراديان بعنوان ماتريس سختي مماسي ك  امين

  شود: هاي سختي مماسي المان به صورت زير محاسبه مي مرحله اعمال بار از ماتريس
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  الف)            2-16(

  كه

1ب)                                                                               2-16(      

1
1










n

n
n

tD



  

t
1nD شود. نيروي فنري كلي  ماده ناميده مي ٢ماتريس يا اپراتور سختي مماسيsF  از روي

)1n(شود كه در  محاسبه مي sfنيروهاي فنري الماني  باشد: امين مرحله اعمال بار به صورت مي  

ج)                                                                          2-16(     




 

i

n
Tn

s dvBf 1
1 

  

 ،)2- 2كرنش غيرخطي باشد (شكل-ن تنش) وقتي رابطه بي16-2) و (15- 2بر اساس معادلات (

  نيز غيرخطي خواهند بود. u برابردر  sFو رابطه كلي  u برابردر  spرابطه الماني 

                                                            
١ global tangent stiffness matrix 
٢ tangent stiffness matrix (or operator) 



30 
 

  

 جابجايي -كرنش و نيرو - ) روابط غيرخطي تنش2-2شكل (

  

شود و در هر افزايش،  تقسيم مي ١هاي كوچك افزايش بار به تعدادي افزايش در مواد پلاستيك

شود. بر اساس اين آناليز با پاسخ  توالي ناميده مي -ود. اين آناليز، آناليز افزايشش اجرا مي ٢هايي توالي

گردد. بعبارت ديگر در  داده شده در يك مرحله، پاسخ مرتبط نيروي افزايش داده شده جستجو مي

در حاليكه در آناليز  در يك افزايش اعمال نمودتوان همه بار را  خطي ميغيرآناليز الاستيك 

ها روي تمام بار  شود. لذا در حالت اول توالي بار در طي چند افزايش كوچك اعمال مي ،الاستوپلاستيك

شود. جدا از اين تفاوت  كه در حالت دوم در هر افزايش به صورت مجزا اعمال مي رود درحالي كار مي به

  است.كليدي، جزئيات توالي مشابه 

  به صورت زير خواهد بود: مسالهلذا با توضيحات فوق 

 با استفاده از شكل تابع  pبراي يك بار داده شده ثابت  ûاي  هدف تعيين جابجايي گره  ˆˆ 

  كه: ، به نحوي باشد مي

     )2-17                                                                                       (PuFs )(


   

                                                            
١ Small Increment  
٢ Interations  
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در سطح محلي به رابطه  ̂و  ̂فوق در اينجاست كه بايد از رابطه غيرخطي بين  مسالهپيچيدگي 

هاي متوالي متفاوتي انجام  بر اساس روش مسالهدر سطح كلي برويم. حل اين  ûو  sFغيرخطي بين 

رافسون تغيير يافته -رافسون و روش نيوتن-ها؛ روش نيوتن يا نيوتن ترين آن شود كه متداول مي

  .دده ها را نشان مي باشد. شكل زير مفهوم حاكم بر اين روش مي

                     

  

  رافسون -هاي متوالي نيوتن ) نمايش روش3-2شكل (

  

ير يافته بويژه در يزند، اين روش تغ رافسون بر اساس بسط تيلور پاسخ را تقريب مي - روش نيوتن

ن كمتر است. آگرايي  حوزه الاستوپلاستيك از حجم محاسبات كمتري برخوردار است، اما سرعت هم

  كارب) 4-2(شكل 

  .دهد رد اين دو روش در آناليز اجزاء محدود را نشان مي
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  غير خطي رافسون در آناليز اجزاء محدود -هاي نيوتن ) كاربرد توالي4-2شكل (

وارد شده و  ١شدگي تحت عنوان متغيرهاي سخت در مسائل الاستوپلاستيك متغيرهاي اضافي 

هاي افزايشي، استفاده  از روي كرنش ،شدگي ها و متغيرهاي سخت تنشها جهت محاسبه  توالياز 

)u,,,,F(مورد نظر به صورت  مساله داده هاي شود. بر اين اساس مي nnnn
n
s  هدف  بوده و

)u,,,,F(تعيين  1n1n1n1n
1n

s 
   1با بار جديدnF  باشد. مي  

ماتريس 
t
nK 1 شود: ماسي كلي به صورت زير محاسبه ميسختي م  

)2-18(                                                                                         
   t

n
t
n kK 11

  

            BdvDBk t
n

Tt
n 11    

1nكه 
tD ) نشان داده شده است و 4-2اپراتور مماسي است كه در شكل (

t
1nk   ماتريس سختي

1nمماسي الماني است كه با استفاده از 
tD گيرد. نيروي فنري المان  شكل مي

1n
sf 

هم به صورت  

  شود: زير تعيين مي

                                                            
١ Hardening  variables 
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)2-19                                                                            (
 

  dvBf n
Tn

s 1
1 

  

  مراحل اصلي كار به صورت زير است:بر اين اساس 

)u,,,,F(ايجاد  - 1 nnnn
n
s   

)u(F)u(F   بصورت  )u(تعيين نيروي باقيمانده  - 2 s  

)) و حل معادله 18- 2(معادله ( tKتعيين ماتريس سختي مماسي كلي فعلي  - 3

11.   n
t
n uK  ) 0جهت محاسبه جابجايي متواليu ،1u1هاي متوالي(  ، ...) و كرنش

 ،2 ،(... 

 ،...)1،2هاي افزايشي( ، ...) و كرنش0u،1uهاي افزايشي ( به روز رساني جابجايي - 4

)(هاي جاري  محاسبه تنش - 5 1n شدگي  و متغيرهاي سخت)( 1n  هاي  كرنشمطابق با

 افزايشي توسط مدل ساختاري

)) و تجميع نتايج جهت محاسبه نيروي فنري كلي 19-2تعيين نيروي فنري فعلي(معادله  - 6

1n
sF  

 u(1n(تعيين نيروي باقيمانده - 7

 گرايي الگوريتم بررسي هم - 8

  دادن آن.صورت ادامه   اين گرايي و در غير توقف محاسبات در صورت هم - 9

ــوالي  ــوق را ت ــي مراحــل ف ــاي كل ــد 1ه ــبات   .گوين ــنجم محاس ــه پ 1n1nدر محل ,    از روي

شـود. در  مـي هاي افزايشـي در نقـاط گوسـي مشـخص در قالـب مـدل سـاختاري مـاده انجـام           كرنش

                                                            
١ Global Iteration 
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 1هــاي محلــي تــوالي ،هــايي نيــاز دارد كــه بــه آن تــوالي بــه ايــن مرحلــه ،الاســتو پلاســتيك مســاله

  ييم.گو

ــنش و           ــرخ ت ــورت ن ــه ص ــاختاري ب ــط س ــاً رواب ــه نوع ــت ك ــر آنس ــت ديگ ــائز اهمي ــه ح نكت

د. لـذا مطـابق آنچـه در بـالا گرفتـه      نشـو  شدگي بـر حسـب تـابعي از نـرخ كـرنش تعريـف مـي        سخت

بايــد از ايــن معادلــه  ،هــاي افزايشــي هــاي افزايشــي بــر حســب كــرنش شــده؛ جهــت محاســبه تــنش

باشـد   مقـدار اوليـه مـي    مسـاله گيـري در حـوزه رياضـيات يـك      انتگـرال  مسـاله گيـري نمـود.    انتگرال

  شود: هاي عددي زير حل مي كه توسط روش

  2روش اويلر پيشرو(صريح) - 1

 3روش اويلر برگشتي(ضمني) - 2

  4روش نقطه مياني - 3

ــاليز ــن روش   آن ــر اي ــي ب ــاي مبتن ــتيك در مر  ه ــوزه الاستوپلاس ــا، در ح ــع اه  [16,17،18،19]ج

هـاي فـوق و كـاربرد     ائز اهميـت در حـل مسـاله مقـدار اوليـه بـر اسـاس روش       اند. نكتـه ح ـ  ارائه شده

هــا در حــوزه الاستوپلاســتيك آنســت كــه در طــي فرآينــد فــوق معيــار تســليم نيــز بايــد ارضــاء   آن

كننـد، نقطـه تـنش     شـدگي تغييـر مـي    هـا و متغيرهـاي سـخت    گردد. بعبارت ديگر همچنانكـه تـنش  

هـاي   ) ايـن مطلـب باعـث افـزايش دقـت روش     5زگاريبايد روي سـطح تسـليم قـرار گيرد(شـرط سـا     

  گردد.   فوق مي

و مماســي  ســازگارهــاي فــوق اســتفاده از دو اپراتــور مماســي  نكتــه مهــم ديگــر در كــاربرد روش

باشـد. اولـي نـرخ تـنش را بـه نـرخ كـرنش بـر حسـب روابـط الگوريتميـك             در محاسبات مي پيوسته

                                                            
١ Local  Iteration 
٢ Forward Euler(Explicit) method 
٣ Backward Euler (Implicit) method 
٤ Midpoint rule 
٥ Consistency condition 
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)(كنـد   بين تنش و كرنش مـرتبط مـي   tD  كـه دومـي در رابطـه اصـلي بـين نـرخ تـنش و         درحـالي

  .D)(شود  نرخ كرنش (قانون ساختاري) ظاهر مي

در آنـاليز الاستوپلاسـتيك اسـت لـذا الگـوريتم بـه        1نكته سوم ظـاهر شـدن بـردار جهـت جريـان     

كــه متغيرهــاي  دارد. زمــاني شــدگي نيــاز مشــتق ايــن بــردار نســبت بــه متغيرهــاي تــنش و ســخت 

شـدگي ايزوتروپيـك) ايـن محاسـبه نسـبت بـه        شدگي اسـكالر باشـند (در حالـت مـدل سـخت      سخت

  شود. مي انجامشدگي به راحتي و نسبت به متغيرهاي تنش با دشواري  متغيرهاي سخت

  

  2بندي رفتارهاي ساختاري طبقه -2-3-3

ــه 3واژه غيرالاســتيك ــاختاري ب ــار س ــر رفت ــي  ، ه ــز الاســتيك را توصــيف م ــن   ج ــاً اي ــد. نوع نماي

ــي    ــتيك م ــتيك و الاستوپلاس ــتيك، ويسكوپلاس ــامل ويسكوالاس ــا ش ــواد   رفتاره ــي م ــد. در برخ باش

ــنش   ــزات بخــش الاســتيك رابطــه ت ــد فل ــت   -مانن ــدول الاســتيك ثاب ــذا م ــرنش خطــي اســت، ل ك

ك اسـت، اگرچـه خـود مـدول الاستيسـيته      باشـد. غيرخطـي بـودن عمومـاً نتيجـه رفتـار پلاسـتي        مي

كنـد. بخشـي از كـار انجـام شـده روي مـواد        ها بـا بـار تغييـر مـي     براي مواردي چون خاك و لاستيك

 در مــواد كــرنشتوســط نيروهــاي خــارجي قابــل بازيــابي و مــابقي غيرقابــل بازيــابي اســت.         

ــه  ــه تاريخچ ــته ب ــتيك وابس ــير 4غيرالاس ــالياســت ) 5(مس ــت  درح ــواد الاس ــه در م ــتقل از ك يك مس

  .  پيشينه خود ميباشد

هــا در حالــت   اي آن جهــت بررســي مطالــب فــوق،  رفتارهــاي ســاختاري و مفــاهيم پايــه       

يابـد، بـر ايـن اسـاس در      بارگذاري تك محوري بررسي و نتيجـه بـه حالـت چنـدمحوري توسـعه مـي      

  ) برخي از اين رفتارها نشان داده شده است.5-2شكل (
                                                            
١ Flow Direction Vector 
٢ Constitutive behavior  
٣ Inelasticity  
٤ History 
٥ Path 
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  ساختاري ابتداييهاي  ) مدل5-2شكل (

هـاي الاسـتيك    هـاي الاسـتيك و پلاسـتيك توأمـان باشـد، تغييـر شـكل        اگر رفتار بصورت المـان 

  د.ننام 1رفتار الاستوپلاستيك مستقل از نرخ رادهند. آن و پلاستيك به صورت همزمان رخ مي

  تئوري پلاستيك مستقل از نرخ -2-3-4

ــار ــول رفت ــنش معم ــت    -ت ــاده الاس ــك م ــوره ي ــك مح ــرنش ت ــل  ك ــي مراح ــتيك در ط و پلاس

  ) نشان داده شده است.  6-2باربرداري در شكل ( -بارگذاري

  

 

 

 

 

 

  ) اساس رفتار الاستو پلاستيك6- 2شكل(

در ايــن فرآينــد خصوصــيات اصــلي يــك رفتــار الاستوپلاســتيك نشــان داده شــده اســت. وقتــي  

  شده است. 1گويند تسليميابد، مي رفتار ماده از حالت الاستيك به الاستوپلاستيك تغيير مي

                                                            
١ Rate- Independent Elasto-Plastic 
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كـه تـنش تسـليم افـزايش      گوينـد. زمـاني   2دهـد را تـنش تسـليم    تنشي كه در آن تسـليم رخ مـي  

كــه كــاهش  كنــد و زمــاني را تجربــه مــي 3يشــدگي كرنشــ شــدگي يــا ســخت مــاده ســخت ،يابــد مــي

شـدگي و   سـازي رفتـار سـخت    گوينـد. جهـت مـدل    4يشـدگي كرنش ـ  شدگي يا نـرم  يابد به آن نرم مي

كـه تـنش    شـود. زمـاني   شـدگي اسـتفاده مـي    شدگي از يك قاعده رياضي بـه عنـوان قـانون سـخت     نرم

  گويند. 5تسليم ثابت بماند به آن رفتار كاملاً پلاستيك

 )، كـرنش كوچـك   6-2مطـابق شـكل (   Bتـا   Aي  با فـرض يـك بارگـذاري كوچـك از نقطـه     

شــود و بخــش  بازيــابي مــي Cي  آن بــر اســاس بــاربرداري بــه نقطــه eدهــد كــه بخــش  رخ مــي
p گـــردد.  بازيـــابي نمـــيe  را كـــرنش الاســـتيك وp  ،را كـــرنش پلاســـتيك گوينـــد

  نحوي كه: به

)2-20           (                                                                pe    

 ،جمع فوق تنها تحـت شـرايط كـرنش كوچـك صـادق اسـت، در طـي سـيكل تـنش شـكل فـوق           

  كار خالص انجام شده به صورت زير است:

                        الف)                                        2-21( 
C

B

B

A

ddW   

0
2

1

2

1
;)(

2

1
  ppe

C

B

pe
B

A

WWdd 

     

  ب)   2-21(  

دهـد زيـرا كـار خـالص انجـام شـده در طـي سـيكل          اين خاصـيت رفتـار پلاسـتيك را نشـان مـي     

ــي     ــاظ هندس ــه لح ــت. ب ــي اس ــنش غيرمنف ــي   pWت ــكل م ــورخورده ش ــش هاش ــد. در  بخ باش
                                                                                                                                                                              
١ Yield 
٢ Yield stress 
٣ Hardening 
٤ Softening  
٥ Perfectly-plastic 
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و پـس از آن مـاده تغييـر شـكل نامحـدود بـدون اضـافه شـدن تـنش را تجربـه مـي كنـد              Hي  نقطه

  را تجربه كرده است. 1شود ماده جريان پلاستيك در اينحالت گفته مي

)E(هاي الاستيك  اگر مدول e  و پلاستيك)E( p  و كل(E) :تعريف شوند، آنگاه  

)2-22             (                         p
p

e
e EEE   ;;  

 ـ مطالب فـوق در خصـوص بارگـذاري تـك محـوره بـود كـه مـي         بـه بارگـذاري چنـدمحوري     دتوان

گوينـد. اگـر    2حالت تنش تسـليم يـك سـطح اسـت كـه بـه آن سـطح تسـليم         نيز توسعه يابد. در اين

يعنـي رفتـار آن مسـتقل     باشـد  ) را مدنظر قـرار دهـيم و فـرض كنـيم مـاده ايزوتروپيـك      7-2شكل (

خــواهيم ســطوح تســليم و خرابــي  ، مــيباشــداز جهــت بــوده و تــنش تســليم در تمــام جهــات برابــر 

ــور   ــرا در صــفحه دو مح 21آن    ــه ــي قطع ــيم. وقت ــرد   نشــان ده ــرار گي ــذاري ق اي تحــت بارگ

ــر دو   ــه ه ــه اي ك ــم   2و  1بگون ــد، رس ــر كنن ــب   1تغيي ــر حس ــته  2ب ــير بس اي را در  مس

21ي  صفحه    گوينـد. اگـر بارگـذاري در هـر يـك از       3كنـد كـه بـه آن مسـير تـنش      ايجاد مـي

ر هـر دو جهـت   محـوره اسـت، امـا اگـر د     جهات به شكل منفرد انجام شود، رفتـار مشـابه حالـت تـك    

هـا   دهـد كـه تـنش    گيـرد، لـذا تسـليم زمـاني رخ مـي      بارگذاري انجام شود، سطح تسـليم شـكل مـي   

  به سطح تسليم برسد.

  
                                                            
١ Plastic Flow 
٢ Yield surface 
٣ Stress Path 
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  ) سير تحول سطح تسليم طي بارگذاري چند محوري7- 2شكل(

در حالــت تــك محــوره بــا افــزايش تــنش فراتــر از تــنش تســليم اوليــه، مقــدار تــنش تســليم تــا 

يافــت در حالــت دو محــوره ايــن مطلــب بــه صــورت رشــد  مــاكزيمم افــزايش مــيرســيدن بــه يــك 

ــكل (     ــذاري). ش ــطوح بارگ ــايش است(س ــل نم ــليم قاب ــطوح تس ــدازه س ــده 8-2ان ــاي اي آل  ) رفتاره

وسـپس   2بـه   1دهـد. در حالـت (الـف) در شـكل زيـر بـا تغييـر نقطـه تـنش از           مختلف را نشان مي

ــه صــورت يكنواخــت در همــه جهــات  3 توســعه يافتــه و مركــز و شــكل آن ثابــت   ســطح تســليم ب

ــر ســخت    مــي ــا يــك متغي ــدازه ســطح تســليم تنهــا ب ــذا تغييــر در ان ــد. ل ــل  مان شــدگي اســكالر قاب

شـدگي ايزوتروپيـك گوينـد. اگـر مطـابق شـكل        شـدگي را سـخت   سازي است. ايـن نـوع سـخت    مدل

شــدگي  ختشــدگي را از نــوع ســ (ب) انــدازه و شــكل آن تغييــر نكنــد و صــرفاً جابجــا شــود، ســخت

ســازي  شــدگي تانســوري جهــت مــدل  حالــت يــك متغيــر ســخت  گوينــد. در ايــن ســينماتيكي مــي

شـدگي در شـكل (ج) نشـان داده شـده      رياضي رفتار فـوق نيـاز اسـت. تركيـب ايـن دو رفتـار سـخت       

عنــوان مثــال در  اســت كــه بــه 1شــدگي دورانــي شــدگي از نــوع ســخت حالــت ســخت اســت. در ايــن

  شود.   ها ملاحظه مي خاك

ــا تغييــر ســطح تســليم را در طــي فرآينــد بارگــذاري توصــيف    ق ــانوني كــه حركــت ي ــا ق اعــده ي

شـدگي نيـز در حـوزه     شـود. مفـاهيمي چـون كـرنش نـرم     شـدگي ناميـده مـي    كند، قـانون سـخت   مي

شـدگي ايزوتروپيـك قابـل نمـايش اسـت، امـا        دو بعدي بـه شـكل انقبـاض سـطح تسـليم در سـخت      

 ــ در نــرم ه شــكل فرورفتگــي موضــعي در ســطح تســليم خــود را  شــدگي ســينماتيكي ايــن مطلــب ب

  دهد. نشان مي

تــرين ســطح تســليم، معــرف ســطح  دهــد خــارجي شــدگي نشــان نمــي وقتــي مــاده از خــود نــرم

  باشند. 2خرابي است. در هر حال سطوح خرابي و تسليم مورد قبول بايد محدب

                                                            
١ Rotational Hardening 
٢ Convex 
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  ) رفتارهاي سخت شدگي استاندارد 8-2شكل (

حالــت در نــدمحوره نيــاز بــه معيــار بارگــذاري/باربرداري اســت.  مطلــب مهــم ديگــر در حالــت چ

ي  ) رفتـار از نقطــه 9-2دو محـوره، تانســور تـنش هــم مقـدار دارد و هــم انـدازه، لــذا مطـابق شــكل (     

A  ــه رفتــار پلاســتيك  2و1در جهــات  Cي  الاســتيك اســت. در نقطــه  ،در درون ســطح تســليم Bب

شــود كــه بارگــذاري خنثــي ناميــده مــي 3اســت زيــرا در جهــت خــروج از ســطح اســت، در جهــت  

توانـد حالـت    لزومـا رفتـار مـاده الاسـتيك نيسـت و مـي       4باشـد امـا در حالـت     رفتار الاسـتيك مـي  

  نرم شدگي اتفاق بيفتد.

  

  ) نمايش الزامات معيار بارگذاري9-2شكل (
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ــواد الا ــدي تحــت     در م ــاي جدي ــذا متغيره ــه وابســته اســت. ل ــه تاريخچ ــار ب ــتيك رفت ستوپلاس

تــا  شــوند، ) در تــابعي ســاختاري تعريــف مــي( 2يــا متغيرهــاي مخفــي 1عنــوان متغيرهــاي داخلــي

),(اي را كمي كنند، لذا حالت مواد بايد بر حسب  اين اثر تاريخچه  :ي شود، بنابراينكم  

),(                            )                                                الف2-23(    

تواننــد مفهــوم فيزيكــي نيــز داشــته باشــند، امــا هميشــه ايــن امــر   ايــن متغيرهــاي جديــد مــي

تعريـف يـك رابطـه كمـي      ند،باش ـهـاي فيزيكـي مـذكور مشـخص      ممكن نيست. حتي اگـر مكـانيزم  

 در مــوارداز باشــد. لــذا در بســياري  پــذير نمــي هــاي پلاســتيك امكــان بــين ايــن متغيرهــا و كــرنش

معمــول  ،ماننــد ســايز ســطح تســليم 3شــدگي بــا متغيــر ســخت قــرار دادن ،هــاي ســاختاري مــدل

 است.

شـود كـه وقتـي نـرخ تغييـر كـرنش پلاسـتيك صـفر اسـت،           به نحـوي تعريـف مـي    حال در هر

ــر  ــرخ تغيي ــا دقيــق   ن ــي ي ــراي متغيرهــاي داخل ــذا ب ــز صــفر باشــد، ل ــر ني ــي  ،ت متغيرهــاي داخل

},,...{  (PIV)4پلاستيك 21   :خواهيم داشت  

                  )                                          ب2-23(   

00  pوقتي    

  هاي مبتني بر كرنش پلاستيك متداول به صورت زير هستند: PIVهايي از  مثال

 شدگي) سازي كرنش سخت يا نرم جمع شده (در مدل 5كرنش انحرافي - 1

                                                      الف)                       2-24(    Jd   

 شدگي) سازي كار سخت و نرم كار پلاستيك جمع شده ( در مدل - 2

                                                            
١ Internal variables 
٢ Hidden variables 
٣ Hardening variable 
٤Plastic Internal Variable  
٥ Deviatoric strain 
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                                 ب)                                      2-24( p
ijij

p dW   

  

  پلاستيك مستقل از نرخساختار كلي  -2-3-5

ــار تــنش  ــار آن  -در ايــن بخــش چــارچوب كلــي رفت هــا  كــرنش مــواد جهــت شــبيه ســازي رفت

  گردد. بررسي مي

  حالت مواد -2-3-5-1

شـود، لـذا تـابع تسـليم      ) تعريـف مـي  هـا (  PIVو  )(حالت مواد بر حسـب دو متغيـر تـنش    

  باشد: صورت زير مييا سطح تسليم به 

),(0                              الف)                                               2-25(   

  شود: سطح تسليم معرف وضعيت فعلي ماده به صورت زير بيان مي

                                              ب)                                        2-25(            

ــه  ــدار  ك ــكل(    PIVمق ــت. ش ــاده اس ــي م ــعيت فعل ــان   10-2در وض ــليم را نش ــطح تس ) س

ــتي    مــي ــاملا الاس ــار در آن ك ــه رفت ــه الاســتيك خــالص اســت ك ــه درون ســطح دامن ــد. دامن ك ده

قابـل حصـول نيسـت بنـابراين دسـتيابي بـه آن        حالـت فيزيكـي  باشد. دامنـه خـارج از سـطح در     مي

  شود كه: ممكن نيست. لذا تابع تسليم به نحوي تعريف مي

),(0روي سطح                                    الف)                              2-26(    

),(0ب)                                                          خارج از سطح       2-26(   

),(0داخل سطح                     ج)                                                2-26(   
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 ) شكل تابعي سطح تسليم10-2شكل (

  

  معيار بارگذاري/ باربرداري -2-3-5-2

 Lبــا توجــه بــه مباحــث مطروحــه در خصــوص بارگــذاري و بــاربرداري يــك مقــدار اســكالر كمــي 

بــر ســطح تســليم در نقطــه  n) و بــردار نرمــال بــه عنــوان يــك ضــرب اســكالر بــين نــرخ تــنش (

  ))11-2شود: (شكل ( فعلي تنش به صورت زير تعريف مي

klklnL                                                                             الف)  2-27(   

  كه

                              ب)                           2-27(













 gو
g

n
kl

kl

1  

  

ــماره     ــنش ش ــت ت ــراي جه ــكل ب ــه ش ــه ب ــا توج 0L؛ 1ب    ــت ــراي جه 0L؛ 2ب   ــراي و ب

0L؛ 4و3هــاي  تــنش  باشــد. بنــابراين اســكالر  مــيL توانــد موضــوع بارگــذاري و بــاربرداري را  مــي

  گويند. نيز مي 1بارگذاري ساندي Lبه  تعريف كند.

                                                            
١  Loading Index 



44 
 

  

  ) نمايش انديس بارگذاري11-2شكل (

  

  0Lپلاستيك) -بارگذاري (الاستو                الف)                                 2-28(

  0L   بارگذاري خنثي (الاستيك)                                 ب)                   2-28(

0L          باربرداري (الاستيك)                   ج)                                 2-28(        

داده شــده و افــزايش  هــاي ســاختاري، افــزايش كــرنش  در كاربردهــاي اجــزاء محــدود مــدل

بايد محاسـبه گـردد. لـذا در ابتـدا بايـد مشـخص شـود كـه ايـن افـزايش كـرنش             متناظر تنش

مقــادير نرخــي بايــد بــه  بنــابراينرفتــار الاســتو پلاســتيك را باعــث مــي گــردد يــا رفتــار الاســتيك. 

باشـد و بايـد معيـار     معيـار بارگـذاري/ بـاربرداري فـوق مناسـب نمـي      پـس  مقادير افزايشي تغيير يابد 

  ديگري تعريف نمود.

ــرال    ــه انتگ ــنش در نقط ــر ت ــيش رو   اگ ــري پ 1nگي   ــا ــي     1nب ــود يعن ــان داده ش نش

  n1n ) ــكل ــد از ش ــه 16-2باش ــتيك   1n) نقط ــتو پلاس ــنش الاس ــك ت ــراي ي  ،ب

  گيرد. بر اين اساس: خارج از سطح تسليم فعلي قرار مي

),(0بارگذاري خنثي                   الف)                         2-29( n1n    

  0بارگذاري                        ب)                                2-29(      
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     0باربرداري (يا بارگذاري الاستيك)                 ج)            2-29(

اســت كــه از قبــل مقــدار  1nباشــد. رابطــه فــوق تــابع  مــي nي  در نقطــه PIVمقــدار  nكــه 

يـا   1آن مشخص نيسـت، لـذا رابطـه ديگـري بايـد جسـتجو شـود. در ادامـه تـنش حـدس الاسـتيك           

بـه صــورت   2تـنش پــيش بـين الاســتيك    :1
e

n
tri
n C  توانــد در  شــود كـه مــي  تعريــف مـي

triايــن خصــوص مــورد اســتفاده قــرار گيــرد. 
1n  بــراي بارگــذاري الاستوپلاســتيك خــارج از ســطح

  ماند. گيرد و براي بارگذاري الاستيك درون سطح مي قرار مي

  چارچوب معادلات ساختاري -2-3-5-3

  تواند به صورت زير بيان شود: كرنش پلاستيك مي بر اساس مشاهدات فوق نرخ

),,,(                                                    الف)               2-30(   ij
p

ij f   

  با

0p                                                                   ب)   2-30(
ij     0براي  

0pبراي      0L                                                           ج)        2-30(
ij  

  گردد:به علاوه ملزومات زير اضافه مي

 كرنش مستقل از نرخ است-رابطه تنش  

 3سطح تسليم پيوسته است (شرط پيوستگي) رويكرنش -رابطه تنش  

رابطـه فـوق بايـد همگـن از مرتبـه يـك در        ijfكـرنش مسـتقل از نـرخ، تـابع      -براي رابطه تنش

  و  باشد (بدين مفهوم كه)x(nf)nx(f .(  

  باشد: به صورت زير مييك شكل ممكن براي معادله فوق 
                                                            
١ Elastic trial stress 
٢ Elastic predictor stress 
٣ Continuity condition 
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)2-31                                                         (                ),(  ij
p

ij fL  

همگــن از   Lشــوند. انــديس بارگــذاري  خلاصــه مــي Lبــوده و تنهــا در  ijfخــارج از  و  كــه 

ــك در    ــه ي ــتقل از   مرتب ــي و مس ــ م ــابعباش ــابع >  .< د.  ت ــه   Heavy Side ت ــت و ب اس

LLصــورت    0بــرايL   0وL   0بــرايL   شــود. حــال شــكل    تعريــف مــي

ب) ارضـا گـردد، مـورد نيـاز اسـت. يـك راه ممكـن        50-2بطوريكـه معادلـه(   تابعي مناسـبي بـراي   

  باشد: به صورت زير مي و  pتعريف 

),(                             الف)                                       2-32(  ij
p

ij fL
 

  و 

   sL                                                                ب)                  2-32(

0Lبايد توجه نمـود كـه وقتـي         اسـت هـر دويp  و   باشـند. بـر اسـاس رابطـه      صـفر مـي

دهــد. فــرض  جهــت و دامنــه تانســور نــرخ كــرنش پلاســتيك را نمــايش مــي  ijf) تــابع الــف2-32(

اسـتخراج نمـود. لـذا رابطـه فـوق بـه صـورت زيـر          كنيم كه جهـت را بتـوان از تـابع پتانسـيل      مي

  شود: مي بازنويسي

                الف)                                       2-33(
ij

p
ij LG


 ),(

),(


  

  كه تابع

),(0                                                       ب)                       2-33(   

  شود. شناخته مي 1پتانسيل پلاستيكتابع بعنوان 

  با تعريف يك بردار نرمال به صورت: 

                                                            
١ Plastic potential 
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                ج)                                          2-33(






g

r
وقتي  1






g  

  باشد: الف) به صورت زير مي 33-2يك شكل مشخص براي (

)2-34                      (                                                       ij
p

p
ij rL

K

1
  

  شود. ناميده مي 1مدول پلاستيك pkكه 

باشـد. بـا ايـن     الـف) درج مـدول پلاسـتيك در انـديس بارگـذاري مـي       33-2شكل ديگر معادلـه ( 

  بود:تعريف معادلات ساختاري پلاستيك به شكل زير خواهد 

ij                                                        الف)                      2-35(
p

ij rL  

  sL                                                         ب)                         2-35(

  كه

klkl                                                  ج)                          2-35(
p

n
K

L 1
  

شــونده، ســطح تســليم بــه صــورت محلــي بــه خــارج حركــت  بــا اســتفاده از تعريــف مــواد ســخت

0L. چـون   0klklnكنـد، لـذا    مي           بـراي بارگـذاري پلاسـتيك اسـت، لـذا بـراي مـواد سـخت

بايــد منفــي  pkبايــد مثبــت باشــد. بــه همــين ترتيــب در خصــوص مــواد نــرم شــونده  pkشــونده 

  باشد.

ــكل (     ــتيك در ش ــيل پلاس ــليم و پتانس ــطوح تس ــي س ــوم هندس ــده  12-2مفه ــان داده ش ) نش

شــود.  ناميــده مــي 2، پــارامتر ســازگاري پلاســتيكج) تعريــف شــده35-2(كــه طبــق رابطــه  Lاســت. 

  باشد. مي L ،نوشتار متداول براي 

                                                            
١ Plastic modulus 
٢ Plastic consistency parameter 
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  ) مفهوم هندسي سطوح تسليم و پتانسيل پلاستيك12-2شكل (

  

  قواعد جريان مرتبط و نامرتبط-2-3-5-4

-ناميــده مــي همبســتهخواهــد بــود و قاعــده جريــان، قاعــده جريــان  0 ،n=rوقتيكــه   

شـد. در ادامـه نشـان داده خواهـد شـد كـه       بامـي  ناهمبسـته  ،شود. در غيـر اينصـورت قاعـده جريـان    

اپراتــور مماســي پيوســته و لــذا مــاتريس ســختي المــان محــدود كلــي، در حالــت مــدلهاي جريــاني  

  بود. واهدمتقارن و در غير اينصورت نامتقارن خ همبسته

  

  1قواعد جريان همبسته و ناهمبسته -2-3-5-5

ــه    ــليم      ،0Lوقتيك ــطح تس ــنش از س ــه ت ــده و نقط ــايگزين ش ــتيك ج ــذاري پلاس بارگ

 ـ     سـمت  شـود (بـه   خارج مـي  سـمت داخـل بـراي مـواد نـرم      ه خـارج بـراي مـواد سـخت شـدگي و ب

تسـليم بـاقي بمانـد. لـذا سـطح تسـليم       شدگي) جـدا از رخـداد فـوق نقطـه تـنش بايـد روي سـطح        

بايد تغيير سايز، شكل يـا مكـان دهـد بنحويكـه نقطـه فعلـي هنـوز روي سـطح تسـليم قـرار گيـرد.            

  شود:شود و بصورت رياضي زير نشان داده ميناميده مي 2اين الزام شرط سازگاري

                                                            
١ Associated and  Non-associated Rules 
٢ Consistency Condition 
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),(0                                                             الف)                    2-36(   

  اي:با استفاده از قاعده زنجيره

0                                                        ب)                  2-36(





 





   

  ب) خواهيم داشت:27-2ج) و (35-2ب)و (35-2از (

0         ج)                                                                2-36(



 sLLgK p 
  

  كه منجر به

s                                                                             د)  2-36(
g

K p 






1  

 شود.مي

مســتقل نيســت. همينكــه ســطح تســليم و قواعــد ســخت  لــذا مــدول پلاستيســيته يــك مقــدار 

تـوان  گـردد. متعاقبـا مـي   د) محاسـبه مـي  36-2مـدول پلاسـتيك از روي (   ،شـود شدگي انتخاب مـي 

يك توصيف بـراي مـدول پلاسـتيك انتخـاب نمـود و يـك قاعـده سـخت شـدگي از روي آن توسـعه           

  تر بحث شد:داد. همانطوركه پيش

         0pKبراي مواد سخت شونده                                                                     

  0pKبراي مواد پلاستيك كامل                                                هـ)    2-36(  

  0pKبراي مواد نرم شونده                                                                       

  بندي نرمال واحد نباشد:زمانيكه فرمول

sLrL                                                         و)         2-36(  ij
p

ij    ;  

klkl                                                                             ز)2-36(
p

n
K

L 1
  
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                                            ح)                   2-36(
ij

ij
ij

ij nr













 ;  

  گردد به:شرط سازگاري منجر مي

sK                                                     ط)                        2-36( p 





  

  

  مراحل توسعه مدلهاي ساختاري-2-3-5-6

ــر   ــه شــده  ب ــر را   ،اســاس مفــاهيم و معــادلات ارائ توســعه يــك مــدل پلاســتيك مراحــل زي

  :دكنطلب مي

ــي        - 1 ــاده در ط ــت م ــرات حال ــخيص تغيي ــراي تش ــه ب ــيل ك ــليم و پتانس ــع تس ــف تواب تعري

 بارگذاري كاربرد دارند

ــخت  - 2 ــاي س ــايي رفتاره ــي    شناس ــينماتيك، تركيب ــك، س ــال: ايزوتروپي ــوان مث ــدگي (بعن ش

ــخت  ــاي س ــايي   و...) و متغيره ــالي جابج ــليم، چگ ــطح تس ــدازه س ــدگي(مثل: ان ــه 1ش ،...)ك

  :ماده مورد نظر استمناسب 

ب)) بـراي تكامـل هـر يـك     35-2الف) توسـعه معـادلات رياضـي مناسـب ( معادلـه (     

هــاي پلاســتيك از  ج مــدولحــل بارگــذاري و اســتخرااز متغيرهــاي ســخت شــدگي در 

  اري يامعادله سازگ

هـاي پلاسـتيك و توسـعه يـك توصـيف بـراي        ب) تعريف يـك توصـيف بـراي مـدول    

  ي تابع سازگاريوشدگي از ر تابع سخت

                                                            
١ Dislocation Density 
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ــي،         -3 ــتيك خط ــتيك (الاس ــادلات الاس ــا مع ــتيك ب ــادلات پلاس ــردن مع ــل ك ــايپرتكمي  ه

 ...)  و        1الاستيك

  

  اپراتورمماسي پيوسته الاستوپلاستيك -2-3-5-7

رافســون عنــوان شــد كــه ايــن تكنيــك بــه اپراتــور يــا تانســور مماســي مــاده و   -در روش نيــوتن

مقدار تنش افزايشي بـراي يـك مقـدار كـرنش افزايشـي نيـاز دارد. حـال اپراتـور مماسـي پيوسـته را           

  گيريم. ر ميكنيم. براي اينكار قانون ساختاري الاستيك را در نظ محاسبه مي

)2-37       (                                                                        e
ijklij kl

E     

  شود: كرنش كل به دو بخش الاستيك و پلاستيك (با فرض كرنش كوچك) تقسيم مي

)2-38                                                       (                        pe

ijijij
    

  توان به صورت زير بازنويسي نمود: ) را مي37-2معادله (

)(                 الف)                                                2-39( p
ijklij klkl

E     

  الف) خواهيم داشت: 35-2با كمك (

)(                  ب)                                                2-39( klijklij rLE
kl
    

ب) تنهـا زمـاني وجـود دارد كـه      39-2وارد شـده در معادلـه (   Lبا درك ايـن مطلـب كـه جملـه     

0L  ) ب) خواهيم اشت: 39-2ج) و (35-2باشد، از تركيب معادلات  

                                                                    )(
1

pqpqklpqkl
p

rLEn
K

L    

                                                                  pqklpqklpqklpqklp EnrEnKL     

                                                            
١ Hyper elastic 
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)2- 40                                  (                                  
pqklpqklp

pqklpqkl

rEnK

En
L




  

  ) داريم:40-2ب) و (39-2با تركيب (

)2-41      (                                         kl
pqrspqrsp

rsklrsabijab
ij rEnK

EnrE
Eijkl  
















))((  

  يا

klijklij                                        الف)                                    2-42( D     

  باشد: اپراتور مماسي الاستوپلاستيك پيوسته زير مي ijlkDكه تانسور مرتبه چهار 

                            ب)                       2-42(
pqrspqrsp

rsklrsabijab
ijklijkl rEnK

EnrE
ED




))((  

klijijklمتقارن خواهد بود ( ijklDكه قاعده جريان مرتبط باشد  زماني DD (  

 

  

 1ميسز-معيار تسليم فون -2-3-5-8

دهــد كــه مقــدار نــامتغير  كنــد كــه تســليم زمــاني رخ مـي  ميســز فــرض مـي -معيـار تســليم فــون 

از يــك مقــدار مشــخص فراتــر رود كــه مســتقل از فشــار هيدرواســتاتيك اســت. بــه  2انحرافــي تــنش

  صورت رياضي سطح تسليم به صورت زير قابل نمايش است:

)2-43                                 (                             0
3

2
),( 2  kssks ijij  

  يا 

                                                            
١ Von misses criterion 
٢ Deviatoric stress invariant 
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)2-44                                              (                                 0
3

1
 kJ  

نقـش   kانحرافـي تـنش اسـت و     نـامتغير   Jشـود.   به صورت يك مقـدار مثبـت تعريـف مـي     kكه 

PIV كند.   در مدل ساختاري را كه از اين سطح تسليم استفاده نمايد، بازي مي  

  توان بر حسب اجزاء تانسور تنش به صورت زير نوشت: را مي معيار ميسز

                                                                                    0
3

1

2

3
),( 22  kk

octij   

         

         0
3

1
6

6

1
),( 22

13
2
23

2
12

2
1133

2
3322

2
2211  kkij   

)2-45(  

ــالهبـــا فـــرض  هـــاي اصـــلي بارگـــذاري شـــده اســـت:   تـــنش مســـطح كـــه در جهـــت  مسـ

033132312   ) شود: ) به صورت زير ساده مي45-2معادله  

                                                                     0k2222 2
2211

2
22

2
11    

  يا

)2-46                 (                         1
kkkk

2
222211

2
11 



























   

2211كه معادله ي بيضي در فضاي    13-2باشد (شكل  مي.(  
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  ميسز در حالت بارگذاري دومحوره -) شكل سطح تسليم فون13-2شكل (

  

ــخت   ــار س ــازي رفت ــت مدلس ــدگي  جه ــه ( ش ــينماتيك معادل ــر   43-2س ــر تغيي ــورت زي ــه ص ) ب

  يابد: مي

)2-47                  (                 0
3

2
))((),,( 2  kssk ijijijijijij   

  شود. ناميده مي 1تنش برگشتي ijكه 

باشـد، لـذا تـنش برگشـتي      مخالف صفر، معـادل جابجـايي مركـز سـطح تسـليم مـي       ijدر واقع 

ij  شـدگي سـينماتيك (يكـي از     متغير سـختPIV   شـدگي   باشـد. لـذا يـك قاعـده سـخت      هـا) مـي

  مناسب جهت مدلسازي تكامل آن در طي فرآيند بارگذاري لازم است.

  

  2شدگي قواعد سخت -2-3-5-9

  شدگي ايزوتروپيك سختالف) قاعده 

شــدگي  تــوان بــه رفتارهــاي ســخت شــدگي را مــي بــر اســاس مطالــب ارائــه شــده رفتــار ســخت 

ــي تقســيم  ــينماتيك و تركيب ــك، س ــود. ســخت  ايزوتروپي ــدي نم ــي   بن ــه معن شــدگي ايزوتروپيــك ب

                                                            
١ Back stress 
٢ Hardening Rules 



55 
 

توســعه و انقبــاض ســطح بــه صــورت يكنواخــت در همــه جهــات در فضــاي تــنش بــدون تغييــر در   

  توان به صورت زير نوشت: ميسز را مي-ت. معيار تسليم فونشكل و مركز سطح اس

)2-48                                         (                 0
3

2
)(),( 2  kk ijij   

ــنش تســليم   ــه ت ــي  kك ــه م ــدازه ســطح را ديكت ــزات دو ســنجش   ان ــراي فل ــته ب ــد. در گذش كن

-2شــد ( بــا بارگــذاري اســتفاده مــي k تــدريجي ســازي تكامــل كــرنش پلاســتيك زيــر، جهــت مــدل

  ب):24-2الف و 24

                                 الف)                               2-49( 





2

1

2

1 p
ij

p
ij

p dede  

  و

                ب)                                                         2-49( p
ijij

p dW   

عــي مســير در فضــاي كــرنش (طــول تجم 1كــرنش پلاســتيك انحرافــي مــؤثر يــا معــادل pكــه 

  باشد. عي ميكار پلاستيك تجم pWپلاستيك انحرافي) و 

ــي   ــف م ــه مســيرهاي مختل ــود ك ــد توجــه نم ــراي   باي ــر ب ــادير براب ــد مق ــه  pWو  pتوانن ارائ

باشـند. امـا بـه     نمايند. لذا اين پارامترهـا بـه صـورت يكتـا بـه مسـير كـرنش يـا تـنش مـرتبط نمـي           

  صورت يكتا به تغيير شكل پلاستيك تجربه شده توسط ماده مرتبط هستند.

  شود: به صورت زير تعريف مي pWيا  pبه صورت تابعي از   kاندازه پارامتر 

kk)(                                                                 الف)             2-50( p  

  يا

                                                            
١ equivalent or effective deviatoric plastic strain 



56 
 

W(kk(                                                                 ب)             2-50( p  

شــدگي  ب) قــانون ســخت 50-2و معادلــه ( 1شــدگي كــرنش الــف) قــانون ســخت 50-2( معادلــه

  شوند: ناميده مي 2كار

ppp          الف)                                                  2-51(
p

g
d

dk
k 


 )(  

ppp      ب)                                                   2-51(
p

WWhW
dW

dk
k  )(  

pkشيب روابط  hو  gكه    وpWk  ) 14-2هستند (شكل.((   

شــدگي كــرنش يكــي از روابــط پيشــنهادي بــه صــورت رابطــه   قــانون ســخت گــرفتنبــا در نظــر 

  باشد: هايپربوليك زير مي

)2-52                                                   (           p
f

p
f

mkk

kkm
kk









)(

)(

0

0
0  

0k باشد. تنش تسليم اوليه مي  

  گيري از رابطه فوق خواهيم داشت: با مشتق

pgk                                                                         الف)        2-53(    

               ب)                                               2-53( 20

2
0

)(

)(
p

f

f

mkk

kkm
g




  

ــر  0pاگـ  ــاه  آن ــه   g = mگـ ــود. همچنانكـ ــد بـ ــاه  آن pخواهـ و  kگـ

0g گيري معادلات ساختاري مورد استفاده قرار خواهد گرفت. . اين تابع در انتگرال 

  

                                                            
١  strain hardening law 
٢  Work hardening law 
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  شدگي ايزوتروپيك خطي و غيرخطي ) شماتيك توابع سخت14-2شكل (

 

  شدگي سينماتيك ب) قاعده سخت

ــخت  ــار س ــن رفت ــر      در اي ــز آن تغيي ــده و مرك ــت مان ــليم ثاب ــطح تس ــايز س ــكل و س ــدگي ش ش

تانسـوري تحـت عنـوان تـنش      PIVشـدگي توسـط معرفـي يـك      كند. به طـور كلـي ايـن سـخت     مي

شـود. در مـواد وابسـته بـه فشـار       برگشتي و تعريف يـك قاعـده تكامـل مناسـب بـراي آن مـدل مـي       

دارنــد. در مــواد مســتقل از  2و هــم انحرافــي 1جمــيماننــد خــاك ايــن تــنش برگشــتي هــم اجــزاء ح

فشــار ماننــد فلــزات چــون ســطح تســليم مســتقل از تــنش هيدرواســتاتيك اســت، تــنش برگشــتي  

  باشد. يك تانسور انحرافي خالص مي

-2بـا تـنش برگشـتي در معادلـه (     ميسـز -ه معيـار تسـليم فـون   ت ـيك شـكل معمـولي تغييـر ياف   

 kكنـد و   تـنش برگشـتي اسـت كـه بـا كـرنش پلاسـتيك تغييـر مـي          ij) داده شده اسـت كـه   47

                                                            
١ Volumetric 
٢ Deviatoric 
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ــي       ــاقي م ــر ب ــدون تغيي ــتيك ب ــار پلاس ــي رفت ــه ط ــت ك ــكالر اس ــت اس ــك ثاب ــت   ي ــد (در حال مان

ــد ســخت   ســخت ــين قواع ــده   شــدگي ســينماتيك خــالص). در ب شــدگي ســينماتيك كلاســيك قاع

  شوند: ورت رياضي زير بيان ميپركاربردترين هستند كه به ص 2و زيگلر 1پراگر

ijقانون پراگر:                                   الف)                   2-54(
p

ij c   ),(1   

)(      قانون زيگلر:                      ب)                           2-54( ijijij     

  باشد: در قاعده زيگلر به صورت زير مي يك شكل مناسب براي 

pc                                        ج)                                 2-54(   ),(2  

 2Cدر قاعــده پراگــر و  1Cباشــد. وقتــي  نــامتغير انحرافــي نــرخ كــرنش پلاســتيك مــي pكــه 

ــر مســتقل از متغيرهــاي حالــت   ),(در قاعــده زيگل  شــدگي خطــي و در  باشــند، قاعــده ســخت

 باشد. صورت غيرخطي مي غيراين

 

 

  

  گيري معادلات ساختاري الاستوپلاستيك هاي انتگرال روش -2-3-6

ــيش   ــه پ ــانطور ك ــدود        هم ــزاء مح ــاليز اج ــوعات آن ــرين موض ــي از مهمت ــد يك ــرح ش ــر مط ت

بــراي يــك بــردار كــرنش افزايشــي داده شــده  الاستوپلاســتيك تكامــل بــردار تــنش افزايشــي 

 باشد.   مي  

تريس مـدول مماسـي   رافسـون بـه يـك مـا     -هـاي متـوالي مبتنـي بـر روش نيـوتن      از طرفي روش

 ـنيـاز دار  tDماده (يا اپراتـور سـختي مماسـي)     د. اگرچـه محاسـبه آن در حـوزه مسـائل الاسـتيك      ن
                                                            
١ Prager 
٢ Ziegler 
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 هـايي همـراه مـي    اعم از خطي و غيرخطـي آسـان اسـت، امـا در حـوزه الاستوپلاسـتيك بـا دشـواري        

گيــري قــوانين ســاختاري الاستوپلاســتيك مســتقل از نــرخ  باشــد. در ايــن راســتا ســه روش انتگــرال

  وجود دارد كه شامل:  

  1اي روش اويلر دو مرحله - 1

 2روش صفحه برشي - 2

 (CPPM) 3ترين نقطه روش تصوير نزديك - 3

 -تـر گفتـه شـد كـه حـل معـادلات اجـزاء محـدود غيرخطـي توسـط روش نيـوتن            باشد. پيش مي

ــاتريس مــدول مماســي   رافســون مســت ــردار تــنش  tDلزم آنســت كــه در هــر نقطــه گوســي م و ب

  شود: به صورت زير تعريف  افزايشي 

)2-55                                     (                         







tt

t

t dtوD 



  

ــه  ــنش و    ك ــرخ ت ــردار ن ــرنش و    ب ــرخ ك ــردار ن ــادلات     tب ــب مع ــا تركي ــت. ب ــان اس زم

  ساختاري الاستيك و پلاستيك خواهيم داشت:

           الف)                                   2-56(
CrCCC

r
pe

ppe












][

;                

  كه

;           ب)                     2-56(
),(

),(;
1

),(






 nn
K

T

p

  

        ج)   2-56(







),(

),(r;),(ss;),(gs  

                                                            
١ Two-step Euler method 
٢ Cutting plane 
٣ Closest point projection  method 
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),(0;),(0                                                       د)      2-56(    

p  ،بـــردار نـــرخ كـــرنش پلاســـتيكC  ،مـــاتريس مـــدول مماســـي الاســـتيك  پـــارامتر

ــازگاري ــتيك    r ،س ــيل پلاس ــطح پتانس ــر س ــال ب ــردار نرم ــان (ب ــت جري ــليم   ،(nجه ــت تس جه

 (PIV)متغيـر داخلـي پلاسـتيك      ،((بردار نرمـال بـر سـطح تسـليم تعريـف شـده توسـط تـابع         

هـا اسـكالر و يـا تانسـوري ماننـد تـنش برگشـتي         PIVشـدگي (كـه عمومـاً شـامل      يا متغيـر سـخت  

  و  PIVجهت نرخ  sباشد)،  مي

sK               هـ)                                                         2-56( T
p )(   

كــرنش الاستوپلاســتيك تركيبــي بــه  -باشــد، بعــلاوه معادلــه نــرخ تــنش مــدول پلاســتيك مــي

  صورت زير است:

                       و)                                                             2-56(  D  

  باشد. اپراتور مماسي پيوسته الاستوپلاستيك مي Dكه 

  باشد: موردنظر به صورت زير مي مساله

ــتن   ــا داش ),,(ب nn  ــبه ــدف محاس ),,(ي  ، ه 111  nn
t
nD  ــي ــه   م ــد ك ــرف  nباش مع

1nتـر مطـرح شـد كـه      باشـد. پـيش   ) مـي 15-2عدد افزايش مطـابق شـكل (  
t

1n ,D     در مراحـل

  مختلف در طي توالي كلي مورد نياز هستند.
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  تنش و كرنشهاي  ) نمايش هندسي افزايش15-2شكل (

  

ــرنش      ــا ك ــونده ب ــد آغازش ــك فرآين ــد، ي ــذا فرآين ــي ل ــبه  م ــد و محاس  و  ي  باش

 هـاي انتگـرال   باشـد كـه توسـط روش    از جملـه مسـائل مقـدار اوليـه مـي      مسـاله مـدنظر اسـت. ايـن    

د كـه اسـتفاده از اپراتـور مماسـي سـازگار بـه مقـدار قابـل         گيري اويلر قابل محاسبه است. اشـاره ش ـ 

  دهد. پيوسته افزايش مي يگرايي را نسبت به اپراتور مماس اي نرخ هم ملاحظه

ــه    مســالهحــال اگــر  ــريم؛ نشــان داده شــده ك ــاتريس ســختي مماســي را در نظــر بگي ــافتن م ي

  D :بنابراين داريم  

                الف)                                            2-57(















p
T

T

KCrn

CnCr
CD

))((  

  و

                                                                ب)        2-57(
p

T

T

KCrn

Cn





  

D     بـه   الـف)   57-2عمومـا حـل معـادلات (    باشـد.  اپراتور مماسـي الاستوپلاسـتيك پيوسـته مـي

بســيار پيچيــده اســت. لــذا  ) بــراي محاســبه 49-2صــورت تحليلــي جهــت محاســبه انتگــرال (

ــه         ــود ك ــه نم ــد توج ــت. باي ــاز اس ــورد ني ــب م ــددي مناس ــك روش ع ي  n1n  و

  n1n        ــر ــت، اگ ــبه اس ــل محاس ــي قاب ــد افزايش ــل فرآين ــي در ح ــور مماس ــذا اپرات ل

1n  1بر حسبn            را بـدانيم. يـك رابطـه تحليلـي جهـت ايـن دو در دسـترس نيسـت، امـا بـر

ــك     ــه ي ــود دارد ك ــوريتمي وج ــه الگ ــك رابط ــتفاده ي ــورد اس ــددي م ــاس روش ع ــب از آن  اس تقري

  را به دست آورد: يگيري نمود و تقريبي از اپراتور مماس توان مشتق است. از اين رابطه مي

)2-58                    (                                                    
][

][








n

ntD  
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  باشد. مي 1ماتريس مدول مماسي سازگار الاستوپلاستيك tDكه 

باشــد. اپراتــور ســازگار ناميــده  طــور ســاده؛ اپراتــور مماســي ســازگار الاستوپلاســتيك مــي  يــا بــه

هـا اسـت. اگرچـه     شود، زيرا مطـابق و سـازگار بـا الگـوريتم مـورد اسـتفاده جهـت محاسـبه تـنش          مي

tD    ــذا بــه گراديــان مقــاديري چــون  nو  rوجــود دارد، امــا هميشــه محاســبه آن آســان نيســت، ل

و... بر حسب  هـا آسـان نخواهـد بـود. لـذا       هـاي پيچيـده محاسـبه آن    نياز دارد كـه بـراي مـدل    ,

  باشد. استفاده از اپراتور پيوسته به جاي اپراتور مماسي سازگار معمول مي

اي، صـفحه برشـي و تصـوير     كـه اشـاره شـد بـه طـور كلـي سـه روش اويلـر دو مرحلـه         طور  همان

  ترين نقطه جهت محاسبه انتگرال فوق وجود دارد.  نزديك

ــدل  ــر روي م ــات اخي ــتر مطالع ــي     بيش ــه در برخ ــز اســت. اگرچ ــزات متمرك ــتيك فل ــاي پلاس ه

هـاي پلاسـتيك    پـذير اسـت، امـا عمـده مـدل      محاسبه دقيـق انتگـرال امكـان    ،حالات پلاستيك كامل

هــاي مبتنــي بــر اويلــر در گذشــته اســتفاده  هــاي عــددي نيــاز دارنــد. روش شــدگي بــه روش ســخت

  اند. شده

هاي محاسـبه تـنش افزايشـي بـه تـدريج سـبب خـروج تـنش نهـايي از سـطح            به طور كلي روش

هــا بــه ســطح تســليم مــورد نيــاز اســت. روش  نــدن آنشــوند. لــذا روشــي جهــت بازگردا تســليم مــي

ــعاعي    ــوريتم بازگشــت ش ــدف الگ ــن ه ــول اي ــيك حص ــي  2كلاس ــلاس كل ــن   اســت. ك ــه اي ــري ك ت

 3تصــحيح كننــده پلاســتيك -بينــي كننــده الاســتيك باشــد؛ الگــوريتم پــيش الگــوريتم جــزء آن مــي

ا بخـش الاسـتيك   نظـر شـده و تنه ـ   باشـد كـه در آن در ابتـدا از پاسـخ غيرالاسـتيك مـاده صـرف        مي

شــود، ســپس بــا اضــافه كــردن كــرنش غيرالاســتيك، تــنش الاســتيك بــه ســطح تســليم  لحــاظ مــي

شـود. ايـن روش معـادل يـافتن      ناميـده مـي   4شـود. ايـن فرآينـد نگاشـت بـا بازگشـت       برگردانده مـي 

                                                            
١ Elasto-Plastic consistent tangent modular matrix 
٢ Radial return mapping 
٣ Elastic predictor- Plastic corrector  
٤ Return Mapping 
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بينـي كننــده الاسـتيك) روي سـطح تســليم      تـرين نقطــه تـنش فرضـي اوليــه (پـيش     تصـوير نزديـك  

  گويند. نيز مي CPPMهمين اساس به آن روش  باشد. بر مي

CPPM   ــار مــي ــه ك ــوتن ب ــوالي ني ــار تكنيــك ت ــور مماســي پيوســته   در كن رود. اســتفاده از اپرات

دو مجـذوري  بصـورت  گرايـي   كنـد، امـا بـا اپراتـور مماسـي سـازگار ايـن هـم         را متأثر مي گرايي آن هم

ــي  ــق م ــاده     محق ــت پي ــترس جه ــه در دس ــذا روش بهين ــود. ل ــازي مـ ـ ش ــاختاري   دلس ــاي س ه

ــتيك ــتفاده از  ،الاستوپلاس ــت       CPPMاس ــي جه ــاط گوس ــرخ در نق ــادلات ن ــبه مع ــت محاس جه

محاسبه افـزايش تـنش بـراي يـك مقـدار افـزايش كـرنش داده شـده، و اسـتفاده از اپراتـور مماسـي            

 rو  nيـك روش ضـمني اسـت و بـه گراديـان       CPPMباشـد.   هـاي نيـوتن كلـي مـي     سازگار در توالي

   نياز دارد.

ــان   ــه گرادي ــه  rو  nروش صــفحه برشــي ب ــور مماســي   و  نســبت ب ــا اپرات ــدارد، ام ــاز ن ني

سـازگار بــه راحتــي قابــل محاسـبه نيســت. لــذا در طــي تــوالي كلـي نيــوتن بايــد از اپراتــور پيوســته    

دهـد. لـذا تنهـا در مـواردي      استفاده نمود كه در اين حالـت الگـوريتم بـازدهي خـود را از دسـت مـي      

يـا نگـردد، ايـن روش    هم nو  rكـه امكـان محاسـبه     كه مدل به قـدر كـافي آسـان نباشـد، بـه نحـوي      

  مناسب خواهد بود.

مانــد. بــدين مفهــوم  در پلاســتيك فلــزات، خــواص الاســتيك در طــي بارگــذاري غالبــاً ثابــت مــي

ــابعي از كــرنش  ــه ت ــابعي از تنشــها.  كــه ن ــه ت ــابراين هنگــامي هــاي پلاســتيك هســتند و ن كــه  بن

وليــه بــدون تغييــر پلاســتيك بــه شــكل متــوالي محاســبه شــد، تــنش فرضــي الاســتيك اكرنشــهاي 

هـاي توسـعه يافتـه بـراي پلاسـتيك فلـزات مبتنـي بـر همـين           ، لـذا بيشـتر الگـوريتم   مانـد  باقي مـي 

  حقيقت هستند.

تصــحيح كننــده پلاســتيك ارائــه و  -بــين الاســتيك هــاي پــيش در ادامــه، ابتــدا تعريفــي از روش

ــي CPPMســپس روش  ــرال  تشــريح م ــردد. جــدا از روش انتگ ــه  گ ــار رفت ــه ك ــري ب ــيش ،گي ــين  پ ب
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 56-2گيــري از ( رود. بــا انتگــرال الاســتيك جهــت بررســي حالــت بارگــذاري/ بــاربرداري بــه كــار مــي

  الف) خواهيم داشت:

                                                     الف)          2-59(



tt

t

tt

t

tt

t

CrC    

pcep                                              ب)                       2-59(    

  كه

                               ج)              2-59(



tt

t

pc
tt

t

ep CrوC    

  بنابراين:

pctr                          د)                2-59(
n

pcep
nn    11  

  كه

ep                                                هـ)                        2-59(
n

tr
n  1  

ــي 59-2از ( ــف) م ــه   ال ــد ك ــوان دي ــي ت ــه دو بخــش   م ــد ب تقســيم  pcو  epتوان

trبــه صــورت جمــع  1nشــود.  هـــ) مــي 59-2د) و (59-2شــود. كــه منجــر بــه (
1n  وpc 

  ) نشان داده شده است.16-2در شكل (

  

  تصحيح كننده پلاستيك -بين الاستيك ) نمايش هندسي پيش16- 2شكل(
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-نظـر شـده و فـرض مـي     گيـريم كـه پاسـخ غيرالاسـتيك مـاده صـرف       حال حالتي را در نظر مـي 

ــرنش    ــزايش ك ــول اف ــام ط ــود تم ــي    ،ش ــد م ــالص تولي ــتيك خ ــخ الاس ــذا   پاس ــد. ل و  0كن

0pc   بنــابراينtr
1n1n     لــذاtr

1n    شــود و  ،پــيش بــين الاســتيك ناميــده مــي

pcگــردد.  گــذاري مــي ، تصــحيح كننــده پلاســتيك نــامep  بخشــي از افــزايش تــنش اســت

  بين الاستيك همراه است. كه با پيش

گيـري مـورد اسـتفاده، مـا نيازمنـد تعيـين تغييـر شـكل پلاسـتيكي هسـتيم            جدا از روش انتگرال

trباشــد. كــه ناشــي از افــزايش كــرنش داده شــده مــي
1n توانــد مبنــاي تعيــين الاســتيك يــا  مــي

  توالي قرار گيرد. الاستوپلاستيك بودن

 الاستوپلاستيك                           الف)                   2-60(  0),( 11 n
tr
n

tr
n   

 الاستيك                                           ب)             2-60(      0),( 11 n
tr
n

tr
n   

tr
1n نامند. را تنش فرضي نيز مي  

ــان محــدود ا    ــاليز الم ــراي آن ــي ب ــوالي كل ــتراتژي ت ــوتنپيشــتر اس  -لاستوپلاســتيك در روش ني

ــ ــي   رافس ــنش افزايش ــد. در آن ت ــه گردي ــي   ون ارائ ــرنش افزايش ــا ك ــق ب ــبه  منطب محاس

  . منطبق با كرنش متوالي گردد، نه تنش متوالي  مي

ــرال   ــي انتگ ــوالي كل ــر در طــي ت ــارت ديگ ــنش بعب ــري از ت ــا هميشــه از نقطــه  گي ــروع  nي  ه ش

1nو  nاي بــين  شـود نــه از نقطـه   مـي   صـورت مقــدار نهـايي    . در غيـراين   وابســته بـه مســير

تنشي خواهد بود كه در زمان تـوالي طـي شـده اسـت و لـذا بـه الگـوريتم خاصـي كـه بـه كـار رفتـه             

ــكل(  ــود. ش ــد ب ــته خواه ــه 17-2وابس ــر دو مرحل ــي روش اويل ــايش هندس ــكل( اي  ) نم ) 18-2و ش
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ــي   ــايش هندســي روش صــفحه برشــي را نشــان م ــه روش  نم ــد. در ادام ــيتشــري CPPMدهن -ح م

  گردد.

  

  

  اي ) نمايش هندسي روش اولر دو مرحله17-2(شكل 

  

  

  ) نمايش هندسي روش صفحه برشي18-2شكل( 

 (CPPM)ترين نقطه  روش تصوير نزديك -2-3-7

باشــد كــه ارضــاء  كننــده پلاســتيك مــي تصــحيح -بــين الاســتيك يــك روش پــيش CPPMروش 

ــذا يــك روش اويلــر برگشــتي و رويــه   شــرط ســازگاري را در انتهــاي افــزايش جســتجو مــي  كنــد، ل
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مشـتق اپراتـور مماسـي سـازگار      يباشـد. ايـن روش قـوي بـوده و اجـازه محاسـبه تحليل ـ       ضمني مـي 

باشـد. تنهـا مشـكل ايـن      دارتر و بـا بـازده بيشـتر مـي    دهد. لـذا نسـبت بـه دور روش ديگـر پاي ـ     را مي

هــاي پيچيــده  باشــد كــه در برخــي مــدل مــي و  نســبت بــه  sو  nو  rروش نيــاز بــه گراديــان 

  محاسبه آن دشوار است.

ــاده   ــراي م ــي ب ــدا روش ــيف      در ابت ــد توص ــابتي دارن ــتيك ث ــواص الاس ــه خ ــزات ك ــد فل اي مانن

مانــد. هــدف  الاســتيك در طــي تــوالي ثابــت مــي بــين ) پــيش19-2مطــابق شــكل (شــود. لــذا  مــي

  باشد. بر اساس معادلات اويلر بازگشتي (ضمني) مي 1nو  1nي  محاسبه

pctr                                   الف)   2-61(
n

pcep
nn    11  

                                            ب)                     2-61(  


CC
tt

t

ep   

1                             ج)                        2-61(


  n
tt

t

pc CrCr       

                                  الف)                                       2-62(  nn 1  

1                                                                ب)             2-62( ns      

  آنچنان كه:

),(0                                                   ج)                  2-62( 11
1 


nn
n   

  به قرار زير هستند:  1nو  1nي  در مجموع معادلات براي محاسبه

),(            الف)                            2-63( 11
1

1 


  nn
n

nn CrC   

               ب)                                        2-63(

),( 11
1

1 


  nn
n

nn s   
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  باشد. توابعي از خودشان هستند، لذا رويه متوالي مي 1nو  1nچون 

  

  در حالت خواص الاستيك ثابت CPPM) شماتيك رويه 19-2شكل (

  

ــول ــنش     فرم ــور ت ــب تانس ــر حس ــوق ب ــدي ف ــي بن ــول   م ــوع فرم ــن ن ــه اي ــد، ب ــدي،  باش بن

 -هــاي كــروي شــود. اگــر تــوالي بــر حســب جداســازي تــنش گفتــه مــي spaceبنــدي  فرمــول

spacesبندي  انحرافي باشد، به آن فرمول  .گويند  

بـا اسـتفاده از    يـك تقريـب اوليـه بـراي      در ابتـدا  كنـد كـه   عمل مـي صورت  اين روش به اين

كـار رفتـه در صـفحه برشـي      گـردد. بـه عنـوان مثـال روش صـريح بـه       يك رويـه مناسـب فـراهم مـي    

  تواند براي اين منظور به كار رود كه بر اين اساس: مي

)2-64                     (                                               tr
p

T

tr

KCrn ][1 


  

بـين الاسـتيك مبنـاي تعيـين مقـدار       همانگونه كه مشـهود اسـت مقـادير ارزيـابي شـده در پـيش      

1 باشــد، ســپس بــا اســتفاده از  مــيtrr  وtrn 1هــا بــراي  اولــين تقريــبn  1وn   تحــت

ــام  1نـ
1n

  1و
1n

   ــكل ــادلات ( )19-2(شـ ــط معـ ــف) و ( 63-2توسـ ــبه  63-2الـ ب) محاسـ
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ــي ــه (  م ــادير معادل ــن مق ــود. اي ــا نمــي 62-2ش ــرا  ج) را ارض ــد. زي 1ntrكن rr   1وntr nn  

  شوند. هاي زير تعريف مي است. مانده

][),,(         الف)         2-65( 11
1

1    


 nn
n

nn RCrCR  

][),,(                      ب)          2-65( 11
1

1    

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nn RsR  

),(),(                                      ج)        2-65( 1111
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
  nnnn

n RR    

ــه ( ــراي   از ب)  65-2در رابط ــتي ب ــر بازگش ــايش اويل ــا در    1nنم ــت، ام ــده اس ــتفاده ش اس

شـدگي جهـت    گيـري مسـتقيم روي قـانون سـخت     ميسـز انتگـرال  -برخي موارد مثلاً روي مـدل فـون  

  پذير است. امكان و  1nبر حسب  1nمحاسبه معادله تحليلي براي 

ــا خطــي ــادلات ( ب ــازي مع ــول   65-2س ــا ج) ح ــف ت ــه   1nو  1nال ــالتي ك ــراي ح و  ب

1R :اسكالر باشند، خواهيم داشت  
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111

;;




















































 ijijij

R
F

R
B

R
A ijij

kl
ijkl  

                      ب)            2-66(
111

;; 









































 RRR
H

kl
kl  

                                        ج)                2-66(
11

; 



























 RR
E

kl
kl  

  لذا مقادير مورد نياز جهت محاسبه ضرايب عبارتند از:

-   

،  C  ،r  ،nمقادير  -



 ،  وs  در نقطه پيشروn+1 در توالي جاري  
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گراديان  -

C ،


r ،


r ،


s ،


s  و


s  

 ij ،الــف تــا ج) بــه طــور همزمــان جهــت محاســبه مقــادير نامشــخص   66-2معــادلات (

  شود. يافت مي و  1nو  1nهاي جديد براي  شوند و تقريب حل مي و 

                                          الف)                             2-67(  
1

1
2

1 nn  

                                                                   ب)       2-67(  
2

1
2

1 nn  

                                   ج)                                      2-67((  12  

    هـا بايـد در   الـف تـا ج) باقيمانـده    66-2باشـد. در معـادلات (   نشـانه تقريـب دوم مـي   » 2«نگارش 

)1
1n

  1و
1n

   ــوالي ــن ت ــه اي ــا ادام ــوند. ب ــبه ش ــدار    pc) محاس ــمت مق ــه س ــدريج ب ــه ت ب

ــده    ــخص ش ــورانس مش ــدوده تل ــحيح در مح ــكل ( ص ــابق ش ــي 19-2مط ــرا م ــار   ) همگ ــود. معي ش

  همگرايي به صورت زير است:

                      الف)                                    2-68(  TOLRe i
n

i  


1
1 /  

                                        ب)                    2-68(  TOLRe i
n

i  


1
1 /  

                                ج)                                      2-68(  TOLR ii   11  

 67-2هــاي ( هــا بــا اســتفاده از فرمــول PIVهــا و  بـه محــض اينكــه همگرايــي محقــق شــد تـنش  

ــف) و ( ــه در (    67-2ال ــه ك ــه آنچ ــابه ب ــاً مش ــاني و تقريب ــه روز رس ــف) و ( 63-2ب) ب ب)  63-2ال

  شوند: مشاهده شد، محاسبه مي
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),(                           ب)                            2-69(
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   

  گرايي: دهد. پس از حصول هم عدد توالي است كه همگرايي در آن رخ مي kكه 
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),(                                الف)         2-70( 11
1

1 


  nn
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nn CrC   

),(                                        ب)              2-70( 11
1

1 


  nn
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nn s   

ــبه     ــت محاس ــوريتمي جه ــادل الگ ــرف مع ــه مع ــي 1nو  1nك ــرط   م ــلاوه ش ــند، بع باش

  سازگاري زير نيز وجود دارد:

)2-71      (                                   0),(),( 1111
1  


nnnn
n RR    

ــري از (  ــتق گي ــا مش ــف) و ( 70-2ب ــذف    )71-2ب) و ( 70-2ال ــت ح ــادلات جه ــب مع و تركي

  و معادله مرتبط شده رابطه  و آيد: به صورت زير به دست مي  

)2-72     (                                                                                  tD  

  اپراتور مماسي سازگار است. tDكه 

بـــا  .]21[انجـــام اســـت قابـــل نيـــز محاســـبات فـــوق در حالـــت خـــواص الاســـتيك متغيـــر 

  ها داريم: گيري از معادلات الگوريتمي و بازآرايي آن مشتق

*1***0                                                      الف)  2-73(  
 FBAR  

*1***0                 ب)                                       2-73(  
THR  

*1**0                                                      ج)             2-73(  
TER  

   توان نشان داد كه:  مي

      ******** ,,,,,,, EEHHFFBBAA    

  از: ها عبارتند كه مانده

)2-74                          (                     0;0; 1*1*1*    RRCR klijkl   

  با ساده سازي خواهيم داشت:
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  داشت: ) خواهيم66-2توجه به (باشد. با  اين رابطه توصيفي براي اپراتورهاي سازگار مي

                                  











1n
1n s

s                   و










1n

  

)x.(هـــ)؛  56-2بــر اســاس رابطــه (   يــك مــدول پلاســتيك تغييــر يافتــه تحــت عنــوان*
pk 

الـف)   68-2باشد. لـذا توصـيف اپراتـور مماسـي سـازگار مشـابه شـكل اپراتـور مماسـي پيوسـته (           مي

ــور مماســي الاســتيك تغييــر يافتــه   مــي ــا اپرات ــان Cباشــد. ب و  n، جهــت تســليم r، جهــت جري

*مدول پلاستيك 
pk.  

ــايگزيني    ــا جـــ ــب بـــ ــن مطلـــ 0 ،CCايـــ  ،rr  ،nn   وp
*
p kk  

) اسـتفاده نمايـد،   r=nتواند تأييـد شـود. حتـي اگـر مـدلي از يـك قاعـده جريـان مـرتبط (يعنـي            مي

nr   ــابراين TCCو بن   ــذا ــت، ل ــالات     Dاس ــارن اســت. در برخــي ح ــي غيرمتق ــور كل ــه ط ب

  .تواند متقارن نيز باشد مي D ،شدگي ايزوتروپيك ميسز با سخت-مانند مدل فون ساده

  

  گيري از آن ميسز و انتگرال-مدل فون -2-3-8

جهــت توصــيف رفتــار  ،در بــين قــوانين ســاختاري الاستوپلاســتيك در دســترس مســتقل از نــرخ

بـه كـار    همبسـته ميسـز را بـا قاعـده جريـان     -هايي كـه سـطح تسـليم فـون     كرنش مواد، مدل -تنش

ــي ــاده  م ــاربردترين و س ــد، پرك ــري گيرن ــي ت ــاختاري م ــوانين س ــالي ن ق ــند. درح ــدل باش ــه م ــاي  ك ه
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ــخت ــتند.         س ــب هس ــت مناس ــذاري يكنواخ ــاي بارگ ــراي كاربرده ــاً ب ــك عموم ــدگي ايزوتروپي ش

ــدل ــرفته م ــاي پيش ــدل  ه ــامل م ــر ش ــخت ت ــاي س ــدل  ه ــي و م ــينماتيكي غيرخط ــدگي س ــاي  ش ه

  مناسب هستند.   1چندسطحي و ... نوعاً براي كاربردهاي بارگذاري متناوب

ــ ــون در اي ــدل ف ــدا م ــا ســخت  -ن بخــش ابت ــرال  ميســز ب ــري آن  شــدگي ايزوتروپيــك و انتگ گي

ــط روش  ــي  CPPMتوس ــه م ــخت  ارائ ــد س ــردد و قواع ــرار    گ ــدنظر ق ــي م ــي و غيرخط ــدگي خط ش

spacesبنـدي   گيـرد. بـا توجـه بـه بـازدهي محاسـباتي بـالا فرمـول         مي     نسـبت بـهspace 

شــود. اگرچــه در صــورت پيچيــده بــودن مــدل تنهــا  نيــز ارائــه مــيدر ايــن فضــا گيــري در  انتگــرال

  باشد. مي spaceرو   روش پيش

  كرنش به صورت زير است: -تر نيز ذكر شد رابطه الاستيك تنش همانطور كه پيش

eC                                                     الف)                            2-76(    

  كه

)(                    ب)                  2-76(
3

2
jkiljlikklijijkl GGKC  






               

ــه  ــي و   Gك ــدول برش ــك(حجمي)  kم ــدول بال ــر و   و  2م ــاي كرونك ــي   Cدلت ــور مماس اپرات

 Jو  Iباشــد. دو نــامتغير تــنش  نــرخ كــرنش الاســتيك مــي eنــرخ تــنش و  الاســتيك پيوســته، 

   شوند:   به صورت زير تعريف مي

klklI                                               الف)                                  2-77(   

ijijij                               ب)                                          2-77( Is 
3

1
  

                                                            
١ Cyclic 
٢Bulk 



74 
 

2                                ج)                                         2-77(

1

klklss
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1
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



  

محـور  باشـد كـه محـور آن منطبـق بـا       مـي سطح تسليم يك استوانه يكنواخـت در فضـاي تـنش    

ت كـه توسـط رابطـه زيـر     وجهـي يـك دايـره اس ـ    اسـت. تصـوير آن در صـفحه هشـت     1فضـا   ي قطر

  شود: تعريف مي

)2-78                    (                                           0
3

2
),( 2  kssks ijij  

باشــد كــه بــه صــورت هندســي  در مــدل مــي (PIV)شــدگي  تنهــا متغيــر ســخت kكــه اســكالر 

  باشد: به صورت زير مي PIVمعرف سايز سطح تسليم است. بنابراين مدل 

)2-79         (                                                                                 k  

رابطـه سـاختاري پلاسـتيك بـه صـورت زيـر        با فرض قاعده جريـان مـرتبط، معـادلات دخيـل در    

  باشند: مي

)2-80    (      nrnn
K

rr
p

p 

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
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 ;,;
1

,; 




 

 
  

پـارامتر سـازگاري (يـا انـديس بارگـذاري) اسـت.        باشـد و   نرخ كـرنش پلاسـتيك مـي    pكه 

گـردد. لـذا بـه راحتـي قابـل توسـعه بـه قواعـد          اسـتخراج مـي   با  الگوريتم با فرض عدم برابري 

  گيرد: شدگي متفاوت نيز مد نظر قرار مي باشد. دو قاعده سخت جريان غيرمرتبط نيز مي

  شدگي ايزوتروپيك خطي سخت - 1

ــه      ســخت - 2 ــتر ارائ ــه پيش ــك ك ــه هايپربولي ــر رابط ــي ب ــك غيرخطــي (مبتن شــدگي ايزوتروپي

 گرديد)

                                                            
١Space Diagonal 
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  باشد: به صورت زير مي kيير نرخ تغ

                          الـــــــــــف)                                        2-81(                  

pgk    

ــه  ــرن pك ــي ك ــي م ــي تجمع ــتيك انحراف ــد ش پلاس ــخت باش ــدل س ــراي م ــي  ، ب ــدگي خط ش

  خواهيم داشت:

1gg                                                                                     ب)2-81(   

  يك ثابت است. gكه 

  شود: شدگي غيرخطي رابطه هايپربوليك زير استفاده مي براي مدل سخت
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ــارامتر ســخت m(تــنش تســليم اوليــه)،  0kكــه  (تــنش خرابــي) پارامترهــاي  fkشــدگي)،  (پ

  مدل هستند.

  الف) داريم: 81-2ج) و مقايسه نتايج با معادله ( 81-2گيري از ( با مشتق
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  هـ):  81-2) و  (80-2از (
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2     الف)   2-82(
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p rrrrrree    

dكه 
ijr  بخش انحرافيijr باشد. مي  

ijppij                                                  ب)                      2-82(
d

ij rrr 
3

1
  

ــب ( ــف) و  (81-2از تركي ــدل 82-2ال ــراي م ــف) ب ــخت  ال ــاي س ــي   ه ــي و غيرخط ــدگي خط ش

  خواهيم داشت:

                                                                ج)        2-82(  grgk d   

  باشد: شدگي در معادلات، يك اسكالر به صورت زير مي بنابراين تابع سخت

drggs                                                                          د)    2-82(   

گيــري از  بــا مشــتق كنــيم، هــاي تــابع ســطح نســبت بــه متغيرهــا را محاســبه مــي حــال گراديــان

  ب) داريم: 2-77(

klijljki                                  الف)                            2-83( 
ij

kls 
 3

1



  

  خواهيم داشت: ijsنسبت به  گيري از  با مشتق

                                                                               klijjlik
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22 

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  حال با استفاده از دو معادله فوق:
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0s(s2(                                                               ب) 2-83(   kkij   
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فر ص ـاسـت. (يعنـي بخـش حجمـي آن      1بـه صـورت خـالص انحرافـي     ijrشـود كـه    مشاهده مـي 

  است) بنابراين:

ij                                                                          ج)            2-83(
d

ij rr   

-2هســتند. بــا تركيــب ( 2خــط هــم ijsو  ijrب) در صــفحه هشــت وجهــي، 83-2(بــا توجــه بــه 

  ج) خواهيم داشت: 83-2ب) و  ( 83-2الف) و  ( 82
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  به صورت زير است: kنسبت به  مشتق  

)2-85            (                                                                     k
k 3

4
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
  

  ) خواهيم داشت:85-2ج) و ( 83-2از معادله سازگاري و استفاده از (

sK                                                          الف)             2-86( T
p )(   

d                                                        ب)                    2-86(    
p rkgK
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4
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١urely Deviatoric 
٢Collinear  



78 
 

  بندي جمع -2-4

در اين فصل بر اساس معادلات حاكم بر مكانيك جامدات مساله مقدار مرزي/ اوليه شامل 

جابجايي براي حالت دو بعدي  -معادلات حاكم، شرايط مرزي، قوانين ساختاري و روابط كرنش

استخراج شد. سپس مساله با استفاده از روش اجزاء محدود در حوزه الاستيك حل و پس از آن به 

روشهاي  ،لاستيك توسعه داده شد. در اين راستا با طبقه بندي رفتارهاي ساختاريالاستوپ حوزه

 ميسز ارائه شد. - عددي حل بويژه در مساله پلاستيك مستقل از نرخ مبتني بر معيار تسليم فون
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 تحليل آيزوژئومتريك 

  فصل سوم
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  فصل سوم
  

  

  آيزوژئومتريك تحليل

  

  مقدمه-1 -3

روشـي نـوين در توصـيف هندسـي اجسـام       بعنـوان  2نربـز هـا  و هـا    1اسـپيلاين -بدر اين بخـش  

هـم در بخـش توصـيف هندسـي و هـم       ،هـا بعنـوان توابـع پايـه     شـوند و علـت انتخـاب آن    عرفي ميم

  نشان داده خواهد شد. ٣تحليل آيزوژئومتريكدر قالب در بخش آناليز 

) كلاسيك و آيزوژئومتريك FEMمحدود (ي هاي اساسي بين تحليل مبتني بر اجزا در ادامه تفاوت

)IGA سازي با استفاده از توابع  مبتني بر گسستهالاستو پلاستيك حل معادلات چگونگي ) ارائه شده و

هاي نرم افزار متلب در حل عددي در پايان نيز قابليت شود. بيان ميو ملاحظات مربوط پايه نربز 

است اما از مراجع  [3،15]عات اين فصلمرجع اصلي موضو معادلات حاصل ارائه مي گردد.

  است. نيز در تكميل بحث  استفاده شده [16،17،18،19،20،21]

  

  

  
                                                            
١ B-Spline 
٢ NURBS 
٣ Isogeometric Analysis (IGA) 
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 اسپيلاين  -ب  -3-2

مورد استفاده سازي كامپيوتري  پيش از عصر مدل ،ها بار جهت ساخت كشتي ها براي اولين اسپيلاين

و منعطفي از چوب بودند؛ جهت رسم  ها كه نوارهاي باريك . معماران دريايي از اسپيلاينقرار گرفت

هاي فلزي به عنوان زبانه طوري قرار  كردند. وزنه هاي هموار طرح خطوط كشتي استفاده مي منحني

ها با فرض حداقل  ها، اسپيلاين ها شكل مورد نظر را داشته باشند. بين زبانه گرفتند كه اسپيلاين مي

  ).1-3دهد. (شكل  هاي هموار را شكل مي )با منحني2Cانرژي كرنشي شكل گرفته و هندسه پيوسته (

  

  ها جهت ايجاد شكل طراحي هموار مدنظر داشته شده با زبانهنگه  ) اسپيلاين1-3شكل (

 

بــا  CAGDظهــور كــرد.  1 (CAGD)بــا ظهــور كــامپيوتر؛ طراحــي هندســي بــه كمــك كــامپيوتر 

ــي ــد منحن ــه بزرگــي از محــدوديت    تولي ــد مجموع ــاً باي ــه عموم ــوار ك ــا و ســطوح هم ــا  ه ــا را ارض ه

هــاي  شــود ايـن امــر مسـتلزم دقــت   هــا اسـتفاده مــي  اي مــرتبط اسـت. وقتــي از چنــد جملـه   ،نماينـد 

محـدوديت را ارضـا نمايـد. چنـد      p+1توانـد   مـي  pهـا بـا درجـه     اي بسيار بالاست. زيـرا چنـد جملـه   

تواننـد ناپايـدار شـوند و در     ي با درجـه بـالا بـه لحـاظ پـردازش كـم بـازده هسـتند و مـي         ها اي جمله

كــه  كــه كنتــرل محلــي مــورد نظــر اســت، تغييــرات بــه طــور كلــي رخ دهــد. بــه عــلاوه وقتــي يجــاي

  دهد پيوستگي بايد حفظ شود. تغييرات محلي رخ مي

                                                            
١Computer Aided Geometric Design 
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دد؛ يعنــي تــابعي از گــر هــا منتفــي مــي ايــن موضــوعات بــه صــورت رياضــي بــا تعريــف اســپيلاين

انـد.   هـا بـه هـم متصـل شـده      اي كـه بـا سـطح پيوسـتگي مشـخص بـين المـان        هاي چند جمله المان

     هـاي پايـه يـا    هـا ايجـاد شـده اسـت كـه اسـپيلاين       پيوستگي مورد نياز بـه صـورت مسـتقيم در پايـه    

ده هــا اســتفا هــاي طبيعــي كــه جهــت توصــيف اســپيلاين دهــد. پايــه اســپيلاين هــا را شــكل مــي-ب

تـا مـاكزيمم    0Cهـا از   انتخـاب آزادانـه پيوسـتگي بـين المـان      )اسـپيلاين -توابـع پايـه  ب  (شوند مي

1pC  كند. پيوستگي منحني الزام مهمي در طراحي است. را فراهم مي  

ــا ــاربرد آنه ــا در نمــايش دقيــق برخــي اشــكال    1ســازي اشــكال آزاد در مــدل ك آســان اســت، ام

همــين دليــل اســتاندارد متــداول در ه هــا نــاتوان هســتند. بــ و بيضــي هندســي ماننــد دوايــرســاده 

CAD اســپيلاين -توابــع گويــا از ب هــا باشــد. آن مــي 2اســپيلاين هــا يعنــي نربــز -، تعمــيم يافتــه ب

اســپيلاين -ب اي بــرههــا را دارا هســتند. در واقــع  توســع هــا هســتند و تمــامي خــواص مطلــوب آن

  كند. كه امكان نمايش دقيق مقاطع مخروطي را فراهم مي است به نحوي

  حوزه يا دامنه پارامتري -3-2-1

شــوند. ايــن فضــاي پــارامتري متشــكل از  تعريــف مــي اســپيلاين هــا در فضــاي پــارامتري -ب

تـوان بـه عنـوان ماكروالمـان تصـور نمـود. دامنـه         هـا را مـي   باشـد. آن  ها مي جاي المان به 3ها زيردامنه

اي بــه صــورت زيــر معرفــي  شــود. بــردار گـره  ) تعريـف مــي ( 4اي پـارامتري توســط بردارهــاي گــره 

  گردند:مي

)3-1  (                      )},...,(,,...,,),...,{( 11211 ba pnnnpp     

Riكــه    معــرفi   امــين گــره وi  1و   بــوده انــديس گــرهpn,...,2,1i  كــه n 

تـر بـا اسـتفاده از     . فضـاهاي پـارامتري بـا ابعـاد بـزرگ     درجه ايـن تـابع ميباشـد    pو  تعداد توابع پايه
                                                            
١ Free Form 
٢ Non Uniform B-Spline 
٣ Patches  
٤ Knot vector 
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شــوند. لــذا دامنــه پــارامتري بوســيله مجموعــه  ســاخته مــي 1Dاي  ضــرب تانســوري بردارهــاي گــره

dd R]b,a[   باd   تـوان توابـع    اي مـي  شـود. بـا اسـتفاده از بـردار گـره      برابر با بعد فضا تعريـف مـي

ــ p+1اســپيلاين از مرتبــه -پايــه ب هســتند را ســاخت.  pاي از درجــه  اي تكــه چندجملــه عكــه تواب

11راين  هــا مجــاز اســت بنــاب تكــرار گــره ...  pnاي كــه  .  گــرهk شــود بــا  بــار تكــرار مــي

  شود. ناميده مي k 1كثرت

ــه   ــين درج ــباتي ب ــه محاس ــات هندس ــه 2در ادبي ــادل    3و مرتب ــه مع ــع مرتب ــت درواق ــاوت اس تف

1باشـد(  درجه بعلاوه يك مي po اي  گـره هـايي كـه بـا فواصـل برابـر قـرار گيرنـد، بـردار          ). گـره

  گيرد. اي غيريكنواخت شكل مي صورت بردار گره اين دهند و در غير يكنواخت را شكل مي

  .شوند بار تكرار مي p+1ها  است بدين مفهوم كه اولين و آخرين گره 4اي باز بردار گره

  

  اسپيلاين-توابع پايه ب -3-2-2

 ]شـود  تعريـف مـي   5اي تكـه هـاي   اسپيلاين بـه صـورت برگشـتي بـا شـروع از ثابـت      -توابع پايه ب

36].  

)3-2                    (                                    


 

 

0

1
)( 1

0,
ii

i

اگر
B


  

3,2,1p...,براي   :تعريف به صورت زير است  

)3-3               (              )()()( 1,1
11

1
1,, 






 






 







 pi
ipi

pi
pi

ipi

i
pi BBB  

                                                            
١Multiplicity  
٢ Degree 
٣ Order 
٤ Open knot vector 
٥ Piecewise constants  



84 
 

ــردار گــره  ــا يــك ب ــابراين ب ــهاي و درجــه  بن ــه ب  ،اي داده شــده چندجمل ــابع پاي -يــك فضــاي ت

  شود: به صورت يكتاي زير با استفاده از الگوريتم بازگشتي تعريف مي (B)اسپيلاين 

)3-4              (                                                n
ipispanp 1, }{:);(   

اسـپيلاين  -ضـرب تانسـوري توابـع پايـه ب    اسـپيلاين بـا بعـد بـالاتر بـا اسـتفاده از       -فضاي پايه ب

  شود: تك متغيره به صورت زير ساخته مي

)3-5         (                  ,...,
1,...,,, ...}{:...),,,...,;( mn

jipjpispanqp   

ــه روابـــط ( ــره 3-3) و (2-3نتيجـ ــردار گـ ــراي بـ }4,4,4,4,3,2,1,0,0,0,0{اي  ) بـ در  �

  .) نشان داده شده است2-3شكل (

  

  اي براي بردار گره 3پايه درجه ) توليد بازگشتي توابع 2-3شكل (

 
}4,4,4,4,3,2,1,0,0,0,0{ �  



85 
 

  

) 3-3اي غيريكنواخـت و بـاز در شـكل (    مثالي از توابـع پايـه دو مجـذوري بـراي يـك بـردار گـره       

هـاي تكـرار شـده در انتهـاي تـوالي و همچنـين در        در ايـن مثـال تعـدد گـره     نشان داده شده اسـت. 

6  0كه پيوستگي در آنجا پايين آمده و بهC  .رسيده، نشان داده شده است  

  

  اي غيريكنواخت ) توابع پايه درجه دو براي بردار گره3-3شكل (

 
}5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0{ �  

ــته   ــر پيوس ــه ديگ ــع پاي ــه   1Cتواب ــع پاي ــداكثر pهســتند. درجــه تواب ــته  p‐1، ح مشــتق پيوس

كـه تعـدد    وقتـي  .دهـد  دارد. يك گره تكرار شونده عـدد مشـتقات پيوسـته را يـك واحـد كـاهش مـي       

  . توابع پايه خواص مهم زير را دارند:شودناميده مي 1نقطه اي ،باشد، تابع پايه  pبرابر با 

bapiBغيرمنفي هستند  - 1 pi   ,,0)(,  

],(اي  روي يك بازه گره - 2 1ii  ،p+1 تابع غيرصفر وجود دارد 

3 - 



n

i
piB

1
, 1)( 

 دهند. هاي مستقل خطي مناسب براي آناليز را شكل مي توابع پايه، پايه - 4

5 - 1)1(B)0(B p,np,o  

                                                            
١Nodal 
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],(محــدوده كــوچكي را پوشــش ميدهــد  - 6 1ii  توابــع بــا درجــات بــالاتر نــواحي بيشــتري .

از دامنـه را مــي پوشــانند. ايـن افــزايش تــاثيري روي پهنــاي بانـد جــواب سيســتم خطــي در    

عملگرهــاي عــددي، نــدارد. كــل تــوابعي كــه در همپوشــاني يــك محــدوده از دامنــه شــركت 

12دارند برابر با   p  .است 

  اسپيلاين ها-مشتقات ب -3-2-3

ــه ب   ــع پاي ــتقات تواب ــد       -مش ــل تولي ــايين قاب ــه پ ــه مرتب ــع پاي ــتفاده از تواب ــا اس ــپيلاين ب اس

  .  ]27[است

)3-6                       (                     
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
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j
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)3-7                          (          
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 شود. صفر شود، ضرايب صفر تعريف مي رياهاي تكر وقتي مخرج بدليل گره
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  ) خاصيت تقليل تغييرات با افزايش درجه منحني4-3شكل (

  

    اسپيلاين-هاي ب منحني - 2-4- 3

ــي ــاي ب منحن ــي       -ه ــاط كنترل ــه (نق ــع پاي ــرايب تواب ــيله ض ــه وس ــپيلاين ب ــف ipاس ) تعري

ــا تركيــب خطــي مجموعــه dRشــوند. منحنــي در  مــي piBتوابــع پايــه  nاي از  ب niو  , ,..,3,2,1 

dهــا  و نقــاط كنترلــي متنــاظر آن  
i Rp   وni ,..,3,2,1  شــود. منحنــي چنــد    ســاخته مــي

  باشد: اسپيلاين به صورت زير مي-اي ب اي تكه جمله

)3-8       (                                                 baPBC
n

i
ini  



 ;)(
1

,  

شــود.  ، منحنــي تعريــف مــيipه نقــاط كنترلــي عــو مجمو ، بــردار گــره pبــا داشــتن درجــه 

C)(منحني       از يـك پـارامتر اسـت كـه يـك قسـمت خطـي         1يك تـابع مقـدار داده شـده بـرداري

تـر   يـا بـه شـكل رسـمي     يرا به فضـاي سـه بعـدي اقليدوس ـ    ':C   كنـد. ايـن    نگاشـت مـي

  ) نشان داده شده است.  5-3شكل (در مطلب 

                                                            
١ Vector-Valued  
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    pو شبكه كنترلي  ') ايجاد يك منحني (الف) دامنه پارامتري 5-3شكل (

  دهد. (ب) تركيب خطي توابع پايه و نقاط كنترلي كه منحني را شكل مي 

 

ــكل ( ــكل (       6-3ش ــه ش ــع پاي ــتفاده از تواب ــا اس ــي را ب ــك منحن ــالي از ي ــان 3-3ب) مث ) نش

توابـع پايـه خـود، در اولـين و آخـرين نقطـه كنترلـي         هبايد توجـه نمـود كـه منحنـي مشـاب      دهد. مي

يـابي شـده    درون 4بـه جهـت تعـدد     6pقطـه كنترلـي   اي و در ن بـودن بـردار گـره    به جهت باز

ــين و آخــرين و ششــمين نقطــه   ــي در اول ــلاوه منحن ــي   اســت، بع ــر چندضــلعي كنترل ــي ب ي كنترل

 مماس است.
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اي يكنواخـت ب) يـك منحنـي كـه در      ) الـف) يـك منحنـي درجـه دو بـا بـردار گـره       6-3شكل (

4  ــار تكــرار شــده اســت 2kدوب  6. كــاهش پيوســتگي منحنــي درp  ناشــي از تكــرار

  قابل توجه است. 4در 

  

  توان محاسبه نمود: گيري از توابع پايه مي مشتقات منحني را به آساني با مشتق

)3-9              (                                            baP
d

Bd
C

n

i
i

pi 






 ;
)(

)('
1

,  

  اسپيلاين خواص مهم زير را دارند:-هاي ب منحني

شــود، ماننــد  هــا حاصــل مــي ايــن خــواص بــه صــورت مســتقيم از خــواص توابــع پايــه آن - 1

مشــتق پيوســته دارد (در غيــاب  p ،p‐1اســپيلاين از درجــه -هــاي خــود منحنــي ب پايــه

المـان   p+1هـاي تكـراري يـا نقـاط كنترلـي) و حركـت يـك نقطـه كنترلـي بـيش از            گره

  )1كند (پشتيباني فشرده منحني را متأثر نمي

ــي (   - 2 ــا نقطــه كنترل ــره ي ــك گ ــرار ي ــداد مشــتق پيوســته را   kتك ــار) ، تع ــاهش  kب ــار ك ب

 دهد مي

                                                            
١ Compact support 
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شـــود، اگـــر  مـــي 1محـــدبهـــا منجـــر بـــه خاصـــيت پوســـته  غيرمنفـــي بـــودن پايـــه - 3

),[ 1ii     ــاه ــد، آنگـ C)(باشـ     ــاط ــل از نقـ ــدب حاصـ ــته محـ در درون پوسـ

ipiكنترلي  p,...,p  .قرار خواهد گرفت 

ــكل(    - 4 ــه (ش ــزايش درج ــا اف ــرات ب ــي تغيي ــيت نزول ــيش از  4-3خاص ــز ب ــي هرگ )). منحن

هـر خـط راسـت منحنـي را كمتـر از نقـاط       چندضلعي كنترلي خود تـاب نخواهـد داشـت،    

 كند.  كنترلي آن قطع مي

ــذيري وابســته  - 5 ــي ب 2خاصــيت تغييرناپ ــديلات وابســته از منحن ــتقيماً -: تب ــپيلاين مس اس

 شود. به نقاط كنترلي اعمال مي

  

  اسپيلاين-سطوح و احجام ب -3-2-5

ــطح ب ــي  -ســ ــبكه كنترلــ ــط شــ ــپيلاين توســ nimjو  ijpاســ ,...,2,1,,...,2,1   و

ــره  ــاي گـ },,...,{,},,...,{اي  بردارهـ 121121   pmpn   ــي ــف مـ ــود.  تعريـ شـ

)(,)(ضرب تانسوري توابـع پايـه    ,,  piqj BB       اسـپيلاين كـه   -بـا شـبكه كنترلـي بـه يـك سـطح ب

به صورت  ':s گرددمنجرميشود،  با نگاشت زير تعريف مي.  

    )3-10(                                                     



mn

ji
jiqjpi PBBS

,

1,1
,,, )()(),(   

شـوند، بنـابراين    اي خـود تعريـف مـي    روي بـردار گـره   پايـه نكته حـائز اهميـت آنسـت كـه توابـع      

تواننــد بــه شــكلهاي متفــاوتي پــارامتري شــوند. بعــلاوه مــي تــوان بــراي هــر جهــت مختصــات    مــي

  د.درجه متفاوتي انتخاب نمو

                                                            
١ Conven hull 
٢ Affine Invariance  
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ــه صــور-اســپيلاين، حجــم ب-متعاقــب ســطح ب ــه  ت حاصــلاســپيلاين ب ــابع پاي  ضــرب ســه ت

kjipشــــــود. بــــــا يــــــك شــــــبكه كنترلــــــي داده شــــــده       تعريــــــف مــــــي    و ,,

,...,2,1,,...,2,1,,...,2,1  kmjni ــره ــاي گـــــــــــــــــ اي  و بردارهـــــــــــــــــ

},...,,{,},...,,{,},...,,{ 121121121   rpmpn  ــم ب -حجــــــــــ

اسپيلاين به صورت  ':v شود: با نگاشت زير تعريف مي  

    )3-11                           (        



,,

1,1,1
,,,,, )()()(),,(

mn

kji
kjirkpjpi PBBBV 

  

  

  1يابي منحني كلي درون -3-2-6

يـابي منحنـي    اسـت. لـذا درون   يـاز يـابي مـورد ن   شـكلي از درون  2به منظور درج شـرايط دريچلـت  

گـردد، شـرط   هـاي لاگرانـژ اسـتفاده مـي     اي گيـرد. وقتـي از چندجملـه    كلي مـورد اسـتفاده قـرار مـي    

ــت را  ــيدريچل ــره  م ــتقيماً وارد گ ــوان مس ــون ب  ت ــود. چ ــا نم ــابي -ه ــت دروني ــا قابلي ــپيلاين ه  3اس

يچلــت ندارنــد، يــك سيســتم بايــد حــل شــود تــا نقــاط كنترلــي درســت، بــه نحــوي كــه شــرط در 

  يابي شود، يافت گردد. درون

ــت درون ــه  جه ــابي مجموع ــاط ي ــاب   اي از نق ــود. انتخ ــاب ش ــد انتخ ــاط   باي ــتاندارد نق ــاي اس ه

Grevilie absciasse  ــا ــي Marsden-schoenbergي ــادير      م ــط مق ــورت متوس ــه ص ــه ب ــند ك باش

  شود: اي متوالي به صورت زير تعريف مي گره

)3-12                                                                        (





1

1

*

1

1 jp

ji
ij p
  

                                                            
١ Global Curve Interpolation  
٢ Dirichlet 
٣ interpolatory 
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بـر موقعيـت نقـاط كنترلـي در فضـاي پـارامتري منطبـق هسـتند، بنـابراين انتخـاب            .G.Aنقاط 

Cx)(و نگاشـت   اي  بـا بـردار گـره    g(x)باشـند. حـال اگـر تـابع      آل براي درونيـابي مـي   ايده  

يـابي منحنـي كلـي بـه صـورت زيـر تعريـف         اسپيلاين يـا نربـز داده شـده باشـد؛ درون    -از هندسه ب

  شود: مي

)3-13     (                                                           



n

i
ipij gBCg

i
1

*
,

* )()(   

  باشد. قابل حل مي n*nنتيجه سيستمي از معادلات خطي 

  

  1بهبود -3-3

 FEMهــا متــرادف بــا  تــوان بوســيله ســه نــوع بهبــود كــه دوتــاي آن  اســپيلاين را مــي-توابــع ب

ــره     ــامل درج گ ــه ش ــود ك ــي نم ــتند، غن ــتاندارد هس ــه  2اس ــالابردن درج ــه و   3، ب ــالابردن درج و ب

ــي  ــتگي م ــود    پيوس ــه بهب ــاي اول معادل ــند. دوت ــري    pو  hباش ــت و آخ ــدود اس ــزا مح در روش اج

  است كه معادلي در روش اجزاء محدود ندارد. kبهبود 

  h -درج گره: بهبود -3-3-1

هــا را بــا بـالابردن وضــوح فضـاي پــارامتري غنــي    كلاســيك پايـه  FEM در hدرج گـره يــا بهبـود   

ــي ــره   م ــردار گ ــك ب ــا ي ــد. ب ــده  كن },,...,{اي داده ش 1pn21     ــردار ــك ب ــي ي و معرف

ــره ــه   گ ــعه يافت },,...,{اي توس 11211   pnpmn    ــه ــان ك آنچن   ــد و باش

n+m   ) ــادلات ــه صــورت مع ــد كــه ب ــه جدي ــع پاي ــه  ) و اعمــال آن3-3) و (2-3تواب ــا ب شــكل  ه

                                                            
١ Refinement 
٢ Knot Insertation  
٣ Degree Elevation 
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ــي ــي   م ــام م ــد انج ــود. ( گيرن ــد   n+mش ــي جدي ــاط كنترل T) نق
mnPPP },...,,{ 21   ــب از تركي

Tخطي نقاط كنترلي اصلي 
nPPP },...,,{ 21 گيرند: به صورت زير شكل مي  

)3-14                     (                                            1)1(  iii PPP   

  كه

)3-15              (                      


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
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 



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  

بايــد توجــه نمــود كــه انتخــاب نقــاط كنترلــي بــه صــورت معــادلات فــوق پيوســتگي منحنــي را  

اي اوليــه  دهــد. بــردار گــره   ) مثــالي از درج گــره را نشــان مــي   7-3كنــد. شــكل (  حفــظ مــي 

}4,4,4,4,3,2,1,0,0,0,0{  5.2است و يك گره جديد در شود.   وارد مي  

هـا   توانـد جهـت كنتـرل پيوسـتگي پايـه      پـارامتري، درج گـره مـي   علاوه بر افزايش وضـوح فضـاي   

هـاي اسـپيلاين نسـبت بـه      به كار رود. ايـن يكـي از وجـوه تمـايز مشخصـات پايـه       نيز ها با تكرار گره

  كلاسيك است. FEMهاي  پايه

  

  p -بهبود : 1ارتقاء درجه -3-3-2

باشــد. ايــن  مــي FEMدر  ‐pارتقــاء درجــه؛ روش دوم غنــي ســازي پايــه هاســت و معــادل بهبــود

-3) و (14-3بـا درج گـره بـر اسـاس معـادلات (      2هـاي بزيـر   رويه با تقسيم مـؤثر منحنـي بـه المـان    

  شود. ها انجام مي اي ) جهت بالابردن تعدد درجه چندجمله15

                                                            
١ Degree Elevation  
٢ Bezier 
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  3اسپيلاين درجه -) مثالي از درج گره روي يك منحني ب7-3شكل (

  

هـاي اضـافه    شـود. نهايتـاً گـره    هـا روي هـر بخـش مجـزا بـالا بـرده مـي        اي جملـه  آنگاه مرتبه چند

 p-kهـا   شـوند. بـر اسـاس آنچـه گفتـه شـد؛ پايـه        اسـپيلاين جديـد، حـذف مـي    -شده جهت ايجاد ب

هــا  شــود پايــه كنــد كــه باعــث مــي را ايجــاب مــي kافــزايش  pمشــتق پيوســته دارنــد لــذا افــزايش 

  ) نشان داده شده است.  8-3فظ كنند. مثالي از ارتقاء درجه در شكل (پيوستگي خود را ح

  

  k-بهبود ارتقاء پيوستگي و درجه:  -3-3-3

نـام دارد. بـه    ‐kباشـد؛ بهبـود   مـي  اسـپيلاين -بهـاي   نوع بسيار قدرتمند بهبود كـه مخـتص پايـه   

نــوع متفــاوتي از ارتقــاء مرتبــه اســت و مزايــايي دارد كــه در درج گــره و   ‐kصــورت ابتــدايي بهبــود
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بـين دو گـره مجـزا در يـك منحنـي       اي يكتـا   شـود. درج يـك مقـدار گـره     ارتقاء درجه ديده نمي

  دهد. كاهش مي p‐1را به  ، عدد مشتقات پيوسته در pدرجه 

  

  

ــه منحنـــــي  ) ار8-3شـــــكل ( ــاء درجـــ ــپيلاين-بتقـــ ــه  اســـ ــره  3مرتبـــ ــردار گـــ ــا بـــ اي  بـــ

}4,4,4,4,3,2,1,0,0,0,0{   ــي ــبكه كنترل ــه     pو ش ــي مرتب ــه منحن ــر ب ــي  4منج ــا غن ــازي  ب س

  شده است. pو شبكه كنترلي  }4,4,4,4,4,3,3,2,2,1,1,0,0,0,0,0{اي  بردار گره

  

ــه   ــه ب ــاء درج ــش     qارتق ــه بخ ــتفاده از روي ــا اس ــره  2-3-3ب ــدد گ ــه   تع ــزايش داده ب ــا را اف ه

 p‐1هــا كماكــان  شــود. بنــابراين پايــه هــا حفــظ مــي ام پايــهpكــه عــدم پيوســتگي در مشــتق  نحــوي

ــالا مــي مشــتقات پيوســته در  ــه نحــو ديگــري انجــام شــود؛ ابتــدا درجــه   دارد. فرآينــد ب توانــد ب

‐qهـا مشـتقات پيوسـته     درج گـردد. حـال پايـه    ارتقـاء يابـد و سـپس گـره يكتـاي       qمنحني به 

  شود.   ناميده مي ‐kد. اين فرآيند بهبودندار در  1
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شـود. ابتـدا    تـابع پايـه شـروع مـي     p+1بـا يـك المـان و     ‐kتكرار اين رويـه بـا اسـتفاده از بهبـود    

هـا درج شـده تـا     ا اضافه كـردن يـك تـابع پايـه در هـر بـار ارتقـاء يافتـه و سـپس گـره          بار ب rدرجه 

مشـتق پيوسـته    r+p‐1تـابع پايـه كـه همگـي      n+rگـردد. ايـن منـتج بـه      n‐pهـا   اينكه تعداد المان

rpn)1r(rnشــود. بايــد توجــه نمــود كــه  دارنــد مــي   بــويژه وقتــي كــه بــه ابعــاد بــالاتر

شود مي dافزايش توان از مرتبه رويم كه سبب  مي dd rpn)1r()rn(   

ــه نمــايش دقيــق  ســبب مشــتقات همــوارتر مــي ‐kبعــلاوه بهبــود ــر مقــادير  شــود كــه منجــر ب ت

  گردد. فيزيكي مي

  

كلاســيك:  ‐pالــف) شــروع از يــك المــان خطــي  ب) روش بهبــود  ‐pدر مقابــل بهبــود ‐k) بهبــود9-3شــكل (

ــه ــره ب ــار     درج گ ــه درجــه چه ــابع پاي ــاء درجــه ســبب ايجــاد هفــت تكــه ت شــده اســت  ج)  0Cهمــراه ارتق

  شده است. 1Cبا ارتقاء درجه همراه با درج گره منتج به پنج تكه تابع پايه درجه چهار  ‐kبهبود
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  هاي گوياي غيريكنواخت (نربز) اسپيلاين-ب  -3-4

ي كــه يهــا توابــع همتــاي گويــايي دارنــد كــه بــه آن امكــان نمــايش دقيــق اشــيا   اســپيلاين-ب

اشــكال  CAD. بعنــوان مثــال در دهــدرا مــي ،هــا نمــايش داد هــا را بوســيله چندجملــه تــوان آن نمــي

  نمايش داد. نربزها را دقيقاً توسط  توان آن شوند كه مي اي و مخروطي اغلب استفاده مي دايره

  

  نربزتوابع پايه  -3-4-1

  شوند: تعريف مي iwبا يك وزن مثبت  اسپيلاين-باز روي توابع پايه  نربزتوابع پايه 

)3-16                                   (                                   
)(
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
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N pii

pi   

  كه

    )3-17                                               (                      



n

i
pii BW

1
, )()(   

ــع   ــاي تواب ــعه فض ــزتوس ــا    نرب ــا ب ــورت يكت ــه ص nب
ipiNspanwpNN 1, }{:);;(   ــف تعري

فضــاي توابــع بــا ابعــاد بــالاتر توســط ضــرب تانســوري توابــع پايــه   اســپيلاين-بشــود. مشــابه  مــي
,...,

1,...,,, ...}{:);...,,...;,,( mn
jiqjpi NNspanqp  ــي ــاخته مـ ــه   سـ ــع پايـ ــود. توابـ شـ

  داراي خواص زير هستند: نربز

1 - 



n

i
piN

1
, 1)(   

هـا   كنـد، مشـابه پيوسـتگي در گـره     اخـذ مـي   اسـپيلاين -بخواص خود را از توابـع پايـه    نربز - 2

  و غيرمنفي بودن
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  اي نيستند، اما توابع گويا هستند. چندجمله نربزتوابع پايه  - 3

ــه وزن - 4 ــر هم ــه    اگ ــد جمل ــدداً چن ــه مج ــند: پاي ــر باش ــا براب ــابراين   ه ــود. بن ــد ب -باي خواه

  هستند نربزها حالت خاص  اسپيلاين

  

  نربزمشتقات  -3-4-2

) يافــت 16-3روي معادلــه ( 1بــا اســتفاده از قاعــده خــارج قســمت      نربــزمشــتقات توابــع  

  شوند: مي

)3-18     (                             2

,,
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  كنيم: حال رابطه زير را تعريف مي

B)(, وجود ندارد iمجموعي روي               )    3-19(
d

d
)(A p,ik

k

i
)k(

i 

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  شوند: تر تعريف مي مشتقات درجه بالاتر بر حسب مشتقات مرتبه پايين
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١  Quetient rule 
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)3-22               (                                                         
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  نربزهاي  منحني -3-4-3

ــتفاده از ( ــا اس ــي 16-3ب ــز) منحن ــي   نرب ــورت منحن ــان ص ــه هم ــپيلاين-بب ــف  اس ــل تعري قاب

  است:

)3-23                                                          (           



k

i
ipi PNC

1
, )()(   

هـا   دهـد. بايـد توجـه نمـود كـه يكـي از وزن       ) ساخت يك كمان دايـره را نشـان مـي   10-3شكل (

2

كـه همـه    چـين منحنـي را وقتـي    باشد، تـا امكـان نمـايش دقيـق دايـره فـراهم شـود. خـط         مي 1

دهـد. مقايسـه دو    ها برابر يـك هسـتند و بنـابراين منحنـي يـك چندجملـه اي اسـت نشـان مـي          وزن

ــي  ــان م ــي نش ــر      منحن ــي را كمت ــاني منحن ــرل مي ــه كنت ــده نقط ــت وزن داده ش ــه عل ــه ب ــد ك ده

  كشد. مي

  

  }1,1,1,0,0,0{اي  روي بردار گره نربزساخت منحني كمان دايره با استفاده از توابع  ) مثالي از10-3شكل (
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  نربز  امحجاسطوح و  -3-4-4

  شوند: به صورت زير تعريف مي نربز  امحجاسطوح و 

)3-24                                            (        



mn

ji
jipjpi PNNS
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1,1
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)3-25    (                             
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,,

1,1,1
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mn

kji
kjirkpjpi PNNNV   

) ساخت يـك سـطح دايـروي بـا اسـتفاده از نگاشـت از فضـاي پـارامتري بـه فضـاي           11-3شكل (

 ــ ــا اســتفاده از نقــاط كنترل ــره شــكل ((هــا  و وزن يفيزيكــي ب جهــت از هــر  در ))10-3منحنــي داي

  دهد. را نشان مي فضاي پارامتري

  

  

}1,1,1,0,0,0{. سطح از بردار نربز) ساخت دايره با استفاده از 11-3شكل (   و نقاط كنترلي و

 هاي نشان داده شده در شكل ساخته شده است. وزن
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  اي براي آناليز به عنوان پايه نربزآناليز آيزوژئومتريك:  -3-5

ــه گرديــد. اگرچــه تنهــا تغييــر در  ار ]3[ش و همكــاران Hughesنظريــه آيزوژئومتريــك توســط  ائ

ــه اجــزاء     ــع پاي ــد اســت. ســاخت فضــاهاي تواب ــن روش بســيار قدرتمن ــا اي ــع رخ داده اســت، ام تواب

دقيــق را  را از بــين بــرده و هندســه CADهــاي  نيــاز بــه ارتبــاط بــا برنامــه نربــزمحــدود مبتنــي بــر 

هــاي بــا مرتبــه بــالاتر را  دهــد و روش ، ارتقــا مــي‐kرا بــا روش بهبــود FEAفــراهم مــي كنــد بعــلاوه 

  كند. هاي منحني ممكن مي روي دامنه

ــين   ــاوت اساســي ب ــه تف ــه    IGAكلاســيك و  FEAدر ادام ــدي و هندس ــف مــش بن ــي تعري يعن

ــي  ــان م ــود بي ــته ش ــپس گسس ــع    . س ــتفاده از تواب ــا اس ــادلات ب ــازي مع ــزس ــي  نرب ــه م ــردد.  ارائ گ

[24,25,31]  

 

  شم -3-5-1

 IGA و  FEMهــاي بــين  هــا و شــباهت تــرين تفــاوت ) مهــم1-3قبــل از تعريــف مــش، جــدول (

  را خلاصه نموده است:

  IGA [37] و FEA) مقايسه 1- 3جدول (
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كلاسـيك هـر المـان نگاشـت خـود را       FEMدهـد در   ) ايـن مقايسـه را از ديـدگاه آنـاليز نشـان مـي      11-3شكل (

هــاي داخلــي فضــاي  ، گــرهIGAكــه در  الــف). در حــالي 12-3از فضــاي پــارامتري بــه فضــاي فيزيكــي دارد (شــكل 

منفـرد، فضـاي پـارامتري را بـه فضـاي فيزيكـي        اسـپيلاين -ببنـدي نمـوده و  يـك     هـا را تقسـيم   پارامتري در المـان 

  ب). 12-3كند (شكل  نگاشت مي

  

  از ديدگاه آناليز IGAو  FEM) تفاوت 12-3شكل (

  

يــك دامنــه  'شــود. اگــر  تعريــف مــي نربــزســازي  مســتقيماً بوســيله پــارامتري IGAمــش در 

ــا مــرز  ــاز ب ــه  ،باشــد 'محــدود ب eeهــاي  زيردامنــهدامنــه ب 'u'  هــا توســط چهــار وجهــي 

ــان كــه  jiآنچن ''    ــراي jiب  ــه صــورت توســعه  شــود. المــان تقســيم مــي ــا ب هــاي  ه

ــره ــورت  گــــــ ــه صــــــ ']},{(اي بــــــ 1iie   ــر ــا ضــــــ ــوري يــــــ ب تانســــــ

...}),[),{[' 1ii1iie    شود. در بعدهاي بالاتر تعريف مي  

  شود: المان در فضاي فيزيكي به صورت زير تعريف مي

)3-26                                                            (                   ee 'So   

ــه  ــت  Sك ــزنگاش ــه ( نرب ــي24-3در معادل ــكل   ) م ــد. ش ــده 13-3(باش ــن اي ــورت    ) اي ــه ص را ب

 ــ دار نشــان مــي گرافيكــي روي يــك صــفحه ســوراخ  ت، دهــد. آنچــه در اينجــا نشــان داده شــده اس
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ــه  ــه   CADتوصــيف اولي ــلاوه المــان پاي ــه اســت. بع ــب يــك مــش دو المان ]d]1,1، 1در قال
~  

  رود. بكار مي 2ها نيز نشان داده شده است كه جهت بكارگيري چهارتائي

  

ــراي صــفحه ســوراخ  CADتعريــف هندســه  IGA) تعريــف مــش در 13-3شــكل( ــه ب دار فضــاي  اولي

كـــه  }1,1,01,0,0{,}1,1,1,5.0,0,0,0{اي  مطـــابق بـــا بردارهـــاي گـــره 'پـــارامتري 

شـود كـه بـا دورنـگ نشـان داده شـده اسـت و پـس از نگاشـت بـه            منتج به مش بنـدي بـا دو المـان مـي    

  فضاي فيزيكي در شكل نمايان است.

  

جهت انجام آناليز، وضوح بيشـتري مـورد نيـاز اسـت. اينكـار توسـط يـك يـا تركيبـي از بهبودهـا           

) كــه 13-3) ايــن بهبــود بــا درج گــره بــراي هندســه اوليــه شــكل ( 14-3شــود. شــكل ( م مــيانجــا

  .دهد شود را نشان مي مي ي متواليها منجر به مش

  

  ) ساخت هندسه مناسب آناليز با بهبودهاي متوالي14- 3شكل(

                                                            
١Parent  
٢ quadrature 
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  نربزمبتني بر  FEMتوسعه  -3-5-2

ــعه  ــر   FEMتوس ــي ب ــزمبتن ــعه    نرب ــاوت از توس ــي متف ــاوت    FEMخيل ــت. تف ــيك نيس كلاس

باشــد. بــه عنــوان  و تعريــف يــك المــان مــي نربــزيــابي  هــا ناشــي از خصوصــيت غيــردرون ظريــف آن

  زير دارد: به صورت [26] 1شكل قويله الاستيك خطي دو بعدي امثال مس

)3-27(                                     
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بخشـي از مـرز اسـت كـه      uو  ز مـرز اسـت كـه كشـش در آن تعريـف شـده      قسـمتي ا  tكه 

  باشد: ده است. معادله تعادل گسسته حاصل به صورت زير ميگرديجابجايي در آن تعريف 

)3-28(                                                                                       fKu   

بـردار نيـروي خـارجي اسـت. مـاتريس سـختي        fبـردار جابجـايي و    uمـاتريس سـختي و     kكـه  

k ــان   مــي ــاتريس ســختي الم ــد از م )k(توان e    ــردار ــع شــود). بطــور مشــابه ب ــراهم شــود (تجمي ف

تجميـع نمـود. مـاتريس سـختي المـان بـه صـورت         efتـوان از بـردار نيـروي المـان      را مـي  fنيروي 

  شود: زير محاسبه مي

)3-29(                                                                     ˆ
ˆ

dJDBBtk
e

T
ee   

  باشد. مي 21دامنه پارامتري ساختار در فضاي  ̂ضخامت المان ورقي و  etكه 

شـود.   المـان محاسـبه مـي    ين مقـدار انتگـرال در نقـاط گوسـي    انتگرال به صـورت عـددي بـا تعي ـ   

  نيز به صورت زير است: Bكرنش  -ماتريس جابجايي

                                                            
١ Strong 
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)3-30(                                             
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مـاتريس   Dباشـد.   در آنـاليز آيزوژئومتريـك مـي    نربـز توابـع پايـه آنـاليز اجـزاء محـدود يـا        Niكه 

بـه صـورت زيـر     مسـطح در حالـت تـنش    بطـور مثـال  خواص ماده در حالت الاسـتيك خطـي اسـت    

  باشد: مي

)3-31(                                                               
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J :ماتريس ژاكوبين به صورت زير است  

)3-32(                                                                         
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  مختصات پارامتريك به مختصات فيزيكي را بر عهده دارد. كه نگاشت نقاط از

نيـروي پوسـته (نيـرو بـر واحـد       bتوان بـه صـورت زيـر نوشـت كـه       را مي eبردار نيرو روي المان 

  باشد. مي 21دامنه پارامتري مرز كشش در فضاي t̂كشش روي پوسته و  tسطح)، 

ــنش  ــت الاستوپلاســتيك رابطــه ت ــد   -در حال ــرنش يــك رابطــه خطــي مانن الاســتيك  مســالهك

ــ در ايــن. نيســت شــدگي  ت مشــتق رابطــه ســاختاري بــراي يــك مــاده ايزوتروپيــك كــه ســخت حال

و بـردار   dكنـد بـه صـورت رابطـه افزايشـي بـين بـردار افـزايش تـنش           ايزوتروپيك را تجربـه مـي  

آنچنان كه  dافزايش كرنش  d.Dd ep شود. نشان داده مي  
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گـردد، لـذا در    بـه صـورت عـددي و متـوالي محاسـبه مـي       Depتـر اشـاره شـد     همانطور كه پـيش 

ــوع  ــا     Deمجم ــتيك ب ــت الاستوپلاس ــايي در حال ــايي جابج ــبات نه ــه Depدر محاس ــه  در نقط اي ك

  شود. دهد جايگزين مي تسليم رخ مي

  

  شرايط مرزي -3-5-3

ــ ــرزي در ش ــابه  IGAرايط م ــي  FEMمش ــيك وارد م ــلي روي    كلاس ــرزي اص ــرايط م ــود. ش ش

يــابي هســتند، شــرايط مــرزي قــوي  غيــردرون نربــزتوابــع ند. چــون وشــ نقــاط كنترلــي اعمــال مــي

ــالا را     ــات ب ــا درج ــه ب ــع پاي ــه تواب ــد ك ــل دارن ــي(تماي ــته وارد   وقت ــرزي غيرپيوس ــاي م ــه داده ه ك

دهـد. در   اي نشـان مـي   ل پلـه ) ايـن مطلـب را بـراي پروفاي ـ   15-3درگيـر نماينـد. شـكل (    )شـوند  مي

يــابي ايــن شــرايط نشــان داده شــده اســت در ســمت راســت ايــن شــرايط  تصــوير ســمت چــپ درون

خاصـيت حـذف تغييـرات را     نربـز انـد. بايـد توجـه نمـود كـه اگرچـه        روي نقاط كنترلي اعمـال شـده  

ــا افــزايش درجــه بــر خــلا  را از خــود نشــان مــي 1سبدارد، امــا همچنــان پديــده گيــ ف دهــد. امــا ب

درگيـر   pهـا بـا افـزايش     كنـد. بعـلاوه بايـد توجـه نمـود كـه چگونـه داده        هـا عمـل مـي    اي جمله چند

ــراي داده  مــي هــا روي نقــاط كنترلــي  هــاي غيرپيوســته بهتــر اســت داده  شــوند واضــح اســت كــه ب

  هاي هموار مدنظر باشد عكس اين مطلب صحيح است. كه داده اعمال شوند. وقتي

ــه صــورت ضــعيفگزينــه ديگــر، اعمــال شــرايط  ه يــك تقريــب از شــرايط  كــ اســت دريچلــت ب

  دريچلت است. اگرچه اعمال شرايط مرزي قوي هم خود يك تقريب است.

                                                            
١ Gibbs 
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ي  هـا  اي هـم ماننـد چندجملـه    نربـز شـود كـه    ) اعمـال شـرايط مـرزي قـوي. ملاحظـه مـي      15-3شكل (

هــا مسـتقيماً روي نقــاط   دهــد، امـا كمتـر از آن بــا اعمـال داده    لاگرانـژ پديـده گيــبس را از خـود نشــان مـي    

  شود. مي pكنترلي باعث درگير شدن شرايط مرزي با افزايش 

  

  گيري انتگرال -3-5-4

  انتگرال كلي زير بايد حل شود: ،هاي سختي و جرم و بردار بار جهت تجميع ماتريس

)3-33                                                   (                              
e

d)x(f


  

ــه  ــرض مــي   fك ــذير ف ــوار و انتگــرال پ ــافي هم ــدر ك ــري، از فضــاي  شــود. جهــت انتگــرال  بق گي

بايـد انجـام شـود كـه      ييشـود. جهـت انجـام اينكـار تغييـر متغيرهـا       برده مـي  1فيزيكي به المان پايه

  به صورت زير است: 2Dدر فضاي 

)3-34                                              (                 


 
~ S

~
d|J||J|)~,

~
(f  

  دترمينان آن است. | J |ژاكوبين و  Jكه 

                                                            
١ parent element 
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y,x(N)y,x(N)y,x(f(بــراي يــك مــاتريس ســختي نــوعي      BA     توابــع پايــهN 

  بايد: تعريف شده است. به منظور تعريف آن در فضاي  'در فضاي پارامتري 

)3-35    (                                                          ),(NJ)y,x(N 1
S    

  زير خواهد شد:حال انتگرال به صورت 

)3-36    (                          


 

~ SB
1

SA
1

S
~

d|J||J|)~,
~

(NJ)~,
~

(NJ  

گيــري گوســي بــا توجــه بــه اينكــه انتگــرال تــابع را بــه صــورت دقيــق بــا حــداقل نقــاط  انتگــرال

پـذيري را   شـرايط همـواري و انتگـرال    اسـپيلاين -بباشـد. توابـع    كنـد بهينـه مـي    گوسي محاسبه مي

باشــند، لــذا قــوانين گــوس اســتاندارد قابــل اســتفاده  اي مــي جملــه دارا هســتند و بــه صــورت چنــد

، نقــاط گوســي بهينــه تــابع 1Cهــاي  اســپيلاين-بدر توابــع پايـه   [22]اسـت. بــا توجــه بــه مرجــع  

  باشد.   هستند، لذا تعداد نقاط گوسي برابر با نصف تعداد درجات آزادي مي 1قانون نقطه مياني

 

  Matlab استفاده از نرم افزار آناليز آيزوژئومتريك با -3-6

هـاي   افـزار متلـب و انجـام محاسـبات بـه صـورت جبـري در سـال         سادگي و مـتن بـاز بـودن نـرم    

. [23] تمهندســي شــده اســ هــاي مختلــف محاســبات اخيــر باعــث كــاربرد روزافــزون آن در حــوزه

ــاربرد آن در حــوزه  ــين ك ــا    [24]توســط مرجــع  IGAاول ــادلات ب ــه مع ــه ب ــزارش شــده اســت ك گ

مـتن بـاز ديگـري كـه در ايـن حـوزه        IGAباشـد. كـد    اسـكالر محـدود مـي    (PDE)مشتقات جزئـي  

شـيء گـرا، نيـز در     FEدر قالـب كـد    IGAجزئيـات كـاربرد    .ارائـه شـده اسـت    [25]نوشته شده در 

بـا اسـتفاده از نـرم     IGAبنـدي در چـارچوب    بحث شـده اسـت. جزئيـات پيـاده سـازي فرمـول       [26]

.  آخــرين فعاليــت در ايــن حــوزه مربــوط بــه مرجــع گــزارش شــده اســت [27]تجــاري در  FEافــزار 

                                                            
١ Half- Point rule 
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باشــد. در چــارچوب موضــوع پايــان نامــه همــانطور كــه پيشــتر عنــوان گرديــد تــا كنــون    ] مــي28[

مبتنـي   FEMپلاسـتيك بـه روش   -امـا در حـل مسـاله الاسـتو      ت.اس ـ هيچ مستندي منتشـر نشـده  

  ] نام برد. 30 ,29بر نرم افزار متلب ميتوان  از مراجع [

  NURBS Toolbox   ــي از ــوان يكـ ــز بعنـ ــامل   Toolboxنيـ ــب، شـ ــزار متلـ ــرم افـ ــاي نـ هـ

كـاري نربـز در محـيط متلـب مطـابق بـا نگـارش كتـاب          ها جهت ايجـاد و دسـت   اي از برنامه مجموعه

 Toolboxبــه عنــوان اولــين محصــول اســتاندارد در ايــن حــوزه ارائــه شــده اســت. توابــع ايــن   [16]

ــب  ــد. شــايان ذكــر اســت پيشــتر   2-3در جــدول ( m-fileدر قال ــه شــده ان  Spline Toolbox) ارائ

، 1را در قالـب كـد متلـب در حالـت      IGAنيـز   [28]مرجـع   نيز در متلب پيـاده سـازي شـده اسـت.    

  نموده است.  بعدي ارائه  3و  2

ــرار مــي   ــورد اســتفاده ق ــه م ــان نام ــن پاي ــرد برخــي از  آنچــه در اي هــاي  هــاي بســته m-fileگي

، برخــي پــردازش جهــت توليــد توابــع پايــه GEOPDESو  NURBS Toolboxافــزاري  بــويژه  نــرم

ــاني  ــاي مي ــد.   Post Processing     و  ه ــي باش ــزاري    م ــرم اف ــته ن ــين از بس  ParaViewهمچن

  جهت نمايش داده هاي حاصل از تحليل استفاده مي شود.
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 NURBS Toolbox   ) توابع 2- 3جدول (

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Basic operations for NURBS curves, surfaces and volumes 
nrbmak 
NRBMAK: Construct the NURBS structure given the control points and the knots. 
nrbkntins 
NRBKNTINS: Insert a single or multiple knots into a NURBS curve, surface or volume. 
nrbdegelev 
NRBDEGELEV: Elevate the degree of the NURBS curve, surface or volume. 
nrbderiv 
NRBDERIV: Construct the first and second derivative representation of a NURBS curve, surface 
or volume. 
nrbdeval 
NRBDEVAL: Evaluation of the derivative and second derivatives of NURBS curve, surface or 
volume. 
nrbeval 
NRBEVAL: Evaluate a NURBS at parametric points. 

Operations for constructing NURBS curves and surfaces 
nrbtform 
NRBTFORM: Apply transformation matrix to the NURBS. 
nrbreverse 
NRBREVERSE: Reverse the evaluation direction of a NURBS curve or surface. 
nrbtransp 
NRBTRANSP: Transpose a NURBS surface, by swapping U and V directions. 
nrbline 
NRBLINE: Construct a straight line. 
nrbcirc 
NRBCIRC: Construct a circular arc. 
nrbrect 
NRBRECT: Construct NURBS representation of a rectangular curve. 
nrb٤surf 
NRB٤SURF: Constructs a NURBS bilinear surface. 
nrbcylind 
NRBCYLIND: Construct a cylinder or cylindrical patch. 
nrbextract 
NRBEXTRACT: construct NURBS curves by extracting the boundaries of a NURBS surface, or 
NURBS surfaces by extracting the boundary of a NURBS volume. 
nrbextrude 
NRBEXTRUDE: Construct a NURBS surface by extruding a NURBS curve, or construct a 
NURBS volume by extruding a NURBS surface. 
nrbrevolve 
NRBREVOLVE: Construct a NURBS surface by revolving a NURBS curve, or construct a 
NURBS volume by revolving a NURBS surface. 
nrbruled 
NRBRULED: Construct a ruled surface between two NURBS curves. 
nrbcoons 
NRBCOONS: Construction of a Coons patch. 
nrbplot 
NRBPLOT: Plot a NURBS curve or surface, or the boundary of a NURBS volume. 
nrbctrlplot 
NRBCTRLPLOT: Plot a NURBS entity along with its control points. 
nrbkntplot 
NRBKNTPLOT: Plot a NURBS entity with the knots subdivision.
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  (ادامه)NURBS Toolbox   ) توابع 2- 3جدول (

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B-Spline functions 

bspeval 
BSPEVAL: Evaluate B-Spline at parametric points  
bspderiv 
BSPDERIV: B-Spline derivative  
bspkntins 
BSPKNTINS: Insert knots into a B-Spline  
bspdegelev 
BSPDEGELEV: Degree elevate a univariate B-Spline. 
basisfun 
BASISFUN: Compute B-Spline Basis Functions  
basisfunder 
BASISFUNDER: B-Spline Basis function derivatives  
findspan 
FINDSPAN Find the span of a B-Spline knot vector at a parametric point  
numbasisfun 
NUMBASISFUN: List non-zero Basis functions for B-Spline in a given knot-span  
tbasisfun 
TBASISFUN: Compute a B- or T-Spline basis function, and its derivatives, from its local knot 
vector. 

B-splines geometric entities 

curvederivcpts 
CURVEDERIVCPTS: Compute control points of n-th derivatives of a B-spline curve. 
curvederiveval 
CURVEDERIVEVAL: Compute the derivatives of a B-spline curve. 
surfderivcpts 
SURFDERIVCPTS: Compute control points of n-th derivatives of a NURBS surface. 
surfderiveval 
SURFDERIVEVAL: Compute the derivatives of a B-spline surface  

NURBS geometric entities and functions 

nrbbasisfun 
NRBBASISFUN: Basis functions for NURBS  
nrbbasisfunder 
NRBBASISFUNDER: NURBS basis functions derivatives  
nrbnumbasisfun 
NRBNUMBASISFUN: Numbering of basis functions for NURBS  
nrbcrvderiveval 
NRBCRVDERIVEVAL: Evaluate n-th order derivatives of a NURBS curve. 
nrbsurfderiveval 
NRBSURFDERIVEVAL: Evaluate n-th order derivatives of a NURBS surface. 
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  (ادامه)NURBS Toolbox    توابع )2- 3جدول (

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Knots construction and refinement 

kntuniform 
KNTUNIFORM: generate uniform open knot vectors in the reference domain. 
kntrefine 
KNTREFINE: Refine a given knot vector by dividing each interval uniformly, maintaining the 
continuity in previously existing knots. 
kntbrkdegreg 
KNTBRKDEGREG: Construct an open knot vector by giving the sequence of knots, the degree 
and the regularity. 
kntbrkdegmult 
KNTBRKDEGMULT: Construct an open knot vector by giving the sequence of knots, the degree 
and the multiplicity. 

Vector and Transformation Utilities 

vecnorm 
VECNORM: Normalise the vectors. 
vecmag 
VECMAG: Magnitude of the vectors. 
vecmag٢ 
VECMAG٢: Squared magnitude of a set of vectors. 
vecangle 
VECANGLE: An alternative to atan, returning an arctangent in the range ٠ to ٢*pi. 
vecdot 
VECDOT: The dot product of two vectors. 
veccross 
VECCROSS: The cross product of two vectors. 
vecrotx 
VECROTX: Transformation matrix for a rotation around the x axis. 
vecroty 
VECROTY: Transformation matrix for a rotation around the y axis. 
vecrotz 
VECROTZ: Transformation matrix for a rotation around the z axis. 
vecrot 
VECROT: Transformation matrix for a rotation around the axis given by a vector. 
vecscale 
VECSCALE: Transformation matrix for a scaling. 
vectrans 
VECTRANS: Transformation matrix for a translation. 

Misc Utilities 

deg٢rad 
DEG٢RAD: Convert degrees to radians. 
rad٢deg 
RAD٢DEG: Convert radians to degrees. 
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  جمع بندي -7- 3

ــل     ــن فص ــيف در اي ــمن توص ــا   -ب ض ــپيلاين ه ــوان و اس ــا بعن ــز ه ــوين در   نرب ــي ن روش

هـم در بخـش توصـيف هندسـي      ،هـا بعنـوان توابـع پايـه     علـت انتخـاب آن   توصيف هندسي اجسـام، 

ــاليز   ــب و هــم در بخــش آن ــكدر قال ــل آيزوژئومتري ــان نشــان داده  تحلي ــا بي ــاوت شــد و ب هــاي  تف

ــزا     ــر اج ــي ب ــل مبتن ــين تحلي ــي ب ــك  ي اساس ــيك و آيزوژئومتري ــدود كلاس ــونگي  ،مح ــل چگ ح

هـاي  در پايـان نيـز قابليـت    .ارائـه گرديـد  بـا اسـتفاده از توابـع پايـه نربـز      لاسـتيك  الاستو پمعادلات 

  هاي توليد شده بيان شد. Toolboxنرم افزار متلب در حل عددي معادلات حاصل در قالب 
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 پياده سازي الگوريتم و حل
نمونه   پلاستيك مسائل دو بعدي-الاستو 

IGAبه روش

 چهارمفصل 
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  چهارمفصل 

  

 پلاستيك مسائل -پياده سازي الگوريتم و نتايج حل الاستو

 IGAدو بعدي به روش 

  

  مقدمه - 4-1

همانگونه كه قبلا ذكر شد كليات محاسبات در روشهاي آيزوژئومتريك و اجزاي محدود مشابه 

نگاشتهاي مربوط به آنهاست. در اين فصل حل بوده و تفاوت عمده آنها در نحوه محاسبات توابع پايه و 

كه در اين پايان  Elasto-Plastic IGAدوبعدي با استفاده از برنامه  پلاستيك مثالهاي عددي -الاستو

تهيه شده است، ارائه  و نتايج حاصل از آن با حل تحليلي مقايسه  MATLABنامه مبتني بر نرم افزار 

  گردد. مي

  

 Elasto-Plastic IGAساختار برنامه  - 4-2

پياده سازي شده در فصول دوم و سوم  Elasto-Plastic IGA) ساختار كلي برنامه 1-4شكل (

را نشان ميدهد. بر اين اساس برنامه اطلاعات ورودي شامل خواص مواد، هندسه و مشخصات مشها و 

رافسون جهت محاسبه جابجايي انجام -نربز را دريافت كرده و افزايشهاي كلي را بر اساس روش نيوتن

گوسي در نظر گرفته شده در قالب در نقاط  خواص ماده CPPMدهد. در طي اين فرآيند به روش  مي

ميسز بررسي و با توجه به حالت ماده در نقاط مذكور - هاي محلي مبتني بر معيار تسليم فون توالي
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گردد. برنامه  روز رساني ماتريس سختي و نيروهاي داخلي محاسبه مي ماتريس مماسي پيوسته جهت به

  است. فته و ماده ايزوتروپيك فرض شدهمذكور معيار تسليم با فرض سخت شدگي توسعه يا

قابل ذكر است همانطور كه قبلا اشاره شد محاسبه ماتريس مماسي سازگار مستلزم برخي محاسبات 

- شود كه در خصوص مسائل الاستو پيچيده است و در مقابل سبب افزايش سرعت همگرايي مي

لذا از ماتريس مماسي پيوسته  پلاستيك دو بعدي با هندسه ساده از اهميت چنداني برخوردار نيست

  است.  استفاده گرديده

است كه از دقت محاسباتي بالاتري نسبت  CPPMنكته حائز اهميت ديگر ماهيت ضمني بودن روش 

 به روشهاي صريح برخوردار است.

  

 

 

 Elasto-Plastic IGA) ساختار كلي برنامه 1- 4(شكل

 

 

 

 

 

 

  

  Elasto‐Plastic IGA) ساختاركلي برنامه 1-4شكل (
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  عددي هايمثال 4‐3‐

  تير طره -1- 4-3

    L=48و D=2 mقرار گرفته است. در اين مثال   P=1500 N )  تحت بار متمركز 2-4تير طره شكل (

فرض گرديده  2400yو تنش تسليم  3.0و ضريب پواسون  E=3*10^7 الاستيتسيتهمدول 

  فرض شده است. 1پارامتر سخت شدگي معادل  H است.

  

  ) تير طره : هندسه و شرايط تكيه گاهي2-4شكل (
  

براي حل مسئله به روش آيزوژئومتريك بردارهاي گرهي در دو جهت 
 به ترتيب  و    

فرض  2و  6دو جهت به ترتيب  تعداد نقاط كنترلي در اين  {0،0،1،1}و   {75،1،1،1.,5.,25.,0،0،0}

  گرديده است.

 ]. 32گردد[  پلاستيك  از  روابط زير استفاده مي- جهت حل مساله در حالت الاستو 

=F=FE. در رخ ميدهد )c±،o( درتنش ماكزيمم 
2σ౯ୠୡ2

3௅  تسليم آغاز مي شود.اگر مقدار بار وارده از اين

 مقدار افزايش يابد ، ناحيه پلاستيك از وجه بالا و پايين تير گسترش مي يابد. 

 

 ) نواحي الاستيك و پلاستيك در تير طره3-4شكل (
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نيز  معيار تسليم در ناحيه پلاستيك مستلزم آن است كه تنشها علاوه بر معادلات تعادلي از روابط زير

  تبعيت نمايند :

)4-2(                                                                             0
22





















YY

  

            0
22









YY YY








    

  :روابط تعادل

)4-3(                                                               0


X

      ,        0







YX

              

در هر ناحيه پلاستيك ثابت باشند. و از  τو  σاين معادلات مي توانند به طور همزمان ارضا گردند اگر 

با   xپلاستيك در-اگر مرز الاستو ،yσ±=σ   گردد و ميدر وجه بالا و پايين صرفنظر  τآنجائيكه از 

y(x)=y: نمايش داده شود ، داريم  

 )4-4 (                                        y                        ,                ‐c≤y≤‐y*(x)σ=σ   

  

,																y*(x)≤y≤c												              yσ-=σ			

			  

  مانند حوزه الاستيك خطي است.  yتوزيع تنش در راستاي  y*≤y≤y*(x)‐لاستيك ادر هسته 

)4-5                                                         (                                
)(*

.

x

y

y

y
   

      مرز ناحيه الاستيك به صورت زير است :

             






 
 b

xLF
CY

Y

X


)(
3 2

)(
*                         

                                                (6‐4)    
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)4-7(    


 L
F

bc
LX y

3

2 2

        y*(x)=c   در                                                 

  بار نهايي به شكل زير محاسبه مي گردد:  

)4-8                 (                                                                          Fu=
σ౯ୠୡ

2

௅
  

بايد توسط تنش برشي تنها در ناحيه پلاستيك صفر است ، نيروي عرضي  τبا توجه به اين حقيقت كه 

  ) برابر است با : x , 0در هسته الاستيك متعادل شود. تنش برشي ماكزيمم در نقطه (

    )4-9(                   
)(*4

3

xby

F
                                                                                   

                     

  اتفاق مي افتد.  x=0تنش برشي ماكزيمم در نقطه 

)4-10                         (                                                 
)0(*4

3
max by

F
  

L ≤  ξ ≤ 2݈ (شروع تغيير شكل پلاستيك) براي F=FEتغيير مكان در هر نقطه از تير با  ܿൗ  عبارت

  است از:

)4-11          (                                   









EE

E
E F

F

F

F

F

F
23)3(5)( 2  

  :كه در آن 

            ΔE=
σ౯୐

٢

٣ா஼
و          FU=

٣୊ు
٢

                                                   (12‐4) 
 
 
 

نتايج  نيوتن آغاز شود 1200 ردر باگاهي  در نقطه تكيه بايد در اين مثال طبق روابط ارائه شده تسليم

در صد  10خطا در حدود  دهد نيوتن نشان مي 1080حاصل از برنامه شروع تسليم را در بار 

  است.شايان ذكر است اين نتيجه تنها با يك زيرناحيه در مدلسازي بدست آمده است.
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 تير طره ها و نقاط كنترلي در ) مش4-4شكل (

 
و در حوزه  N 1000با بار  yو جابجايي تير در جهت  xجهت كنترل برنامه خروجي تنش در جهت 

ها و نقاط كنترلي در نظر گرفته  ) مش4-4شكل ( ] مقايسه گرديده است.18الاستيك با نتايج مرجع [

  را نشان مي دهد. تير طره شده در

  

  p=1000 Nتحت اثر بار  الاستيكتير طره در حالت yجابجايي در جهت )4-5(

)a حاصل از برنامه(Elasto‐plastic IGA) .b حل (IGA   [18]مرجع 

  
  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) 
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  p=1000 Nتحت اثر بار  الاستيكتير طره در حالت XX) تنش در جهت 6-4شكل (

)a حاصل از برنامه(Elasto-plastic IGA) .b حل (IGA  ] 18مرجع[  
  

) 5- 4مي باشد نتايج شبيه سازي مطابق شكل ( 0077/0جابجايي در انتهاي تير مطابق حل تحليلي 

تحت اثر بار  تير طره در حالت الاستيك XXتنش در جهت نشان مي دهد.  0056/0اين مقدار را 

p=1000 N ) نشان داده شده است كه از خطاي ناچيزي برخوردار است. لذا برنامه 6- 4نيز در شكل (

  نتايج قابل قبول دارد.در حالت الاستيك و با يك ناحيه و تعداد اندك مش 

با استفاده از برنامه حل كرده و با نتايج تئوري مقايسه  1500Nحال مساله الاستو پلاستيك را در بار  

) مقدار جابجايي انتهاي تير را نشان مي دهد كه با نتابج تحليلي مجاور آن 7-4مي كنيم. شكل (

  تطبيق بسيار خوبي دارد. 

مي باشد. ساير تنشها و  N 2400) هم نمايانگر تسليم در تنش تسليم 8-4تنش فون ميسز در شكل (

  ) ارائه شده اند.10-4) و (9- 4كرنش پلاستيك موثر نيز در شكل هاي (

  

  
  

 Fu=١٨٠٠ N 
 FE=١٢٠٠ N 

0128.0

1024.0


 E
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 p=1500 Nتحت اثر بار  پلاستيكتير طره در حالت  y) جابجايي در جهت 7-4شكل (

  Elasto-plastic IGAحاصل از برنامه 
  
  
 

 
 
 

 p=1500 Nتحت اثر بار  پلاستيكتير طره در حالت  ميسز-فون تنش) 8-4شكل (

 Elasto-plastic IGAحاصل از برنامه 

 

 
 p=1500 Nتحت اثر بار  پلاستيكتير طره در حالت  تنشهاي) 9-4شكل (

  Elasto-plastic IGAحاصل از برنامه 
  
 
 

  
  

 p=1500 Nتحت اثر بار  پلاستيكتير طره در حالت  كرنش پلاستيك موثر) 10-4شكل (

  Elasto-plastic IGAحاصل از برنامه 
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 Cook1 غشاي -2- 4-3

-4مطـابق شـكل (   مـورد نظـر قـرار مـي گيـرد.      cookدر اين مثال، مسـاله شـناخته شـده    

ــل مخروطــي  11 ــار برشــي در   كــرنش صــفحه تحــت) مســاله شــامل يــك پان اي اســت كــه يــك ب

 واحـد  16قيـد و   محـل واحـد ارتفـاع در    44واحـد طـول و    48انتهاي آن اعمـال شـده اسـت. پانـل     

و  70ارتفــاع در انتهــاي خــود دارد . مــدل مــاده اســتفاده شــده الاســتو پلاســتيك بــا مــدول يانــگ  

ــبت  ــليم   و poisson   0,333نس ــنش تس ــي    0,243ت ــدگي خط ــخت ش ــدول س ــي  0,15و م م

جزئـي را در طـول غشـا     يكـه يـك جابجـايي خمش ـ    اسـت  1,8باشد. بـار برشـي بكـار رفتـه نهـايي      

ــد   ــا  .]33[ايجــاد مــي كن ــاع در  23المــان در طــول و  53حــل اجــزاء محــدود آن ب المــان در ارتف

  ) نشان داده شده است.12-4شكل (

  

 

  Cookغشاي  ) 11-4شكل (

  

                                                            
١ Cook Memberan 
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با بردارهاي گره اي  آيزوژئومتريك روش كد توسعه يافته در اين پايان نامه مبتني براين مساله با 

}0,0,0,0.4, 0.7,1,1,1{=Σ } 0,0,0,0.4,0.7,1,1,1و={H  و نقاط كنترلي نشان داده شده در

  ) نيز حل گرديده است.13-4شكل (

  

 
  

  Cookكشش در مساله غشاي ) 12-4شكل (

 

  

 
 Cookها و نقاط كنترلي در غشاي  مش) 13-4شكل (
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كرنش پلاستيك و  ميسز ونفش تن اند ) نشان داده شده14-4در شكل (  σ୶୶  ،σ୷୷ كانتورهاي تنش

) نشان داده 17-4شكل (جابجايي غشاء در  .اند ) نشان داده شده16-4) و (15-4شكل هاي (در موثر 

مي توسط برنامه ارائه شده انجام شده تحليل صحت  معرف مقايسه نتايج با روش اجزاء محدود .اند شده

  باشد.

  

 
  Cookدر غشاي  كانتورهاي تنش) 14-4شكل (
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 Cookدر غشاي  ون ميسنرف) تنش 15-4شكل (

 
 

  
  Cookدر غشاي كرنش پلاستيك موثر ) 16-4شكل (
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  Cookدر غشاي ) جابجايي 17-4شكل (
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  1مسطحنوار  -3- 4-3

در اين مثال نوار مسطح تحت شرايط كشش يكنواخت و بار كرنش صفحه اي قرار مي گيرد. اين 

باشد در مراجع  د ميمسائل پلاستيك با تغيير شكل محدوتست مساله كه يك الگوي استاندارد 

) نشان 18- 4هندسه و خواص ماده در شكل ( ]34,35,36[ گرفته است. مختلف مورد مطالعه قرار

 .مد نظر قرار گرفته است جهت تحليل ت. با شرايط مرزي متقارن تنها ربع نوارداده شده اس

  

 
 

   ) نوار الاستوپلاستيك18-4شكل (
 
 

تحليل  ].37[) انجام شده است19- 4مطابق شكل ( 7×13اي ه اجزاء محدود با نقاط گرآناليز در روش 

 H}= 7،1،1،1.,5.,2.,0،0،0و { Σ}=0،0،0,5،1،1،1اي { هبر اساس بردارهاي گر آيزوژئومتريك روش

 ه است.) انجام گرفت20- 4و نقاط كنترلي نشان داده شده در شكل (

                                                            
٢

 plane  strip 
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  صفحه اي حاصل از حل اجزاي محدودنوار  تنش فون ميسز در )19-4شكل (

  
  

  
 ها و نقاط كنترلي در نوار مسطح )مش20-4شكل (

 
 

) نشان داده شده اند. 23- 4( الي) 21-4( هاي در شكل و تنش ها ها جابجايي مربوط به نتايج

  ها با روش اجزاي محدود منطبق است. همانگونه كه ملاحظه مي شود الگوي تنش
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 ) جابجايي در نوار مسطح21-4شكل (

  
  

  
 در نوار مسطح تنش فون ميسز)22-4شكل (
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  ) تنشها در نوار مسطح23-4شكل (
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  نوار مسطح دركرنش پلاستيك موثر ) 24-4شكل (

  
  

  
  دايروي حفرهورق نامحدود با  -4-3-4

مـد  ) 25-4مطـابق شـكل (  اين مثال رفتـار يـك ورق بـا يـك سـوراخ مركـزي تحـت كشـش را              

نظر قرار مي دهد. بـه جهـت تقـارن يـك چهـارم ورق مـدل شـده اسـت. ورق تحـت شـرايط كـرنش            

2ൈ105مســطح مــد نظــر قــرار مــي گيــرد. خــواص مــاده شــامل مــدول يانــگ   ܰ ݉݉ൗ ،نســبت  

poisson 0,29 ــليم ــنش تس ــدگي  240، ت ــدول ســخت ش ــد 1و م ــي باش ــر   .م ــي ب ــل آن مبتن ح

  ) نشان داده شده است.26-4روش اجزاي محدود در شكل (

و  Σ}=0،0،0,5،1،1،1اي { هبـــر اســـاس بردارهـــاي گـــر   نيـــز  آيزوژئومتريـــك تحليـــل روش

}0،0،0,.2,.5,.7،1،1،1 ={H ) ه است.انجام گرفت )27-4و نقاط كنترلي نشان داده شده در شكل 
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) نشان داده شده اند. 31- 4( الي) 28- 4( هاي در شكل ها جابجاييو  تنش ها مربوط به نتايج

ها با روش اجزاي محدود منطبق است و پاسخها علي رغم  همانگونه كه ملاحظه مي شود الگوي تنش

  تك ناحيه اي بودن و تعداد محدود مش از دقت لازم برخوردار است. 

  

  
 ورق نامحدود با سوراخ دايروي) 25-4(شكل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  

  
حاصل از حل اجزاي محدود با سوراخ دايرويورق نامحدود تنش پلاستيك ) 26-4شكل (



 أ 
 

  
  

  
  ورق نامحدود با سوراخ دايروي ها و نقاط كنترلي در )مش27-4شكل (

  
 

  

  ورق نامحدود با سوراخ دايروي در تنش فون ميسز)28- 4(شكل
 
 



 ب 
 

 

  ورق نامحدود با سوراخ دايروي در تنش ها)29- 4(شكل
 

 

 



 ج 
 

  

  نامحدود با سوراخ دايرويورق  دركرنش پلاستيك موثر ) 30-4شكل (
  

  
 

 

 ورق نامحدود با سوراخ دايرويجابجايي در ) 31-4شكل (



 د 
 

 

  جمع بندي‐4‐4

حل چهار مساله الگو با به بررسي  Elasto-Plastic IGA در اين فصل ضمن تشريح ساختار برنامه

برخي منابع برنامه مذكور و مقايسه نتايج آن با حل تحليلي يا نتايج حاصل از حل اجزاي محدود 

پرداخته شد. همانطور كه ملاحظه شد عليرغم انتخاب تنها يك زير ناحيه و هندسه ساده با مشهاي 

   كم، جوابها از دقت قابل قبولي برخوردار است.

 
 
   



 ه 
 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

جمعبندي و پيشنهادات
 پنجمفصل 



 و 
 

  پنجمفصل 

  

  بندي و پيشنهاداتجمع
پلاستيك سازه هاي دوبعدي به -نتايج حاصل از حل عددي معادلات الاستودر اين فصل جمع بندي از 

روش آيزوژئومتريك كه در فصل قبل در قالب حل چهار مساله الگو نشان داده شده، ارائه مي گردد  و 

  سپس بر اساس نقاط ضعف و قوت نتايج حاصل، پيشنهاداتي جهت ادامه كار ارائه مي شود.

  

  ل جمع بندي نتايج حاص - 1- 5

همانگونه كه در نتايج عددي ارائه شده، ملاحظه گرديد يكي از ويژگيهاي منحصر بفرد روش 

  مي باشد. FEMآيزوژئومتريك تعداد كم مشها و حجم محاسبات كم جهت حصول نتايج مشابه روش 

جهت حصول دقت مورد نظر است كه در كنار تعداد مشها در  مطلب مهم ديگر درجه پايين توابع نربز

بالطبع حل مسائل غير خطي  كه مستلزم حل تواليهاي متعدد جهت كاهش خطاي محاسبات است، 

  لذا در مجموع مي توان اذعان نمود كه : محسوب مي شود.  FEMيك مزيت مهم در مقابل روش 

وشهاي عددي در قالب ر نربزپلاستيك سازه هاي دوبعدي مبتني برتوابع پايه -تحليل الاستو - 1

سون ضمن برخورداري از حجم محاسبات و دقت قابل قبول (البته راف- موجود، چون نيوتون

 يمشروط به انتخاب مناسب گره ها ، درجه ها و نقاط كنترلي) مي تواند ابزار ارزشمند

 محسوب گردد.

مسائل غير خطي چه در حوزه الاستيك و چه در حوزه پلاستيك نيز بالطبع بر حل ساير  - 2

 اساس اين روش مي تواند از ارجحيت برخوردار باشد.

لزوم درك عميق و صحيح از مسأله  IGAنكته بسيار مهم در حل عددي بر اساس روش  - 3

ر سايه چنين كه جز د باشد ميفضاي پارامتري و فضاي فيزيكي  نربزغيرخطي و مفهوم توابع 



 ز 
 

درك عميقي ، امكان تحقق برنامه نرم افزاري با پيچيدگيهاي موجود در مسائل غير خطي 

 عملا امكانپذير نمي باشد.

، نحوه اعمال نيروهاي گسترده خارجي بر سازه مورد  IGAيكي از چالشهاي موجود در روش  - 4

در طول  نربزبع نظر است كه تجربيات موجود نشان مي دهد انتگرال گيري مبتني بر توا

 مرزي از المان كه در معرض نيروي خارجي است مي تواند منجر به پاسخهاي صحيح گردد.

از آنجاييكه در حل الاستو پلاستيك مسأله باز توزيع نيروها در افزايشهاي كلي و توالي هاي 

به ، توزيع صحيح نيروهاي خارجي از اهميت بالاتري نسبت اي را داراست محلي  اهميت ويژه

  مسائل حوزه الاستيك برخوردار است.

  

  پيشنهادات  - 2- 5

مي   با توجه به نتايج حاصل از انجام اين پايان نامه، موارد ذيل جهت فعاليتهاي آتي پيشنهاد

  گردد:

به قابليتهاي ويژه نرم افزار متلب در حل ماتريسي مسائل و بهره گيري از يك  نظر - 1

ش ايزوژئومتريك مبتني بر آن توصيه مي گردد ويرايشگر قوي عملا توسعه هاي بعدي رو

رويكردي كه در مرور محصولات آكادميك و تجاري اخير (فصل سوم) بوضوح قابل 

 پيشنهادقدرتمند بستر به عنوان يك  GEO PDEمشاهده است، در اين راستا نرم افزار 

 د.شو مي

 پلاستيك با فرض سخت شدگي غيرخطي -حل مسائل الاستو - 2

 پلاستيك در فضاي سه بعدي- الاستو تعميم حل مسائل - 3

بررسي شكل صحيح بارگذاري خارجي در روش آيزوژئومتريك با توجه به نقش نقاط  - 4

  كنترلي در حل مسأله 

  



 ح 
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Abstract 

 

Isogeometric Analysis (IGA) as a early developed computational method tries to 

integrate CAD and CAE packages. In this manner, while improving the accuracy of 

model geometry and analysis, computational effort also reduces. 

In this thesis, by review of the nurbs based IGA, elasoplastic analysis of ٢D problems 

according to this approach is considered. In this way, elastoplastic formulation of ٢D 

problems and numerical methods of solving them are reviewed. Then by considering 

nurbs basis functions, the method of solving ٢D elstoplastic problems based on this 

functions are presented.  

By the developed code in MATLAB to solve these problems as “Elasto-plastic IGA”, 

numerical solution of some beanchmark problems are obtaind and compared with the 

FEM or analytical ones. Results show appropriate accuracy of the method and 

developed software. 
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