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 تقدیم به

ی عزیزمخانواده   

در تمام لحظات سخت و طاقت فرسا با مهربانی و شکیبایی مرا حمایت کردند که  

 



 ه

 

 قدردانی
مدد استاد و نماید که بی یم فراز و فرودهایی که در سلوک علمی پیش روی دانشجوست، گاه چنان سهمناک 

 ی راهبردی او کار به انجام نخواهد رسید.هااشارت

ر لطف، درایت و تذکر ی کارگشای استاد هااین پایان نامه، پس از عنایت حق بیش از هر چیز، وامدا

 ارجمندم جناب آقای دکتر بهروز حسنی است.

وند میکنم میبا اخلاص تمام از ایشان که برمن حق حیات معنوی دارند، سپاسگزاری  خواهم سایه و از خدا

رد. م بدا  شان را بر سر فرهنگ، علم و پویندگان دانش در این مرز و بوم مستدا

همچنین از مهندس 
پایان نامه صبورانه  تلف انجام ایندر مراحل مخ رضایت  و که با کمال صمیمیت احمد گنجعلی

 ، کمال قدردانی به عمل می آید.مرا یاری نموده اند



 و

 

 تعهد نامه

دانشجوی کارشناسی ارشد دانشكدۀ عمران و معماری دانشگاه صنعتی  احمدرضا ذبیحی پور اینجانب

اهنمایی ر تحت آیزوژئومتریک روش تحلیل درحل تطبیقی شاهرود، نویسنده پایان نامه با عنوان 

 هد می شوم.عدکتر بهروز حسنی مت

  این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است.تحقیقات در 

 .در استفاده از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است 

  مطالب مندرج در پایان نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ مدرک یا

 نشده است.امتیازی در هیچ جا ارائه 

  کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد و مقالات مستخرج با

به چاپ خواهد  (Shahrood University of Technology)نام )دانشگاه صنعتی شاهرود( و یا 

 رسید.

 در  اندحقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمدن نتایج اصلی پایان نامه تاثیر گذار بوده

 مقالات مستخرج از پایان نامه رعایت می گردد.

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که از موجود زنده )یا بافتهای آنها( استفاده

 شده است ضوابط و اصول اخلاقی رعایت شده است.

 اد دسترسی در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افر

 یافته یا استفاده شده است اصل رازداری، ضوابط و اصول اخلاقی انسانی رعایت شده است.

 

 امضای دانشجو                                                                                                    

 مالکیت نتایج و حق نشر

 

 اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، برنامه های رایانه ای،  کلیه حقوق معنوی این

نرم افزاها و تجهیزات ساخته شده است( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد. این 

 مطلب باید به نحو مقتضی در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.

 مجاز نمی باشد. استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نامه بدون ذکر مرجع 

 تاریخ:



 ز

 

 :چكیده

اجمالی درمورد خطاها و برآوردکننده های خطا در اجزای به بررسی و معرفی  ، ابتدادر این پایان نامه

در نهایت  منحنی ها و سطوح نربز مطرح شده است.تئوری مربوط به محدود پراخته شده است. سپس 

با ارائه ی مبانی روش تحلیل آیزوژئومتریک و روش های مختلف حل تطبیقی در آن، روش حل تطبیقی 

 برای استفاده از این روش برنامه ی کامپیوتری به زبان فرترن است. گردیدهبا استفاده از فنرها مطرح 

ان ها را دارا می باشد. تغییر مكتهیه شده است که توانایی تحلیل سیستم فنرها و محاسبه ی  نیز

الت حهمچنین برای نحوه ی استفاده از این روش درحل تطبیقی در روش تحلیل آیزوژئومتریک چندین 

پیشنهادی و کارایی برنامه ی نوشته شده،  های که جهت کنترل صحت روش ارائه شده است مختلف

 ند.ا با یكدیگر مقایسه شدهونتایج  گردیدهمسئله ی تیر طره با روش های مختلف ارائه شده تحلیل 

نتایج حاصل نشان دهنده ی کارایی و بازدهی بسیار خوب روش پیشنهادی می باشند، به طوری که با 

استفاده از این روش می توان بدون افزایش هزینه، برای یک مسئله بیشترین بازدهی را از روش تحلیل 

 آیزوژئومتریک دریافت نمود.

یک  ،نامه مبنی بر استفاده از فنرها در فضای پارامتری و نقاط کنترلیروش پیشنهادی در این پایان 

روش ابداعی می باشد که در نهایت باعث بهبود نتایج حاصل از روش تحلیل آیزوژئومتریک می گردد. 

استفاده از این روش در فضای پارامتری باعث توزیع یكنواخت خطا در دامنه و در نتیجه حصول شبكه 

محاسبه ی انتگرال ها می گردد. از طرف دیگر استفاده از این روش برای نقاط کنترلی ای بهینه برای 

منجر به میل نتایج حاصل از تحلیل به سمت نتایج دقیق می گردد که در نهایت استفاده از هر دو روش 

 همچنین در این پایان نامه روشی ابداعی برای توزیع فوق نتیجه ای بسیار مطلوب را بدست می دهد.

خطاها بر روی نقاط فضای پارامتری و نقاط کنترلی ارائه شده است، که نتایج حاصل نشان از صحت 

 روش ارائه شده می باشند.
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                                                                                                                      مقدمه 1-1

تحلیل سازه در علوم مهندسی از اولین گام های شناخت و ارزیابی صحیح مسائلی می باشد که در عمل 

یک سازه ها منجر به حل معادلات دیفرانسیلی این تحلیل به طور خاص در مكان با آن مواجه می شویم.

هت روش هایی ج  می شود، که در حالت کلی دارای پیچیدگی بسیار زیادی می باشد. لذا باید به دنبال

در دهه های گذشته روش های  حل این معادلات باشیم تا بتوانیم شناخت و علم خود را توسعه دهیم.

بسیاری برای تحلیل مسائل مهندسی و حل مشكلات پیش روی محققین ارئه شده است که برخی از 

مهمترین آنها روش تفاضل های محدود، روش اجزاء محدود و دسته ای از روش ها با عنوان روش های 

ائه شده است، روش تحلیل روشی که اخیراً برای تحلیل مسائل مهندسی ار د.نبدون شبكه می باش

توسط هیوز معرفی شد، و  2111اولین بار در سال  آیزوژئومتریکمی باشد. روش تحلیل  آیزوژئومتریک

 در پی آن است که ضعف های دیگر روش های تحلیل را رفع کند.

ی های است که کاربرد فراوانی در حل مسائل بسیاری از رشتهیروش اجزای محدود یكی از روشها

ی توسعه این روش را باید در اوائل دهه هامسائل مكانیک جامدات دارد. ریشه به خصوص ی ومهندس

کورانت معادله پواسون پیچش را توسط آنچه امروز المانهای  1349میلادی جستجو کرد. در سال  1341

د به شود، حل کرد، اما کارهای وی مدتها ناشناخته ماند. روشهای اجزای محدومیمثلثی خطی نامیده 

، کلاف نام 1361دارد. در سال  1317در سال شكل امروزی آن، ریشه در کارهای ترنر و همكاران وی 

درسال  یاهین روش برای حل معادلات دیفرانسیل پارا کاربرد ؛ واجزای محدود را بر این روش نهاد

  ]1[شد. پیشنهاد و چونگ زینكویچتوسط  1361

و هنوز روشها و تكنیكهای  نداهزمینه اجزای محدود نوشته شد تاکنون مقالات وکتابهای فراوانی در

اما از همان آغاز مدل سازی رخدادهای فیزیكی توسط کامپیوتر شوند؛ میجدیدی در این زمینه مطرح 

؛ عددی درمحاسبات منشأ اصلی نگرانی بوده است خطاهایو شكل گیری مبانی اجزای محدود وجود 

و تبدیل آن به یک مسأ له کامپیوتری قابل مدیریت، یقینا  پیوستهمحیط زیرا در فرایند جزء بندی یک 
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ی یا معادلات انتگرالی اهعات موجود در مدل را که بوسیله معادلات دیفرانسیل پارتوان تمام اطلامین

 مشخص و توصیف شده است، در بر گرفت.

به صورتی  (CADطراحی به کمک کامپیوتر) ،با وجود آنكه هندسه یكی از زیر بناهای تحلیل می باشد

معرفی و رشد پیدا کرد. شاید بتوان به این  1381تا  1371در سال های  ،که ما امروزه می شناسیم

             ت های زیادی با هم دارای تفاو CADچرا شیوه معرفی هندسه در اجزای محدود و ، سوال که

ای اجزای محدود از نظر تكنیكی مدت زمان زیادی قبل از برنامه ه ،اینگونه جواب داد که می باشند؟

نسبت  CADرشد و توسعه یافتند. اما در حال حاضر  ،رواج پیدا کنند CADاینكه روش های مدرن 

در حال حاضر محاسبه  .صنعت بزرگتری محسوب می شود (1CAEبه مهندسی به کمک کامپیوتر )

اما کارشناسان آن  ،اربرد آنها مشكل می باشدبه دلیل گستردگی ک CAE و CADدقیق حجم صنایع 

 تخمین می زنند. CADبیلیون دلار برای  11تا 1و  CAEرا در حدود یک تا دو بیلیون دلار برای 

هستند و المان  CADدر یک عملیات مهندسی بطور خلاصه می توان گفت که طراحی ها در سیستم 

عث ایجاد یک تعریف هندسی کاملا متفاوت برای این عمل با تولید می شوند. CAD از روی داده ها ی

 که در حقیقت فقط یک تقریب از هندسه واقعی می باشد.، فضای پارامتری تحلیل می شود

ترین به ر، اما در بیشتر مسائل ددر بعضی از مسائل می توان تولید المان را به صورت خودکار انجام داد

هنوز در صنایع بزرگ نقشه ها در  خودکار انجام داد.ن عمل را به صورت نیمه حالت فقط می توان ای

CAD  81شود که حدودا تخمین زده می ، طراحی می شوند و المان ها بر اساس آن تولید می شوند٪ 

           هوافضا و کشتی سازی صرف تولید المان ها ،زمان تحلیل مسائل در صنایعی مانند خودروسازی 

         طول ای یک اتومبیل حدود چهار ماهلید المان برای تمام اجزو سازی توعت خودردر صن می شود.

حال اگر نتوانیم در  ،این در صورتی است که تغییرات در طراحی های روزانه صورت می گیرد ،می کشد 

قادر به استفاده از مزایای تحلیل  ،نای تغییرات طراحی را تولید کنیماین مدت المان های جدید بر مب

                                                 
  1 Computer Aided Engineering 
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 ]2.[می باشیمدر طراحی ن

شبكه المان ها اصلاح  ،المان ها ساخته شد بایستی که برای کاهش خطای تحلیل هنگامی که شبكه

در صورتی که  ،دارد  CAD که این عمل در هر تكرار خود احتیاج به برقراری ارتباط با سیستم  شود.

بجای اینكه  1تطبیقی لحشد؛ که این نشان می دهد که چرا اغلب موارد ناممكن می با راین ارتباط د

 هنوز در حد پروژه های دانشگاهی باقی مانده است. ،به یک فناوری صنعتی تبدیل شود 

دقت تحلیل مسائل را مشخص می کند. به عنوان مثال  ،مقدار تقریب هندسی ذاتی در شبكه های المان

ب هندسی حساس بسیار به عیو در این زمینه می توان تحلیل پوسته های نازک را نام برد که

همچنین می توان در مسائل مكانیک سیالات مشاهده  ،یت به هندسه را حساس .(1-1)شكل هستند

 کرد.

پوسته های نازک حساسیت زیادی را نسبت به نقص های هندسی از خود نشان می دهند. هندسه دارای  1-1شكل 

 ]9[واند باعث ایجاد عیوب هندسی شودانحنا یک نمونه از قسمت هایی است که المان بندی اجزاء محدود می ت

زمان بر و همچنین  ،پرهزینه ، )که همان شبكه المان ها می باشد( ،ساختار هندسه در اجزای محدود 

در مقیاس کوچک در صنعت  ،این مشكل باعث شده که باعث کاهش دقت در حل مسئله می شود.

                                                 
1 Adaptive refinement analysis 
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CAE اجزای محدود با روش های دیگر که جهت تغییرات یا جایگزینی روش  رتلاش های مفیدی د

این تلاش ها باعث گسترش برنامه کامپیوتری به نام  صورت پذیرد. ،باشد  CADبیشتر شبیه به

RASNA با حل تطبیقی  ،که در آن از ترکیب هندسه دقیق مسئله ،شدP-refinement  اجزای

 محدود استفاده شده بود.

معمولاً در مهندسی  ،های محاسبه شده در روی مرزها که کمیت ،اهمیت این نتایج به این دلیل است

خطاهای هندسی در آنها مضرترین هستند.  ،و مرزها نقاطی می باشند که  ،مهمتر هستند  ،کاربردی

که  می شود علاوه بر این در بیشتر تحلیل های اجزای محدود هنوز از المان های با مرتبه پایین استفاده

 ]2[.ی می شودخطاهای هندسی بزرگ این باعث

 کیفیت مش لایه های مرزی تاثیر مهمی در بهبود دقت نتایج دارد 2-1شكل 

 

آنها به  کار آنها را ادامه دهد. CADیک شرکت فعال در زمینه  ،باعث می شود که RASNAموفقیت 

و شاید مهمتر از آن توانایی  ،در برنامه خود فراهم کرده بودند CADدلیل ارتباط محكمی که با هندسه 

 توانستند به نتایج قابل اعتمادتری دست یابند. ،P-refinementانجام حل تطبیقی به روش 
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اما سعی شده به صورت دقیق تری از هندسه  بطور مشابه الهام گرفته شده است، آیزوژئومتریکروش 

CAD ،لی از روند محاسبه حذف بطور ک ،همچنین چند جمله ای های اجزای محدود  استفاده شود

 شده اند.

( که یک فناوری 1NURBSمحاسبات بر مبنای استفاده از نربز) آیزوژئومتریکدر تحلیل به روش 

و  2ایده این روش اولین بار توسط هیوز می شود. انجام، باشدمی   CADاستاندارد برای سیستم های 

که ابتدا هندسه دقیق به وسیله سطوح نربز  ،. آنها پیشنهاد کردند]4[ارائه شد 2111همكارانش در سال 

 به این ایجاد شود و سپس یک شبكه المان با چشمه های درشت توسط المان های نربز ساخته شود.

و می توان به سادگی شبكه  ،نمی باشد  CADترتیب در اصلاح شبكه المان ها نیاز به ارتباط با سیستم 

 ]2.[هر چه بیشتر آن در صنعت وجود داردن گسترش المان ها را اصلاح کرد به همین دلیل امكا

برای تعریف هندسه   ،در روش حاضر از همان متغیرهایی که در تعریف هندسه مسئله استفاده شده است

وسط هیوز ت آیزوژئومتریکنام تحلیل  ،به همین دلیل  ،مدل تحلیلی و همچنین تحلیل استفاده می شود

 برای آن انتخاب شده است.

حل و  گیری درستجهت اطمینان ازجهت آمدهای عددی ابزاری کارهای خطا در روشنندهک برآورد

هایی از مساله که نیاز به دقت بیشتری دارند مشخص باشند. اگر قسمتمی بدست آمدهدقت نتایج  برآورد

بیقی تطهر فرآیند تظریف حجم محاسبات را تا حد زیادی کم کرد.  ،توان با یک فرایند مناسبمی شوند

یند تظریف. آشامل دو بخش اصلی است: بخش اول برآوردکننده خطا و دیگری ابزاری برای فر

یند تظریف بر اساس اطلاعات برآورد کننده آبرآوردکننده خطا مقدار خطا را در هر نقطه تخمین زده و فر

 معمول ییند هاآی مسئله نیاز به تظریف دارد. در فرهایی از حوزهنماید که چه قسمتخطا مشخص می

مورد نیاز است. مقدار محاسبه  تخمین خطا دو مقدار از یک کمیت )مقدار محاسبه شده و مقدار مرجع(

آید در حالی که مقدار مرجع از مقدار اول شده، کمیت خامی است که از محاسبه مستقیم بدست می

                                                 
1 Non-Uniform Rational B-Spline 
2 T.J.R. Hughes 
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ها جزای محدود،  معمولا تنشآید. در ایند پس پردازشی مانند هموار سازی به دست میآبعد از یک فر

ها از طریق ها یا ناپیوسته هستند یا از دقت کمتری برخوردارند. مقادیر تصحیح شده آندر مرز المان

یند فوق به آاختلاف بین مقادیر خام و مقادیری که از طریق فر ید.آدست مییند هموار سازی به آفر

 .باشدکننده خطا در روش اجزای محدود می برآوردی برا اولیهیک مقدار  یدهندهاند، تشكیلدست آمده

ای در اجزای محدود محاسباتی بكار گرفته شده است و در فرآیند تظریف تطبیقی به طور گسترده

ر دهای بدون شبكه مورد استفاده قرار گرفته است. های اخیر نیز این فرآیند در بسیاری از روشسال

ها همواره حالت هموار روی کل  المانی وجود نداشته و جوابهای بدون شبكه ناپیوستگی بین روش

                                                                                                         ی مسئله دارند.حوزه

 

              روش اجزای محدود 1-2

معادلات  یا تغییرشكل که تنش ست که یک تابعروش کلاسیک تحلیل یک محیط پیوسته بدین قرار ا

ی را در هر نقطه از محیط پیوسته شامل شرایط رکرنش، و شرایط سازگا ـ، روابط تنشتعادلدیفرانسیل 

 ی کلاسیک موجود،هاقیدهای معمولا پیچیده، تعداد حل توجه به شود. بامیمرزی برآورده سازد، تعیین 

ی کلاسیک به صورت سریهای نا متناهی هااکثر نتایج بدست آمده از روشباشد. به علاوه میبسیارمحدود 

شود که نتیجه آن ایجاد یک بات علمی فقط چند جمله اول آنها به کار گرفته میباشد که در محاسمی

توان معادله دیفرانسیل تعادل را به میتقریب در نتایج است. در صورت عدم تعیین یک تابع صریح، 

حل نمود، لیكن این روش نیز ایراداتی دارد که عدم ارضاء شرایط مرزی   1حدودمهای کمک روش تفاوت

 . ]1[ستا هاو عدم دقت در نتایج بدست آمده از جمله آن

روش تقریبی دیگری که امروزه به عنوان یک ابزار قوی برای حل عددی محدوده وسیعی از مسائل 

                                                 
1 Finite difference 
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به اجزای هندسی  پیوستهزای محدود، محیط باشد. در روش اجمی 1هندسی است، روش اجزای محدود

 2گردد. این عمل را جزء بندی کردنمیشود، تقسیم می)جزء محدود( نامیده ساده وکوچكتری که 

تغییر مكان، مشخصات مصالح وتنشهای داخلی برحسب  9گویند. سپس با انتخاب یک تابع شكلمی

گردد. با توجه به ترتیب قرارگیری اجزاء میجزاء تعریف ی هر یک از این اهاتغییر مكانهای مجهول گره

 اهیگه منظور کردن نیروهای خارجی وشرایط تكیدر کنار یكدیگر، معادلات آنها بر هم سوار شده و با 

آید. این معادلات نیروهای گرهی را به تغییر میل کل سیستم بدست ددرمحل گرها، معادلات تعا

باشد. با میابتهای آنها مشخصات هندسی و الاستیک اجزای محدود دهند و ثمیمكانهای گرهی ربط 

 .  ]1[شوندمیحل این معادلات تغییر مكانهای گرهی و با استفاده از آنها تنشهای داخلی محاسبه 

 

   ]6[ در روش اجزای محدود هاخطا 1-9

قبل آمد، منابع واضح است که روش اجزای محدود یک روش تقریبی است. با توجه به آنچه در قسمت 

 :]7[توان به سه گروه عمده تقسیم کرد میطا در روش اجرای محدود را خ

که درحالت کلی  شودمیاین خطا از آنجا ناشی  : خطای ناشی از تقریب زدن دامنه حل مسأله -1

ی اهرداینظر به طور کامل پوشانید. برای مثال، یک صفحه توان دامنه حل مسأله را با المانهای مورد مین

توان با المانهای مثلثی خطی به طور کامل مدل نمود، هر چند این کار با هر دقت میشكل را هیچگاه ن

 دلخواه با ریز تر کردن شبكه المان بندی امكان پذیر است. 

بستگی به سخت افزار و نرم افزار مورد استفاده  هااین گروه از خطا خطای ناشی از گرد کردن اعداد : -2

شود، استفاده از میارقام یک عدد در رایانه ذخیره  حاسبات دارد. از آنجا که تعداد محدودی ازمبرای 

به صورت زنجیروار  این عدد در محاسبات باعث ایجاد خطا خواهد شد و به علت اینكه محاسبات معمولا

                                                 
1 Finite Element 
2 Discretizing 
9 Shape Function 
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گردد. بر خلاف ست، این موضوع باعث گسترش خطا در تمامی حل میبه نتایج مراحل قبل وابسته ا

کند. برای میرا تشدید  هاسایر انواع خطاها، ریز تر نمودن شبكه المان بندی معمولا این گروه از خطا

به صورت سخت افزاری و یا نرم افزاری تعداد ارقامی از یک عدد را که کاهش این گروه از خطاها، باید 

شود، افزایش داد که این کار با افزایش حافظه مورد نیاز و همچنین بالا رفتن زمان مینگهداری  در رایانه

 حل همراه است.

این گروه از خطاها، عمده ترین منبع خطا در روش اجزای محدود  خطای ناشی از گسسته سازی : -9

با ریزتر  زاین گروه ازخطاها نیباشد. میبوده و ناشی از تقریب زدن میدان جابجایی به وسیله توابع شكل 

 یابد.میکاهش  ،کردن شبكه المان بندی و بالا بردن درجه توابع شكل مورد استفاده

سه گروه خطا در حل عددی معادله دیفرانسیل و برای مثال در معادلات الاستیسیته در بدست این 

 شود. میهر گره وارد  uآوردن مقدار جابجایی 

گسسته آنچه از این پس در این تحقیق به عنوان خطا مورد بحث قرار خواهد گرفت، خطای ناشی از 

است و بنابراین همواره فرض بر آن خواهد بود که دامنه حل به طور کامل توسط المانهای مورد سازی 

 .گیردمیاستفاده پوشیده شده و محاسبات نیز به صورت کاملا دقیق انجام 

 

 ننده های خطابرآوردک  1-4

خطا دو رویكرد عمده وجود دارد. اولین اینها تخمین خطا بر اساس روشهای باقیمانده است در برآورد 

ها، باشد، استفاده از روشباشد. و دومین که امروزه تأکید بر استفاده از آن میکه از ادامه کار بابوشكا می

باشند. روشهای برآورد پیشتاز می 2س و اٌدناست، که در این زمینه انس ور 1های خود تعادلیبا وصله

 .]8[گیرندخطا مبتنی بر بازیافت تنش )گرادیان( نیز در این دسته قرار می

                                                 
1 self-equilibrating patches 
2 Ainsworth and Oden 
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 هاروشهای برآورد خطا مبتنی بر محاسبه مانده 1-4-1

از آنجا که حل اجزای محدود یک معادله دیفرانسیل با حل دقیق آن متفاوت است، واضح است که حل 

نماید. همچنین در یک حل اجزای محدود، محدود، معادله دیفرانسیل را به طور کامل ارضا نمیاجزای 

باشد و میدان گرادیان آن، )دارای پیوستگی درلبه المانها می( uاصولا تنها میدان متغیر اصلی معادله )

) از روشها است. در اینجا با قرار دادن  است. این موضوع، اساس تخمین خطا در این دسته گسسته

حل حاصل از روش اجزای محدود در معادله دیفرانسیل اولیه و محاسبه مانده آن و نیز محاسبه پرش 

 آید. دیان در لبه المانها، تخمینی از خطای حل اجزای محدود به دست میمیدان گرا

بوده است. این روش ونیز ایده این روش نخستین تلاش برای محاسبه خطا در روش اجزای محدود 

 .]1[توسط بابوشكا و رینبولت مطرح شد 1378تعیین خطاها در روش اجزای محدود اولین بار در سال 

از دانشگاه  1بابوشكا همراه با یک تیم تحقیقاتی به سرپرستی پروفسور استروبولیس کهدر تحقیقاتی 

ای بین روشهای تخمین خطا انجام توان مقایسهتگزاس، انجام دادند، روشی ابداع شد که به کمک آن می

داد. این روش آزمون وصله بابوشكا نام گرفت و بر اساس آن پی برده شد که روشهای بازیافتی در مقایسه 

. لذا در این تحقیق از بررسی ]8[باشندای از دقت و همگرایی بهتری برخوردار میبا روشهای باقیمانده

 شود.ها صرف نظر مینندهبیشتر این دسته از برآورد ک

 

 روشهای برآورد خطا مبتنی بر بازیافت تنش )گرادیان( 1-4-2

پس از حل معادله دیفرانسیل الاستیسیته توسط روش اجزای محدود وبه دست آوردن مقادیر جابجایی 

ها، روی مرز المانها در هر گره، در صورتی که به دست آوردن مقادیر دقیق تنش )گرادیان میدان( در گره

                                                 
1 Strouboulis 
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ت تنش استفاده نمود. های بازیافو یا هر جای دیگر از دامنه مورد نظر باشد، در آن صورت باید از روش

باشد، تنها تابع جابجایی در نقاط گرهی و مرز  0Cزیرا اگر مسألۀ تغییراتی، از درجات پایین، مانند 

ثال باشد. برای مالمانها پیوسته بوده و تنش یا گرادیان میدان در آن نقاط گسسته و همراه با پرش می

ربعی شكل به آن متصل باشد، فقط یک مقدار جابجایی پس از حل معادلۀ در هر گره که چهار المان م

به وسیلۀ اجزای محدود موجود بوده، ولی برای مشتق اول و تنش، به دلیل ناپیوسته بودن  دیفرانسیل

چهار مقدار مختلف  شیب در آن گره، از هر المان متصل به گره مذکور مقداری متفاوت، یعنی در مجموع

 باشد. از اینجاوجود خواهد داشت. این موضوع برای کلیۀ مرزهای المانها نیز صادق میبرای آن گره 

توان به اهمیت بحث بازیافت تنش پی برد. زیرا قاعدتا باید فقط یک مقدارمشخص، نزدیک به حل می

دقیق، برای مشتق اول یا تنش در هر گره موجود باشدکه به دست آوردن این مقدار، با استفاده از 

 باشد، که خودملیات تكمیلی بازیافت تنش به روی نتایج حاصل از حل روش اجزای محدود مقدور میع

 شامل روشهای مختلفی است. 

به طور کلی بازیافت تنش روشی به منظور بالا بردن دقت، وپیوسته و هموار نمودن میدان تنش یا 

وش با استفاده از حل روش اجزای گرادیان میدان به دست آمده از حل اجزای محدود است. در این ر

محدود، یک جواب نزدیک به حل دقیق یا تحلیلی در هر گره یا در نقاط دلخواه روی دامنه محاسبه 

 شده که دقت بالاتری نسبت به حل اولیۀ اجزای محدود داشته است.

 شود :این میدان تنش بهبود یافته، به صورت زیر تعریف می

(1-1) **σ = Nσ 

که در آن 
*

  مقادیر گرهی این میدان وN  توابع شكل مورد استفاده در المانها است. با استفاده از این

 شود :میدان بهبود یافته، خطای بازیافت به صورت زیر تعریف می

(1-2) * *

σ he σ -σ 

روشهای متعددی برای بازیافت تنش از حل باشد. تنش ناشی از اجزای محدود می hکه در رابطه بالا 
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ای در کارایی این گروه از اجزای محدود وجود دارد. واضح است که کارایی روند بازیافت نقش عمده

 های خطا دارد.برآورد کننده

 ردکننده های خطا می توان به موارد زیر اشاره کرد:از مهمترین روش های مطرح در این گروه از برآو

 روش میانگین گیری -

 𝑳𝟐روش تصویر  -

 SPRروش بازیافت تنش بر مبنای نقاط فوق همگرا  -

 REPروش بازیافت تنش بر مبنای تعادل در زیر دامنه ها،  -

صری توضیح مختبا توجه به این که دراین پایان نامه از روش میانگین گیری استفاده می شود، در ادامه 

 از این روش ارائه خواهد شد.

 روش میانگین گیری 1-4-2-1

برای بازیابی تنش به کار برده شده است.که در حال  1374روشی که توسط هینتن و کمپبل در سال 

حاضر نیز در برخی نرم افزارهای اجزای محدودبرای بدست آوردن یک مقدار واحد تنش در گره ها به 

 ]3[کار می رود.

این مقاله دو متد سراسری و موضعی پیشنهاد شده است.در روش موضعی پیشنهاد شده ابتدا مقادیر  در

تنش در نقاط گوسی به وسیله روش اجزای محدود به دست آمده و پس از آن با استفاده از برونیابی در 

نش حاصل هر المان مربعی باچهار نقطه گوسی ، مقادیر تنش در گره ها به دست می آید.میانگین ت

ازالمانهای متصل به هر گره پس از عمل  برونیابی به عنوان مقدار بهبود یافته آن تعریف می گردد و 

 مطابق رابطه داریم:

(1-9) 
* 1

i

i

i h X

i



 

 
 

  

hکه در آن 

  تنش محاسبه شده در المان  در محل گرهi ام بعد از عمل برونیابی وi  تعداد

باشد. این روش با وجود سادگی وسرعت بالا در مسائل ساده که شبكه ام می iالمانهای متصل به گره 
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 .المان بندی منظم است، کارایی قابل قبولی دارد
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 ]11[فرم ضمنی و پارامتری  2-1

معادلات ضمنی و  ،منحنی ها و سطوح در هندسه تحلیلیبطور کلی دو روش رایج برای نشان دادن 

,𝑓(𝑥بصورت  xyتوابع پارامتری هستند. معادله ضمنی یک منحنی در صفحه  𝑦) = می باشد . این  0

که معادله ارائه شده  ،یک نقطه روی منحنی است yو مختصه  xمعادله نشان دهنده رابطه بین مختصه 

ی برای یک دایره به شعاع منحصر به فرد می باشد. به عنوان مثال فرم ضمن ،برای منحنی در این فرم 

,𝑓(𝑥 واحد در حالتی که مرکز آن در مبدا باشد به صورت 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 − 1 =  است. 0

هر مختصه نقاط روی منحنی به صورت منفرد و به وسیله یک تابع صریح از یک  ،در فرم پارامتری 

 متغیر مستقل تعریف می شود.

𝑪 (ξ) = (𝑥 (ξ), 𝑦 (ξ))                                             𝑎 ≤ ξ ≤ 𝑏                 (1-2) 

در بازه بسته   𝜉می باشد . مقدار   𝜉که تابعی از متغیر مستقل  ،یک مقدار برداری است 𝐶(𝜉) بنابراین 

[a,b] مال شده می باشد. که این بازه بصورت قرار دادی انتخاب می شود و معمولاً آن را بصورت نر

 ارائه می دهند. [0,1]

 برای یک ربع دایره با مشخصات حالت قبل می توان معادله پارامتری زیر را ارائه کرد:

    𝑥 (ξ) = 𝑐𝑜𝑠 (ξ)                                                                                             

    𝑦 (ξ) = 𝑠𝑖𝑛 (ξ)                                                  0 ≤ ξ ≤
𝜋

2
 

 

 )t=tan (از تغییر متغیر (2-2) اگر در معادله
𝜉

2
 استفاده کنیم خواهیم داشت:  

    𝑥(𝑡) =
1−𝑡2

1+𝑡2
 

    𝑦(𝑡) =
2𝑡

1+𝑡2 
                                                               0 ≤ t ≤ 1 

 

معادلات یک منحنی در حالت پارامتری منحصر به فرد نمی  ،بنابراین همانطور که مشاهده می شود 

(2-9) 

(2-2) 
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 باشد .

هر کدام از روش های فوق دارای مزایا و معایبی است و نمی توان یكی از آنها را به عنوان یک روش بهتر 

 انتخاب کرد . دو مثال معروف در این زمینه به صورت زیر است:

 که در حالت ضمنی مشكل می باشد. ،یک نقطه روی یک منحنی یا روی یک سطحمحاسبه -1

که در حالت پارامتری مشكل  ،تعیین اینكه یک نقطه داده شده بر روی منحنی یا سطح قرار دارد  -2

 می باشد.

 برای مدل کردن یک شكل در کامپیوتر استفاده از فرم پارامتری ساده تر می باشد.

 1ربزیمنحنی های   2-2

 بصورت زیر تعریف می شود: nبزیر از درجه  ییک منحن

     𝐂 (ξ) = ∑ Bi.n
n
i=0 (ξ)Pi                                        0 ≤ ξ ≤ 1             ( 2-4 ) 

برنشتین   nکه در حقیقت چند جمله ای های درجه  ،توابع پایه ای بزیر گفته می شود {𝐵𝑖.𝑛(𝜉)}به

 هستند که بصورت زیر می باشند:

     𝐵𝑖.𝑛(𝜉) =
𝑛!

𝑖!(𝑛−1)!
𝜉𝑖(1 − 𝜉)𝑛−𝑖     (2-1  )                                                        

  

بایستی که  𝜉ضمن اینكه همانطور که ملاحظه می شود  ،گفته می شود  2نقاط کنترلی {𝑃𝑖} به نقاط 

 قرار گیرد. [0,1]در بازه 

 بصورت زیر می باشد: 9درجه به عنوان مثال یک منحنی بزیر از 

      𝐶(𝜉) = (1 − 𝜉)3𝑃0 + 3𝜉(1 − 𝜉)2𝑃1 + 3𝜉2(1 − 𝜉)𝑃2 + 𝜉3𝑃3       

                                                 
1 Bezier Curves 
2 Control points 
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 9منحنی بریز درجه  1-2شكل

 از مهمترین ویژگی های منحنی بزیر می توان به موارد زیر اشاره کرد :

)چند ضلعی که از به هم متصل کردن نقاط کنترلی ایجاد می شود.(می تواند  1چند ضلعی کنترلی -

 شكل منحنی را تخمین بزند.

𝑃3) نقاط کنترلی ابتدایی و انتهایی روی منحنی قرار دارند - = 𝐶(1), 𝑃0 = 𝐶(0)) 

 .شیب منحنی در نقاط انتهایی موازی با شیب خط اتصال نقاط کنترلی می باشد -

 (𝑃1 − 𝑃0 , 𝑃3 − 𝑃2)   

ایه ای پدر معادلات بزیر احتیاج به توابع )یا سطح(  اشاره شد برای معرفی یک منحنیهمانطور که قبلاً

توابع پایه ای  2-2. که این توابع نشان دهنده خصوصیات هندسی می باشند در شكل باشد می

{𝐵𝑖,𝑛(𝜉)}   برای𝑛 =  نشان داده شده است. 1,2,3,9

 

 

 

 

 

                                                 
1 Control Polygon 

P0 

P1 
P2 

P3 
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 n=9 -و د n=3 -و ج n=2 -و بn=1 -نمودارتوابع پایه ای منحنی های بزیر)چند جمله ای برنشتین( الف-2-2شكل

 

 این توابع دارای خواص زیر می باشند :

0منفی نبودن: برای هر -1 ≤ ξ ≤ 1    , 𝑛, 𝑖   : آنگاه داریم 𝐵𝑖,𝑛(𝜉) ≥ 0   

ξبرای هر -2 ∈ ∑  داریم :    [0,1] 𝐵𝑖,𝑛
𝑛
𝑖=0 (𝜉) = 1 

9-   𝐵0,𝑛(0) = 𝐵𝑛,𝑛(1) = 1    

𝜉دقیقا دارای یک ماکزیمم در  [0,1]در بازه   𝐵𝑖,𝑛(𝜉)هر تابع پایه ای  -4 =
𝑖

𝑛
 می باشد.  

 )الف(

 

 (ب)

 

 )ج(

 

. . . 

 

 (د)

 

𝑩0,9 

 

𝑩9,9 

 

𝑩1,9 

 

𝑩8,9 

 

𝑩0,3 

 

𝑩3,3 

 
𝑩1,3 

 

𝑩2,3 

 

𝑩0,1 

 

𝑩1,1 

 

𝑩0,2 

 

𝑩1,2 

 

𝑩2,2 
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𝜉نسبت به   {𝐵𝑖,𝑛(𝜉)}مجموعه  چند جمله ای های  ،  𝑛: به ازای هر نتقار -1 =
1

2
دارای تقارن    

 می باشد..

 :1تعریف بازگشتی -6

      𝐵𝑖,𝑛(𝜉) = (1 − 𝜉)𝐵𝑖,𝑛−1(𝜉) + 𝜉𝐵𝑖,𝑛−1(𝜉)                                     (2-6)  

𝑖در آن که > 𝑛  و𝑖 < 𝐵𝑖,𝑛(𝜉)باشد آنگاه  0 = 0 

 مشتق تابع پایه ای بزیر بصورت زیر تعریف می شود: -7

      𝐵𝑖,𝑛
, (𝜉)

𝑑𝐵𝑖,𝑛 (𝜉)

𝑑𝜉
= 𝑛(𝐵𝑖−1,𝑛−1(𝜉) − 𝐵𝑖,𝑛−1(𝜉))                              (2-7)  

𝐵−1,𝑛−1(𝜉)( 7-2باید توجه کرد که در فرمول ) ≡ 𝐵𝑛,𝑛−1(𝜉) ≡  می باشد.  0

 

 2اسپلاین-منحنی ها و سطوح بی 2-9

)مانند منحنی  ،همانطور که ملاحظه شد منحنی هایی که فقط دارای یک چند جمله ا ی می باشند 

اما این منحنی ها دارای معایبی از جمله موارد  های بزیر( می توانند در اغلب موارد به کار برده شوند.

 زیر می باشند:

مجبور به استفاده از چند جمله  ،ریم به تعداد زیادی نقطه منحنی را برازش دهیم هنگاهی که قصد دا -

نقطه نیاز به چند  nبه عنوان مثال برای برازش یک منحنی بزیر به   ،ای هایی با درجات بالا می شویم 

( داریم. که استفاده از درجات بالا باعث افزایش حجم محاسبات و همچنین n-1جمله ای از درجه )

 ناپایداری های عددی می شود.

 برای ایجاد اشكال پیچیده باز هم نیاز به چند جمله ای هایی از درجات بالا وجود دارد . -

 ،بایستی علاوه بر نقاط کنترلی آن قسمت ،در طراحی اشكال مختلف برای تغییر در قسمتی از منحنی  -

                                                 
1 Recursive definition 
2 B-Spline 
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روی منحنی بسیار  1دیگر قابلیت کنترل محلیبسیاری از نقاط کنترلی دیگر را هم اصلاح کر . به عبارت 

 کم می باشد.

 9-2برای حل این مشكلات از منحنی های با چند جمله ای های قطعه ای استفاده می کنیم. در شكل

 که ،نشان داده شده است ،می باشد  ،  nقطعه چند جمله ای درجه  m(=3)که دارای  𝐶(𝜉)منحنی 

𝐶(𝜉) در بازه 𝜉 𝜖[0,1]  .تعریف شده است 

 که دارای سه قسمت می باشد 9درجه منحنی دارای چند جمله ای های قطعه ای   9-2شكل 

 اسپلاین بصورت زیر تعریف می شود: –یک منحنی بی 

        𝐶(𝜉) = ∑ 𝑓𝑖(𝜉)𝑃𝑖 
𝑛
𝑖=0                                    𝜉 ∈ [0,1]                     (2-8)  

,𝑓𝑖(𝜉)}نقاط کنترلی و  𝑃𝑖که در آن  𝑖 = 0,… , 𝑛} توابع پایه ای با  2توابع چند جمله ای قطعه ای(

لازم به ذکر است که پیوستگی منحنی به وسیله توابع پایه ای  درجه و پیوستگی مناسب ( می باشند.

 از این رو می توان بدون اینكه پیوستگی منحنی تغییر کند نقاط کنترلی را اصلاح کرد. ،تعیین می شوند

 

                                                 
1 Local support property 
2 Piecewise polynomial functions 

C1(u) 

C2(u) 

C3(u) 

u0=0 u1 u2 u3=1 
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 1تعریف و خواص توابع پایه ای بی اسپلاین  2-9-1

Ξ = {𝜉0, … , 𝜉𝑚}  یعنی در آن به ازای ،مجموعه ای متوالی و غیر نزولی از اعداد حقیقی می باشد 

𝑖 = 0,… ,𝑚 − 𝜉𝑖+1داریم  1 ≥ 𝜉𝑖 به .𝜉𝑖 و به مجموعه  2گرهΞ گفته می شود. 9گره ای بردار 

نشان داده می  𝑁𝑖,𝑝(𝜉)که با  (  p+1)مرتبه  pامین تابع پایه ای بی اسپلاین از درجه iدر این صورت 

 شود به صورت زیر تعریف می شود.

       𝑁𝑖,0(𝜉) = {
 1         𝑖𝑓  𝜉𝑖 ≤ 𝜉 ≤ 𝜉𝑖+1
0        𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒           

 

       𝑁𝑖,𝑝(𝜉) =
𝜉−𝜉𝑖

𝜉𝑖+1−𝜉𝑖
𝑁𝑖,𝑝−1(𝜉) +

𝜉𝑖+𝑝+1−𝜉

𝜉𝑖+𝑝+1−𝜉𝑖+1
𝑁𝑖+1,𝑝−1(𝜉) 

 

- 𝑁𝑖,0(𝜉) ی نقاط برابر صفر است بجز در بازه ی نیمه  به طوری که در همه ،تابعی تكه ای می باشد

𝜉 𝜖 [𝜉𝑖باز  , 𝜉𝑖+1] . 

𝑝 برای - > 𝑝ترکیب خطی از دو تابع پایه ای با درجه 𝑁𝑖,𝑝(𝜉)، تابع  0 −  می باشد.  1

𝜉𝑖] به بازه نیمه باز - , 𝜉𝑖+1] ، iواند طول آنها صفر باشدکه می ت ،گفته می شود  4امین دهانه گره ای، 

 (4-2)شكل زیرا استفاده از گره های تكراری در بردار گره ای مجاز می باشد.

ننده خصوصیات منحنی ها و اسپلاین که در واقع تعیین ک –برخی از خواص مهم توابع پایه ای بی 

Ξ درجه تابع و𝑝 اسپلاین می باشند در زیر آورده شده است.در اینجا  –سطوح بی = {𝜉0, … , 𝜉𝑚}  

 بردار گره ای می باشد.

 

                                                 
1 B-Spline Basis Function 
2 Knot 
9 Knot Vector 
4 Knot Span 

(2-3) 
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 2و1و1اسپیلاین از درجات  –توابع پایه ای بی  4-2شكل  

𝜉𝑖]خارج از بازه  𝜉اگر -1 , 𝜉𝑖+𝑝+1)  باشد آنگاه𝑁𝑖,𝑝(𝜉)  صفر است .)این نكته باعث وجود ویژگی

نشان داده شده است . همانطور که ملاحظه می شود  1-2این ویژگی در شكل  کنترل محلی می شود(

، 𝑁1,3  ترکیبی از توابع𝑁1,0 ،𝑁2,0 ،𝑁3,0  و𝑁4,0  بنابراین ،می باشد 𝑁1,3  در بازه𝜉 𝜖 [𝜉1, 𝜉5) 

  غیر صفر می باشد.

 N1,3توابع پایه ای موثر برای محاسبه تابع   1-2شكل 
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𝜉𝑗]برای دهانه گره مثل  -2 , 𝜉𝑗+1)،  حداکثر(𝑝 + غیر صفر وجود دارد   𝑁𝑖,𝑝 (𝜉)تابع پایه ای  (1

,𝑁𝑗−𝑝,𝑝که شامل توابع ، … , 𝑁𝑗,𝑝   است؛ به  نشان داده شده 6-2می باشد . این ویژگی در شكل

,𝜉3]عنوان مثال برای بازه  𝜉4)،   از توابع درجه صفر𝑁𝑖,0 تابع ،𝑁3,0 بنابراین توابع  ،غیر صفر می باشد

,𝜉3]غیر صفر روی بازه  9درجه  𝜉4) شامل توابع 𝑁0,3, … , 𝑁3,3 .می باشد 

,𝜉3]موثر برای  9توابع پایه ای درجه ی  6-2شكل  𝜉4) 

,𝜉برای همه مقادیر -9 𝑝, 𝑖 تابع پایه ای  ها مقدار𝑁𝑖,𝑝 (𝜉) .نامنفی است 

𝜉𝑗]مانند  ای برای هر دهانه گره-4 , 𝜉𝑗+1) :داریم ∑ 𝑁𝑗,𝑝(𝜉)
𝑖
𝑗=𝑖−𝑝 = 𝜉به ازای   1 = [𝜉𝑖 , 𝜉𝑖+1) 

در داخل دهانه های گره ای موجود است . و اگر تعداد تكرار هر گره را با  𝑁𝑖,𝑝(𝜉)همه مشتقات  -1

K  نشان دهیم𝑁𝑖,𝑝(𝜉) در هر گره 𝑝 − 𝑘 .بنابراین افزایش درجه  بار مشتق پذیر و پیوسته می باشد

 و افزایش تعداد گره های تكراری باعث کاهش پیوستگی می شود. ،تابع باعث افزایش پیوستگی

𝑝بجز در حالت  -6 =  دقیقاً دارای یک ماکزیمم می باشد. 𝑁𝑖,𝑝(𝜉)تابع ، 0

فقط در بازه  ، 𝑁𝑖,𝑝(𝜉) پیوستگی تابعلازم به ذکر است که تعداد گره های تكراری برای محاسبه 

[𝜉𝑖 , 𝜉𝑖+1).محاسبه می شود  
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 اسپلاین-مشتق توابع پایه ای بی  2-9-2

 زیر بدست می آید: مشتق اول توابع پایه از رابطه

      𝑁𝑖,𝑝
, (𝜉) =

𝑝

𝜉𝑖+𝑝,𝜉𝑖
𝑁𝑖,𝑝−1(𝜉) −

𝑝

𝜉𝑖+𝑝+1,𝜉𝑖+1
𝑁𝑖+1,𝑝−1(𝜉)                     (2-11)  

 بصورت زیر است:  𝑘، 𝑁𝑖,𝑝(𝜉)در حالت کلی مشتق مرتبه 

      𝑁𝑖,𝑝
(𝑘)(𝜉) = 𝑝 (

𝑁𝑖,𝑝−1
(𝑘−1)

𝜉𝑖+𝑝,𝜉𝑖
−

𝑁𝑖+!,𝑝−1
(𝑘−1)

𝜉𝑖+𝑝+1,𝜉𝑖+1
)                                                (2-11)  

ر در حالتی که د بیشتر شود)مقدار مشتق مراتب بالاتر صفر می باشد(. 𝑝نبایستی از   𝑘که در آن مقدار

مقدار آن کسر برابر با صفر در نظر گرفته می  ،مخرج کسرها که تفاضل دو گره می باشد صفر ایجاد شود

 شود.

 .ین را بصورت زیر نیز محاسبه کرداسپلا –وابع پایه ای بی ت 𝑘همچنین می توان مشتق مرتبه 

 ام توابع مرتبه پایین تر آنها ارائه می کند.𝑘ام این توابع را بر حسب مرتبه 𝑘این رابطه مشتق مرتبه 

 

      𝑁𝑖,𝑝
(𝑘)(𝜉) =

𝑝

𝑝−𝑘
(
𝜉−𝜉𝑖

𝜉𝑖+𝑝−𝜉𝑖
𝑁𝑖,𝑝−1
(𝑘) (𝜉) +

𝜉𝑖+𝑝+1−𝜉

𝜉𝑖+𝑝+1−𝜉𝑖+1
𝑁𝑖+1,𝑝−1
(𝑘) (𝜉)) 

      𝑘 = 0,… , 𝑝 − 1 

 اسپلاین-دیگر ویژگی های توابع پایه ای بی  2-9-9

 ر گره ای تعیین کننده مقدارفقط بردا ،اسپلاین ثابت باشد –درجه توابع پایه ای بی  𝑝در صورتی که 

ای وجود دارد ولی در این پایان نامه فقط از نوع می باشد .انواع مختلفی از بردارهای گره  𝑁𝑖,𝑝(𝜉) تابع

 ( استفاده می کنیم. 2)یا باز 1خاصی از بردارهای گره ای به نام بردارهای گره ای نامتناوب

 این نوع بردارها به فرم زیر نشان داده می شوند:

                                                 
1 nonperiodic knot vector 
2 open 

(2-12) 
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Ξ = {𝑎,… , 𝑎, 𝜉𝑝+1, … , 𝜉𝑚−𝑝−1, 𝑏, … , 𝑏} 

 

𝑝ملاحظه می شود در بردارهای گره ای نامتناوب گره های ابتدا و انتهای بردارهمانطور که  + مرتبه  1

 تكرار می شوند. با توجه به تعریف بردارهای گره ای نامتناوب برای آنها می توان دو نكته زیر را ذکر کرد:

Ξاستفاده از بردار گره ای به فرم -1 = {0,… ,0,1, … منتج به چند جمله ای های برنشتین از  {1,

 تند.اسپلاین هس–می گردد. در واقع توابع پایه ای برنشتین حالت خاصی از توابع پایه ای بی  𝑝درجه 

𝑚اگر  -2 + 𝑛 ،تعداد گره ها   1 +          آنگاه رابطهدرجه توابع باشد،   𝑝ایه ای و پتعداد توابع   1

𝑛 = 𝑚 − 𝑝 − 𝑁𝑛,𝑝(𝑏)همچنین  ،بین آنها برقرار است 1 = 1,𝑁0,𝑝(𝑎) =  می باشد. 1

 اسپلاین-تعریف منحنی های بی  2-9-4

اسپلاین و برخی از ویژگی های آنها پرداخته و سپس  –در این قسمت به معرفی منحنی ها و سطوح بی 

 مشتق آنها را معرفی خواهیم کرد.

 بصورت زیر تعریف می شود:  𝑝 اسپلاین از درجه–منحنی بی 

𝑪 (ξ) = ∑ 𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑃𝑖
𝑛
𝑖=0                              𝑎 ≤ 𝜉 ≤ 𝑏                            (2-14)  

که روی بردار  ،اسپلاین می باشد–توابع پایه ای بی  {𝑁𝑖,𝑝(𝜉)}نقاط کنترلی است و  {𝑃𝑖} که در آن

 ریف شده است:عگره ای نامتناوبی بصورت زیر ت

Ξ = {𝑎,… , 𝑎, 𝜉𝑝+1, … , 𝜉𝑚−𝑝−1, 𝑏, … , 𝑏}  

 

𝑚بردار گره ای فوق دارای  + 𝑎معمولا فرض می شود که  گره است. 1 = 𝑏و 0 =  می باشد. 1

چند ضلعی کنترلی گفته می ،به چند ضلعی که از متصل کردن نقاط کنترلی به هم ایجاد می شود 

 شود.

𝑝 + 1 𝑝 + 1 

𝑝 + 1 𝑝 + 1 

(2-19) 

𝑝 + 1 𝑝 + 1 

(2-19) 
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 اسپلاین عبارتند از:–برخی از ویژگی های منحنی های بی 

𝑛اگر -1 = 𝑝  وΞ = {0,… ,0,1, … اسپلاین تبدیل به یک منحنی -آنگاه منحنی بی ،باشد {1,

 بزیر می شود.

2- 𝑪 (ξ)  یک منحنی چند جمله ای قطعه ای می باشد ؛ اگر𝑝  درجه، 𝑛 + تعداد نقاط کنترلی  1

𝑚و + 𝑚تعداد گره ها باشد آنگاه رابطه   1 = 𝑛 + 𝑝 +  را می توان برای آنها نوشت. 1

𝐶0یعنی  ،کنترلی ابتدا و انتها دقیقاً روی منحنی قرار دارندنقاط  -9 = 𝑃0, 𝐶𝑛 = 𝑃𝑛 

برای اعمال یک نگاشت بر روی منحنی فقط کافی است این نگاشت را بر نقاط کنترلی منحنی اعمال  -4

 کنیم.

تمام نقاط منحنی در داخل چند ضلعی کنترلی محدب ایجاد شده به وسیله نقاط کنترلی قرار می  -1

 گیرد.

 𝑃𝑖 بدین مفهوم که اگر ،اسپلاین دارای قابلیت اصلاح محلی )ناحیه ای (می باشند –منحنی های بی  -6

𝜉𝑖]فقط در ناحیه ای داخل بازه 𝑪 (ξ)را تغییر دهیم منحنی , 𝜉𝑖+𝑝+1)  تغییر می کند. زیرا به ازای

𝜉 ∉ [𝜉𝑖 , 𝜉𝑖+𝑝+1)  ،𝑁𝑖,𝑝(𝜉) =  (7-2می باشد.)شكل 0

Ξبرروی بردار گره ای  9یک منحنی درجه  7-2شكل  = {0,0,0,0,
1

4
,
1

2
,
3

4
, تعریف شده است،با تغییر  (1,1,1,1

𝑃4به  𝑃4نقطه کنترلی 
]فقط قسمتهایی از منحنی که داخل بازه ,

1

4
,  قرار دارند تغییر می کنند (1

𝑁𝑖,𝑝مانند توابع پایه ای  𝑪 (ξ) پیوستگی و مشتق پذیری منحنی -7 = بنابراین در نقاط  ،می باشد 0

𝑝بین گره ها بطور نامحدود پیوسته و مشتق پذیر است و در روی نقطه گره ای  − 𝑘  مرتبه مشتق
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 تعداد تكرار گره مورد نظر می باشد. 𝑘پذیر و پیوسته می باشد. که در آن 

اساس  ثابت بر 𝜉که برای یک  ،اسپلاین بصورت زیر تعریف می شود–ام منحنی های بی 𝐾مشتق مرتبه 

 ام توابع پایه ای آن محاسبه می شود.𝐾مشتق مرتبه 

     𝐶(𝑘)(𝜉) = ∑ 𝑁𝑖,𝑝
(𝑘)(𝜉)𝑃𝑖

𝑛
𝑖=0                                                               (2-16)  

که  ،را بصورت زیر تعریف کرد ′Ξگره ابتدا و انتهای آن را حذف کنیم می توان  Ξ اگر در بردار گره ای

𝑚دارای ) −  (گره می باشد.1

Ξ
,
= {0,… ,0, 𝜉𝑝+1, … , 𝜉𝑚−𝑝−1, 1, … ,1} 

 

روی   𝑁𝑖,𝑝−1برابر با  Ξروی بردار گره ای  𝑁𝑖+1,𝑝−1(𝜉) تعریف فوق می توان نتیجه گرفت کهاز 

Ξبردار گره ای 
′

می توان تعریف زیر را ارائه  𝐶(𝜉)بنابراین برای مشتق مرتبه اول منحنی  می باشد. 

 کرد:

      𝐶′(𝜉) = ∑ 𝑁𝑖,𝑝−1(𝜉)𝑄𝑖
𝑛−1
𝑖=0                                                              (2-18)  

𝑄𝑖که در آن  =
𝑃𝑖+1−𝑃𝑖

𝜉𝑖+𝑝+1𝜉𝑖+1
Ξروی بردار گره ای   𝑁𝑖,𝑝−1(𝜉)و   

′
بنابراین  ،محاسبه شده است   

𝐶′(𝜉)      اسپلاین از درجه )–یک منحنی بی𝑝 −  ( می باشد.1

𝑃𝑖 (( و با تعریف3-2و استفاده از رابطه بازگشتی توابع پایه ای )معادله ) (18-2با تعمیم روابط )
(0)
=

𝑃𝑖 .می توان مشتقات مرتبه بالاتر را نیز محاسبه کرد 

       𝐶(𝑘)(𝜉) = ∑ 𝑁𝑖,𝑝−1(𝜉)𝑃𝑖
(𝑘)𝑛−𝑘

𝑖=0                                                      (2-13)  

 

 که در آن:

𝑃𝑖
(𝑘)
= {

𝑃𝑖                                                              𝐾 = 0
𝑝 − 𝑘 + 1

𝜉𝑖+𝑝+1 − 𝜉𝑖+𝑘
(𝑃𝑖+1
(𝑘−1) − 𝑃𝑖

(𝑘−1)        𝑘 > 0
 

𝑝 𝑝 

(2-17) 
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 و

 

         Ξ
(𝑘)
= {0,… . ,0, 𝜉𝑝+1, … , 𝜉𝑝+1, 1, … ,1}   

    

 اسپلاین-تعریف سطوح بی  2-9-1

دو  بردار  ،که در دو جهت قرار گرفته اند 1اسپلاین تشكیل شده است از شبكه نقاط کنترلی -سطوح بی 

 اسپلاین که بصورت زیر تعریف می شود:–گره ای و حاصلضرب توابع پایه ای بی 

𝑆(𝜉, 𝜂) = ∑ ∑ 𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑁𝐽,𝑞(𝜂)𝑃𝑖,𝑗
𝑚
𝑗=0

𝑛
𝑖=0                                                (2-21)  

 که در آن:

Ξ
(𝑘)
= {0,… . ,0, 𝜉𝑝+1, … , 𝜉𝑟−𝑝−1, 1, … ,1} 

 

ℋ = {0,… . ,0, 𝜂𝑞+1, … , 𝜂𝑠−𝑞−1, 1, … ,1} 

 

𝑟 دارای Ξبطوری که بردار گره ای  + 𝑠دارای  ℋگره و  1 +  گره می باشد. 1

                                                 
1 Control net 

𝑝 − 𝑘 + 1 𝑝 − 𝑘 + 1 

𝑞 + 1 𝑞 + 1 
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 اسپیلاین.)الف(شبكه نقاط کنترلی؛)ب( سطح مربوطه–نمونه یک سطح بی  8-2شكل 

 اسپلاین-مشتق سطوح بی  2-9-6

,𝑆𝜉(𝜉)اسپلاین در سوی  –مشتق سطوح بی  𝜂))   𝜉 و سوی (𝑆𝜂(𝜉, 𝜂))   𝜂  را می توان بصورت

 زیر تعریف کرد:

(2-21) 𝐴(𝑘)(𝜉) = 𝑤(𝜉)𝐶(𝑘)(𝜉) +∑(
𝑘

𝑖
)𝑤𝑖

𝑘

𝑖=1

(𝜉)𝐶(𝑘−𝑖)(𝜉) 

 

 
𝜕

𝜕𝜉
𝑆(𝜉, 𝜂) = 𝑆𝜉(𝜉, 𝜂) = ∑∑𝑁𝑖,𝑝−1(𝜉)𝑁𝑗,𝑞(𝜂)𝑃𝑖,𝑗

(1,0)

𝑚

𝑗=0

𝑛−1

𝑖=0

 

 که در آن:

𝑃𝑖,𝑗
(1,0)

= 𝑝
𝑃𝑖+1,𝑗 − 𝑃𝑖,𝑗

𝜉𝑖+𝑝+1 − 𝜉𝑖+1
 

Ξ = {0,… ,0, 𝜉𝑝+1, … , 𝜉𝑟−𝑝−1, 1, … ,1} 

 

ℋ
(0)
= ℋ 

 

 (ب)

 

 (الف)

 

𝑝 𝑝 
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 همچنین به طور مشابه داریم:

(2-22) 
𝜕

𝜕𝜂
𝑆(𝜉, 𝜂) = 𝑆𝜂(𝜉, 𝜂) =∑∑ 𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑁𝑗,𝑞−1(𝜂)𝑃𝑖,𝑗

(0,1)

𝑚−1

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 

 که در آن:

𝑃𝑖,𝑗
(0,1)

= 𝑞
𝑃𝑖,𝑗+1 − 𝑃𝑖,𝑗

𝜂𝑗+𝑞+1 − 𝜂𝑗+1
 

Ξ
(0)
= Ξ 

ℋ
(0)
= {0,… ,0, 𝜂𝑞+1, … , 𝜂𝑠−𝑞−1, 1, … ,1} 

 

 

 اسپلاین را بصورت زیر تعریف کرد: –در حالت کلی می توان مشتق سطوح بی 

(2-29) 
𝜕𝑘+1

𝜕𝑘𝜉𝜕1𝜂
𝑆(𝜉, 𝜂) = 𝑆𝜂(𝜉, 𝜂) = ∑ ∑ 𝑁𝑖,𝑝−𝑘(𝜉)𝑁𝑗,𝑞−1(𝜂)𝑃𝑖,𝑗

(𝑘,1)

𝑚−1

𝑗=0

𝑛−𝑘

𝑖=0

 

 که در آن:

 
𝑃𝑖,𝑗
(𝑘,1)

= (𝑞 − 𝑙 + 1)
𝑃𝑖,𝑗+1
(𝑘,𝑙−1)

− 𝑃𝑖,𝑗
(𝑘,𝑙−1)

𝜂𝑗+𝑞+1 − 𝜂𝑗+1
 

 

 1و سطوح نربز ها منحنی  2-4

 معرفی منحنی های نربز  2-4-1

 می شود:بصورت زیر تعریف  𝑝یک منحنی نربز از درجه 

(2-24) 𝑎 ≤ 𝜉 ≤ 𝑏 𝐶(𝜉) =
∑ 𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑤𝑖𝑃𝑖
𝑛
𝑖=0

∑ 𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑤𝑖
𝑛
𝑖=0

 

 

                                                 
1 NURBS(NonUniform Rational B-Spline) 

𝑞 𝑞 



معرفی منحنی ها و سطوح نربز                                                             فصل دوم                                    

 

91 

 

 pاسپلاین از درجه –توابع پایه ای بی  {𝑁𝑖,𝑝(𝜉)}{وزن ها و iw} ،نقاط کنترلی {iP}که در آن 

 که بر روی بردار گره ای نامتناوب زیر تعریف شده اند. ،هستند 

 

Ξ = {𝑎,… , 𝑎, 𝜉𝑝+1, … , 𝜉𝑚−𝑝−1, 𝑏, … , 𝑏} 

 

 

𝑎و با فرض اینكه  = 𝑏 و 0 = 𝑤𝑖 ،ها  iو به ازای تمام  1 > (را 24-2می توان رابطه ) ،باشد  0

 بصورت زیر نوشت:

(2-21) 𝐶(𝜉) =∑𝑅𝑖,𝑝𝑃𝑖

𝑛

𝑖=0

 

 (داریم:21-2که در معادله )

(2-26) 𝑅𝑖,𝑝(ξ) =
𝑁𝑖,𝑝(ξ)𝑤𝑖

∑ 𝑁𝑖,𝑝(ξ)𝑤𝑗
𝑛
𝑗=0

 

مشتق  ،که در حقیقت یک تابع کسری قطعه ای می باشند  ،توابع پایه ای نسبی هستند {𝑅𝑖,𝑝(𝜉)}که 

 ام منحنی نربز را می توان به صورت زیر تعریف کرد:𝑘مرتبه 

(2-27) 𝐶(𝑘)(𝜉) =
𝐴(𝑘)(𝜉) − ∑ (𝑘

𝑖
)𝑤𝑖𝑘

𝑖=1 (𝜉)𝐶(𝑘−𝑖)(𝜉)

𝑤(𝜉)
 

 که در آن:

𝐴(𝑘)(𝜉) = 𝑤(𝜉)𝐶(𝑘)(𝜉) +∑(
𝑘

𝑖
)𝑤𝑖

𝑘

𝑖=1

(𝜉)𝐶(𝑘−𝑖)(𝜉) 

 

 سطوح نربزمعرفی   2-4-2

را می توان به وسیله  ،باشد  qاز درجه    ηو د رجهت   ،  Pاز درجه  ξ یک سطح نربز که در جهت 

𝑝 + 1 𝑝 + 1 
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 توابع کسری قطعه ای بصورت زیر تعریف کرد:

(2-28) 𝑆(𝜉, 𝜂) =
∑ ∑ 𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑁𝑗,𝑞(𝜂)𝑤𝑖,𝑗𝑃𝑖,𝑗

𝑚
𝑗=0

𝑛
𝑖=0

∑ ∑ 𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑁𝑗,𝑞(𝜂)𝑤𝑖,𝑗
𝑚
𝑗=0

𝑛
𝑖=0

        0 ≤ 𝜉, 𝜂 ≤ 1 

 

{ شبكه نقاط کنترلی می باشد که در دو جهت تعریف شده است؛ همچنین 𝑃𝑖,𝑗 در عبارت فوق }

{𝑊𝑖,𝑗وزن ها }، {𝑁𝑖,𝑝(𝜉)}  و{𝑁𝑗,𝑞(𝜂)}  اسپلاین هستند که بر روی بردارهای –توابع پایه ای بی

 گره ای زیر تعریف شده اند.

Ξ = {0,… ,0, 𝜉𝑝+1, … , 𝜉𝑟−𝑝−1, 1, … ,1} 

 

ℋ = {0,… ,0, 𝜂𝑞+1, … , 𝜂𝑠−𝑞−1, 1, … ,1} 

 

𝑠که در روابط فوق همچنان تساوی های  = 𝑚 + 𝑞 + 𝑟و  1 = 𝑛 + 𝑝 +  برقرار می باشد. 1

 اگر توابع پایه ای نسبی قطعه ای را بصورت (28-2در روابط )

(2-23) 𝑅𝑖,𝑗(𝜉, 𝜂) =
𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑁𝑗,𝑞(𝜂)𝑤𝑖,𝑗

∑ ∑ 𝑁𝑘,𝑝(𝜉)𝑁𝑙,𝑞(𝜂)𝑤𝑘,𝑙
𝑚
𝑙=0

𝑛
𝑘=0

                

 

 تعریف کنیم خواهیم داشت:

(2-91) 𝑆(𝜉, 𝜂) =∑∑𝑅𝑖,𝑗(𝜉, 𝜂)𝑃𝑖,𝑗

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 

 

 

 

 

 

 

𝑝 + 1 𝑝 + 1 

𝑞 + 1 𝑞 + 1 
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 می باشد. 2شبكه نقاط کنترلی وسطح نربز که در هر دو جهت ازدرجه  3-2شكل 

 )الف(شبكه نقاط کنترلی؛)ب( سطح نربز

 :]11[مشتق سطوح نربز  2-4-9

(بدست می آید که نتیجه آن 28-2مشتق سطوح نربز به وسیله یک مشتق گیری معمولی از رابطه )

 بصورت زیر است:

(2-91) 

𝑆𝜉 =
𝑁̅

𝐷̅
(
𝑁̅𝜉

𝑁̅
−
𝐷̅𝜉

𝐷̅
) 

𝑆𝜂 =
𝑁̅

𝐷̅
(
𝑁̅𝜂

𝑁̅
−
𝐷̅𝜂

𝐷̅
) 

(می باشند؛که مشتق آنها به صورت 28-2به ترتیب عبارات صورت و مخرج رابطه )  𝑁̅و    𝐷̅که درآن 

 است:زیر 

 

 

 

 (الف)

 

 (ب)

 



معرفی منحنی ها و سطوح نربز                                                             فصل دوم                                    

 

99 

 

(2-92) 

𝑁̅𝜉 =∑∑𝑁𝑖,𝑝
′ (𝜉)𝑁𝑖,𝑗(𝜂)𝑤𝑖,𝑗𝑃𝑖,𝑗

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 

𝑁̅𝜂 =∑∑𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑁
′
𝑖,𝑗(𝜂)𝑤𝑖,𝑗𝑃𝑖,𝑗

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 

𝐷̅𝜉 =∑∑𝑁𝑖,𝑝
′ (𝜉)𝑁𝑗,𝑞(𝜂)𝑤𝑖,𝑗

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 

𝐷̅𝜂 =∑∑𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑁
′
𝑗,𝑞(𝜂)𝑤𝑖,𝑗

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 سوم فصل

  

 

 

 

 

 

 

تحلیل آیزوژئومتریک 
 روش 
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 ]12[مقدمه 9-1

روش های هندسه  ،برگرفته از آیزوژئومتریکدر فصل اول اشاره شد مفهوم تحلیل که همانطور

به معرفی فرمول  ،در این فصل قصد داریم  اجزای محدود و روش نقاط محدود می باشد. ،کامپیوتری

بپردازیم. برای این منظور همانند اجزای محدود می توان از طریق  آیزوژئومتریکبندی روش تحلیل 

 در اینجا روش اول ،یا بصورت یک مفهوم ریاضی عام به معرفی روش پرداخت  ،فیزیكی ویژهای کاربرده

را اختیار می کنیم و بدین ترتیب بررسی خود را به مجموعه ای از مسائل مربوط به مكانیک سازه ها 

 محدود می کنیم.

رد ته کشسان مودر محیط های پیوس ،در بسیاری از مسائل مهندسی پیدا کردن توزیع تنش و کرنش 

 .نظر است

 آیزوژئومتریکفرمول بندی تحلیل   9-2

  محیط پیوسته ی کشسان  9-2-1

که کل دامنه منحنی یا سطح مورد  ،برای مدل کردن یک منحنی یا سطح در نربز معمولاً  نیاز داریم 

در  .مدل کنیم ،منه را بصورت جداگانه بصورت نربزو هر زیر داتقسیم کنیم  1به چند زیر دامنه ،نظر را 

ن دلیل ابتدا به همی .بسته به شكل مدل برقرار باشد ،فصل مشترک زیر دامنه ها بایستی پیوستگی لازم 

 برای زیر دامنه ها محاسبه کرده و سپس بایستی آنها را با هم اسمبل کنیم. آیزوژئومتریکفرمول بندی 

 د آن محیط را به یک محیط گسستهابتدا بای آیزوژئومتریکبه منظور تحلیل یک محیط پیوسته در 

 با استفاده از مفهوم سطوح در نربز صورت می گیرد . آیزوژئومتریکاین عمل در  ،تبدیل کرد

یک صفحه در محیط نربز تشكیل شده است از یكسری توابع پایه  ،فصل دوم اشاره شد رهمانطور که د

 دنتشكیل دهنده شبكه ای از نقاط هست ،بطوری که نقاط کنترلینقاط کنترلی و بردارهای گره ای  ،ای

                                                 
1 Patch 
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فاده از با است ،به وسیله درونیابی بین نقاط کنترلی  ،و هر نقطه که در روی رویه نربز واقع شده باشد

توابع پایه ای نربز مشخص می شود. در حقیقت می توان یک رویه نربز را در صورت معلوم بودن بردارهای 

هم در  ،از این مفهوم می توان بطور همزمان  آن تعریف کرد.با مشخص نمودن نقاط کنترلی  ،گره ای

 تعریف هندسه مسئله و هم در تعریف فضای پارامتری مورد نیاز تحلیل مسئله استفاده کرد.

 ی گردد.م  از نقاط کنترلی نربز استفاده آیزوژئومتریکبرای گسسته سازی یک محیط پیوسته در تحلیل 

که برای تعریف هندسه و فضای  ،وش های کلاسیک اجزای محدودهمانطور که اشاره شد برخلاف ر

ای تعریف هندسه و فض آیزوژئومتریکدر روش  ،کنندیل از دو محیط متفاوت استفاده می پارامتری تحل

که این نكته یكی از مزایای مهم این  پارامتری مورد نیاز تحلیل هر دو در محیط نربز صورت می گیرد.

  محدود می باشد.روش نسبت به اجزای 

 

 

 

 

 

 

 

گسسته سازی دامنه در تحلیل آیزوژئومتریک با استفاده از نقاط کنترلی؛)الف(تیر طره؛)ب(صفحه سوراخ   1-9شكل 

 دار

رلی در نقاط کنت ،مقدار مجهول مسئله )به عنوان مثال تغییر مكان( آیزوژئومتریکبه طور کلی در روش 

 و سپس به وسیله توابع پایه ای نربز در بقیه نقاط تقریب زده می شود.ود نربز محاسبه می ش

,𝑃𝑥)مولفه های اول و دوم مختصات این نقاط ،حال اگر نقاط کنترلی را طوری انتخاب کنیم که 𝑃𝑦)، 

را طوری محاسبه   (𝑃𝑧)و همچنین مولفه سوم مختصات این نقاط،بتوانند هندسه مسئله را برآورد کنند 

 (ب)

 

 (الف)
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طه باشد، تغییر مكان آن نق ،که درونیابی بین این نقاط به وسیله توابع پایه ای نربز نشان دهنده،م کنی

نشان دهنده هندسه مسئله و  xyدر حقیقت می توان رویه ای تشكیل داد که تصویر آن روی صفحه  

 .نشان دهنده تغییر مكان آن نقطه باشد xyنسبت به صفحه   (zفاع رویه در هر نقطه )تار

می باشد . فرض کنیم تغییر مكان   (𝑃𝑖,𝑗)دارای تعدادی نقاط کنترلی   1هر زیر دامنه تابع تغییر مكان:

 تقریب زده شود: 𝑢̂ در هر نقطه داخل زیر دامنه به صورت یک بردار ستونی

(9-1) 𝑢 ≈ 𝑢̂ =∑∑𝑅𝑖,𝑗𝑃𝑖,𝑗
𝑗𝑖

 

 به عنوان مثال در حالت دو بعدی داریم:

(9-2) 𝒖 = {
𝑢(𝑥, 𝑦)
𝑣(𝑥, 𝑦)

} 

 

𝑃𝑖,𝑗 که خود دارای دو مولفه ،ها نمایشگر بردار مولفه های سوم مختصات نقاط کنترلی نربز می باشند 

 .𝑣و دیگری برای تغییر مكان در جهت  uمی باشد یكی برای تغییر مكان در جهت 

(9-9) 𝑃𝑖,𝑗 = {
𝑃𝑢  𝑖,𝑗
𝑃𝑣  𝑖,𝑗

} 

 

و به وسیله آنها می توان تغییر مكان در هر نقطه  مكان می باشندها توابعی معلوم از  𝑅𝑖,𝑗و همچنین 

این توابع عملكردی مانند  دلخواه داخل زیر دامنه را از روی تغییر مكان نقاط کنترلی درونیابی کرد.

 توابع شكل در اجزای محدود دارند.

مطابق آنچه در مورد این  و ندهمان توابع پایه ای نربز می باش  𝑅𝑖,𝑗همانطور که قبلاً اشاره شد توابع 

0ذکر شد این توابع معمولاً در دستگاه مختصات نرمالی مانند چهارمتوابع در فصل  ≤ 𝜉, 𝜂 ≤ 1 

حال اگر برای هر زیر دامنه یک دستگاه مختصات نرمال محلی در نظر گرفته شود  محاسبه می شوند.

 جام داد.می توان محاسبات را به طور ساده تری در این دستگاه مختصات ان

                                                 
1 Patch 
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(9-4) 𝑢 = {
𝑢(𝜉, 𝜂)
𝑣(𝜉, 𝜂)

} =

{
 
 

 
 ∑∑𝑅𝑖,𝑗𝑃𝑢  𝑖,𝑗

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

∑∑𝑅𝑖,𝑗𝑃𝑣  𝑖,𝑗

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑖=0 }
 
 

 
 

 

 

ذکر شد دارای ویژگی های  چهارمهمانطور که در فصل  (4-9) توابع پایه ای به کار رفته در معادله

زیادی می باشند که می توان از آنها برای ساده تر شدن محاسبات استفاده کرد یكی از این ویژگی ها 

,𝜉بدان اشاره شد ؛نشان می دهد که برای هر  6-2و شكل  1-9-2که در بخش  𝜂  فقط تعداد محدودی

,𝜉  به طوری که اگر فرض کنیم ،از این توابع غیر صفر می باشند 𝜂  به ترتیب در دهانه های گره ای   

i  ام وj  ام قرار دارند )یعنی𝜉 ∈ [𝜉𝑖 , 𝜉𝑖+1)  و𝜂 ∈ [𝜂𝑗 , 𝜂𝑗+1) )،  و درجه توابع پایه ای در جهت

تابع پایه  (q+1()p+1آنگاه فقط حداکثر ) ،باشند ℋ  ،qجهت بردار گره ای  در و Ξ ، pبردار گره ای  

 ای غیر صفر وجود خواهد داشت.

 (را به معادله زیر کاهش داد:4-9براین می توان معادله)بنا

(9-1) 𝑢 = {
𝑢(𝜉, 𝜂)
𝑣(𝜉, 𝜂)

} =

{
  
 

  
 
∑ ∑ 𝑅𝑘,𝑙𝑃𝑢  𝑘,𝑙

𝑗

𝑙=𝑗−𝑞

𝑖

𝑘=𝑖−𝑝

∑ ∑ 𝑅𝑘,𝑙𝑃𝑣  𝑘,𝑙

𝑗

𝑙=𝑗−𝑞

𝑖

𝑘=𝑖−𝑝 }
  
 

  
 

 

 

 ]26[:(را به فرم ماتریسی زیر نوشت1-9همچنین می توان معادله )

(9-6           )                                                                                           𝑢̅ = 𝑅.̅ 𝑃̅ 

 ماتریس ستونی تغییر مكان های نقاط کنترلی به فرم زیر است:  𝑢̅که در آن  

(9-7         )                                                                           𝑢̅𝑖,𝑗 = [𝑢𝑖,𝑗      𝑣𝑖,𝑗]
𝑇 

 ماتریس توابع پایه ای نسبی نربز به فرم زیر است:  𝑅̅و  
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(9-8)    𝑅̅ = [
𝑅𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝜉, 𝜂) 0 … 𝑅𝑖−𝑝,𝑗(𝜉, 𝜂) 0 … 𝑅𝑖,𝑗(𝜉, 𝜂) 0

0 𝑅𝑖−𝑝,𝑗−𝑞(𝜉, 𝜂) … 0 𝑅𝑖−𝑝,𝑗(𝜉, 𝜂) … 0 𝑅𝑖,𝑗(𝜉, 𝜂)
] 

 نی زیر می باشد:ماتریس ستو  𝑝̅همچنین  

(9-3)                𝑃̅ = [𝑃𝑢 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞 𝑃𝑣 𝑖−𝑝,𝑗−𝑞 … 𝑃𝑢 𝑖−𝑝,𝑗 𝑃𝑣 𝑖−𝑝,𝑗 … 𝑃𝑢 𝑖,𝑗 𝑃𝑣 𝑖,𝑗] 

 

ا در هر نقطه کرنش ها: با معلوم بودن تغییر مكان در نقاط داخل هر زیر دامنه می توان کرنش ها ر

ان آن را به فرم ماتریسی ه رابطه ای می شود که می تواین فرآیند همواره منجر بدلخواه به دست آورد. 

 ]19[ :زیر نوشت

(9-11             )                                                                                        𝜀 = 𝐿𝑢 

عملگر دیفرانسیل می باشد ؛ که برای مسائل دو   Lو ،کرنش ها   𝜀 ،بردار تغییر مكان ها  uکه در آن 

 بعدی بصورت زیر تعریف می شود:

(9-11     )                                                                                       𝐿 =

[
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
0

0
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥]
 
 
 
 

 

 تقریب زد:( می توان کرنش را بصورت زیر 6-9با استفاده از معادله )

(9-12            )                                                                                          𝜀 = 𝐵𝑃̅ 

𝐵که در آن    = 𝐿𝑅̅   .می باشد 

برای مثال  ،در حالت کلی ممكن است ماده داخل هر زیر دامنه تحت تأثیر کرنش های اولیه  تنش ها:

قرار داشته باشد.اگر این کرنش ها  ،رشد کریستالی و غیره ،انقباض ،صل از تغییرات دماکرنش های حا

𝜀با  
0

ناشی از تفاوت بین کرنش های موجود و کرنش های اولیه  ،تنش ها در جسم  ،نشان داده شود 

 خواهد بود.

از ابتدا تحت تأثیر مجموعه ای از تنش  ،علاوه بر این بهتر است چنین فرض شود که جسم مورد نظر
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𝜎 ،های اولیه باقی مانده 
0

که پیش بینی آنها بدون اطلاع از تاریخچه ماده مورد  ،قرار گرفته  ،معلوم   

جود با فرض و ،بنابراین این تنش ها را می توان به آسانی به تنش ها ی دیگر افزود. نظر ناممكن است.

 نش ها و کرنش ها خطی و بصورت زیر خواهد بود.رابطه بین ت ،رفتار خطی کشسان

(9-19                  )                                                               σ = 𝐷(𝜀 − 𝜀0) + 𝜎0 

 ماتریس کشسانی و نمایشگر خواص ماده مورد نظر است: Dکه در آن 

(9-14      )                                                                    𝐷 =
𝐸

1−𝑣2
[

1 𝑣 0
𝑣 1 0

0 0
(1−𝑣)

2

] 

 تنش نیز نظیر کرنش ها تعریف شده و دارای سه مؤلفه است: ،در مسائل تنش مسطح

(9-11        )                                                                                         σ = {
σ𝑥

σ𝑦

τ𝑥𝑦

} 

یكی ازروش هایی که در اجزای محدود برای هم ارز سازی استاتیكی نیروهای گره ای با تنش های 

استفاده می شود ؛به کاربردن روش تغییر  ،مرزی و بارهای گسترده و نهایتاً محاسبه ماتریس سختی 

ن گره ای فرضی )مجازی( را اعمال و کارهای مكان مجازی می باشد.به این ترتیب که ابتدا یک تغییر مكا

مساوی فرض می  ،داخلی و خارجی را  که نیرو های مختلف در اثنای این تغییر مكان انجام می دهند

 ]19[. کنیم

که  ریبه طونیز استفاده کرد،  آیزوژئومتریکدر از همین روش می توان برای محاسبه ماتریس ضرایب 

  tو نیروهی سطحی bهای کالبدی نیرو ،می باشد Γکه دارای مرزهای   Ω اگر در یک زیر دامنه مانند

 می توان نوشت: ،وجود داشته باشند

(9-16    )                                  ∫ 𝛿𝜀𝑇𝜎𝑑Ω − ∫ 𝛿𝑢𝑇𝑏𝑑Ω − ∫ 𝛿𝑢𝑇𝑡𝑑Γ = 0
ΓΩΩ

 

 

 (می توان نوشت:12-9( و )6-9با استفاده از معادلات )
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(9-17       )                                                                                          δ𝑢 = 𝑅̅𝛿𝑃̅ 

(9-18    )                                                                                             δ𝜀 = 𝐵𝛿𝑃̅ 

 (داریم:16-9حال با جایگذاری معادلات فوق در معادله )

(9-13) ∫ 𝛿𝑃̅𝑇𝐵𝑇𝜎𝑑Ω −∫ 𝛿𝑃̅𝑇𝑅̅𝑇𝑏𝑑Ω −∫ 𝛿𝑃̅𝑇𝑅̅𝑇𝑡𝑑Γ = 0
ΓΩΩ

 

 

  (خواهیم داشت:19-9و استفاده از رابطه )  𝛿𝑃̅با حذف  

(9-21) ∫ 𝐵𝑇𝐷𝜀𝑑Ω −∫ 𝐵𝑇𝐷𝜀0𝑑Ω +∫ 𝐵𝑇𝜎0𝑑Ω −∫ 𝑅̅𝑇𝑏𝑑Ω −∫ 𝑅̅𝑇𝑡𝑑Γ =
ΓΩ

0
ΩΩΩ

 

 

 (محاسبه نمود:12-9را از معادله ) از طرفی می توان

(9-21) ∫ 𝐵𝑇𝐷𝐵𝑃̅𝑑Ω −∫ 𝐵𝑇𝐷𝜀0𝑑Ω +∫ 𝐵𝑇𝜎0𝑑Ω −∫ 𝑅̅𝑇𝑏𝑑Ω −∫ 𝑅̅𝑇𝑡𝑑Γ =
ΓΩ

0
ΩΩΩ

 

 

 در نهایت می توان این رابطه را به صورت خطی زیر نوشت:

(9-22                                                                                                       )KU=F 

رجی وارده نیروهای خا Fمجهولات مسئله )تغییر مكان ها(و  U ،ماتریس ضرایب )سختی(  Kکه در آن 

 که بصورت زیر تعریف می شوند:بر زیر دامنه می باشند، 

(9-29) 𝐾 = ∫ 𝐵𝑇𝐷𝐵𝑑Ω
Ω

 

(9-24) 𝐹 = ∫ 𝑅̅𝑇𝑏𝑑Ω −∫ 𝑅̅𝑇𝑡𝑑Γ
ΓΩ

 

 

 ( می توان مجهولات مسئله را محاسبه نمود.22-9با حل دستگاه معادلات )
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 معرفی هندسه  9-2-2

ه ک ،از همان توابع شكلی استفاده می شود ،وپارامتریک برای تقریب زدن هندسهدر اجزای محدود ایز

مشابه آنچه در مورد اجزای  برای تقریب زدن مجهول مسئله در نقاط داخلی جزء استفاده شده بود.

نیز به کار برده می شود؛ یعنی از همان توابع پایه ای  آیزوژئومتریکدر  ،محدود ایزوپارامتریک ذکر شد 

ه برای برآورد کردن هندس ،که برای درون یابی مجهول مسئله در نقاط داخلی زیر دامنه استفاده شده بود

هندسه  می توان با این تفاوت که در اینجا با توجه به استفاده از روابط نربز مسئله هم استفاده می شود.

 دقیق برآورد کرد. مسئله را بطور

رهای بردا احتیاج به نقاط کنترلی و بردارهای گره ای می باشد. ،برای تشكیل هندسه در محیط نربز 

بنابراین بردارهای گره ای به کار رفته در تعیین مؤثر تعیین توابع پایه ای هستند،  گره ای از پارامترهای

 ی باشند.هندسه همان بردارهای گره ای مربوط به تحلیل مسئله م

 ورای تحلیل مسئله به کار رفته اند همچنین نقاط کنترلی مورد استفاده هم همان نقاطی هستند که ب

در حقیقت ما در یک مسئله دوبعدی از مؤلفه های اول و دوم مختصات نقاط کنترلی برای تعریف هندسه 

 توان برای تعریف هندسه از بنابراین می و از مؤلفه سوم آن به عنوان مجهول مسئله استفاده می کنیم.

 روابط زیر استفاده کرد:

(9-21) 

𝑥(𝜉, 𝜂) =∑∑𝑅𝑖,𝑗

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

(𝜉, 𝜂)𝑃𝑥 𝑖,𝑗 

𝑦(𝜉, 𝜂) =∑∑𝑅𝑖,𝑗

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

(𝜉, 𝜂)𝑃𝑦 𝑖,𝑗 

 

,𝜉که در آن  𝜂 0)یعنی  پارامتر هایی در مختصات نرمال هستند ≤ 𝜉, 𝜂 ≤ 𝑃𝑥 𝑖,𝑗 و (1  , 𝑃𝑦 𝑖,𝑗  به

 ختصات نقاط کنترلی می باشند.مترتیب اولین و دومین مؤلفه های 
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 محاسبه ی ماتریس سختی  9-9

 معرفی انتگرال ماتریس سختی  9-9-1

مجهولات مسئله را  (22-9می توان با حل دستگاه معادلات ) ،ذکر شد  2-9همانطور که در بخش 

 زیر تعریف می شود: ضریب مجهولات به صورت (22-9در معادله ) .محاسبه نمود

(9-26) 𝐾 = ∫ 𝐵𝑇

Ω𝑝𝑎𝑡𝑐ℎ

(𝜉, 𝜂)𝐷𝐵(𝜉, 𝜂)𝑑Ω 

 

س که تشابه زیادی با انتگرال ماتری .اتریس سختی یک زیر دامنه می باشدکه این انتگرال نشان دهنده م

اما بایستی توجه داشت که این دو دارای تعاریف متفاوتی با هم می  ،سختی در اجزای محدود دارد

ر اگ ه به رابطه ارائه شده برای ماتریس سختی می توان ابعاد این ماتریس را حدس زد.با توج باشند.

ابعاد ماتریس  ،فرض کنیم  2و تعداد درجات آزادی آنها را  ،نشان دهیم  𝑁𝑃تعداد نقاط کنترلی را با

2𝑁𝑃سختی  × 2𝑁𝑃  که یک ماتریس مربعی است. ،می باشد 

برای محاسبه انتگرال های ماتریس سختی از انتگرال گیری  آیزوژئومتریکجهت خودکار سازی روش 

رمول ف ،عددی استفاده می کنیم روش های مختلفی برای انتگرال گیری عددی مانند قاعده سیمپسون

که در این بحث از روش انتگرال گیری گاوس  ،روش انتگرال گیری گاوس و غیره وجود دارد ،کوتز-نیوتن

 استفاده خواهیم کرد.

 روش انتگرال گیری گاوس 9-9-2

 لازم است بیشترین دقت ممكن ،به مقدار زیادی انتگرال گیری نیاز دارد آیزوژئومتریکاز آنجا که روش 

یكی از دقیقترین روش های انتگرال گیری  را همراه با کمترین هزینه )وقت کامپیوتر( به دست آورد.

 را در نظر بگیرید: انتگرال معین زیر فرمول انتگرال گیری گاوس است. ،عددی
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(9-27) 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

گاوس مسئله تعیین  .به صورت عددی باید محاسبه شود ، 𝑓(𝑥)از مقادیر ،عدد مفروض nکه از روی 

عبارت  به را بررسی کرد که برای دستیابی به بیشترین دقت ممكن باید انتخاب شوند. xمقادیری از 

,𝑎)چگونه بازه ،دیگر 𝑏) ه گاوس دریافت ک را باید تقسیم بندی کرد تا بهترین نتایج ممكن را بدهد؟n 

 د.بلكه بایستی نسبت به نقطه میانی بازه به طور متقارن قرار گیرن ،نقطه بازه نبایستی هم فاصله باشند

الی اشاره دارد که در انتگر   𝑓(𝑥)به yفرض کنید  در زیر آمده است. ،برخی از نتایج بررسی های گاوس

 می کنیم:   تغییر متغیری را به صورت زیر تعریف .باید محاسبه شود (27-9مانند انتگرال رابطه )

(9-28) 𝑥(𝑟) =
1

2
(𝑏 − 𝑎) + 𝑟

1

2
(𝑏 + 𝑎) 

 

 عبارتست از : y(r)مقدار جدید  + شوند.1و -1مساوی  rبه طوری که حدهای بی بعد انتگرال گیری 

(9-23) 𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑓 [
1

2
(𝑏 − 𝑎) + 𝑟

1

2
(𝑏 + 𝑎)] = Φ(𝑟) 

 

𝑑𝑥( که 28-9با توجه به معادله ) =
1

2
(𝑏 − 𝑎)𝑑𝑟 ، :انتگرال اولیه به صورت زیر در می آید 

(9-91) 𝐼 =
1

2
(𝑏 − 𝑎)∫ Φ(𝑟)𝑑𝑟

1

−1

 

 

 به صورت زیر محاسبه می شود: (91-9گاوس نشان داد که انتگرال معادله )

(9-91) ∫ Φ(𝑟) =∑𝑊𝑖

𝑛

𝑖=1

1

−1

Φ(𝑟𝑖) 

 

را  (1,1−)نقطه در بازه بی بعد  nمقادیر جدول بندی شده توابع وزن و طول را بسته به  irو  iW که 
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 نتیجه نهایی عبارتست از : ،نشان می دهند. بدین ترتیب 

(9-92) 𝐼 =
1

2
(𝑏 − 𝑎)∑ 𝑊𝑖

𝑛

𝑖=1
Φ(𝑟𝑖) =∑𝑓(𝑥(𝑟𝑖))𝑊𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 

2𝑛)از چند جمله ای درجه  ،گاوس نشان داد که این معادله ،همچنین −  می گیرد.  دقیقاً انتگرال (1

مجموعه ای چند گانه از نقاط و وزن ها  ،+(1تا  -1برای انتگرال های در فضای چند بعدی )با گستره 

 جدولی از نقاط گوس و وزن ها در فضای دو بعدی  در زیر ارائه شده است. ،می توان به دست آورد

 ]14[مختصات و وزن های نقاط انتگرال گیری گاوس 1-9جدول 

 

 حل عددی انتگرال ماتریس سختی 9-9-9

ز نقاط تا بتوانیم ا ،برای استفاده از انتگرال گیری به روش گاوس احتیاج به المان بندی زیر دامنه داریم

المان بندی  .گاوس و وزن های ارائه شده برای المان های چهار ضلعی در اجزای محدود استفاده کنیم

به طوری که هر زیر مجموعه به  .نه های گره ای نربز انجام می شودابا استفاده از ده آیزوژئومتریکدر 

𝜉𝑖]صورت  , 𝜉𝑖+1] × [𝜂𝑖 , 𝜂𝑖+1] .نمونه ای از این المان  2-9در شكل  یک المان نربز نامیده می شود

 بندی نشان داده شده است.
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 زیر دامنه نربز و المان های ساخته شده به وسیله دهانه های گره ای 2-9 شكل

انتگرال را روی کل سطح  ،حال می توان با انتگرال گیری به روش گاوس بر روی هر یک از این المان ها 

 زیر دامنه محاسبه نمود.

 ماتریس سختی هر زیر دامنه بصورت زیر ارائه شده: 2-9در بخش 

(9-99) 𝐾𝑝𝑎𝑡𝑐ℎ =∬ 𝐵𝑇(𝜉, 𝜂)𝐷𝐵(𝜉, 𝜂)𝑑Ω
Ωpatch

 

 

,𝐵(𝜉 انتگرال وابسته بههمانطور که ملاحظه می شود این  𝜂)  می باشد که به صورت زیر تعریف می

 شود:

(9-94) 𝐵 = 𝐿𝑅̅ =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
0

0
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑥]
 
 
 
 
 
 

𝑅̅ 

 

در دستگاه مختصات  x،yنسبت به  Rبنابراین برای حل انتگرال ماتریس سختی احتیاج به مشتقات 

عریف می ژاکوبین زیر را ت ،پارامتری نربزکه برای ارتباط بین دستگاه مختصات کلی و فضای  کلی داریم.

 کنیم:
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(9-91) 𝐽1 =

[
 
 
 
 
𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜉
𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦

𝜕𝜂]
 
 
 
 

 

 بنابراین داریم:

(9-96) 

{
 

 
𝜕𝑅

𝜕𝑥
𝜕𝑅

𝜕𝑦}
 

 
= 𝐽1

−1

{
 

 
𝜕𝑅

𝜕𝜉
𝜕𝑅

𝜕𝜂}
 

 

 

 

که در آن 
𝜕𝑅

𝜕𝜉
و  

𝜕𝑅

𝜕𝜂
ارامتر پهمچنین با توجه به اینكه همه  مشتقات جزئی توابع پایه ای نربز می باشند.  

ساده ترین راه برای ، های انتگرال ماتریس سختی بر حسب مختصات فضای پارامتری نربز می باشد

در انتگرال  1det Jکه این عمل باعث ایجاد  انتگرال گیری استفاده از همین فضای پارامتری می باشد.

 ( را بصورت زیر نوشت:99-9بنابراین می توان رابطه ) ماتریس سختی می شود.

(9-97) 𝐾𝑝𝑎𝑡𝑐ℎ =∬ 𝐵𝑇(𝜉, 𝜂)𝐷𝐵(𝜉, 𝜂)𝑑𝑒𝑡𝑱𝟏𝑑𝜉𝑑𝜂
Ωpatch

 

 

ر د ،در انتگرال گیری گاوس بایستی مقدار تابع داخل انتگرال ،ذکر شد 2-9-9همانطور که در بخش 

مان های ال که برای ضمن اینكه نقاط گاوس نقاطی از پیش تعیین شده است، نقاط گاوس محاسبه شود،

در المان های چهار ضلعی این  المان های چهار ضلعی از اجزای محدود محاسبه شدهمختلف از جمله 

نقاط در دستگاه مختصات نرمال یا سرندیپیتی مشخص شده است، بنابراین برای اینكه بتوانیم از این 

 ت نقاطبه طوری که این نگاشت مختصا نقاط ارائه شده بهره ببریم، بایستی از این نگاشت استفاده کنیم.

,𝜉) ام را به دستگاه مختصات نرمال زیر دامنه نربز iارائه شده در دستگاه سرندیپیتی المان  𝜂)  منتقل

 می کند.

(9-98) 𝜉 =
1

2
[(𝜉𝑖+1 − 𝜉𝑖)𝑟 + (𝜉𝑖+1 + 𝜉𝑖)] 
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𝜂 =
1

2
[(𝜂𝑖+1 − 𝜂𝑖)𝑠 + (𝜂𝑖+1 + 𝜂𝑖)] 

 

,𝑠که  در روابط فوق  𝑟 مؤلفه های مختصات نقاط در دستگاه سرندیپیتی المان و 𝜉, 𝜂  مؤلفه های

 مختصات در دستگاه نرمال زیر دامنه نربز می باشد.

 این نگاشت در انتگرال گیری باعث ایجاد ژاکوبین بصورت زیر می شود:

(9-93) 𝐽2 = [

𝜕𝜉

𝜕𝑟

𝜕𝜂

𝜕𝑟
𝜕𝜉

𝜕𝑠

𝜕𝜂

𝜕𝑠

]                      ,                𝑑𝜉𝑑𝜂 = det 𝑱𝟐𝑑𝑟𝑑𝑠 

 

 که در آن

(9-41) 

𝜕𝜉

𝜕𝑟
=
1

2
(𝜉𝑖+1 − 𝜉𝑖)                  ,                    

𝜕𝜂

𝜕𝑟
= 0   

𝜕𝜉

𝜕𝑠
= 0                                       ,                    

𝜕𝜂

𝜕𝑠
=
1

2
(𝜂𝑖+1 − 𝜂𝑖) 

 

برای ماتریس سختی را به فرم نهایی زیر در دستگاه مختصات  (97-9بنابراین می توان رابطه )

 سرندیپیتی المان نوشت:

(9-41) 𝐾𝑝𝑎𝑡𝑐ℎ =∑∫ ∫ 𝐵𝑇(𝑟, 𝑠)𝐷𝐵(𝑟, 𝑠)𝑑𝑒𝑡𝑱1𝑑𝑒𝑡𝑱2𝑑𝑟𝑑𝑠
1

−1

1

−1

 

 

 آیزوژئومتریکمحاسبه ی خطا در روش تحلیل  9-4

 ]6[افت تنشیح روش بازیتشر 9-4-1

به طور کلی در این روش، میدان تنش بهبود یافته برای هر مولفۀ تنش در هر ناحیه به صورت یک 
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سطح فرضی در نظر گرفته می شود. این سطح فرضی با استفاده از توابع شكل نربزی که برای تخمین 

آید. یک سطح نربز زمانی بدست خواهد آمد که تابع مجهول )جابجایی( استفاده شده اند، بدست می

ر، کنترلی توسط کارب هر نقطهy و x. با تعریف مختصات مختصات نقاط کنترلی آن مشخص شده باشد

کنترلی می باشد. نحوه محاسبه  نقطه z، مولفه تنها مولفه مجهول جهت تعیین سطح بهبود یافتۀ تنش

نقاط کنترلی به نحوی است که سطح تنش جدید بدست آمده نسبت به سطح تنش قبلی  zمختصات 

 که از تحلیل ایزوژئومتریک است، به یک سطح تنش بهبود یافته تبدیل می شود.

تصات نقاط کنترلی و در نتیجه بدست آوردن سطح تنش بهبود یافته برگرفته از اساس محاسبه مخ

خاصیت نقاطی است که در آنها تنش بدست آمده از تحلیل تقریبی نسبت به سایر نقاط از دقت بیشتری 

در این نقاط مرتبه همگرایی گرادیان یک تابع، یک مرتبه از مقداری که از تقریب  برخوردار می باشد.

شكل مربوط به حل تقریبی انتظار می رود، بالاتر است.  به همین دلیل به این نقاط، نقاط فوق تابع 

 .]1[همگرا گفته می شود که اولین بار توسط بارلو مطرح شده است

در تحلیل ایزوژئومتریک دو بعدی که دامنه مسئله با توجه به آرایش نقاط گرهی به المانهای چهار ضلعی 

نقاط فوق همگرا بر نقاط گوسی المان منطبق هستند.  مختصات نقاط کنترلی  تقسیم می شود، این

سطح بهینه تنش با مینیمم کردن فاصله بین این سطح فرضی و سطح تنش بدست آمده از حل 

ایزوژئومتریک در نقاط گوس المانهای هر ناحیه با استفاده از روش حداقل مجموع مربعات محاسبه می 

 شود.

نشان دهیم، با توجه به  *های بردار تنش را بابازیافتی )بهینه( هریک از مؤلفه در صورتی که سطح

  توابع شكل نربز می توان این سطح را در داخل هر ناحیه به صورت زیر بیان نمود:

(9-42) 
,

*

,

1 1

σ ( , )
i j

m n

i j

i j

R u v P
 

 

توابع شكل  Rهر ناحیه،  xدر جهت تعداد نقاط کنترلی  mو  yدر جهت نقاط کنترلی  تعداد nدر آن که 

به ترتیب بردار  را Pو Rدر صورتی که کنترلی مربوط به صفحه تنش می باشد. مختصات نقاط Pنربز و 



سوم                                                                                                    روش تحلیل آیزوژئومتریکفصل   

 

11 

 

 تعریف کنیم، رابطه (44-9)و  (49-9) توابع شكل نربز و بردار مختصات نقاط کنترلی، به صورت روابط

 بیان نمود. (41-9)توان به صورت را می (9-42)

(9-49) 
1,1 1,2 1, 2,1 2,2 2, ,, ,..., , , ,..., ,...,

T

n n m nR R R R R R R   R 

(9-44) 
1,1 1,2 1, 2,1 2,2 2, ,, ,..., , , ,..., ,...,

T

n n m nP P P P P P P   P 

(9-41) σ* T= R P 

نقاط کنترلی  zهمان طور که مشاهده می شود، تنها پارامتر مجهول جهت تعیین این سطح، مختصات 

باشد. برای تعیین این مقادیر، مجموع مربعات اختلاف تنش بین مقدار بدست آمده از ( میP)بردار 

)تحلیل ایزوژئومتریک و تنش بهبود یافته را در نقاط گوس مینیمم می کنیم. برای این منظور تابع )F P 

 کنیم:تعریف میرا به صورت زیر 

(9-46) 
, ,

* 2

1 1

( ) (σ σ )
y x

i j i j

k k

j i

F
 

 P 

ای ترتیب تعداد نقاط گوس در جهته به ykو  xkایزوژئومتریک و تنش بدست آمده از تحلیل σکه در آن

x و y خواهیم داشت: (46-9)در  (41-9)با جایگذاری رابطه  ود درهر ناحیه می باشد.موج 

(9-47) 2

1

( ) ( - σ )
K

T

l l l

l

F


P R P 

)در نهایت با مشتق گیری از تابع اد نقاط گوس موجود در هر ناحیه می باشد.تعد Kکه در آن  )F P 

 کنترلی و مساوی صفر قرار دادن آن مختصات نقاط کنترلی صفحه تنش نقاط  zهای مؤلفهنسبت به 

 بهبود یافته بدست می آید.

(9-48) 1

,

( )
0

i j

F

P


    



P
AP B P A B 
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 شوند. محاسبه می (43-9)به صورت Bو Aماتریسهای که در آن

 (9-43) 
1 1

; .σ
i

K K
T

i i i

i i 

  A R R B R 

ه همانگونه که در ادام با داشتن مختصات نقاط کنترلی، سطح تنش مربوط به آن نیز بدست می آید.

 یزوژئومتریکآنشان داده خواهد شد، این میدان مؤلفه تنش نسبت به سطح تنش بدست آمده از روش 

تواند به عنوان یک تخمین کننده بالقوه خطا برای تحلیل ایزوژئومتریک رو میباشد و از ایندقیق تر می

که با در نظر گرفتن اختلاف بین سطح  به کار رود. روش کار این تخمین کننده خطا بدین صورت است

تنش بازیافتی و سطح تنش بدست آمده از تحلیل ایزوژئومتریک برای هر المان، به صورت تقریبی به 

توان با در مرحله بعد می یک معیاری جهت تعیین میزان خطای موجود در آن المان دست پیدا کرد.

طراف آن المان، به بهبود محلی شبكه اولیه پرداخت افزایش نقاط در بردارگرهی و یا نقاط کنترلی در ا

پذیرد و این روند تا حصول دقت مورد و تحلیل آیزوژئومتریک دوباره با توجه به شبكه جدید انجام می

 نیاز کاربر ادامه خواهد یافت.

جهت بررسی کارایی این تخمین کننده خطا به مقایسه نرم خطای انرژی تقریبی و نرم خطای انرژی 

یق برای دو مسئله نمونه معروف در الاستیسیته که معمولا جهت بررسی کارایی برآوردکننده های دق

روند، پرداخته شده است. لذا در ابتدا به چگونگی محاسبه نرم خطای انرژی تقریبی و خطا به کار می

 شود.نرم خطای انرژی دقیق پرداخته می

 نرم خطای انرژی 9-4-2

تلفی برای تعیین میزان خطا متداول است. یكی از معروفترین معیارهای بیان استفاده از معیارهای مخ

خطا، معیار خطای انرژی است. طبق تعریف، نرم خطای انرژی دقیق تنش برای یک المان به صورت زیر 

 :]1[بیان می شود
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(9-11) 
1

2
1( ) ( )Te d



 
    
 
 σ σ D σ σ 

ماتریس الاستیسیته و  Dتنش بدست آمده از حل تقریبی،  مقدار دقیق تنش،  که در این رابطه

 باشد. با توجه به اینكه در حالت کلی، جز در مواردی خاص که حل تئوری بعضی از دامنه المان می

زان باشد، لذا به جای استفاده از میر دسترس نمیباشد، حل دقیق مسئله دمسائل الاستیسیته موجود می

دقیق تنش از میزان بهبود یافته آن جهت محاسبه نرم خطای انرژی استفاده می شود. در اینصورت نرم 

 شود:تقریبی به صورت زیر تعریف می خطای انرژی

(9-11) 
1

2
* 1 *( ) ( )Te e d



 
    
 
 σ σ D σ σ 

  تنش بدست آمده از تحلیل ایزوژئومتریک می باشد. σتنش بازیافتی و  σ*که در اینجا

برای محاسبه انتگرال فوق روی هر المان از روش انتگرال گیری گوس استفاده شده است. در اینصورت 

 خواهیم داشت:

(9-12) 
1

1 1 2
1

1 2

1 1

( ) ( ) .Te J J dr ds

 

 
  
 
 

* *σ -σ D σ -σ 

 vو uسراسری به فضای  yو xمربوط به انتقال دستگاه مختصات از فضای  1Jدر رابطه بالا دترمینان

 sو rبه فضای  vو uمربوط به انتقال دستگاه مختصات از فضای  2Jمربوط به توابع پایه نربز و دترمینان

  باشد.)مختصات نرمال المان پایه( می

 شود:نرم خطای انرژی برای هر المان به صورت زیر محاسبه میو در نهایت 

(9-19) 
1

2
1

1 2

1 1

( ) ( ) . .
m n

T

i j

j i

e J J w w

 

 
  
 
 * *σ -σ D σ -σ 

n  وm  به ترتیب تعداد نقاط گوس در جهتy وx  در هر المان وw در نهایت باشد.وزن نقاط گوسی می 
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 مجموع نرم خطای انرژی المانها، نرم خطای انرژی کل دامنه را تشكیل می دهد.



 

 

 

 فصل چهارم
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 ]11[مقدمه 4-1

های بدون شبكه، تظریف شبكه بر اساس یک های عددی مانند اجزائ محدود و روشامروزه در روش

تاندارد ی اسبرای رسیدن به دقت مطلوب با استفاده از حداقل تعداد نقاط، به یک رویهفرآیند تطبیقی 

جدد مسئله بندی مگذاری یا شبكهآل باید قابلیت نقطهتبدیل شده است. یک الگوریتم محاسباتی ایده

ا دارا ر های با خطای محاسباتی بیشتر باشدای که تراکم این نقاط یا اجزائ جدید متوجه مكانبه گونه

ای در اجزای محدود محاسباتی بكار گرفته شده است و به طور گسترده 1باشد. فرآیند تظریف تطبیقی

های بدون شبكه مورد استفاده قرار گرفته است. های اخیر نیز این فرآیند در بسیاری از روشدر سال

ابلیت روش حل تطبیقی(، قدراین فصل با معرفی یک فرآیند تظریف تطبیقی نقاط)یا به عبارت دقیق تر 

تحلیل آیزوژئومتریک در فرآیند حل تطبیقی برای حل مسائل حوزه مكانیک جامدات نشان داده شده 

ه توان گفت به دلیل آنكاست. فرآیند برآورد خطا و حل تطبیقی معرفی شده بسیار کارآمد بوده و می

های رای شبكه می باشد محدودیتو دا 2روش تحلیل آیزوژئومتریک، ترکیبی از روش های بدون شبكه

بندی تا حد زیادی برطرف شده است، این فرآیند بسیار انعطاف پذیرتر و مؤثرتر برای المان FEMروش 

شود. به طوری که در این پایان نامه نشان داده خواهد شد، در انجام می FEMاز آن چیزی است که در 

 مورد المان ها به فرآیند حل تطبیقی پرداخت. روش تحلیل آیزوژئومتریک می توان بدون نگرانی در

 

 

 

 

 

                                                 
1 Adaptive Refinement 
2  Meshless 
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 ]2[حل تطبیقی در روش تحلیل آیزوژئومتریک   4-2

 مقدمه 4-2-1

شود که درآن همواره در هر مرحله، نیازمند در حقیقت حل تطبیقی به آن دسته از فرآیندهایی گفته می

. در این فرآیند حل اولیه به روش اجزای محدود عادی نقش بسیار [ 1]باشدبه جوابها در مرحله قبل می

 مهمی در تقریب حل و مقدار خطای محاسبه شده دارد. 

یكی از اهداف مهم روش آنالیز تطبیقی پیدا کردن شبكه المان بهینه است. منظور از شبكه المان بهینه 

روش اجزای محدود را داشته باشد. شبكه ای است که با تعداد المانهای ثابت، حداقل خطای حل به 

 صورت گرفت 1374در سال  1اولین تلاش برای رسیدن به شبكه المان بهینه توسط نایس و مارکال

شود و سپس با استفاده از به صورت نامعلوم در نظر گرفته می 2هادر این روش موقعیت گره .[ 11]

عیین نمود. در روشهای آنالیز تطبیقی شبكه ها را تتوان موقعیت گرهحداقل نمودن انرژی پتانسیل می

به صورت یكنواخت روی کل ناحیه توزیع شده باشد. این  9المانی بهینه است که معیار خطای انرژی

. و در حال حاضر این تعریف درهمه ]17،16[تعریف اولین بار در مورد مسائل یک بعدی صورت گرفت

ه این نكته ضروری است که اگر از معیار خطای دیگری شود. توجه بروشهای آنالیز تطبیقی استفاده می

استفاده شود، شبكه المان بهینه تغییر خواهد نمود. به عبارت دیگر تعریف شبكه المان بهینه منحصر به 

 فرد نیست.

 پردازیم.در ادامه به بررسی انواع روشهای آنالیز تطبیقی در روش تحلیل آیزوژئومتریک می

 

                                                 
1 Neice and Marcal 
2  Knots 
9  Energy Norm 
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 ]2[1هاضافه کردن گر 4-2-2

می باشد. می توان به یک منحنی،  h-refinementاضافه کردن گره به بردار گره ای روش معادل روش 

بدون ایجاد تغییر شكل هندسی و یا پارامتری در آن، گره اضافه نمود. فرض کنیم که گره 

𝜉𝑖  𝜖 [𝜉𝑖 , 𝜉𝑖+1) یک گره جدید دلخواه در ،Ξ = {𝜉
1
, 𝜉
2
, … , 𝜉

𝑛+𝑝+1
𝑛باشد. در این صورت  { + 1 

                                       ( و بردار گره ای جدید3-2تابع پایه ای جدید با استفاده از روابط بازگشتی )

Ξ = {𝜉
1
, 𝜉
2
, … , 𝜉

𝑘
, 𝜉̅, 𝜉

𝑘+1
, … , 𝜉

𝑛+𝑝+1
𝑛محاسبه خواهند شد. همچنین   { + نقطه کنترلی   1

,𝐵̅1}جدید، 𝐵̅2, … , 𝐵̅𝑛+1}کنترلی اولیه ی  ، با استفاده از نقاط{𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛} به صورت زیر محاسبه ،

 خواهند شد:

(4-1) 𝐵̅𝑖 = 𝛼𝑖𝐵𝑖 + (1 − 𝛼𝑖)𝐵𝑖−1 
 

 که در آن

 𝛼𝑖 =

{
 
 

 
 1,                     1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 𝑝                

𝜉̅ − 𝜉𝑖
𝜉𝑖+𝑝 − 𝜉𝑖

,      𝑘 − 𝑝 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘        

0,                    𝑘 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 𝑝 + 2

 

 

مطرح شد، این کار  4-9-2یک گره در بردار گره ای می تواند تكرار شود، اما همانطور که در قسمت 

باعث کاهش پیوستگی منحنی خواهد شد. همچنین پیوستگی منحنی با انتخاب نقاط کنترلی به شكل 

شود، زیرا  مرتبه در بردار گره ای ظاهر 𝑝( حفظ خواهد شد. هر گره داخلی نباید بیشتر از 1-4روابط )

 در غیر این صورت منحنی غیرپیوسته خواهد شد.

                                                 
1 knot-insertion 
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اسپلاین های -( ارائه شده است. منحنی اصلی از بی1-4یک نمونه از روش اضافه کردن گره در شكل )

Ξتشكیل شده است. بردار گره ای آن  2درجه  = می باشد. منحنی اصلی سمت چپ  {0,0,0,1,1,1}

𝜉̅ه شده اند. بعد از اضافه کردن یک گره جدید در و در زیر آن توابع پایه ای نمایش داد = ، منحنی 0.5

 جدید در سمت راست نمایش داده شده است.

 روش اضافه کردن گره  1-4شكل 

آن که  1منحنی جدید از نظر هندسی و پارامتری کاملا مشابه منحنی جدید می باشد، اما توابع پایه ای

ن نقاط کنترلی تغییر کرده اند. در واقع به هر کدام از در سمت راست و پایین ترسیم شده اند و همچنی

آنها یک عدد اضافه شده است. این فرآیند )اضافه کردن توابع پایه ای از همان درجه(، می تواند برای 

غنی سازی فضای جواب بدون تغییر منحنی ادامه پیدا کند. این روش تقسیم کردن به عنوان روشی 

 در اجزاء محدود در نظر گرفته می شود.  h-refinmentک متناظر)معادل( با روش کلاسی

 

                                                 
1  Basis Functions 
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 ]2[1افزایش مرتبه توابع پایه ای  4-2-9

مرتبه ی چندجمله ای توابع پایه، بدون تغییر منحنی از نظر پارامتری و هندسی، می تواند افزایش یابد. 

نكته ی مهمی که در این فرآیند باید به آن توجه کرد این است که برای حفظ عدم پیوستگی مشتق 

جدید وابسته به تعداد تكرار شوند. تعداد نقاط کنترلی  Ξمنحنی، باید تمام نقاط گره ای در  𝑝مرتبه ی 

در  p-refinmentنقاط گره ای موجود می باشد. این فرآیند افزایش مرتبه معادل )متناظر( با روش 

 روش اجزاء محدود می باشد.

)به وسیله ی اضافه کردن گره(، فضای جواب که با استفاده از توابعی که  h-refinmentمانند حالت 

می شوند، شامل فضایی که با استفاده از توابع اصلی دهانه بندی  افزایش مرتبه یافته اند دهانه بندی

ممكن  اسپلاین-شده اند می باشد. بنابراین افزایش مرتبه ی توابع بدون تغییر هندسه ی منحنی بی

خواهد بود. به طور مشابه، این کار بدون تغییر پارمتری سازی منحنی امكان پذیر خواهد بود. روند انجام 

ین صورت است که منحنی را به تعداد زیادی منحنی بزیر با استفاده از اضافه کردن گره این کار به ا

تقسیم شود، سپس در هر کدام از این قطعات افزایش مرتبه صورت پذیرد، و در نهایت برای متصل 

 کردن قطعات، گره های اضافه حذف گردد.

ه است. منحنی اصلی و توابع پایه ای ( ارائه شد2-4یک نمونه از این روش )افزایش مرتبه( در شكل )

مرتبه ی دوم نشان داده شده در سمت چپ، همان موارد ارائه شده در مثال قبل می باشند. اما در این 

مثال تعداد تكرار هر گره یک بار افزایش یافته است. همچنین تعداد نقاط کنترلی و توابع پایه یک عدد 

یر کرده است، اما منحنی از نظر پارامتری و هندسی مانند افزایش یافته است. محل نقاط کنترلی تغی

موجود می باشد. محل نقاط کنترلی  9تابع پایه ای مرتبه ی  4منحنی اصلی می باشد. در منحنی جدید 

 برای منحنی که افزایش مرتبه یافته است، با مثال قبلی متفاوت است.

 

                                                 
1 P-refinement 
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 افزایش مرتبه ی توابع پایه 2-4شكل 

 ]1K2[حل تطبیقی به روش  4-2-4

با توجه به این نكته که ترتیب اعمال روش های اضافه کردن گره و افزایش مرتبه ی توابع پایه ای، دارای 

گر عبارت دیاهمیت می باشد، می توان روش دیگری برای افزایش مرتبه ی توابع پایه ای ارائه نمود. به 

 با تغییر ترتیب اعمال روش های فوق، نتیجه ی حاصل متفاوت خواهد بود.

اضافه گردد، در این صورت تعداد  pبین دو گره از یک منحنی با مرتبه ی  𝜉̅اگر یک گره مشخص مانند 

اگر خواهد بود. همانطور که در بخش قبل توضیح داده شد،  p-1برابر  𝜉̅توابع مشتق توابع پایه ای در 

افزایش دهیم، تعداد هر گره )شامل گره جدیدی  qمرتبه ی تابع را بعد از اضافه نمودن این گره، به مقدار 

تابع پایه ای حفظ  pکه ضافه کرده ایم( افزایش خواهد یافت، به طوری که ناپیوستگی در مشتق درجه 

خواهد بود.  ξپیوسته در  p-1خواهد شد. بدین معنی که تابع پایه ای همچنان دارای مشتق درجه ی 

افزایش دهیم وسپس فقط یک گره  qاما اگر در مقابل، به جای روش فوق، ابتدا مرتبه ی منحنی را به 

 خواهد بود. 𝜉̅مشتق پیوسته در  q-1را به بردار گره ای اضافه کنیم، تابع پایه ای دارای 

                                                 
1 K-refinement 
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یاد می شود. هیچ روشی مشابه  k (k-refinement)از روش دوم به عنوان فرآیند حل تطبیقی به روش 

فرآیند مهمی می باشد، بطوری که نسبت  k-refinementاین روش در اجزای محدود وجود ندارد. روش 

 ( موثرتر می باشد.p-refinementبه روش افزایش مرتبه ی تابع پایه ای )

لف به سطح، لبه ساختار آرایه ها به دلیل اختصاص توابع پایه ای مخت p-refinementدر روش کلاسیک 

های سطح، نقاط و گره های داخلی، بسیار نامنظم می باشد. همچنین یک افزایش ناگهانی در تعداد 

باقی خواهد ماند، بوجود  𝐶0نقاط، به این دلیل که در طول فرآیند حل تطبیقی پیوستگی از درجه ی 

منظم و افزایش تعداد متغییر های کنترلی   1ساختار داخل زیردامنه ها refinement-kدر روش   می آید.

محدود می باشد. این موضوع با ارائه یک مثال واضح خواهد شد، اما قبل از ارائه ی مثال باید تعریفی 

 ارائه گردد.

در فضای یک بعدی، بازه ی بین دو گره را به عنوان یک المان تعریف می نماییم. بنابراین تعداد المان 

با تعداد بازه های غیر صفر موجود در بردار گره ای آن منحنی خواهد بود. )به  های یک منحنی برابر

Ξعنوان مثال بازه ی  =  دارای چهار المان می باشد(. {0,0,0,1,2,3,3,4,4,4}

( را در نظر می گیریم. فرض می کنیم که دامنه 9-4باچنین تعریفی، فرآیند حل تطبیقی مانند شكل )

 n-pرا تا زمان تشكیل  h-refinementتابع پایه ای باشد. حال فرآیند  p+1ی اولیه شامل یک المان و 

، p-refinementتابع پایه ای بر روی این د امنه انجام می دهیم. سپس با استفاده از روش  nالمان و 

افزایش می دهیم. چنین فرآیندی نیازمند تكرار هر  p-1مرتبه ی تابع را برای حفظ پیوستگی درجه ی 

بنابراین افزایش تعداد کل توابع پایه  بردار گره ای و اضافه کردن یک تابع پایه ای در هر المان وگره در 

 می باشد. 2n-pبه  n-pای از 

تابع پایه ای خواهیم داشت، در  n-rp(r+1)مرتبه افزایش مرتبه ی تابع پایه ای به این روش،  rبعداز 

خواهد بود. این تعداد تابع پایه ای، باتوجه به این که  pحالی که مرتبه ی توابع پایه ای اصلی، همچنان 

                                                 
1  Patch 
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 درمسائل واقعی تعداد المان ها بسیار بیشتر از مرتبه ی توابع پایه ای می باشد، بسیار زیاد می باشد.

را با همان دامنه ی شامل یک المان انجام می دهیم. به این صورت  k-refinementجهت مقایسه فرآیند 

مرتبه افزایش می دهیم و در هر مرحله فقط یک تابع پایه ای اضافه می گردد.  rا که مرتبه ی تابع ر

تابع  n+rالمان ادامه می دهیم. دراین حالت در نهایت  n-pرا تا رسیدن به  h-refinementسپس فرآیند 

 خواهیم داشت. r+p-1پایه ای با درجه ی پیوستگی 

خواهد شد.  n+rبه  n-rp(r+1)توابع پایه ای از واضح است که این فرآیند باعث کاهش شدید تعداد 

 برسند. dبعد، این اعداد باید به توان  dهمچنین باید به خاطر داشت که در فضای دارای 
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 k-refinementروش حل تطبیقی   9-4 شكل

 الف( شكل اولیه از یک المان خطی

با  2: اضافه کردن گره و سپس افزایش مرتبه که باعث ایجاد هفت تابع پایه ای درجه ی p-refinementب( روش کلاسیک 

 در بازه های بین گره ها می شود 𝐶0پیوستگی 

: افزایش مرتبه ی تابع پایه ای و سپس اضافه کردن گره که باعث ایجاد پنج تابع پایه ای درجه ی k-refinementج( روش جدید 

 زه های گره ای می گردددر با 𝐶1با پیوستگی  2
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توابع  1مزیت دیگری که ممكن است در این روش وجود داشته باشد، این است که مشتق های هموارتر

پایه ای می تواند باعث افزایش دقت کمیت ها فیزیكی مانند تنش و کرنش شود و از طرف دیگر، افزایش 

 هد شد.توسط این روش خوا 2همواری باعث محاسبه ی بهتر لایه های نازک

 

همچنین اگر شرایط فیزیكی، یک مقدار پایین و خاصی از پیوستگی در یک نقطه را به مسئله تحمیل 

کند)به عنوان مثال نقاط گوشه درهندسه، مصالح با مشخصات ناپیوسته و ...(، در این صورت این امر با 

 تكرار گره و بدون از بین رفتن ماهیت کلی مسئله، برآورده خواهد شد.

 

 ارائه شده در این پایان نامه روش حل تطبیقی 4-9

 ]81[: تظریف وجود داردرای ب کلی در اجزای محدود سه روش

 9شبكهدهی حرکت

  اجزا( افزودن )4 کردن شبكه غنی 

  1ی توابع شكلافزایش مرتبه 

ه های بماند ولی محل نقاط طبق خطادهی شبكه، تعداد کل نقاط ثابت باقی میدر فرآیند حرکت    

در اجزا محدود این روش با محدودیت همراه است زیرا در زمان جابجایی نقاط  کند.میدست آمده تغییر 

ها همپوشانی پیدا کرده و یا مساحت بعضی از اجزا به هم بخورد و بعضی از المان 6ممكن است اتصال

اطق در منجدیدی  اجزائماند وابتدایی باقی می یا شبكه اجزادر فرآیند اضافه کردن  ها صفر شود.المان

 . این روششودی جدیدی براساس توزیع خطا ایجاد میشوند و یا شبكهافه میاضدارای خطای بیشتر 

                                                 
1 Smooth 
2 Thin Layers 
9 Mesh Moving(r-method) 
4 Mesh Enrichment(h-method) 
1 p-method 
6 Connectivity 
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 ی توابع شكل در مناطقیدر فرآیند افزایش مرتبهباشد. ی تظریف در اجزائ محدود میترین شیوهرایج

. این فرایند مستلزم استفاده از توابع شكل دیابی توابع شكل افزایش میکه خطا بیشتر است مرتبه

 هایی همراه است.باشد که با پیچیدگیمی 1سلسله مراتبی

ی ثابت ی محاسباتترین روش تظریف به دلیل اینكه تعداد نقاط و در نتیجه هزینهواضح است که مناسب

ها بعد از جابجایی دچار باشد. ولی در اجزای محدود به دلیل اینكه الماندهی شبكه میماند، حرکتمی

شوند استفاده از این روش با مشكلات زیادی همراه است. به همین دلیل در اجزای محدود بد شكلی می

ترین روش برای تظریف تطبیقی استفاده از روش غنی کردن شبكه است که از لحاظ محاسباتی محبوب

شبكه و همچنین روش تحلیل های بدون پر هزینه است. ولی از آنجاییكه به طور کلی در روش

آیزوژئومتریک در فضای پارامتری آن، المان بندی وجود ندارد ، استفاده از روش جابجایی نقاط براحتی 

ی جابجایی امكان پذیر است. بنابراین در فرآیند تظریف ارائه شده برای روش تحلیل آیزوژئومتریک، ایده

 نقاط به کار گرفته شده است.

ای جابجایی نقاط شبكه در اجزای محدود پیشنهاد شده و برای مسائل مختلف به روش های متعددی بر

 trans-finiteاز میان این روش ها چهار روش به نام های  ]13[کار گرفته شده است.

interpolation(TFI) ]21[ ،isoparametric mapping ]21,22[ ،elastic analogy ]29-21[ و ،

 Isoparametricو  TFIور گسترده ای مورد استفاده قرار گرفته اند. به ط ]26,13-28[ 2سیستم فنرها

mapping  الگوریتم های ریاضی می باشند که برای مسائل شبكه های  ساختار یافته و ساده مناسب می

و سیستم فنرها برای هر دو حالت مسائل دارای شبكه ی ساختار  elastic analogyباشند. از طرف دیگر 

نیافته کاربرد دارند و بنابراین برای استفاده در روش های بدون شبكه نیز مناسب هستند.  یافته و ساختار

در میان الگوریتم های حرکت دادن شبكه، روش سیستم فنرها به دلیل سادگی، انعطاف پذیری و نیاز 

که در  یبه حافظه ی کم )از نظر برنامه نویسی کامپیوتری( بیشتر مورد علاقه می باشد. یكی از مشكلات

                                                 
1 Hierarchical 
2 Spring Analogy 
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این است که ممكن المان  هنگام جابجایی شبكه ها در روش اجزای محدود ممكن است اتفاق بیافتد،

  ]13,26[و یا برعكس شدن شكل آن شود. 1دچار کج شكلی

)فنرها نقطه ای( و مدل 2روش سیستم فنرها نیز می تواند به دو دسته تقسیم شود: مدل های نقطه ای

. در سیستم ها نقطه ای، طول آزاد فنرها برابر صفر در نظر ]13,26[ای( )فنرهای قطعه9های قطعه ای

طول آزاد فنرها مخلاف صفر است و معمولا  ]23[گرفته می شوند، در حالی که در سیستم های قطعه ای

آنرا برابر با فاصله ی اولیه ی بین نقاطی که فنر بین آنها قرار گرفته است در نظر می گیرند. در سیستم 

قطعه ای، برای حل سیستم باید در ابتدای حل جابجایی بخشی از دامنه مشخص باشد، اما در های 

سیستم نقطه ای نیاز به مشخص بودن جابجایی ها در ابتدای حل مسئله نمی باشد. به همین دلیل 

داخته ردراین پایان نامه از مدل نقطه ای استفاده می شود. بنابراین در ادامه به توضیح مبانی این روش پ

 می شود.

 کار به این صورت است که در ابتدا تمامی نقاط همسایه در داخل حوزه  همانند آنچه در شكل  نحوه ی

 ]91[( نشان داده شده است، توسط فنرهایی به یكدیگر متصل می شوند.4-4)

 

 و سیستم فنرها برای فرایند حل تطبیقی Voronoiدیاگرام  4-4شكل 

                                                 
1 Distorsion 
2 Vertex Springs 
9 Segment Springs 
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ی زیر تعریف استفاده شده است که طبق رابطه] Voronoi ]18برای یافتن نقاط همسایه از دیاگرام 

 شود: می

 

(4-2)     ijXXdXXdxT jii  ,,: 

 

که در آن  ixxd ی بالا این است که نقاط متعلق است. معنی رابطه Xو  iXفاصله )اقلیدسی( بین  ,

 ها. نقاطی هستند که به این گره نزدیكترند تا سایر گره iگره  Voronoiبه سلول 

 ی زیر محاسبه می شود:نیروی فنرها از رابطه

(4-9) )( jiijij XXcf  

  

مختصات دو  jXو  iXام متصل می کند و  jام را به  iسختی فنری است که  نقطه ی  ijcکه در آن 

 هستند.پس از رسیدن به تعادل  jو  iی نقطه

 ( نشان داده شده است.1-4نمودار جسم آزاد یک فنر در شكل )

 
  jو  iی نمودار جسم آزاد فنر بین دو نقطه 1-4شكل 

 باشد.ی خطا میسختی این فنر تابعی از خطای محاسبه شده توسط برآورد کننده 
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(4-4) )( jiij eec  

 ( در حالت دوبعدی و بصورت ماتریسی چنین است:9-4ی )باشد. رابطهتابع خطا می e(، 4-4در رابطه )

(4-1) 

[
 
 
 
 
𝑓𝑥
𝑖

𝑓𝑦
𝑖

𝑓𝑥
𝑗

𝑓𝑦
𝑗
]
 
 
 
 

= 𝐶 [

𝑙2 𝑙𝑚 −𝑙2 −𝑙𝑚
𝑙𝑚
−𝑙2

−𝑙𝑚

𝑚2

−𝑙𝑚
−𝑚2

−𝑙𝑚
𝑙2

𝑙𝑚

−𝑚2

𝑙𝑚
𝑚2

] [

𝑥𝑖
𝑦𝑖
𝑥𝑗
𝑦𝑗

] 

های آن ها و فنرها، المانکند که نقاط، گرهعمل می 1در واقع سیستم فنرها مانند یک خرپای دوبعدی

 هستند.

رار برق حال با معلوم بودن سختی فنرها اجازه داده می شود فنرها تا جایی حرکت کنند تا حالت تعادل

 ی نیروی بین نقاط گرهی است باید صفر شود.که نشان دهنده Fشود.  به عبارتی بردار 

(4-6) 0.  XCF 

بندی سختی فنرهای بین گرهی باشد که از جمعکل سیستم می 2سختیماتریس  C(، 6-4در رابطه ی )

 آید.و حل دستگاه معادلات مختصات جدید نقاط بدست می 9آید. پس از اعمال شرایط مرزیبه دست می

توانند در راستای مرز شرایط مرزی مجموعه فنرها چنین است که نقاط روی مرزهای حوزه تنها می

ی ها صفر است. نتیجه( به عبارت دیگر در جهت عمود بر مرز جابجایی آن6-4)جابجا شوند شكل 

ی غیر صفر دارند، بی حرکت طبیعی این شرط این است که نقاط واقع بر محل برخورد دو مرز که زاویه

 ای از یک مرز وارد مرز دیگر نخواهد شد.مانند. همچنین با این شرایط هیچ نقطهمی

                                                 
1 2D-Truss 
2 Stiffness Matrix 
9 Boundary Conditions 
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 حالت کلی برای شرایط مرزی سیستم فنرها  6-4شكل 

  در زیر روابط مربوط به شرط مرزی آورده شده است. 

(4-7)        0


























i

y

i

x

iiiii

y

i

x

iiii
n

n
yyxx

n

n
yxn

 

 باشد. بردار برونگرای عمود بر مرز در این نقطه می inام وiی بردار تغییر مكان نقطهiکه در آن 

 ی بالا داریم:در رابطه inوiکردن دو برداربا ضرب 

(4-8) 
ii sxwy  

 اند:چنین sو  wکه در آن 

(4-3) ii

y

i

x
i y
n

n
xw 

 

 (4-11) 
i

y

i

x

n

n
s 

 

 :شودباشد به صورت زیر ساده می روابط فوق برای حالتی که مرز عمود بر یكی از محورهای مختصات

(4-11)  xnnifyy i

xii  0 

(4-12)  ynnifxx i

yii  0 

تواند در ی واقع بر آن تنها میباشد، نقطه xمفهوم این دو رابطه این است که اگر مرز موازی بر محور 

باشد،  yصفر است و همچنین اگر مرزی موازی بر محور  yجابجا شود وتغییر مكان آن در جهت  xجهت 

صفر است)شكل  xجابجا شود وتغییر مكان آن در جهت  yتواند در جهت ی واقع بر آن تنها مینقطه
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((. این دو شرط مرزی براحتی و همانند اعمال شرایط مرزی دریشله)تغییر مكانی( در روش اجزای 4-7)

 شوند.محدود اعمال می

 هم در مورد این روش تظریف این است که در این روش، هدف پیدا کردن بهترین آرایش نقاطی منكته

 با تعداد ثابتی از نقاط است. 

 
 شرایط مرزی سیستم فنرها  7-4شكل 

 برآورد خطا برای حل تطبیقی به روش استفاده از فنرها 4-4

یا به طور کلی در نقاط می باشد. از در گره ها  1اما با توجه به مطالب فوق، نكته ی مهم برآورد خطا

طرفی با توجه به این نكته که در اجزاء محدود و آیزوژئومتریک معمولا خطاها بر روی سطح یک المان 

محاسبه می شوند و همچنین این خطاها در مرز المان ها ناپیوسته هستند، باید روش مناسبی برای 

 نگین گیری مورد استفاده قرار می گیرد.برآورد خطا در نظر گرفت، که در این جا روش میا

ین میانگ در روش میانگین گیری ابتدا مقادیر نرم خطای انرژی در المان های نربز محاسبه شده، سپس

 نرم های انرژی خطای حاصل از المانهای متصل به هر گره به عنوان مقدار نرم خطای آن گره تعریف

 گردد و مطابق رابطه داریم :می

                                                 
1 Error Estimation 
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(4-19) 
𝑒𝑖̅ =

1

𝑛
∑𝑒𝑖

𝑛

𝑖=0

 

باشد. حال با داشتن ام می iتعداد المانهای متصل به گره  𝑛 و 𝑖تنش محاسبه شده در المان  𝑒𝑖که در آن 

 نرم خطای انرژی در گره ها، می توان خطای نقاط کنترلی را نیز بدست آورد.

حلیل آیزوژئومتریک اما نكته ی دیگری که باید در مورد آن توضیح داده شود این است که، در روش ت

 چگونه می توان از روابط فوق استفاده نمود؟

در واقع ایده ی اصلی برای استفاده از اطلاعات بالا به این صورت می باشد که، در روش تحلیل 

آیزوژئومتریک، برای محاسبه تنش ها و کمیت های مجهول مسئله)که معمولا به صورت انتگرال می 

ال ها نیاز به داشتن مرزی برای انتگرال گیری داریم(، ابتدا هر زیر دامنه باشند و برای حل این انتگر

(patchرا با استفاده از بردارهای گره ای )به تعدادی المان تقسیم می کنیم و انتگرال های مسئله را  1

                   روی این المان ها محاسبه می کنیم. به این صورت که هر زیر مجموعه به صورت

[𝜉𝑖 , 𝜉𝑖+1] × [𝜂𝑖 , 𝜂𝑖+1] نمونه ای از این المان بندی نشان نامیده می شود. در شكل زیر  2یک المان نربز

 داده شده است.

 زیر دامنه نربز و المان های ساخته شده به وسیله دهانه های گره ای 8-4شكل  

                                                 
1 Knot Vectors 
2 NURBS Element 
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اینجا مشخص می شود که مختصات نقاط گره ای در میزان مقادیر تنش محاسبه شده و درنتیجه در  از

ا صات نقاط گره ای میزان خطمیزان خطای بوجود آمده نقش بسزایی دارند. به عبارت دیگر با تغییر مخت

ه مبین لمی کند)که روش حل تطبیقی اضافه کردن نقاط به بردار گره ای برای بهبود حل مسئ تغییر

این روش می باشد(. حال با محاسبه ی خطا در سطح یک المان و توزیع آن روی نقاط گره ای المان، 

اولیه ی حل مسئله با استفاده از فنرها را فراهم نمود. به عبارت دیگر با این روش ما  می توان شرایط

ص می کنند در اختیار یک سری نقاط که دارای مقدار خطا می باشند و هندسه ی مسئله را نیز مشخ

 خواهیم داشت.

( را در نظر گرفت و بین 8-4در ادامه می توان به چند روش عمل نمود. بدین صورت که همان شكل )

نقاط آن فنر قرار داد و مسئله را حل نمود. به عبارتی در این حالت مسئله را در فضای هندسه ی 

ز بدست آوردن نقاط جدید باید آن ها را با ( حل می کنیم. در نهایت بعد اPhysical Spaceمسئله)

ها یا به عبارت صحیح تر آن ه به بردارهای گره ای تبدیل کنیماستفاده از فرمول های نربز معكوس دوبار

را روی بردارهای گره ای تصویر کنیم که با توجه به دشوار بودن این کار و عدم وجود مراجع و منابع 

 یان نامه از این روش استفاده نمی گردد.کافی برای نریز معكوس در این پا

بردارها ی گره ای انجام داد. بدین صورت که،  1اما در حالت دیگر می توان این کار را در فضای پارامتری

و  𝜉با توجه به این که می دانیم هر نقطه در فضای هندسه که محل تقاطع دو منحنی در جهت های 

η  پارامتری می باشد. یا به عبارت دیگر هر نقطه در فضای هستند، متناظر با یک نقطه در فضای

هستند، در واقع محل برخورد دو منحنی بر روی سطح مسئله  𝜂𝑖و  𝜉𝑖پارامتری که محل تقاطع دو گره 

 (.3-4می باشند)شكل 

 

                                                 
1 Parametric Space 
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 حل تطبیقی در روش تحلیل آیزوژئومتریک با قرار دادن فنر بین نقاط فضای پارامتری 4-1

( می توان خطاهای محاسبه شده برای نقاط در فضای هندسه 4-4حال با توجه به نكات فوق )بخش 

برای گره های متناظر آنها در فضای پارامتری در نظر گرفت و سپس با قرار دادن فنر بین این نقاط 

 (.11-38و  11-4محل جدید این نقاط را بدست آورد)شكل های 

 

 

 نقاط موجود در فضای پارامتری و نقاط متناظر با آنها بر روی هندسه ی مسئله 3-4شكل 
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 قرار دادن فنر بین نقاط فضای پارامتری بعد از انتقال خطاها از هندسه ی مسئله بر روی آنها 11-4شكل 
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 محل جدید نقاط بعد از جابجای آنها توسط فنرها 11-4شكل 

ق، نتیجه ی حاصل را باید تفسیر نمود  و سپس از آن استفاده نمود. بعد از انجام حل تطبیقی با روش فو

( ، بعد از بدست آوردن محل جدید نقاط فضای پارامتری به 11-4بدین صورت که با توجه به شكل )

که در حالت کلی، مفهوم آن بدین صورت است که بعد از جابجایی یک گره  باشد. ( می11-4شكل )

تری، تعداد گره ها حداکثر به تعداد گره های موجود در راستای دیگر افزایش دریک راستا از فضای پارام

می یابد. به عبارت ساده تر اگر بخواهیم نتیجه ی حاصل را مورد استفاده قرار دهیم باید نقاط موجود 

در فضای پارامتری را روی بردارهای گره ای تصویر کنیم که با توجه به اینكه نقاط قبلی که در یک 

تا قرار داشته اند، از یک راستا خارج شده اند و باید برای هر کدام از آنها یک گره روی بردار گره ای راس

( به صورت خودکار و موثر Knot insertionدر نظر گرفت. در واقع این روش یک نوع اضافه کردن گره )

ت آوردن نقاط جدید ((. البته حالت دیگر این است بعد از جابجایی نقاط و بدس12-4می باشد)شكل )

در بردار گره ای، در صورت نزدیک بودن نقاط به یكدیگر، میانگین آنها را به عنوان یک گره در بردار 

 (.12-4گره ای در نظر بگیریم)
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 محل جدید نقاط گره ای بعد از تصویر کردن نقاط جابجا شده در فضای پارمتری 12-4شكل 

است که بعد از انتقال خطاها از فضای هندسه بر روی گره های اما حالت دیگر در فضای پارامتری این 

فضای پارامتری، بردارهای گره ای در هر جهت را به صورت جداگانه در نظر بگیریم و سپس بین گره 

های موجود در هر بردار گره ای فنر قرار دهیم و سپس سیستم فنرها را در این حالت حل کرده و محل 

 ((16-4( و )11-4(، )14-4(، )19-4ست آوریم.)شكل های )جدید نقاط گره ای را بد
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حالت دیگر استفاده از فنرها برای جابجایی نقاط در فضای پارامتری 19-4شكل   

 

نحوه ی در نظر گرفتن خطاها در حالت دوم 14-4شكل   
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 جابجایی نقاط فضای پارمتری در حالت جدید 11-4شكل 

 

 محل جدید نقاط گره ای بعد از جابجا شدن توسط فنرها 16-4شكل 
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اما نكته ای که باید در این حالت به آن توجه کرد این است که خطایی که برای هر گره در هر بردار گره 

ای در نظر گرفته می شود چه مقدار است؟ به عبارت دیگر برای هر گره در هر بردار گره ای، به تعداد 

دار گره ای در راستای دیگر، کمیت های خطا موجود می باشد که باید مشخص گره های موجود در بر

شود که از کدامیک از آنها باید استفاده شود. اولین حالت منطقی که به ذهن می رسد این است که 

میانگین این خطاها برای گره مورد نظر انتخاب گردد. اما حالت دیگر که کمی پیچیده تر و طولانی تر 

است که مسئله را با در نظر گرفتن تمام مقادیر ممكن برای هر گره حل کنیم و یا به عبارت است، این 

دیگر با در نظر گرفتن تمام حالات مختلف)مقادیر مختلف( برای هر گره مسئله را حل کنیم و در نهایت 

ر نظر میانگین مختصات های جدیدی را که برای هر گره بدست می آیند را به عنوان مقدار نهایی د

. در مورد حجم محاسبات ز نظر حجم محاسبات بسیار زیاد می باشدبگیرم. مشخصا تفاوت این دو روش ا

در روش اول، فقط نیاز به یک بار حل مسئله می باشد، اما در روش دوم اگر فرض کنیم که تعداد نقاط 

 ξباشد، آنگاه تعداد حالات مختلف برای راستای  nبرابر  ηو در راستای  mبرابر  ξگره ای در راستای 

می باشد. بنابراین تعداد کل حالاتی که باید مسئله حل شود برابر  𝑚𝑛برابر  ηراستای و برای  𝑛𝑚برابر 

𝑛𝑚مجموع این دو حالت، یعنی  +𝑚𝑛  می باشد. واضح است که این روش از نظر حجم محاسبات و

 زمان مقرون به صرفه نمی باشد.

 

 1حل تطبیقی در روش تحلیل آیزوژئومتریک با قرار دادن فنر بین نقاط کنترلی 4-6

ادن فنر بین نقاط اما از ایده ی فنرها در یک حالت دیگر نیز می توان استفاده نمود و آن هم قرار د

 کنترلی می باشد.

ن این رابطه، در اولین گام باید رابطه ی بین نقاط کنترلی و خطاها مشخص شود. برای مشخص شد

 نگاهی به فرمول مربوط به سطوح نربز می اندازیم:

                                                 
1 Control Points 
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(4-14) 𝑆(𝜉, 𝜂) =
∑ ∑ 𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑁𝑗,𝑞(𝜂)𝑤𝑖,𝑗𝑃𝑖,𝑗

𝑚
𝑗=0

𝑛
𝑖=0

∑ ∑ 𝑁𝑖,𝑝(𝜉)𝑁𝑗,𝑞(𝜂)𝑤𝑖,𝑗
𝑚
𝑗=0

𝑛
𝑖=0

         0 ≤ 𝜉, 𝜂 ≤ 1 

 

ت. مسئله یافدر فرمول بالا نمی توان هیچ رابطه ی مستقیمی بین نقاط کنترلی و خطاهای موجود در 

اما نكته ای که در این رابطه می تواند مورد توجه قرار بگیرد این است که مختصات نقاط کنترلی در 

اسپلاین کاملا وابسته به نقاط -ضرب شده اند. از طرفی توابع پایه ای بی 1اسپلاین-توابع پایه ای بی

 کنترلی هستند، به طوری که رابطه ی آنها به صورت زیر می باشد:

(4-11) 

𝑁𝑖,0(𝜉) = {
 1         𝑖𝑓  𝜉𝑖 ≤ 𝜉 ≤ 𝜉𝑖+1
0        𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒           

 

 

𝑁𝑖,𝑝(𝜉) =
𝜉 − 𝜉𝑖
𝜉𝑖+1 − 𝜉𝑖

𝑁𝑖,𝑝−1(𝜉) +
𝜉𝑖+𝑝+1 − 𝜉

𝜉𝑖+𝑝+1 − 𝜉𝑖+1
𝑁𝑖+1,𝑝−1(𝜉) 

 

دیگر  عبارتاسپلاین کاملا به نقاط گره ای و یا به -( مشخص است که توابع پایه ای بی11-4در روابط )

به بردارها ی گره ای وابسته هستند، به طوری که با تغییر در مختصات نقاط گره ای مقدار توابع پایه 

(، توانستیم 4-4اسپلاین نیز تغییر خواهد نمود. همچنین با توجه به مطالب ارائه شده در بخش )-ای بی

اط گره ای( انتقال دهیم. یا به عبارت خطاهای موجود در مسئله را به نقاط موجود در فضای پارامتری )نق

 صحیح تر رابطه ای بین خطاها و نقاط گره ای تعریف نماییم.

اکنون با توجه به مطالب فوق، می توان رابطه ی بین خطاها و نقاط کنترلی را به این صورت تبیین 

ای موجود بنابراین خط اسپلاین توابعی از نقاط گره ای هستند،-نمود. با توجه به اینكه توابع پایه ای بی

اسپلاین نیز منتقل می شوند، با در نظر گرفتن این نكته که با توجه -در این نقاط به توابع پایه ای بی

به فرمول این توابع، مقدار خطای موجود در نقاط گره ای به صورت تجمعی به این توابع انتقال می یابد. 

می باشد، به طوری که خطای موجود در توابع  ( یک رابطه ی بازگشتی11-4از طرف دیگر رابطه ی )

𝑝)با درجه ی پایین تر  − منتقل می شود. بنابراین رابطه ی بین توابع  (𝑝)به تابع با درجه ی بالاتر  (1

                                                 
1 B-Spline Basis Functions 
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اسپلاین و خطاها یک رابطه ی مستقیم و مشخص نیست و خطاها به صورت تجمعی به -پایه ای بی

اسپلاین حاوی خطاها می باشند. در نهایت با -وابع پایه ای بیتوابع منتقل می شوند. اما در هر حال ت

( مختصات نقاط کنترلی در مقدار توابع پایه ای 14-4توجه به اینكه در فرمول مربوط به سطوح نربز )

اسپلاین ضرب می شود، بنابراین می توان مختصات نقاط کنترلی را به عنوان ضرایبی در نظر گرفت -بی

 بع مقدار آنها را تغییر می دهند.ین تواکه با ضرب شدن در ا

با توجه به مطالبی که تا اینجا ارائه شد، یک رابطه ی نه چندان روشن بین نقاط کنترلی و خطاهای 

موجود در نقاط گره ای تعریف گردید که با توجه به مبهم بودن آن چندان کارآمد نخواهد بود. اما برای 

مود، باید نگاهی دقیق تر به ویژگی های و مشخصات توابع پایه ای اینكه بتوان از این رابطه استفاده ن

اسپلان بیاندازیم. به عبارت دیگر ابهام موجود در رابطه ی تعریف شده ی فوق، به دلیل واضح نبودن -بی

 اسپلاین و نقاط گره ای موجود در بردارها ی گره ای می باشد.-رابطه ی توابع پایه ای بی

 جا باید مورد توجه قرارگیرند به این صورت می باشند: ویژگی هایی که در این

𝜉𝑖]خارج از بازه  𝜉اگر -1 , 𝜉𝑖+𝑝+1)  باشد آنگاه𝑁𝑖,𝑝(𝜉)  صفر است .)این نكته باعث وجود ویژگی

نشان داده شده است . همانطور که ملاحظه می شود  1-2این ویژگی در شكل  کنترل محلی می شود(

، 𝑁1,3  ترکیبی از توابع𝑁1,0 ،𝑁2,0 ،𝑁3,0  و𝑁4,0  بنابراین ،می باشد 𝑁1,3  در بازه𝜉 𝜖 [𝜉1, 𝜉5) 

  غیر صفر می باشد.

 

𝜉𝑗]مثل  1ای برای دهانه گره-2 , 𝜉𝑗+1)،  حداکثر(𝑝 + غیر صفر وجود  𝑁𝑖,𝑝 (𝜉) تابع پایه ای  (1

,𝑁𝑗−𝑝,𝑝که شامل توابع ،دارد  … , 𝑁𝑗,𝑝   است؛ به  نشان داده شده 6-2می باشد . این ویژگی در شكل

,𝜉3]عنوان مثال برای بازه  𝜉4)،   ،از توابع درجه صفر𝑁𝑖,0 9بنابراین توابع درجه  ،غیر صفر می باشد 

,𝜉3]غیر صفر روی بازه  𝜉4) شامل توابع 𝑁0,3, … , 𝑁3,3 د.نمی باش 

                                                 
1 Knot Span 
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توان نقاط گره ای که در تعیین مقدار یک تابع پایه  از این دو ویژگی، خصوصا ویژگی شماره ی یک می

 𝑁𝑖,𝑝به عبارت دیگر طبق ویژگی شماره ی یک، هر تابع پایه ای از  ای نقش موثر دارند، استفاده نمود.

𝑢𝑖]فقط در بازه ی  , 𝑢𝑖+𝑝+1)  غیر صفر می باشد و با توجه به اینكه در فرمول سطوح نربز دو تابع پایه

از طرف دیگر با توجه به این که هر نقطه ی کنترلی در ( و 14-4می شوند)رابطه ی ای در هم ضرب 

ر محدوده دخطای توزیع شده  میانگیناسپلاین ضرب می شود، بنابراین می توان -تابع پایه ای بی این دو

𝑢𝑖]ی  , 𝑢𝑖+𝑝+1) × [𝑣𝑗 , 𝑣𝑗+𝑝+1)  ان پایه ای موثر هستند را به عنو مقدار آن توابعکه در تعیین

، در نظر گرفت. به این (𝑃𝑖,𝑗)اسپلاین ضرب می شود-خطای نقطه ی کنترلی که در این تابع پایه ای بی

ترتیب خطاها به نقاط کنترلی نیز مرتبط می شوند و می توان با قرار دادن فنر بین آنها، مخصات بهینه 

 را برای آنها نیز بدست آورد.

برای هر گره  2توجه نمود این است که طبق ویژگی شماره ی اما نكته ای که در این روش باید به آن 

𝑝)حداکثر  + تابع پایه ای غیرصفر می باشند و این بدین معنی است که هر گره می تواند به تعداد  (1

(𝑝 + 𝑝)تابع پایه ای مربوط شود و بنابراین خطای آن گره بر روی  (1 + نقطه ی کنترلی در  (1

نظر گرفته می شود. این امر باعث همپوشانی خطای نقاط کنترلی می شود )یا به عبارت ساده تر خطای 

هر گره در چندین نقطه ی کنترلی در نظر گرفته می شود( و می تواند باعث ایجاد خطا در روند حل 

 .یقی گرددتطب

 



 

 

 

 

 فصل پنجم

تحلیل سیستم فنرهاجزئیات  روش 
 



 فصل پنجم                                                                                         جزئیات روش تحلیل سیستم فنرها

 

  84 

 

 ]91[تئوری فنرها 1-1

در این فصل در مورد تئوری مربوط به فنرها و روابط حاکم بر آن ها بحث خواهد شد. ابتدا روابط مربوط 

و سپس روابط آن ها در مورد فضای دوبعدی تعمیم  به فنرها در فضای یک بعدی مطرح خواهد شد

داده خواهد شد. در انتها روشی برای حل سیستم متشكل از چندین فنر که هیچ باری به آنها وارد نمی 

شود و فنرها نیز در حالت تعادل نیستند )به عبارت دیگر طول آنها برابر طول آزاد فنر نیست( ارائه 

( نمایش داده شده است. نمونه ای از این سیستم 1-1ستم ها در شكل )خواهد شد. نمونه ای از این سی

را می توان در قابهای نگهدارنده ی بنر ها مشاهد کرد. این نوع سیستم ها از فنرهای تشكیل می شوند 

که به آنها اعضای دو نیرویی می گویند. به عبارت دیگر در این سیستم ها اعضاء یا دارای نیروی محوری 

ا نیروی محوری فشاری می باشند. همچنین در این سیستم ها باید نیروها و واکنش های کششی و ی

تكیه گاهی فقط در گره ها اعمال شوند و تمام اعضاء فقط در نقاط انتهایی و توسط اتصالات بدون 

 داصطكاک به یكدیگر متصل شوند. با توجه به این که اعضای خرپاها دقیقا مانند این سیستم ها می باشن

 بنابراین بیشتر روابط ارائه شده در این فصل شبیه روابط خرپاها می باشند.

 

 سیستم متشكل از چند فنر 1-1شكل 
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 فنرهای خطی به عنوان المان های اجزاء محدود 1-2

، یک وسیله ی مكانیكی می باشد که فقط توانایی تحمل نیروی محوری را دارد 1نر الاستیک خطیفیک 

به طوری که میزان افزایش و یا کاهش طول آن به طور مستقیم با نیروی محوری که به آن وارد می 

نامیده فنر  سختیو یا  ثابت فنرشود متناسب است. ضریب تناسب بین نیروی محوری و تغییر طول فنر، 

نمایش می دهند. واحد این ضریب تناسب )سختی فنر( نیرو در واحد طول  Kو یا  Cآن را با می شود که 

می باشد. با توجه به اینكه فنر الاستیک فقط توانایی تحمل نیروی محوری را دارد، در اینجا یک سیستم 

 مختصات محلی به صورت زیر را در نظر می گیریم:

 
 المان الاستیک خطی فنر 2-1شكل 

 ( المان فنر الاستیک با گره ها، جابجایی های گره ای و نیروهای گره ای)الف

 تغییر شكل-)ب( نمودار نیرو

با فرض اینكه جابجایی های گره ای هنگامی که فنر تغییر شكل نداده باشد، برابر صفر باشد، تغییر شكل 

 خالص فنر برابر خواهد بود با:

(1-1) 𝛿 =  𝑢2 − 𝑢1 

 نیروی محوری ایجاد شده در فنر برابر خواهد بود با:و بنابراین مقدار 

(1-2) 𝑓 = 𝑘𝛿 = 𝑘(𝑢2 − 𝑢1) 

 اگر معادله تعادل کل فنر را بنویسیم، داریم:

                                                 
1 Linear Elastic Spring 
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(1-9)  𝑓1 + 𝑓2 = 0     or    𝑓1 = −𝑓2 

 اگر تعادل دو گره انتهایی فنر را در نظر بگیرم، روابط زیر بدست خواهد آمد:

(1-4) 𝑓1 = −𝑘(𝑢2 − 𝑢1) 
𝑓2 =   𝑘(𝑢2 − 𝑢1) 

 که اگر این دو معادله را به صورت ماتریسی بنویسیم، خواهیم داشت:

(1-1) [
𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘

] {
𝑢1
𝑢2
} = {

𝑓1
𝑓2
}     or     [𝑘𝑒]{𝑢} = {𝑓} 

 

 که در آن:

(1-6) [𝑘𝑒] =  [
𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘

] = 𝑘 [
1 −1
−1 1

] 

ماتریس ستونی جابجایی های  {𝑢}ماتریس سختی المان فنر در سیستم مختصات مفروض )محلی(، 

 ماتریس ستونی نیروهای گره ای می باشند. {𝑓}گره ای و 

 )درون صفحه( 1فنر های مستوی 1-9

روابط مربوط به فنرها را در فضای دو بعدی بدست  2-1در این قسمت با تعمیم روابط حاصل در بخش 

 خواهیم آورد.

 )سراسری(9و جهانی 2سیستم مختصات محلی 1-9-1

فنرها در فضای یک بعدی و فضای دو بعدی در این است که در فضای دو بعدی فنرها  تفاوت اصلی بین

 در راستاهای مختلفی قرارمی گیرند.

 :برای حل این مشكل دو سیستم مختصات محلی و جهانی)سراسری( را به شكل زیر تعریف می کنیم

و جهانی نشان داده شده است. در  ( یک المان فنر دوبعدی در سیستم مخصات محلی9-1در شكل )

علامت گذاری شده اند. سیستم مختصات  2و  1سیستم مختصات محلی دو گره انتهایی فنر با اعداد 

ترسیم شده است. تمام کمیت ها در  2به سمت گره  1از گره  می باشد که ′𝑥محلی شامل یک محور 

                                                 
1 Plain Springs 
2 Local Coordinates 
9 Global Coordinates 



 فصل پنجم                                                                                         جزئیات روش تحلیل سیستم فنرها

 

87 

 

واهند شد. سیستم مختصات سراسری ( نشانه گذاری خ’سیستم مختصات محلی با یک علامت پرایم )

𝑥 − 𝑦  در یک نقطه ثابت است و به جهت المان بستگی ندارد. باید توجه نمود که سیستم مختصات

𝑥, 𝑦  و𝑧  یک سیستم مختصات راستگرد می باشد که در آن محور𝑧  به سمت بیرون صفحه در نظر

 گرفته می شود.

 

 مختصات محلی )ب( سیستم مختصات سراسریالمان فنر دو بعدی )الف( سیستم  9-1شكل 

در سیستم مختصات سراسری هر گره دارای دو درجه آزادی می باشد. در اینجا یک روش سیستماتیک 

در سیستم   𝑗در نظر گرفته می شود، به این صورت که درجات آزادی برای گره  برای شماره گذاری

2𝑗مختصات جهانی، برابر  − خواهد بود. همچنین جابجایی ها در سیستم مختصات سراسری  2𝑗و  1

 خواهد بود. 𝑄2𝑗و  𝑗  ،𝑄2𝑗−1برای گره 

در سیستم مختصات محلی باشند. در این  2و  1به ترتیب جابجایی گره های  𝑞′2و  𝑞′1فرض کنیم که 

 :صورت بردار جابجایی های گره ای المان در مختصات محلی به صورت زیر خواهد بود

(1-7) 𝑞′ = [𝑞′1, 𝑞′2]
𝑇 

4)همچنین بردار جابجایی های المان در سیستم مختصات سراری یک بردار  × به شكل زیر خواهد  (1

 بود:

(1-8) q =  [𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4]
𝑇 
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 ′𝑞می توان دید که   ب(-9-1به صورت زیر بدست خواهد آمد. با توجه به شكل ) ′𝑞و  𝑞ارتباط بین 

 . بنابراین:′𝑥روی محور  𝑞2و  𝑞1برابر است با مجموع تصاویر 

𝑞1 الف(-1-3)
′ = 𝑞1𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑞2𝑠𝑖𝑛 𝜃 

 به طور مشابه داریم:

𝑞2 ب(-1-3)
′ = 𝑞3𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑞4𝑠𝑖𝑛 𝜃 

 را به صورت زیر تعریف می کنیم: 𝑚و  𝑙در این جا کسینوس های هادی 

(1-11) 𝑙 = cos 𝜃 
𝑚 = cos𝜙 (= sin 𝜃) 

به ترتیب با محورهای سراسری  ′𝑥این کسینوس های هادی، کسینوس زوایای هستند که محور محلی 

𝑥  و𝑦 ( را به شكل ماتریسی زیر نوشت:-3-1الف( و )-3-1می سازد. اکنون می توان روابط )ب 

(1-11) 𝑞′ = 𝐿𝑞 

 به شكل زیر می باشد: 𝐿که در آن ماتریس تبدیل 

(1-12) 𝐿 =  [
𝑙 𝑚 0 0
0 0 𝑙 𝑚

] 

 𝒎و  𝒍روابطی برای محاسبه ی  1-9-2

بر حسب مختصات نقاط  𝑚و  𝑙در این قسمت روابط ساده ای برای محاسبه ی کسینوس های هادی 

را به ترتیب  2و  1( اگر مختصات نقاط 4-1با توجه به شكل ) ابتدایی و انتهایی فنر ارائه می گردد.

(𝑥1, 𝑦1)  و(𝑥2, 𝑦2) :در نظر بگیریم، در این صورت خواهیم داشت 

 

 کسینوس های هادی المان فنر 4-1شكل 

(1-19) 𝑙 =  
𝑥2 − 𝑥1
𝑙𝑒

 

𝑙 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 =  
𝑥2 − 𝑥1
𝑙𝑒

 

𝑚 = cos𝜙 =  
𝑦2 − 𝑦1
𝑙𝑒

(= sin 𝜃) 

𝑙𝑒 =  (𝑥2 − 𝑥1)
2  +  (𝑦2 − 𝑦1)

2 𝜃 

𝜙 

(𝑥2 − 𝑥1) 

(𝑦2 − 𝑦1) 

(𝑥1, 𝑦1) 

(𝑥2, 𝑦2) 

1 

2 
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𝑚 = 
𝑦2 − 𝑦1
𝑙𝑒

 

 به طوری که طول فنر از رابطه ی زیر محاسبه می گردد:

(1-14) 𝑙𝑒 =  (𝑥2 − 𝑥1)
2 + (𝑦2 − 𝑦1)

2 

( بر اساس مختصات گره ای بدست آمدند که این امر استفاده از آنها در برنامه 14-1( و )19-1) روابط

 های کامپیوتری را آسان می نماید.

 ماتریس سختی المان فنر 1-9-9

، اگر در سیستم مختصات محلی به آن نگاه شود در واقع همان المان فنر در 1یک المان فنر دو بعدی

( برای 2-1فضای یک بعدی می باشد. با استفاده از این نكته می توان از روابط بدست آمده در قسمت )

( ماتریس سختی المان فنر درسیستم 6-1فنرهای دو بعدی نیز استفاده نمود. بنابراین طبق رابطه ی )

 مختصات محلی برابر است با:

(1-6) [𝑘𝑒] = 𝑘 [
1 −1
−1 1

] = 𝑐 [
1 −1
−1 1

] 

سختی فنر می باشند که در ادامه برای جلوگیری از اشتباه بین سختی فنر و ماتریس  𝑐و  𝑘که در آن 

برای نشان دادن سختی فنر استفاده می کنیم. اکنون ما به دنبال بدست آوردن  𝑐سختی از علامت 

ماتریس سختی در سیستم مختصات سراسری می باشیم که این کار با استفاده از انرژی کرنشی امكان 

 المان فنر در مختصات محلی برابر است با: 2واهد بود. انرژی کرنشیپذیر خ

(1-11) 𝑈𝑒 = 
1

2
𝑞′𝑇𝑘′𝑞′ 

 ماتریس جابجایی های گره ای در سیستم مختصات محلی می باشد. ′𝑞که در آن 

′𝑞با جایگذاری مقدار  = 𝐿𝑞 ( داریم:11-1در رابطه ی ) 

(1-16) 𝑈𝑒 = 
1

2
𝑞𝑇[𝐿𝑇𝑘′𝐿]𝑞 

 

 انرژی کرنشی را می توان در سیستم مختصات سراسری نیز به صورت زیر نوشت:از طرفی 

                                                 
1 2D-Spring Element 
2 Strain Energy 
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(1-17) 𝑈𝑒 = 
1

2
𝑞𝑇𝑘𝑞 

-1ماتریس سختی المان فنر در سیستم مختصات سراسری می باشد. با مقایسه روابط ) 𝑘که در آن 

 آمد:( مقدار ماتریس سختی در سیستم مختصات سراسری به شكل زیر بدست خواهد 17-1( و )16

(1-18) 𝑘 =  𝐿𝑇𝑘′𝐿 

 ( خواهیم داشت:6-1( و )12-1از روابط ) ′𝑘و  𝐿با جایگذاری مقادیر 

(1-13) 𝑘 = 𝑐 [

𝑙2 𝑙𝑚 −𝑙2 −𝑙𝑚
𝑙𝑚
−𝑙2

−𝑙𝑚

𝑚2

−𝑙𝑚
−𝑚2

−𝑙𝑚
𝑙2

𝑙𝑚

−𝑚2

𝑙𝑚
𝑚2

] 

 در نهایت ماتریس سختی کل از روی هم گذاری ماتریس های سختی المان ها بدست خواهد آمد.

 در سیستم فنرها 1محاسبه ی جابجایی ها 1-9-4

بعد از محاسبه ی ماتریس سختی کل سیستم، و در اختیار داشتن نیروهای گره ای، می توان ماتریس 

مربوط به نیروهای گره ای را تشكیل داد و سپس با استفاده از رابطه ی زیر با بدست آوردن ماتریس 

 جابجایی، جابجایی های گره ای را بدست آورد:

(1-21) 𝑓 = 𝑘𝑞   →    𝑞 =  𝑘−1𝑓 

ماتریس نیروهای  𝑓ماتریس سختی کل سیستم و  𝑘ماتریس جابجایی های گره ای،  𝑞در رابطه ی فوق 

گره ای می باشد. حالت فوق ساده ترین حالت برای یک سیستم متشكل از چندین فنر می باشد. اما 

حالتی که در این جا با آن روبرو هستیم چالش برانگیزتر از حالت قبل می باشد، به طوری که در این 

در ابتدا فنرها در حالت حالت هیچ گونه نیروی خارجی به سیستم اعمال نمی شود و از طرف دیگر 

تعادل نمی باشند بلكه نسبت به طول آزاد خود کشیده فشرده شده اند. در این حالت در ابتدا تعدادی 

نقطه داریم که محل دقیق آنها مشخص است و ما برای جابجا کردن آنها، فنرهایی را بین آنها قرار می 

آنها قرار می گیرد بیشتر و یا کمتر از طول  دهیم که ممكن است فاصله ی بین دو نقطه ای که فنر بین

آزاد فنر باشد که این امر باعث بوجود آمدن نیرو در فنرها می شود. حال این سیستم را به حال خود 

                                                 
1 Displacements 
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 ( را در نظر می گیریم.1-1رها می کنیم تا به حالت تعادل برسد. برای روشن شدن موضوع شكل )

 

 سیستم متشكل از چند فنر 1-1شكل 

انتخاب این شكل این است که نه تنها دارای ساختار ساده ای می باشد و به راحتی قابل درک می علت 

باشد، بلكه نمونه ی فیزیكی و واقعی می توان برای آن پیدا کرد که این امر باعث درک بهتر موضوع می 

در این قاب ها  گردد. این شكل را می توان حالت ساده شده ای از قاب های نگهدارنده ی بنرها دانست.

از چهار فنر که یک انتهای هر کدام از آنها به یک گوشه از بنر و انتهای دیگر آنها به گوشه ی متناظر از 

 قاب متصل می باشند، برای نگه داشتن بنر استفاده شده است.

 نكته ای که در مورد این سیستم باید به آن توجه نمود این است که با توجه به این که هیچ نیروی

( برابر صفر می باشد. 21-1خارجی به این سیستم وارد نمی شود، بنابراین ماتریس نیرو در رابطه ی )

( نیز برابر صفر بدست 21-1صفر بودن ماتریس نیروها باعث می شود که مقدار جابجایی ها از رابطه ی )

 آید:

(1-21) 𝑓 = 𝑘𝑞   →    𝑞 =  𝑘−1𝑓   →   𝑞 =  𝑘−1{0}    →    𝑞 = {0} 

مشكل دیگری که در مسائل تئوری)حل تطبیقی با استفاده از جابجایی نقاط، ...( وجود دارد همچنین 

فنرها مشخص نیستند و بنابراین نمی توان تغییر طول و در نتیجه  1این است که طول اولیه )طول آزاد(

                                                 
1 Equilibrium Length 
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 نیروی داخلی ایجاد شده در فنرها را محاسبه نمود.

می کنیم. در مورد طول آزاد فنر، باید برای آن یک طول  برای رفع مشكلات فوق، به این روش عمل

آزاد در نظر گرفت که در این جا به دو صورت می توان عمل کرد. اولین حالت این است که طول آزاد 

فنر را برابر با فاصله ی اولیه ی دو نقطه ای که بین آنها قرار می گیرد انتخاب کنیم. به عبارت دیگر در 

وجود ندارد. در این صورت  هادر فنر یسیستم در حال تعادل می باشد و هیچ نیروی این حالت در ابتدا

با توجه به این که نیروهای خارجی نیز صفر هستند، برای این که بتوانیم جابجایی ها را بدست آوریم 

 یباید در ابتدای حل مسئله میزان جابجایی یک سری از نقاط را بدانیم. به عبارت دیگر این حالت برا

مسائلی مناسب می باشد که در آنها می خواهیم جابجایی نقاط دامنه را در صورت جابجای یک سری 

از نقاط دامنه بدانیم. اما حالت دیگر این است که طول آزاد فنر را برابر صفر در نظر بگیریم. بنابراین در 

تدا یگر سیستم در همان ابابتدای مسئله طول اولیه ی فنر همان تغییر طول فنر می باشد و به عبارت د

در حال تعادل نیست و فنرها دارای نیروی داخلی می باشند. این روش برای حل مسائلی مانند حل 

تطبیقی مناسب تر می باشد. چنین فرضی دارای یک مفهوم دقیق نیز می باشد و آن هم این که، فنری 

ا به حالت تعادل برسد )طول آن برابر که بین دو نقطه قرار می گیرد با توجه به این که تمایل دارد ت

طول آزاد یعنی برابر صفر شود(، سعی دارد تا دو نقطه را بر هم منطبق سازد. اما در این حالت نیز با 

( جابجایی های برابرصفر بدست 21-1توجه به اینكه نیروها ی خارجی صفر می باشند، طبق رابطه ی )

ستم دارای نیروی داخلی می باشد و در حال تعادل نیست، خواهند آمد. اما با توجه به اینكه این سی

قطعا دارای جواب می باشد. برای حل این سیستم می توانیم به این روش عمل کنیم که برای هر نقطه 

برآیند تمام نیروهای داخلی ای که از طرف فنرها به آن وارد می شود را بدست آورده، و آن را به عنوان 

ه وارد کنیم و سپس سیستم را به عوان سیستمی در حال تعال در نظر بگیریم نیروی خارجی به آن نقط

)به عبارت دیگر فنرها در حالت تعادل در نظر بگیریم( که این نیروهای خارجی به آن وارد شده اند. به 

این روش به راحتی می توان چنین سیستمی متشكل از چندین فنر را با استفاده از روش های معمول 
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 حدود حل نمود. با توجه به کارایی این روش، در این پایان نامه از این روش استفاده می گردد.اجزاء م

( را در نظر می گیریم و 1-1در ادامه برای روش تر شدن روش فوق، همان مسئله ی مربوط به شكل )

منظور تحلیل آن را هم به صورت دستی و هم با استفاده از برنامه ی اجزاء محدود نوشته شده به همین 

 می نماییم.

 حل یک مسئله ی نمونه برای سیستم فنرها 1-9-1

و همچنین برنامه ای که برای  4-9-1در این قسمت برای کنترل صحت روش ارائه شده در قسمت 

( را در نظر میگیرم و آنرا هم به 1-1تحلیل سیستم فنرها با این روش نوشته شده است، شكل زیر )

 تفاده از برنامه ی نوشته شده تحلیل و در انتها نتایج را با هم مقایسه می نماییم.صورت دستی و هم با اس

 

 سیستم متشكل از چند فنر 1-1شكل 

 

 اطلاعات مربوط به مسئله به شرح زیر می باشند:

𝐿1 = 10 𝑐𝑚   ,   𝐿2 = 5 𝑐𝑚   ,   𝐶1 = 2 
𝑘𝑔

𝑐𝑚
   ,   𝐶2 = 5 

𝑘𝑔

𝑐𝑚
   ,   𝐶3 = 8 

𝑘𝑔

𝑐𝑚
   ,   𝐶4 = 7

𝑘𝑔

𝑐𝑚
 

 نتایج تحلیل به روش دستی

 به صورت زیر محاسبه می شود: 5بعد از تحلیل، مقدار جابجای گره 

 cm 1.62393=  5گره  𝑥جابجای در راستای  -

 cm 3.93162=  5گره  𝑦جابجایی در راستای  -
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 نتایج حاصل از برنامه ی کامپیوتری

به صورت  5فایل ورودی و نتایج برنامه در انتهای این بخش ذکر شده اند. نتایج حاصل از برنامه برای گره 

 زیر می باشند:

 cm 1.6240=  5گره  𝑥جابجای در راستای  -

 cm 3.9318=  5گره  𝑦جابجای در راستای  -

یز کند و از دقت کافی ننتایج خروجی برنامه نشان می دهد که برنامه ی نوشته شده به درستی کار می 

 برخوردار می باشد.

 

 فایل ورودی برنامه :

Next line is problem title      << 2D Spring System ANALYSIS >> 
EXAMPLE 4-99 
NN NE 
 5  4 
ND NL 
 8  2 
Node#  X   Y 
 1     0   0 
 2     10   0 
 3     0   10 
 4     10  10 
 5     5   5 
Elem#  N1  N2   C 
 1      1   5   2 
 2      2   5   5 
 3      3   5   8 
 4      4   5   7 
DOF#  Displacement 
 1     0 
 2     0 
 3     0 
 4     0 
 5     0 
 6     0 
 7     0 
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 نتایج خروجی برنامه:

   ========  First Time Run  ========   

 Output data for Input data from file d:\spring499.inp 

 EXAMPLE 4-99                                                                      

 Node#    X-Displ       Y-Displ 

    1     5.0507E-05     5.0507E-05 

    2    -5.2448E-05     5.2448E-05 

    3    -8.3915E-05     8.3915E-05 

    4     1.7677E-04     1.7677E-04 

    5     1.6240E+00     3.9318E+00 

 Node#    New-X-Pos       New-Y-Pos 

    1     5.0507E-05     5.0507E-05 

    2     9.9999E+00     5.2448E-05 

    3    -8.3915E-05     1.0000E+01 

    4     1.0000E+01     1.0000E+01 

    5     6.6240E+00     8.9318E+00 

 DOF#    Load 

    1     0.0000E+00 

    2     0.0000E+00 

    3     0.0000E+00 

    4     0.0000E+00 

    5     0.0000E+00 

    6     0.0000E+00 

    7     0.0000E+00 

    8     0.0000E+00 

    9     1.0000E+01 

   10     4.0000E+0



 

   

 

 

 ششم فصل

نمونه سئلهحل م 



ل مسئله ی نمونهفصل ششم                                                                                                           ح  
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 مقدمه 6-1

در این قسمت مسائل نمونه ای جهت بررسی صحت و میزان کارایی روش ارائه شده در این پایان نامه  

برای حل تطبیقی ارائه  می گردد. بدین منظور ابتدا تیر طره تیموشنكو با روش آیزوژئومتریک تحلیل 

حل  ، اقدام بهریاین تحلیل  و توزیع خطاها بر فضای پارمتشده و سپس با استفاده از نتایج حاصل از 

و و درنهایت ترکیب این د تری و جابجایی نقاط کنترلیتطبیقی به روش جایجایی نقاط فضای پارام

 روش، گردیده است.

 تیر طره تیمو شنكو 6-2

در این قسمت نتایج حاصل از تحلیل یک تیر طره با روش آیزوژئومتریک و در نهایت انجام حل تطبیقی 

می گردد. تیر طره به صورت الاستیک خطی ایزوتروپیک و در شرایط تنش  با استفاده از فنرها ارائه

  ( پارامترهای مورد نیاز در این مسئله را نشان می دهد.1-6فرض می گردد. شكل )مستوی 

   
 شرایط هندسی و مرزی تیر طره 1-6شكل 

 مشخصات هندسی خواص مصالح

𝑬                مدول الاستیسیته  = 𝟐𝟏𝟎𝑮𝑷𝑨                             طول تیر𝐿 = 1000𝑚𝑚 

𝝂                            ضریب پواسون = 𝟎. ℎابعاد مقطع              𝟑 = 100𝑚𝑚, 𝑏 = 1𝑚𝑚 

𝒀                  تنش تسلیم       = 𝟎. 𝟐𝟒𝑮𝑷𝑨               تعداد کل نقاط کنترلی𝑛𝑡𝑐𝑡𝑝 = 90 

𝑷نیروی متمرکز اعمالی                 = 𝟑𝟎𝑲𝑵 تعداد زیردامنه ها(patch          )𝑛𝑝𝑎𝑡𝑐ℎ = 1 

 

 

 ]92[:ش های دقیق این  تیر توسط تیموشنكو  به صورت زیر ارائه شده استنت

𝜎𝑥 = −
𝑃(𝐿−𝑥)

𝐼
      ,𝜎𝑦=0   ,𝜏 =

𝑃

2𝐼
(𝑐2 − 𝑦2)     
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نقطه ی کنترلی و  31( به روش آیزوژئومتریک از 1-6همانند شكل )برای مدل سازی و تحیل این تیر 

با  (9برای تحلیل از توابع پایه ای درجه ی دو)مرتبه ی  همچنین یک زیردامنه استفاده شده است.

 :]99[به شكل زیر استفاده شده است رهای گره ایبردا

𝑢 = {0, 0, 0, 0.625, 0.125, 0.185, 0.25, 0.3125, 0.375, 0.4375, 0.5, 

         0.5625, 0.625, 0.6875, 0.75, 0.8125, 0.875, 0.9375, 1, 1, 1} 

𝜈 = {0, 0, 0, 0.35, 0.65, 1, 1, 1} 

انتهای تیر اعمال به صورت خطی به  Pمی باشد ونیروی   (1-6شرایط مرزی تكیه گاهی مانند شكل )

 در نظر گرفته شده است. 3شده است. در این مثال نقاط گوس مورد نیاز برای تحلیل برابر 

نرم خطای دقیق، نرم خطای تقریبی و همچنین شاخص تاثیر برای هر یک از المان   (1-6در جدول )

ها وکل دامنه ارائه شده است. شاخص تاثیر نسبت نرم خطای دقیق به نرم خطای تقریبی می باشد که 

بیانگر همگرایی حل به سمت حل واقعی می باشد. نمودار تغییرات نرم خطای انرژی دقیق و نرم خطای 

( نحوه ی 4-6و ) (9-6( نشان داده شده است. همچنین در شكل های )2-6قریبی در شكل )انرژی ت

 توزیع نرم خطای تقریبی و نرم خطای دقیق در طوی تیر نشان داده شده است.

 تیر طره ینرم خطای دقیق، نرم خطای تقریبی وشاخص تاثیر در المان ها 1-6جدول 

 شاخص تاثیر نرم خطای تقریبی در هر المان ننرم خطای دقیق در هر الما شماره ی المان
1 0.4882 0.2617 0.5360 

2 0.4296 0.1934 0.4502 

3 0.4882 0.2617 0.5360 

4 0.1909 0.2271 1.1893 

5 0.1551 0.1701 1.0968 

6 0.1909 0.2271 1.1893 

7 0.0517 0.1070 2.0701 

8 0.0278 0.0782 2.8130 

9 0.0517 0.1070 2.0701 

10 0.0208 0.0592 2.8438 

11 0.0174 0.0444 2.5547 

12 0.0208 0.0592 2.8438 

13 0.0215 0.0201 0.9346 

14 0.0113 0.0145 1.2825 

15 0.0215 0.0201 0.9346 

16 0.0214 0.0164 0.7657 
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17 0.0111 0.0131 1.1792 

18 0.0214 0.0164 0.7656 

19 0.0214 0.0079 0.3682 

20 0.0115 0.0073 0.6351 

21 0.0214 0.0079 0.3682 

22 0.0214 0.0102 0.4750 

23 0.0113 0.0100 0.8808 

24 0.0214 0.0102 0.4750 

25 0.0214 0.0086 0.4013 

26 0.0114 0.0086 0.7575 

27 0.0214 0.0086 0.4014 

28 0.0214 0.0093 0.4329 

29 0.0114 0.0095 0.8289 

30 0.0214 0.0093 0.4328 

31 0.0213 0.0090 0.4210 

32 0.0113 0.0087 0.7701 

33 0.0213 0.0090 0.4211 

34 0.0216 0.0090 0.4163 

35 0.0115 0.0097 0.8397 

36 0.0216 0.0090 0.4167 

37 0.0210 0.0093 0.4440 

38 0.0110 0.0082 0.7437 

39 0.0210 0.0093 0.4440 

40 0.0223 0.0090 0.4019 

41 0.0122 0.0102 0.8422 

42 0.0223 0.0090 0.4020 

43 0.0205 0.0106 0.5188 

44 0.0125 0.0100 0.8063 

45 0.0205 0.0106 0.5186 

46 0.0298 0.0097 0.3234 

47 0.0242 0.0049 0.2044 

48 0.0299 0.0097 0.3234 

 0.7707 2.1689 2.8142 مجموع
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 نمودار تغییرات نرم خطای دقیق و نرم خطای تقریبی در تیر طره 2-6شكل 

 

 

 الف( نحوه ی توزیع نرم خطای دقیق در تیر طره

 

 ب( نحوه ی توزیع نرم خطای تقریبی در تیر طره

 نحوه ی توزیع  نرم خطای دقیق و تقریبی در تیر طره 9-6شكل 
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طرهالف( نحوه ی توزیع سه بعدی نرم خطای دقیق در  تیر 

 

 ب( نحوه ی توزیع سه بعدی نرم خطای تقریبی در تیر طره

 نحوه ی توزیع سه بعدی نرم خطای دقیق و تقریبی در تیر طره 4-6شكل 



ل مسئله ی نمونهفصل ششم                                                                                                           ح  

 

112 

 

بدست آمده از حل دقیق، حل آیزوژئومتریک و حل بهبود یافته ارائه  𝜎𝑦 ( تنش1-6همچنین در شكل )

 شده اند.

 

 الف( تنش دقیق در تیر طره

 

 حاصل از تحلیل آیزوژئومتریک در تیر طرهب( تنش 

 

 ج( تنش حاصل از حل بهبود یافته در تیر طره

 در تیر طره 𝜎𝑦تنش  1-6شكل 

 

حال با استفاده از اطلاعات  تا اینجا اطلاعت مربوط به تحلیل اولیه به روش آیزوژئومتریک ارائه شد.

ر شده در فصل چهارم را انجام داد. برای بدست آمده می توان حل تطبیقی با  استفاده از روش های ذک

ی نربز مان هااین کار ابتدا خطاهای محاسبه شده را بر روی المان های فضای پارامتری  متناظر با ال

مسئله منتقل می نماییم و سپس برای حل تطبیقی در فضای پارامتری آن ها را بر روی گره های فضای 

روی  پارامتری را بر مان های  فضایاز نقاط کنترلی، خطاهای الپارامتری و برای حل تطبیقی با استفاده 

 اشند.نتایج حاصل به شرح زیر میب نقاط کنترلی توزیع و در نهایت اقدام به انجام تحلیل مجدد می نماییم.
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روش )حل تطبیقی در فضای پارامتری با استفاده از جابجا کردن گره های فضای پارامتری 6-2-2

 اول(

نقاط  Voronoiس از توزیع خطاها بر روی گره های فضای پارامتری، با استفاده از دیاگرام در این روش پ

همسایه را تشخیص داده و سپس با قرار دادن فنر بین این نقاط و در نظر گرفتن مجموع خطاهای دو 

با  سسپ گره همسایه به عنوان سختی فنرهای بین آنها، گره های فضای پارامتری را جابجا می نماییم.

بردارهای گره ای جدید حاصل در این حالت  استفاده از نتایج حاصل دوباره مسئله را تحلیل می نماییم.

 به صورت زیر می باشند:

𝑢 = {0, 0, 0, 0.00345, 0.00775, 0.0148, 0.02915, 0.05955, 0.11665, 0.1963, 0.28595, 

         0.3754, 0.46605, 0.55635, 0.6468, 0.7367, 0.823, 0.9079, 1, 1, 1} 

𝜐 = {0 ,0 ,0 ,0.3288471 ,0.6713 ,1 ,1 ,1} 

( خطای حل در نزدیک 1-6نكته ای که در اولین نگاه مشهود می باشد، این است که با توجه به جدول )

 این خطا کاهشانتهای آزاد تیر حرکت به سمت  که باتكیه گاه دارای بیشترین مقدار خود می باشد 

می یابد، روش حل تطبیقی ارائه شده نقاط گره ای را برای کاهش این خطا به سمت تكیه گاه جابجا 

 د.نمای می

 پس از تحلیل مسئله با بردارهای گره ای جدید، نتایج حاصل به شرح زیر می باشند:

 

  شدنپس از جابجا  تیر طره یر المان هانرم خطای دقیق، نرم خطای تقریبی وشاخص تاثیر د 2-6جدول 

 گره های فضای پارامتری

 شاخص تاثیر نرم خطای تقریبی در هر المان نرم خطای دقیق در هر المان شماره ی المان

1 0.5084 0.3156 0.6207 

2 0.4686 0.2521 0.5380 

3 0.5084 0.3156 0.6207 

4 0.1886 0.2383 1.2638 

5 0.1664 0.1926 1.1576 

6 0.1885 0.2383 1.2638 

7 0.1953 0.1693 0.8671 

8 0.1765 0.1408 0.7977 
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9 0.1953 0.1693 0.8671 

10 0.2387 0.2433 1.0192 

11 0.1958 0.2011 1.0272 

12 0.2387 0.2433 1.0192 

13 0.2074 0.1942 0.9362 

14 0.1763 0.1619 0.9182 

15 0.2074 0.1942 0.9362 

16 0.1443 0.1429 0.9900 

17 0.1213 0.1194 0.9848 

18 0.1443 0.1429 0.9900 

19 0.0740 0.0679 0.9166 

20 0.0601 0.0574 0.9546 

21 0.0740 0.0679 0.9166 

22 0.0312 0.0254 0.8130 

23 0.0227 0.0223 0.9806 

24 0.0312 0.0254 0.8131 

25 0.0221 0.0099 0.4482 

26 0.0132 0.0100 0.7594 

27 0.0221 0.0099 0.4481 

28 0.0222 0.0101 0.4520 

29 0.0112 0.0108 0.9679 

30 0.0222 0.0101 0.4522 

31 0.0218 0.0095 0.4379 

32 0.0118 0.0098 0.8337 

33 0.0218 0.0095 0.4379 

34 0.0220 0.0092 0.4153 

35 0.0109 0.0105 0.9634 

36 0.0220 0.0092 0.4155 

37 0.0210 0.0084 0.3993 

38 0.0106 0.0082 0.7749 

39 0.0210 0.0084 0.3996 

40 0.0222 0.0075 0.3389 

41 0.0121 0.0102 0.8404 

42 0.0222 0.0075 0.3390 

43 0.0207 0.0119 0.5724 

44 0.0121 0.0105 0.8708 

45 0.0207 0.0119 0.5724 

46 0.0312 0.0111 0.3569 

47 0.0236 0.0050 0.2126 

48 0.0312 0.0111 0.3570 

 0.8284 4.1716 5.0358 مجموع
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 نمودار تغییرات نرم خطای دقیق و نرم خطای تقریبی در تیر طره پس جابجا شدن گره های فضای پارامتری 6-6شكل 

 

 یکآیزوژئومتر حل مشخص می شود کهبا مقایسه ی مقدار شاخص تاثیر در این حالت با تحلیل اولیه، 

به سمت حل دقیق جابجا شده است. همچنین با مقایسه ی شاخص های تاثیر المان ها با حل اولیه، 

مشخص می شود که توزیع نرم خطا در المان ها به صورت هموارتر و یكنواخت تری صورت گرفته است 

ئه شد، با استفاده از این فرآیند شبكه ی ارا 1-2-4که با توجه به تعریفی که از حل تطبیقی در بخش 

 المان های مسئله به سمت شبكه ی المان بهینه با توزیع یكنواخت نرم خطا حرکت نموده است.

 در ادامه شكل های مربوط به توزیع خطا و تنش در طول تیر طره ارائه می گردد.
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 گره های فضای پارامتریالف( نحوی توزیع نرم خطای دقیق در تیر طره پس از جابجا شدن 

 

 نحوی توزیع نرم خطای تقریبی در تیر طره پس از جابجا شدن گره های فضای پارامتری( ب

 نحوه ی توزیع  نرم خطای دقیق و تقریبی در تیر طره پس از جابجا شدن گره های فضای پارامتری 7-6شكل 

 

 
 ازجابجا شدن گره های فضای پارامتریالف( نحوه ی توزیع سه بعدی نرم خطای دقیق در  تیر طره پس 
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 ب( نحوه ی توزیع سه بعدی نرم خطای تقریبی درتیرطره پس از جابجا شدن گره ها در فضای پارامتری

 نحوه ی توزیع سه بعدی نرم خطای دقیق و تقریبی پس از جابجا شدن گره ها در فضای پارامتری 8-6شكل 

 

 

 پس از جابجا شدن گره های فضای پارامتری الف( تنش دقیق در تیر طره

 

 پس از جابجا شدن گره های فضای پارامتری تنش حاصل از تحلیل آیزوژئومتریک در تیر طرهب( 
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 پس از جابجا شدن گره های فضای پارامتری در تیر طره حل بهبود یافتهتنش حاصل از ج( 

 در فضای پارامتریدر تیر طره پس از جابجا شدن گره ها  𝜎𝑦تنش  3-6شكل 

 

مشاهده می شود که با استفاده از این روش تغییر چندانی در میزان تنش های محاسبه شده ایجاد نمی 

گردد و حتی در یک سری از نقاط تنش به مقدار بسیار اندکی کاهش می یابد. بناربراین تاثیر این روش 

 روش تحلیل آیزوژئومتریک می باشد.بیشتر در بدست آوردن شبكه ی بهینه برای انتگرال گیری در 

 

حل تطبیقی در فضای پارامتری با استفاده از جابجا کردن گره های فضای پارامتری)روش  6-2-9

 دوم(

همانطور که در فصل چهارم توضیح داده شد، به روش دیگری می توان گره ها را جابجا نمود، بدین 

پارامتری، آنها را روی بردارهای گره ای تصویر نماییم. ترتیب که پس از توزیع خطاها روی نقاط فضای 

را به عنوان خطای گره موجود  نقاطی که در یک راستا هستند خطای برای این کار می توان میانگین

در بردار گرهی که با آنها هم راستا می باشد، در نظر گرفت و درنهایت با قرار دادن فنر بین نقاط گره 

مختصات جدید گره ها را بدست آورد. پس از اعمال این روش، بردارهای گره ای  ای در دو بردار گره ای

 به صورت زیر می باشند:

𝑢 = {0, 0, 0, 0.00347, 0.00774, 0.0148, 0.0291, 0.0594, 0.1165, 0.196, 0.286, 

         0.376, 0.4663, 0.557, 0.647, 0.737, 0.8236, 0.9086, 1, 1, 1}  

𝜐 = {0, 0, 0, 0.3288471, 0.6713, 1, 1, 1} 

که با توجه به یكسان بودن نتیجه ی حاصل از روش اول و جهت اجتناب از طولانی شدن بیهوده ی 
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 مطلب از ارائه ی سایر نتایج این روش خودداری می گردد.

 

 حل تطبیقی با استفاده از جابجا کردن نقاط کنترلی 6-2-4

اسبه ی خطاها بر روی نقاط کنترلی )با استفاده از دراین حالت برای انجام حل تطبیقی، پس از مح

( بین آنها فنر قرار داده و سپس آنها را جابجا می نماییم. در این حالت بردارهای گره 6-4مطالب بخش 

ای، همان بردارهای گره ای در حل اولیه می باشند. جهت مقایسه، در جدول زیر مختصات اولیه و جدید 

 د.نقاط کنترلی ارائه شده ان

 مختصات اولیه و جدید نقاط کنترلی 9-6جدول 

 شماره ی نقطه ی مختصات اولیه نقطه کنترلی مختصات جدید نقطه ی کنترلی

 Y X Y X کنترلی 

0 0 0 0 1 

0 24.41 0 25 2 

0 50 0 50 3 

0 75.59 0 75 4 

0 100 0 100 5 

3.23 0 60 0 6 

3.52 24.42 60 25 7 

3.42 50 60 50 8 

3.52 75.58 60 75 9 

3.23 100 60 100 10 

6.92 0 120 0 11 

7.54 24.41 120 25 12 

7.32 50 120 50 13 

7.54 75.59 120 75 14 

6.92 100 120 100 15 

11.88 0 180 0 16 

12.95 24.42 180 25 17 

12.58 50 180 50 18 

12.95 75.58 180 75 19 

11.88 100 180 100 20 

20.35 0 240 0 21 

22.2 24.4 240 25 22 

21.54 50 240 50 23 

22.2 75.6 240 75 24 

20.34 100 240 100 25 
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37.74 0 300 0 26 

41.19 24.44 300 25 27 

39.97 50 300 50 28 

41.19 75.56 300 75 29 

37.74 100 300 100 30 

72.76 0 360 0 31 

78.95 24.52 360 25 32 

76.78 50 360 50 33 

78.95 75.48 360 75 34 

72.75 100 360 100 35 

134.95 0 420 0 36 

143.64 24.74 420 25 37 

140.64 50 420 50 38 

143.64 75.26 420 75 39 

134.92 100 420 100 40 

215.12 0 480 0 41 

223.03 24.94 480 25 42 

220.37 50 480 50 43 

223.03 75.06 480 75 44 

215.07 100 480 100 45 

304.65 0 540 0 46 

308.77 25 540 25 47 

307.46 50 540 50 48 

308.77 75 540 75 49 

304.59 100 540 100 50 

393.86 0 600 0 51 

393.64 24.99 600 25 52 

393.87 50 600 50 53 

393.64 75.01 600 75 54 

393.77 100 600 100 55 

484.38 0 660 0 56 

479.3 25.05 660 25 57 

481.22 50 660 50 58 

479.3 74.96 660 75 59 

484.28 100 660 100 60 

574.24 0 720 0 61 

564.8 24.95 720 25 62 

568.26 50 720 50 63 

564.8 75.05 720 75 64 

574.12 100 720 100 65 

664.1 0 780 0 66 

650.14 25.06 780 25 67 

665.19 50 780 50 68 

650.14 74.94 780 75 69 

663.96 100 780 100 70 
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751.4 0 840 0 71 

732.91 24.96 840 25 72 

739.55 50 840 50 73 

732.91 75.04 840 75 74 

751.24 100 840 100 75 

835.7 0 900 0 76 

816.42 24.69 900 25 77 

823.41 50 900 50 78 

816.42 75.31 900 75 79 

835.53 100 900 100 80 

917.82 0 960 0 81 

903.44 24.39 960 25 82 

908.75 50 960 50 83 

903.44 75.61 960 75 84 

917.63 100 960 100 85 

1000 0 1000 0 86 

1000 23.77 1000 25 87 

1000 50 1000 50 88 

1000 76.24 1000 75 89 

1000 100 1000 100 90 

  

جابجا کردن گره های فضای پارامتری، مشاهده می شود که نقاط کنترلی به در این حالت نیز مانند 

نتایج تحلیل به در جداول و شكل  سمت تكیه گاه که دارای خطای بیشتری می باشد، جابجا می شوند.

 های زیر ارائه شده اند.

 پس از جابجا شدن نقاط کنترلی  تیر طره ی، نرم خطای تقریبی وشاخص تاثیر در المان هادقیقنرم خطای  4-6جدول 

 شاخص تاثیر نرم خطای تقریبی در هر المان نرم خطای دقیق در هر المان شماره ی المان

1 0.0469 0.0042 0.0892 

2 0.1055 0.0018 0.0169 

3 0.0469 0.0042 0.0891 

4 0.0134 0.0057 0.4281 

5 0.0369 0.0023 0.0632 

6 0.0134 0.0057 0.4275 

7 0.0111 0.0116 1.0401 

8 0.0172 0.0087 0.5040 

9 0.0111 0.0116 1.0410 

10 0.0336 0.0298 0.8853 

11 0.0296 0.0240 0.8091 

12 0.0336 0.0298 0.8852 

13 0.0916 0.0922 1.0060 



ل مسئله ی نمونهفصل ششم                                                                                                           ح  

 

112 

 

14 0.0792 0.0739 0.9327 

15 0.0916 0.0921 1.0058 

16 0.1612 0.1419 0.8807 

17 0.1351 0.1108 0.8199 

18 0.1613 0.1419 0.8799 

19 0.1783 0.1110 0.6222 

20 0.1329 0.0869 0.6541 

21 0.1788 0.1111 0.6216 

22 0.1504 0.0402 0.2673 

23 0.1039 0.0293 0.2824 

24 0.1511 0.0404 0.2673 

25 0.0595 0.0247 0.4156 

26 0.0649 0.0155 0.2385 

27 0.0602 0.0246 0.4091 

28 0.0424 0.0253 0.5971 

29 0.0289 0.0226 0.7827 

30 0.0416 0.0250 0.5996 

31 0.1046 0.0213 0.2035 

32 0.0585 0.0249 0.4245 

33 0.1035 0.0205 0.1979 

34 0.1489 0.0285 0.1912 

35 0.1338 0.0319 0.2384 

36 0.1479 0.0282 0.1908 

37 0.2044 0.0303 0.1481 

38 0.1095 0.0392 0.3578 

39 0.2035 0.0303 0.1489 

40 0.1577 0.0264 0.1672 

41 0.1190 0.0267 0.2242 

42 0.1570 0.0262 0.1668 

43 0.1215 0.0191 0.1573 

44 0.0488 0.0207 0.4234 

45 0.1210 0.0188 0.1554 

46 0.0588 0.0139 0.2360 

47 0.0352 0.0124 0.3535 

48 0.0586 0.0137 0.2337 

 0.4045 1.7816 4.4045 مجموع
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 جابجا شدن نقاط کنترلیاز نمودار تغییرات نرم خطای دقیق و نرم خطای تقریبی در تیر طره پس  11-6شكل 

مشخص می شودکه شاخص تاثیر  2-6و  11-6 های و همچنین شكل 1-6و  4-6ول ابا مقایسه ی جد

در اغلب المان ها و کل دامنه کاهش یافته است و این بدین معنی می باشد که بردارهای گره ای اولیه 

شبكه ی ایجاد شده و در واقع  هبرای حالت جدید مسئله با مختصات جدید نقاط گره ای، مناسب نبود

خود نیز بدین معنی می باشد که هنوز در این مسئله با برای انتگرال گیری مناسب نمی باشد و این 

مشخص است که در  11-6همچنین در شكل  می توان به جواب های دقیق تری رسید. همین شرایط

ابتدا و انتهای تیر اختلاف قابل ملاحظه ای بین نرم خطای دقیق و نرم خطای تقریبی بوجود آمده است 

در ادامه شكل های مربوط به نحوه  ن بردارهای گره ای می باشد.که این امر نیز به دلیل نامناسب بود

 در طول تیر ارائه می گردد. Yی توزیع نرم های خطا و تنش جهت 

 

 الف( نحوی توزیع نرم خطای دقیق در تیر طره پس از جابجا شدن نقاط کنترلی
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 کنترلیب( نحوی توزیع نرم خطای تقریبی در تیر طره پس از جابجا شدن نقاط 

 نحوه ی توزیع نرم خطای دقیق و تقریبی در تیر طره پس از جابجا شدن نقاط کنترلی 11-6شكل 

 

 

 نقاط کنترلیالف( نحوه ی توزیع سه بعدی نرم خطای دقیق در  تیر طره پس ازجابجا شدن 
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 نقاط کنترلیدر  تیر طره پس ازجابجا شدن  تقریبی( نحوه ی توزیع سه بعدی نرم خطای ب

 نحوه ی توزیع سه بعدی نرم خطای دقیق و تقریبی در تیر طره پس از جابجا شدن نقاط کنترلی 12-6شكل 

 

 

 پس از جابجا شدن نقاط کنترلی الف( تنش دقیق در تیر طره

 

 پس از جابجا شدن نقاط کنترلی در تیر طره حاصل از تحلیل آیزوژئومتریک( تنش ب
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 پس از جابجا شدن نقاط کنترلی در تیر طره حاصل از حل بهبود یافته( تنش ج

 نقاط کنترلیدر تیر طره پس از جابجا شدن  𝜎𝑦تنش  19-6شكل 

در نتایج حاصل جابجا کردن نقاط کنترلی نكات بسیار با اهمیتی وجود دارد. اولین نكته ای که می توان 

وجود بردارهای گره ای  به آن اشاره نمود، میل نمودن تنش ها به سمت تنش دقیق می باشد)حتی با

را  19-6نامناسب، باز هم تنش ها به میزان قابل ملاحظه ای بهبود یافته اند(. از طرف دیگر اگر شكل 

به طور کلی  3-6و  1-6مقایسه کنیم، متوجه می شویم که درشكل های  3-6و  1-6با شكل های 

باشد  میبه حل دقیق نزدک تر  تهبهبود یاف از مقدار تنش حاصل از تحلیل آیزوژئومتریکمقدار تنش 

که با توجه به این که فلسفه ی تعریف تنش بهبود یافته، محاسبه ی تنش هایی نزدیكتر به تنش های 

( چنین 19-6می باشند. در صورتی که در این حالت )شكل  خطای زیادیواقعی است، نتایج فوق دارای 

 دیكتر می باشند.مشكلی وجود ندارد تنش های بهود یافته به حل دقیق نز

 

ارائه گردید، به نظر می رسد که استفاده از هر  4-2-6 الی 2-2-6با توجه به مطالبی که در بخش های 

در یک مسئله بهترین حالت را نتیجه دهد. بنابراین  4-2-6و  2-2-6دو روش ذکر شده در بخش های 

نتایج دو حالت ممكن برای به بررسی  6-2-6و  1-2-6برای تحقیق چنین نظریه ای  در بخش های 

ابتدا نقاط گره ای جابجا می شوند و سپس با محاسبه ی   1-2-6این کار پراداخته می شود. در بخش 

ابتدا نقاط کنترلی و  6-2-6مجدد خطاهای نقاط کنترلی اقدام به جابجای آنها می گردد. اما در بخش 

 سپس نقاط گره ای جابجا می شوند.
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 سپس نقاط کنترلی جابجا کردن نقاط گره ای وحل تطبیقی با  6-2-1

در این حالت پس از حل مسئله ی  اولیه و محاسبه خطاها، ابتدا نقاط گره ای در فضای پارامتری جابجا 

می باشند. حال مسئله را با  2-2-6می شوند که نتیجه این حالت همان نتایج ارائه شده در بخش 

نموده و خطا ها را در نقاط کنترلی محاسبه می نماییم و در بردارهای گره ی جدید بدست آمده تحلیل 

نهایت با استفاده از این خطاها نقاط کنترلی را جابجا می نماییم. بردارهای گره ای که در بخش             

 بدست آمدند به شكل زیر می باشند: 6-2-2

𝑢 = {0, 0, 0, 0.00345, 0.00775, 0.0148, 0.02915, 0.05955, 0.11665, 0.1963, 0.28595, 

         0.3754, 0.46605, 0.55635, 0.6468, 0.7367, 0.823, 0.9079, 1, 1, 1} 

𝜐 = {0 ,0 ,0 ,0.3288471 ,0.6713 ,1 ,1 ,1} 

را یک بار دیگر با بردارهای گره  پس از محاسبه ی مختصات جدید نقاط کنترلی در این حالت، مسئله

 ای فوق و نقاط کنترلی جدید تحلیل می نماییم که نتایج آن به صورت زیر می باشد.

 مختصات اولیه و جدید نقاط کنترلی در مسئله با بردارهای گره ای بهینه 1-6جدول 

شماره ی نقطه ی  مختصات اولیه نقطه کنترلی مختصات جدید نقطه ی کنترلی

 Y X Y X کنترلی

0 0 0 0 1 

0 24.55 0 25 2 

0 50 0 50 3 

0 75.45 0 75 4 

0 100 0 100 5 

3.76 0 60 0 6 

4.03 24.56 60 25 7 

3.94 50 60 50 8 

4.03 75.44 60 75 9 

3.76 100 60 100 10 

8.06 0 120 0 11 

8.63 24.58 120 25 12 

8.44 50 120 50 13 

8.63 75.42 120 75 14 

8.06 100 120 100 15 

12.93 0 180 0 16 

13.81 24.6 180 25 17 

13.52 50 180 50 18 

13.81 75.4 180 75 19 
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12.93 100 180 100 20 

18.24 0 240 0 21 

19.43 24.63 240 25 22 

19.05 50 240 50 23 

19.43 75.38 240 75 24 

18.24 100 240 100 25 

23.88 0 300 0 26 

25.37 24.63 300 25 27 

24.89 50 300 50 28 

25.37 75.37 300 75 29 

23.88 100 300 100 30 

30.66 0 360 0 31 

32.52 24.64 360 25 32 

31.92 50 360 50 33 

32.52 75.36 360 75 34 

30.66 100 360 100 35 

41.09 0 420 0 36 

43.47 24.66 420 25 37 

42.71 50 420 50 38 

43.47 75.35 420 75 39 

41.09 100 420 100 40 

60.79 0 480 0 41 

64.02 24.72 480 25 42 

63.01 50 480 50 43 

64.02 75.29 480 75 44 

60.79 100 480 100 45 

105.78 0 540 0 46 

109.9 24.89 540 25 47 

108.67 50 540 50 48 

109.9 75.11 540 75 49 

105.78 100 540 100 50 

195.05 0 600 0 51 

196.79 25.08 600 25 52 

196.53 50 600 50 53 

196.79 74.92 600 75 54 

195.05 100 600 100 55 

309.74 0 660 0 56 

304.38 25.16 660 25 57 

306.66 50 660 50 58 

304.38 74.84 660 75 59 

309.74 100 660 100 60 

429.35 0 720 0 61 

416.16 25.11 720 25 62 

421.23 50 720 50 63 

416.16 74.89 720 75 64 
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429.35 100 720 100 65 

557.44 0 780 0 66 

533.96 25.3 780 25 67 

542.59 50 780 50 68 

533.96 74.7 780 75 69 

557.44 100 780 100 70 

683.83 0 840 0 71 

650.59 25.08 840 25 72 

662.62 50 840 50 73 

650.59 74.92 840 75 74 

683.83 100 840 100 75 

798.52 0 900 0 76 

764.95 25.65 900 25 77 

777.32 50 900 50 78 

764.95 75.35 900 75 79 

798.52 100 900 100 80 

901.38 0 960 0 81 

878.26 24.24 960 25 82 

887.05 50 960 50 83 

878.26 75.76 960 75 84 

901.38 100 960 100 85 

1000 0 1000 0 86 

1000 23.55 1000 25 87 

1000 50 1000 50 88 

1000 76.39 1000 75 89 

1000 100 1000 100 90 

 

مقایسه کنیم، متوجه می شویم که در این حالت نقاط  9-6( را با جدول 1-6اگر جدول فوق )جدول 

مسئله )مانند تكیه گاه( جابجا شده است  کنترلی به میزان بیشتری به سمت محل های دارای خطا در

که علت این اتفاق برداره های گره ای بهینه می باشد. در واقع تاثیر اصلی جابجایی گره های فضای 

 پارامتری در چنین حالتی مشخص می شود. در ادامه نتایج تحلیل در این حالت ارائه می گردد.
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پس از جابجا شدن گره های  تیر طره یوشاخص تاثیر در المان ها، نرم خطای تقریبی دقیقنرم خطای  6-6جدول 

 فضای پارامتری و نقاط کنترلی

 شاخص تاثیر نرم خطای تقریبی در هر المان نرم خطای دقیق در هر المان شماره ی المان

1 0.0510 0.0069 0.1356 

2 0.1071 0.0024 0.0221 

3 0.0510 0.0069 0.1356 

4 0.0096 0.0052 0.5387 

5 0.0341 0.0023 0.0671 

6 0.0096 0.0052 0.5388 

7 0.0079 0.0058 0.7382 

8 0.0100 0.0039 0.3872 

9 0.0079 0.0058 0.7383 

10 0.0085 0.0086 1.0134 

11 0.0078 0.0054 0.6867 

12 0.0085 0.0086 1.0134 

13 0.0083 0.0071 0.8531 

14 0.0122 0.0058 0.4728 

15 0.0083 0.0071 0.8523 

16 0.0105 0.0060 0.5738 

17 0.0186 0.0057 0.3076 

18 0.0105 0.0060 0.5742 

19 0.0326 0.0240 0.7371 

20 0.0360 0.0207 0.5754 

21 0.0326 0.0240 0.7370 

22 0.1360 0.1445 1.0628 

23 0.1084 0.1197 1.1049 

24 0.1360 0.1445 1.0629 

25 0.2448 0.2362 0.9651 

26 0.2070 0.1924 0.9294 

27 0.2448 0.2362 0.9651 

28 0.1741 0.1983 1.1387 

29 0.1461 0.1573 1.0769 

30 0.1741 0.1982 1.1387 

31 0.1828 0.0447 0.2445 

32 0.0708 0.0380 0.5368 

33 0.1829 0.0446 0.2440 

34 0.3031 0.0391 0.1289 

35 0.2366 0.0638 0.2699 

36 0.3029 0.0389 0.1285 

37 0.3921 0.0621 0.1583 

38 0.2603 0.0744 0.2859 

39 0.3926 0.0620 0.1579 

40 0.3609 0.0623 0.1726 
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41 0.2140 0.0748 0.3496 

42 0.3592 0.0621 0.1728 

43 0.2705 0.0431 0.1595 

44 0.0843 0.0490 0.5821 

45 0.2672 0.0427 0.1597 

46 0.1053 0.0349 0.3313 

47 0.0534 0.0222 0.4156 

48 0.1042 0.0334 0.3200 

 0.4346 2.6929 6.1967 مجموع

 

 
نمودار تغییرات نرم خطای دقیق و نرم خطای تقریبی در تیر طره پس از جابجا شدن گره های فضای  14-6شكل 

 پارامتری و نقاط کنترلی

 

مشاهده می شود که با جابجایی نقاط کنترلی میزان شاخص تاثیر نسبت به مسئله ی در این حالت نیز 

اولیه کاهش یافته است، اما با توجه به این ابتدا گره های فضای پارامتری جابجا و بهینه شدها اند، 

( 4-6، جدول 1-6شاخص تاثیر در این حالت از حالتی که فقط نقاط کنترلی را جابجا نمودیم )بخش 

 تر می باشد و این نیز دلیل دیگری بر تاثیر جابجا کردن نقاط گره ای می باشد.بیش
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 الف( نحوی توزیع نرم خطای دقیق در تیر طره پس از جابجا شدن گره های فضای پارامتری و نقاط کنترلی

 

 کنترلیب( نحوی توزیع نرم خطای تقریبی در تیر طره پس از جابجا شدن گره های فضای پارامتری و نقاط 

نحوه ی توزیع نرم خطای دقیق و تقریبی در تیر طره پس از جابجا شدن گره های فضای پارامتری و نقاط  11-6شكل 

 کنترلی

 

 

نقاط  گره های فضای پارامتری و الف( نحوه ی توزیع سه بعدی نرم خطای دقیق در  تیر طره پس ازجابجا شدن

 کنترلی
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نقاط  گره های فضای پارامتری و در  تیر طره پس ازجابجا شدن تقریبی( نحوه ی توزیع سه بعدی نرم خطای ب

 کنترلی

نحوه ی توزیع سه بعدی نرم خطای دقیق و تقریبی در تیر طره پس از جابجا شدن گره های فضای  16-6شكل 

 پارامتری و نقاط کنترلی

 

 

 اط کنترلیپس از جابجا شدن گره های فضای پارامتری و نق الف( تنش دقیق در تیر طره

 

 پس از جابجا شدن گره های فضای پارامتری و نقاط کنترلی در تیر طره از تحلیل آیزوژئومتریک حاصل( تنش ب
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 پس از جابجا شدن گره های فضای پارامتری و نقاط کنترلی در تیر طرهاز حل بهبود یافته  حاصل( تنش ج

 در تیر طره پس از جابجا شدن گره های فضای پارامتری و نقاط کنترلی 𝜎𝑦تنش  17-6شكل 

 

نكته ای که از نمودارهای بالا مشاهده می شود، این است که همانطور که قبلا ذکر شد، بدلیل استفاده 

از بردارهای گره ای مناسب، نتایج تحلیل به سمت بیشتر جابجا شده است و حتی در مورد حل بهبود 

 بق تنش های ناشی از آن بر تنش های دقیق درتكیه گاه را می توان مشاهده نمود.یافته، تطا

بنابراین این حالت، یعنی جابجا کردن گره های فضای پارامتری و سپس نقاط کنترلی، از حالت های 

قبلی، یعنی جابجایی گره های فضای پارامتری به تنهایی و همچنین جابجایی نقاط کنترلی، بسیار 

 ی باشد.موثرتر م

 

 حل تطبیقی با جابجا کردن نقاط کنترلی و سپس گره های فضای پارامتری 6-2-6

در این حالت ابتدا نقاط کنترلی با استفاده از خطاهای محاسبه شده از تحلیل اولیه جابجا می شوند که 

له یه، مسئارائه شده است. سپس با این نقاط کنترلی و همان بردار گره ای اول 4-2-6نتایج آن در بخش 

مجددا تحلیل می شود و در نهایت با استفاده از خطاهای بدست آمده در این حالت گره های فضای 

 پارامتری جابجا می شوند. بردارهای گره ای جدید به صورت زیر می باشند:

𝑢 = {0, 0, 0, 0.28185, 0.4625, 0.54145, 0.56945, 0.58225, 0.5917, 0.60305,0.6245, 

         0.66515, 0.7114, 0.75575, 0.7944, 0.8306, 0.8721, 0.92725, 1, 1, 1} 

𝜐 = {0 ,0 ,0 ,0.32798 ,0.6720471 ,1 ,1 ,1} 

که پس از تحلیل با این بردارهای گره ای و نقاط کنترلی جدیدی که در ابتدا بدست آمدند، نتایج به 
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 شرح زیر می باشند.

 

پس از جابجا شدن نقاط کنترلی  تیر طره یتقریبی وشاخص تاثیر در المان ها، نرم خطای دقیقنرم خطای  7-6جدول 

 و گره های فضای پارامتری

 شاخص تاثیر نرم خطای تقریبی در هر المان نرم خطای دقیق در هر المان شماره ی المان

1 0.0529 0.0030 0.0563 

2 0.1077 0.0022 0.0202 

3 0.0529 0.0030 0.0564 

4 0.0169 0.0114 0.6721 

5 0.0344 0.0051 0.1481 

6 0.0169 0.0114 0.6717 

7 0.0270 0.0344 1.2711 

8 0.0307 0.0239 0.7779 

9 0.0270 0.0344 1.2718 

10 0.0811 0.0703 0.8665 

11 0.0664 0.0599 0.9024 

12 0.0811 0.0703 0.8663 

13 0.1444 0.1472 1.0197 

14 0.1207 0.1266 1.0490 

15 0.1444 0.1472 1.0196 

16 0.2097 0.1650 0.7868 

17 0.1323 0.1420 1.0733 

18 0.2097 0.1649 0.7865 

19 0.2052 0.2226 1.0846 

20 0.2092 0.1859 0.8889 

21 0.2055 0.2225 1.0828 

22 0.3027 0.2846 0.9402 

23 0.2244 0.2374 1.0579 

24 0.3027 0.2846 0.9404 

25 0.2419 0.2292 0.9475 

26 0.1949 0.1874 0.9617 

27 0.2422 0.2291 0.9456 

28 0.0959 0.0879 0.9169 

29 0.0617 0.0701 1.1374 

30 0.0951 0.0878 0.9225 

31 0.1110 0.0288 0.2594 

32 0.0566 0.0433 0.7643 

33 0.1099 0.0284 0.2588 

34 0.1517 0.0236 0.1556 

35 0.1369 0.0457 0.3338 
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36 0.1506 0.0232 0.1540 

37 0.2050 0.0438 0.2139 

38 0.0988 0.0473 0.4785 

39 0.2041 0.0436 0.2136 

40 0.1637 0.0536 0.3271 

41 0.1081 0.0502 0.4643 

42 0.1630 0.0537 0.3291 

43 0.1301 0.0424 0.3259 

44 0.0478 0.0327 0.6845 

45 0.1296 0.0424 0.3270 

46 0.0630 0.0256 0.4059 

47 0.0393 0.0201 0.5108 

48 0.0628 0.0254 0.4046 

 0.6960 4.2248 6.0699 مجموع

 

 
نمودار تغییرات نرم خطای دقیق و نرم خطای تقریبی در تیر طره پس از جابجا شدن نقاط کنترلی و گره  18-6شكل 

 های فضای پارامتری
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ملاحظه می شود، برخلاف روش های قبلی که در آن ها شاخص تاثیر به صورت قابل همانطور که 

ملاحظه ای کاهش می یافت، دراین حالت شاخص تاثیر تفاوت چندانی نداشته است )کاهش اندک 

از طرف دیگر می توان یكنواخت شدن  مشاهده شده نسبت نتایج حاصل قابل چشم پوشی می باشد(.

 راسر دامنه مشاهده نمود.توزیع نرم خطا را در س

 

 الف( نحوی توزیع نرم خطای دقیق در تیر طره پس از جابجا شدن نقاط کنترلی و گره های فضای پارامتری 

 

 ب( نحوی توزیع نرم خطای تقریبی در تیر طره پس از جابجا شدن نقاط کنترلی و گره های فضای پارامتری 

تقریبی در تیر طره پس از جابجا شدن نقاط کنترلی و گره های فضای نحوه ی توزیع نرم خطای دقیق و  13-6شكل 

 پارامتری
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 نقاط کنترلی وگره های فضای پارامتری الف( نحوه ی توزیع سه بعدی نرم خطای دقیق در  تیر طره پس ازجابجا شدن

 

 گره های فضای پارامترینقاط کنترلی و در تیر طره پس ازجابجا شدن تقریبی( نحوه ی توزیع سه بعدی نرم خطای ب

نحوه ی توزیع سه بعدی نرم خطای دقیق و تقریبی در تیر طره پس از جابجا شدن نقاط کنترلی و گره  21-6شكل 

 های فضای پارامتری
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 پس از جابجا شدن نقاط کنترلی و گره های فضای پارامتری الف( تنش دقیق در تیر طره

 

 پس از جابجا شدن نقاط کنترلی و گره های فضای پارامتری در تیر طره حاصل از تحلیل آیزوژئومتریک( تنش ب

 

 پس از جابجا شدن نقاط کنترلی و گره های فضای پارامتری در تیر طره حاصل از حل بهبود یافته( تنش ج

 در تیر طره پس از جابجا شدن نقاط کنترلی و گره های فضای پارامتری 𝜎𝑦تنش  21-6شكل 

 

ه در این حالت، علاوه براینكه شاخص تاثیر در حد اولیه باقی می ماند، نتایج حاصل ملاحظه می شود ک

  از تحلیل نیز به سمت نتایج دقیق جابجا می شوند.

 

بنابراین، با توجه مطالب ارئه شده دراین قسمت، می توان گفت، که بهترین حالت این است که ابتدا 

جایی گره های فضای پارامتری نماییم تا علاوه میل به نقاط کنترلی را جابجا کرده سپس اقدم به جاب

 سمت جواب های دقیق، شاخص تاثیر و به عبارتی دیگر کارایی روش حل در حد قابل قبولی باقی بماند.

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 هقتم فصل

 نتیجه گیری وپیشنهادات
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 مقدمه 7-1

حلیل ت در فصل های قبلی این پایان نامه تلاش شد تا با ارائه ی مباحث تئوری و پایه ای مربوط به روش

با توجه به مطالب ارائه شده، مشخص  آیزوژئومتریک نحوه ایجاد خطا را دراین روش مشخص نماییم.

 گردید که یكی از عومل مهم در ایجاد خطا، انتگرال گیری عددی بر روی المان های نربز می باشد.

می گردد، مطرح شد و سپس مبانی روشی که در آن از فنر برای جابجا کردن نقاط یک دامنه استفاده 

بیان گردید که در این روش با محاسبه ی خطاها در یک سری از نقاط مشخص دامنه، می توان بین 

این نقاط فنری با سختی معادل با مجموع خطاهای دو گره ای که فنر بین آنها قرار میگرید، قرار داد 

د، که در نهایت محل جدید نقاط سپس این سیستم را به حال خود رها می کنیم تا به حالت تعادل برس

در نهایت توضیح داده شده که چگونه می توان از این روش در تحلیل نقاط بدست خواهند آمد. 

طبق مطالب ارائه شده، از این روش می توان در دو  آیزوژئومتریک برای حل تطبیقی استفاده نمود.

استفاده از این روش در فضای پارامتری حالت مختلف در تحلیل آیزوژئومتریک استفاده نمود. حالت اول 

بردارهای گره ای می باشد. اما حالت دیگر استفاده از روش فوق برای و در نتیجه جابجا کردن گره های 

 جابجا کردن نقاط کنترلی می باشد. که تئوری مربوط به این حالات به طور کامل مطرح شده است.

در انتها، با حل یک مسئله نمونه، کارایی و صحت تئورهای مطرح شده مورد بررسی قرار گرفت. نتایج   

حاصل نشان دهنده ی کارایی بسیار مطلوب این روش در حل تطبیقی و میل به سمت جواب های دقیق 

 می باشد.

 نتایج 7-2

مراجع و منابع محدودی در مورد با توجه به اینكه روش تحلیل آیزوژئومتریک، روشی نوپا می باشد و 

آن در دست می باشد، بنابراین نتایج حاصل از این پایان نامه برای انجام حل تطبیقی می تواند راه 

 آینده در این زمینه باشد. گشایی برای گسترش استفاده از این روش و همچنین کارهای
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 ت زیر مطرح نمود:نتایج حاصل از این پایان نامه را، به طور کلی می توان به صور

استفاده از سیستم فنرها برای جابجایی نقاط در آیزوژئومتریک نتایج بسیار مطلوبی را بدست  (1

 می دهد که استفاده از این روش برای حل تطبیقی را مورد تایید قرار می دهد.

با توجه به رابطه ای که بین فضای پارامتری و فضای هندسه، در روابط مربوط به سطوح نربز  (2

جود دارد، می توان خطای محاسبه شده در فضای هندسه را به فضای پارامتری و به المان ها و

ی آن منتقل نمود. همچنین، با استفاده از روابط سطوح نربز می توان این خطاها را به نقاط 

 کنترلی نیز اختصاص داد.

دارد، اما بر وجی روی نتایج خربر  بسیار کمیجابجا کردن گره های بردارهای گره ای، تاثیر  (9

جابجایی گره ها نحوه ی خطاهای محاسبه شده بشدت تاثیرگذار می باشد، به طوری که با 

توزیع خطا و همچنین میزان خطا در کل دامنه تغییر خواهد نمود. نتیجه ی این کار حصول 

یک شبكه ی المان بهینه در فضای هندسه می باشد. همچنین استفاده از این روش به طرز 

 ل ملاحظه ای شاخص تاثیر را افزایش می دهد.قاب

جابجا کردن نقاط کنترلی بشدت در نتایج خروجی موثر می باشد و می تواند آن ها را به سمت  (4

نتایج دقیق میل دهد. اما از طرف دیگر، مشكلی که بوجود می آورد کاهش شدید شاخص تاثیر 

 ایج دقیق گردد.می باشد که این امر می توان باعث دور شدن نتایج از نت

ر در یک مسئله تاثی )جابجا کردن گره ها و نقاط کنترلی( نوع حل تطبیقی دو این از استفاده (1

 . البته ترتیب  اعمال آنها در نتیجه ی خروجی موثر می باشد.این روش را بیشتر می کند

ا جابجا ربا توجه به نتایج بدست آمده، انجام حل تطبیقی به این صورت که ابتدا نقاط کنترلی  (6

نسبت به حالتی که ابتدا گره ها راجابجا نماییم و سپس نقاط کنترلی  نماییم و سپس گرها را،

مهم استفاده از این روش نتیجه ی مطلوب تری بدست می دهد. یكی از نتایج  را جابجا نماییم،

 یشاخص تاثیر در حدود شاخص تاثیر اولیه ای که در حل اولیه ی مسئله بدست م حفظ مقدار



هاداتفصل هفتم                                                                                              نتیجه گیری و ارائه پیشن  

 

199 

 

 . به عبارت دیگر با این روش، کارایی مسئله کاهش نمی یابد.، می باشدآید

 

 ارائه ی پیشنهادات 7-9

با وجود اینكه نتایج حاصل، رضایت بخش می باشند، اما چون ایده ای ارائه شده در این پایان نامه ایده 

روش تحلیل آیزوژئومتریک، موضوعی  ای جدید می باشد و از طرف دیگر، همانطور که قبلا مطرح گردید

نوین است، بنابراین هنوز هم می توان در این راستای انجام حل تطبیقی  و بهبود نتایج حاصل تلاش 

 نمود. در این راستا جهت پیشبرد این موضوع در آینده پیشنهادهایی به شرح زیرارائه می گردد.

ی باشد. بنابراین نوع برآورد خطا در مسلما پایه ی اصلی برای حل تطبیقی، برآورد خطاها م (1

نتیجه ی حاصل موثر می باشد. در این پایان نامه پس از محاسبه ی خطاها، آنها بدون هیچ 

تغییری به فضای پارامتری منتقل گردیدند. اما به نظر می رسد که با توجه به فرمول سطوح 

بطه ی بین آنها به صورت کاملا می توان در مورد این ارتباط مطالعه ی بیشتری نمود تا رانربز 

 مشخص تبیین گردد.

در این پایان نامه برای توزیع خطاها از روی المان ها بر روی نقاط گره ای از روش میانگین  (2

موثر می باشد، در صورتی که می توان در این  لیگیری استفاده شده است، که روشی ساده و

 زمینه از روش های دقیق تری استفاده نمود.

برای محاسبه ی خطاهای نقاط کنترلی، میانگین خطای المان هایی از فضای  پایان نامهدر این  (9

پارامتری که توسط یک نقطه ی کنترلی تاحت تاثیر قرار می گیرند، برای آن نقطه ی کنترلی 

بر روی  مذبور نقطه ی کنترلی طبق ویژگی های سطوح نربز، تاثیردر نظر گرفته شده است. اما 

ها یكسان نمی باشد. بنابراین برای افزایش دقت باید رابطه ی بین آنها مشخص  ین المانتمام ا

 ات آینده باشد.قگردد که این امر می تواند موضوعی برای تحقی

در این پایان نامه از سیستم فنرها برای جابجایی نقاط استفاده گردید که می توان از روش های  (4
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 مود.دیگر برای جابجایی نقاط استفاده ن

 بررسی و امكان سنجی استفاده از این روش در تحلیل غیرخطی آیزوژئومتریک. (1
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