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ࣛ нقدѓم
ࣛ و ѥماѓم، б܇܊ࣛ را اЯږتادҊی زўدҊی، ड़࣬ े چ˾وࣤ ॐ آϋوͰت ժن ࣛ عاϮסاࣤ य़ ѝدرم
ࣳاѓم و΅ودش و Пود رдج ՏЈه ࣳاЯش و΅ودم य़ ˢʑق و Ζداکاری ҍی ईان ेیای ماेم،

اϲࠤدПودђم و ͬږتڡ͇م Чناه زўدЋ͇م، اӗϑوره و΅ودشان य़ ώܧ܊، ՏЈه
ժن تڠՍه گاه و Пودўد زοماяم ϲِ̻مل Ԋˌбͥل Һول े Ј̙واره य़ و΄واࣰاђم ࣳاे ࣛ нقدѓم

҆ی باГࠢد. ժن دل˷ۭ҆ی ماࣥ و΅ودشان و ، کلات ϊش با ϋواՓΉه े

ز



Вپاس ऌاری...
و ўداЦࠢد او рَ̔ت सی Ϧ݉܊دن Ϧمارўدگان، و ѡماЦࠢد او Қ͙ودن े Ұϓ͜وران، य़ را مدای Вپاس
ӻʫωوم، طاࣰان او، ॣک خاўدان و د ّࠨ Ωψ ࣳ ेود و سلام و ؀͙واЦࠢد. ऌاردن را او ΃ق ϷوГࠢدگان،
رВتاܔ܃ز... روز ॐ اЯشان دϦڝنان ࣳ ׿͞وՉВه պ۰˫рن و اϔت؛ و΅ودشان واॡار و΅ودمان य़ آ॑ن Єم
ࣿبار Ͱेت ساࣥ े ॐ ساՉИه Юۚۖ́م Ζداکار ماेی و ѝدر ईم، روی از य़ شاईم ѷОی را مدای
داЮش و ع̎م ϶˘ب راه े و΅ودشان ساࣥ از و ܎܃رم ࣳگ و شاخ آјھا رՇЯه از و Ъیاساѓم و΅ودشان
Пودђم. ࣳ اϔت دϪی҉ی ϊ॑شان و लم ࣳ اϔت اΟ̻خاری ॐج ПودЮشان य़ واϰدґХی ѥماѓم. تلاش
شاЯږՉه ؛ ͽلّ” و ّ࣭ ॗَّ ا Яش˶ۭ Ϯم اϮ̕خ̋و׋ؑن ժن اҬϮ͕̦م Яش˶ۭ Ϯم ժن ” باب از و وԿ͗؄ه ͫ˘ب ࣳ
ժن، ҎГेی و Ϸوॐ҇ی ࣳ Ј̙واره य़ ࣴرЕوارم... ωع̎م دو اպن ࣭ࣽم... ماे و ازѝدر य़ اϔت
ˠͮم ҍی یاوری و یار زўدҊی स ड़࣬ی Ѣمام े و ДذՉГه اўد ́ ѓसم ʘف̆ ϼنار از Ѧईماࣤ و ϶ڗࠤده ʗ˱و ق̎م
آبادی ՜ͫن د܍ۿر՜ͫن آग़ی Йناب ࣤ ام؛ झزا و اВتادЇझ̀ڥՉه واز Пوده اўد؛ ժن ࣳای داϝت
زὁت و Ц̙͆ودўد сेغ ժن ࣳ ड़࣬ اպن े Ϲم҃ی ा از झوґЩی، و خ̋ق ՜ͫن با صدر، Ծϒه ोل े य़
औدպࣶن، اպن य़ باϟد باϤم، داՉГه را Θدرداҗی و Ыش˶ۭ ोل ऋׄۑࠢد، ʩھده ࣳ را رساࣗ اպن راЇ͆ماҘی

Еوџد. Вپاس را آ॑ن زοمات از ѻˆНی

پور سرگلزایی سپیده 
١٣٩٨ تیر
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نامه تعهد
مهندسͬ و ΁فیزی ΁فیزی رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی پور سرگلزایی سپیده  اینجانب
غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های بررسͬ عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه هسته ای

ͬ شوم: م متعهد حسن آبادی حسن راهنمایی تحت ، تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
پور سرگلزایی سپیده 
١٣٩٨ تیر

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده
΁فیزی مختلف زمینه های در بسیاری پژوهش های موضوع کوانتومͬ جبر گذشته، درچهاردهه
ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را تغییرش΄ل یافته فرمالیسم رساله، این در است. بوده وریاضیات
متناظرخود اولیه نظریه ی از ͬ تر کل حالت همواره تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم ͬ دانیم م همانطور که
فرمالیسم دهیم میل معینͬ مقدار سمت به را پارامترتغییر ش΄ل یافته اگر که گونه ای به است،
خاصͬ حالت نیوتنͬ، ΁م΄انی ͬ کنیم. م اشاره نظریه ها این از نمونه چند به ͬ آید. م بدست اولیه
صفر سمت به پارامتر این گاه هر و است β = V

C آن تغییرش΄ل پارامتر که است نسبیتͬ ΁م΄انی از
نیز کوانتومͬ ΁م΄انی همچنین ͬ شود، م تبدیل نیوتنͬ ΁م΄انی به نسبیتͬ ΁م΄انی کند میل
ͬ باشد م ( ١

ℏ

) کوانتومͬ ΁م΄انی در تغییرش΄ل پارامتر است. ΁کلاسی ΁م΄انی تغییرش΄ل یافته
کلاسی΄ͬ ΁م΄انی به کوانتومͬ ΁م΄انی کند میل بی نهایت سمت به پارامتر این ͬ که هنگام و
وارد با همواره تغییرش΄ل یافته نظریه های که ͬ شود م استنباط گونه این حال ͬ شود. م تبدیل
اولیه نظریه های بنیادی، روابط از ی΄ͬ در دیمانسیون بدون تغییرش΄ل یافته پارامتر ΁ی کردن
تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم ابتدا ͬ باشد: م زیر شرح به پیشنهاد این کلͬ طرح ͬ آیند. م بدست
ͬ کنیم، م اشاره ویل و هایزنبرگ تغییرش΄ل یافته جبر به بعدی مرحله در و است شده معرفͬ
مزدوج و مختلط اعداد ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را تغییرش΄ل یافته مثلثاتͬ توابع همچنین
و م΄ان عمل·رهای و ͬ دهیم م قرار مطالعه مورد تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در را مختلط اعداد
معرفͬ معمولͬ کوانتومͬ فضای در تکانه و م΄ان عمل·رهای حسب بر فرمالیسم این در را تکانه
کوانتومͬ تغییرش΄ل یافته ΁هارمونی نوسانگر نظریه های جبر، این از استفاده با سپس ͬ کنیم، م
΁هارمونی نوسانگر و آزاد ذره مساله بعدی بخش در ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را کلاسی΄ͬ و
ذره ای مشابه فضا این در آزاد ذره رفتار است. گرفته قرار بررسͬ مورد تغییرش΄ل یافته فضای در
قسمت هر در ͬ کند. م حرکت مغناطیسͬ میدان ΁ی در معمولͬ فضای در که است e بار با
نوسانگر حرکت معادله و ͬ کنیم م معرفͬ را کلاسی΄ͬ و کوانتومͬ تغییرش΄ل یافته  ͬ هامیلتون
ͬ آوریم م بدست را آن ها اغلب انرژی طیف و کرده محاسبه را ͬ ها هامیلتون این اکثر به مربوط
نتایج تغییرش΄ل یافته)با (پارامتر حدی حالت در را نتایج شده اشاره مراحل این از مرحله هر ودر
فرمالیسم در را آماری ΁م΄انی بعدی بخش در ͬ کنیم. م مقایسه خود متناظر اولیه نظریه های
را آن که ͬ شود م تغییراتͬ دستخوش معمول بولتزمن عامل و ͬ کنیم م بررسͬ تغییرش΄ل یافته
معمول بولتزمن عامل به ب·یرد قرار بررسͬ مورد حدی حالت در اگر حال ͬ نامند. م متمایز آمار
مطالعه مورد را غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های توصیف، این از استفاده با ͬ گردد م باز خود
براساس را متمایز آمار ͬ توان م همچنین ͬ دهیم. م ارائه ادامه در را نتایج و ͬ دهیم م قرار
بررسͬ به سپس داد. قرار مطالعه مورد دمایی معکوس نوسانات جای به دمایی نوسانات
همچنین، ͬ پردازیم. م دیراک معادله برای تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در پراکندگͬ حالت های
مدل و نیلسون مدل از: عبارتند که ͬ پردازیم م هسته ای مدل های بررسͬ به مختصر طور به
نتایج ͬ کنیم. م بررسͬ تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در را مدل دو این سپس بوزونͬ. اندرکنش

ک



ل
تبدیل معمولͬ فرمالیسم در نتایج به تغییرش΄ل پارامتر حذف با فرمالیسم این در آمده به دست

است. شده ذکر رو پیش کارهای از چشم اندازی انتها در ͬ شوند. م

وکلاسی΄ͬ، کوانتومͬ تغییرش΄ل یافته ΁هارمونی نوسانگر تغییرش΄ل یافته، فرمالیسم کلیدی: کلمات
پراکندگͬ حالات نسبیتͬ، غیر و نسبیتͬ سیستم های متمایز، آمار
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١ فصل
تغییر ش΄ل یافته جبر بر مقدمه ای

١



مقدمه ١. ١
خود به گذشته سال های طول در ریاضͬ و ΁فیزی زمینه در را زیادی توجه کوانتومͬ جبر
که است کوانتومͬ جبر ΁ی تغییرش΄ل یافته فرمالیسم ͬ دانیم م همانطورکه است. کرده جلب
و ͬ شود م تبدیل معمولͬ جبر به کنیم بررسͬ حدی حالت در را تغییرش΄ل یافته پارامتر اگر
خود متناظر اولیه فرمالیسم از ͬ تر کل حالت تغییرش΄ل یافته فرمالیسم که کرد بیان ͬ توان م
معرفͬ ٢ کون و ١ ΁اری توسط سال١٩٧۶ باردر نخستین تغییرش΄ل یافته فرمالیسم است.
کون و ΁اری . [٢] گرفت قرار بررسͬ مورد ۴ بیدنهارن و ٣ م΄فارلین توسط بعدها و . [١] شد
تغییر ش΄ل یافته وکاهنده افزاینده عمل·رهای براساس را تغییر ش΄ل یافته ΁هارمونی نوسانگر
این تحت را ΁هارمونی نوسانگر مقادیرانرژی ویژه و طیف سپس و دادند، قرار مطالعه مورد
قسمت های در که آوردند به دست را انرژی مقدار ویژه پایین ترین با حالتͬ و کردند محاسبه فرض
مفهوم از بهتر درک منظور به و راستا این در ͬ پردازیم. م آن مطالعه به مفصل طور به بعد
نمونه چند به مثال طور به که ،[٣–٨] گرفت صورت زیادی کارهای تغییرش΄ل یافته فرمالیسم
ͬ کنیم. م اشاره ویل ‐ هایزنبرگ تغییرش΄ل یافته جبر به ابتدا رساله این در ͬ کنیم. م اشاره آن
معرفͬ را کلاسی΄ͬ و کوانتومͬ تغییرش΄ل یافته ΁هارمونی نوسانگر جبر، این از استفاده با سپس
در وکاهنده افزاینده عمل·رهای براساس را تغییرش΄ل یافته ͬ های هامیلتون هرقسمت در کرده
نامشخص ذرات تعداد برحسب را کوانتومͬ حالت های که است هیلبرتͬ (فضای ۵ فوک فضای
،[٩] ͬ کنیم م بررسͬ رابطه این در را خاص حالت دو و ͬ دهیم م نمایش ͬ کند) م توصیف
نظر در تغییر ش΄ل یافته ٧ مورس پتانسیل حضور در را ۶ پی کͬ دی نوسانگر همین طور و
تابع، ویژه از ΁کم با و ͬ آوریم م دست به را آن تابع ویژه و انرژی مقادیر ویژه سپس ͬ گیریم، م
موجود نتایج با را حاصل نتایج انتها در و ͬ کنیم م محاسبه را کاهنده و افزاینده عمل·رهای
تغییرش΄ل یافته فیزی΄ͬ سیستم همچنین ، [١٠] ͬ کنیم  م مقایسه معمولͬ مورس پتانسیل از
ترمودینامی΄ͬ آماری خواص سپس ، [١٢،١١] کرده بیان مختصر طور به را کوانتومͬ و کلاسی΄ͬ
فرمالیسم در را آماری ΁م΄انی ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد [١٣] تغییر ش΄ل   یافته فرمالیسم در را
تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در آمار این که ͬ کنیم م مشاهده که ͬ کنیم م بررسͬ تغییرش΄ل یافته
تغییر ش΄ل یافته، آماری ΁م΄انی که کرد استنباط این گونه ͬ توان م که ͬ شود م تغییراتͬ دستخوش
سیستم های توصیف این از استفاده با است. خود متناظر معمولͬ آماری ΁م΄انی تعمیم یافته
علاوه، به ͬ دهیم. م ارائه ادامه در را نتایج و ͬ دهیم م قرار مطالعه مورد را غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ

1Arik
2Coon
3Macfarlane
4Biedenharn
5 ّFock space
6Duffin–Kemmer–Petiau oscillator
7Morse potential



٣ هایزنبرگ جبرتغییرش΄ل یافته معرفͬ
ͬ پردازیم. م فرمالیسم این از استفاده با آماری ΁م΄انی در آشنا و مهم مسائل برخͬ مطالعه به
مورد دمایی معکوس نوسانات جای به دمایی نوسانات براساس را متمایز آمار ͬ توان م همچنین
نسبیتͬ فرمیون پراکندگͬ بررسͬ به سپس یافت. دست جالبی اطلاعات به و داد قرار مطالعه
ذره ای ترموینامی΄ͬ خواص بررسͬ به بعدی بخش در ͬ پردازیم. م تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در
به هسته ای مدل های مختصر طور به درنهایت ͬ پردازیم. م ͬ کند م پیروی ٨ وی·نر جبر از که
مورد تغییرش΄ل یافته فرمالیسم حضور در را بوزونͬ اندرکنش مدل و نیلسون مدل مثال طور
کاربرد ΁فیزی شاخه چندین در تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم نهایت، در ͬ دهیم. م قرار مطالعه
΁فیزی در جستجو همچنان ولͬ شد، اشاره کاربردها این از نمونه چند به اگرچه .[١۵] دارد

ͬ شود. م پی گرفته هسته ای و ذرات

هایزنبرگ جبرتغییرش΄ل یافته معرفͬ ١. ٢
پارامتر ΁ی کردن وارد فیزی΄ͬ، سیستم های و نظریه ها تغییرش΄ل روش های مهمترین از ی΄ͬ
نوسانگر مسأله اینجا در ͬ دهیم. م نشان هایزنبرگ معمولͬ جبر در q با که تغییرش΄ل یافته

ͬ دهیم. قرارم بررسͬ مورد را تغییرش΄ل یافته ΁هارمونی
داریم را زیر رابطه معمولͬ جبر در ͬ دانیم م همانطورکه

a a† − a† a = ١
: [١–١٨۶] ͬ شود م تعریف زیر صورت به ٩ هایزنبرگ تغییرش΄ل یافته جبر کلͬ حالت سپس

a a† − q a† a = q−N (١. ١)

پایه ها ی با ١٠ هیلبرت فضای ΁ی در N عمل·ر و تغییرش΄ل یافته پارامتر q آن در که
افزاینده عمل·رهای ترتیب به a , a† و ͬ کند م ایفا را تعداد عمل·ر نقش (n = ٠, ١,٢, ...) |n⟩

. [٢١ ،١٩] ͬ کنند م عمل زیر صورت به و ͬ باشند م ١٢ کاهنده و ١١

N |n⟩ = n |n⟩ , (١. ٢)
a |n⟩ =

(√
n
)
q
|n− ١⟩ ,

a† |n⟩ =
(√

n+ ١)
q
|n+ ١⟩ ,

a |٠⟩ = ٠
8The Wigner algebra
9Heisenberg
10Hilbert
11Creation
12Annihilation



تغییر ش΄ل یافته جبر بر مقدمه ای ۴
این ریاضͬ استقراء روش و (١. ٢) روابط از استفاده با و |n⟩ کت روی (١. ١) رابطه دادن اثر با

ͬ  آوریم. م دست به را ͬ شوند، م معرفͬ بعد مراحل در که [n]q ضرایب
داریم: n = ٠ حالت برای ابتدا

a a† |٠⟩ − q a† a |٠⟩ = q−N |٠⟩ (١. ٣)

ͬ شود م نتیجه آن از که

a (
√١)q |١⟩ − q × ٠ |٠⟩ = q٠ |٠⟩ (۴ .١)

[١]q − q × ٠ = q٠

[١]q = ١

داریم: |n⟩ کت برای سپس

a a† |n⟩ − q a† a |n⟩ = q−N |n⟩ (۵ .١)
[n+ ١]q |n⟩ − q [n]q |n⟩ = q−n |n⟩

[n+ ١]q = q−n + q [n]q

ͬ کنیم م مشاهده n = ١ برای مثال طور به
[٢]

q
= q−١ + q × ١ (۶ .١)
=

q٢ − q−٢
q − q−١

ͬ آوریم م دست به [n]q برای فوق نتایج به توجه با

[n]q =
qn − q−n

q − q−١ (١. ٧)

صورت به روابط که ͬ شود م ملاحظه دهیم میل ΁ی سمت به را q تغییرش΄ل یافته پارامتر اگر
بستگͬ مساله اولیه حالت به حدی حالت این نتیجه در که ͬ شوند. م تبدیل خود معمولͬ
نمایش ١. ١ جدول در را تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در تعداد پارامتر مختلف صورت های دارد.
روابط سپس . [٢۶–٢٢] ͬ دهیم م نمایش q با را تغییرش΄ل یافته پارامتر اینجا در که ͬ دهیم م
متناظر روابط به باید کند میل ΁ی سمت به تغییرش΄ل یافته پارامتر ͬ که هنگام (١. ٧) تا (١. ٢)

شوند. تبدیل معمولͬ کوانتومͬ ΁م΄انی



۵ هایزنبرگ جبرتغییرش΄ل یافته معرفͬ

تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در تعداد پارامتر رابطه متفاوت فرم های :١. ١ جدول
تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در تعداد پارامتر رابطه تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در تعداد پارامتر با مرتبط ͽمرج

qx−q−x

q−q−١ [٢] تغییرش΄ل یافته ΁هارمونی نوسانگر
qx−١
q−١ [٢٢ ،١] کان) و ΁اری) تغییرش΄ل یافته نوسانگر

qx−p−x

q−p−١ [٢۵–٢٣] پارامتری دو تغییرش΄ل یافته نوسانگر
x١+µx

[٢۶] µ تغییرش΄ل یافته نوسانگر

.[٢٨–٣١] ͬ گیریم م نظر در حالت دو در را (١. ٧) رابطه
به شود گرفته نظر در q = eτ تغییرش΄ل یافته پارامتر ͬ که هنگام (١. ٧) رابطه اول: حالت

ͬ کند م تغییر زیر صورت
[n]q =

en τ − e−n τ

eτ − e−τ
=

Sinh (τn)

Sinh (τ)
(١. ٨)

هم باز که ͬ شود م ملاحظه q = ei τ یعنͬ موهومͬ باشد پارامتر این ͬ که هنگام دوم: حالت
ͬ کند م تغییر زیر صورت به (١. ٧) رابطه نتیجه در است حقیقͬ τ

[n]q =
ei n τ − e−i n τ

ei τ − e−i τ
=

Sin (τn)

Sin (τ)
(١. ٩)

(١. ٧) رابطه این (τ → ٠) یا ( تغییرش΄ل پارامتر → ١ ) حد ͬ کنید م مشاهده حالت دو هر در که
ͬ شوند. م تبدیل معمولͬ تعداد به تغییرش΄ل یافته تعداد پارامتر رابطه دی·ر، عبارت به یا

lim
q→١ [n]q = n (١. ١٠)

داریم نیاز زیر رابطه به محاسبه، این برای ͬ کنیم، م محاسبه q → ١ حد در را [n]q حال

lim
q→١ qn = lim

q→١

(
١ + n Ln (q) +

[nLn (q)]٢
٢ !

+ ...

)
(١. ١١)

≃ ١ + n Ln (q)

ͬ کنیم. م صرفنظر کوچ΄ͬ دلیل به (١. ١١) رابطه در بالاتر مرتبه جملات از
lim
q→١ [n]q = lim

q→١
qn − q−n

q − q−١ (١. ١٢)
=

١ + nLn (q)− ١ + nLn (q)

١ + Ln (q)− ١ + Ln (q)

= n

تبدیل معمولͬ ΁م΄انی در متناظرشان روابط صورت به q → ١ حد در (١. ٢) روابط نتیجه در
خواهند زیر صورت به a , a† کاهنده و افزاینده عمل·ر و N جابه جایی روابط حال ͬ شوند. م



تغییر ش΄ل یافته جبر بر مقدمه ای ۶
.[٣٢–٣٨] ]بود

a† , N
]

= − a† (١. ١٣)
[a , N ] = a

به که نوشت N برحسب را a† a , a a† عمل·رهای ، (١. ٢) رابطه از استفاده با ͬ توان م همچنین
ͬ دهیم م اثر |n⟩ کت روی زیر صورت

a a† |n⟩ = a [n+ ١] ١٢
q |n+ ١⟩ (١۴ .١)

= [n+ ١]q |n⟩ .
a a† = [N + ١]q

ͬ دهد م را زیر نتیجه که داده اثر |n⟩ کت روی را a† a عمل·ر دی·ر بار روش همین از استفاده با
a†a = [N ]q (١۵ .١)

بیان زیر صورت به |٠⟩ پایه کت برحسب ͬ توان م (١. ٢) رابطه از استفاده با را |n⟩ کت همچنین،
کرد

|n⟩ =
(
a†
)n(√
n !
) |٠⟩ (١۶ .١)

ͬ شود م تبدیل زیر رابطه به (١۶ .١) رابطه این تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در که
|n⟩ =

(
a†
)n(√

[n] !
)
q

|٠⟩ (١. ١٧)

تغییرش΄ل یافته، فرمالیسم این از مختصری معرفͬ با حال ͬ باشد. م [n]! = [n] [n− ١] ........ [١] که
قرار بررسͬ مورد را آن حدی حالت و ͬ پردازیم م فرمالیسم این در مثلثاتͬ توابع بررسͬ به

ͬ دهیم. م

تغییرش΄ل یافته مثلثاتͬ توابع ١. ٣
این در کردیم معرفͬ را تغییرش΄ل یافته ضرایب و عمل·رها پیشین، قسمت در همانطورکه
تابع به ͬ توان م مثلثاتͬ توابع از ͬ کنیم. م معرفͬ را تغییرش΄ل یافته مثلثاتͬ توابع قسمت

[٣٩] ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به که کرد اشاره تغییرش΄ل یافته ١٣ نمایی
eiqx = Cq(x) + iq Sq(x), (١. ١٨)
ei

∗
qx = Cq(x) + i∗q Sq(x)

13Exponential function



٧ تغییرش΄ل یافته مثلثاتͬ توابع
در ١۴ موهومͬ واحد ͬ دانیم م همانطورکه است. Cosq(x) , Sinq(x) متناظر Cq(x) , Sq(x) که
تغییرش΄ل یافته نمایی تابع آوردن به دست برای ͬ باشد. م i =

√
−١ صورت به معمولͬ شرایط

انجام مرحله سه در عملیات این ͬ کنیم م عمل زیر صورت به نمایی معمولͬ تابع به رسیدن و
.[۴٣–۴٠] ͬ شود م

برای ͬ شود م ظاهر تغییرش΄ل یافته موهومͬ واحد (١. ١٨) رابطه در چون اول: مرحله
ͬ کنیم. م استفاده زیر رابطه از موهومͬ واحد این تعیین

i٢q = −f(q) + ٢ iqg (q), iq ̸= i (١. ١٩)
هستند. حقیقͬ f(q) , g(q) مقداری توابع که

f (١) = ١ (١. ٢٠)
g(١) = ٠

ͬ آید م به دست زیر صورت به تغییرش΄ل یافته موهومͬ واحد ، (١. ١٩) رابطه از
iq = g + i

√
f − g٢, (١. ٢١)

i∗q = g − i

√
f − g٢

را آمده به دست نتایج مرحله، این انتهای در هستند. (١. ١٩) رابطه راه حل های iq , i∗q هردو که
پارامتر که زمانͬ تغییرش΄ل  یافته موهومͬ واحد این ببینیم ͬ خواهیم م یعنͬ ͬ کنیم. م امتحان
[٣٩]؟ خیر یا ͬ شود م تبدیل معمولͬ موهومͬ واحد به کند میل ΁ی سمت به تغییرش΄ل یافته

iq = g + i

√
f − g٢ = ٠ + i

√١ − ٠ = i

دارد. مطابقت معمولͬ نتایج با نتایج این ͬ شود م مشاهده همانطورکه
به که کنیم تعریف کلͬ صورت به را تغییرش΄ل  یافته موهومͬ واحد ͬ توانیم م دوم: مرحله

است زیر صورت
i٢n
q = αn + iqβn (١. ٢٢)
ͬ کنیم م محاسبه زیر صورت به αn , βn ما مرحله این در
i٢n
q = αn + iq βn, (١. ٢٣)

i٢n+٢
q = αn+١ + iq βn+١,

i٢n
q × i٢q = αn+١ + iq βn+١

14Imaginary unit



تغییر ش΄ل یافته جبر بر مقدمه ای ٨
ͬ کند م تغییر زیر صورت به (١. ٢٣) رابطه سپس ͬ کنیم م استفاده (١. ٢٢) و (١. ١٩) روابط از

(αn + iqβ)
(
−f(q) + ٢iqg(q)) = αn+١ + iqβn+١, (٢۴ .١)

αn

(
−f(q) + ٢iqg(q))+ βn

(
−٢f(q)g(q) + iq

(۴g(q)٢ − f(q)
))

= αn+١ + iqβn+١
ͬ شود م تبدیل زیر صورت به (٢۴ .١) رابطه ماتریسͬ ١+αnنمایش

βn+١

 =

−f(q) −٢f(q)g(q)
٢g(q) ۴g٢(q)− f(q)

αn

βn

 (٢۵ .١)

ͬ باشد. م (α٠ = ١ , β٠ = ٠) که
ͬ شود. م زیر رابطه به تبدیل (٢۵ .١) رابطه درنتیجه، ͬ کنیم م استفاده n+ ١ به n شرط از

αn+٢ = −f (q) αn+١ − ٢ f (q) g (q) βn+١, (٢۶ .١)
βn+٢ = ٢ g (q)αn+١ +

(۴ g٢(q)− f (q)
)
βn+١

داریم (٢۶ .١) و (٢۵ .١) روابط از استفاده با
αn+٢ +

(٢ f (q) − ۴ g٢(q)
)
αn+١ + f٢(q)αn = ٠ (١. ٢٧)

ͬ کنیم م نویسͬ باز زیر صورت به را (١. ٢٧) رابطه
αn+٢ − καn+١ = λ

(
αn+١ − καn

) (١. ٢٨)
ͬ شوند. م گرفته نظر در زیر صورت به λ, κ پارامترهای که

λ = ٢ g٢(q)− f (q)− ٢ i g (q)
√
f (q)− g٢ (q) (١. ٢٩)

κ = ٢ g٢(q)− f (q) + ٢ i g (q)

√
f (q)− g٢ (q)

.[٣٩] ͬ آیند م دست به زیر صورت به αn, βn ضرایب (١. ٢٨) باز گشتͬ رابطه از استفاده با

αn =
١

٢ i√f (q)− g٢ (q)


(
g (q) + i

√
f (q)− g٢ (q)

)
λn−(

g (q)− i

√
f (q)− g٢ (q)

)
(λ∗)n

 (١. ٣٠)

βn =
١

٢ i√f (q)− g٢ (q)
[(λ∗)n − λn]

آوردیم دست به پیشین مرحله دو در که روابطͬ از استفاده با مرحله این در سوم: مرحله
صورت به را تغییرش΄ل یافته تابع نمایی آوریم. دست به را تغییرش΄ل یافته توابع نمایی ͬ توانیم م

ͬ کنیم . م تعریف زیر
eiq x =

∞∑
n=٠

inq
n !

xn (١. ٣١)

=
∞∑
n=٠

i٢n
q

(٢n) ! x٢n +
∞∑
n=٠

i٢n+١
q

(٢n+ ١) ! x٢n+١



٩ تغییرش΄ل یافته مثلثاتͬ توابع
داریم (١. ٣٠) و (١. ٢٩) روابط از استفاده با

eiq x =

( ∞∑
n=٠

αn

(٢n) ! x٢n −
∞∑
n=٠

f βn
(٢n+ ١) ! x٢n+١

)
(١. ٣٢)

+ iq

( ∞∑
n=٠

βn
(٢n) ! x٢n +

∞∑
n=٠

(
αn + ٢ g βn)
(٢n+ ١) ! x٢n+١

)

ͬ شوند م تبدیل زیر صورت به تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در Cosq(x) , Sinq(x) توابع که

Cq(x) =

∞∑
n=٠

αn

(٢n) ! x٢n −
∞∑
n=٠

f (q) βn
(٢n+ ١) ! x٢n+١ (١. ٣٣)

Sq(x) =

∞∑
n=٠

βn
(٢n) ! x٢n +

∞∑
n=٠

(
αn + ٢ g (q) βn)

(٢n+ ١) ! x٢n+١

زیر روابط از استفاده با

λ = −f (q) e٢ iΘ (٣۴ .١)

Θ =
١
٢ tg−١(

٢ g (q)
√
f (q)− g٢(q)

f (q)− ٢g٢(q) )

√
λ = i

√
f (q) eiΘ

√
λ∗ = −i

√
f (q) e−iΘ

[۴۴] زیر کم΄ͬ روابط از استفاده با و

Cosq(
√
f (q) e±iΘ x) =

∞∑
n=٠

(−١)n(√f (q))٢n(e±iΘ)
٢n
x٢n

(٢n)! (٣۵ .١)

Sinq(
√
f (q) e±iΘ x) =

∞∑
n=٠

(−١)n(√f (q))٢n+١
(e±iΘ)

٢n+١
x٢n+١

(٢n+ ١)!
Cos(

√
f (q) eiΘ x) = Cos(

√
f (q)x CosΘ) Cos(i

√
f (q)x SinΘ)

− Sin(
√
f (q)x CosΘ) Sin(i

√
f (q)x SinΘ),

Sin(
√
f (q) eiΘ x) = Sin(

√
f (q)x CosΘ) Cos(i

√
f (q)x SinΘ)

+ Sin(i
√
f (q)x SinΘ) Cos(i

√
f (q)x CosΘ)

Cos i Z = CoshZ

Cosh i Z = CosZ

Sin i Z = i SinhZ

Sinh i Z = iSinZ



تغییر ش΄ل یافته جبر بر مقدمه ای ١٠
ͬ آیند. م به دست زیر صورت به (١. ٣٣) رابطه این

Cq(x) = − g (q)√
f (q)− g٢ (q)

Sin(
√
f (q)x CosΘ) Sinh(

√
f (q)x SinΘ) (٣۶ .١)

+ Cos(
√
f (q)x CosΘ)Cosh(

√
f (q)x SinΘ)

+

√
f (q)√

f (q)− g٢ (q)

[
CosΘ Sinh(

√
f (q)x SinΘ)Cos(

√
f (q)xCosΘ

]
− SinΘ Sin(

√
f (q)x CosΘ) Cosh(

√
f (q)x SinΘ)

Sq(x) =
١√

f (q)− g٢ (q)
Sin(

√
f (q)x CosΘ) Sinh(

√
f (q)x SinΘ)

+
١√

f (q)
(
f (q)− g٢ (q))

(
g (q) CosΘ +

√
f (q)− g٢ (q) SinΘ

)
Cos(

√
f (q)xCosΘ) Sinh(

√
f (q)x SinΘ)

+
١√

f (q)
(
f (q)− g٢ (q))

(√
f (q)− g٢ (q) CosΘ− g (q) SinΘ

)

Sin(
√
f (q)xCosΘ)Cosh(

√
f (q)x SinΘ)

+
٢ g (q)√

f (q)
(
f (q)− g٢ (q))

(
SinΘ Sin(

√
f (q)x CosΘ)Cosh(

√
f (q)x SinΘ)

)

− ٢ g (q)√
f (q)

(
f (q)− g٢ (q))

(
CosΘ Cos(

√
f (q)xCosΘ) Sinh(

√
f (q)x SinΘ)

)
.

کند میل ΁ی سمت به تغییرش΄ل یافته پارامتر ͬ که زمان تغییرش΄ل  یافته ١۵ مثلثاتͬ توابع روابط
ͬ شوند. م زیر صورت به معمولͬ مثلثاتͬ توابع به تبدیل

Cq(x) = Cos(x)Cosh(٠) + Sinh(٠)Cos(x) = Cos(x)

Sq(x) = Sin(x) Sinh(٠) + Sin(x)Cosh(٠) = Sin(x)

است. Cosq(x) , Sinq(x) متناظر Cq(x) , Sq(x) که

تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در مختلط اعداد بازتعریف ۴ .١
و ͬ دهیم م قرار بررسͬ مورد تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در را ١۶ مختلط اعداد قسمت این در

ͬ کنیم. م مقایسه معمولͬ مختلط اعداد نتایج با را نتایج نهایت در
ͬ کنیم م معرفͬ زیر صورت به را تغییرش΄ل یافته مختلط اعداد مزدوج و مختلط اعداد

15Trigonometric function
16Complex number



١١ تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در مختلط اعداد بازتعریف

Zq = x+ iqy (١. ٣٧)
Z∗
q = x+ i∗qy

تغییرش΄ل یافته مختلط مزدوج و مختلط اعداد از استفاده با را ١٧ تغییرش΄ل یافته طول اندازه
به را تغییرش΄ل یافته طول اندازه (١. ٢١) رابطه ΁کم با محاسبه این در که ͬ کنیم م محاسبه

ͬ آوریم م دست
s٢
q = |Zq|٢ = (x+ iqy)

(
x+ i∗qy

) (١. ٣٨)
= x٢ + (g − iq

√
f − g٢)x y

+ (g + iq

√
f − g٢)x y + f y٢

= x٢ + f y٢ + ٢ g x y
ͬ دهیم م نمایش زیر صورت به را (١. ٣٨) رابطه ماتریسͬ نمایش

s٢
q = |Zq|٢ =

(
x y

)١ g

g f

x
y

 (١. ٣٩)

ͬ گیریم م نظر در را زیر تبدیل ′xسپس
y′

 = A

x
y

 =

a b

c d

x
y

 (۴١. ٠)

ͬ ماند م ١٨ تغییر بدون زیر تبدیل تحت تغییرش΄ل یافته طول اندازه
(s′q)

٢ = s٢
q (۴١. ١)

AT

١ g

g f

A =

١ g

g f


داریم (۴١. ١) رابطه از ͬ یابد. م کاهش A†A = I به (۴١. ١) معادله ، q → ١ حد aدر c

b d

١ g

g f

a c

b d

 =

١ g

g f

 (۴١. ٢)
 a٢ + ٢acg + c٢f ba+ gcb+ gda+ cdf

ba+ dga+ gbc+ dfc b٢ + ٢bdg + d٢f

 =

١ g

g f


17q-deformed norm
18 Invariant



تغییر ش΄ل یافته جبر بر مقدمه ای ١٢
ͬ آیند م به دست زیر معادلات نتیجه در

a٢ + ٢ a c g + c٢f = ١ (۴١. ٣)

b٢ + ٢ g d b+ d٢f = f (۴۴ .١)

b a+ g c b+ g a d+ f c d = g (۴۵ .١)
ͬ یابند. م کاهش زیر صورت به (۴١. ٢) معادلات این q → ١ حد در که

A =

 a
√١ − a٢

−
√١ − a٢ a

 (۴۶ .١)

پارامتر (۴١. ٣) معادله از ͬ شود. م محاسبه زیر صورت به a > ٠ با q ̸= ١ برای (۴١. ٢) معادله
ͬ آوریم. م دست به را c

c٢f + ٢ a g c+ (a٢ − ١) = ٠ (۴١. ٧)
c = − ١

f

(
g a+

√
g٢a٢ + f

(١ − a٢))

ͬ یابیم م را d پارامتر (۴۵ .١) معادله از همچنین
d =

g

g a+ f c
− b (a+ g c)

g a+ f c
(۴١. ٨)

ͬ دهیم م قرار (۴۴ .١) رابطه داخل را (۴١. ٨) رابطه
b٢ + ٢ g b g

g a+ f c
− ٢ g b٢ (a+ g c)

g a+ f c
+ f

g٢
(g a+ f c)٢

(۴١. ٩)

+
f b٢ (a+ g c)٢
(g a+ f c)٢

− ٢ g b f (a+ g c)

(g a+ f c)٢
− f = ٠

ͬ شود م تبدیل زیر صورت به (۴١. ٩) رابطه ، (۴١. ٧) رابطه از استفاده با
b = g a+

√
(g a)٢ + f

(١ − a٢) (۵١. ٠)
ͬ آوریم م به دست را d ضریب و ͬ دهیم م قرار (۴١. ٨) رابطه داخل را (۴١. ٧) و (۵١. ٠) روابط

d = (١ − ٢ g٢
f

)a− ٢ g
f

√
(g a)٢ + f

(١ − a٢) (۵١. ١)
ͬ دهیم م نمایش زیر صورت به ماتریس ش΄ل به را روابط q ̸= ١ ͬ که زمان سرانجام

A =

 a ga+

√
(ga)٢ + f

(١ − a٢)
− ١

f

(
ga+

√
(ga)٢ + f

(١ − a٢)) (١ − ٢g٢
f

)
a− ٢g

f

√
(ga)٢ + f

(١ − a٢)


(۵١. ٢)



١٣ تغییرش΄ل یافته فرمالیسم از بهتر درک
برای را نتایج و قراردادیم بررسͬ مورد را تغییرش΄ل یافته مختلط اعداد مزدوج و مختلط اعداد
q → ١ حد در که کردیم مشاهده و نمودیم محاسبه را q → ١ حد که زمانͬ و q ̸= ١ که زمانͬ
است. ی΄سان (۴۶ .١) رابطه معمولͬ مختلط ومزدوج مختلط اعداد نتایج با (۵١. ٢) رابطه نتایج

ͬ پردازیم. م تغییرش΄ل یافته فرمالیسم از کاربردهای بررسͬ به حال

تغییرش΄ل یافته فرمالیسم از بهتر درک ۵ .١
نمونه چند به باشیم داشته تغییرش΄ل فرمالیسم از بهتری درک اینکه برای قسمت این در
فرمالیسم این در اولیه رابطه چند معرفͬ به ابتدا ͬ کنیم. م اشاره ΁کلاسی ΁م΄انی در مثال

ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به فرمالیسم این در تعداد پارامتر رابطه ͬ پردازیم. م
[n]q =

qn − ١
q − ١ (۵١. ٣)

ج΄سون توسط ١٩٠٩ سال در بار اولین برای تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در ج΄سون مشتق رابطه
[۴۵] شد معرفͬ زیر صورت به

∂qxF (x) =
F (q x)− F (x)

x (q − ١) (۵۴ .١)
ͬ کند م رفتار زیر صورت به دهیم اثر جمله ای چند روی که زمانͬ را مشتق این است.

∂qxx
n = [n]qx

n−١ (۵۵ .١)
به را q عدد آنها دادند. تعمیم را تعداد پارامتر رابطه [۵۵–۴۶] ͽمراج در نویسندگان از برخͬ

ͬ شود م بازنویسͬ زیر فرم به تعداد پارامتر رابطه نتیجه در کردند جابه جا q + ١
[n]q =

(q + ١)n − ١
q

(۵۶ .١)
تعریف با ͬ گیریم. م نظر در سادگͬ برای (۵١. ٣) رابطه جای به را (۵۶ .١) رابطه قسمت، این در

زیر روابط
a⊕q b = a+ b+ q a b, (۵١. ٧)
a⊖qb =

a− b

١ + q b
, −١ < q < ١

ͬ شود م تبدیل زیر فرم به (۵١. ٧) رابطه از استفاده با تعداد رابطه سپس

[n]q ⊕q [m]q =
(q + ١)n − ١

q
⊕q

(q + ١)m − ١
q

=
(q + ١)n+m − ١

q
= [n+m]q, (۵١. ٨)

[n]q ⊖q [m]q =
١

(q + ١)m
[
(q + ١)n − ١

q
⊖q

(q + ١)m − ١
q

]
=

(q + ١)n−m − ١
q

= [n−m]q.



تغییر ش΄ل یافته جبر بر مقدمه ای ١۴
تعریف زیر صورت به q‐تغییرش΄ل یافته زمان وابسته شرودینگر معادله فوق، روابط از استفاده با

ͬ شود م
i ℏ

∂Ψ

∂ t
= Ĥ Ψ, (۵١. ٩)

است زیر صورت به هامیلتونͬ که
Ĥ =

p̂٢
٢m + V (x̂) , (۶١. ٠)

ͬ شوند م تعریف زیر فرم به تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در مشتق و تکانه عمل·ر
p̂ =

ℏ
i
Dx, Dx = (١ + q x) ∂x (۶١. ١)

x̂ = x

است شده بهنجار زیر انتگرال صورت به ٠ < q < ١ فاصله ∫در ∞

− ١
q

|Ψ|٢
١ + q x

d x = ١ (۶١. ٢)

است شده بهنجار زیر صورت به آن موج تابع −١ < q < ٠ فاصله در ∫و − ١
q

−∞

|Ψ|٢
١ + q x

d x = ١ (۶١. ٣)
زیر صورت به تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در تکانه و م΄ان عمل·رهای جابجایی رابطه سپس

ͬ شود م معرفͬ
[x̂ , p̂] = i ℏ (١ + q x̂) (۶۴ .١)

فرمالیسم این در ΁کلاسی ΁م΄انی در مسئله چند بررسͬ به اولیه تعاریف از بعد نهایت در
تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در کلاسی΄ͬ معادلات ͬ کنیم م مشاهده و ͬ پردازیم م شده، معرفͬ

ͬ شوند. م تبدیل معمول حالت در کلاسی΄ͬ معادلات به حدی حالت در

q‐تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در نیوتن معادله ١ .۵ .١
[۵۶] ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به فرمالیسم این در را سرعت

vq =
d xq
d t

=
١

١ + q x

d x

d t
=

١
١ + q x

ẋ (۶۵ .١)
صفر سمت به q‐تغییرش΄ل یافته پارامتر ͬ که زمان حدی حالت در ͬ کنید م مشاهده همانطورکه
بعد مرحله در ͬ شود. م تیدیل کلاسی΄ͬ حالت در سرعت به فرمالیسم این در سرعت کند میل

ͬ شود م تعریف زیر صورت به q = ٠ حالت در شتاب ͬ رویم، م شتاب سراغ
a = Lim

∆ t→٠
[x (t+∆ t)− x (t)]− [x (t)− x (t−∆ t)]

(∆ t)٢
= ẍ (۶۶ .١)



١۵ تغییرش΄ل یافته فرمالیسم از بهتر درک
است زیر صورت به q ̸= ٠ که حالتͬ برای شتاب تعریف سپس

aq = Lim
∆ t→٠

[x (t+∆ t)⊖qx (t)]⊖q [x (t)⊖qx (t−∆ t)]

(∆ t)٢
= (۶١. ٧)

Lim
∆ t→٠

١
(∆ t)٢

(
x (t+∆ t)− x (t)

١ + q x (t)
⊖q

x (t)− x (t−∆ t)

١ + q x (t−∆ t)

)
=

Lim
∆ t→٠

١
(∆ t)٢

 x(t+∆ t)−x(t)١+q x(t)
⊖q

x(t)−x(t−∆ t)١+q x(t−∆ t)

١ + q
(
x(t)−x(t−∆ t)١+q x(t−∆ t)

)
 =

Lim
∆ t→٠

١
(∆ t)٢

x (t+∆ t)− ٢x (t) + x (t−∆ t) + q
(
x (t+∆ t)x (t−∆ t)− (x (t))٢

)
(١ + q x (t))

٢

 =

(١ + q x) ẍ− q ẋ٢
(١ + q x)

٢ =
d vq
d t

ͬ شود م تعریف زیر فرم به تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در نیوتن معادله
maq = m

dvq
d t

= m
d

d t

( ١
١ + q x

ẋ

)
= Fq (۶١. ٨)

یا
m (x) ẍ = Fq +m (x)

(
q

١ + q x

)
ẋ٢

است زیر فرم به م΄ان به وابسته جرم
m (x) =

m

١ + q x
(۶١. ٩)

ͬ دهیم م قرار بررسͬ مورد را زیر مثال های بهتر درک برای حال

تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در ی΄نواخت سرعت ٢ .۵ .١
داریم (۶۵ .١) ازرابطه ͬ گیریم، م نظر در v٠ ی΄نواخت سرعت با را ذره ای

١
١ + q x

ẋ = v٠q (١. ٧٠)
ͬ کنیم م محاسبه زیر صورت رابه ذره حرکت معادله (١. ٧٠) رابطه از

xq (t) =
١
q

(
eq v٠t − ١) (١. ٧١)

ͬ آید م دست به زیر صورت به ΁کوچ q پارامتر برای م΄ان رابطه
xq (t) ≈ v٠t+ q

٢v٢٠ t٢ (١. ٧٢)
کلاسی΄ͬ حالت در م΄ان معادله به q → ٠ ͬ که زمان حدی حالت در ͬ کنید م مشاهده همانطور که

ͬ شود. م تبدیل
x (t) ≈ v٠t



تغییر ش΄ل یافته جبر بر مقدمه ای ١۶

تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در ی΄نواخت شتاب ٣ .۵ .١
در ی΄نواخت شتاب رابطه ͬ کند. م حرکت a٠ ی΄نواخت شتاب با که ب·یرید نظر در را ای ذره

است زیر فرم به تغییرش΄ل یافته فرمالیسم
a٠q = d vq

d t
(١. ٧٣)

ͬ دهد م زیر فرم به را سرعت رابطه که
vq(t) = v٠ + a٠qt (٧۴ .١)

فرم به ͬ کند م حرکت ی΄نواخت شتاب با که ذره ای م΄ان معادله ،(۶۵ .١) رابطه از استفاده با
ͬ شود م محاسبه زیر

vq =
١

١ + q x
ẋ⇒ d x

١ + q x
= vq d t (٧۵ .١)

١
q
Ln (١ + q x) = v٠t+ a٠q t٢٢ ⇒ xq(t) =

١
q

eq(v٠t+a٠q t٢
٢
)
− ١


ͬ یابد م کاهش زیر فرم به ΁کوچ qپارامتر برای ،(٧۵ .١) رابطه

xq (t) ≈ v٠t+ a٠t٢٢ +
q

٢
(
v٠t+ a٠qt٢٢

)٢
(٧۶ .١)

ͬ کنیم م محاسبه را زمان از مستقل سرعت معادله (٧۴ .١) رابطه از
١
q
Ln (١ + q x) = v٠t+ a٠qt٢٢ , (١. ٧٧)

١
q
Ln (١ + q x) = v٠

(
vq − v٠
a٠q

)
+
a٠q٢
(
vq − v٠
a٠

)٢
⇒ v٢ − v٢٠ =

٢ a٠q
q

Ln (١ + q x)

مستقل ی΄نواخت شتاب معادله ، q → ٠ حدی حالت در که ͬ کنید م مشاهده دوباره سادگͬ به
ͬ شود. م تبدیل زیر کلاسی΄ͬ فرم به خود معمول حالت به زمان از

v٢ − v٢٠ = ٢ a٠ x

q‐تغییرش΄ل یافته ΁هارمونی پتانسیل ۴ .۵ .١
حالت در اگر که ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به q‐تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در هوک نیروی

ͬ شود م تبدیل ΁کلاسی در هوک قانون به کنیم بررسͬ را نیرو این حدی
Fq = − K

q
Ln (١ + q x) (١. ٧٨)

FCl = −K x



١٧ تغییرش΄ل یافته فرمالیسم از بهتر درک
است زیر فرم به تغییرش΄ل یافته نیوتن حرکت معادله حالت این در

m
d

d t

( ١
١ + q x

)
ẋ = −K

q
Ln (١ + q x) (١. ٧٩)

زیر اولیه شرایط داشتن با
x (٠) = A , ẋ (٠) = ٠

ͬ کنیم م محاسبه را (١. ٧٩) رابطه
x (t) =

١
q

[
(١ + q A)

Cosω t − ١] , (١. ٨٠)

ͬ یابد م کاهش زیر فرم به ΁کوچ تغییرش΄ل پارامتر برای (١. ٨٠) رابطه است. T =
٢π
ω

دوره که

x (t) ≈ ACosω t+
q A٢

٢ Cosω t (Cosω t− ١) (١. ٨١)

تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در انرژی بقای ۵ .۵ .١
به ͬ شود م جابه جا x′ به x از که نقطه ای روی F ثابت نیروی اندازه توسط W شده کارانجام

ͬ شود م معرفͬ زیر صورت
W = F

(
x′⊖qx

)
, (١. ٨٢)

در ΁کوچ بی نهایت جابه جایی معرفͬ با ͬ شود. م معرفͬ تغییرش΄ل یافته جابه جایی x′⊖qx که
زیر صورت به تغییرش΄ل یافته فرمالیسم

dqx = Lim
x′→x

(
x′⊕qx

)
=

d x

١ + q x
(١. ٨٣)

نمود تعریف تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در را کار ͬ توان م جابه جایی و نیرو معرفͬ با و
W =

∫
F dqx (٨۴ .١)

ͬ شود م تعریف زیر صورت به انرژی ‐ کار اصل سپس
W١٢ =

∫ ٢
١ F dqx = K٢q −K١q, (٨۵ .١)

جنبشͬ انرژی که
Kq =

١
٢ mv٢

q (٨۶ .١)
ͬ شود م تعریف زیر صورت به Vپتانسیل با F نیروی بین ارتباط

Fq = −DxVq (١. ٨٧)



تغییر ش΄ل یافته جبر بر مقدمه ای ١٨
داریم را زیر رابطه (٨۴ .١) رابطه در (١. ٨٧) رابطه جای·ذاری با

W١٢q =
∫ ٢

١ (−DxVq) dqx = −
(
V٢q − V١q

) (١. ٨٨)
ͬ شود م زیر فرم به م΄انی΄ͬ انرژی نتیجه در

Eq = Kq + Vq =
١
٢ mv٢

q + Vq (١. ٨٩)
تبدیل معمول کلاسی΄ͬ حالت به روابط حدی حالت در ͬ کنید م مشاهده همانطور که نهایت در

ͬ شوند. م



٢ فصل
و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی

فرمالیسم در غیرنسبیتͬ
تغییر ش΄ل یافته

١٩



تغییرش΄ل یافته ΁هارمونی نوسانگر هامیلتونͬ ٢. ١
:[۵٧] ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به تغییرش΄ل یافته ΁هارمونی نوسانگر هامیلتونͬ

H =
P ٢
q٢m +

١
٢ mω٢Q٢

q (٢. ١)
برحسب را کاهنده و افزاینده عمل·رهای ͬ دهیم. م نمایش q با را آن تغییرش΄ل یافته پارامتر که

.[١٩] ͬ کنیم م معرفͬ (Qq) م΄ان و (Pq) تکانه عمل·رهای از عبارت هایی
a =

√
mω

٢ ℏ

(
x+

i p

mω

)
(٢. ٢)

a† =

√
mω

٢ ℏ

(
x− i p

mω

)
ͬ آوریم م به دست (٢. ٢) رابطه از استفاده با را (Qq) م΄ان و (Pq) تکانه عمل·رهای

Pq = i

√
mω ℏ

٢
(
a† − a

) (٢. ٣)
Qq =

√
ℏ

٢mω

(
a+ a†

)
وکاهنده افزاینده عمل·رهای برحسب را تغییرش΄ل یافته ΁هارمونی نوسانگر هامیلتونͬ نتیجه در

. [۵٩ ،۵٨] ͬ دهیم م نمایش
H =

ℏω
٢
(
a†a+ a a†

) (۴ .٢)
زیر صورت به فوک، فضای در (۵ .١) رابطه مقادیر ویژه (١۶ .١) و (١۵ .١) روابط از استفاده با

. [٢١ ،١۶] ͬ شود م معرفͬ
(En)q =

ℏω
٢
(
[n]q + [n+ ١]q

) (۵ .٢)
زیر صورت به تعداد رابطه معرفͬ با و

[n]q =
qn − q−n

q − q−١
نظرگرفت. در حالت دو در تعداد پارامتر رابطه تعریف از استفاده با را (۵ .٢) رابطه ͬ توان م

q = eτ یعنͬ باشد حقیقͬ q ͬ که هنگام اول: حالت
q = ei τ یعنͬ باشد موهومͬ q ͬ که هنگام دوم: حالت

ͬ آید م دست به زیر صورت به ،q از حالت دو این در (۵ .٢) انرژی رابطه نهایت در

(En)q=eτ =
ℏω
٢
s i n h

(
τ
(
n+ ١٢

))
s i n h

(
τ٢
) (۶ .٢)

(En)q=ei τ =
ℏω
٢
s i n

(
τ
(
n+ ١٢

))
s i n

(
τ٢
)



٢١ تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در انرژی سطوح بررسͬ
تغییرش΄ل یافته نوسانگر مقدارانرژی ویژه رابطه ، q → ١ (τ → ٠) ͬ که هنگام دوحالت هر در سرانجام

ͬ شود م تبدیل معمول نوسانگر انرژی مقدار ویژه رابطه به
En = ℏω

(
n+

١
٢
)

(٢. ٧)
ͬ پردازیم. م تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در انرژی سطوح بررسͬ به انرژی مقدار ویژه محاسبه با

تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در انرژی سطوح بررسͬ ٢. ٢
ͬ کنیم م تعیین (۴ .٢) رابطه هامیلتونͬ از فرم این توسط را (۵ .٢) رابطه ،١ انرژی سطوح برای
عمل·رهای برای را مختصاتͬ نمایش این همچنین ͬ کنیم، م محاسبه را بردارها ویژه صریحأ و
نیستند فرد به منحصر انتخاب ها این که است ذکر به لازم ͬ کنیم. م مشخص افزاینده و کاهنده

انتخاب: با . [٢١]
b = α

(
e−٢ i s x − ei s ∂e−i s x

) (٢. ٨)
b† = α∗

(
e٢ i s x − ei s xei s ∂

)
رابطه بر علاوه که ͬ کنیم م تعیین طوری را s , α پارامترهای و ͬ باشد، م ∂ = ∂

∂ x درآن که
[٢٢ ،١] زیر

b b† − q٢b†b = ١ (٢. ٩)
این شود ی΄سان معمول ΁نوسانگرهارمونی در a , a† م΄ان نمایش با q → ١ حد در b , b† ش΄ل

ͬ دهیم. م انجام مرحله ͷپن در را مراحل
متفاوتͬ مدل از رابطه این اثبات برای ͬ کنیم م اثبات را (٢. ٩) رابطه ابتدا اول: مرحله
کون و ΁اری توسط بار اولین که کرد استفاده ͬ توان م تغییرش΄ل یافته ΁نوسانگرهارمونی از

. [۶١ ،۶٠ ،۶] ͬ دهیم م نمایش زیر صورت به را b , b† عمل·رهای مدل این در شد. معرفͬ
a = q

١٢ b q−
N٢ (٢. ١٠)

a† = q
١٢ q−

N٢ b†

آوریم به دست را زیر روابط ͬ توان م (١. ١٣) رابطه ΁کم با و (١. ١) روابط از استفاده با ]که
N , b†

]
= b† (٢. ١١)

[N , b ] = − b

a a† − q a† a = q−N(
q

١٢ b q−
N٢
)
×
(
q

١٢ q−
N٢ b†
)

− q
(
q

١٢ q−
N٢ b†
)
×
(
q

١٢ b q−
N٢
)
= q−N

b b† − q٢b†b = ١
1Energy levels



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ٢٢
ظاهر b b† , b†b حاصلضرب صورت به b , b† عبارت (٢. ١١) رابطه در چون دوم: مرحله
در را (٢. ٨) رابطه عمل·رهای αα∗ تعیین برای نمود تعیین ͬ توان نم را α عبارت ͬ شوند، م

[٢٠ ،١٩] ͬ کنیم م استفاده زیر رابطه از سپس ͬ دهیم. م قرار (٢. ٩) رابطه
e(a

∂
∂ x

) f(x) = f(x+ a) e(a
∂
∂ x

) (٢. ١٢)
داریم (٢. ٩) رابطه از استفاده با

١ = αα∗
(
e−٢ i s x − ei s ∂ e−i s x

) (
e٢ i s x − ei s xei s ∂

) (٢. ١٣)
− q٢αα∗

(
e٢ i s x − ei s xei s ∂

)(
e−٢ i s x − ei s ∂ e−i s x

)
ͬ شود. م تبدیل زیر صورت به (٢. ١٢) رابطه از استفاده با (٢. ١٣) رابطه

١ = αα∗
[١ − q٢ + (q٢− e−٢ s٢

)(e−s٢
e−i s x + ei s x) ei s ∂ + (e−٢ s٢ − q٢) e٢ i s ∂

] (١۴ .٢)
صفرشود جداگانه باید آن ها ضرایب هستند مستقلͬ عمل·رهای ، ei s ∂ , e٢ i s ∂ عمل·رهای

q = e− s٢ (١۵ .٢)
αα∗(١ − q٢) = ١

ͬ آید م دست به زیر صورت به α حال
α =

١√١ − q٢ (١۶ .٢)
α∗ =

١
−
√١ − q٢

در است. ΁ی و صفر بین q مقدار ، −∞ < s <∞ مقدار هر ازای به (١۵ .٢) رابطه از استفاده با
عمل·رهای ببینیم ͬ خواهیم م یعنͬ ͬ کنیم، م امتحان را آمده به دست نتایج مرحله، این انتهای
افزاینده و کاهنده عمل·رهای به q → ١ (s→ ٠) حد در تغییرش΄ل یافته نوسانگر در شده معرفͬ

داریم b تعریف از استفاده با نه؟ یا هستند شبیه نوسانگرمعمولͬ در
b =

١√١ − q٢ (e
−٢ i s x − e−i s x ei s ∂) (٢. ١٧)

=
−i (x+ ∂)√٢ +O(−s٢)

داریم b† مورد در ترتیب همین به
b† =

i (x− ∂)√٢ +O(−s٢) (٢. ١٨)
نوسانگرمعمول در وکاهنده افزاینده عمل·رهای با بطورکامل q → ١ (s→ ٠) حد در b†, b اگرچه
اعمال با ͬ دهد م ونشان است قبول قابل آن ها برای آمده به دست ش΄ل اما نیستند ی΄سان

آورد. دست به آن ها برای بهتری ش΄ل ͬ توان م تصحیحاتͬ



٢٣ تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در انرژی سطوح بررسͬ
ͬ باشد. م e−s٢ صورت به وابستگͬ این ͬ کنیم، م بررسͬ را s به q وابستگͬ حال سوم: مرحله
s دیمانسیون عکس را آن دیمانسیون و دهیم نمایش s′ با را ∂ ≡ ∂

∂ x ضریب فرضاً اگر حال
نتایج کنیم تکرار را αα∗ و q آوردن به دست برای را شده انجام مراحل و کنیم فرض (x (ضریب

ͬ آوریم م دست به را زیر
q = e−s s′

αα∗ =
١

١ − q٢ (٢. ١٩)

است. دیمانسیون بدون e−s s′ در نما که
ͬ آیند م به دست زیر صورت به b , b† عمل·رهای چهارم: مرحله

b =
١√١ − q٢

(
e−٢ i s x − e−i s x ei s

′ ∂
) (٢. ٢٠)

b† =
١

−
√١ − q٢

(
e٢ i s x − ei s

′ ∂ ei s x
)

شوند، تبدیل زیر عمل·رهای به (s , s′ → ٠) q → ١ حد در b , b† شرط این از استفاده با حال
به نیز s′ ͬ کند م میل صفر سمت به s وقتͬ ͬ کنیم م فرض ضمن در ͬ کنیم. تعیین  م را s , s′

کند. میل صفر سمت
b =

٢√١ ℏω
(i p + ω x) + θ (q − ١) (٢. ٢١)

b† =
٢√١ ℏω

(−i p+ ω x) + θ (q − ١)
در (٢. ٢١) روابط ͬ کنید م مشاهده همانطورکه است. x̂ = x , p = −i ℏ ∂ م΄ان نمایش در که
b , b† جابجایی رابطه که است q → ١ حد در فقط و نیستند درست معمول کوانتومͬ ΁م΄انی

داریم (٢. ٢٠) بسط از ͬ شود. م تبدیل معمول کوانتومͬ ΁م΄انی رابطه به

b =
٢√١ s s′√١ − s s′ + ..

١ − ٢ i s x− ٢ s٢x٢ + ...− ١ − i s′ ∂

+i s x+ s s′ x ∂ +
s٢ x٢

٢ +
s′٢ ∂٢

٢ + ...

 (٢. ٢٢)

ͬ شود م تبدیل زیر صورت به s→ ٠ حد در که
b =

−i s x− i s′ ∂√٢ s s′ + θ (s) (٢. ٢٣)
که حالتͬ (در ͬ شود م حاصل زیر نتیجه (٢. ٢١) رابطه و (٢. ٢٣) رابطه در x ضریب مقایسه از

( s→ ٠
s√٢ s s′ =

ω√٢ ℏω
(٢۴ .٢)



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ٢۴
افزاینده ای کاهنده، عمل·رهای از ͬ  آوریم. م به دست را انرژی سطوح مرحله دراین پنجم: مرحله
ͬ کنیم م پیشنهاد را زیر رابطه ابتدا در ͬ کنیم. م استفاده آوردیم دست به پیشین مراحل در که

[٢١]

b =
e−٢ i α x − ei α

d
d x e−i α x√١ − e−٢α٢ (٢۵ .٢)

b† =
e٢ i α x − ei α xei α

d
d x

−
√١ − e−٢α٢

است.
(
α =

√
− (Log q)٢ , ٠ < α <∞

)
که

نوسانگر به q → ١ (α→ ٠) حد در و ͬ کند م برآورد را (٢. ٩) رابطه (٢۵ .٢) رابطه این
م΄ان متناظر عمل·رهای (٢۵ .٢) رابطه از استفاده با که ͬ شود، م تبدیل استاندارد ΁هارمونی

ͬ آوریم م دست به تغییرش΄ل یافته کوانتومͬ ΁م΄انی در را ٢ تکانه و

x̂ =
b+ b†√٢ (٢۶ .٢)

=
١

√١√٢ − e−٢α٢ ×
[٢ i Sin (٢αx) + ei α

d
d x e−i α x − ei α xei α

d
d x

]
= (.......)

[١٩] ͬ کنیم م استفاده زیر کم΄ͬ رابطه از (٢۶ .٢) رابطه آوردن دست به برای
eA eB = eB eA e[A,B] (٢. ٢٧)

ͬ توان م (٢. ٢٧) رابطه از استفاده با سپس ͬ گیریم. م درنظر (eA = ei α ∂ , eB = e−i α x
) که

ͬ کنیم م عمل ترتیب این به آوریم دست به را (٢۶ .٢) رابطه
ei α ∂ e−i α x = e−i α x ei α ∂ eα

٢ (٢. ٢٨)
تبدیل زیر صورت به (٢. ٢٧) رابطه درنظرب·یریم (eA = ei α x , eB = ei α ∂

) اگر دی·ر طرف از
ͬ شود م

ei α xei α ∂ = ei α ∂ ei α x eα
٢ (٢. ٢٩)

ͬ شود م حاصل زیر صورت به (٢۶ .٢) رابطه ، (٢. ٢٩) و (٢. ٢٨) روابط از استفاده با سپس
x̂ =

١
i
√١√٢ − e−٢α٢

[٢ i Sin (٢αx)− ei α xei α
d
d x + ei α

d
d x e−i α x

] (٢. ٣٠)

=

√ ٢
١ − e−٢α٢

[
Sin (٢αx)− e

α٢
٢ Sin (αx+

i α٢
٢ ) ei α ∂

]

2Coordinate and momentum operators



٢۵ ناجابجایی و جابجایی فضاهای در هیون توابع از ترم هایی در شرودینگر معادله
و م΄ان متناظر عمل·ر نتیجه در ͬ کنیم م عمل فوق روش صورت به عمل·رتکانه محاسبه برای

صورت به تکانه

x̂ =
b+ b†√٢ =

√ ٢
١ − e−٢ α٢

(
s i n (٢αx)− e

α٢
٢ s i n (αx+

α٢
٢ i) ei α

d
d x

)
(٢. ٣١)

p̂ =
b− b†√٢ =

√ ٢
١ − e−٢ α٢

(
c o s (٢αx)− e

α٢
٢ c o s (αx+

α٢
٢ i) ei α

d
d x

)

درنظر را (b |٠⟩ = ٠) منظور این برای ͬ کنیم م محاسبه را ٣ خلا حالت در موج تابع ابتدا است.
[٢١] ͬ گیریم ]م

e−٢ i α x − ei α
d
d x e−i α x

]
ψ٠(x) = ٠ (٢. ٣٢)

داریم (٢. ٢٧) رابطه از استفاده با
ei α ∂ e− i α xψ٠(x) = e−٢ i α xψ٠(x) (٢. ٣٣)

ψ٠(x+ i α) = eα
٢
e− i α xψ٠(x)

ͬ کنیم م تبدیل زیر رابطه به را (٢. ٣٣) رابطه ،ψ٠(x) = eAx٢+B x+C رابطه این از استفاده با حال
A (x+ i α)٢ +B (x+ i α) + C = α٢ − i α x+Ax٢ +B x+ C (٣۴ .٢)

A = − ١
٢

B = −i α٢
ͬ شود م زیر صورت به خلا حالت در موج تابع درنتیجه

ψ٠(x) = N٠ e−x٢
٢ −i α٢ x (٣۵ .٢)

بررسͬ به حال است. تغییرش΄ل پارامتر از مستقل ۴ احتمال ͬ کنید م مشاهده همانطورکه
ͬ پردازیم. م ناجابجایی و جابجایی فضای دو در شرودینگر معادله

در هیون توابع از ترم هایی در شرودینگر معادله ٢. ٣
ناجابجایی و جابجایی فضاهای

قرار مطالعه مورد ناجابجایی و جابجایی فضای دو در را شرودینگر معادله قسمت این در
است. تغییرش΄ل یافته فرمالیسم نوع ΁ی ناجابجایی فضای ͬ دانیم م همانطورکه ͬ دهیم. م

3Vacuum-state wave function
4Probability density



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ٢۶
فضا دو این در ۵ فربینیوس روش از استفاده با را سیستم موج تابع و انرژی طیف سپس
ͬ کند م میل صفر سمت به ناجابجایی پارامتر که زمانͬ خاص حالت در و ͬ کنیم م محاسبه

ͬ آوریم. م به دست را جابجایی فضای در اطلاعات همان

در خارجͬ مغناطیسͬ میدان با شرودینگر معادله بررسͬ ٢. ٣. ١
جابجایی فضای

ͬ کنند م پیروی ۶ جبرهایزنبرگ رابطه از تکانه و م΄ان عمل·رهای جابجایی کوانتومͬ ΁م΄انی در
[۶٣ ،۶٢]

[xi, xj ] = [pi, pj ] = ٠ (٣۶ .٢)
[xi, pj ] = i δi j

ͬ شود م داده زیر صورت به جابجایی فضای در شرودینگر ])معادله
(px −

e

c
Ax) + (py −

e

c
Ay)

]٢
− ٢M (

E(c)
n,m − V c (r)

))
Ψ(c)

n,m = ٠ (٢. ٣٧)
امتداد در B خارجͬ مغناطیسͬ میدان در که هستند ال΄ترونͬ از بار و جرم ترتیب به e ،M که
محاسبه ٧ کرنل پتانسیل برای (٢. ٣٧) را معادله شعاعͬ بخش است. حرکت حال در Z محور

صورت به کرنل پتانسیل ͬ کنیم. م
V c (r) =

a

r
+ b r (٢. ٣٨)

قرار p⃗→ p⃗− e
c A⃗ (r) تبدیل تحت تکانه مغناطیسͬ میدان حضور در هستند. ثابت a, b که است

B⃗ = B ẑ مغناطیسͬ میدان و A⃗ = B
(
− y٢ ,

x

٢ , ٠
صورت( به برداری پتانسیل نتیجه در و گرفته

رابطه ی برداری پتانسیل و مغناطیسͬ میدان دادن قرار با .[۶٣،۶٢] است شده گرفته نظر در
ͬ شود م حاصل زیر ش΄ل به (٢. ٣٨)[

d٢
d r٢ +

١
r

d

d r
− m٢

r٢ − ω٢r٢ − ٢M (
b r +

a

r

)
+ eBm+ ٢M E(c)

n,m

]
Ψ(c)

n,m (r) = ٠
(٢. ٣٩)

زیر صورت به را (٢. ٣٩) رابطه تا ͬ دهد م اجازه ما به ω =
eB

٢ برای Y =
√
ω r متغیر تغییر
کنیم ]بازنویسͬ

d٢
d Y ٢ +

١
Y

d

dY
− m٢
Y ٢ − Y ٢ − β Y − δ

Y
+ ε(c)n,m

]
Ψ(c)

n,m (Y ) = ٠ (۴٢. ٠)
5The Frobenius method
6Heisenberg algebra
7Cornell potential



٢٧ ناجابجایی و جابجایی فضاهای در هیون توابع از ترم هایی در شرودینگر معادله
که

β =
٢M b

ω
٣٢

(۴٢. ١)
δ =

٢M a√
ω

ε(c)n,m =
١
ω

[
eBm+ ٢M E(c)

n,m

]
[۶۴] زیر موج تابع معرفͬ با

Ψ(Y ) = Y |m| e−
Y ٢
٢ e−

β Y٢ H (Y ) (۴٢. ٢)
صورت به (۴٢. ٠) رابطه این است. [۶۵] ٨ بای΄انفلوئنت هیون معادله از راه حل هایی H (Y ) که

ͬ شود م بازنویسͬ زیر
H ′′ (Y ) +

[٢ |m|+ ١
Y

− β − ٢Y
]
H ′ (Y ) (۴٢. ٣)

+

[
ε(c)n,m +

β٢
۴ − ٢ − ٢ |m| −

β
(٢ |m|+ ١)+ ٢ δ

٢Y
]
H (Y ) = ٠

صورت به که هستند هیون بای΄انفلوئنت معادله از راه حل هایی که فربینیوس روش طبق بر
ͬ آوریم م به دست را زیر ٩ بازگشتͬ رابطه ،(۴٢. ٣) رابطه از است. H (Y ) =

∞∑
n=٠Cn Y

n

∞∑
n=٠

Y n
(
n+ ٢) (n+ ٢ + ٢ |m|

)
Cn+٢ (۴۴ .٢)

+

∞∑
n=٠

Y n

(
β (n+ ١) + β

(٢ |m|+ ١)+ ٢δ
٢

)
Cn+١

+
∞∑
n=٠

Y n

(
ε+

β٢
۴ − ٢ − ٢ |m| − ٢n

)
Cn

+
(٢ |m|+ ١) C١Y −١ −

(
β
(٢ |m|+ ١)+ ٢δ

٢
)
C٠Y −١ = ٠.

ͬ آید م به دست زیر صورت به سری ضرایب سپس

C١ =

(
β
(٢ |m|+ ١)+ ٢ δ
٢ (٢ |m|+ ١)

)
C٠ (۴۵ .٢)

Cn+٢ =
β
(٢n+ ٣ + ٢ |m|

)
+ ٢δ

٢ (n+ ٢) (n+ ٢ + ٢ |m|
) Cn+١

−

(
β٢ + ۴ ε(c)n,m − ٨ − ٨ |m| − ٨n)

۴ (n+ ٢) (n+ ٢ + ٢ |m|
) Cn,

8The biconfluent Heun equation
9The recurrence relation



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ٢٨
که

β =
٢M b

ω
٣٢

(۴۶ .٢)
δ =

٢M a√
ω

ͬ شود م محاسبه زیر صورت به جابجایی فضای در انرژی رابطه نتیجه در
Cn+١ = ٠, (۴٢. ٧)(
β٢ + ۴ ε(c)n,m − ٨ − ٨ |m| − ٨n) = ٠ , n = ١,٢,٣, ...

E(c)
n,m = −M b٢

٢ω٢ +
ω

M
[١ + n+ |m| −m]

ͬ شود م بازنویسͬ زیر صورت به (۴٢. ٢) موج تابع رابطه
Ψ(C)

n ,m

(√
ω r
)
=
(√
ω r
)m

e−
(
√
ω r)٢
٢ e−

β (
√
ω r)

٢ × (۴٢. ٨)
H

(
٢m,

٢M b

ω
٣٢

,
١
ω

[
eBm+ ٢M E(c)

n,m

]
+
M٢b٢
ω٣ ,

۴M a√
ω

,
√
ω r

)

ͬ پردازیم. م ناجابجایی فضای در شرودینگر معادله بررسͬ به حال

در خارجͬ مغناطیسͬ میدان با شرودینگر معادله بررسͬ ٢. ٣. ٢
ناجابجایی فضای

زیر رابطه ی در که ͬ کنیم م جابجا x̂i, p̂i عمل·رهای با را xi, pi مختصات ناجابجایی فضای در
:[۶۶] ͬ کند م صدق

[xi, xj ] = i θi j (۴٢. ٩)
[pi, pj ] = ٠
[xi, pj ] = i δi j

به تکانه و م΄ان عمل·رهای ناجابجایی فضای این در سپس است. پادمتقارن تانسور θi j که
ͬ کنند. م تغییر زیر صورت

x → x− θ

٢py (۵٢. ٠)
y → y +

θ

٢px
px → px +

θ

٢y
py → py −

θ

٢x



٢٩ ناجابجایی و جابجایی فضاهای در هیون توابع از ترم هایی در شرودینگر معادله
صورت به ناجابجایی فضای در پتانسیل رابطه گرفتن نظر در توسط

V (Nc) = V (c) +
١
٢
(
θ⃗ × p⃗

)
∇V (c) + ◦

(
θ٢)

شرودینگر معادله رابطه جابجایی فضای در پتانسیل از استفاده با سپس ͬ شود. م معرفͬ
[۶٧] ͬ شود م بازنویسͬ زیر صورت به فضا دراین (٢. ٣٧)[

d٢
d r٢ +

١
r

d

d r
− m٢

r٢ − ϑ

α
r٢ − ٢M b

α
r − ٢γ

r
+
Mmθ a

α r٣ + ε(Nc)
n,m

]
Ψ(r)(Nc)

n,m = ٠ (۵٢. ١)

که
α = ١ +

e٢B٢θ٢
١۶ +

eB θ

٢ (۵٢. ٢)
ϑ =

θ٢
۴ +

e٢B٢
۴ +

eB θ

٢
η = ٢ θ + e٢B٢θ

۴ + eB +
eB θ٢

۴
γ = −M bmθ

٢α +
M a

α

ε(Nc)
n,m =

١
α

[
ηm+ ٢M E(Nc)

n,m

]
.

در شرودینگر معادله این برای را موج تابع ͬ گیریم. م نظر در اختلالͬ ترم ΁ی را M mθ a
α r٣ سپس

ͬ گیریم م نظر در زیر صورت به ناجابجایی فضای
Ψ(r)(Nc)

n,m = r−
١٢K (r) (۵٢. ٣)

ͬ کند م تغییر زیر صورت به (۵٢. ١) ]رابطه
d٢
d r٢ −

m٢ − ١۴
r٢ − ϑ

α
r٢ − ٢M b

α
r − ٢ γ

r
+ ε(Nc)

n,m

]
K(Nc)

n,m (r) = ٠ (۵۴ .٢)

زیر صورت به را موج تابع ، (۵۴ .٢) رابطه برای مناسب تر فرم ΁ی آوردن دست به منظور به
[۶٨] ͬ گیریم م نظر در

K(Nc)
n,m (r) = rA er B+D r٢

z(Nc)
n,m (r) (۵۵ .٢)

که
A = m+

١
٢ , (۵۶ .٢)

B = − M b√
ϑα

,

D = −
√

ϑ

۴α



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ٣٠
است زیر صورت به حاصل معادله (۵۴ .٢) رابطه در (۵۵ .٢) رابطه دادن قرار با اکنون

z′′ (r) +
[χ
r
− µ+ τ r

]
z′ (r) +

[
E − ξ

r

]
z (r) = ٠ (۵٢. ٧)

که
χ = ٢

(
m+

١
٢
)

(۵٢. ٨)
µ =

٢M b√
ϑα

τ = −٢
√
ϑ

α

E = ε(Nc)
n,m +

M٢b٢
ϑα

− ٢
√
ϑ

α
(m+ ١)

ξ = ٢ γ +
٢(m+ ١٢

)
M b

√
ϑα

است. بای΄انفلوئنت هیون دیفرانسیل معادله ، (۵٢. ٧) رابطه ͬ کنید م مشاهده همانطورکه
[۶٨] ͬ شود م نوشته زیر صورت به بای΄انفلوئنت دیفرانسیل معادله معمول فرم

ξ u′′ (ξ) +
(١ + c١ − c٢ ξ − ٢ ξ٢)u′ (ξ) (۵٢. ٩)

+

[(
c٣ − c١ − ٢) ξ − (c۴ + c٢ (١ + c٢((١

]
u (ξ) = ٠

ͬ شوند م نامیده H بای΄انفلوئنت هیون توابع که جواب هایی با
z(Nc)
n,m (r) = (۶٢. ٠)

H

(
٢m,

٢M b√
ϑα

, ε(Nc)
n,m +

M٢b٢
ϑα

− ٢
√
ϑ

α
(m+ ١) + ٢ + ٢m,−٢M bmθ

α
+

۴M a

α
, r

)

هیون بای΄انفلوئنت سری و فربینیوس روش  از استفاده با ͬ تواند م معادله این معمولͬ جواب
رابطه این بافرض ͬ شود. م محاسبه

z (r) =
∞∑
n=٠

An r
n

ͬ دهد. م نتیجه را n درجه چندجمله ای فرم ΁ی (۵٢. ٩) رابطه در آن جای·ذاری و
∞∑
n=٠

rn
[(
n+ ٢) (n+ ١ + χ)An+٢ − (µ (n+ ١) + ξ) An+١ + (E + τ n)An

] (۶٢. ١)
+ χA١r−١ − ξA٠r−١ = ٠



٣١ ناجابجایی و جابجایی فضاهای در هیون توابع از ترم هایی در شرودینگر معادله
ͬ کنیم م محاسبه سری ضرایب برای را زیر بازگشتͬ رابطه سپس

A١ =
ξ

χ
A٠ (۶٢. ٢)

An+٢ =
µ (n+ ١) + ξ(

n+ ٢) (n+ ١ + χ)
An+١ −

(E + τ n)(
n+ ٢) (n+ ١ + χ)

An

صورت به انرژی مقداری ویژه رابطه
An+١ = ٠ (۶٢. ٣)
E(Nc)

n,m = −M b٢
٢ϑ +

√
ϑα

M

[
١ + n+ |m|

(
١ − η

٢√ϑα
)]

, n = ١, ٢, ٣, ..
زیر صورت به را سیستم موج تابع ͬ توان م (۵٢. ٣) رابطه در (۵۵ .٢) رابطه جای·ذاری با است.

کرد محاسبه
Ψ(r)(N c)

n ,m = rm e
− M br√

ϑα
−
√

ϑ۴ α
r٢
× (۶۴ .٢)

H

(
٢m,

٢M b√
ϑα

, ε(Nc)
n,m +

M٢b٢
ϑα

− ٢
√
ϑ

α
(m+ ١) + ٢ + ٢m,−٢M bmθ

α
+

۴M a

α
, r

)
تبدیل (۴٢. ٨) رابطه به (۶۴ .٢) رابطه ب·یریم نظر در θ = ٠ صورت به را پارامترناجابجایی اگر

ͬ شود. م
.١٠ ͬ کنیم م بهنجار را موج تابع بعدی مرحله Ψ̄(Nc)∣∣∣در

n ,m (r)
⟩

= (۶۵ .٢)
|Ψ(r)⟩√

⟨Ψ(r)| Ψ(r)⟩
= Nn ,m |Ψ(r)⟩

= Nn ,m r
m

[
١ +

ξ

χ
r +

(
(µ+ ξ) ξ

٢χ (١ + χ)
− E

(Nc)
n,m

٢ (١ + χ)

)
r٢
]
e
− M br√

ϑα
−
√

ϑ۴α r٢

ͬ کند م تغییر زیر صورت به اختلال رهیافت از استفاده توسط مقدارانرژی ویژه رابطه
E

(Nc)
Total,n,m = E(Nc)

n,m +∆
(١)
١ (۶۶ .٢)

ͬ شود م محاسبه زیر صورت به اختلال اول مرتبه که
∆

(١)
١ =

⟨
Ψ̄

∣∣∣∣mθ a

٢r٣
∣∣∣∣ Ψ̄⟩ (۶٢. ٧)

= N٢
n ,mmθ a

∫ ∞

٠ ٢π r٢m+١
[
١ +

ξ

χ
r +

(
(µ+ ξ) ξ

٢χ (١ + χ)
− E

(Nc)
n,m

٢ (١ + χ)

)
r٢
]٢
e
− ٢M br√

ϑα
−٢√ ϑ۴α r٢

تغییرش΄ل یافته پارامترهای از مجموعه ای برای انرژی روی را تغییرش΄ل یافته پارامتر تاثیرات سپس
است. شده داده نشان ٢. ١ ش΄ل در ناجابجایی فضای در (θ = ٠ , ٠٫٠٢ , ٠٫٢ , ٠٫٨)

است. افزایش به رو سیستم انرژی n کوانتومͬ عدد افزایش با داریم انتظار همانطورکه
ͬ یابد. م افزایش سیستم انرژی همچنین  θ ناجابجایی پارامتر خاصیت افزایش با به علاوه،

ͬ پردازیم. م دوبعد و ΁ی در تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در دیراک نوسانگر بررسͬ به حال
10The normalized wave function



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ٣٢

برای ناجابجایی و جابجایی فضای در انرژی مقادیر ویژه از رسم هایی :٢. ١ ش΄ل
صورت به پارامترها از مجموعه ای و θ تغییر ش΄ل یافته پارامتر از متفاوت )مقادیر

ϑ = ٠٫٢ , α = ١٫٢ , η = ١٫٠١ , {M,a, b} = ١)

بعد ΁ی در تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر ۴ .٢
به ͬ تواند م که است کوانتومͬ سیستم های اهمیت ترین با از ی΄ͬ نسبیتͬ ΁هارمونی نوسانگر
معرفͬ ١٢ ΁پانی زس و ١١ موشینکͬ توسط بار اولین دیراک نوسانگر شود. محاسبه دقیق طور
ͬ شود م جای·زین (p⃗− imω β r⃗) توسط p⃗ تکانه که ب·یریم نظر در را دیراک معادله . [۶٩] شد

است. نوسانگر فرکانس ω و ذرات جرم m م΄ان، بردار r⃗ که
است زیر ش΄ل به بعدی ΁ی دیراک نوسانگر

[
c αx. (pq − imω β Qq) + β mc٢

]
ψD = εψD (۶٢. ٨)

ͬ شوند. م معرفͬ زیر صورت به پاولͬ ماتریس های αx, β و ،ψD =

 ψ١
ψ٢

 آن در که

αx = σx =

٠ ١
١ ٠



β = σz =

١ ٠
٠ −١


11Moshinky
12Szczepaniak



٣٣ بعد ΁ی در تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر
ͬ شود م نتیجه زیر صورت به ماتریسͬ ش΄ل به (۶٢. ٨) معادله بنابراین mc٢ c (px + imωx)

c (px − imωx) −mc٢

ψ١
ψ٢

 = ε

ψ١
ψ٢

 (۶٢. ٩)

و کاهنده عمل·رهای حسب بر را (۶٢. ٩) رابطه ماتریس مولفه های (٢. ٣) رابطه از استفاده با
ͬ کنیم م بازنویسͬ زیر صورت به تغییرش΄ل یافته ΁هارمونی نوسانگر از معمول افزاینده

c (px + imω x) = c

[
i

√
mω ℏ

٢
(
a† − a

)
+ i

√
mω ℏ

٢
(
a+ a†

)] (٢. ٧٠)
= i c

√٢mω ℏ a†

c (px − imω x) = c

[
i

√
mω ℏ

٢
(
a† − a

)
− i

√
mω ℏ

٢
(
a+ a†

)]
= − i c

√٢mω ℏ a

است. r = ℏω
mc٢ = ١ که ͬ شود م معرفͬ مدار – اسپین برهم کنش مرتبه از g = im c٢√٢ r که

رابطه سپس ͬ کند. م ایفا دیراک نوسانگر این در نسبیتͬ اثرات در را مهمͬ نقش پارامتر این
ͬ شود م نتیجه (۶٢. ٩)

HD =

mc٢ g a†

g∗a −mc٢

 (٢. ٧١)

ͬ دهد م نتیجه را زیر رابطه ،دو HD ψD = εψD تعریف و (٢. ٧١) رابطه از بااستفاده
ψ٢ =

(ε−mc٢)
g a†

ψ١ (٢. ٧٢)
ψ١ =

(ε+mc٢)
g∗a

ψ٢

ͬ یابد م کاهش زیر صورت به (٢. ٧٢) رابطه

ε = mc٢
√

١ +
٢ ℏω a† a
mc٢ ψ١ (٢. ٧٣)

داریم |n⟩ کت از ترم هایی در ψ١ بسط نظر گرفتن در و (١۶ .١) رابطه از استفاده با

ε = ±mc٢
√

١ +
٢ ℏω [n]q

mc٢ (٧۴ .٢)
(
q = ei η

) و حقیقͬ (q = eη) که حالتͬ برای (١. ٩) ، (١. ٨) روابط از استفاده با را (٧۴ .٢) رابطه
برابر ترتیب به انرژی فرم سپس ͬ کنیم م محاسبه باشد موهومͬ

εn = ±mc٢
√

١ +
٢ ℏω
mc٢

Sinh (η n)

Sinh (η )
(٧۵ .٢)

ε̄n = ±mc٢
√

١ +
٢ ℏω
mc٢

Sin (η n)

Sin (η )



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ٣۴
ͬ شود م نتیجه (٧۵ .٢) رابطه q → ١ (η → ٠) که زمانͬ حالت دو هر در

ε̃n = ±mc٢
√

١ +
٢ ℏω
mc٢ n (٧۶ .٢)

ͬ گیریم. م نظر در را ،ψD =

 |n⟩

|n− ١⟩
 موج تابع سپس است. شده اشاره [٧٠] ͽمرج در که

در زیر صورت به ͬ توان م حالت دو هر در را بعدی دو دیراک نوسانگر از مقادیر ویژه سرانجام
گرفت. نظر

ψ =

 √
En±mc٢

٢En l
|n⟩

∓i
√

En∓mc٢
٢En l

|n− ١⟩
 (٢. ٧٧)

وکاهنده افزاینده دیراک اسپینور عمل·رهای و (٢. ٣) فنا و خلق عمل·رهای از استفاده با
کنیم بازنویسͬ زیر صورت به را (۶٢. ٨) رابطه ͬ توان م (σ± = ١٢ (σx ± i σy)

)
H١D = i c

√
ℏmω

٢ σxa
† − i c

√
ℏmω

٢ σxa− i c

√
ℏmω

٢ σxσza (٢. ٧٨)
− i c

√
ℏmω

٢ σxσza
† +mc٢σz = g

(
σ+a+ σ−a†

)
+∆σz

.[٧١] است ∆ = mc٢ که

بعد دو در تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر ۵ .٢
مختلط فرمالیسم در نوسانگردیراک بررسͬ ١ .۵ .٢

[٧۵–٧٢] داریم مختلط مزدوج و مختلط نمایش در
z = x+ i y (٢. ٧٩)
z̄ = x− i y

زیر روابط معرفͬ با و
∂

∂ z
=

١
٢
(
∂

∂ x
− i

∂

∂ y

)
(٢. ٨٠)

∂

∂ z̄
=

١
٢
(
∂

∂ x
+ i

∂

∂ y

)
ͬ شوند م مشخص زیر صورت به دکارتͬ مختصات در px , py تکانه عمل·رهای

px = − i ℏ
∂

∂ x
(٢. ٨١)

py = − i ℏ
∂

∂ y



٣۵ بعد دو در تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر
داریم pz = − i ℏ ∂

∂ z از استفاده با
pz = − i ℏ

d

d z
=

١
٢ (px − i py) (٢. ٨٢)

p̄z = − i ℏ
d

d z̄
=

١
٢ (px + i py)

ͬ کنند م برآورد را زیر اولیه جابه جایی روابط عمل·رها،
[z , pz] = [z̄ , pz̄] = i ℏ (٢. ٨٣)
[z , pz̄] = [z̄ , pz] = ٠

فرمول بندی دوباره را (٢. ٨٢) رابطه ͬ توان م مختلط فرمالیسم در (٢. ٢) رابطه از استفاده با
کنیم

pz = −i
√

ℏm ω

٢ (ax − i ay) +
im ω

٢ (x− i y) (٨۴ .٢)
āz = −i

[√ ٢
ℏm ω

pz + i

√
m ω

٢ ℏ
z̄

]

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطه فوق قسمت مشابه روش به

az = i

[√ ٢
ℏm ω

pz − i

√
m ω

٢ ℏ
z̄

]
(٨۵ .٢)

ͬ کند م برآورد را معمول جابه جایی روابط عمل·رها، این
[ az , āz] = ١ (٨۶ .٢)
[ az , az] = ٠
[ āz , āz] = ٠

جابه جایی رابطه تغییرش΄ل یافته، دیراک نوسانگر در az , āz فنا و خلق عمل·رهای حالت دراین
ͬ کند م برآورد را زیر

[ az , āz]q = az āz − q−١ āzaz = qN (٢. ٨٧)
ͬ کند. م ارضا را زیر روابط که است عدد عمل·ر N که

[N , āz] = āz (٢. ٨٨)
[N , az] = −az

ͬ پردازیم. م تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در انرژی مقادیر ویژه از کلͬ ش΄ل بررسͬ به سپس



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ٣۶

دیراک نوسانگر مقادیر ویژه کلͬ ش΄ل ٢ .۵ .٢
ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به بعد دو در دیراک نوسانگر

[
c σx (px − imωx) + c σy (py − imωy) + β mc٢

]
ψ = εψ (٢. ٨٩)

زیر صورت به دیراک ماتریس معرفͬ با است. ψD =

 ψ١
ψ٢

 , αx = σx , β = σz که

αx = σx =

 ٠ ١
١ ٠

 (٢. ٩٠)

αy = σy =

 ٠ -i
i ٠


داریم (٢. ٨٩) رابطه در فوق روابط جای·ذاری با و

(
ε+mc٢

)
|ψ١⟩ = c (px + imωx− i py +mω y) |ψ٢⟩ (٢. ٩١)(

ε−mc٢
)
|ψ٢⟩ = c (px − imωx+ i py +mω y) |ψ١⟩

صورت به هامیلتونͬ ماتریسͬ نمایش قبل، قسمت مشابه روش به

HD =

 mc٢ c (px − imωx+ ipy +mωy)

c (px + imωx+ ipy +mωy) −mc٢

 (٢. ٩٢)

به مختلط فرمالیسم در (٢. ٩٢) هامیلتونͬ ،رابطه (٨۵ .٢)،(٨۴ .٢) روابط از استفاده با است.
ͬ شود م بازنویسͬ زیر صورت

HD =

 mc٢ ٢cpz + imωcz̄

٢cp̄z − imωcz −mc٢

 (٢. ٩٣)

HD =

 mc٢ ٢gāz
٢g∗az −mc٢


رابطه سپس است. z مختلط متغیر با بعدی دو حالت تبدیل یافته ، (٢. ٩٣) رابطه بنابراین
صورت به فنا و خلق عمل·رهای نمایش در ، (ψ١, ψ٢) موج توابع حسب بر را (٢. ٩٣) هامیلتونͬ

ͬ کنیم م بازنویسͬ زیر
|ψ١⟩ =

٢ g
ε−mc٢ āz |ψ٢⟩ (٩۴ .٢)

|ψ٢⟩ =
٢ g∗

ε+mc٢ az |ψ١⟩



٣٧ بعد دو در تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر
و حقیقͬ (q = eη) ͬ که هنگام را، دوبعد در دیراک ΁هارمونی نوسانگر انرژی طیف سرانجام

ͬ کنیم م محاسبه ترتیب به است موهومͬ (q = ei η
)

εn = ±mc٢
√

١ + ۴ ℏω
mc٢

S i n h(η n)

S i n h(η )
(٩۵ .٢)

ε̄n = ±mc٢
√

١ + ۴ ℏω
mc٢

S i n (η n)

S i n (η )

ͬ شود م ساده زیر رابطه به (٩۵ .٢) رابطه q → ١ (η → ٠) ͬ که هنگام قبل قسمت مشابه طور به

ε̃n = ±mc٢
√

١ + ۴ ℏω
mc٢n (٩۶ .٢)

[١٠] ͽمرج نتایج با خوبی توافق در (٩۶ .٢) معادله در نتایج این ͬ شود م مشاهده همانطورکه
΁ی در دیراک نوسانگر انرژی مقادیر ویژه روی را تغییرش΄ل یافته جبر تاثیرات حال ͬ باشد. م
هر برای η تغییرش΄ل یافته پارامتر توسط را تاثیرات این و دادیم قرار مطالعه مورد بعد دو و
ͬ شود. م داده نشان ٢. ٢ ش΄ل در n کوانتومͬ عدد برحسب موهومͬ و حقیقͬ q حالت دو
برای است متفاوت موهومͬ و حقیقͬ q حالت دو برای انرژی رفتار شده داده نشان همانطورکه
اما ͬ یابد م کاهش سپس و افزایش انرژی قدرمطلق ابتدا کوانتومͬ عدد افزایش با موهومͬ q

دارد. ادامه n کوانتومͬ عدد افزایش با افزایشͬ روند این حقیقͬ q حالت برای
صورت به مختلط مزدوج و مختلط نمایش در را تغییرش΄ل یافته دیراک هامیلتونͬ بنابراین

ͬ کنیم م بازنویسͬ دی·ر
H٢D = g

(
σ+āz + σ−az

)
+∆σz (٢. ٩٧)

ͬ دهیم م قرار بررسͬ مورد را بعدی دو دیراک نوسانگر حالات ویژه ابتدا
∣∣ψ١,٢

⟩
=

 √
En±mc٢

٢En l
|n⟩

∓i
√

En∓mc٢
٢En l

|n− ١⟩
 (٢. ٩٨)

در را حالات ویژه بنابراین است. حقیقͬ (موهومͬ) q برای En ≡ εn (En ≡ ε̄n) ترتیب به حال
. [٧–٧٨۶] ͬ کنیم م بیان |χ ↑⟩ , |χ ↓⟩ مولفه ای دو پاولͬ اسپینورهای از ترم هایی

|ψ١⟩ = αn |n⟩ |χ ↑⟩ − i γn |n− ١⟩ |χ ↓⟩ (٢. ٩٩)
|ψ٢⟩ = γn |n⟩ |χ ↑⟩ + i αn |n− ١⟩ |χ ↓⟩

حالت سپس ͬ اند، حقیق αn =
√

εn+mc٢
٢ εn

(√
ε̄n+mc٢

٢ εn

)
, γn =

√
εn−mc٢

٢ εn

(√
ε̄n−mc٢

٢ εn

)
که

ͬ دهیم م قرار بررسͬ مورد را t = ٠ در اولیه
|ψ(٠)⟩ = |n− ١⟩ |χ ↓⟩ = i γn |ψ١⟩ − i αn |ψ٢⟩ (٢. ١٠٠)



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ٣٨

. بعد دو و ΁ی در تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر :٢. ٢ ش΄ل

زیتر فرکانس به که ͬ اند، ومنف مثبت انرژی راه حل دو از برهم نهͬ (٢. ١٠٠) رابطه اولیه حالت
ͬ شود. م منجر کوانتومͬ ΁دینامی در ١٣ ب·انگ

|Ψ(t)⟩ = i γn e
−i ωnt |ψ١⟩ − i αn e

i ωnt |ψ٢⟩ (٢. ١٠١)

تغییرش΄ل یافته پارامتر به تغییرش΄ل یافته بعدی دو دیراک نوسانگر برای ب·انگ زیتر‐ فرکانس حال
و حقیقͬ q هنگامی΄ه انرژی حالت دو برای ترتیب به ب·انگ زیتر فرکانس که است. وابسته η

صورت به باشد موهومͬ

ωn =
εn
ℏ

=
mc٢
ℏ

√
١ + ۴ ℏω

mc٢
S i nh (η n)

S i nh (η )
(٢. ١٠٢)

ωn =
ε̄n
ℏ

=
mc٢
ℏ

√
١ + ۴ ℏω

mc٢
S i n (η n)

S i n (η )

ومنفͬ مثبت انرژی بین نوسانͬ فرکانس این است. نوسانگر فرکانس ωn حالت دو هر در است.
η۴ با متناسب ترم های از و ͬ گیریم م نظر در را ΁کوچ خیلͬ تغییرش΄ل مرحله این در است.

13Zitterbewegung



٣٩ بعد دو در تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر
ͬ کنیم م صرفنظر

ωn =
εn
ℏ

=
mc٢
ℏ

√
١ + ۴ ℏω

mc٢
S i n (η n)

S i n (η )
(٢. ١٠٣)

≈ mc٢
ℏ

√
١ + ۴n+

٢
٣ η٢n٣

≈ ωDo(١ ± ١
٣

n٣
(١ + ۴n)η٢)

علامت و است تغییرش΄ل بدون دوبعدی دیراک نوسانگر فرکانس ، (ωDo =
mc٢
ℏ

√١ + ۴n) که
برحسب را ωn فرکانس حال است. موهومͬ q برای (‐) علامت و حقیقͬ q حالت برای (+)
این ͬ دهیم. م نمایش ٢. ٣ ش΄ل در موهومͬ و حقیقͬ q حالت دو هر برای n کوانتومͬ عدد

ͬ شود. م توصیف منفͬ و مثبت انرژی مقدار ویژه دو بین نوسانگر فرکانس
΁کوچ ͬ خیل تغییرش΄ل یافته پارامتر تقریب در |ψ١⟩ , |ψ٢⟩ دو مولفه ای ترم های در ، |Ψ(t)⟩ عبارت

ͬ شود م تبدیل زیر فرم به سرانجام η

|Ψ(t)⟩ = |Ψ(t)⟩η=٠ + η٢ |Ψ(t)⟩η ̸=٠ (١٠۴ .٢)

تابع حالت دو هر برای ͬ شود. م بیان تغییرش΄ل حضور در η ̸= ٠ و تغییرش΄ل بدون η = ٠ که
ͬ شود. م داده نمایش زیر صورت به ترتیب به موج

|Ψ(t)⟩η=٠ =

(
Cos ωDot+

i Sin ωDot√١ + ۴n
)
|ψ١⟩+

√ ۴n
١ + ۴n Sin ωDot |ψ٢⟩ (١٠۵ .٢)

|Ψ(t)⟩η ̸=٠ =

([ ١
٣
n٣ωDot(١ + ۴n) Sin ωDot+

i√١ + ۴n
{
∓ ١

٣
n٣ωDot(١ + ۴n) (Cos ωDot+ Sin ωDot)

}])
|ψ١⟩

+


√ ۴n

١ + ۴n
١
٣
n٣ωDot(١ + ۴n) Cos ωDot−

√ ۴n
١ + ۴n

(
n٢
١٢ +

١
٣

n١)٣ + ۴n)
)
Sin ωDot

 |ψ٢⟩

٢. ٣ ش΄ل از همانطورکه است. موهومͬ و حقیقͬ q برای ترتیب به (‐) ،(+) علامت
در فرکانس η تغییرش΄ل یافته پارامتر افزایش و n کوانتومͬ عدد افزایش با ͬ کنید م مشاهده
و کوانتومͬ عدد کاهش با موهومͬ q حالت برای بالعکس و ͬ یابد م افزایش حقیقͬ q حالت

ͬ یابد. م کاهش فرکانس ، q پارامترتغییرش΄ل یافته افزایش
حال ͬ دهد. م نشان |n− ١⟩ |χ ↓⟩ و |n⟩ |χ ↑⟩ حالات بین نوسانگر رفتار (١٠۵ .٢) معادله
به سپس دارند. قرار Tدمای در که داریم هم از مستقل دیراک نوسانگر N ͬ کنیم م فرض

ͬ پردازیم. م دیراک نوسانگر از آماری خواص بررسͬ



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ۴٠

پارامترهای از مجموعه ای برای n کوانتومͬ عدد برحسب فرکانس رسم :٢. ٣ ش΄ل
. (ℏ = m = c = ١)

دیراک نوسانگر ترمودینامی΄ͬ خواص معرفͬ ۶ .٢
در است. بوده اخیر سال های در جالبی بسیار موضوع ΁ی تغییرش΄ل یافته آمار فرمالیسم
و است شده انجام تغییرش΄ل یافته فیزی΄ͬ سیستم های در بسیاری تحقیقات اخیر، سال های
آماری ΁م΄انی میان، این در است. آمده دست به تحقیقات این در بسیاری پیشرفت های
قرار مطالعه مورد ١۵ ΁یوروس وی و ١۴ ΁نس΄وی توسط تغییرش΄ل یافته کوانتومͬ نوسانگر
دی·ر و پارش تابع و ͬ گیریم م نظر در حقیقͬ q حالت برای را نوسانگر جبر است. شده گرفته
نوسانگر برای را U داخلͬ انرژی و S آنتروپی ، F آزاد انرژی مثال طور به آماری کمیت های
En انرژی با حالت ΁ی در سیستم ΁ی کردن پیدا احتمال ͬ آوریم. م دست به تغییرش΄ل یافته

ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به

Pn =
e
− En

κBT

Z
(١٠۶ .٢)

تغییرش΄ل یافته پارامتر برای را پارش تابع بنابراین است. پارش Zتابع = tr e
− H

κBT =
∑
e−β En حال

ͬ کنیم م شروع موهومͬ و حقیقͬ q حالت دو برای زیر رابطه از ͬ کنیم. م محاسبه β ΁کوچ

εn = ±mc٢
√

١ + a
S i n h (η n)

S i nh (η )
(٢. ١٠٧)

εn = ±mc٢
√

١ + a
S i n (η n)

S i n (η )

است. بعد ΁ی و دو در دیراک ΁هارمونی نوسانگر حالت برای ترتیب به a = ٢ ℏω
mc٢ , ۴ ℏω

mc٢ که
΁کوچ خیلͬ تغییرش΄ل یافته موهومͬ و حقیقͬ q حالت دو هر برای ترتیب به را انرژی سپس

14Neskovic
15Urosevic



۴١ دیراک نوسانگر ترمودینامی΄ͬ خواص معرفͬ
ͬ کنیم م صرفنظر η۴ متناسب ترم های از همچنین و ͬ کنیم م بررسͬ
εn =

√
١ + a

η n + η٣n٣
۶

η
(٢. ١٠٨)

≃

√
١ + a

(
n +

η٢n٣
۶
)

≃
√١ + an

(
١ +

an٣
١٢ (١ + an)

η٢
)

ε̄n ≃
√١ + an

(
١ − an٣

١٢ (١ + an)
η٢
)

ͬ کنیم م بیان ساده تری ش΄ل به موهومͬ و حقیقͬ q حالت دو برای را (٢. ١٠٨) رابطه دو
ζn ≃

√١ + an

(
١ ± an٣

١٢ (١ + an)
η٢
)

(٢. ١٠٩)
گرفت نظر در زیر صورت به ͬ توان م یا

ζn = ζn ٠ + ζn± (٢. ١١٠)
با

ζn ٠ =
√١ + an (٢. ١١١)

ζn± = ± an٣
١√١٢ + an

η٢ (٢. ١١٢)
ͬ شود م داده زیر رابطه با پارش تابع حالت این در

Z =
∞∑
n=٠

e−
ζn±
τ (٢. ١١٣)

≃
∞∑
n=٠

e−
√١+ an

τ

(
١ ± an٣

١٢ τ √١ + an
η٢
)

= Z٠ + Z١
زیر متغیرهای معرفͬ با

τ =
κBT

mc٢ (١١۴ .٢)
Z٠ =

∞∑
n=٠

e−
√١+ an

τ

Z١ = ± a η٢
١٢ τ

∞∑
n=٠

n٣
√١ + an

e−
√١+ an

τ

محاسبه زیر رابطه از استفاده و ١۶ زتا تابع از استفاده با را (٢. ١١٣) رابطه در پارش تابع اول ترم
[٧٠] ͬ کنیم م

e−x =
١

٢π i
∫
C

d s x−sΓ(s) (١١۵ .٢)
16Zeta function



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ۴٢
ͬ شود م زیر رابطه به تبدیل (١١۴ .٢) رابطه سپس

∑
n

e−
γ
τ

√
α+n =

١
٢π i

∫
C

d s
(γ
τ

)−s∑
n

(n+ α)−
s٢Γ(s) (١١۶ .٢)

=
١

٢π i
∫
C

d s
(γ
τ

)−s
ζH(

s

٢ , α) Γ(s)

به Γ(s) , ζH( s٢ , α) اینجا است. شده معرفͬ x = γ
τ

√
α+ n , γ =

√
a , α = ١

a متغیرهای با
هوروایز زتای تابع این از ترم های در را پارش تابع است. ١٨ اویلر تابع و ١٧ زتاهوروایز تابع ترتیب

ͬ آوریم م به دست

Z٠(τ) = τ٢
a

+ ζH(٠ , ١
a
) (٢. ١١٧)

ͬ شود م نوشته ١٩ لورن ΁م – اویلر رابطه از استفاده توسط (٢. ١١٣) رابطه پارش تابع دوم ترم

Z١ = ± a η٢
١٢ τ

∞∑
n=٠

n٣
√١ + an

e−
√١+ an

τ (٢. ١١٨)

ͬ کنیم م تبدیل انتگرال به زیر رابطه ΁کم با را (٢. ١١٨) رابطه
∞∑
x=٠

f (x) =
١
٢ f(٠) +

∫ ∞

٠ f (x) d x−
∞∑
p=١

B٢ p

(٢ p)! f(٢ p−(٠)(١ (٢. ١١٩)

f(٢ p−١) ، ٢٠ برنولͬ اعداد B٢p است، f (x) = x١√٣+ a x
e−

√١ + a x
τ ، (٢. ١١٨) رابطه به توجه با

صورت به Z١ ترم از کلͬ فرم p = ١ حدود در است. (٢ p− ١) مرتبه مشتق
Z١ (τ , η) =

∫ ∞

٠ f (x) d x (٢. ١٢٠)
= b η٢ e− ١

τ

(١۵ τ۶ + ١۵ τ۵ + ۶ τ۴ + τ٣)
فرم سرانجام باشد. a = ۴ و a = ٢ ترتیب به که زمانͬ b = ٣ e−

١
τ٨ , b = ۶ e− ١

τ برای است.
به q از حالت هردو برای بعد دو و ΁ی در تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر پارش تابع از کلͬ

است زیر صورت
Zq (τ, η) =

τ٢
٢ + ζH(٠ , ١

a
)± η٢ b

(١۵ τ۶ + ١۵ τ۵ + ۶ τ۴ + τ٣) (٢. ١٢١)
(٢. ١٢١) رابطه طریق از است. موهومͬ و حقیقͬ q حالت برای ترتیب به (+) و (‐) علامت که
محاسبه را ویژه گرمای و کل انرژی آنتروپی، آزاد، انرژی مثال طور به گرمایی خواص تمام

17Hurwitz zeta function
18Euler function
19Euler–MacLaurin formula
20Bernoulli numbers



۴٣ مغناطیسͬ میدان حضور در دیراک نوسانگر
[٧٩] ͬ کنیم. م

F = − τ Ln (Z) (٢. ١٢٢)
U = τ٢∂ Ln (Z)

∂ τ
S

κβ
= Ln (Z) + τ

∂ Ln (Z)

∂ τ

C

κβ
= ٢ τ Ln (Z) + τ٢ ∂٢ Ln (Z)

∂ τ٢

ͬ پردازیم. م مغناطیسͬ حضورمیدان در دیراک نوسانگر بررسͬ به بعدی بخش در

مغناطیسͬ میدان حضور در دیراک نوسانگر ٢. ٧
معرفͬ ٢٢ ΁سزپانی و ٢١ موشینس΄ͬ توسط نسبیتͬ کوانتومͬ ΁نوسانگرم΄انی ١٩٨٩ سال در
جفت ترم ΁ی با ΁هارمونی نوسانگر صورت به غیرنسبیتͬ حد در دیراک نوسانگر .[۶٩] شد
΁فیزی، [٨٠–٨٢] ٢٣ ΁اپتی کوانتوم در دیراک نوسانگر ͬ کند. رفتارم مدار – اسپین شده
ساختار این است. گرفته قرار بررسͬ مورد [٨–٨٩۶] ٢۵ جبرناجابجایی ، [٨۵–٨٢] ٢۴ هسته ای
ͬ ترین .اصل [٩۴–٩٠] است گرفته قرار بررسͬ مورد فشرده صورت به تغییر ش΄ل با جبری
طیف این آوردن به دست تغییرش΄ل یافته ΁نوسانگرهارمونی از جبری ساختار این در مسأله
صورت های کردیم اشاره قبلا همانطورکه است. م΄ان و تکانه عمل·رهای برحسب هامیلتونͬ
هامیلتونͬ قسمت این در . [٩۵] است توجه مورد تغییرش΄ل یافته ΁نوسانگرهارمونی از متفاوتͬ
قرار بررسͬ مورد خارجͬ مغناطیسͬ میدان درحضور را دیراک نوسانگر از تغییرش΄ل یافته
بررسͬ بعد ٢ در را تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر این انرژی و حالات ویژه سپس ͬ دهیم. م

ͬ کنیم. م
معرفͬ زیر صورت به بعد ٢+١ در مغناطیسͬ حضورمیدان در دیراک نوسانگر هامیلتونͬ

[٩۶] ͬ شود م

H = c α. (p− imω β r) + β mc٢ (٢. ١٢٣)

نوسانگراست. فرکانس ω ذره، م΄ان بردار r بعدی، دو تکانه p ال΄ترون، mجرم نور، سرعت c که
21Moshinsky
22Szczepaniak
23Quantum optics
24Nuclear physics
25Noncommutative geometry



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ۴۴
ͬ شوند. م معرفͬ پاولͬ ماتریس توسط که دوبعد در معمول دیراک ماتریس α , β همچنین

αx = σx (١٢۴ .٢)
αy = σy

β = σz

سادگͬ به زیر تبدیل توسط سیستم هامیلتونͬ این خارجͬ مغناطیسͬ میدان حضور در سپس
ͬ شود م بازنویسͬ

pi → πi = pi −
e

c
Ai (١٢۵ .٢)

راستای در مغناطیسͬ میدان حضور در را برداری پتانسیل است. برداری پتانسیل Aiمولفه های

ͬ گیریم. م درنظر z
B⃗ = B ez (١٢۶ .٢)
A⃗ =

(
−B٢ y,

B

٢ x, ٠
)

به هامیلتونͬ ماتریسͬ نمایش سپس ͬ دهیم م قرار (٢. ١٢٣) درهامیلتونͬ را (١٢۶ .٢) روابط
ͬ شود م زیر صورت

H =

 mc٢ c(px − ipy) + imω̃c(x− iy)

c(px + ipy)− imω̃c(x+ iy) −mc٢

 (٢. ١٢٧)

عمل·رهای معرفͬ با است. ٢۶ سی΄لوترون فرکانس ، ωc = |e|B
mc است.اینجا ω̃ = ω − ωc٢ که

صورت به وافزاینده کاهنده
a†D =

١
٢√

mω̃ ℏ
(px − i py) +

i

٢
√
mω̃

ℏ
(x− i y) (٢. ١٢٨)

aD =
١

٢√
mω̃ ℏ

(px + i py)−
i

٢
√
mω̃

ℏ
(x+ i y)

ͬ کند م برآورد را زیر جابه جایی روابط عمل·رها ]این
aD , a

†
D

]
= ١ (٢. ١٢٩)

[aD , aD] = ٠[
a†D , a

†
D

]
= ٠

ͬ شود م تبدیل زیر صورت به وکاهنده افزاینده عمل·رهای درنمایش هامیلتونͬ سپس

H =

 mc٢ ٢c√mω̃ ℏ a†D
٢c√mω̃ ℏ aD −mc٢

 (٢. ١٣٠)

ͬ پردازیم. م جابجایی فضای در تغییرش΄ل یافته نوسانگردیراک بررسͬ به بعد قسمت در
26The cyclotron frequency



۴۵ مغناطیسͬ میدان حضور در دیراک نوسانگر

جابجایی فضای در تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر ٢. ٧. ١
مغناطیسͬ میدان درحضور تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر از دقیق راه حل های آوردن به دست برای
از ترم هایی در را aD , a†D دیراک عمل·رهای ابتدا ͬ کنیم. م عمل زیر صورت به خارجͬ،
ͬ شوند م معرفͬ (٢. ١٢٨) روابط توسط ax , ay , a†x , a†y معمول افزاینده و کاهنده عمل·رهای

aD =
ay − i ax√٢ (٢. ١٣١)

a†D =
a†y − i a†x√٢

زیرمعرفͬ صورت به ax , a†x , ay , a†y یعنͬ ΁هارمونی نوسانگر عمل·رهای از x , y مولفه های که
ͬ شوند م

ax =

√
mω̃

٢ ℏ
x+

√
ℏ

٢mω̃

d

dx
(٢. ١٣٢)

a†x =

√
mω̃

٢ ℏ
x−

√
ℏ

٢mω̃

d

dx

ay =

√
mω̃

٢ ℏ
y +

√
ℏ

٢mω̃

d

d y

, a†y =

√
mω̃

٢ ℏ
y −

√
ℏ

٢mω̃

d

d y

ابتدا . [٩٧] شده اند مطالعه نویسندگان از برخͬ توسط تغییرش΄ل یافته ΁هارمونی نوسانگر
[٩٨] ͬ دهیم م اثر خلا حالت روی را تغییرش΄ل یافته کاهنده عمل·ر

aq|٠⟩q = ٠ (٢. ١٣٣)
صورت به پایه حالت روی افزاینده و کاهنده عمل·رهای اثر سپس

a†q |n⟩ =
√
[n+ ١] |n+ ١⟩ (١٣۴ .٢)

aq |n⟩ =
√
[n] |n− ١⟩

[n] زیر صورت به تعداد پارامتر معرفͬ با که است.
[n]q =

١ − qn

١ − q
(١٣۵ .٢)

بنابراین . [٩٠–٩٢] است تغییرش΄ل یافته پارامتر q که
aq a

†
q |n⟩ = [n+ ١] |n⟩ (١٣۶ .٢)

a†q aq |n⟩ = [n] |n⟩

ͬ کند م برآورد را زیر جابه جایی رابطه ، (١٣۶ .٢) ]روابط
aq , a

†
q

]
q
= aq a

†
q − q a†q aq = ١ (٢. ١٣٧)



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ۴۶
[٩٧] ͬ شوند م معرفͬ زیر صورت به وافزاینده کاهنده عمل·رهای از مختصاتͬ نمایش

aq =
e−٢ i α x − ei α

d
d x e− i α x

− i
√١ − e−٢α٢ (٢. ١٣٨)

a†q =
e٢ i α x − e i α xei α

d
d x

i
√١ − e−٢α٢

[q → ١ , (α→ ٠)] حد در همچنین ͬ کند. م برآورد را (٢. ١٣٧) جابه جایی رابطه (٢. ١٣٨) نمایش
΁نوسانگرهارمونی از معمول افزاینده و کاهنده عمل·رهای به (٢. ١٣٨) افزاینده و کاهنده عمل·رهای
عمل·رهای برای مختصاتͬ نمایش (٢. ١٣٨) ،(٢. ١٣٢) روابط از استفاده با ͬ یابد. م کاهش

ͬ شوند م تبدیل زیر صورت به تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در افزاینده و کاهنده دیراک

aDq =
١

−i
√١√٢ − e−٢α٢

e−٢ i α y − e
i α d

d y e− i α y

−i e−٢ i α x + i ei α
d
d x e− i α x

 (٢. ١٣٩)

a†Dq =
١

i
√١√٢ − e−٢α٢

e٢ i α y − ei α ye
i α d

d y

+i e٢ i α x − i ei α xei α
d
d x


ͬ شود م بیان زیر صورت به سادگͬ به (٢. ١٣٠) تغییرش΄ل یافته هامیلتونͬ سپس

Hq =

 mc٢ ٢c√mω̃ ℏ a†Dq

٢c√mω̃ ℏ aDq −mc٢

 (١۴٢. ٠)

زیر صورت به (١۴٢. ٠) رابطه تغییرش΄ل یافته هامیلتونͬ با زمان از مستقل دیراک معادله حال
ͬ شود م تبدیل

Hqψq = Eqψq (١۴٢. ١)
ͬ شوند م بازنویسͬ زیر دومعادله به (١۴٢. ١) معادله ،ψq =

ψ١q
ψ٢q

 که

mc٢ ψ١q + ٢ c√mω̃ ℏ a†Dq
ψ٢q = Eq ψ١q (١۴٢. ٢)

٢ c√mω̃ ℏ aDqψ١q −mc٢ ψ٢q = Eq ψ٢q
داریم (١۴٢. ٢) معادلات از سرانجام

mc٢ ψ١q +
۴mc٢ ω̃ ℏ
Eq +mc٢ a

†
Dq
aDqψ١q = Eq ψ١q (١۴٢. ٣)

و (١۴٢. ٣) رابطه |n⟩ از ترم هایی در ψ١q بسط گرفتن نظر در و (٢. ١٣٧) رابطه از استفاده با
ͬ شود م تبدیل زیر صورت به ترتیب به انرژی طیف )همچنین

mc٢ +
۴ c٢mω̃ ℏ
Eq +mc٢ [n]q − Eq

)
|n⟩ = ٠ (١۴۴ .٢)

Eq = ±mc٢
√

١ +
۴ ω̃ ℏ
mc٢ [n]q



۴٧ مغناطیسͬ میدان حضور در دیراک نوسانگر
رابطه q → ١ حد در همچنین و (١۴۴ .٢) رابطه داخل در (١٣۵ .٢) رابطه از [n]q جای·زینͬ با

[٩٧ ،٩۶] است زیر صورت به ترتیب به که ͬ شود م تبدیل معمول رابطه به انرژی طیف
Eq = ±mc٢

√
١ +

۴ ω̃ ℏ
mc٢

(١ − qn

١ − q

)
(١۴۵ .٢)

E = lim
q→١ Eq = ±mc٢

√
١ +

۴ ω̃ ℏ
mc٢ n

حالت در (١۴۵ .٢) معادله و است √n متناسب معمول حالت در (١۴۵ .٢) انرژی رابطه این
است. √[n]q =

√١−qn١−q
متناسب تغییرش΄ل یافته

استفاده با |٠⟩q یعنͬ تغییرش΄ل یافته نوسانگر انرژی سطوح پایین ترین بعد مرحله در سپس
ͬ کنیم م محاسبه زیر شرایط از

aDq |٠⟩q = ٠ (١۴۶ .٢)
داریم aDq , ψ٠ q برای (٢. ١٣٨) عبارت از استفاده با

|٠⟩q = ١√
π
e

(
−
(

x٢+y٢
٢

)
+ ٣٢ i α (x+y)

)
(١۴٢. ٧)

معرفͬ زیر صورت به |٠⟩q کت و دیراک افزاینده عمل·ر کارگیری به توسط |n⟩q کت کلͬ حالت
ͬ شود م

|n⟩q =Mn

n∑
k= ٠

(
n !

k! (n− k)!

) n∑
l= ٠

(
(−١)l [k] !ik
[l]! [k − l]!

)
e

(
− x٢

٢ + ٣ i α x٢
)

(١۴٢. ٨)

e[(k−l)٢ i α x−l α٢] × e

(
− y٢

٢ + ٣ i α y٢
)

n−k∑
l′= ٠

(
(−١)l′ [n− k] !

[l′]! [n− k − l′]!

)
e[(n−k−l′)٢ i α y−l′ α٢]

است. Mn = ١
√
π
√

[n] ! in٢n٢
(

١−e(−٢ α٢)
n٢
) که

استفاده با را تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر مختصاتͬ نمایش ͬ کنید م مشاهده همانطورکه
تبدیل معمول مختصات نمایش به q → ١ حد در و ͬ کنیم م محاسبه وکاهنده افزاینده عمل·ر از

آوردیم. به دست را انرژی سطوح پایین ترین و انرژی طیف درنهایت و ͬ شوند م
ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد ٢٧ ناجابجایی فضای در را تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر حال

مغناطیسͬ میدان درحضور تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر ٢. ٧. ٢
ناجابجایی فضای در

‐[١٠] دارد وجود اخیر سال های در نسبیتͬ موج معادلات مطالعه در توجه ای قابل افزایش
به ادامه در و ͬ کنیم م معرفͬ را ناجابجایی فضای مختصر، طور به قسمت این .در [٧٣ ،۶٩]

27Noncommutative Phase Space



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ۴٨
ͬ پردازیم. م ناجابجایی فضای در یافته تغییرش΄ل دیراک نوسانگر بررسͬ

رابطه ی که شد مطرح کوانتومͬ ΁م΄اني طریق از ΁فيزی در ناجابجایی ایده ی بار اولين
صورت به هایزنبرگ جابجایی

[x̂ , p̂] = i δi j

روش این در پرداخت. فضایی چنين توصيف به بار اولين که بود کسͬ ٢٨ نویمن فون است.
جبری ناجابجایی، جبر گردید. ناجابجایی هندسه ی به منجر و شد فرمولبندی نویمن جبر
افرادی از ی΄ͬ ، ٢٩ کن آلن فرانسوی ریاضيدان ندارد. جابجایی خاصیت ضرب، آن در که است
١٩٨٢ سال در کن آلن است. داشته نقش هندسه ی ناجابجایی پيشروی جهت در که است
فضا‐زمان کردن کوانتیده ایده بار اولین برای اسنایدر کرد. معرفͬ را ناجابجایی هندسه ی
نمود. بیان مختصات ها این بین را معینͬ ناجابجایی روابط و کرد مطرح ١٩۴٧ سال در را
مطالعاتͬ است. داشته کوانتومͬ ΁فیزی زمینه ی در فراوانͬ کاربردهای ناجابجایی، هندسه
این ناجابجایی فضای در است. شده ارائه آن در ناجابجایی فضا‐زمان از بسیاری شواهد که

.[٩٨] کنند صدق زیر روابط در باید تکانه و م΄ان عمل·رهای بین جابجایی ]روابط
x̂i, x̂j

]
= i θi j (١۴٢. ٩)[

P̂ i, P̂ j
]

= i ηi j[
x̂i, P̂ j

]
= i ℏ δi j

پیروی زیر تبدیلات از باید ناجابجایی فضای در دوبعد در تکانه و م΄ان عمل·رهای سپس
.[٩٩–١٠١] کنند

x → x− θ

٢ py (١۵٢. ٠)
y → y +

θ

٢ px

px → px +
θ

٢ y

py → py −
θ

٢ x

معادله (١۵٢. ٠) رابطه تبدیلات از استفاده با نتیجه در است. ناجابجایی پارامتر معرف θ که
.[۶٩] ͬ شود م تبدیل زیر صورت به ناجابجایی فضای در دیراک نوسانگر هامیلتونͬ

H(NC) = α .
(
P − imω β̃ r

)
+ β m (١۵٢. ١)

ͬ شود م تبدیل زیر فرم به هامیلتونͬ این متناظر ماتریسͬ نمایش
H(NC) = (١۵٢. ٢) m (p̃x

(NC) − ip̃y
(NC)) + imω̃(x̃(NC) − iỹ(NC))

(p̃x
(NC) + ip̃y

(NC))− imω̃(x̃(NC) + iỹ(NC)) −m


28Von Neumann
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۴٩ طول کمینه حضور در دیراک نوسانگر بررسͬ
که

p̃(NC)
x,y =

(
١ +

mω̃ θ

٢
)
Px,y (١۵٢. ٣)

x̃(NC)
x,y =

(
١ +

θ

٢mω̃

)
xx,y

صورت به ناجابجایی فضای در فنا و خلق عمل·رهای از استفاده توسط
ã†D =

١
٢√

m ω̃

(
p̃(NC)
x − i p̃(NC)

y

)
+
i

٢
√
mω̃

(
x̃(NC) − i ỹ(NC)

) (١۵۴ .٢)
ãD =

١
٢√

m ω̃

(
p̃(NC)
x + i p̃(NC)

y

)
− i

٢
√
mω̃

(
x̃(NC) + i ỹ(NC)

)
عمل·رهای تعریف از استفاده با ناجابجایی فضای در (١۵٢. ٢) رابطه ماتریسͬ نمایش نهایت در

ͬ کند. تغییرم زیر صورت به (١۵۴ .٢) رابطه توسط فنا و خلق

H(NC) =

 m ٢√mω̃ ã†D

٢√mω̃ ãD −m

 (١۵۵ .٢)

صورت به دیراک نوسانگر انرژی رابطه ،q → ١ تغییرش΄ل یافته پارامتر که زمانͬ حدی حالت در
[٩٨ ،٧۴] ͬ شود م تبدیل زیر

E(NC) = ± m

√
١ +

۴ ω̃

m
ñ (١۵۶ .٢)

ͬ آید م به دست زیر شرایط θ = ٠ که زمانͬ خاص حالت در
ã†D → a†D (١۵٢. ٧)
ãD → aD

ñ → n

باشند ℏ = c = ١ و کند میل صفر سمت به ناجابجایی پارامتر که زمانͬ حدی حالت در نهایت در
(١۴۵ .٢) رابطه در همانطورکه ͬ آیند، م دست به جابجایی فضای در قبل قسمت نتایج تمام

ͬ شود. م مشاهده

طول کمینه حضور در دیراک نوسانگر بررسͬ ٢. ٨
محاسبه برای شرودینگر معادله تعمیم یافته و کوانتومͬ ΁م΄انی در معادله ای دیراک، معادله
ͬ گیرد. م نظر در نیز را خاص نسبیت ی نظریه معادله این که تفاوت این با است ذرات موج تابع
اسپین با ذرات دیراک، معادله شد. معرفͬ دیراک پل بریتانیایی فیزی΄دان توسط معادله این



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ۵٠
ویژه معادله قبل قسمت های در همانطورکه ͬ کند. م توجیه را فرمیون ها یعنͬ صحیح نیمه

[١٠٢] زیر صورت به حدی حالت در را تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر مقدارانرژی

E = lim
q→١Eq = ± m٠

√
١ +

۴ ω̃

m٠ n (١۵٢. ٨)

طول کمینه حضور در تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر بررسͬ به ادامه در که آمد، به دست
از استفاده با و ͬ کنیم م معرفͬ را طول کمینه فرمالیسم مختصر، طور به ابتدا ͬ پردازیم. م

ͬ پردازیم. م تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر ترمودینامی΄ͬ خواص بررسͬ به فرمالیسم این
[١٠٣] ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به طول کمینه حضور در جبرهایزنبرگ این

[x, p] = i ℏ g (p) (١۵٢. ٩)
ͬ دهیم م تیلور بسط p = ٠ نقطه حول را (١۵٢. ٩) رابطه

g (p) = g (p) |p=٠ + p g′ (p) |p=٠ +
p٢
٢ g′′ (p) |p=٠ (١۶٢. ٠)

در p٢ در ضریب ΁ی را سوم جمله و صفر مساوی را دوم جمله ،΁ی مساوی را اول جمله که
ش΄ل به (١۶٢. ٠) رابطه است. طول کمینه پارامتر که ͬ نامیم م δ را ضریب این و ͬ گیریم م نظر

[١٠۵ ،١٠۴] ͬ شود م ساده زیر
[x̂i, p̂i] = i δi j(١ + δ p٢) (١۶٢. ١)

را (١۶٢. ١) جابجایی رابطه باید تکانه و م΄ان عمل·رهای نمایش حال است. ℏ = ١, δ > ٠ که
ͬ گیریم. م نظر در زیر صورت به را عمل·رها این که کند برآورد

P̂i = (١ + δ p٢) pi (١۶٢. ٢)
x̂i = xi

به تغییرش΄ل یافته دیراک نوسانگر هامیلتونͬ ماتریسͬ نمایش طول کمینه حضور در سپس
ͬ شود. م تبدیل زیر صورت m٠ ٢√mω̃ã†

٢√mω̃ã −m٠

ψ١−q

ψ٢−q

 = ε(ml)
q

ψ١−q

ψ٢−q

 (١۶٢. ٣)

است زیر صورت به طول کمینه فرمالیسم در فنا و خلق عمل·ر که
ã†D =

١
٢√

m ω̃

(
p̃(ml)
x − i p̃(ml)

y

)
+
i

٢
√
mω̃

(
x̃(ml) − i ỹ(ml)

) (١۶۴ .٢)
ãD =

١
٢√

m ω̃

(
p̃(ml)
x + i p̃(ml)

y

)
− i

٢
√
mω̃

(
x̃(ml) + i ỹ(ml)

)



۵١ طول کمینه حضور در دیراک نوسانگر ترمودینامی΄ͬ خواص بررسͬ
دیراک نوسانگر انرژی مقداری ویژه معادله شد بیان قبل قسمت در همانطورکه مشابه روش به
[١٠٣ ،٧٢] ͬ آید م به دست زیر صورت به حدی حالت در طول کمینه حضور در تغییرش΄ل یافته

ε(ml)
q = ± m٠

√
١ +

۴ ω̃

m٠ [ñ] (١۶۵ .٢)

ͬ آید. م به دست زیر شرایط ب·یریم نظر در صفر را طول کمینه پارامتر که خاص حالت در

ã†D → a†D (١۶۶ .٢)
ãD → aD

ñ → n

در دیراک نوسانگر ترمودینامی΄ͬ خواص بررسͬ ٢. ٩
طول کمینه حضور

اما پرداخته ایم ذره ای تک سیستم های محدوده ی در تعمیم یافته کوانتومͬ ΁م΄انی به تاکنون
در برهم کنش بدون بعدی دو هماهنگ نوسانگرهای از متش΄ل ذره ای، سیستمͬ اینجا در
آنسامبل ΁ی اینجا در آماری سیستم اینکه به توجه با ͬ گیریم. م نظر در را طول کمینه حضور
با انرژی تنها و داشت نخواهیم محیط با ذره ای تبادل پس است شده گرفته نظر در کانونͬ
سیستم ΁ی سیستم و ندارند ی΄دی·ر با برهم کنشͬ هیج ذرات طرفͬ از ͬ شود م مبادله محیط
محاسبه مرحله اولین سیستم ΁ی آماری خواص بررسͬ برای ͬ دانیم م طرفͬ از است. فرمیونͬ

است. سیستم ٣٠ پارش تابع
است سیستم ترمودینامی΄ͬ رفتار مطالعه ی در اولیه گام و است دما برحسب پارش تابع
چنین پارش تابع است. محاسبه قابل ترمودینامی΄ͬ خواص دی·ر پارش، تابع داشتن با زیرا

ͬ آید م به دست زیر صورت به سیستمͬ

Z = tr e−β εn (١۶٢. ٧)

حقیقͬ q حالت دو هر برای ترتیب به را انرژی سپس است. بولتزمن ثابت KB و β = ١
KBT که

η۴ متناسب ترم های از همچنین و ͬ کنیم م بررسͬ ΁کوچ خیلͬ تغییرش΄ل یافته موهومͬ و
.[٧٣] ͬ کنیم م صرفنظر

εn =
√
n

(
١ ± n٢

١٢η٢
)

(١۶٢. ٨)
30The partition function



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ۵٢
مثبت انرژی با حالتͬ برای را سیستمͬ چنین پارش تابع ͬ توان م انرژی داشتن با ادامه در

آورد به دست
Z =

∞∑
n=٠

e−β En (١۶٢. ٩)

≃
∞∑
n=٠

e−β
√
n (١ − n

۵٢
١٢ β η٢)

رابطه از استفاده با برهم کنش بدون بعدی N سیستم برای دیراک نوسانگر پارش تابع که
انرژی و ٣١ داخلͬ انرژی ͬ توان م پارش تابع محاسبه با ͬ شود. م داده Z̄ = (Z ( η, δ ))N

آماری، ΁م΄انی دیدگاه از ͬ دانید م همانطورکه کنیم. محاسبه را سیستم ٣٢ هلمهولتز آزاد
انرژی باشد ایزوله سیستم اگر است. سیستم اجزای انرژی میانگین برابر سیستم داخلͬ انرژی
وارد یا گرما کردن اضافه با ترمودینامی΄ͬ اول قانون طبق و ͬ ماند م پایسته سیستم درونͬ
دومͬ تعریف و ͬ یابد م افزایش سیستم داخلͬ انرژی محیط طرف از خارجͬ نیروی ΁ی کردن
سیستم ΁ی از حصول قابل مفید کار مقدار که است، هلمهولتز آزاد انرژی ͬ دهیم م ارائه که
و داخلͬ انرژی ͬ دهد. م نشان گیری اندازه ثابت حرارت درجه ΁ی در را ایزوله ترمودینامی΄ͬ

[١٠۶] ͬ شوند م تعریف اینگونه ترتیب به سیستم هلمهولتز آزاد انرژی
U = −∂ Ln Z̄

∂ β
(٢. ١٧٠)

F = − ١
β
Ln Z̄

ͬ دانید م همانطورکه کرد. محاسبه را ٣٣ گرمایی ظرفیت ͬ توان م سیستم داخلͬ انرژی از سپس
دما به وابسته که گرمایی انرژی از گیری اندازه قابل ترمودینامی΄ͬ کمیت ΁ی گرمایی ظرفیت

است.
Cv =

∂ U

∂ T
(٢. ١٧١)

کرد. محاسبه زیر صورت به را ٣۴ آنتروپی ͬ توان م سیستم هلمهولتز آزاد انرژی از حال
S = −∂ F

∂ T
(٢. ١٧٢)

نهایت در است. سیستم هر در بی نظمͬ درجه ی تعیین برای ترمودینامی΄ͬ کمیتͬ آنتروپی، که
و حقیقͬ q حالت دو هر برای β برحسب را ترمودینامی΄ͬ خواص دی·ر و پارش تابع از اثرات

ͬ دهیم. م نمایش ۴ .٢ ش΄ل در η تغییرش΄ل یافته پارامتر از متفاوت مقادیر برای موهومͬ
تابع حقیقͬ q حالت در η تغییرش΄ل یافته پارامتر افزایش با ͬ کنید م مشاهده همانطورکه
ظرفیت همینطور و ͬ یابد، م افزایش پارش تابع موهومͬ q حالت در ولͬ ͬ یابد م کاهش پارش

31The mean energy
32The Helmholtz free energy
33The specific heat
34The entropy



۵٣ طول کمینه حضور در دیراک نوسانگر ترمودینامی΄ͬ خواص بررسͬ
ی΄نواخت طور به (٠ < β < ١٫۵) ΁کوچ بازه در حقیقͬ q حالت برای β افزایش با گرمایی

ͬ کند. م پیدا کاهشͬ روند (β > ١٫۵) بازه در آرامͬ به و ͬ یابد م افزایش

موهومͬ. و حقیقͬ q حالت دو هر برای β برحسب ترمودینامی΄ͬ خواص :۴ .٢ ش΄ل

دادیم. قرار بررسͬ مورد طول کمینه حضور در را تغییرش΄ل یافته دیراک معادله اینجا در
ͬ پردازیم. م تغییرش΄ل یافته فرمالیسم حضور در ٣۵ پی کͬ دی معادله بررسͬ به حال

35The Duffin-Kemmer-Petiau equation



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ۵۴

تغییرش΄ل یافته فرمالیسم حضور در پی کͬ دی معادله ٢. ١٠
مشابه پتیو و کمر دافین، پیش·ام کارهای ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را دی·ری جالب سیستم
بوزون های برهم کنش های توصیف به قادر که شد تبدیل غنͬ فرمالیسم ΁ی به دیراک نظریه
صفر اسپین بوزون های پی کͬ دی اول مرتبه نسبیتͬ موج معادله ی است. ΁ی و صفر اسپین
معادله این توسط هسته ‐ هادرون نسبیتͬ برهم کنش های رو این از ͬ کند. م توصیف را ΁ی و
اولین برای ͬ گردد. برم ١٩٣٠ دهه ی به معادله این تاریخͬ لحاظ از ͬ شود. م تحلیل و تجزیه
مستقیم باضرب را پی کͬ دی معادله ١۶×١۶ جبر بود دوبروی دانشجویان از ی΄ͬ که ٣۶ پی بار
ͷپن ،΁ی: نمایش سه به توانند مͬ ماتریس ها این که داد نشان و داد بسط دیراک ماتریس های

.[١٠٧–١٠٩] شوند تجزیه مولفه ای ده و
با بوزون هایی برای پتانسیل غیاب در مینکوفس΄ͬ زمان ‐ فضا در پی کͬ دی معادله

[١١٠–١١٢] از است عبارت ΁ی و صفر اسپین
(i βµ∂µ −m)Ψ = ٠ (٢. ١٧٣)

ͬ کند م صدق زیر جبری روابط در βµ که
βµβϑβλ + βλβϑβµ = gµϑβλ + gλϑβµ (١٧۴ .٢)

ͬ شود م تعریف زیر صورت به و ͬ باشد م فضا ΁متری تانسور gµϑ طوری که به
gµϑ = d i a g (١−,١−,١−,١) (١٧۵ .٢)(

gµϑ
)٢

= ١
زیر روابط نظرگرفتن در با

β٠βkβ٠ = ٠ , k = ١,٢,٣ (١٧۶ .٢)
عبارتند ماتریس ها این ΁ی اسپین با ذراتͬ برای که هستند، پی کͬ دی ماتریس های ، βµ که

[١١٣] از

β٠ =


٠ ٠̄ ٠̄ ٠̄
٠̄T 0 I 0

٠̄T I 0 0

٠̄T 0 0 0

 , βi =


٠ ٠̄ ei ٠̄
٠̄T 0 0 −isi

−eiT 0 0 0

٠̄T −isi 0 0

 (٢. ١٧٧)

برای ترتیب به ١−,١, ٠ مقادیر εi j k و (Si)jk = −i εi j k هستند، ٣ × ٣ ماتریس های ، S که
به و هستند ١ × ٣ ماتریس های ei سپس ͬ گیرند. م خود به را تکرار و فرد زوج، شاخص های
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۵۵ تغییرش΄ل یافته فرمالیسم حضور در پی کͬ دی معادله
ͬ شوند م تعریف زیر صورت

e١ = (١, ٠, ٠) (٢. ١٧٨)
e٢ = (٠, ١, ٠)
e٣ = (٠, ٠, ١)

صفر ماتریس ٠̄ و ͬ شود م تعریف ٣ × ٣ صفر و واحد ماتریس های ترتیب به ٠ و I طوری که به
ͬ شود. م معرفͬ ١ × ٣

[١١۴] ͬ شود م نوشته زیر صورت به برهم کنش حضور در پی کͬ دی ی معادله
(i βµ∂µ −m− V )Ψ = ٠ (٢. ١٧٩)

ترم و بردار مینیمم اول ترم که است V = βµAµ + i [P , βµ]Aµ فرم به کلͬ حالت در V که
ͬ گیریم. م نظر در را دوم ترم فقط ما اینجا در بنابراین ͬ شود. م تعریف برداری غیرمینیمم دوم

زیر حدسͬ روش با
Ψ(r⃗, t) = ϕ ( r⃗) e−i E t (٢. ١٨٠)

صورت به ϕ (r⃗) و
ϕ (r⃗) = (φ١(r⃗) , φ٢(r⃗) , φ٣(r⃗) , φ۴(r⃗) , φ۵(r⃗)) (٢. ١٨١)

تبدیل زیر صورت به پی کͬ دی درمعادله شده معرفͬ روابط این دادن قرار با سپس است.
ͬ شود )م

β٠E + i βk∂k −m+ i [P, βµ] Aµ

)
ϕ (r⃗) = ٠ (٢. ١٨٢)

[١١۵] است زیر صورت به صفر اسپین بخش برای تصویر عمل·ر
P =

١
٣ (βµβµ − ١) = diag(١, ٠, ٠, ٠, ٠) (٢. ١٨٣)

ͬ شود م زیر رابطه به تبدیل مولفه ای ͷپن ماتریس های قراردادن با (٢. ١٨٢) معادله ]سپس
d٢
d x٢ − d٢

d t٢ +A٢٠ −A٢١ +
d

d x
A١ −m٢

]
φ١ = ٠ (١٨۴ .٢)
φ٢ =

١
m

(E + i A٠)φ١
φ٣ =

i

m

(
d

d x
+A١

)
φ١

E٢ = − d٢
d t٢

.[١١٧ ،١١۶] ͬ گیریم م درنظر تغییرش΄ل یافته مورس پتانسیل را A٠ , A١ که
A٠ = A١ = V٠

(
e−٢αx − ٢ q e−αx

) (١٨۵ .٢)



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ۵۶
با پی کͬ دی معادله است. ٣٨ پتانسیل مرتبه از α و ٣٧ پتانسیل چاه عمق با متناظر V٠ که

ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به برداری و اس΄الر پتانسیل های دادن ]قرار
d٢
d x٢ + E٢ −m٢ + (A٠)٢ − (A١)٢ +

dA١
d x

]
φ = ٠ (١٨۶ .٢)

معرفͬ جرم درنهایت و انرژی اس΄الر، و برداری پتانسیل های ترتیب به A٠ , A١ , E , m که
بنابراین ͬ گیریم. م نظر در A٠ = A١ را برداری و اس΄الر پتانسیل های اینجا در ͬ شوند. م

ͬ شود. م تبدیل زیر معادله به (١٨۶ .٢) ]معادله
d٢
d x٢ + E٢ −m٢ − ٢α V٠ e−٢αx + ٢ q α V٠ e−αx

]
φ = ٠ (٢. ١٨٧)

ͬ شود م بازنویسͬ زیر صورت به (٢. ١٨٧) رابطه این y = ρ e−αx متغیر تغییر معرفͬ با d٢
d y٢ +

١
y

d

d y
+
εn − y٢

۴ + q ρ y۴
y٢

 φ = ٠ (٢. ١٨٨)

که
εn =

E٢ −m٢
α٢ (٢. ١٨٩)

ρ٢ =
٨ V٠
α

ͬ کنیم م محاسبه را (٢. ١٨٨) رابطه موج تابع حال
φ (y) = yϑ e−

y٢ L٢ϑ
n (y) (٢. ١٩٠)

۴٠ هندسͬ فوق تابع رابطه به را (٢. ١٩٠) ٣٩ لاگر چندجمله ای رابطه است. ϑ =
√
−εn که

[١١٨ ،١١٢] ͬ کنیم م استفاده دو این بین رابطه از منظور این برای ͬ کنیم م تبدیل
Lµ
n(y) =

Γ(µ+ n+ ١)
n! Γ(µ+ ١) ١F١(−n , µ+ ١, y) (٢. ١٩١)

ͬ کند م تغییر زیر رابطه به (٢. ١٩٠) رابطه (٢. ١٩١) رابطه از استفاده با
φ (y) = Nn y

ϑ e−
y٢ ١F١(−n , ٢ϑ+ ١ , y) (٢. ١٩٢)

ϑ = µ− n− ١
٢

µ =
q ρ

٢
37Depth of the potential
38Range of the potential
39Laguerre polynomials
40Hypergeometric function



۵٧ تغییرش΄ل یافته فرمالیسم حضور در پی کͬ دی معادله
از استفاده با است. ۴١ نرمالایز ثابت Nn و است هندسͬ فوق تابع ١F١(−n , ٢ϑ + ١ , y) که

ͬ کنیم م تعیین را مقدار ویژه (٢. ١٩٢) و (٢. ١٨٩) روابط
E٢ −m٢ = −α٢ ϑ٢ = −۶۴V ٢٠

ϑ۴
(
µ− n− ١

٢
)٢ (٢. ١٩٣)

[١١٩ ،١١٢] زیر رابطه از استفاده با ∫سپس ∞

٠ yαe−yLα
n(y)L

α
m(y) d y =

Γ(n+ α+ ١)
n!

δnm (١٩۴ .٢)
ͬ شود م محاسبه زیر صورت به بهنجارش ثابت

Nn =

√
n !

(n+ ٢ s)! (١٩۵ .٢)
است. پایین برنده و بالابرنده عمل·رهای برای فرمالیسم این بررسͬ قسمت این از هدف

تغییرش΄ل یافته کاهنده و افزاینده عمل·رهای محاسبه ٢. ١٠. ١
ͬ آوریم. م به دست ۴٢ تجزیه روش از استفاده با موج تابع برای را و کاهنده و افزاینده عمل·رهای

ͬ کنیم م معرفͬ زیر خواص با را Ĵq± تغییرش΄ل یافته وکاهنده افزاینده عمل·رهای

Ĵq± φ
µ
n(y) = jq± φ

µ±١
n±١(y) (١٩۶ .٢)

(۴٣ حدسͬ روش با ) ͬ کنیم م معرفͬ را زیر وکاهنده افزاینده عمل·رهای ابتدا
Ĵq± = C±(y)

d

d y
+D±(y) (٢. ١٩٧)

زیر کم΄ͬ رابطه از استفاده با
y
d

d y
Lα
n(y) = nLα

n(y)− (n+ α)Lα
n−١(y) (٢. ١٩٨)

،(٢. ١٩٠) روابط از استفاده با و ͬ آید. م دست به وابسته لژاندر توابع میان بازگشتͬ روابط از که
داریم (٢. ١٩٨) و (١٩۶ .٢)[

−y d

d y
+ (ϑ+ n)− y

٢
]
φµ
n(y) =

√
n ( ٢µ− n− ١)φµ−١

n−١(y) (٢. ١٩٩)
ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به ۴۴ مقدارش ویژه و کاهنده عمل·ر بنابراین

Ĵ− = −y d

d y
+ (ϑ+ n)− y

٢ (٢. ٢٠٠)
j− =

√
n (٢µ− n− ١)

41Normalized factor
42Factorization method
43Ansatz
44Eigenvalue



تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی ۵٨
ͬ شوند م معرفͬ زیر صورت به مقدارش ویژه و افزاینده عمل·ر مشابه طور به

Ĵ+ = y
d

d y
+ (ϑ+ n+ ١)− y

٢ (٢. ٢٠١)
j+ =

√
(n+ ١) (٢µ− n)

،(٢. ١٩٠) روابط از استفاده با ͬ کنیم. م محاسبه را Ĵq− , Ĵq+ عمل·رهای با مرتبط جبر حال
[١١۶] ͬ آوریم م دست به را زیر جابجایی رابطه (٢. ٢٠١) و (٢. ٢٠٠)[

Ĵq− , Ĵq+
]
φµ
n(y) = ٢µφµ

n(y) (٢. ٢٠٢)
[١٢٠] ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به Ĵq٠ عمل·ر سپس

Ĵq٠ φµ
n(y) = µφµ

n(y) (٢. ٢٠٣)
ͬ کنند م برآورد را زیر جایی جابه روابطه Ĵq± , Ĵq٠ عمل·رهای بنابراین n̂ φµ

n(y) = nφµ
n(y) که

[١١۶][
Ĵq− , Ĵq+

]
= ٢ Ĵq٠ (٢٠۴ .٢)[

Ĵq٠ , Ĵq−
]

= − Ĵq−[
Ĵq٠ , Ĵq+

]
= + Ĵq+

معمولͬ وکاهنده افزاینده عمل·رهای این برطبق تغییرش΄ل یافته وکاهنده افزاینده عمل·رهای
ͬ شوند م معرفͬ زیر صورت ]به

Ĵ−, Ĵ+

]
φµ
n(y) =

(٢ Ĵ٠ +
(
q−١ − q

)
(٢ Ĵ٠ + Ĵ− + Ĵ+)

)
φµ
n(y) (٢٠۵ .٢)[

Ĵ٠, Ĵ−
]
φµ
n(y) = −

(
Ĵ− +

(
q−١ − q

)
(Ĵ٠ + Ĵ−)

)
φµ
n(y)[

Ĵ٠, Ĵ+
]
φµ
n(y) =

(
Ĵ+ +

(
q−١ − q

)
(Ĵ٠ + Ĵ+)

)
φµ
n(y)

مورس پتانسیل به q = ١ حالت در (٢٠۵ .٢) روابط اگر اند. معمولͬ عمل·رهای Ĵ٠ , Ĵ+, Ĵ− که
.[١٢٠ ،١١۶] ͬ شود م تبدیل ͬ پی دی ک معادله در معمولͬ



٣ فصل
سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری

غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ

۵٩



تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در آماری ΁م΄انی ٣. ١
(٢٠٠٣) سال در بار اولین که است، آماری) ΁فیزی) آماری ΁م΄انی از شاخه ای ١ متمایز آمار
و غیرتعادلͬ سیستم های مطالعه به متمایز آمار .[١٢١] شد  معرفͬ ٣ کوهن و ٢ ΁ب توسط
مهمͬ نقش ۴ بولتزمن عامل تعادلͬ، سیستم در همانطورکه .[١٢۶–١٢٢] ͬ پردازد م غیر خطͬ
انرژی و ۶ داخلͬ انرژی ،۵ آنتروپی مثال طور به ماکروس΄وپی΄ͬ کمیت های محاسبه برای را
بولتزمن عامل در β فاکتور غیرتعادلͬ، ΁ترمودینامی سیستم در ͬ کند. م ایفا ٧ هلمهولتز آزاد
نیست خود معمول ش΄ل به بولتزمن عامل دی·ر و کند ٨ نوسان ١

KB T اطراف در است مم΄ن
به حدی حالت در نهایت در ͬ دهیم م نشان تغییرش΄ل یافته پارامتر با که ͬ کند م تغییراتͬ بل΄ه

ͬ شود. م تبدیل خود اولیه ش΄ل
[١٢٧] ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به موثر بولتزمن عامل حال
B (E) =

∫ ∞

٠ e−β′ E f (β′ , β ) d β′ (٣. ١)
وجود احتمال شدت انتخاب برای متفاوتͬ صورت های است. ٩ احتمال شدت f (β′ , β ) که

[١٢١] کند تبعیت زیر شروط از باید احتمال شدت که باشید داشته توجه و دارد
ͬ کند م تبعیت زیر شرط از احتمال شدت ‐١∫ ∞

٠ f (β′ , β ) d β′ = ١ (٣. ٢)
شود β = ١

K T باید β′ متوسط ‐٢
⟨
β′
⟩
=

∫ ∞

٠ β′ f (β′ , β ) d β′ = β (٣. ٣)

باشد. ∫∞٠ B (E) dE = ١ انتگرال یعنͬ باشد، ١٠ بهنجار باید جدید آمار ‐٣
را B (E) متفاوت موثر بولتزمن عامل ،f (β′ , β ) احتمال شدت از متفاوتͬ انتخاب های
عامل ادامه در و ͬ کنیم م معرفͬ را احتمال شدت از دی·ر صورت های ابتدا ͬ دهد. م نتیجه
مثال چند بررسͬ به نهایت در و کرده محاسبه را احتمال ها شدت این از هرکدام موثر بولتزمن

.[١٢٨] ͬ پردازیم م تعمیم یافته موثر بولتزمن عامل این از استفاده با
1Superstatistics
2Beck
3Cohen
4Boltzmann factor
5Entropy
6Internal Energy
7Helmholtz free energy
8Fluctuate
9Probability density
10Normalizable



۶١ تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در آماری ΁م΄انی
از: عبارتند احتمال شدت برای توزیع تابع انواع

شد معرفͬ کوهن و ΁ب توسط ٢٠٠٣ سال در توزیع تابع این ی΄نواخت: توزیع تابع ‐١
صورت به ٠ ⩽ a ⩽ β ⩽ a+ b فاصله در آن احتمال شدت که .[١٢٩]

f(uniform) (β) = ١
b

(۴ .٣)
زیر صورت به مثلثاتͬ رابطه بسط توسط توزیع تابع این برای موثر بولتزمن عامل است.

ͬ آید. م به دست
B(uniform) (E) =

∫ β٠+ b٢
β٠− b٢

e−β٠E

b
dβ (۵ .٣)

=
e−(β٠− b٢)ε − e−(β٠+ b٢)ε

bE
,

B(uniform) (E) = e−β٠E
(

١ +
١

٢۴b٢E٢ +
١

١٩٢٠b۴E۴ + ....

)
΁م΄انی به b→ ٠ اگر ͬ شود م مشاهده وضوح به است. σ٢

(uniform) =
b٢
١٢ توزیع این از واریانس

ͬ شود. م تبدیل معمولͬ آماری
(٢٠٠٢) سال در ١٢ نیچ سالاس و ١١ ستین توسط توزیع تابع این دوترازی: توزیع تابع ‐٢

صورت به ٠ ⩽ a ⩽ β ⩽ a+ b فاصله در آن احتمال شدت که .[١٣٠] شد معرفͬ
f(٢−level) (β) = ١

٢δ (a) +
١
٢δ (a+ c) (۶ .٣)

زیر صورت به مثلثاتͬ رابطه بسط توسط توزیع تابع این برای موثر بولتزمن عامل است.
ͬ آید. م به دست

B(٢−level) (E) =

∫ β٠+ c٢
β٠− c٢

e−β E

٢ (δ (a) + δ (a+ c)) dβ (٣. ٧)

=
٢ e−β٠ECosh

(
cE٢
)

cE
,

B(٢−level) (E) = e−β٠E
(

١ +
١
٨c٢E٢ +

١
٣٨۴c۴E۴ + ...

)
تبدیل معمول آماری ΁م΄انی به c→ ٠ اگر حال ͬ شود. م σ٢

(٢−level)
= c٢

۴ توزیع این از واریانس
ͬ شود. م

،١٣١] شد معرفͬ (١٩٩٨) سال در ١٣ سالیس توسط توزیع تابع این گاما: توزیع تابع ‐٣
صورت به آن احتمال شدت که .[١٣٢

f(Gamma) (β) = ١
bΓ (c١)

(
β

d

)c ١−١
e−

β
d (٣. ٨)

11F. Sattin
12L. Salasnich
13C. Tsallis



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ۶٢
صورت به توزیع تابع این برای موثر بولتزمن عامل ͬ اند. حقیق پارامترهای (d > ٠ , c١ > ٠) که

ͬ آید. م به دست زیر
B(Gamma) (E) =

∫ ∞

٠
e−β E

dΓ (c١)
(
β

d

)c ١−١
e−

β
d d β = (١ + dE)

−c١ (٣. ٩)
رابطه این صورت به تعمیم یافته بولتزمن عامل از دی·ر صورت یا

B(Gamma) (E) =

[
(١ + β٠ (q١ − ١) E)

− ١
(q١−١)

]
.[١٣٣] کنیم تعریف را زیر متغیرهای اگر که )است

c١ =
١

q١ − ١ , d c١ = β٠
)

زیر صورت به را (٣. ٩) رابطه سپس ͬ آید. م به دست (٣. ٩) رابطه تعمیم یافته بولتزمن عامل
ͬ کنیم م بازنویسͬ

B(Gamma) (E) = e− c١Log (١+dE) (٣. ١٠)
B(Gamma) (E) = e−β٠E

(
١ +

١
٢ (q١ − ١)β٢٠E٢ − ١

٣(q١ − ٢(١β٣٠E٣ + ...

)
تبدیل معمول آماری ΁م΄انی به q١ → ١ اگر مͬ���شود. σ٢

(Gamma) = d٢c١ توزیع این از واریانس
ͬ شود. م

[١٢٨] صورت به آن احتمال شدت که تعمیم یافته: دیراک دلتای توزیع تابع ‐۴
f(modi−Dirac delta)

(
β′ , β

)
= δ

(
β′ − β

) (٣. ١١)
ͬ گیریم. م نظر در غیرصفر واریانس با تعمیم یافته دیراک دلتا توزیع با را متمایز آمار حال است.
میانگین این ͬ کند. م برآورد را موثر بولتزمن عامل این از شرایط سه هر (٣. ١١) معادله این
عامل محاسبه برای سپس ͬ دهیم. م تعمیم را (٣. ١١) معادله است. β صفر، واریانس با β′ از
را (٣. ١١) رابطه ابتدا ͬ کنیم. م شروع زیر صورت به احتمال شدت این برای موثر بولتزمن

ͬ دهیم م بسط
f(modi−Dirac delta) (β

′ , β ) = a δ (β′ − β ) + b β′
∂

∂ β′
(
δ (β′ − β )

) (٣. ١٢)
+ C β′٢ ∂٢

∂ β′٢
(
δ (β′ − β )

)
ͬ کنیم م معرفͬ زیر صورت به را دیراک دلتا تابع خواص ∫و ∞

٠ δ (β′ − β) d β′ = ١ (٣. ١٣)∫ ∞

٠ δ (β′ − β) F (β′) d β′ = F (β)∫ ∞

٠

(
∂

∂ β′
δ (β′ − β)

)
F (β′) d β′ = − ∂

∂ β
F (β)∫ ∞

٠

(
∂٢
∂ β′٢ δ (β

′ − β)

)
F (β′) d β′ =

∂٢
∂ β٢F (β)



۶٣ تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در آماری ΁م΄انی
داریم (٣. ٣) و (٣. ٢) روابط از استفاده با

∫ ∞

٠


a δ (β′ − β ) + b β′

∂

∂ β′
(
δ (β′ − β )

)
+C β′

٢ ∂٢
∂ β′٢

(
δ (β′ − β )

)
 d β′ = ١ (١۴ .٣)

∫ ∞

٠


a β′ δ (β′ − β ) + b β′

٢ ∂

∂ β′
(
δ (β′ − β )

)
+C β′

٣ ∂٢
∂ β′٢

(
δ (β′ − β )

)
 d β′ = β

ͬ آیند م به دست زیر روابط ، (١۴ .٣) رابطه دو این از
a − b + ٢ C = ١ (١۵ .٣)
a − ٢ b + ۶C = ١

ͬ آوریم م به دست زیر صورت به (q ⩾ ٠) برای را ١۴ واریانس رابطه سپس
q β٢ =

⟨
β٢⟩− ⟨β⟩٢ (١۶ .٣)

=
(
a− ٣ b + ١٢) β٢ − β٢,

(q + ١) =
(
a− ٣ b + ١٢)

آوریم. به دست را (٣. ١٢) رابطه ضرایب ͬ توان م (١۵ .٣) روابط از استفاده با
a = ١ + q (٣. ١٧)
b = ٢ q
C =

q

٢
ͬ شود م تبدیل زیر صورت به (٣. ١٢) رابطه نتیجه در

f(modi−Dirac delta) (β
′ , β ) = (١ + q) δ (β′ − β ) (٣. ١٨)

+
(٢ q) β′ ∂

∂ β′
(
δ (β′ − β )

)
+
( q

٢
)
β′٢ ∂٢

∂ β′٢
(
δ (β′ − β )

)
داریم: B (E ) موثر بولتزمن عامل تعریف از

B(modi−Dirac delta) (E ) =

∫ ∞

٠ e−β′ E f (β′ , β ) d β′ (٣. ١٩)
=

∫ ∞

٠ e−β′ E (١ + q) δ (β′ − β ) +

∫ ∞

٠ e−β′ E
(٢ q) β′ ∂

∂ β′
(
δ (β′ − β )

)
+

∫ ∞

٠ e−β′ E
( q

٢
)
β′٢ ∂٢

∂ β′٢
(
δ (β′ − β )

)
= e−β E

(١ +
q

٢β٢E٢)
14Variance



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ۶۴
تبدیل معمولͬ بولتزمن عامل به تعمیم یافته موثر بولتزمن عامل این q → ٠ اگر سرانجام

ͬ شود. م
شده معرفͬ توزیع های انواع با را شده تصحیح آمار این از فیزی΄ͬ مدل های برخͬ سپس
گازایده ال جنبشͬ نظریه بررسͬ به ما ساده، مثال عنوان به ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد

ͬ پردازیم. م

تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در ایده آل گاز جنبشͬ نظریه آمار ٣. ١. ١
ͬ گیریم. م نظر در را گاز مخزن ΁ی در مول΄ولͬ سرعت های از ١۵ بولتزمن – ماکسول توزیع ابتدا
ͬ کنیم م آمارمتمایزاستفاده از حال است. v =

√
v٢
x + v٢

y + v٢
z صورت به مول΄ول ΁ی سرعت

.[١٢٨] ͬ کنیم م معرفͬ زیر صورت به ایده آل گاز از جنبشͬ نظریه برای را موثر بولتزمن وعامل

BModi−Dirac delta

(
mv٢

٢
)

= e−β mv٢
٢
(١ +

q

٨β٢m٢ v۴) (٣. ٢٠)

BUniform

(
mv٢

٢
)

= e−β٠E
(

١ +
١

٩۶b٢m٢ v۴ + ....

)

B٢−level

(
mv٢

٢
)

= e−β٠E
(

١ +
١

٣٢c٢m٢ v۴ + ......

)

BGamma

(
mv٢

٢
)

= e−β٠E
(

١ +
١
٨ (q١ − ١)β٢٠m٢ v۴ + ...

)

ͬ شود م تعریف زیر صورت به v سرعت با ذره یافتن احتمال سپس

pModi−Dirac delta (v) =
٢√٢ (mβ)

٣٢

π
٣٢
(٨ + ١۵ q)e−β mv٢

٢
[
١ +

q β٢m٢v۴
٨

]
۴π v٢ (٣. ٢١)

pUniform (v) =
٢√٨β٢(mβ)

٣٢

π
٣٢
(٣٢β٢ + ۵ b٢)e−β mv٢

٢
[
١ +

b٢m٢v۴
٩۶

]
۴π v٢

p٢−level (v) =
٢√٨β٢(mβ)

٣٢

π
٣٢
(١۵ c٢ + ٣٢β٢)e−β mv٢

٢
[
١ +

c٢m٢v۴
٣٢

]
۴π v٢

pGamma (v) =
٢√٢ (mβ)

٣٢

π
٣٢
(٨ + ١۵ (q١ − ١))e−β mv٢

٢
[
١ +

(q١ − ١) β٢m٢v۴
٨

]
۴π v٢

15Maxwell-Boltzmann distribution



۶۵ تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در آماری ΁م΄انی
به دقیقا که ͬ آید م به دست p′(v) = ٠ بی نهایت مقداری شرایط از vm محتمل سرعت بیشترین

ͬ شود م برآورد زیر صورت

v٢
(Modi−Dirac d)m =

k T

m

٢ − ٢۴ q − ٣۶ q٢
۶ × ٣ ١٣ q D(M Dd)

+
٢D(M Dd)

٣ ٢٣ q

]
(٣. ٢٢)

v٢
(Uniform)m =

k T

m

٢ +
٢(b٢ − ٨β٢)
D(Uniform)

+
٢D(Uniform)

b٢


v٢
(٢−level)m

=
k T

m

٢ +
٨)٢β٢ − ٣ c٢)

٣D(٢−level)
−

٢D(٢−level)

c٢
]

v٢
(Gamma)m =

k T

m

[٢− ٢ (٣ (q١ − ١)− ٢)
٣ ١٣D(Gamma)

+
٢D(Gamma)

٣ ٢٣

]

ͬ شوند م تعریف زیر صورت به احتمال ها شدت از کدام هر برای D پارامترهای که

D(M Dd) =

(
٩ q٣ +

√۶
√

۴ q٣ − ١٨ q۴ + ٢٧ q۵
)
, (٣. ٢٣)

D(Uniform) =

(
b۶ + ٢√٢√b۶ (٣ b۴β٢ − ٢۴ b٢β٢ + ۶۴β۶)) ١٣

,

D(٢−level) =

(
−٩ c۶ + ٢√۶√c۶ (٢٧ c۴β٢ − ٧٢ c٢β۴ + ۶۴β۶)) ١٣

,

D(Gamma) =
(٩ −

(٩ (q١ − ١) + ٩) (٣ +
(
−٢ + (q١ − ١)) q١

))
+

√۶
√

(q١ − ٣(١ (۴٩ + ٩۶ (٣ (q١ − ١)− ۵))) ١٣

ذره ΁ی یافتن احتمال سپس ͬ کنیم. م تجزیه (vx , vy, vz) مولفه هایش به را v⃗ سرعت بنابراین
ͬ کنیم م محاسبه (d vx , d vy, d vz) ناحیه در (vx , vy, vz) مولفه هایش با

P(M Dd) (vx, vy, vz) d vxd vyd vz =
١

Z(M Dd)
B(M Dd)

(
mv٢

٢
)
, (٢۴ .٣)

P(Uniform) (vx, vy, vz) d vxd vyd vz =
١

Z(Uniform)
B(Uniform)

(
mv٢

٢
)
,

P(٢−level) (vx, vy, vz) d vxd vyd vz =
١

Z(٢−level)
B(٢−level)

(
mv٢

٢
)
,

P
(Gamma)

(vx, vy, vz) d vxd vyd vz =
١

Z
(Gamma)

B
(Gamma)

(
mv٢

٢
)



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ۶۶
ͬ شود م تعیین زیر روابط توسط سرعت مولفه مربع متوسط و موثر ΁تفکی تابع

Z(Modi−Dirac delta) =

(
١ +

١۵
٨ q

)(٢πK T

m

) ٣٢
, (٢۵ .٣)

⟨
v٢
(Modi−Dirac delta)

⟩
=

٣K T

m

(١ + ٣۵٨ q
١ + ١۵٨ q

)
,

Z(Uniform) =

(
١ +

۵ b٢
٣٢β٢

)(٢πK T

m

) ٣٢
,

⟨
v٢
(Uniform)

⟩
=

٣K T

m

١ + ٣۵ b٢
٩۶β٢

١ + ۵ b٢
٣٢β٢

 ,

Z(٢−level) =

(
١ +

١۵ c٢
٣٢β٢

)(٢πK T

m

) ٣٢
,

⟨
v٢
(٢−level)

⟩
=

٣K T

m

١ + ٣۵ c٢
٣٢β٢

١ + ١۵ c٢
٣٢β٢

 ,

Z
(Gamma)

=

(
١ +

١۵
٨ (q١ − ١)

)(٢πK T

m

) ٣٢
,

⟨
v٢
(Gamma)

⟩
=

٣K T

m

(١ + ٣۵٨ (q١ − ١)
١ + ١۵٨ (q١ − ١)

)
.

محاسبه زیر صورت به ترتیب به کوچ΄تر q برای و ذره تک ΁ی برای جنبشͬ انرژی متوسط
ͬ شود ⟩م

mv٢
(Modi−Dirac delta)

٢
⟩

=
٣
٢K T

(١ + ٣۵٨ q
١ + ١۵٨ q

)
, (٢۶ .٣)

⟨
mv٢

(Uniform)

٢
⟩

=
٣
٢K T

١ + ٣۵ b٢
٩۶β٢

١ + ۵ b٢
٣٢β٢

 ,

⟨
mv٢

(٢−level)

٢
⟩

=
٣
٢K T

١ + ٣۵ c٢
٣٢β٢

١ + ١۵ c٢
٣٢β٢

 ,

⟨
mv٢

(Gamma)

٢
⟩

=
٣
٢K T

(١ + ٣۵٨ (q١ − ١)
١ + ١۵٨ (q١ − ١)

)
.

گاز جنبشͬ نظریه مسئله به مربوط روابط تمام حدی حالت در ͬ شود م مشاهده وضوح به
پارامتر تاثیرات حال ͬ گردد. م باز خود معمولͬ حالت به تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در ایده آل
٣. ١ ش΄ل در را توزیع چهار این حدی حالت همچنین و پارش تابع روی را تغییرش΄ل یافته

ͬ شود. م داده نشان
فرمالیسم در ΁کلاسی ΁هارمونی نوسانگر بررسͬ به آماری ΁م΄انی در دی·ر مثالͬ عنوان به

ͬ پردازیم. م تغییرش΄ل یافته



۶٧ تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در آماری ΁م΄انی

βپارامتر برحسب پارش تابع :٣. ١ ش΄ل

فرمالیسم در ΁کلاسی ΁هارمونی نوسانگر آماری بررسͬ ٣. ١. ٢
تغییرش΄ل یافته

ͬ  گیرد. م قرار بحث مورد H = p٢
٢m

+mω٢x٢
٢ زیر هامیلتونͬ توسط کلاسی΄ͬ ΁هارمونی نوسانگر

کلاسی΄ͬ ΁هارمونی نوسانگر انرژی
E (n) = ε n

معرفͬ زیر صورت به توزیع چهار این برای ΁تفکی تابع این است. دلخواه مثبت ثابت ε که
ͬ شوند. م

Z(Modi−Dirac delta) =

∫ ∞

٠ B (n ε) dn =
١ + q

β ε
, (٣. ٢٧)

Z(Uniform) =
١
β ε

+
b٢

١٢β٣ε +
b۴

٨٠β۵ε,

Z(٢−level) =
١
β ε

+
c٢β٢
۴β۵ε +

c۴
١۶β۵ε,

Z(Gamma) = −
(−١ + (q١ − ١)) (٢ (q١ − ١) + ١)

β ε
.

[٧٣] ͬ آید م دست به زیر صورت به داخلͬ انرژی
U(Modi−Dirac delta) =

١ + ٣ q
(١ + q)β

, (٣. ٢٨)
U(Uniform) =

١
β

(١۵ b۴ + ۶٠ b٢β٢ + ٢۴٠β۴
٣ b۴ + ٢٠ b٢β٢ + ٢۴٠β۴

)
,

U(٢−level) =
١
β

(۵ c۴ + ١٢ c٢β٢ + ١۶β۴
c۴ + ۴ c٢β٢ + ١۶β۴

)
,

U(Gamma) =
١
β

( ١٠ −
(١٩ − ٨ q١

)
q١

(−١ + (q١ − ١)) (١ + ٢ (q١ − ١))
)
.



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ۶٨
[١٠٢] صورت به توزیع چهار این برای هلمهولتز آزاد انرژی سپس

F(Modi−Dirac delta) = −
Ln
(١+ q

β ε

)
β

, (٣. ٢٩)

F(Uniform) = − ١
β
Ln

١٢ +
(

b
β

)٢

١٢β ε
 ,

F٢−level = − ١
β
Ln

۴ +
(

c
β

)٢

۴β ε
 ,

F(Gamma) = − ١
β
Ln

(
−
(−١ + (q١ − ١)) (١ + ٢ (q١ − ١))

ε β

)
.

از عبارتند توزیع چهار این برای گرمایی ظرفیت
C(Modi−Dirac delta)v = K

(١ + ٣ q
١ + q

)
, (٣. ٣٠)

C(Uniform)v = ١۵K
٣٨۴٠ + ٢۵۶٠ b٢K٢t٢ + ١١٣۶ b۴K۴t۴ + ۴٨ b۶K۶t۶(٢۴٠ + ٢٠ b٢K٢t٢ + ٣ b۴K۴t۴)٢

 ,

C(٢−level)v = K

٢۵۶ + ۵١٢ c٢K٢t٢ + ۴٠٠ c۴K۴t۴ + ۴٨ c۶K۶t۶(١۶ + ۴ c٢K٢t٢ + c۴K۴t۴)٢
 ,

C(Gamma)v = K

( ١٠ −
(١٩ − ٨ q١

)
q١

(−١ + (q١ − ١)) (١ + ٢ (q١ − ١))
)
.

برابر ترتیب به توزیع چهار این برای مسئله این از آنتروپی
S(Modi−Dirac delta) = K

[
١ + Ln

(
(١ + q)

β ε

)]
, (٣. ٣١)

S(Uniform) =

K

٣
(

۴ +
(

b
β

)٢)
+

(
١٢ +

(
b
β

)٢)
Ln

(
١٢+( b

β

)٢)
١٢β ε


(

١٢ +
(

b
β

)٢) ,

S(٢−level) =

K

۴ + ٣( c
β

)٢
+

(
۴ +

(
c
β

)٢)
Ln

(
۴+( c

β

)٢)
۴β ε


(

۴ +
(

c
β

)٢) ,

S(Gamma) = K

(
١ + Ln

(
−
(−١ + (q١ − ١)) (١ + ٢ (q١ − ١))

β ε

))
.

΁هارمونی نوسانگر مسئله به مربوط روابط تمام حدی حالت در ͬ شود م مشاهده وضوح به
پارامتر تاثیرات حال ͬ گردد. م باز خود معمولͬ حالت به تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در کلاسی΄ͬ



۶٩ تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در آماری ΁م΄انی
این حدی حالت همچنین و ترمودینامی΄ͬ خواص دی·ر و پارش تابع روی را تغییرش΄ل یافته

ͬ شود. م داده نشان ٣. ٢ ش΄ل در را توزیع چهار

T و β برحسب ترمودینامی΄ͬ خواص دی·ر و پارش تابع :٣. ٢ ش΄ل



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ٧٠
نوسانگر بررسͬ به بولتزمن، فاکتور تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در دی·ر مثالͬ عنوان به

ͬ پردازیم. م کوانتومͬ ΁هارمونی

تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در کوانتومͬ ΁هارمونی آماری نوسانگر بررسͬ ٣. ١. ٣
هامیلتونͬ توسط را کوانتومͬ ΁نوسانگرهارمونی قسمت این در

H =
p٢

٢m +
mω٢x٢

٢(
n = ٠ , ١ ,٢, ...) Enکه = n ε = nhϑصورت به کوانتومͬ ΁هارمونی نوسانگر انرژی ͬ کنیم. م بررسͬ

است.
صورت به کوانتومͬ ΁هارمونی نوسانگر برای ΁تفکی تابع

Z(Modi−Dirac delta) =
١

١ − e−β hϑ
+
q β٢(hϑ)٢

٢
(
e−β hϑ

(١ + e−β hϑ
)

(١ − e−β hϑ)
٣

)
, (٣. ٣٢)

Z(Uniform) =
١

١ − e−β hϑ
+
b٢(hϑ)٢

٢۴
(
e−β hϑ

(١ + e−β hϑ
)

(١ − e−β hϑ)
٣

)
,

Z(٢−level) =
١

١ − e−β hϑ
+
c٢(hϑ)٢

٨
(
e−β hϑ

(١ + e−β hϑ
)

(١ − e−β hϑ)
٣

)
,

Z(Gamma) =
١

١ − e−β hϑ
+

(q١ − ١)β٢(hϑ)٢
٢

(
e−β hϑ

(١ + e−β hϑ
)

(١ − e−β hϑ)
٣

)
.

است.
ͬ شود. م محاسبه زیر صورت به پارش تابع از استفاده با داخلͬ انرژی

U(Modi−Dirac delta) =
hϑ e−β hϑ

١ − e−β hϑ

١ + q٢β٢(hϑ)٢
(

١+۴e−β hϑ+e−٢β hϑ

(١−e−β hϑ)
٢

)
١ + q٢β٢(hϑ)٢

(
(١+e−β hϑ)e−β hϑ

(١−e−β hϑ)
٢
)
 , (٣. ٣٣)

U(Uniform) =
hϑ e−β hϑ

١ − e−β hϑ

١ + b٢
٢۴(hϑ)٢

(
١+۴e−β hϑ+e−٢β hϑ

(١−e−β hϑ)
٢

)
١ + b٢

٢۴(hϑ)٢
(
(١+e−β hϑ)e−β hϑ

(١−e−β hϑ)
٢
)
 ,

U(٢−level) =
hϑ e−β hϑ

١ − e−β hϑ

١ + c٢
٨ (hϑ)٢

(
١+۴e−β hϑ+e−٢β hϑ

(١−e−β hϑ)
٢

)
١ + c٢

٨ (hϑ)٢
(
(١+e−β hϑ)e−β hϑ

(١−e−β hϑ)
٢
)
 ,

U(Gamma) =
hϑ e−β hϑ

١ − e−β hϑ

١ +
(q١−١)

٢ β٢(hϑ)٢
(

١+۴e−β hϑ+e−٢β hϑ

(١−e−β hϑ)
٢

)
١ +

(q١−١)
٢ β٢(hϑ)٢

(
(١+e−β hϑ)e−β hϑ

(١−e−β hϑ)
٢
)
 .

با برابراست داخلͬ انرژی حالات شدت سپس
I =

∫ ∞

٠ U (ϑ) dϑ



٧١ تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در آماری ΁م΄انی
ͬ شود م محاسبه زیر صورت به توزیع چهار این برای انرژی حالات از شدت که

U(Modi−Dirac delta) (ϑ) =
٨πhϑ٣ e−β hϑ

١ − e−β hϑ

١ + q٢β٢(hϑ)٢
(

١+۴e−β hϑ+e−٢β hϑ

(١−e−β hϑ)
٢

)
١ + q٢β٢(hϑ)٢

(
(١+e−β hϑ)e−β hϑ

(١−e−β hϑ)
٢
)
 , (٣۴ .٣)

U(Uniform) (ϑ) =
٨πhϑ٣ e−β hϑ

١ − e−β hϑ

١ + b٢
٢۴(hϑ)٢

(
١+۴e−β hϑ+e−٢β hϑ

(١−e−β hϑ)
٢

)
١ + b٢

٢۴(hϑ)٢
(
(١+e−β hϑ)e−β hϑ

(١−e−β hϑ)
٢
)
 ,

U(٢−level) (ϑ) =
٨πhϑ٣ e−β hϑ

١ − e−β hϑ

١ + c٢
٨ (hϑ)٢

(
١+۴e−β hϑ+e−٢β hϑ

(١−e−β hϑ)
٢

)
١ + c٢

٨ (hϑ)٢
(
(١+e−β hϑ)e−β hϑ

(١−e−β hϑ)
٢
)
 ,

U(Gamma) (ϑ) =
٨πhϑ٣ e−β hϑ

١ − e−β hϑ

١ +
(q١−١)

٢ β٢(hϑ)٢
(

١+۴e−β hϑ+e−٢β hϑ

(١−e−β hϑ)
٢

)
١ +

(q١−١)
٢ β٢(hϑ)٢

(
(١+e−β hϑ)e−β hϑ

(١−e−β hϑ)
٢
)
 .

ͬ آید. م به دست زیر صورت به توزیع چهار این برای آنتروپی و هلمهولتز آزاد انرژی سپس

F(Modi−Dirac delta) = −
Ln

(
١١−e−β hϑ + q β٢(hϑ)٢

٢
(

e−β hϑ(١+e−β hϑ)

(١−e−β hϑ)
٣
))

β
, (٣۵ .٣)

F(Uniform) = −
Ln

(
١١−e−β hϑ + b٢(hϑ)٢

٢۴
(

e−β hϑ(١+e−β hϑ)

(١−e−β hϑ)
٣
))

β
,

F(٢−level) = −
Ln

(
١١−e−β hϑ + c٢(hϑ)٢

٨
(

e−β hϑ(١+e−β hϑ)

(١−e−β hϑ)
٣
))

β
,

F(Gamma) = −
Ln

(
١١−e−β hϑ +

(q١−١)β٢(hϑ)٢
٢

(
e−β hϑ(١+e−β hϑ)

(١−e−β hϑ)
٣
))

β
,

S(Modi−Dirac delta) =

∂


Ln

 ١
١−e−β hϑ+

q β٢(hϑ)٢٢

 e−β hϑ(١+e−β hϑ)

(١−e−β hϑ)
٣


β


∂ T

,

S(Uniform) =

∂


Ln

 ١
١−e−β hϑ+

b٢(hϑ)٢
٢۴

 e−β hϑ(١+e−β hϑ)

(١−e−β hϑ)
٣


β


∂ T

,



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ٧٢

S(٢−level) =

∂


Ln

 ١
١−e−β hϑ+

c٢(hϑ)٢
٨

 e−β hϑ(١+e−β hϑ)

(١−e−β hϑ)
٣


β


∂ T

,

S(Gamma) =

∂


Ln

 ١
١−e−β hϑ+

(q١−١)β٢(hϑ)٢
٢

 e−β hϑ(١+e−β hϑ)

(١−e−β hϑ)
٣


β


∂ T

.

در کوانتومͬ ΁هارمونی نوسانگر مسئله به مربوط روابط تمام حدی حالت در قبل حالت مشابه
تغییرش΄ل یافته پارامتر تاثیرات حال ͬ گردد. م باز خود معمول حالت به تغییرش΄ل یافته فرمالیسم
در را توزیع چهار این حدی حالت همچنین و ترمودینامی΄ͬ خواص دی·ر و پارش تابع روی را

ͬ شود. م داده نشان ٣. ٣ ش΄ل
ͬ کنیم. م بررسͬ ١۶ پارامغناطیس مسئله برای را متمایز آمار این سپس

تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در پارامغناطیس ١٢ ‐ اسپین سیستم آمار ۴ .٣. ١

شده داده قرار z جهت امتداد در B مغناطیسͬ میدان در ١٢ برابر زاویه ای تکانه اسپین با ذره ΁ی
حالت برای .(Up ,Down) پایین و بالا باشد: داشته وجود ͬ تواند م حالت ویژه دو در که است
پایین، حالت برای و (µBB) انرژی مقدار با −µB با برابر z امتداد در مغناطیسͬ تکانه این بالا،
µB = e ℏ٢m

اینجا است. (−µBB) انرژی مقدار با µB با برابر z امتداد در مغناطیسͬ تکانه این
ͬ کنیم. م استفاده (−µ⃗B.B⃗) انرژی حقیقت این از و است ١٧ بوهر م·نتون

16 Paramagnet
17Bohr magneton



٧٣ تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در آماری ΁م΄انی

β برحسب ترمودینامی΄ͬ خواص دی·ر و پارش تابع :٣. ٣ ش΄ل

مجموعه هر برای ΁تفکی تابع این سپس است، سیستم ΁ی برای ΁تفکی تابع Zq(١) اگر
به دارند، را انرژی سطوح از مجموعه ای همان دقیقا ΁هری که تشخیص قابل سیستم N از

است. زیر صورت

Zq(N) = [Zq(١)]N

N ΁تفکی تابع این است دی·ری ذره از مستقل ذره هر که غیربرهم کنشͬ سیستم این برای



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ٧۴
ͬ کنیم م معرفͬ زیر صورت به را ذره

Z(Modi−Dirac delta)q (N) =
[٢ Cosh (β µB)

(١ +
q

٢β٢µ٢B٢)]N , (٣۶ .٣)
Z(Uniform)b (N) =

[
٢ Cosh (β µB)

(
١ +

b٢
٢۴µ٢B٢

)]N
,

Z(٢−level)c (N) =

[
٢ Cosh (β µB)

(
١ +

c٢
٨ µ٢B٢

)]N
,

Z(Gamma)(q١−١) (N) =

[
٢ Cosh (β µB)

(
١ +

(q١ − ١)
٢ β٢µ٢B٢

)]N
.

ͬ آید م دست به زیر صورت به F هلمهولتز آزاد انرژی ͬ توان م ΁تفکی تابع رابطه به توجه با
F(Modi−Dirac delta)q = −N K T

[
Ln٢ + Ln Cosh (βµB) + Ln

(١ +
q

٢β٢µ٢B٢)] ,(٣. ٣٧)
F(Uniform)b = −N K T

[
Ln٢ + Ln Cosh (βµB) + Ln

(
١ +

b٢
٢۴µ٢B٢

)]
,

F(٢−level)c = −N K T

[
Ln٢ + Ln Cosh (βµB) + Ln

(
١ +

c٢
٨ µ٢B٢

)]
,

F(Gamma)(q١−١) = −N K T

[
Ln٢ + Ln Cosh (βµB) + Ln

(
١ +

(q١ − ١)
٢ β٢µ٢B٢

)]
,

ͬ شود م محاسبه زیر صورت به پارام·نت این برای را کل مغناطیسͬ تکانه
M(Modi−Dirac delta)q = −

(
∂ F(Modi−Dirac delta)q

∂ B

)
(٣. ٣٨)

= N µ

[
Tanh (β µB) +

٢B q β µ
٢ + q (B β µ)٢

]
,

M(Uniform)b = N µ

[
Tanh (β µB) +

٢B b٢ µ
٢۴β + β (B bµ)٢

]
,

M(٢−level)c = N µ

[
Tanh (β µB) +

٢B c٢ β µ
٨β + β (B cµ)٢

]
,

M(Gamma)(q١−١) = N µ

[
Tanh (β µB) +

٢B (q١ − ١) β µ
٢ + (q١ − ١) (B β µ)٢

]
.

کرد. محاسبه را آنتروپی ͬ توان م هلمهولتز آزاد انرژی از استفاده با سرانجام و
S(Modi−Dirac delta)q = − ٢N K (B µ )٢q

٢K٢T ٢ + (B µ )٢q
+N K Ln

[٢ + (B µβ)٢q
] (٣. ٣٩)

+N K Ln [Cosh (B µβ)]− BN µ Tanh (B µβ)

T
,

S(Uniform)b = N

[
K Ln

[
٢ +

(B µ b)٢
١٢

]
+ K Ln [Cosh (B µβ)] −B µ Tanh (B µβ)

T

]
,

S(٢−level)c = N

[
K Ln

[
٢ +

(B µ c)٢
۴

]
+K Ln [Cosh (B µβ)] −Bµ Tanh (B µβ)

T

]
,



٧۵ تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در آماری ΁م΄انی

S(Gamma)q١ = N K

[(
Ln[٢] + Ln

[
١ +

(q١ − ١) (B µβ)٢
٢

]
+ Ln [Cosh (B µβ)]

)]

−N KB µβ٢
− B µ (q١ − ١)

١ +
(B β µ )٢(q١−١)

٢
− Tanh (B µβ)

β


تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در پارامغناطیس مسئله به مربوط روابط تمام حدی حالت در سرانجام
و پارش تابع روی را تغییرش΄ل یافته پارامتر تاثیرات حال ͬ گردد. م باز خود معمولͬ حالت به
داده نشان ۴ .٣ ش΄ل در را توزیع چهار این حدی حالت همچنین و ترمودینامی΄ͬ خواص دی·ر

ͬ شود. م

β برحسب ترمودینامی΄ͬ خواص :۴ .٣ ش΄ل
روابط تمام در اگر و کردیم بررسͬ چندمثال برای را متمایز آمار شد مشاهده که همانطور
روابط به روابط تمام دهیم قرار (q = b = c = ٠ , q١ = ١) صورت به را پارامترها مقادیر فوق



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ٧۶
ͬ شوند. م تبدیل خود معمولͬ

فضای دو در نوسانگرغیرنسبیتͬ از متمایز آمار خواص ٣. ٢
جابجایی و ناجابجایی

تعمیم تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در را بولتزمن‐گیبس آمار که است آن هدف بخش این در
مطالعه ی بخش این از اصلͬ هدف ،΁فیزی در هماهنگ نوسانگر اهمیت به توجه با دهیم.
وجابجایی ناجابجایی دوفضای در مغناطیسͬ حضورمیدان در غیرنسبیتͬ هماهنگ نوسانگر
حضور در غیرنسبیتͬ ذرات برای کوانتومͬ ΁دینامی در را مغناطیسͬ میدان اثرات حال است.
در را مسئله و ͬ کنیم م محاسبه را دوبعدی شرودینگر معادله چارچوب در نوسانͬ پتانسیل
.[١٣۴] ͬ کنیم م بررسͬ تحلیلͬ روش با ناجابجایی فاز فضای در کوانتومͬ ΁م΄انی م΄انیسم

امتداد در مغناطیسͬ میدان ΁ی معرض در و بعد دو در حرکت حال در e بار با باردار ذره
.[١٣۵] است زیر صورت به جابجایی فضای در شرودینگر معادله دارد. قرار Z ])محور
(px −

e

c
Ax) + (py −

e

c
Ay)

]٢
+
M ω٢

٢ (x٢ + y٢)
)
Ψ = ٢M E(c)

n,mΨ (۴٣. ٠)

مغناطیسͬ میدان شدت B که A⃗ = B
(
− y٢ , x٢ , صورت(٠ به برداری پتانسیل گرفتن نظر در با

(۴٣. ٠) معادله دارد. قرار Z محور امتداد در مغناطیسͬ میدان شد گفته که همانطور و است
ͬ شود م تبدیل زیر صورت ]به

d٢
d r٢ +

١
r

d

d r
− m٢

r٢ +

(
e٢B٢

۴ +M٢ω٢
)
r٢ − eB LZ

]
Ψ = ٢M E(c)

n,mΨ (۴٣. ١)

ͬ شود م تبدیل زیر فرم به (۴٣. ١) رابطه Lz = m ℏ فرض و ρ = r٢ متغیر تغییر معرفͬ با d٢
d ρ٢ +

١
ρ

d

d ρ
+

−m٢
۴ +

(
e٢B٢

١۶ + M٢ω٢
۴
)
ρ٢ −

[
eB Lz۴ +

M E
(c)
n,m٢
]
ρ

ρ٢

Ψ = ٠ (۴٣. ٢)

ͬ آوریم م دست به را انرژی طیف تحلیلͬ روش به سپس
E(c)

n,m =
٢ η
M

(n+
m+ ١

٢ )− eBm

٢M (۴٣. ٣)

رابطه به (۴٣. ٣) رابطه m = ٠ که زمانͬ خاص حالت در است. η =

√(
e٢B٢

۴ +M٢ω٢) که
ͬ آید. م دست به معمولͬ غیرنسبیتͬ ΁هارمونی نوسانگر انرژی

E(c)
n,m =

٢ η
M

(n+
١
٢) (۴۴ .٣)



٧٧ جابجایی و ناجابجایی فضای دو در نوسانگرغیرنسبیتͬ از متمایز آمار خواص
م΄ان عمل·رهای که ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد ناجابجایی فضای در را شرودینگر معادله حال

.[١٣۶ ،١٣۵] ͬ کند م پیروی زیر روابط از تکانه و
[
x̂ϑ, x̂µ

]
= i θϑ , µ (۴۵ .٣)[

p̂ϑ, p̂µ
]

= i θ̄ϑ , µ[
x̂ϑ, p̂µ

]
= i δϑ , µ

در وتکانه م΄ان عمل·ر بنابراین .θ̄ϑ , µ = θ̄ εϑ , µ هستند متقارن پاد ثابت تانسور θ̄ϑ , µ, θϑ , µ که
ͬ کنند م تغییر زیر صورت به شرودینگر معادله

x̂ϑ → xϑ − θ

٢εϑ , µpµ (۴۶ .٣)
p̂ϑ → pϑ +

θ̄

٢εϑ , µxµ

(۴٣. ٠) رابطه داخل در (۴۶ .٣) رابطه جای·ذاری با ͬ شوند. م معرفͬ ناجابجایی پارامتر θ , θ̄ که
ͬ کنیم م محاسبه ناجابجایی فضای در را شرودینگر معادله

 d٢
d s٢ +

١
s

d

d s
+

−m٢
۴ + τ۴λ

s٢ −
[
χLz۴λ

− M E
(NC)
n,m٢λ

]
s

s٢

Ψ = ٠ (۴٣. ٧)

که

λ = ١ +
e٢B٢θ٢

١۶ +
eB θ

٢ +
M٢ω٢θ٢

۴ (۴٣. ٨)
τ =

θ٢
۴ +

e٢B٢
۴ +

eB θ

٢ +M٢ω٢

χ = ٢ θ + e٢B٢θ
۴ + eB +

eB θ٢
۴

ͬ شود م محاسبه زیر صورت به ناجابجایی فضای در شرودینگر معادله انرژی طیف سپس

E(N C)
n,m =

٢λ
M

(n+
m+ ١

٢ )

√
τ

λ
− χ

٢Mm (۴٣. ٩)

ͬ شود م تبدیل زیر صورت به (۴٣. ٩) رابطه m = ٠ برای

E(N C)
n,m =

٢λ
M

(n+
١
٢)

√
τ

λ
(۵٣. ٠)

(۴۴ .٣) رابطه به تبدیل (۵٣. ٠) رابطه θ = ٠ دهیم قرار صفر را ناجابجایی پارامتر اگر سرانجام
ͬ شود. م



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ٧٨

جابجایی فضای دو در شرودینگر معادله از متمایز آمار بررسͬ ٣. ٢. ١
وناجابجایی

آماری ΁م΄انی در موثر بولتزمن عامل سراغ به ابتدا آماری، ΁م΄انی در مساله این مطالعه برای
[١٣٧ ،١٣۴] ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به موثر بولتزمن عامل ͬ رویم. م

B (E) =

∫ ∞

٠ e−β′ E f (β′ , β ) d β′ (۵٣. ١)
احتمال شدت برای را تعمیم یافته دیراک دلتا توزیع تابع ͬ نامیم. م احتمال شدت f (β′ , β ) که

ͬ گیریم. م نظر در
f (β′ , β ) = δ (β′ − β) (۵٣. ٢)

کردیم معرفͬ (٣. ١٣) رابطه در که دیراک دلتای خواص از استفاده با و (۵٣. ٢) رابطه بسط با
.[١٣٨] ͬ آید م دست به زیر صورت به یافته ش΄ل تغییر فرمالیسم در بولتزمن عامل

B (E ) = e−β E
(١ +

q

٢β٢E٢) (۵٣. ٣)
در تغییرش΄ل یافته موثر بولتزمن عامل q = ٠ حدی حالت در که است مشاهده قابل وضوح به
حال . [١٣٩] ͬ شود م تبدیل معمولͬ آماری ΁م΄انی در موثر بولتزمن عامل به (۵٣. ٣) رابطه
جابجایی فضای دو در را شرودینگر معادله پارش تابع ͬ توان م شده تصحیح آمار از استفاده با

آورد. دست به زیر ترتیب به ناجابجایی و

Z(c) =

∫ ∞

٠ e
−β
( ٢ η

M
(n+m+١٢ )− eB m٢ M

)(
١ +

q

٢β ٢
(٢ η
M

(n+
m+ ١

٢ )− eBm

٢M
)٢)

, (۵۴ .٣)

Z(NC) =

∫ ∞

٠ e
−β
( ٢ λ

M
(n+m+١٢ )

√
τ
λ
− χ٢ M

m
)(

١ +
q

٢β ٢
(٢λ
M

(n+
m+ ١

٢ )

√
τ

λ
− χ

٢Mm

)٢)

است. بولتزمن ثابت KB که
دست به را سیستم آماری خواص ͬ توان م (۵۴ .٣) رابطه پارش تابع از استفاده با سپس
سیستم گرمایی ظرفیت و آنتروپی هلمهولتز، آزاد انرژی داخلͬ، انرژی دی·ر عبارت به آوردیم.

.[٧٣] ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به ناجابجایی و جابجایی فضای دو در را
F

(N C)
(c) = − ١

β
Ln (Z

(N C)
(c) ) (۵۵ .٣)

U
(N C)
(c) = −∂ Ln (Z

(N C)
(c) )

∂ β

S
(N C)
(c) = −∂ F

(N C)
(c)

∂ T

C
(N C)
(c) =

∂ U
(N C)
(c)

∂ T



٧٩ جابجایی و ناجابجایی فضای دو در نوسانگرغیرنسبیتͬ از متمایز آمار خواص
و ناجابجایی فضای دو در ترمودینامی΄ͬ خواص دی·ر و پارش تابع روی را متمایز آمار اثرات حال
نشان ۵ .٣ ش΄ل در ( q = ٠٫٠١ , θ = ٠٫١ , ٠٫٧ , پارامترهای(٠٫٩ از مجموعه ای برای جابجایی

ͬ شود. م داده

βپارامتر برحسب ترمودینامی΄ͬ خواص و پارش تابع :۵ .٣ ش΄ل

ͬ کنیم م رسم β پارامتر برحسب را پارش تابع : ͬ شود م مشاهده ۵ .٣ ش΄ل در که همانطور
ناجابجایی و جابجایی فضای دو در ͬ ها منحن تمام θ کاهش و β پارامتر افزایش با شد مشاهده و
سمت به انتقال ΁ی گرمایی ظرفیت کمیت در β کاهش با همینطور و ͬ شوند م منطبق برهم

ͬ شود. م مشاهده راست
تغییرش΄ل یافته مورس پتانسیل حضور در شرودینگر معادله در متمایز آمار بررسͬ به حال

ͬ پردازیم. م



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ٨٠

مورس پتانسیل حضور در متمایز آمار خواص بررسͬ ٣. ٣
بعد ΁ی در تغییرش΄ل یافته

[١۴١ ،١۴٠] فرم به بعد ΁ی در شرودینگر معادله
[
− ℏ٢

٢m
d٢
d x٢ + V (x)

]
Ψ = EΨ (۵۶ .٣)

به که ͬ گیریم م نظر در تغییرش΄ل یافته مورس پتانسیل قسمت این در را پتانسیل که است.
[١۴٢] ͬ شود م تعریف زیر صورت

V = V٠
(
e−٢ αx − ٢ q٢ e−αx

) (۵٣. ٧)
ͬ آوریم م دست به را زیر معادله (۵۶ .٣) رابطه در (۵٣. ٧) رابطه جای·ذاری ]با
d٢
d x٢ − ٢m V٠

ℏ٢ e−٢αx +
۴m q٢ V٠

ℏ٢ e٢αx +
٢m
ℏ٢ E

]
Ψ = ٠ (۵٣. ٨)

ͬ شود م تبدیل زیر فرم به (۵٣. ٨) رابطه ρ = e−αx متغیر تغییر گرفتن نظر در با d٢
d ρ٢ +

١
ρ

d

d ρ
+

٢m
α٢ℏ٢E +

۴m q٢ V٠
α٢ℏ٢ ρ− ٢m V٠

α٢ℏ٢ ρ٢
ρ٢

 Ψ = ٠ (۵٣. ٩)

ͬ کنیم م محاسبه را (۵٣. ٩) رابطه انرژی طیف تحلیلͬ روش به سپس
E = − ١

V٠
[
q٢ V٠ − (٢n+ ١)α ℏ

۴m
√٢mV٠

]٢ (۶٣. ٠)
ͬ توان م انرژی داشتن با حال است. [١۴٣] ͽمرج در انرژی رابطه مشابه انرژی رابطه این
از استفاده با متمایز آمار در پارش تابع کرد. بررسͬ متمایز آمار از استفاده با را آماری خواص

ͬ شود. م تبدیل زیر فرم به یافته تعمیم دلتادیراک توزیع تابع
Z =

∞∑
n=٠

e−β E(١ +
q١٢ β٢E٢) (۶٣. ١)

=
∞∑
n=٠

e
β

(
− ١

V٠
[
q٢ V٠− (٢ n+١)α ℏ

۴ m

√٢mV٠
]٢)(

١ +
q١٢ β٢

( ١
V ٢٠

[
q٢ V٠ − (٢n+ ١)α ℏ

۴m
√٢mV٠

]۴))

ͽجم که است خوبی تقریب ب·یریم نظر در بالاتر را دما که زمانͬ یعنͬ باشد T ≫ ١ که زمانͬ
ͬ شود م تبدیل زیر رابطه به پارش تابع رابطه که کنیم جابجا انتگرال توسط را
Z =

∫ ∞

٠ e
β

(
− ١

V٠
[
q٢ V٠− (٢ n+١)α ℏ

۴ m

√٢mV٠
]٢)

× (۶٣. ٢)(
١ +

q١٢ β٢
( ١
V ٢٠

[
q٢ V٠ − (٢n+ ١)α ℏ

۴m
√٢mV٠

]۴))
dn



٨١ بعد ΁ی در تغییرش΄ل یافته مورس پتانسیل حضور در متمایز آمار خواص بررسͬ
ͬ کنیم م محاسبه را ترمودینامی΄ͬ خواص دی·ر پارش تابع داشتن با مشابه روش به سپس

.[١۴١]

پتانسیل حضور در ترمودینامی΄ͬ خواص دی·ر و پارش تابع روی را متمایز آمار اثرات حال
و q١ = ٠٫٢ پارامتر که زمانͬ اول حالت که ͬ کنیم م بررسͬ حالت دو در تغییرش΄ل یافته مورس
q١ پارامتر و q٢ = ٠٫٠١ پارامتر بار این که است زمانͬ دوم حالت و q٢ پارامتر از متفاوت مقادیر
ͬ شوند. م داده نشان ٣. ٧ و ۶ .٣ ش΄ل های در ترتیب به که ب·یرد، خود به را متفاوتͬ مقادیر

βپارامتر برحسب ترمودینامی΄ͬ خواص و پارش تابع :۶ .٣ ش΄ل



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ٨٢

βپارامتر برحسب ترمودینامی΄ͬ خواص و پارش تابع :٣. ٧ ش΄ل
ͬ شود: م مشاهده ٣. ٧ و ۶ .٣ ش΄ل های در که همانطور

در خود ماکزیمم مقدار به و ͬ یابد م افزایش β افزایش با ابتدا در هلمهولتز آزاد انرژی رفتار
زیر صورت به q حالت دو

βmax(q٠٫٢=١) =
(٢٫٧٣ , ٢٫٨٠ , ٢٫٩٣) , βmax(q٠٫٠١=٢) =

(٢٫۵۴ , ٢٫۶١ , ٢٫٧٣)
از متفاوت مقادیر برای

q٢ =
(٠٫٠١ , ٠٫٠۵ , ٠٫١) , q١ =

(٠٫١ , ٠٫٢ , ٠٫٣)
افزایش β افزایش با ابتدا گرمایی ظرفیت رفتار همچنین ͬ یابد. م کاهش سپس ͬ رسند،و م

زیر صورت به q حالت دو در خود ماکزیمم مقادیر به تا ͬ یابد م
βmax(q٠٫٢=١) =

(١٣٫۵١ , ١٧٫۴٢ , ٢۵٫٣۶) , βmax(q٠٫٠١=٢) =
(٢٠٫٨۵ , ١٣٫٣٩ , ١١٫٠١)



٨٣ تغییرش΄ل یافته گوردن ‐ کلاین معادله متمایزتوسط آمار بررسͬ
از متفاوت مقادیر برای

q٢ =
(٠٫٠١ , ٠٫٠۵ , ٠٫١) , q١ =

(٠٫١ , ٠٫٢ , ٠٫٣)
ͬ یابد. م کاهش سپس و ͬ رسند م

تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در را معادله این و ͬ رویم م ١٨ گوردن کلاین معادله سراغ حال
ͬ کنیم. م بررسͬ متمایز آمار از استفاده با

گوردن ‐ کلاین معادله متمایزتوسط آمار بررسͬ ۴ .٣
تغییرش΄ل یافته

با مختصر طور به ابتدا ͬ کنیم. م انتخاب را گوردن ‐ کلاین نسبیتͬ معادله ی بخش این در
نام به فیزی΄دان دو توسط ١٩٢۶ سال در گوردن ‐ کلاین معادله ͬ شویم. م آشنا معادله این
معادله از نسبیتͬ مدل گوردن، کلاین معادله شد. معرفͬ ٢٠ گوردن والتر و ١٩ کلاین اس΄ار
اسپین با ذرات معادله این البته ͬ کند م توصیف را ال΄ترون نسبیتͬ رفتار که است شرودینگر
کلاین معادله توسط را متمایز آمار بخش این در .[١۴۵ ،١۴۴] ͬ شوند م شامل نیز را صفر

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در گوردن

گوردن ‐ کلاین معادله ١ .۴ .٣
[١۴۶] زیر فرم به مغناطیسͬ میدان حضور در گوردن ‐ کلاین ]معادله

D٢ − (M + S(r))٢
]
ψ = ٠ (۶٣. ٣)

ͬ گیریم م نظر در زیر صورت به را مسئله این اس΄الر پتانسیل و دیفرانسیل عمل·ر که است.
Dµ = ∂µ − i eAµ (۶۴ .٣)
S(r) = as r +

bs
r

در را چهاربرداری پتانسیل Aµ ͬ گیریم. م نظر در ٢١ بوهم آهارونوف شار را مغناطیسͬ میدان
ͬ گیریم م نظر در زیر صورت به کروی مختصات

Aµ = (A٠, ٠ , ٠, Aϕ) (۶۵ .٣)
Aϕ =

ϕB٢π + g(١ − Cos θ)

18The Klein-Gordon equation
19Oskar Klein
20Walter Gordon
21The Aharonov-Bohm



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ٨۴
نظر در ٢٢ کرنل پتانسیل را A٠ سپس ͬ شوند. م معرفͬ q = e g و بوهم آهارانوف شار ϕB که

ͬ گیریم م
A ٠(r) = a٠ r + b٠

r
(۶۶ .٣)

ثابتند. ضرایب a٠, b٠ و شعاع r که

خارجͬ ال΄ترومغناطیسͬ میدان در کرنل پتانسیل ٢ .۴ .٣
ͬ کنیم م استفاده است آمده به دست [١۴٨ ،١۴٧] ͽمراج در که زاویه ای و شعاعͬ معادلات از

ͬ شوند. م تعریف زیر صورت به ترتیب، به که
١
r٢

d

d r
(r٢dRn , λ ,m (r)

d r
) (۶٣. ٧)

−

[
− ℓ

٢
r٢ + (M + S(r))٢ − (En , λ ,m + eA ٢(٠

]
Rn , λ ,m (r) = ٠

١
s i n θ

∂θ( s i n θ ∂θ) +
(∂٢

ϕ − ٢ i eAφ∂φ − e٢A٢
φ)

s i n٢θ Y (θ, φ) = ℓ٢ Y (θ, φ)

تبدیل از استفاده با و ͬ دهیم م ادامه (۶٣. ٧) معادله زاویه ای بخش با حال است. ثابت ℓ٢ که
x = c o s θ ,

زیر روابط معرفͬ و
Kφ = m− q (۶٣. ٨)

e ϕB٢π + e g (١ − c o s θ) =
e ϕB٢π + e g (١ − x)

q = −g e

mϕ =
ϕBe٢π + g e−Kφ

ͬ شود. م تبدیل زیر صورت به (۶٣. ٧) رابطه
(١ − x٢) d

٢Θ(x)

d x٢ − ٢x dΘ(x)

d x
−

(mϕ + q x)٢
(١ − x٢) Θ(x) = ℓ٢ Θ(x) (۶٣. ٩)

ͬ کنیم م فرض را زیر متغیر تغییر حال
Z =

١ − x

٢ (٣. ٧٠)
ͬ شود م تبدیل زیر صورت به (۶٣. ٩) رابطه متغیر تغییر این از استفاده با

d٢Θ(Z)

dZ٢ +
(١ − ٢Z)
Z(١ − Z)

dΘ(Z)

dZ
(٣. ٧١)

+

−(m
٢+q٢+٢mq۴ )− (q٢ − ℓ٢)Z ٢ − (

−۴ q ٢−۴mϕq۴ + ℓ٢)Z
[Z(١ − Z)]

٢

 Θ(Z) = ٠
22Cornell potential



٨۵ تغییرش΄ل یافته گوردن ‐ کلاین معادله متمایزتوسط آمار بررسͬ
[١١٩] ͬ شود م بیان ژاکوبی چندجمله ای از ترم هایی در (٣. ٧١) رابطه متناظر موج تابع

Θ(x ) = Kn , λ ,m(
١ − x

٢ )
m

ϕ
+ q

٢ ( ١+x٢ )

mϕ − q

٢ P
(mϕ + q ,mϕ − q )
n (x) (٣. ٧٢)

(۶۶ .٣) ‐(۶۴ .٣) روابط جای·ذاری با ͬ گردیم م بر گوردن کلاین معادله شعاعͬ بخش به حال
ͬ رسیم م زیر معادله فرم به Rn , λ ,m (r) =

Un , λ ,m (r)
r متغیر تغییر با و (۶٣. ٧) رابطه داخل در

d٢Un , λ ,m (r)

d r٢ +

[
ε٢ +

S

r
− d r − c r٢ − λ (λ+ ١)

r ٢
]
Un , λ ,m (r) = ٠ (٣. ٧٣)

که
ε٢ =

(
E٢ − ٢ asbs −M٢ + ٢ e a٠ b٠

) (٧۴ .٣)
S =

(
−٢M bs + ٢E e b٠)

d =
(٢M as − ٢E ea٠

)
c = (a٢

s − e٢a٢٠)
λ (λ+ ١) =

(
−ℓ٢ + b٢s − e٢b٢٠

)
[١۴٩] صورت به (٧۴ .٣) رابطه از راه حل

U(r) = rλ+١ exp (−

√
(a٢

s − e٢a٢٠)
٢ r٢ −

(٢M as − ٢E ea٠
)

٢
√

(a٢
s − e٢a٢٠)

r) Ψ (r) (٧۵ .٣)

زیر روابط معرفͬ با و است
x = ۴√c r = ۴

√
(a٢

s − e٢a٢٠) r (٧۶ .٣)
κ = ٢λ+ ١
χ =

d
۴√
c٣

=

(٢M as − ٢E ea٠
)

۴
√

(a٢
s − e٢a٣(٢٠

η =
d٢ + ۴ c ε٢

۴ ۴√
c٣

=

(٢M as − ٢E ea٠
)٢

+ ۴(a٢
s − e٢a٢٠)

(
E٢ − ٢ asbs −M٢ + ٢ e٢a٠ b٠

)
۴ ۴
√

(a٢
s − e٢a٣(٢٠

Θ =
١
٢ [ρ+ χ (κ+ ١)] = ١

٢
−٢ (−٢M bs + ٢E e b٠)

۴
√
(a٢

s − e٢a٢٠)
+

(٢M as − ٢E ea٠
)

۴
√
(a٢

s − e٢a٣(٢٠
(٢λ+ ٢)


ρ = −٢S

۴√c
= −

٢ (−٢M bs + ٢E e b٠)
۴
√
(a٢

s − e٢a٢٠)
٢٣ بای΄انفلوئنت هیون معادله از ترم هایی صورت به (٧۶ .٣) روابط معرفͬ با (٣. ٧٣) رابطه

[١۵٠] ͬ شوند م بازنویسͬ
x
d٢Ψ
d x٢ +

(
κ+ ١ − χx− ٢x٢) dΨ

d x
+
[(
η − κ− ٢) x−Θ

]
Ψ = ٠ (٣. ٧٧)

23The biconfluent Heun equation



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ٨۶
زیر بازگشتͬ روابط از استفاده با و

Bi+٢ = [(i+ ١) χ+Θ]Bi+١ − (i+ ١) (i+ κ+ ١) (η − κ− ٢ − ٢ i)Bi (٣. ٧٨)

آورد به دست را انرژی طیف ͬ توان م

E١,٢ =ME ±ME

√
١ +

١
M٢

E

[
Z

۴ a٢
s

]
(٣. ٧٩)

که

ME =
e a ٠M
a s

(٣. ٨٠)
Z =

[٨ a٣
sbs − ٨ e٢a ٠ b٠ a٢

s − ٨ a sbse
٢a٢٠ − ۴ a٢

sM
٢
E

+ ٨ e۴a٣٠b ٠ + ۴ (٢n+ ٢λ+ ٢) √(a٢
s − e٢a٣(٢٠

]

از اثرات حال است. وابسته b٠ , bs , a٠ , as پارامترهای به انرژی ͬ شود م مشاهده که همانطور
ͬ شوند. م داده نشان ٣. ٨ ش΄ل در کوانتومͬ عدد برحسب انرژی روی را پارامترها این

n کوانتومͬ عدد برحسب انرژی طیف :٣. ٨ ش΄ل

کرد. بررسͬ متمایز آمار ΁م΄انی در را مسئله این ͬ توان م انرژی محاسبه با سپس



٨٧ تغییرش΄ل یافته گوردن ‐ کلاین معادله متمایزتوسط آمار بررسͬ

گوردن ‐ کلاین معادله از استفاده با آمارمتمایز بررسͬ ٣ .۴ .٣
زیر صورت به تعمیم یافته دیراک دلتای توزیع از استفاده با متمایز آمار در موثر بولتزمن عامل

[١۵١] است
B (E ) = e−β E

(١ +
α

٢β٢E٢) (٣. ٨١)
به پارامتر این که زمانͬ حدی حالت در ͬ دانید م همانطور که است تغییرش΄ل  یافته پارامتر α که
حال ͬ شود. م تبدیل گیبس ‐ بولتزمن آمار به تصحیح شده آمار این ͬ کند م میل صفر سمت
ش΄ل در β برحسب موثر بولتزمن عامل روی را (n , α , as , bs) متفاوت پارامترهای از اثرات

ͬ شود. م داده نشان ٣. ٩

(n , α , as , bs) از متفاوت مقادیر برای β پارامتر برحسب بولتزمن رفتارعامل :٣. ٩ ش΄ل
ͬ شود م محاسبه زیر فرم به تعمیم یافته دیراک دلتای توزیع این برای پارش تابع

Z =

∫ ∞

٠ B (E) dn (٣. ٨٢)
کرد. محاسبه زیر فرم به داخلͬ انرژی ͬ توان م پارش، تابع محاسبه با و

U = −∂ Ln (Z)

∂β
(٣. ٨٣)

در β برحسب داخلͬ انرژی و پارش تابع روی را (n , α , as , bs) متفاوت پارامترهای از اثرات
ͬ شود. م داده نشان ٣. ١٠ ش΄ل



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ٨٨

از متفاوت مقادیر برای β پارامتر برحسب داخلͬ انرژی و پارش رفتارتابع :٣. ١٠ ش΄ل
(n , α , as , bs)

پارامتر افزایش با β برحسب پارش تابع رفتار ͬ شود م مشاهده ٣. ١٠ ش΄ل از همانطورکه
انتقال ΁ی پتانسیل پارامتر افزایش با بالعکس و داریم راست سمت به انتقال ΁ی تغییرش΄ل یافته
یافته تغییرش΄ل پارامتر افزایش با داخلͬ انرژی رفتار همینطور و ͬ شود. م ایجاد چپ سمت به
اشباع مقدار ΁ی به β پارامتر افزایش با ولͬ کرده پیدا افزایش سپس و کاهش یافته انرژی ابتدا
افزایش با و یافته افزایش انرژی مقدار پتانسیل پارامتر افزایش با دی·ر، عبارت به و رسیدند

است. کرده میل ثابتͬ مقدار به انرژی β پارامتر



٨٩ دمایی معکوس نوسان جای به دمایی نوسان براساس متمایز آمار بررسͬ

جای به دمایی نوسان براساس متمایز آمار بررسͬ ۵ .٣
دمایی معکوس نوسان

طوری که به ͬ گیریم م نظر در دمایی معکوس نوسان جای به را دمایی نوسان بخش این در
آمار سپس است. برقرار هم هنوز F = U − T٠ S ترمودینامی΄ͬ رابطه فرض این از استفاده با
فیزی΄ͬ مدل های برخͬ و ͬ گیریم م نظر در کانونͬ آنسامبل در دمایی نوسان براساس را متمایز
بولتزمن ماکسول آمار و دیراک فرمͬ آمار انیشتین، بوز آمار از: عبارتند که آمار سه براساس را
مشاهده که ͬ کنیم م بررسͬ را مسئله این حدی حالت انتها در و ͬ دهیم م قرار بررسͬ مورد
آماری ΁م΄انی در معمولͬ آمار به فرض این از استفاده با آمار سه این حدی حالت در ͬ شود م
ذکر را مطالبی دمایی نوسانات از آمارمتمایز مورد در مختصر طور به ابتدا ͬ شود. م منجر
تعادلͬ دما معکوس اطراف در β = ١

T دمایی معکوس که فرض این از متمایز آمار ͬ کنیم. م
نظر در را سیستمͬ حال . [١٢۶ ،١٢۵] ‐[١۵٣ ،١۵٢] ͬ گیرد م نشات ͬ کند م نوسان β٠ = ١

T٠
به باشد E انرژی حالت در سیستم اینکه احتمال است دمایی معکوس نوسان بدون که ب·یرید

است زیر صورت

P (E) =
e−β٠ E

Z (β٠) , Z (β٠) =
∑
E

e−βi E (٨۴ .٣)

نظر در β برای را توزیع احتمال این ما دمایی معکوس نوسان با سیستم این در حال این با
معکوس در سیستم اینکه احتمال ͬ دهیم، م نشان g (β, β٠) توسط را توزیع تابع این و ͬ گیریم م

[١٢٣] ͬ کنیم م تعریف زیر فرم به را است E انرژی دارای دمایی

P (E) =

∫
g (β, β٠)e

−β E

Z (β)
d β (٨۵ .٣)

دمایی معکوس نوسانات جای به دمایی نوسانات از چرا شود مطرح سوال این مم΄نه حال
دارد؟ وجود تفاوت هایی چه نوسان دو این بین ͬ کنیم؟ م استفاده

آمارمتمایز که ͬ شود م منجر نتیجه این به و ͬ کنیم م مقایسه را نوسان دو این بخش این در
و ͬ دهد م ارائه دمایی معکوس نوسان متمایز آمار به نسبت مناسب تری نتیجه دمایی نوسان

ͬ شوند. م منجر خود معمولͬ فرم به حدی حالت در ترموینامی΄ͬ قوانین این درنهایت

کانونͬ آنسامبل در β‐نوسان یافته آمارمتمایز ١ .۵ .٣
ی΄ͬ در سیستم دمایی، معکوس L میان در که ب·یریم نظر در را سیستم از حالتͬ دهید اجازه
سیستم از حالات می΄رو کنید فرض دارد. قرار {β١, β٢, ....., βL} دمایی معکوس حالات از
احتمال است P (βi) = ℓi حال است. شده داده βi دمایی معکوس از مستقل که {En} توسط



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ٩٠
[١٠۶] صورت به ب·یرد قرار βi دمایی معکوس در سیستم ∑اینکه

i

P (βi) =
∑
i

ℓi = ١ (٨۶ .٣)

نظر در زیر صورت به را ͬ دهد م βi برای En انرژی سیستم این که احتمال شرایط این است.
ͬ گیریم. م

P (En |βi ) =
P (En ∩ βi )
P (βi )

=
e−βi En∑
n
e−βi En

(٣. ٨٧)

[١۵٣] است زیر صورت به En انرژی دارای سیستم اینکه احتمال
P (En) =

∑
i

P (En ∩ βi ) =
∑
i

P (En |βi )P (βi) , (٣. ٨٨)
∑
n

P (En) =
∑
n

∑
i

P (En |βi )P (βi) =
∑
n

∑
i

ℓi
Zi (βi)

e−βiEn

=
∑
i

ℓi
Zi (βi)

∑
n

e−βiEn =
∑
i

ℓi = ١

ͬ شود م محاسبه زیر صورت به انرژی چشمداشتͬ مقدار
⟨E⟩ =

∑
n

EnP (En) =
∑
n

En

∑
i

ℓi
Zi (βi)

e−βiEn (٣. ٨٩)
=

∑
i

ℓi
Zi (βi)

∑
n

En e
−βiEn =

∑
i

ℓi⟨E⟩i

تعریف زیر صورت به دمایی معکوس برای کانونͬ آنسامبل در انرژی چشمداشتͬ مقدار بنابراین
ͬ شود م

⟨E⟩i = − ∂

∂ βi
LnZi (٣. ٩٠)

صورت به βi دمایی معکوس این در هلمهولتز آزاد انرژی
Fi = −Ti LnZi (٣. ٩١)

صورت به βiآنتروپی دمایی معکوس حال ͬ دهیم. م قرار βi = ١
Ti
, k = ١ که

Si = −
∑
n

pi (En, βi) Lnpi (En, βi) (٣. ٩٢)

هستند مرتبط به هم زیر رابطه توسط بالا کمیت های این است.
Fi = Ui − Ti Si (٣. ٩٣)

ͬ شود م داده زیر صورت به βi روی بر (٣. ٩٣) رابطه چشمداشتͬ مقدار
⟨F ⟩ = ⟨E⟩ − ⟨T S⟩ (٩۴ .٣)



٩١ دمایی معکوس نوسان جای به دمایی نوسان براساس متمایز آمار بررسͬ
اشاره β٠ = ١

T٠ تعادل دمای معکوس با معمولͬ ΁ترمودینامی در رابطه به (٩۴ .٣) رابطه این
صورت به که دارد

F = U − T٠ S (٩۵ .٣)
΁ی است لازم (٩۵ .٣) رابطه استاندارد حالت با (٩۴ .٣) رابطه نظرگرفتن در منظور به است.

شود. معرفͬ داریم، دمایی معکوس نوسانات که زمانͬ آنتروپی برای جدید تعریف
S =

١
T٠ ⟨T S⟩ = β٠

⟨ ١
β
S

⟩
(٩۶ .٣)

ͬ کنیم م فرض ما حالت این در ͬ گیریم. م نظر در را β استاندارد نوسان یافته متمایز آمار ابتدا
⟨β⟩ =

∑
i

ℓiβi = β٠ (٣. ٩٧)

رابطه با (٣. ٩٧) رابطه انتخاب این وجود، این با است. تعادل دمای معکوس β٠ = ١
T٠ که

باز نویسͬ زیر صورت به سیستم آنتروپی این ͬ دهد. م را تناقض ΁ی و است شده مقایسه (٩۶ .٣)
ͬ شود م

S =
∑
i

ℓi
⟨T S⟩i
T٠ =

∑
i

ℓi
Zi

∑
n

(
β٠
βi

)
Si e

−βi En (٣. ٩٨)
کاهش نوسان بدون حالت در کلاسی΄ͬ نتایج به چراکه شد مواجه ش΄ست با بالا رابطه تعریف
است احتمال مساوی که ͬ گیریم م نظر در را حالت می΄رو هر از اشغال حالت این ͬ یابد. نم
زیرا داریم S = LnW و Si = LnW ما حالت این در است. می΄روحالات تعداد W این و

داریم (٣. ٩٨) رابطه از سپس نیست. دمایی معکوس روی وابسته pi (En , βi)

LnW =
∑
i

ℓi

(
β٠
βi

)
LnW, (٣. ٩٩)

⟩که ١
β

⟩
=

١
β٠ (٣. ١٠٠)

دوسطحͬ توزیع برای را تناقض این حال ͬ دهد. م را تناقض (٣. ٩٧) رابطه با مقایسه با ͬ دهد. م
احتمال با (β+ , β−) صورت به که دهیم نشان

l+ =
١
٢ , l− =

١
٢ (٣. ١٠١)

داریم (٣. ٩٧) رابطه از حالت این در است. β+ ̸= β− که
⟨β⟩ = β+ + β−٢ = β٠ (٣. ١٠٢)

ͬ شود م نتیجه (٣. ١٠٠) رابطه از ⟩و ١
β

⟩
=

١
٢
( ١
β+

+
١
β−

)
=

١
β٠ , (٣. ١٠٣)



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ٩٢
که

(β+ − β−)
٢ = ٠ → β+ = β−,

انتخاب β = β٠ جای به ١
β = ١

β٠ باید باشد درست (٩۵ .٣) رابطه اگر بنابراین ͬ دهد. م را تناقض
صورت به β ‐ نوسان یافته متمایز آمار جای به را T‐ نوسان یافته متمایز آمار ما بنابراین شود.

ͬ گیریم. م نظر در زیر
⟨T ⟩ =

∑
i

ℓi Ti = T٠ (١٠۴ .٣)

کانونͬ آنسامبل برای T‐ نوسان یافته آمارمتمایز ٢ .۵ .٣
براساس سه سطحͬ و دوسطحͬ توزیع های با کوانتومͬ ΁هارمونی نوسانگر مساله قسمت این در
قرار بررسͬ مورد انیشتین بوز و دیراک فرمͬ بولتزمن، ماکسول آمار سه برای دمایی نوسانات
زیر صورت به ترتیب به T‐نوسان یافته و β نوسان یافته‐ برای موثر بولتزمن عامل ͬ دهیم. م

ͬ شوند م معرفͬ
B (β٠) =

∫ ∞

٠ e−β Eg (β, β٠) d β (١٠۵ .٣)
B (T٠) =

∫ ∞

٠ e−
E
T g (T , T٠) d T

دوسطحͬ توزیع
داده زیر صورت به T دمای در کوانتومͬ ΁هارمونی نوسانگر از q کانونͬ‐ آنسامبل در پتانسیل

ͬ شود م
q =

∑
ε

LnZT =
١
a

∑
ε

Ln
(١ + a e−

ε
T

) (١٠۶ .٣)

فرمͬ آمار و بولتزمن ‐ ماکسول آمار ‐انیشتین، بوز آمار نمایانگر ترتیب به (a = −١ , ٠ , ١) که
صورت به دمایی نوسان متمایز آمار در ذرات تعداد متوسط است. دیراک ‐

⟨n⟩(٢) =
∫ ١
e

ε
T + a

g (T, T٠) dT (٣. ١٠٧)
بازه در T دمای از دوسطحͬ توزیع برابر را احتمال شدت اینجا در است.

T٠ (١ − γ) ⩽ T ⩽ T٠ (١ + γ)

ͬ گیریم م نظر در زیر صورت به
g (T, T٠) = ١

٢ [δ (T − T١) + δ (T − T٢)] (٣. ١٠٨)



٩٣ دمایی معکوس نوسان جای به دمایی نوسان براساس متمایز آمار بررسͬ
نوسان یافته‐ متمایز آمار در را ذرات متوسط ͬ توان م (٣. ١٠٧) رابطه در (٣. ١٠٨) رابطه جای·ذاری با

آورد دست به T

⟨n⟩(٢) =
١
٢
[ ١
e

ε
T٠(١−γ) + a

+
١

e
ε

T٠(١+γ) + a

]
(٣. ١٠٩)

زیر صورت به γ از کوچ΄تر مقادیر برای داخلͬ انرژی و (٣. ١٠٩) رابطه اشغال عدد میانگین
ͬ شود م محاسبه

⟨n⟩(٢) ≈ ١
e

ε
T٠ + a

+
e

ε
T٠ ε
(
e

ε
T٠
(
−٢T٠ + ε

)
− a

(٢T٠ + ε
))
γ٢

٢(a+ e
ε
T٠
)٣
T ٢٠

, (٣. ١١٠)

U(٢) = ε ⟨n⟩(٢) =
ε

e
ε
T٠ + a

+
e

ε
T٠ ε٢ (e ε

T٠
(
−٢T٠ + ε

)
− a

(٢T٠ + ε
))
γ٢

٢(a+ e
ε
T٠
)٣
T ٢٠

انرژی همینطور و حالات از شدت با متناسب که I انرژی شدت این ما سپس ،ε = hϑ که
ͬ کنیم م محاسبه را داخلͬ

I(٢) ≃
∫ ∞

٠ u (ϑ) dϑ, (٣. ١١١)

u
(٢) (ϑ) =

٨π hϑ٣
c٣

 ١
a+ e

hϑ
T٠

+
e

hϑ
T٠ hϑ

(
e

hϑ
T٠
(
−٢T٠ + hϑ

)
− a

(٢T٠ + hϑ
))
γ٢

٢(a+ e
hϑ
T٠
)٣
T ٢٠



ͬ شود م داده زیر صورت به γ ΁کوچ مقادیر برای آنتروپی و هلمهولتز آزاد انرژی

F(٢) = −
∫
T g (T, T٠)LnZ dT (٣. ١١٢)

≈ −
∫

T

٢ a (δ [T − T١] + δ [T − T٢])Ln
(١ + a e−

ε
T

)
dT

≈ − ١
٢ a

(
T١Ln

(١ + a e
− ε

T١
)
+ T٢Ln

(١ + a e
− ε

T٢
))

≈ −
T٠Ln

(١ + a e−
ε
T٠
)

a
− e

ε
T٠ ε٢γ٢

٢T٠
(
a+ e

ε
T٠
)٢

S(٢) ≈ U

T٠ − F

T٠ ≈ ε

T٠
(
e

ε
T٠ + a

) +
Ln
(١ + a e−

ε
T٠
)

a

−
ε٢γ٢e ε

T٠
(
e

ε
T٠ (T٠ − ε) + a (T٠ + ε)

)
٢T ٣٠

(
a+ e

ε
T٠
)٣



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ٩۴
صورت به γ از کوچ΄تر مقادیر برای گرمایی ظرفیت

C(٢) ≈
∂U(٢)
∂ T٠ ≈ ε٢e ε

T٠(
a+ e

ε
T٠
)٢
T ٢٠

(٣. ١١٣)

+
ε٢e ε

T٠ γ٢ (۴ a e ε
T٠ (T٠ − ε) (T٠ + ε) + e

٢ ε
T٠
(٢T ٢٠ − ۴T٠ε+ ε٢)+ a٢ (٢T ٢٠ + ۴T٠ε+ ε٢))

٢(a+ e
ε
T٠
)۴
T ۴٠

ش΄ل در انرژی شدت روی را (a = (١, ١−,٠) , γ = ٠, T٠ = ٢٫٧٢) پارامترهای از اثرات حال
. ͬ کنید م مشاهده ٣. ١١

(γ = ٠) برای ϑ برحسب انرژی شدت رفتار :٣. ١١ ش΄ل
(a = −١) انیشتین ‐ بوز آمار اول: حالت

صورت به ΁کوچ γ مقادیر برای داخلͬ انرژی و ذرات تعداد متوسط

⟨n⟩B.E(٢) ≈ ١
e

ε
T٠ − ١ +

ε
(
−٢T٠ + εCoth

[
ε٢T٠
])
γ٢

٨Sinh٢ [ ε٢T٠
]
T ٢٠

(١١۴ .٣)

UB.E(٢) ≈ ε⟨n⟩B.E(٢) ≈
ε

−١ + e
ε
T٠

+
ε٢ γ٢ (−٢T٠ + εCoth

[
ε٢T٠
])

٨T ٢٠ Sinh٢ [ ε٢T٠
]

ͬ شود م تبدیل زیر فرم به انرژی شدت است.
IB.E(٢) ≃

∫ ∞

٠ u (ϑ) dϑ, (١١۵ .٣)

uB.E(٢) (ϑ) =
٨π hϑ٣
c٣

 ١
−١ + e

hϑ
T٠

+
hϑ γ٢ (−٢T٠ + hϑCoth

[
hϑ٢T٠
])

٨T ٢٠ Sinh٢ [ hϑ٢T٠
]





٩۵ دمایی معکوس نوسان جای به دمایی نوسان براساس متمایز آمار بررسͬ
ͬ شوند م محاسبه زیر صورت به گرمایی ظرفیت و هلمهولتز،آنتروپی انرژی

FB.E(٢) ≈ T٠Ln
[١ − e−

ε
T٠
]
+

ε٢γ٢
۴T٠ − ۴T٠Cosh

[
ε
T٠
] (١١۶ .٣)

SB.E(٢) ≈ ε

T٠
(
e

ε
T٠ − ١) − Ln

(١ − e−
ε
T٠
)
−
ε٢γ٢ (T٠ − εCoth

[
ε٢T٠
])

۴T ٣٠
(
−١ + Cosh

[
ε
T٠
])

CB.E(٢) ≈ ε٢
۴T ٢٠ Sinh٢ [ ε٢T٠

] + ε٢γ٢ ((٢T ٢٠ + ε٢)Cosh [ ε٢T٠
]
− ٢(T ٢٠ + ٢T٠ε Sinh

[
ε٢T٠
]
− ε٢))

١۶T ۴٠ Sinh۴ [ ε٢T٠
]

. ͬ شود م مشاهده ٣. ١٢ ش΄ل در γ از متفاوت مقادیر برای ϑ حسب بر انرژی شدت رفتار

(
γ, T٠ = ٢٫٧٢) متفاوت مقادیر برای ϑ برحسب انرژی شدت رفتار :٣. ١٢ ش΄ل

(a = ١) دیراک فرمͬ آمار دوم: حالت
داریم کوچ΄تر γ برای را داخلͬ انرژی و ذرات تعداد متوسط

⟨n⟩F.D(٢) ≈ ١
١ + e

ε
T٠

+
ε γ٢ (−٢T٠ + ε Tanh

[
ε٢T٠
])

٨T ٢٠ Cosh٢ [ ε٢T٠
] (٣. ١١٧)

UF.D(٢) ≈ ε⟨n⟩F.D(٢) ≈
ε

١ + e
ε
T٠

+
ε٢ γ٢ (−٢T٠ + ε Tanh

[
ε٢T٠
])

٨T ٢٠ Cosh٢ [ ε٢T٠
]

است زیر صورت به انرژی شدت این است. ε = hϑ که
IF.D(٢) ≃

∫ ∞

٠ u (ϑ) dϑ, (٣. ١١٨)

uF.D(٢) (ϑ) =
٨π hϑ٣
c٣

 ١
١ + e

hϑ
T٠

+
hϑ γ٢ (−٢T٠ + hϑTanh

[
hϑ٢T٠
])

٨T ٢٠ Cosh٢ [ hϑ٢T٠
]





غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ٩۶
ͬ شوند م تبدیل زیر فرم به دیراک فرمͬ آمار برای گرمایی ظرفیت و هلمهولتز،آنتروپی آزاد انرژی

FF.D(٢) ≈ −T٠Ln
[١ + e−

ε
T٠
]
− ε٢γ٢

۴T٠ + ۴T٠Cosh
[

ε
T٠
] (٣. ١١٩)

SF.D(٢) ≈ ε

T٠
(
e

ε
T٠ + ١) + Ln

(١ + e−
ε
T٠
)
−
ε٢γ٢ (T٠ − ε Tanh

[
ε٢T٠
])

۴T ٣٠
(١ + Cosh

[
ε
T٠
])

CF.D(٢) ≈ ε٢
۴Cosh٢ [ ε٢T٠

]
T ٢٠

+
ε٢γ٢ (٢ (T٠ − ε) (T٠ − ε) +

(٢T ٢٠ + ε٢)Cosh [ ε
T٠
]
− ۴T٠ε Sinh

[
ε
T٠
])

١۶Cosh۴ [ ε٢T٠
]
T ۴٠

در (γ, T٠ = ٢٫٧٢) از متفاوت مقادیر برای ϑ حسب بر ترازی دو توزیع از انرژی شدت رفتار
. ͬ شود م مشاهده ٣. ١٣ ش΄ل

ϑ برحسب انرژی شدت از رسم هایی :٣. ١٣ ش΄ل

(a = ٠) بولتزمن ‐ ماکسول آمار سوم: حالت



٩٧ دمایی معکوس نوسان جای به دمایی نوسان براساس متمایز آمار بررسͬ
ͬ کنیم م محاسبه γ ΁کوچ مقادیر برای را ترمودینامی΄ͬ کمیت های مشابه روش به

⟨n⟩M.B(٢) ≈ e−
ε
T٠
(

١ +
ε γ٢ (−٢T٠ + ε

)
٢T ٢٠

)
(٣. ١٢٠)

UM.B(٢) ≈ ε⟨n⟩M.B(٢) ≈ ε e−
ε
T٠
(

١ +
ε γ٢ (−٢T٠ + ε

)
٢T ٢٠

)

IM.B(٢) ≃
∫ ∞

٠ u (ϑ) dϑ,

uM.B(٢) (ϑ) =
٨π hϑ٣
c٣ e−

hϑ
T٠
[
١ +

hϑ γ٢ (−٢T٠ + hϑ
)

٢T ٢٠

]

FM.B(٢) ≈ −e
− ε

T٠ ε٢γ٢
٢T٠

SM.B(٢) ≈ ε e−
ε
T٠

T٠ +
ε٢γ٢e− ε

T٠ (−T٠ + ε)

٢T ٣٠

CM.B(٢) ≈ ε٢e− ε
T٠

T ٢٠
+
ε٢e− ε

T٠ γ٢ (٢T ٢٠ − ۴T٠ε+ ε٢)
٢T ۴٠

در (γ, T٠ = ٢٫٧٢) از متفاوت مقادیر برای ϑ حسب بر ترازی دو توزیع از انرژی شدت رفتار
. ͬ شود م مشاهده ١۴ .٣ ش΄ل

γ از متفاوت مقادیر برای ϑ برحسب انرژی شدت از رسم هایی :١۴ .٣ ش΄ل

سه ترازی توزیع ٣ .۵ .٣
آمار برای ذرات تعداد متوسط ͬ پردازیم. م ترازی سه احتمال شدت با مساله بررسͬ به حال

ͬ شود م تعریف زیر صورت به T ‐ نوسان متمایز
⟨n⟩(٣) =

∫ ١
e

ε
T + a

g (T, T٠) dT (٣. ١٢١)



غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های در آماری ΁م΄انی بازنگری ٩٨
ͬ گیریم م نظر در T دمای در سطحͬ سه توزیع ΁ی را احتمال چ·الͬ ما

g (T, T٠) = ١
٣ [δ (T − T١) + δ (T − T٢) + δ (T − T٣)] (٣. ١٢٢)

صورت به سه ترازی توزیع برای ذرات متوسط و ͬ دهیم م قرار (٣. ١٢١) رابطه در (٣. ١٢٢) رابطه
ͬ شود م تبدیل زیر

⟨n⟩(٣) =
١
٣
[ ١
e

ε
T٠(١−γ) + a

+
١

e
ε
T٠ + a

+
١

e
ε

T٠(١+γ) + a

]
(٣. ١٢٣)

ͬ شود م تبدیل زیر صورت به ΁کوچ γ برای داخلͬ انرژی و اشغال عدد میانگین

⟨n⟩(٣) ≈ ١
e

ε
T٠ + a

+
e

ε
T٠ ε
(
e

ε
T٠
(
−٢T٠ + ε

)
− a

(٢T٠ + ε
))
γ٢

٣(a+ e
ε
T٠
)٣
T ٢٠

(١٢۴ .٣)

U(٣) = ε ⟨n⟩(٣) =
ε

e
ε
T٠ + a

+
e

ε
T٠ ε٢ (e ε

T٠
(
−٢T٠ + ε

)
− a

(٢T٠ + ε
))
γ٢

٣(a+ e
ε
T٠
)٣
T ٢٠

ͬ شود م تبدیل زیر فرم به گرمایی ظرفیت و آنتروپی هلمهولتز، انرژی ، انرژی شدت
I(٣) ≃

∫ ∞

٠ u (ϑ) dϑ, (١٢۵ .٣)

u(٣) (ϑ) =
٨π hϑ٣
c٣

 ١
a+ e

hϑ
T٠

+
e

hϑ
T٠ hϑ

(
e

hϑ
T٠
(
−٢T٠ + hϑ

)
− a

(٢T٠ + hϑ
))
γ٢

٣(a+ e
hϑ
T٠
)٣
T ٢٠


F(٣) ≈ −

∫
T

٣ a (δ [T − T١] + δ [T − T٢] + δ [T − T٣])Ln
(١ + a e−

ε
T

)
dT

≈ − ١
٣ a

(
T١Ln

(١ + a e
− ε

T١
)
+ T٢Ln

(١ + a e
− ε

T٢
)
+ T٣Ln

(١ + a e
− ε

T٣
))

≈ −
T٠Ln

(١ + a e−
ε
T٠
)

a
− e

ε
T٠ ε٢γ٢

٣T٠
(
a+ e

ε
T٠
)٢

S(٣) ≈ U

T٠ − F

T٠ ≈ ε

T٠
(
e

ε
T٠ + a

) +
Ln
(١ + a e−

ε
T٠
)

a
−
ε٢γ٢e ε

T٠
(
e

ε
T٠ (T٠ − ε) + a (T٠ + ε)

)
٣T ٣٠

(
a+ e

ε
T٠
)٣

C(٣) ≈ ∂U

∂ T٠ ≈ ε٢e ε
T٠(

a+ e
ε
T٠
)٢
T ٢٠

+
ε٢e ε

T٠ γ٢ (۴ a e ε
T٠ (T٠ − ε) (T٠ + ε) + e

٢ ε
T٠
(٢T ٢٠ − ۴T٠ε+ ε٢)+ a٢ (٢T ٢٠ + ۴T٠ε+ ε٢))

٣(a+ e
ε
T٠
)۴
T ۴٠

در معمول روابط به روابط γ تغییرش΄ل یافته پارامتر حذف با ͬ کنید، م ملاحظه همانطورکه
ͬ شوند. م تبدیل آماری ΁م΄انی



۴ فصل
در فرمیون ها پراکندگͬ بررسͬ

تغییرش΄ل یافته فرمالیسم

٩٩



تغییرش΄ل فرمالیسم در نسبیتͬ فرمیون پراکندگͬ ١ .۴
q ‐ یافته

قرار بررسͬ مورد تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در را پراکندگͬ حالت های ͬ خواهیم م فصل این در
استفاده پتانسیل چاه و دوگانه دیراک دلتای منفرد، دیراک دلتای پتانسیل های از دهیم.
تعیین برای مناسبی پتانسیل ͬ تواند م و دارند هسته ای زمینه در بسیاری کاربرد زیرا ͬ کنیم م
وسیله بدان و است شده فرض دیراک مسائل با ارتباط برای ساده ای رهیافت باشند. پراکندگͬ
بازتاب و عبور ضرائب نهایت در است. شده بررسͬ پتانسیل ها این از استفاده با دیراک معادله

.[١۵۴] است شده گزارش خوبی به

q‐ تغییرش΄ل یافته کوانتومͬ ΁م΄انی ١. ١ .۴
ͬ کنیم. م معرفͬ مختصر طور به کوانتومͬ ΁م΄انی در را تغییرش΄ل یافته فرمالیسم ابتدا

زمان وابسته فرم دلخواه، حالت ΁ی مشابه کوانتومͬ ΁م΄انی از فرمالیسم این در ‐١
.[١۵۵] ͬ شود م بیان زیر صورت به فرمالیسم این در شرودینگر معادله

i ℏ
∂Ψ(x , t)

∂ t
= H

(
x̂ , t̂

)
Ψ(x , t) =

(
p٢

٢m + V (x̂)

)
Ψ(x , t) (١ .۴)

ͬ شوند م معرفͬ زیر صورت به تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در تکانه و م΄ان عمل·رهای
p̂ = −i ℏDx (٢ .۴)

= −i ℏ
(١ + q x٢) d

d x
,

x̂ = x

ͬ شوند. م معرفͬ موج تابع Ψ و مثبت ثابت مقدار q که
΁ی در q تغییرش΄ل یافته کوانتومͬ ΁م΄انی در هیلبرت فضای از داخلͬ حاصلضرب ‐٢

ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به بعد
⟨f | g⟩ =

∫ ∞

−∞
g∗ (x) f (x) dqx (٣ .۴)

dqx =
d x(١ + q x٢) .

است زیر صورت به Ψ موج تابع از Ô عمل·ر چشمداشتͬ مقدار ‐٣⟨
Ô
⟩
=
⟨
Ψ
∣∣∣ÔΨ

⟩
=

∫ ∞

−∞
Ψ∗ (x , t) ÔΨ(x , t) dqx (۴ .۴)

صورت به عمل·ر این از هرمیتͬ تعریف ⟩سپس
Ψ
∣∣∣ÔΨ

⟩
=
⟨
ÔΨ |Ψ

⟩ (۵ .۴)



١٠١ q ‐ یافته تغییرش΄ل فرمالیسم در نسبیتͬ فرمیون پراکندگͬ
به تغییرش΄ل یافته کوانتومͬ ΁م΄انی در وتکانه م΄ان عمل·رهای بین جابجایی رابطه است.

ͬ شود م نوشته زیر صورت
[x̂ , p̂] = i ℏ

(١ + q x̂٢) (۶ .۴)
ͬ گیریم م نظر در زیر صورت به را تکانه و م΄ان از عمل·ری فرم

x̂ ↔ x (٧ .۴)
p̂ ↔ − i ℏDx

ͬ شود م بازنویسͬ زیر صورت به (١ .۴) رابطه سپس

i ℏ
∂Ψ(x , t)

∂ t
=

(
− ℏ٢

٢m D٢
x + V (x)

)
Ψ(x , t) (٨ .۴)

گرفتن نظر در با
Ψ(x , t) = e−

i E t
ℏ Φ(x)

ͬ شود م تبدیل زیر صورت به فرمالیسم این در شرودینگر معادله زمان از مستقل )فرم
− ℏ٢

٢m D٢
x + V (x)

)
Φ(x) = E Φ(x) (٩ .۴)

ͬ آید م دست به تغییرش΄ل یافته فرمالیسم این در پیوستگͬ رابطه (٨ .۴) رابطه از استفاده با
∂ ρ (x , t)

∂ t
+Dxj (x , t) = ٠ (١٠ .۴)

که
ρ (x , t) = Ψ∗ (x , t) Ψ (x , t) , (١١ .۴)
j (x , t) =

ℏ
٢mi

(Ψ∗ (x , t) DxΨ(x , t)−Ψ(x , t) DxΨ
∗ (x , t))

مورد q تغییرش΄ل یافته نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی در را فرمیون ها نسبیتͬ پراکندگͬ حال
ͬ دهیم. م قرار مطالعه

تغییرش΄ل یافته کوانتومͬ ΁م΄انی در نسبیتͬ فرمیون های پراکندگͬ ١. ٢ .۴
.[١۵۶ ،١۵۴] ͬ گیریم م نظر در زیر فرم به را دیراک معادله

i
∂Ψ(x , t)

∂ t
= [α . p+ β (m+ S (x)) + V (x)]Ψ (x , t) , (١٢ .۴)



تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در فرمیون ها پراکندگͬ بررسͬ ١٠٢
ͬ شوند م معرفͬ زیر صورت به β و α ماتریس های که

α =

 ٠ σ

σ ٠
 (١٣ .۴)

β =

 ١ ٠
٠ ‐ ١


صورت به موج تابع انتخاب با هستند. پاولͬ ماتریس های σ که

Ψ(x , t) = e− i E tΦ(x) = e− i E t

 Φu (x)

Φd (x)

 (١۴ .۴)

با سپس ͬ گیریم. م نظر در S (x) = V (x) برابر را برداری و اس΄الر پتانسیل سادگͬ برای
ͬ کند م تغییر زیر صورت به ،(١٣ .۴) رابطه فرض این از استفاده

(
m+ ٢V (x)− E

)
Φu (x) + σx

(
−i
(١ + q x٢) dΦd (x)

d x

)
= ٠, (١۵ .۴)

σx

(
−i
(١ + q x٢) dΦd (x)

d x

)
− (m+ E)Φd (x) = ٠

است زیر صورت به اسپینور پایین مولفه (١۵ .۴) رابطه از

Φd (x) =
−i σx

(١ + q x٢)
E +m

dΦu (x)

d x
(١۶ .۴)

ͬ شوند. م حاصل زیر روابط آسانͬ به (١۵ .۴) رابطه داخل (١۶ .۴) رابطه جای·ذاری ١)با + q x٢(٢d٢Φu (x)

d x٢ + ٢ q x (١ + q x٢) dΦu (x)

d x
(١٧ .۴)

+
(
p٢ − ٢ (E +m)V (x)

)
Φu (x) = ٠,

p٢ = E٢ −m٢

بدهیم. قرار بررسͬ مورد را پراکندگͬ پتانسیل، سه ازای به که است آن هدف حال

منفرد دیراک دلتای پتانسیل به توجه با پراکندگͬ ١. ٣ .۴
.[١۵۴] است زیر ش΄ل به منفرد دیراک دلتای پتانسیل ͬ دانیم م

V (x) = V١δ (x− a١) (١٨ .۴)
صورت به موج تابع مشتق مرتبه اولین هستند. ثابت ضرایب a١ و V١ که

dΦu

(
x = a+١

)
d x

−
dΦu

(
x = a−١

)
d x

=
٢ (m+ E)(١ + q a٢١

)٢Φu (x = a١) (١٩ .۴)



١٠٣ q ‐ یافته تغییرش΄ل فرمالیسم در نسبیتͬ فرمیون پراکندگͬ
دلتای پتانسیل وجود دلیل به و ͬ شوند م وارد x < a١ ناحیه در ذرات ͬ کنیم م فرض است.
برخͬ و ͬ شوند م بازتاب x < a١ ،I ناحیه در ذرات از برخͬ نتیجه در ͬ شوند. م پراکنده دیراک
ناحیه دو این در را موج توابع فرض، این طبق بر ͬ کنند. م عبور x > a١ ،II ناحیه در ذرات از

ͬ آوریم. م دست به
Φu , I (x) = e

i p

(
tan−١(√q x)√

q

)
+ r١r e

− i p

(
tan−١(√q x)√

q

)
, (٢٠ .۴)

Φu , II (x) = t١ e
i p

(
tan−١(√q x)√

q

)

ͬ کنیم م تعیین x = a١ در موج تابع مرزی شرایط از استفاده با را t١ و r١ ضرایب این

e
i p

(
tan−١(√q a١)√

q

)
+ r١e

− i p

(
tan−١(√q a١)√

q

)
= t١ e

i p

(
tan−١(√q a١)√

q

)
, (٢١ .۴)

e
i p

(
tan−١(√q a١)√

q

)
(t١ − ١) + r١ e

− i p

(
tan−١(√q a١)√

q

)
=

٢ (m+ E)V١
i p
(١ + q a٢١

) t١ ei p
(

tan−١(√q a١)√
q

)

ͬ آیند م دست به (٢١ .۴) رابطه از t١ و r١ ضرایب نتیجه در

r١ = − V (e+m) e
٢ i p tan−١(√q a١)√

q

V (e+m) − i p
(١ + q a٢١

) , (٢٢ .۴)

t١ =
p+ p q a٢١

p q a٢١ + i V (e+m) + p

چ·الͬ از ͬ شوند. م محاسبه j = Ψ†αΨ رابطه توسط فرمیون ها از جریان چ·الͬ دی·ر طرف از
ͬ آوریم م به دست را زیر شرط جریان

|r٢|١ + |t٢|١ = ١ (٢٣ .۴)
در m = ١ و V١ = ٢ , q = ٣ , a١ = ١ پارامترهای مقادیر گرفتن نظر در با را معادله این سپس

. ͬ کنید م مشاهده ١ .۴ ش΄ل

انرژی تغییرات برحسب |r٢|١ + |t٢|١ و |r٢|١, |t٢|١ از رسم هایی :١ .۴ ش΄ل



تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در فرمیون ها پراکندگͬ بررسͬ ١٠۴
مشاهده ٢ .۴ ش΄ل در بازتاب و عبور ضرایب روی را متفاوت پارامترهای اثرات سپس
پارامترهای تغییرات برحسب را |r٢|١, |t٢|١ وبازتاب عبور ضرایب از متفاوت رفتارهای ͬ شود. م
q = ٣, V١ = ٢ پارامترهای از مجموعه این برای (a)و(b) اش΄ال در که ͬ کنیم م رسم a١, q, V١
همانطورکه است. q = ٣, a١ = ١ (f) و (e) اش΄ال در و a١ = ١, V١ = ٢ (c)و(d) اش΄ال در
در و ͬ یابد. م افزایش موج عبوری و کاهش موج بازتابیده انرژی، افزایش با ͬ شود م مشاهده

ͬ دهد م را انرژی بقای عبوری و موج بازتابیده مجموع نهایت،

a١ و q, V١ از متفاوت مقادیر برای |r٢|١, |t٢|١ وبازتاب عبور ضرایب نمودار :٢ .۴ ش΄ل



١٠۵ q ‐ یافته تغییرش΄ل فرمالیسم در نسبیتͬ فرمیون پراکندگͬ

دیراک دلتای دوگانه پتانسیل از پراکندگͬ ۴ .١ .۴
که ͬ شود. م پراکنده دیراک دلتای دوگانه پتانسیل از ذره که ͬ کنیم م فرض ما قسمت، این در

.[١۵۴] ͬ شود م داده نمایش زیر صورت به پتانسیل این
V (x) = V٢ [δ (x+ a٢) + δ (x− a٢)] (٢۴ .۴)

تابع مشتق برای پتانسیل از نوع این ͬ دانیم م ما قبل قسمت از ͬ اند. حقیق ثوابت a٢ و V٢ که
صورت به که ͬ باشد، نم پیوسته x = −a٢ و x = a٢ در موج

dΦu

(
x = a+٢

)
d x

−
dΦu

(
x = a−٢

)
d x

=
٢ (m+ E)(١ + q a٢٢

)٢ Φu (x = a٢) , x = a٢, (٢۵ .۴)

dΦu

(
x = − a+٢

)
d x

−
dΦu

(
x = − a−٢

)
d x

=
٢ (m+ E)(١ + q a٢٢

)٢ Φu (x = − a٢) , x = − a٢

در سپس ͬ شوند. م وارد x < a٢ ناحیه در ذرات ͬ کنیم م فرض ما قبل، قسمت مشابه است.
x < a٢ ،I ناحیه در ذرات از برخͬ نتیجه در ͬ شوند. م پراکنده −a٢ < x < a٢ ،II ناحیه
ما فرض این طبق بر ͬ کنند. م عبور x > a٢ ،III ناحیه در ذرات از برخͬ و ͬ شوند م بازتاب

ͬ آوریم. م دست به ناحیه سه این در را موج تابع بالایی مولفه
Φu , I (x) = e

i p

(
tan−١(√q x)√

q

)
+ r٢ e

− i p

(
tan−١(√q x)√

q

)
, (٢۶ .۴)

Φu , II (x) = Ae
i p

(
tan−١(√q x)√

q

)
+B e

− i p

(
tan−١(√q x)√

q

)
,

Φu , III (x) = t٢ e
i p

(
tan−١(√q x)√

q

)

این تعیین برای x = a٢,−a٢ ناحیه در ناپیوستگͬ و پیوستگͬ شرایط از و ثابتند ضرایب که
. ͬ شود م حاصل زیر معادله چهار که ͬ کنیم، م استفاده ضرایب

e
i p

(
tan−١(−√

q a ٢)√
q

)
+ r٢ e

− i p

(
tan−١(−√

q a ٢)√
q

)
= Ae

i p

(
tan−١(−√

q a ٢)√
q

)
+B e

− i p

(
tan−١(−√

q a ٢)√
q

)
,

(A− ١) ei p
(

tan−١(−√
q a ٢)√

q

)
+ (r٢ −B) e

− i p

(
tan−١(−√

q a ٢)√
q

)
=

٢V٢(E+m)

i p(١+q a٢٢)

ei p
(

tan−١(− a٢ √
q)

√
q

)
+ r٢ e

−i p

(
tan−١(− a٢ √

q)
√
q

) ,
A e

i p

(
tan−١(√q a ٢)√

q

)
+B e

− i p

(
tan−١(√q a ٢)√

q

)
= t٢ e

i p

(
tan−١(√q a ٢)√

q

)
,

(t٢ −A) e
i p

(
tan−١(√q a ٢)√

q

)
+B e

− i p

(
tan−١(√q a ٢)√

q

)

=
٢V٢(E+m)

i p(١+q a٢٢)

t٢ ei p
(

tan−١(√q a ٢)√
q

) (٢٧ .۴)



تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در فرمیون ها پراکندگͬ بررسͬ ١٠۶
به t٢ بازتاب و r٢ عبور ضرایب و ͬ کنیم م محاسبه را سیستم این از معادله چهار این سپس

ͬ شوند. م نتیجه زیر صورت به ترتیب

r٢ = − V (e+m) e
−

٢ i p tan−١(a٢ √
q)

√
q(

a٢٢ p q + i V (e+m) + p
)٢

+ V ٢(e+m)٢e
۴ i p tan−١(a٢ √

q)
√
q

×

(
e

۴ i p tan−١(a٢ √
q)

√
q

(
V (e+m) + i p

(
a٢٢ q + ٢((١

+ i
(
a٢٢ p q + imV + p

)
− e V

)

t٢ =

(
a٢٢ p q + p

)٢

(
a٢٢ p q + i V (e+m) + p

)٢
+ V ٢(e+m)٢e

۴ i p tan−١(a٢ √
q)

√
q

(٢٨ .۴)

ͬ آوریم م دست به ما قبل قسمت مشابه روش از استفاده با

|r٢|٢ + |t٢|٢ = ١ (٢٩ .۴)

ͬ کنیم. م بررسͬ را فوق رابطه این اعتبار (٢٧ .۴) رابطه از استفاده با معادله این رسم توسط
. ͬ کنید م مشاهده ٣ .۴ ش΄ل در

انرژی تغییرات برحسب |r٢|٢ + |t٢|٢ و |r٢|٢, |t٢|٢ از هایی رسم :٣ .۴ ش΄ل

مشاهده ۴ .۴ ش΄ل در بازتاب و عبور ضرایب روی را متفاوت پارامترهای اثرات سپس
پارامترهای تغییرات برحسب را |r٢|٢, |t٢|٢ بازتاب و عبور ضرایب از متفاوت رفتارهای ͬ کنید. م
q = ٣, V٢ = ٢ پارامترهای از مجموعه این برای (a)و(b) اش΄ال در که ͬ کنیم م رسم a٢, q, V٢

است. شده رسم q = ٣, a٢ = ١ (f) و (e) اش΄ال در a٢ = ١, V٢ = ٢ (c)و(d) اش΄ال در



١٠٧ q ‐ یافته تغییرش΄ل فرمالیسم در نسبیتͬ فرمیون پراکندگͬ

a٢, q, V٢ از متفاوت مقادیر برای |r٢|٢, |t٢|٢ بازتاب و عبور ازضرایب رسم هایی :۴ .۴ ش΄ل

با بخش این در است. شده داده نشان نتایج در قبل قسمت و قسمت این بین اصلͬ تفاوت
در را رزونانسͬ حالت های پراکندگͬ، پتانسیل عنوان به دوگانه دیراک پتانسیل گرفتن نظر در
ͬ کرد. م برآورد را آرامͬ رفتار قبلͬ بخش در حال این با ͬ شود. م مشاهده بازتاب و عبور ضرایب
‐ رامساور ΁فیزی در اثر معروف ترین و مهم ترین از ی΄ͬ ͬ ها آشفتگ چنین این دی·ر سوی از
q ش΄ل یافته‐ تغییر نسبیتͬ نسخه در را اثر این بعدی بخش در ͬ کنند. م یاد را ١ تونسند

کرد. خواهیم بررسͬ

1Ramsauer-Townsend



تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در فرمیون ها پراکندگͬ بررسͬ ١٠٨

تغییرش΄ل یافته نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی در تونسند ‐ رامساور اثر ۵ .١ .۴

΁ی به توجه با پراکندگͬ این است. ال΄ترون پراکندگͬ از صورتͬ ΁ی تونسند ‐ رامساور اثر
با ٣ زنون مانند ٢ نجیب گاز طریق از ال΄ترونͬ که زمانͬ ،ͽواق در است. ساده پتانسیل چاه
این اهمیت .[١۵۵،١۵۴] ͬ دهد م رخ عجیبی اتفاق ͬ کند، م حرکت ٠٫١eV حدود در کم انرژی
حال در شود. حل کوانتومͬ ΁م΄انی توسط ͬ تواند م تنها اثر این که است این ساده پراکندگͬ
این به توجه با کرد خواهیم مطالعه نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی چارچوب در را اثر این ما حاضر،

صورت به پتانسیل چاه
−V − a٣ < x < a٣
٠ elsewhere

(٣٠ .۴)

صورت به مساله این در ناحیه سه در را موج توابع ͬ توانیم م ما قبلͬ بخش فرض با است.
آوریم دست به زیر

Φu , I (x) = e
i p

(
tan−١(√q x)√

q

)
+ r٣ e

− i p

(
tan−١(√q x)√

q

)
, (٣١ .۴)

Φu , II (x) = A٣ e
i η

(
tan−١(√q x)√

q

)
+B٣ e

− i η

(
tan−١(√q x)√

q

)
,

Φu , III (x) = t٣ e
i p

(
tan−١(√q x)√

q

)
,

η٢ = p٢ + ٢ (E +m)V.

دست به را زیر معادلات x = a٣,−a٣ ناحیه در آن ها مشتق و موج تابع پیوستگͬ شرایط از که
ͬ آوریم م

e
i p

(
tan−١(−√

q a٣)√
q

)
+ r٣ e

− i p

(
tan−١(−√

q a٣)√
q

)
= A٣ e

i η

(
tan−١(−√

q a٣)√
q

)
+B٣ e

− i η

(
tan−١(−√

q a٣)√
q

)
,

p e
i p

(
tan−١(−√

q a٣)√
q

)
− p r٣ e

− i p

(
tan−١(−√

q a٣)√
q

)
= ηA٣e

i η

(
tan−١(−√

q a٣)√
q

)
− η B٣ e

− i η

(
tan−١(−√

q a٣)√
q

)
,

A٣ e
i η

(
tan−١(√q a٣)√

q

)
+B٣ e

− i η

(
tan−١(√q a٣)√

q

)
= t٣ e

i p

(
tan−١(√q a٣)√

q

)
,

η A٣ e
i η

(
tan−١(√q a٣)√

q

)
− η B٣ e

− i η

(
tan−١(√q a٣)√

q

)
= p t٣ e

i p

(
tan−١(√q a٣)√

q

)
. (٣٢ .۴)

2Noble gas
3Xenon



١٠٩ q ‐ یافته تغییرش΄ل فرمالیسم در نسبیتͬ فرمیون پراکندگͬ
ͬ کنیم م تعیین را ضرایب این سیستم این برای

r٣ =

(p− η) (η + p) e
−

٢ i p tan−١(a٣√
q)

√
q

(
e

۴i η tan−١(a٣√
q)

√
q − ١

)

p٢e
۴i η tan−١(a٣√

q)
√
q − ٢ η p e ۴i η tan−١(a٣√

q)
√
q + η٢e

۴i η tan−١(a٣√
q)

√
q − η٢ − p٢ − ٢ η p

,

t٣ =
۴ η p e

(
٢i η tan−١(a٣√

q)
√
q

−
٢ i p tan−١(a٣√

q)
√
q

)

p٢e
۴i η tan−١(a٣√

q)
√
q − ٢ η p e ۴i η tan−١(a٣√

q)
√
q + η٢e

۴i η tan−١(a٣√
q)

√
q − η٢ − p٢ − ٢ η p

.

(٣٣ .۴)

ͬ آوریم م دست به بازتاب و عبور ضرایب برای را زیر شرط قبل قسمت مشابه روش از استفاده با

|r٢|٣ + |t٢|٣ = ١ (٣۴ .۴)

که ͬ کنیم. م بررسͬ را فوق رابطه این اعتبار (٣۴ .۴) رابطه رسم و (٣٢ .۴) روابط از استفاده با
ͬ شود. م مشاهده ۵ .۴ ش΄ل در

انرژی تغییرات برحسب |r٢|٣ + |t٢|٣ و |r٢|٣, |t٢|٣ از رسم هایی :۵ .۴ ش΄ل



تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در فرمیون ها پراکندگͬ بررسͬ ١١٠

a٣, q, V٣ از متفاوت مقادیر برای |r٢|٣, |t٢|٣ وبازتاب عبور ازضرایب رسم هایی :۶ .۴ ش΄ل

مشاهده ۶ .۴ ش΄ل در را بازتاب و عبور ضرایب روی را متفاوت پارامترهای اثرات سپس
پارامترهای تغییرات برحسب را |r٢|٣, |t٢|٣ وبازتاب عبور ضرایب از متفاوت رفتارهای ͬ شود. م



١١١ q ‐ یافته تغییرش΄ل فرمالیسم در نسبیتͬ فرمیون پراکندگͬ
q = ٣, V٣ = ٢ پارامترهای از مجموعه این برای (a)و(b) اش΄ال در که ͬ کنیم م رسم a٣, q, V٣

است. q = ٣, a٣ = ١ (f) و (e) اش΄ال در a٣ = ١, V٣ = ٢ (c)و(d) اش΄ال در
کوانتومͬ ΁م΄انی در q تغییرش΄ل یافته‐ نسخه در پتانسیل چاه از پراکندگͬ این از اثر این

شود. سازی شبیه گانه دو دیراک دلتای پتانسیل نظرگرفتن در توسط ͬ تواند م نسبیتͬ





۵ فصل
فرمیونͬ و بوزونͬ سیستم های بررسͬ

تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در

١١٣



مقدمه ١ .۵
جلب خود به ΁فیزی شاخه های از بسیاری به را زیادی علاقه اسپینͬ، سیستم های مطالعه
[١۵٨،١۵٧] در که هستند p مرتبه از پارافرمیون ها فرمیون ها، و بوزون ها بر علاوه است. کرده
p = ١ با ١ پارافرمیون متناظر وضوح به معمول فرمیون  .(p = ١ ,٢ ,٣ ,۴ ) با شده اند، معرفͬ
پیروی انیشتین ‐ بوز آمار از بوزون ها و دیراک ‐ فرمͬ آمار از فرمیون ها ͬ که حال در است،
این ͬ کنند. م پیروی ͬ نامیم م ۴ آمار پارا که ٣ میانه آمار از ٢ پارابوزون و پارافرمیون ͬ کنند. م
از بوزون ها .[١۶١–١۵٩] است بوده اخیر ͬ های بررس از بسیاری موضوع آمار پارا این از خواص

ͬ کنند م تبعیت زیر جابجایی ]رابطه
a , a†

]
= ١ ,

[
Na , a

†
]
= a† , [Na , a] = −a , Na = a†a, (١ .۵)

ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به (١ .۵) رابطه از استفاده با بوزون ها برای فوک فضای
Na |na⟩ = na |na⟩ , na = ٠ , ١ ,٢, ... (٢ .۵)
a |na⟩ =

√
na |na − ١⟩ , a |٠⟩ = ٠

a† |na⟩ =
√
na + ١ |na + ١⟩ .

ͬ کنند م تبعیت زیر پادجابجایی رابطه از فرمیون ها }سپس
f , f †

}
= ١ , f٢ =

(
f †
)٢

= ٠ , [Nf , f
†
]
= f † , [Nf , f ] = −f, (٣ .۵)

که
f †f = Nf , f f

† = ١ −Nf , (۴ .۵)
ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به (٣ .۵) رابطه از استفاده با فرمیون ها برای فوک فضای

Nf |nf ⟩ = nf |nf ⟩ , nf = ٠ , ١ (۵ .۵)
f |nf ⟩ =

√
nf |nf − ١⟩ , f |٠⟩ = ٠, f |١⟩ = |٠⟩ ,

f † |nf ⟩ =
√
nf + ١ |nf + ١⟩ , f † |٠⟩ = |١⟩ , f † |١⟩ = ٠,

جابجایی روابط توسط را پارافرمیون جبر ͬ توان م آیا ͬ شود: م مطرح سوال ΁ی اینجا در حال
طریق از را فرمیون ها جبر ابتدا سوال این به ͺپاس برای کرد؟ توصیف ابرتقارن پارا براساس
ͬ دهیم. م تعمیم پارافرمیون جبر برای را روابط این سپس و ͬ کنیم م محاسبه جابجایی رابطه

1Parafermion
2Paraboson
3Intermediate statistics
4Parastatistics



١١۵ جابجایی رابطه با فرمیون جبر

جابجایی رابطه با فرمیون جبر ٢ .۵
نوشت زیر ش΄ل به بتوان را ،(٣ .۵) رابطه کنید فرض

b†b = F (Nb) , b b† = F (Nb + ١) , (۶ .۵)
ͬ شود م حاصل زیر روابط بالا، تعاریف ]بادرنظرگرفتن

b , b†
]
= F (Nb + ١)− F (Nb) ,

[
Nb , b

†
]
= b† , [Nb , b] = −b, (٧ .۵)

ͬ کنیم م معرفͬ زیر صورت به را فوک فضای این حال
Nb |nb⟩ = nb |nb⟩ , nb = ٠ , ١ (٨ .۵)
b |nb⟩ =

√
F (nb) |nb − ١⟩ , b |٠⟩ = ٠, b |١⟩ =√F (١) |٠⟩ = ٠

b† |nb⟩ =
√
F (nb + ١) |nb + ١⟩ , b† |٠⟩ =√F (١) |١⟩ , b† |١⟩ =√F (٢) ∣∣٢⟩
ͬ دهد م زیر فرض با را (٣ .۵) رابطه نمایش همان (٧ .۵) رابطه نهایت در

F (٠) = ٠ , F (١) = ١ , F (٢) = ٠ (٩ .۵)
داریم را زیر جبر نتیجه در است F = Nb

(٢ −Nb

) صورت به F برای انتخاب ]ساده ترین
b , b†

]
= ١ − ٢Nb , b

٢ =
(
b†
)٢

= ٠ , [NF , b
†
]
= b† , [NF , b] = −b, (١٠ .۵)

b†b = Nb

(٢ −Nb

)
, b b† = (Nb + ١) (١ −Nb)

است زیر صورت به تغییرش΄ل جبر نوع این برای فوک فضای
Nb |nb⟩ = nb |nb⟩ , (١١ .۵)
b |nb⟩ =

√
nb
(٢ − nb

)
|nb − ١⟩ ,

b† |nb⟩ =
√
(nb + ١) (١ − nb) |nb + ١⟩

رابطه درنتیجه ،(۵ .۵)‐(۴ .۵) روابط نمایش همان جبر این که ͬ شود م بررسͬ آسانͬ به
است. فرمیون جبر از دی·ری فرم ،(۶ .۵)

تقارن ابر کوانتومͬ ΁م΄انی ٢. ١ .۵
–١۶٢] ͬ کنیم م توصیف فرمیون ها از نوع دو برای ۵ را ابرتقارن کوانتومͬ ΁م΄انی بخش این در
در را f ‐ فرمیون ابتدا دارد. وجود Q± صورت به بار ابر دو ابرتقارنͬ سیستم ΁ی در .[١۶۴

داریم زیر فرم به بار ابر دو حالت این در ͬ گیریم. م نظر
Q+ =

√
w a f †, Q− =

√
w a†f, ℏ = ١ (١٢ .۵)

5Supersymmetric quantum mechanics



تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در فرمیونͬ و بوزونͬ سیستم های بررسͬ ١١۶
ͬ آید م به دست زیر فرم به ،HS هامیلتونͬ

Q٢
± = ٠, (١٣ .۵)

{Q+ , Q−} = HS ,

[HS , Q±] = ٠
داریم ما ،(١٣ .۵) دوم رابطه از

{Q+ , Q−} = HS (١۴ .۵)
ͬ شود م محاسبه زیر صورت به HS هامیلتونͬ سپس

HS =
{√

w a f † ,
√
w a†f

}
= w

(
a f †a†f + a†f a f †

) (١۵ .۵)
= w

(
a a†f †f + a†af f †

)
= w [(١ +Na)Nf +Na (١ −Nf )] = w [Na +Nf ]

بوزون تعداد به ابرتقارن نوسانگر از انرژی این ͬ شود م مشاهده ،(١۴ .۵) رابطه از که همانطور
ͬ کنیم م معرفͬ را فوک حالت ابرتقارن، حال دارد. بستگͬ فرمیون تعداد و

|na , nf ⟩ , na = ٠ , ١ , ٢ , ..., nf = ٠ , ١ (١۶ .۵)
داریم سپس

HS |na , nf ⟩ = Ena , nf
|na , nf ⟩ = w (na + nf ) |na , nf ⟩ (١٧ .۵)

یا
HS |na , ٠⟩ = wna |na , ٠⟩ (١٨ .۵)
HS |na , ١⟩ = w (na + ١) |na , ١⟩

که ͬ شود م منجر نتیجه این به نهایت در ͬ گیریم، م نظر در را b ‐ فرمیون حال دوم: حالت
معرفͬ زیر فرم به دوابربار b ‐ فرمیون حالت در هستند. هم هم ارز b ‐ فرمیون و f فرمیون‐

ͬ شوند م
Q+ =

√
w a b† , Q− =

√
w a†b (١٩ .۵)

ͬ آید م به دست زیر صورت به (١٩ .۵) رابطه از استفاده با ابرهامیلتونͬ
HS = w

[
Na

(١ + ٢Na − ٢N٢
b

)
+Nb

(٢ −Nb

)] (٢٠ .۵)
ͬ کنیم م معرفͬ را فوک حالت ابرتقارن مشابه، طور به حال

|na , nb⟩ , na = ٠ , ١ , ٢ , ..., nb = ٠ , ١ (٢١ .۵)



١١٧ جابجایی رابطه با فرمیون جبر
داریم (٢١ .۵) رابطه در شده معرفͬ کت روی هامیلتونͬ اعمال با

HS |na , nb⟩ = Ena , nb
|na , nb⟩ (٢٢ .۵)

= w
[
na

(١ + ٢na − ٢n٢
b

)
+ nb

(٢ − nb
)]

|na , nb⟩

یا

HS |na , ٠⟩ = wna |na , ٠⟩ (٢٣ .۵)
HS |na , ١⟩ = w (na + ١) |na , ١⟩

b ‐ فرمیون و f ‐ فرمیون نتیجه در دارند مشابه انرژی های ،(٢٣ .۵) ‐(١٨ .۵) روابط
هامیلتونͬ از: عبارتند که است هامیلتونͬ سه از متش΄ل ،(٢٢ .۵) رابطه هامیلتونͬ هم ارزند.
بوزون و فرمیون برهم کنش هامیلتونͬ و معمولͬ فرمیون برای هامیلتونͬ معمولͬ، بوزون برای

ͬ شوند. م داده نمایش زیر صورت به که

HS = HB +HF +HBF (٢۴ .۵)

است زیر صورت به ،(٢۴ .۵) رابطه شده باز صورت که

HB = w

(
Na +

١
٢
)
, (٢۵ .۵)

HF = w

[
Nb

(٢ −Nb

)
− ١

٢
]
,

HBF = ٢wNaNb (١ −Nb)

ابرتقارن کوانتومͬ ΁م΄انی همان f ‐ فرمیون و b ‐ فرمیون که گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین
ͬ دهد. م نتیجه را

ͬ کند م پیروی ۶ وی·نر جبر از که ذره ای برای ابرتقارنͬ کوانتومͬ ΁م΄انی جبر از سپس
جبر از که بوزون هایی وی·نون ها، ͬ کنیم. م استفاده ، ͬ نامیم م ٧ وی·نون را ذره آن که
مطالعه را آن نمایش و مد تک وی·نون جبر درابتدا ͬ کنند. م تبعیت بوزونͬ تغییر ش΄ل یافته
ͬ آوریم. م دست به ابرتقارنͬ کوانتومͬ ΁م΄انی در را وی·نون از هامیلتونͬ این سپس، ͬ کنیم. م
تابش برهم کنشͬ، غیر وی·نون گاز مثال طور به وی·نون، ΁ترمودینامی از کاربردهایی همچنین
از اثرات درنهایت ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد آماری ΁م΄انی در را دبای مدل و سیاه جسم
تابش از انرژی چ·الͬ و غیربرهم کنشͬ وی·نون گاز از گرمایی ظرفیت روی را وی·نر پارامتر

ͬ کنیم. م محاسبه را جسم سیاه
6Wigner algebra
7Wignons



تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در فرمیونͬ و بوزونͬ سیستم های بررسͬ ١١٨

وی·نون ها جبر بر مقدمه ای ٣ .۵
کرد معرفͬ زیر فرم به را تغییرش΄ل یافته بوزون از جدید جبر ΁ی ،[١۶۵] ٨ وی·نر ١٩۵٠ سال در

[a, a†] = ١ + ٢νR, [N, a†] = a†, [N, a] = −a, R = (−١)N (٢۶ .۵)
توسط بار اولین برای جبر این از (٢۶ .۵) صریح فرم تاریخͬ طور به است. وی·نر پارامتر ν که
جبر این در .[١۶٧] شد داده تعمیم ١٠ گرین توسط بعدها جبر این شد. معرفͬ [١۶۶] ٩ یانگ

داریم N برای را زیر فرم ما N ̸= a† a جای به
a†a = N + ν(١ − (−١)N ). (٢٧ .۵)

ν وی·نر پارامتر اگر ،ͽواق در است. معمولͬ بوزون جبر از تعمیم یافته نسخه ΁ی وی·نر جبر
نوسانگر ١١ پالو ͬ یابد. م کاهش معمول بوزون جبر به وی·نر جبر این کند میل صفر سمت به
جبری رابطه .[١۶٨] داد قرار مطالعه مورد ناجابجایی فضای در وی·نر جبر توسط را بعدی سه
(٢۶ .۵) جبری رابطه اخیرا .[١–١٧١۶٩] دارد ΁فیزی و ریاضیات در وسیعͬ کاربردهای (٢۶ .۵)

.[١٧۴] است شده استفاده ناجابجایی هندسه در

مدی تک جبروی·نون ٣. ١ .۵
به R بازتاب عمل·ر که ͬ شود. م داده (٢۶ .۵) رابطه توسط ،[١۶۵] مدی تک وی·نون جبر

ͬ شود م معرفͬ زیر صورت
R = (−١)N , (٢٨ .۵)

ͬ کند م تبعیت زیر شرایط از عمل·ر این
{R, a} = {a†, R} = ٠, R† = R−١ = R, R٢ = I. (٢٩ .۵)

است. زیر صورت به N تعداد عمل·ر بردار ویژه
N |n⟩ = n|n⟩, n = ٠, ١,٢, · · · , (٣٠ .۵)

ͬ کند. م تبعیت زیر رابطه از |٠⟩ پایه حالت و است هرمیتͬ N که
a|٠⟩ = ٠, (٣١ .۵)

8Wigner
9Yang
10Green
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١١٩ وی·نون ها جبر بر مقدمه ای
ͬ آید م دست به زیر نمایش (٢۶ .۵) رابطه از

a|n⟩ =
√
[n]ν |n− ١⟩, (٣٢ .۵)

a†|n⟩ =
√
[n+ ١]ν |n+ ١⟩,

ͬ شود م تعریف زیر صورت به ν تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در تعداد پارامتر رابطه که
[n]ν = n+ ν(١ − (−١)n), (٣٣ .۵)

ͬ آوریم م دست به زیر صورت به (٣٣ .۵) رابطه از استفاده با را ν اول مقدار چند
[٠]ν = ٠ (٣۴ .۵)
[١]ν = ١ + ٢ν
[٢]ν = ٢
[٣]ν = ٣ + ٢ν
[۴]ν = ۴

مشخص زیر صورت به فرد و زوج اعداد برای ν تغییرش΄ل یافته تعداد پارامتر این برای کلͬ رابطه
ͬ شود م

[٢n]ν = ٢n, [٢n+ ١]ν = ٢n+ ١ + ٢ν, (n = ٠, ١,٢, · · · ) (٣۵ .۵)
ͬ شود م داده زیر صورت به وی·نون از فوک فضای کت

|n⟩ = (a†)n√
[n]ν !

|٠⟩, a|٠⟩ = ٠ (٣۶ .۵)

مدی چند وی·نون جبر ٣. ٢ .۵
[١٧۶ ،١٧۵] ͬ شود م داده زیر فرم به مدی چند وی·نون جبر

[ai, a
†
j ] = δij(١ + ٢νRi), ν > −١/٢, (٣٧ .۵)

[Ni, a
†
j ] = δija

†
i, [Ni, aj ] = −δijai,

[ai, aj ] = ٠, [a†i, a
†
j ] = ٠,

زیر جابجایی روابط از که است. Ri = (−١)Ni صورت به انعکاس) (یا پاریته عمل·ر این که
ͬ کند م تبعیت

{Ri, ai} = {a†i, Ri} = ٠, (٣٨ .۵)
[Ri, aj ] = [Ri, a

†
j ] = ٠ for i ̸= j.

ͬ شوند م تعریف زیر صورت به نردبانͬ عمل·رهای و تعداد عمل·ر این بین رابطه
a†iai = [Ni]ν . (٣٩ .۵)



تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در فرمیونͬ و بوزونͬ سیستم های بررسͬ ١٢٠

تقارن ابر کوانتومͬ ΁م΄انی از وی·نون هامیلتونͬ ٣. ٣ .۵
وی·نون جبر در ͬ دانید م همانطورکه ͬ پردازیم. م وی·نون هامیلتونͬ محاسبه به قسمت این در

ͬ گیریم: م نظر در را هامیلتونͬ از نوع دو ما است. N ̸= a†a

صورت به اول نوع هامیلتونͬ ‐١
ωN

ͬ شوند. م معرفͬ فرکانس ω و تعداد عمل·ر N آن در که
صورت به دوم نوع هامیلتونͬ ‐٢

ωa†a

΁م΄انی تقارن ابر از وی·نون هامیلتونͬ از صحیح فرم محاسبه برای منظور این به است.
دو از عباراتͬ دارای تقان ابر کوانتومͬ ΁م΄انی .[١٧٧–١٨١] ͬ کنیم م استفاده ١٢ کوانتومͬ

ͬ شوند م معرفͬ زیر صورت به که ابربار
Q+ =

√
waf †, Q− =

√
wa†f, (۴٠ .۵)

شرایط از که فرمیون نردبانͬ عمل·رهای f, f † و هستند وی·نون نردبانͬ عمل·رهای a, a† که
ͬ کنند م تبعیت زیر

{f, f †} = ١, f٢ = (f †)٢ = ٠
محاسبه ابرتقارن کوانتومͬ ΁م΄انی جبر از H هامیلتونͬ این ͬ دهیم. م قرار ℏ = ١ اینجا در که

ͬ شود م
Q٢

± = ٠, {Q+, Q−} = H, [H,Q±] = ٠. (۴١ .۵)
داریم ما بنابراین

{Q+, Q−} = w[N ]ν(١ − f †f) + w[N + ١]νf †f, (۴٢ .۵)
= w[N ]ν + w([N + ١]ν − [N ]ν)f

†f,

ͬ شود م داده زیر صورت به وی·نون و فرمیون برای هامیلتونͬ این
H = wa†a+ w(١ + ٢νR)f †f. (۴٣ .۵)

نوشته زیر صورت به هامیلتونͬ این ͬ شود. م بررسͬ Q± با هامیلتونͬ جابجایی این آسانͬ به
ͬ شود م

H = HW +HF +HW−F , (۴۴ .۵)
12The supersymmetric quantum mechanics



١٢١ کانونͬ آنسامبل در وی·نون کاربردهای از برخͬ
[١٧۵–١٧٣] دارد اشاره وی·نون هامیلتونͬ به HW اول عبارت (۴۴ .۵) رابطه در که

HW = w

(
a†a+

١
٢
)

= w

(
[N ]ν +

١
٢
)
, (۴۵ .۵)

ͬ شود م نوشته فرمیون هامیلتونͬ HF دوم عبارت
HF = w

(
f †f − ١

٢
)
, (۴۶ .۵)

اشاره وی·نون و فرمیون هامیلتونͬ برهم کنش به HW−F (۴۴ .۵) رابطه سوم عبارت نهایت در و
ͬ کند م

HW−F = ٢νwRf †f. (۴٧ .۵)
ͬ آید م دست به زیر صورت به وی·نون ذره برای انرژی سطوح سپس
En = w

(
[n]ν +

١
٢
)
, n = ٠, ١,٢, · · · (۴٨ .۵)

دست به زیر صورت به فرد و زوج n برای متفاوت ν ازای به (۴٨ .۵) انرژی رابطه درنتیجه،
ͬ آید م

En, v=٠ = w

(
n+

١
٢
)
, (۴٩ .۵)

En=even, ν ̸=٠ = w

(
n+

١
٢
)
,

En=odd, ν ̸=٠ = w

((
n+ ٢ ν)+ ١

٢
)
.

نیستند. ی΄سان ،n فرد و زوج حالت انرژی های ͬ کنید، م مشاهده که همانطور

کانونͬ آنسامبل در وی·نون کاربردهای از برخͬ ۴ .۵
ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را وی·نون ΁ترمودینامی از مثال های بخش این در

برهم کنشͬ غیر وی·نون گاز ١ .۴ .۵
زیر صورت به ذره تک پارش تابع این ͬ گیریم. م نظر در را وی·نون برهم کنشͬ غیر گاز ابتدا

ͬ شود. م جای·ذاری ،(۴٨ .۵) رابطه از ،En آن در که ͬ شود م داده
ZW =

∞∑
n=٠

e−βEn = e−βw/٢ ∞∑
n=٠

e−βw[n]ν (۵٠ .۵)

= e−
β ω٢
[ ∞∑
n=٠

e−٢nβ ω +
∞∑
n=٠

e− (٢n+٢+١ν)β ω

]
= e−

β ω٢
[

e٢β ω

e٢β ω − ١ +
eβ ω−٢ νβ ω

e٢β ω − ١
]

= e−
β ω٢
[ ١

١ − e−٢β ω
+
e−β ω−٢ νβ ω

١ − e−٢β ω

]
=
e−βw/١)٢ + e−(٢+١ν)βw)

١ − e−٢βw = e−νβw
cosh βw٢ (١ + ٢ν)

sinhβw
,



تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در فرمیونͬ و بوزونͬ سیستم های بررسͬ ١٢٢
به زیر صورت به عدداشغال میانگین ͬ دهیم. م قرار ΁ی را بولتزمن ثابت است. β = ١

T که
ͬ آید م دست

fW = ⟨n⟩ = ١
ZW

∞∑
n=٠

ne−βEn (۵١ .۵)

=
١
ZW

∞∑
n=٠

ne−βw[n]ν

=
١ + e٢βw + ٢e(٢ν+١)βw

(e٢βw − ١)(e(٢ν+١)βw + ١) ,
ͬ شود م داده نمایش زیر صورت به ،(۵١ .۵) رابطه از شده ساده ش΄ل
fW = ⟨n⟩ = ٢

e٢βw − ١ +
١

e(٢ν+١)βw + ١ . (۵٢ .۵)
تابع به ν → ٠ حد در fW زیرا است انیشتین بوز توزیع تابع از عام تر تابع ΁ی ،(۵٢ .۵) رابطه

ͬ یابد. م کاهش معمولͬ انیشتین ‐ بوز توزیع
fBE =

١
eβw − ١

تشخیص قابل وی·نون N برای پارش تابع هستند. برهم کنشͬ غیر وی·نون ها این کنید فرض
است. زیر فرم به

ZN = (ZW )N =

[
e−νβw

cosh βw٢ (١ + ٢ν)
sinhβw

]N
. (۵٣ .۵)

ͬ شود م محاسبه زیر صورت به پارش تابع از استفاده با آزاد انرژی
F = −T lnZN = NTνβw − ln cosh

βw

٢ (١ + ٢ν) + ln sinhβw (۵۴ .۵)
=
Nw

٢ +NT
[
ln(١ − e−٢βw)− ln(١ + e−βw(٢+١ν))

]
.

ͬ آید م به دست زیر صورت به آنتروپی ،(۵۴ .۵) رابطه از استفاده با سپس
S = −F

T
|N,V = N

[ ٢βw
e٢βw − ١ +

(٢ν + ١)βw
e(٢ν+١)βw + ١ − ln

١ − e−٢βw
١ + e−(٢+١ν)βw

]
. (۵۵ .۵)

دست به زیر صورت به انرژی میانگین سپس ͬ شود. م صفر ،βw → ∞ ͬ که هنگام آنتروپی
ͬ آید م

U = F + TS = Nw

[ ١
٢ +

٢
e٢βw − ١ +

٢ν + ١
e(٢ν+١)βw + ١

]
. (۵۶ .۵)

بازتولید T → ∞ حد در فقط U = NT ١٣ کلاسی΄ͬ هم ارز نظریه ی که ͬ شود م ملاحظه
نظرگرفته در انتگرال صورت به تقریب با است گسسته مجموع که زمانͬ یعنͬ، ͬ شود. م

13The classical equipartition theorem



١٢٣ کانونͬ آنسامبل در وی·نون کاربردهای از برخͬ
به همچنین انرژی این است. U = N w٢ صورت به انرژی T → ٠ حدی حالت در ͬ شود. م

ͬ شود م بازنویسͬ زیر صورت

U = N⟨En⟩, (۵٧ .۵)

است. شده محاسبه زیر صورت به وی·نون نوسانگر از ⟨En⟩ انرژی میانگین

⟨En⟩ = w

[ ١
٢ +

٢
e٢βw − ١ +

٢ν + ١
e(٢ν+١)βw + ١

]
. (۵٨ .۵)

ͬ آوریم م دست به زیر صورت به را گرمایی ظرفیت

CV =
U

T
|N,V =

Nw٢
T ٢

[ ۴e٢βw
(e٢βw − ٢(١ +

(٢ν + ٢(١e(٢ν+١)βw
(e(٢ν+١)βw + ٢(١

]
, (۵٩ .۵)

دمای حد در ͬ که حال در ͬ شود م صفر گرمایی ظرفیت این T → ٠ برای که ͬ شود م ملاحظه
ͬ آوریم م دست به ما T ≫ w دمای در است. CV = N گرمایی ظرفیت این بینهایت

CV ≈ Nw٢
T ٢

[۴T ٢
۴w٢ +

(٢ν + ٢(١T ٢
(٢ν + ٢(١w٢ + ۴T ٢ + ۴Tw(٢ν + ١)

]
(۶٠ .۵)

= N +
N[١ + ٢T

(٢ν+١)w
]٢ ≈ N.

است. نزدی΄تر N به گرمایی ظرفیت این بالا دمای در ͬ شود م داده نشان وضوح به همانطورکه
ͬ شود م محاسبه زیر صورت به گرمایی ظرفیت T ≪ w دمای در

CV ≈ Nw٢
T ٢

[۴e ٢w
T

e
۴w
T

+
(٢ν + ٢(١e (٢ν+١)w

T

e
٢(٢ν+١)w

T

]
(۶١ .۵)

=
۴N
e

٢w
T

w

T

٢
+

(٢ν + ٢(١N
e

(٢ν+١)w
T

w

T

٢
≈ ٠.

سرانجام و ͬ یابد م افزایش دما با گرمایی ظرفیت این بالا دمای در ͬ گیریم م نتیجه بنابراین
از وی·نون گاز از گرمایی ظرفیت این بالا دمای در سپس، ͬ کند. م میل کلاسی΄ͬ مقدار به
است. T ≪ w ͬ که زمان ͬ شود م صفر مقدار این دی·ر، طرف از است. کمتر کلاسی΄ͬ مقدار
از متفاوت مقادیر ازای به N = ١, w = ١ از مقادیری برای دما برحسب را گرمایی ظرفیت رفتار

ͬ شود. م رسم ١ .۵ درش΄ل ν = ٠, ν = ٠٫١, ν = −٠٫١ وی·نر پارامتر



تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در فرمیونͬ و بوزونͬ سیستم های بررسͬ ١٢۴

پارامتروی·نر از متفاوت مقادیر ازای به دما حسب بر گرمایی ظرفیت تغییرات :١ .۵ ش΄ل
(ν = ٠, ν = ٠٫١, ν = −٠٫١)

دما برحسب گرمایی ظرفیت تغییرات نمودار ͬ شود م مشاهده ١ .۵ ش΄ل از همانطورکه
برای ͬ کنند. م ͽقط را همدی·ر ی΄سانͬ دمای در ν پارامتروی·نر‐ از متفاوت مقادیر به ازای
قراردادن تساوی و ،(۶١ .۵) رابطه در متفاوت پارامتروی·نر دو دادن قرار با تلاقͬ نقطه محاسبه

ͬ شود. م منجر زیر رابطه به وی·نر، پارامتر دو این از آمده به دست روابط
۴
e

٢w
T

w

T

٢
+

(٢ν + ٢(١
e

(٢ν+١)w
T

w

T

٢
=

۴
e

٢w
T

w

T

٢
+

(٢ν ′ + ٢(١
e

(٢ν′+١)w
T

w

T

٢ (۶٢ .۵)
T =

(ν − ν ′) w

Ln
[( ٢+١ ν٢+١ ν′

)]
ͬ شود. م ٠٫۴۵ برابر تلاقͬ نقطه (ν = ٠ , ν ′ = −٠٫١) برای مثال طور به

T =
(ν − ν ′) w

Ln
[( ٢+١ ν٢+١ ν′

)] = ٠٫۴۵ (۶٣ .۵)

T = ٠٫۴۵ دمای در ν وی·نر‐ پارامتر از مقدار دو ازای به ͬ دهد م نشان آمده به دست نتایج
ͬ کنند. م ͽقط را همدی·ر دونمودار

سیاه جسم تابش ٢ .۴ .۵
وی·نون، نمایش در ͬ کند. م تبعیت وی·نر جبر از که ͬ گیریم م نظر در را فوتون بخش این در

انرژی دارای فوتون
En = [n]νw, n = ٠, ١,٢, · · · . (۶۴ .۵)



١٢۵ کانونͬ آنسامبل در وی·نون کاربردهای از برخͬ
ͬ شود م داده زیر صورت به سیاه جسم در حجم واحد بر تعدادحالات

g(w)dw =
w٢
π٢c٣dw, (۶۵ .۵)

واحد در عبوری انرژی از است عبارت که انرژی چ·الͬ بنابراین، است. خلا در نور سرعت c که
ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به ͹سط واحد از زمان

du = u(w)dw =
w٢
π٢c٣ ⟨En⟩dw (۶۶ .۵)

=
w٣
π٢c٣dw

[ ٢
e٢βw − ١ +

٢ν + ١
e(٢ν+١)βw + ١

]
,

ͬ شود م بیان زیر صورت به انرژی چ·الͬ سپس است. ⟨En⟩ = w⟨[n]ν⟩ که
u(w) =

w٣
π٢c٣

[ ٢
e٢βw − ١ +

٢ν + ١
e(٢ν+١)βw + ١

]
. (۶٧ .۵)

نظر در با ͬ یابد. م کاهش معمول پلانک قانون به ν → ٠ حد در (۶٧ .۵) رابطه که ͬ دانیم م ما
زیر روابط گرفتن

x =
w

T
, y(x) =

π٢c٣
T ۴ u(x), (۶٨ .۵)

ͬ شود م حاصل زیر رابطه (۶٧ .۵) رابطه در (۶٨ .۵) رابطه جای·ذاری با و
y(x) =

٢x٣
e٢x − ١ +

(٢ν + ١)x٣
e(٢ν+١)x + ١ . (۶٩ .۵)

ν = ٠, ν = ٠٫٠١, ν = −٠٫٠١ وی·نر پارامتر از متفاوت مقادیر برای را انرژی طیفͬ توزیع رفتار
ͬ کنیم. م رسم ٢ .۵ درش΄ل

پارامتروی·نر از متفاوت مقادیر ازای به سیاه جسم تابش در انرژی طیفͬ توزیع :٢ .۵ ش΄ل



تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در فرمیونͬ و بوزونͬ سیستم های بررسͬ ١٢۶
از متفاوت مقادیر به ازای ،٢ .۵ ش΄ل در را انرژی طیفͬ توزیع نمودار ماکزیمم مقدار سپس

ͬ کنیم. م محاسبه زیر صورت به ν وی·نر‐ پارامتر
ͬ دهیم م قرار صفر مساوی را آمده به دست رابطه سپس ͬ گیریم م مشتق ،(۶٩ .۵) رابطه از
،٢ .۵ ش΄ل نمودار ماکزیمم مقادیر ،ν وی·نر‐ پارامتر از متفاوت مقادیر به ازای نهایت در

ͬ آوریم. م به دست

y′(x) =
۶x٢

e٢x − ١ − ۴e٢xx٣
(e٢x − ٢(١ +

٣x١)٢ + ٢ν)
١ + e(٢+١ν)x − e(٢+١ν)xx١)٣ + ٢ν)٢

(١ + e(٢+١ν)x)٢
, (٧٠ .۵)

است زیر صورت به انرژی طیفͬ توزیع ماکزیمم مقدار ،y′(x) = ٠ به ازای
۶x٢

e٢x − ١ − ۴e٢xx٣
(e٢x − ٢(١ +

٣x١)٢ + ٢ν)
١ + e(٢+١ν)x − e(٢+١ν)xx١)٣ + ٢ν)٢

(١ + e(٢+١ν)x)٢
= ٠ (٧١ .۵)

به دست زیر صورت به انرژی طیفͬ توزیع ماکزیمم مقدار وی·نر، پارامتر از متفاوت مقادیر برای
ͬ آید م

xmax, ν=٠ = ٢٫٨ , (٧٢ .۵)
xmax, ν=٠٫٠١ = ٢٫٧ ,
xmax, ν=−٠٫٠١ = ٢٫٩

توزیع نمودار ابتدا وی·نر پارامتر متفاوت مقادیر به ازای دما کاهش با ،٢ .۵ ش΄ل در درنهایت
توزیع نمودار دما کاهش با سپس ͬ رسد م خود ماکزیمم مقادیر به تا ͬ یابد م افزایش انرژی طیفͬ
توزیع نمودار مقدارماکزیمم ،ν وی·نر‐ پارامتر کاهش با همچنین ͬ یابد، م کاهش انرژی طیفͬ

ͬ شود. م مشاهده راست سمت به انتقال ΁ی انرژی طیفͬ
ͬ شود م تبدیل زیر صورت به x≫ ١ پایین دمای حد در ،(۶٩ .۵) رابطه

y(x) ≈ ٢x٣e−٢x + (٢ν + ١)x٣e−(٢ν+١)x. (٧٣ .۵)
ͬ شود م تبدیل زیر صورت به (۶٩ .۵) رابطه این x≪ ١ بالا دمای حد در و

y(x) ≈ x٢ + ν − ١
٢x٣. (٧۴ .۵)

دبای مدل ٣ .۴ .۵
را دبای مدل حال ͬ گیریم. م نظر در را ͬ کند م تبعیت وی·نر جبر از که فونون ذره مبحث این در
صورت به N ذره تعداد و V حجم با جامد جسم ΁دری مدها تعداد ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد

ͬ شود م محاسبه زیر
D(w)dw =

V w٢
٢π٢v٣dw, (٧۵ .۵)



١٢٧ کانونͬ آنسامبل در وی·نون کاربردهای از برخͬ
این در اتم N کل تعداد است. w = ٢πν و است جامد جسم در موج از انتشار سرعت v که

ͬ شود م محاسبه زیر صورت به که ͬ شود م مربوط wD
١۴ ͽقط فرکانس به ∫نمونه wD

٠ D(w)dν = ٣N. (٧۶ .۵)
است. زیر فرم به فرکانس این که

wD = ۶π٢N
V

١/٣
v, (٧٧ .۵)

صورت به i نوسانگر از کریستال این از داخلͬ انرژی
Ui =

١
٢wi + wi

[ ٢
e٢βwi − ١ +

٢ν + ١
e(٢ν+١)βwi + ١

]
. (٧٨ .۵)

ͬ شود م محاسبه زیر صورت به کل داخلͬ انرژی
U =

∑
i

Ui =
∑
i

١
٢wi +

∑
i

wi

[ ٢
e٢βwi − ١ +

٢ν + ١
e(٢ν+١)βwi + ١

]
(٧٩ .۵)

= U٠ + ٣
∫ wD

٠ w

[ ٢
e٢βw − ١ +

٢ν + ١
e(٢ν+١)βw + ١

]
D(w)dw,

صورت به صفر نقطه انرژی
U٠ =

∑
i

١
٢wi, (٨٠ .۵)

در (٧۵ .۵) رابطه جای·ذاری با ͬ شود. م گرفته نادیده گرمایی ظرفیت محاسبه در که است.
ͬ شود م تبدیل زیر فرم به داخلͬ انرژی کل (٧٩ .۵) رابطه

U = U٠ + ٣V
٢π٢v٣

∫ wD

٠ w٣
[ ٢
e٢βw − ١ +

٢ν + ١
e(٢ν+١)βw + ١

]
dw. (٨١ .۵)

زیر متغیرهای معرفͬ با
x =

w

T
=
θ

T
xD =

wD

T
=
θD
T

ͬ شود م تبدیل زیر صورت به (٨١ .۵) رابطه این
U = ٣NTD٣(xD; ν), (٨٢ .۵)

ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به که است ν تغییرش΄ل یافته‐ دبای تابع D٣(xD; ν) که
D٣(xD; ν) =

٣
x٣
D

∫ xD

٠ x٣
[ ٢
e٢x − ١ ++

٢ν + ١
e(٢ν+١)x + ١

]
dx. (٨٣ .۵)

ͬ شود م تعریف زیر رابطه توسط ثابت حجم در گرمایی ظرفیت
CV =

U

T
= ٩Nx−٣

D

∫ xD

٠ x۴
[ ۴e٢x
(e٢x − ٢(١ ++

(٢ν + ٢(١e(٢ν+١)x
(e(٢ν+١)x + ٢(١

]
dx. (٨۴ .۵)

14The cut-off frequency



تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در فرمیونͬ و بوزونͬ سیستم های بررسͬ ١٢٨
ͬ یابد م کاهش زیر صورت به (٨۴ .۵) رابطه بالا دما حد در

CV ≈ ٣N, (٨۵ .۵)
صورت به گرمایی ظرفیت این پایین دمای حد در است. ١۵ پتͬ ‐ دولنگ قانون همان که

CV ≈ ۴π۴[١ + ν(١ + ν)(١ + ٢ν + ٢ν٢)]
١۵(١ + ٢ν)۴

T

ΘD

٣
. (٨۶ .۵)

گرمایی ظرفیت این سپس، ͬ یابد. م کاهش معمول دبای رابطه به ν → ٠ حدی حالت در که
ͬ یابد. م کاهش ν افزایش با

15The Dulong-Petit



۶ فصل
براساس تغییرش΄ل یافته هسته های

تغییرش΄ل یافته مدل های از بعضͬ

١٢٩



هسته ای مدل های از مقدمه ای ١ .۶
به ذرات ͬ شود م فرض درآن که ١ مستقل مدل ذره به ͬ توان م کلͬ، طور رابه هسته ای مدل های
برهم کنش قوی یا ٢ تجمعͬ مدل  و ͬ کنند م حرکت مشترک هسته ای پتانسیل ΁ی در مستقل طور
گروه در هسته، لایه ای مدل در کرد. تقسیم ͬ شوند، م جفت ی΄دی·ر به قویاً آن نوکلئون ها در که
ایستا کروی پتانسیل ΁ی در مستقل طور به تقریبا نوکلئون ها که ͬ شود م فرض مستقل ذره مدل
(برهم کنش قوی) تجمعͬ مدل در دارند. قرار ͬ شود، م تعیین هسته ای چ·الͬ توزیع توسط که
مدل ͬ های ویژگ ٣ وحدت یافته مدل در ͬ شود. م گرفته نظر در هسته جمعͬ دسته حرکت های
در ی΄دی·ر از مستقل تقریبا نوکلئون ها ͬ شوند م فرض یعنͬ ͬ  شوند، م ترکیب تجمعͬ و لایه ای

ͬ کنند. م حرکت جزئͬ تغییرات با کروی غیر مشترک پتانسیل ΁ی

هسته ای مدل های بر مروری ١. ١ .۶
هسته ای مدل های معرفͬ

مایع قطره مدل ‐١
لایه ای ٢‐مدل

گازفرمͬ مدل ‐٣
نیلسون مدل ‐۴
تجمعͬ ۵‐مدل

ͬ کنیم. م توصیف مختصر طور به را نیلسون مدل و گازفرمͬ مدل مبحث این در

فرمͬ گاز مدل ١. ٢ .۶
زیاد تعداد رفتارمیانگین براساس مدل این ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را فرمͬ گاز مدل ابتدا
در فرمیون ها از شاره ای را هسته که ͬ شود م بیان بزرگ یا متوسط هسته داخل نوکلئون ها
نوکلئون ها مدل، این در است. معروف فرمͬ گاز مدل به تقریبی طور به که ͬ گیرند م نظر
معینͬ حجم در که ایده آل گاز ΁ی با متناظر که ͬ شود، م گرفته نظر در مستقل صورت به را
این در .[١٨٣] ͬ کند م پیروی پاولͬ طرد اصل و دیراک فرمͬ آمار از مدل این که شده محصور
΁ی در کوانتومͬ ΁م΄انی ذرات ͬ که زمان است. شده صرف نظر ذرات میان برهم کنش از مدل
مناسب عددکوانتومͬ با که ͬ کنند، م اشغال را ثابتͬ حالت های باشند محصور صلب محفظه
ͬ شوند. م مشخص ،(kx , ky , kz) موجͬ اعداد یا و ،(px , py , pz) تکانه های با ،(nx , ny , nz)
معادله ذره تک برای ͬ گیریم. م نظر در فرمیون هایی صورت به را نوکلئون ها مدل این در

1Independent particle Model
2Collective
3Unified



١٣١ هسته ای مدل های از مقدمه ای
ͬ شود م تعریف زیر صورت به شرودینگر

− ℏ٢
٢m∇٢Ψ+ V Ψ = EΨ (١ .۶)

زیر روابط معرفͬ با سپس ͬ گیریم. م نظر در صفر را پتانسیل سادگͬ برای
E = Enx + En y + En z,

Ψ = ψx (x)ψy (y)ψz (z)

ͬ شوند م تبدیل زیر صورت به (١ .۶) رابطه
− ℏ٢

٢m
d٢ψx

d x٢ = Enxψx (٢ .۶)
− ℏ٢

٢m
d٢ψy

d y٢ = En yψy

− ℏ٢
٢m

d٢ψz

d z٢ = En zψz

زیر شروط از استفاده با و
ψ (٠) = ٠ , ψ (l) = ٠

ͬ شود م محاسبه زیر صورت به انرژی ترازها و موج تابع
ψx = ASin (kxx) , Enx =

n٢
xπ ℏ٢ml٢ (٣ .۶)

ψy = ASin (kyy) , En y =
n٢
yπ ℏ

٢ml٢

ψz = ASin (kzz) , En z =
n٢
zπ ℏ٢ml٢

صحیح اعدادکوانتومͬ مختلف ترکیبات تعداد دهیم تش΄یل nx, ny, nz اعداد با را کره ای اگر پس
است. کره حجم ١

٨ شامل مثبت ‐
N = ٢

( ١
٨
) ۴

٣π n٢
f ,

ͬ کنیم. م محاسبه زیر صورت به را پرشده تراز انرژی بالاترین به مربوط فرمͬ انرژی سپس
εf =

π٢ℏ٢n٢
f

٢ml٢ =
π٢ℏ٢
٢m

(٣N
π V

) ٢٣ (۴ .۶)
داخلͬ انرژی دارای ذرات این باشند گرفته قرار کنارهم ذرات V حجم به فضا از ناحیه ای در اگر
زیر صورت به تبه·نͬ از ناشͬ فشار همینطور و فرمͬ انرژی با داخلͬ انرژی رابطه هستند

ͬ شود م محاسبه
u =

٣
۵N εf =

٣
۵N

π٢ℏ٢
٢m

(٣N
π V

) ٢٣
, (۵ .۶)

p = − ∂ u

∂ V
=

٢
۵
π٢ℏ٢
٢m

(٣
π

) ٢٣( N

V

) ۵٣



تغییرش΄ل یافته مدل های از بعضͬ براساس تغییرش΄ل یافته هسته های ١٣٢

نیلسون مدل ١. ٣ .۶
پتانسیل ΁ی در ذره تک ΁ی حرکت ͬ های ویژگ با ͬ توان م را هسته ساختار در گسترده وضعیت
حالت های گرفتن درنظر با ͬ توان م را هسته ساختار حال داد. توضیح کروی تقارن با مرکزی
اس. آورد. به دست ͬ کند، م حرکت تغییرش΄ل یافته هسته ای پتانسیل ΁ی در که ذره ای تک
هسته ساختار مدل و است، کرده مطالعه گسترده ای ͹سط در را مساله این نیلسون جͬ.
به کار تغییرش΄ل یافته هسته های برای معمولا مدل این است. معروف نیلسون مدل به حاصل
نوشت. کروی هسته های برای را آن است صفر تغییرش΄ل پارامتر ͬ که هنگام ͬ توان م اما ͬ رود، م
تعیین در مدل ها بهترین از ی΄ͬ شد معرفͬ نیلسون توسط ١٩۵۵ سال در که نیلسون مدل
نیلسون مدل در ͽواق در .[١٨۴ ،١٨٣] ͬ باشد م تغییرش΄ل یافته و ΁استاتی هسته های ساختار
بسامد هم x, y راستاهای در نوسانات سپس ͬ شوند. م معرفͬ x, y, z راستای در نوسانگر سه
نوسانگر پتانسیل از مدل این در دارد. متفاوتͬ بسامد z راستای در نوسانات ولͬ هستند
عنوان به مداري زاویه اي تکانه و مدار ‐ اسپین جملات همراه به تغییر ش΄ل یافته ΁هارمونی
تغییرش΄ل یافته هماهنگ نوسانگر پتانسیل مدل، این در ͬ شود. م استفاده میانگین پتانسیل
سال در ͬ رود. م کار به مداري زاویه اي تکانه و مدار ‐ اسپین تصحیحͬ جملات همراه به
این به و کردند اضافه نیلسون پتانسیل به را ⟨L٢⟩

N
جمله هم΄ارانش و ۴ گوستافسن ١٩۶٧

تجربی انرژي هاي به پیش از بیش نیلسون پتانسیل توسط شده تولید انرژي مقادیر ویژه ترتیب
خواهیم زیر رابطه به نیلسون هامیلتونͬ به نیلسون پتانسیل دادن قرار با .[١٨۵] شد نزدی΄تر

رسید

Hho = − ℏ٢
٢M

(
∂٢
∂ x٢ +

∂٢
∂ y٢ +

∂٢
∂ z٢

)
+

١
٢M

(
ω٢
x,y

(
x٢ + y٢)+ ω٢

z z
٢) (۶ .۶)

V = −٢ ℏω٠k
(
L⃗ . S⃗

)
− ℏω٠k µ

[
L⃗٢ −

⟨
L⃗٢⟩

N

]
.

است. اسپین‐مدار یرهم کنش و زاویه ای تکانه مربع جرم، معرف به ترتیب L⃗ . S⃗ , L⃗٢ ,M که
.[١٨–١٨٨۶] ͬ شود م معرفͬ دی·ر فرم به تعمیم یافته ΁هارمونی نوسانگر هامیلتونͬ سپس

Hho = − ℏ٢
٢M

(
∂٢
∂ x٢ +

∂٢
∂ y٢ +

∂٢
∂ z٢

)
(٧ .۶)

+
١
٢M

(
ω٢
x,y

(
x٢ + y٢)+ ω٢

z z
٢)− C

(
L⃗ . S⃗

)
−D

[
L⃗٢ −

⟨
L⃗٢⟩

N

]
.

⟨
L٢⟩ مقدار متوسط است. مدار – اسپین کنش برهم L . S و است زاویه ای تکانه مربع L٢ که

ͬ شود م محاسبه زیر صورت به لایه ‐ N هر برای
⟨
L٢⟩

N
=
N
(
N + ٣)
٢ (٨ .۶)

4Gustafson



١٣٣ هسته ای مدل های از مقدمه ای
زیر روابط ΁کم با

ωz = ω٠ (ε)
(

١ − ٢
٣ε
)
, ε =

(ωx,y − ωz)

ω٠ (٩ .۶)
ωx,y = ω٠ (ε)

(
١ +

١
٣ε
)

کنیم محاسبه زیر صورت به را هامیلتونͬ ε بودن ΁کوچ فرض با
H = Hho +Hε = − ℏ٢

٢M
(
∂٢
∂ x٢ +

∂٢
∂ y٢ +

∂٢
∂ z٢

)
+

١
٢M ω٢٠

(
١ +

٢
٣ε
) (

x٢ + y٢)+
(١٠ .۶)

١
٢M ω٢٠

(
١ − ۴

٣ε
)
z٢ =

ℏω٠٢
[
−∆+ ρ٢]− ۴

٣ℏω٠ε
√
π

۵ ρ٢Y٢ ٠

.[١٨٩–١٩٢] ͬ کنیم م محاسبه زیر صورت به را ،(١٠ .۶) رابطه انرژی هامیلتونͬ، داشتن با
E (nz, nx,y) = ℏωz

(
nz +

١
٢
)
+ ℏωx,y (nx,y + ١) (١١ .۶)

= ℏω٠
(
N +

٣
٢ +

(
nx,y − ٢nz) ε٣

)
, N = nx,y + nz

را زیر ترم انرژی این به اگر
−D

(
ℓ٢ −

⟨
ℓ٢
⟩
N

)
, C (ℓ.s)

است. ℏω انرژی واحد ͬ آید. م به دست لایه ای مدل در نیلسون مدل انرژی کنیم اضافه
.[١٩٣] کرد بررسͬ ͬ توان م صورت دو به را نیلسون مدل از آمده به دست هامیلتونͬ

باشد بزرگ خیلͬ ε پارامتر ͬ که زمان اول: حالت
باشد ΁کوچ خیلͬ ε پارامتر که زمانͬ دوم: حالت

قرار مطالعه مورد حالت دو این براساس را نیلسون مدل انرژی مختصر طور به حال
در ͬ گیریم م نظر در ٠٫٢ − ٠٫٣ مقدار دو بین ε پارامتر ͬ که زمان اول حالت ابتدا ͬ دهیم. م

ͬ کنیم. م بررسͬ ۵ کشیده مختصات در را هامیلتونͬ حالت این
H = H٠ +H ′, (١٢ .۶)
H٠ = − ℏ

٢M∇٢ +
M

٢
[
ω٢
x,y

(
x٢ + y٢)+ ω٢

z z
٢]

ͬ کنیم م معرفͬ را زیر پارامترهای کشیده مختصات در
ξ = x

(
M ωx,y

ℏ

) ١٢
, η = y

(
M ωx,y

ℏ

) ١٢
, ς = z

(
M ωz

ℏ

) ١٢ (١٣ .۶)
ͬ شوند م تبدیل زیر فرم به نوسانͬ هامیلتونͬ (١٢ .۶) رابطه در ،(١٣ .۶) روابط دادن قرار با

H٠ =
١
٢ℏωx,y

[
−

(
∂٢
∂ ξ٢ +

∂٢
∂ η٢

)
+
(
ξ٢ + η٢)]+ ℏωz٢

(
− ∂٢
∂ ς٢ + ς٢

)
(١۴ .۶)

5Streched



تغییرش΄ل یافته مدل های از بعضͬ براساس تغییرش΄ل یافته هسته های ١٣۴
به دست نیلسون مدل هامیلتونͬ کنیم اضافه هامیلتونͬ به را زیر ترم دو اگر کروی، حالت در

ͬ آید م
H ′ = −٢ k ℏω٠ℓ.s− µ′ℏω٠

(
ℓ٢ −

⟨
ℓ٢
⟩
N

) (١۵ .۶)
زیر صورت به کشیده مختصات در ،ℓt معرفͬ با

(ℓt)x = − i ℏ
(
η
∂

∂ ς
− ς

∂

∂ η

)
(١۶ .۶)

ͬ کند. م تغییر زیر صورت به تغییرش΄ل  حالت در ،(١۵ .۶) رابطه سپس
H ′

def = −٢k ℏω٠ℓt.s− µ′ℏω٠
(
ℓ٢t −

⟨
ℓ٢t
⟩
N

) (١٧ .۶)
زیر روابط معرفͬ با

ξ = ρCosφ , η = ρSinφ (١٨ .۶)
ͬ آوریم م دست به استوانه ای مختصات در را ،(١۴ .۶) هامیلتونͬ رابطه نوسانͬ بخش

H٠ =

[
ℏωx,y٢

(
−١
ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
− ١
ρ٢

∂٢
∂φ٢ + ρ٢

)
+

ℏωz٢
(
− ∂٢
∂ξ٢ + ξ٢

)
− E

]
ψ = ٠ (١٩ .۶)

ͬ شود م تبدیل زیر صورت به ،(١٩ .۶) رابطه متغیرها جداسازی با
d٢U (ρ)

dρ٢ +
١
ρ

dU (ρ)

d ρ
− Λ٢
ρ٢ U (ρ) = −٢Ex,y

ℏωx,y
U (ρ) (٢٠ .۶)

زیر صورت به موج تابع فرض با
U (ρ) = ρ|Λ|e−

ρ٢
٢ W (ρ) (٢١ .۶)

ͬ شود م تبدیل زیر فرم به ،z = ρ٢ جای·ذاری با و ،(٢١ .۶)‐(٢٠ .۶) روابط از استفاده با
zW ′′ (ρ) + (|Λ|+ ١ − z)W ′ (ρ)− ١

٢
(

٢ |Λ|+ ١ − Ex,y

ℏω

)
W (ρ) = ٠ (٢٢ .۶)

فوق تابع صورت به راه حل این است. ۶ کومر رابطه مشابه ،(٢٢ .۶) دیفرانسیل معادله این
ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به ٧ کانفلوئنت هندسͬ

W = F

( ١
٢
(
|Λ|+ ١ − Ex,y

ℏωx,y

)
, |Λ|+ ١ ; z

)
(٢٣ .۶)

ͬ آید م به دست زیر صورت به ،(٢٣ .۶) رابطه انرژی سپس
Ex,y = ℏωx,y (nx,y + ١) (٢۴ .۶)

6Kummer
7Confluent hypergeometric function



١٣۵ هسته ای مدل های از مقدمه ای
است زیر صورت به نوسانگراستوانه ای حالت برای انرژی رابطه سرانجام
E (nz, nx,y) = ℏω٠

(
N +

٣
٢ +

(
nx,y − ٢nz) ε٣

)
(٢۵ .۶)

که
N = nx,y + nz , nx,y = ٠ , ١ ......., N.

ͬ دهیم. م نمایش ١ .۶ ش΄ل در ε پارامتر برحسب را انرژی سطوح سپس

ε پارامتر برحسب انرژی رسم :١ .۶ ش΄ل
برای سپس است. ٨ کروی هسته ش΄ل ،ε = ٠ پارامتر برای ͬ کنید م ملاجظه همانطورکه
پارامتر برای و ͬ شود م تبدیل ٩ کشیده حالت به کروی حالت از هسته ش΄ل ،ε > ٠ پارامتر
،ε ̸= ٠ ͬ که زمان نتیجه، در ͬ شود. م تبدیل ١٠ پخت حالت به کروی حالت از هسته ش΄ل ،ε < ٠
محاسبه برای و ͬ شود م اضافه ترم دو هامیلتونͬ رابطه در و ͬ شود م خارج کروی حالت از هسته
داریم قطری ترم های به نیاز روش این از استفاده با و ͬ کنیم م استفاده اختلالͬ روش از انرژی

زیر روابط معرفͬ با
⟨N nz ΛΣ |ℓt. s|N nz ΛΣ⟩ = ΛΣ (٢۶ .۶)⟨
N nz ΛΣ

∣∣∣ℓ٢t ∣∣∣N nz ΛΣ
⟩
= Λ٢ + ٢nx,ynz + ٢nz + nx,y

8Spherical shape
9Prolate Shape
10Oblate Shape



تغییرش΄ل یافته مدل های از بعضͬ براساس تغییرش΄ل یافته هسته های ١٣۶
زیر صورت به تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در هامیلتونͬ معرفͬ و

H = H٠ − ٢ k ℏω٠ℓt.s− µ′ℏω٠
(
ℓ٢t −

⟨
ℓ٢t
⟩
N

) (٢٧ .۶)
ͬ شود م محاسبه زیر به صورت انرژی مقادیر ویژه نهایت در

E =

(
N +

٣
٢
)
ℏω٠ + ℏω٠ε٣

(
N − ٣nz)− ٢ k ℏω٠ΛΣ− (٢٨ .۶)

µ′ℏω٠
(
Λ٢ + ٢nx,ynz + ٢nz + nx,y −

N
(
N + ٣)
٢

)
از استفاده با ͬ پردازیم. م ΁کوچ خیلͬ ،ε برای نیلسون هامیلتونͬ بررسͬ به بعد مرحله در

.[١٩٣] ͬ آید م به دست زیر صورت به هامیلتونͬ (٩ .۶) ،(٧ .۶) روابط
Hho = − ℏ٢

٢M
(
∂٢
∂ x٢ +

∂٢
∂ y٢ +

∂٢
∂ z٢

)
+

١
٢M

(
ω٢
x,y

(
x٢ + y٢)+ ω٢

z z
٢)− (٢٩ .۶)

M

٢
۴
٣ε ℏω٢٠ (ε) ρ٢p٢ (Cosθt)

از استفاده با کرد. محاسبه را انرژی مقادیر ویژه ͬ توان م هامیلتونͬ کردن قطری روش با و
زیر روابط

pΛℓ =
(−١)ℓ
٢ℓℓ!

(١ − x٢)Λ٢ dℓ+Λ

d xℓ+Λ

(١ − x٢)ℓ, (٣٠ .۶)
Y Λ
ℓ (θ , φ) = (−١)Λ

√٢ℓ+ ١
۴π

(ℓ− Λ)!

(ℓ+ Λ)!
eiΛφp٠

ℓ (Cosθ) ,

Yℓ,Λ (θ , φ)Yℓ′,Λ′ (θ , φ) =
∑
ℓΛ

[(٢ℓ+ ١) (٢ℓ′ + ١)
۴π (٢ℓ+ ١)

] ١٢
Cℓ٢ℓ′
Λ٠Λ′Cℓ٢ℓ′٠٠٠

ͬ شود. م محاسبه زیر صورت به ،(٢٩ .۶) رابطه مقادیر ویژه
E =

ℏω٠٢
(
N +

٣
٢
)
+ ٢ k ℏω٠ ΛΣ− µ′ℏω٠

(
ℓ (ℓ+ ١)− N

(
N + ٣)
٢

)
− (٣١ .۶)

M

٢
۴
٣εℏω٢٠ (ε)

٣
۵ρ٢ (Cℓ٢ℓ′

Λ٠Λ′Cℓ٢ℓ′٠٠٠
)

اندرکنش مدل پایه بر تغییرش΄ل یافته فرمالیسم بررسͬ ٢ .۶
بوزونͬ

معرفͬ تغییرش΄ل یافته هسته های توصیف برای را مدل ٣ مختصر طور به ابتدا قسمت این در
١١ بوزونͬ اندرکنش مدل براساس را ١٢٠۵۴ Xe زوج ‐ زوج ایزوتوپ انرژی طیف سپس ͬ کنیم م
معمولͬ فرمالیسم دو از که داده هایی با را خود محاسبات انتها در ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد

. ͬ دهیم م قرار مقایسه مورد کردیم محاسبه حدی) (درحالت تغییرش΄ل یافته و
11Interacting bosons model



١٣٧ بوزونͬ اندر کنش مدل

بوزونͬ اندر کنش مدل ٣ .۶
ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد دیدگاه ٣ از را تغییرش΄ل یافته هسته های

مایع) (قطره ماکروس΄وپی΄ͬ مدل دیدگاه: اولین
(لایه ای) می΄روس΄وپی΄ͬ مدل دیدگاه: دومین

بوزونͬ اندرکنش مدل دیدگاه: سومین
شد. ارائه بوهر پیشنهاد بنابر و ١٩٣۵ سال در که بود مایع قطره مدل هسته ای، مدل اولین
هسته ظریفتر ͬ های ویژگ بعضͬ از و تاکید هسته ای ذرات بین قوی جاذبه نیروی بر مدل این در
شد مطرح انرژی لایه های براساس هسته ای، مدل ایده زمان  همان در بود. شده نظر صرف
لایه هایی در نوترون ها و پروتون ها مدل این براساس شد. بیان هسته لایه ای مدل عنوان با
از هسته ها شده، پر لایه های حوش و حول در که ͬ گرفتند قرار م انرژی تراز های از متش΄ل
کسب هسته خواص بینͬ پیش در موفقیت هایی نیز مدل این بودند. برخوردار خوبی پایداری
سیستم های یا زیاد خیلͬ ذرات تعداد با سیستم هایی بررسͬ برای لایه ای مدل طرفͬ از کرد.
در هستیم. مواجه تراز کمبود با ما زیاد خیلͬ ذرات برای زیرا نیستند خوبی مدل ذره ای بس
بوهر توسط میلادی پنجاه دهه آغاز در ͬ شود. م صرف نظر ذرات میان برهم کنش از حالت این
را هسته هایی ساختمان مدل، این .[١٩۴] شد معرفͬ هسته از هندسͬ مدلͬ ١٣ متلسون و ١٢
از کمتر ͬ کرد. م توصیف بخوبی داشتند، بسته پوسته از خارج در توجهͬ قابل نوکلئون های که
جهت از گرچه شده ارائه گروه ها نظریه بر مبتنͬ جبری شیوه ΁ی براساس مدلͬ است سال ٢٠
این دارد. نام هسته بوزونͬ اندرکنش مدل مدل، این که بود، متلسون و بوهر مدل شبیه نتایج
در طرفͬ از مدل این منشا .[١٩–١٩٧۵] است بوده موفق ‐زوج زوج هسته های برای مدل
دارد. جمعͬ مدل مانند خواصͬ زیادی، وضعیت های در دی·ر، طرف از و است پوسته ای مدل
مدل .[١٩٨–٢٠١] شد معرفͬ ١۵ آریما و ١۴ ياكلو توسط ١٩٧۴ سال در بوزونͬ اندرکنش مدل
نوکلئون، ۵٠ حداکثر با هسته هایی مورد در که دارد لایه ای مدل در ریشه بوزونͬ اندرکنش
است بیشتر تعداد این از آن ها نوکلئون تعداد که هسته هایی در اما است عالͬ بسیار مدل ΁ی
و یافته افزایش خیلͬ ترازها تعداد محدودیت ها این از ازجمله است همراه محدودیت هایی با
توجیه را آن ها بتواند لایه ای مدل که بود خواهد لحظه ای از بیشتر ای هسته حالت های تعداد
بوزون های عنوان به که لایه آخرین شده ی جفت نوکلئون های به توجه تمام مدل این در کند،
به ظرفیتͬ نوکلئون های این سپس ͬ شود. م متمرکز شده، گرفته نظر در برهم کنش کننده
و بوزون −s معرف ،L = ٠ زاویه ای تکانه با جفت هایی که ͬ شوند، م گرفته نظر در گونه ای
که است این بر بوزون اند کنش مدل اولیه ایده ͬ دهند. م تش΄یل را بوزون −d معرف ،L = ٢

12A. Bohr
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تغییرش΄ل یافته مدل های از بعضͬ براساس تغییرش΄ل یافته هسته های ١٣٨
بوزون های برهم کنش از سیستم ΁ی توسط ͬ توانند م زوج – زوج هسته های در انرژی ترازهای
زوج هر مدل این در ͽواق در شوند. توصیف ͬ کنند، م حمل را دو و صفر تکانه ترتیب به که d , s
عدد نزدی΄ترین از همیشه بوزون ها علاوه به ͬ شود. م گرفته نظر در بوزون عنوان به نوکلئون
هشت و ،Nπ = ۵۴−۵٠٢ = ٢ پروتون دو دارای ،١٢٠۵۴ Xe هسته مثلا ͬ شوند. م شمرده جادویی
،N = Nπ+Nϑ = ١٠ هسته این مدل این چارچوب در بنابراین دارد. ،Nϑ = ۶۶−۵٠٢ = ٨ نوترون
بنابراین و دارند تراز زیر شش هم روی ،d(L = ٢) بوزون و ،s(L = ٠) بوزون دارد. نوکلئون
ͬ گردد، برم پوسته ای مدل به فرض این اساس ͽواق در ͬ آورند. م وجود به را ۶بعدی فضای ΁ی
حالت ها دی·ر از کمتر مراتب به انرژی دارای ،(٢+ , ٠+) پاریته و تکانه با حالت هایی که جایی
در آن ها بین جسمͬ دو برهم کنش های و بوزون ها حاوی مدل این در هامیلتونͬ هستند.
پایه بر ،SO (۶) ↔ U

(۵) حالت از انتقال برای هامیلتونͬ بررسͬ به حال ͬ شود. م گرفته نظر
q تغییرش΄ل یافته‐ فرمالیسم در ،SU (٢) گروه از استفاده توسط s , d بوزون اندر کنش مدل
این ١و دترمینان با مختلط ٢ × ٢ ماتریس های گروه این ͬ دانید م که همانطور ͬ پردازیم. م
٢ × ٢ ماتریس های نیز زیرگروها این که زیرگروه سه شامل نتیجه در است بعد سه شامل گروه
L = ٠ ,٢ حرکت اندازه با s , d بوزون دو شامل که سیستمͬ حال هستند. واحد دترمینان با

زیر مولدهای صورت به مدل این بنای سنگ ͬ گیریم. م درنظر را
(
S+, S٠, S−)

[٢٠٣ ،٢٠٢] کنند برآورد را زیر روابط باید که ͬ شوند م معرفͬ
[
S٠, S±] = ±S± ,

[
S+, S−] = −٢ S٠ (٣٢ .۶)

صورت به است شده تش΄یل SU (٢) گروه از که بوزونͬ دو سیستم این به مربوط هامیلتونͬ
است زیر

HS d = g S+٠ S−٠ + ε S٠١ + γ C
(
SO

(۵))+ δC (U (١)) + η J٢ (٣٣ .۶)
این معرفͬ به ادامه در که نیازمندیم اولیه رابطه چند به ابتدا ،(٣٣ .۶) رابطه محاسبه برای
زیر روابط نتیجه در باشد گروه این نمایش پایه ی حالت کت |LM⟩ اگر حال ͬ پردازیم. م روابط

است. صادق گروه این برای
C
(
SU

(٢)) |LM⟩ = ϑl

(
ϑl +

N + ١
٢

)
|LM⟩ , (٣۴ .۶)

C
(
SO

(۵)) |LM⟩ = ϑl=٢
(
ϑl=٢ +

N + ١
٢

)
|LM⟩ ,

C (U (١)) |LM⟩ = ϑl=٠
(
ϑl=٠ + N + ١

٢
)
|LM⟩ .

ͬ های هامیلتون این از کدام هر ادامه در و ͬ کنیم م ΁تفکی زیر صورت به را ،(٣٣ .۶) هامیلتونͬ رابطه



١٣٩ بوزونͬ اندر کنش مدل
[٢٠٣] ͬ کنیم م محاسبه را شده ΁تفکی

HS d = H١ +H٢ +H٣ +H۴, (٣۵ .۶)
H١ = g S+٠ S−٠ ,
H٢ = ε S٠١ ,
H٣ = γ C

(
SO

(۵))+ δC (U (١)) ,
H۴ = η J٢

زیر روابط معرفͬ با ͬ کنیم. م استفاده ،(٣۵ .۶) رابطه هامیلتونͬ اول عبارت از ابتدا
S+٠ = CsS

+ (s) + CdS
+ (d) , (٣۶ .۶)

S−٠ = CsS
− (s) + CdS

− (d) ,

S+ (l) |lM⟩ = ١
٢
(
ϑl +

N

٢
)
,

S− (l) |lM⟩ = ٠.
ͬ شود. م تبدیل زیر صورت به ،(٣۵ .۶) هامیلتونͬ رابطه اول عبارت

H١ |lM⟩ = E١ |lM⟩ , (٣٧ .۶)
g S+٠ S−٠ |lM⟩ = E١ = g

[
Cs٢
(
ϑs +

١
٢
)
+
Cd٢
(
ϑd +

۵
٢
)]

ͬ شود. م محاسبه زیر صورت به ،(٣۵ .۶) هامیلتونͬ رابطه دوم عبارت

S٠
n |lM⟩ = C٢n

s٢
(
ns +

١
٢
)
+
C٢n
d٢
(
nd +

۵
٢
)
, (٣٨ .۶)

H٢ |lM⟩ = E٢ |lM⟩ ,

ε S٠١ |lM⟩ = E٢ = ε

[
C٢
s٢
(
ns +

١
٢
)
+
C٢
d٢
(
nd +

۵
٢
)]

.

ͬ آیند م دست به زیر صورت به ترتیب به هامیلتونͬ چهارم و سوم عبارت
γ C

(
SO

(۵)) |lM⟩ = γ ϑd
(
ϑd + ٣) , (٣٩ .۶)

δC (U (١)) |lM⟩ = δ ϑs (ϑs + ١) ,
η J٢ |lM⟩ = ηj (j + ١) ,
(H٣ +H۴) |lM⟩ = (E٣ + E۴) |lM⟩ ,[
γ C

(
SO

(۵))+ δC (U (١)) + η J٢] |lM⟩ = (E٣ + E۴) ,

(E٣ + E۴) = γ ϑd
(
ϑd + ٣)+ δ ϑs (ϑs + ١) + ηj (j + ١) .



تغییرش΄ل یافته مدل های از بعضͬ براساس تغییرش΄ل یافته هسته های ١۴٠
[٢٠٣] ͬ شود م تبدیل زیر فرم به SU (٢) گروه تحت و فوق روابط طبق کل انرژی نهایت در

Ek = g h(k) + εΛ٠١ + γ ϑd
(
ϑd + ٣)+ δ ϑs (ϑs + ١) + ηj (j + ١) (۴٠ .۶)

که
h(k) =

Cs٢
(
ϑs +

١
٢
)
+
Cd٢
(
ϑd +

۵
٢
)
, (۴١ .۶)

Λ٠١ =
C٢
s٢
(
ns +

١
٢
)
+
C٢
d٢
(
nd +

۵
٢
)

فرمالیسم در بوزونͬ برهم کنش مدل پایه بر هامیلتونͬ بررسͬ ٣. ١ .۶
تغییرش΄ل یافته

زیر صورت به q تغییرش΄ل یافته‐ فرمالیسم در گروه این مولدهای
S٠
q (l) = S٠ (l) , (۴٢ .۶)

S+
q (l) =

[
[S٠ (l) + S (l)− ١]q[S٠ (l)− S (l)]q
(S٠ (l) + S (l)− ١) (S٠ (l) + S (l))

] ١٢
S+ (l) ,

S−
q (l) = S− (l)

[
[S٠ (l) + S (l)− ١]q[S٠ (l)− S (l)]q
(S٠ (l) + S (l)− ١) (S٠ (l) + S (l))

] ١٢

[٢٠٣] کنند تبعیت زیر روابط از باید که ͬ شوند م معرفͬ
[
S٠
q , S

±
q

]
= ± S±

q ,
[
S+
q , S

−
q

]
= −٢S٠

q (۴٣ .۶)
تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در SU (٢) گروه از که بوزونͬ دو سیستم این به مربوط هامیلتونͬ

است زیر صورت به
Hq = g S+٠ , qS

−٠ , q + ε S٠١ , q + γ C٢
(
SOq

(۵))+ δC٢ (Uq (١)) + η J٢. (۴۴ .۶)
زیر فرم به که ͬ کنیم م محاسبه را هامیلتونͬ این به مربوط انرژی قبل قسمت مشابه روش به

ͬ شود. م تبدیل
Ek

q = g h(k)q + εΛ٠١,q + γ [ϑd]q
[
ϑd + ٣]

q
+ δ [ϑs]q[ϑs + ١]q + η[j]q[j + ١]q. (۴۵ .۶)

که

h(k)q =
k∑

i=١
ε

xi
=

k∑
i=١

g C٢
s

[
ϑs +

١٢
]
q

١ − C٢
s xi

+
g C٢

d

[
ϑd +

۵٢
]
q

١ − C٢
d xi

 , i = ١,٢ ,٣ , ...., k, (۴۶ .۶)

Λ٠١ , q =
C٢
s٢
(
ns +

١
٢
)
+
C٢
d٢
(
nd +

۵
٢
)

= Λ٠١ .



١۴١ بوزونͬ اندر کنش مدل
به ١۶ q ‐ عدد سپس ͬ گیریم م نظر در q = eτ فرم به حقیقͬ را q تغییرش΄ل یافته‐ پارامتر

ͬ شود م تعریف زیر صورت
[x]q =

Sin τ x

Sin τ

تغییرش΄ل یافته و معمولͬ فرمالیسم در بوزونͬ اندرکنش مدل براساس را انرژی که حال
١٢٠۵۴ Xe هسته مثال طور به ͬ پردازیم م هسته نمونه ΁ی در انرژی بررسͬ به کردیم محاسبه
با کنید. محاسبه بوزونͬ اندرکنش مدل براساس فرمالیسم هردو در را انرژی و ب·یرید نظر در

زیر پارامترهای داشتن فرض
C = ٠٫٧٨ , τ = ٠٫٢ , ε = ١١٨٫٢۵ , δ = −۵١٫٧ , η = ٣۶٫۵ , γ = ۶١٫١۶ , τ ′ = ٠٫١۵ , τ ′′ = ٠٫۴

زیر پارامترهای ازای به یافته تغییرش΄ل فرمالیسم در انرژی
Nπ =

۵۴ − ۵٠
٢ = ٢ , Nϑ =

۶۶ − ۵٠
٢ = ٨ → N = ١٠

زیر روابط از استفاده با و

N = ٢k + ϑd + ϑs


١٠ = ٢ × ۵ + ٠ + ٠ , ϑd = l = ϑs = ٠ , j = ٠+
١٠ = ٢ × ۴ + ١ + ١ , ϑd = l = ϑs = ١ , j = ٢+

١٠ = ٢ × ۴ + ٢ + ٠ , ϑd = l = ٢ , ϑs = ٠ , j = ۴+

محاسبه زیر صورت به تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در انرژی دوم حالت گرفتن نظر در با سپس
ͬ شود م

Eq = g

C٣٢]٢
]
q

١ − C٢ +
C٧٢]٢

]
q

١ − C٢

+ ε

C٣٢]٢
]
q٢ +

C٧٢]٢
]
q٢
+ γ[١]q′[۴]q′ + δ[١]q′′[٢]q′′+

(۴٧ .۶)

η
[٢]

q′′′

[٣]
q′′′

=
g C٢

١ − C٢

Sin
(٣٢τ

)
Sin τ

+
Sin

(٧٢τ
)

Sin τ

+
۵
٢ εC٢ + γ

Sin
(۴τ ′)

Sin τ ′
+ δ

Sin
(٢τ ′′)

Sin τ ′′

+ η
Sin

(٢τ ′′)
Sin τ ′′

Sin
(٣τ ′′)

Sin τ ′′
= ۴٨٣٫٩٨۶

ͬ که زمان حدی حالت در کنید مͬ مشاهده همانطور که
q → ١ (τ → ٠)

،(۴٠ .۶) معمولͬ فرمالیسم در انرژی به ،(۴٧ .۶) q‐تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در انرژی رابطه
ͬ شود. م تبدیل

16q- number





٧ فصل
پیشنهادها و نتیجه گیری

١۴٣



نتیجه گیری ٧. ١
همانطور است. شده پراداخته آن انواع و تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم معرفͬ به ابتدا رساله، این در
که ͬ شود م شامل را گسترده تری و پهن تر فضای تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم شد مشاهده که
فرمالیسم در متناظر روابط به دهیم قرار بررسͬ مورد را فرمالیسم این حدی حالت در اگر
فرمالیسم این بودن قابل قبول برای اساسͬ شرط لذا ͬ شوند. م تبدیل خود متناظر معمولͬ
شوند. تبدیل خود متناظر معمولͬ فرمالیسم به حدی حالت در که است این تغییر ش΄ل یافته
کاربردهای از ی΄ͬ که دارند کاربرد ΁فیزی زمینه های از بسیاری در تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم
این علاوه، به ͬ کند. م رفتار خمیده فضای ΁ی صورت به تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم مهم
معادله مثال، طور به دارند. کاربرد هم ΁کلاسی ΁م΄انی و آماری ΁م΄انی در فرمالیسم
واندروالس گاز داخلͬ انرژی معادله به حدی حالت در تغییر ش΄ل یافته گازکامل داخلͬ انرژی
حالت که تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در مشتق تعریف از استفاده با هم چنین ͬ شود. م تبدیل
و نیوتنͬ ΁کلاسی ΁م΄انی تئوری های دارد خود معمولͬ فرمالیسم در مشتق تعریف با عام تری
معمولͬ فرمالیسم به حدی حالت در که کرده ایم ایجاد را تغییرش΄ل یافته ای کوانتومͬ ΁م΄انی
در تغییرش΄ل یافته جبر متفاوت نمایش های از استفاده با سپس ͬ شوند. م تبدیل خود متناظر
ایجاد فرمیونͬ و بوزونͬ سیستم های در تغییرش΄ل یافته ای ͬ های هامیلتون م΄انی΁ کوانتومͬ،
انرژی طیف با حدی حالت در ͬ ها هامیلتون این از آمده به دست انرژی طیف سپس و ͬ کنیم م
q ‐ پارامترتغییرش΄ل یافته اعمال با بعدی بخش در ی΄سان اند. خود متناظر معمولͬ هامیلتونͬ
تغییر ΁ی ایجاد باعث معمولͬ آماری ΁م΄انی در برهم کنش بدون نوسانگر سیستم ΁ی روی
شد گفته متمایز آمار معمول، بولتزمن عامل در تغییر این به که شد معمول بولتزمن عامل در
همان به حدی حالت در که دارد معمولͬ آمار به نسبت گسترده تری و عام تر حالت آمار این که
عامل بازنویسͬ با کلͬ طور به یعنͬ ͬ شود. م منجر آماری ΁م΄انی در معمول بولتزمن عامل
فرمیون سیستم های برای را انیشتین بوز و دیراک – فرمͬ آمار بتوانیم آماری ΁فیزی در بولتزمن
به هم هسته ای ΁فیزی در را تغییرش΄ل یافته فرمالیسم این علاوه به کنیم. بازیابی بوزون و
تغییرش΄ل یافته هسته های ͬ توان م بوزونͬ اندر کنش مدل نظریه از استفاده با یعنͬ کاربرد.
به حدی حالت در را فرمالیسم این در آمده به دست انرژی طیف دادو قرار بررسͬ مورد را
فرمالیسم کرد بیان این طور ͬ توان م نهایت در کرد. بازتولید معمولͬ حالت در انرژی طیف

ͬ شوند. م خود معمولͬ متناظر سیستم های در برهم کنش ایجاد باعث تغییر ش΄ل یافته



١۴۵ پیشنهادها

پیشنهادها ٧. ٢
آن ها حدی حالت بررسͬ و تغییرش΄ل یافته متفاوت نوع های مطالعه ‐١

تغییر ش΄ل یافته فرمالیسم این از استفاده با گرمایی چرخه های بررسͬ ‐٢
q ‐ تغییرش΄ل یافته جبر از استفاده با پارافرمیون نظریه ٣‐بررسͬ

فرمالیسم تغییرش΄ل یافته از بااستفاده گرانش و جسم سیاه مسائل در خواص آماری بررسͬ ‐۴
تغییرش΄ل یافته فرمالیسم در هایزنبرگ قطعیت عدم اصل بررسͬ ‐۵

مدار) – اسپین (اثر تغییرش΄ل یافته اثرات گرفتن درنظر با لایه ای مدل بررسͬ ‐۶
مدار ‐ اسپین قبیل از عباراتͬ گرفتن درنظر با تعمیم یافته نیلسون بررسͬ ‐٧

تعمیم یافته نیلسون مدل در انرژی ترازهای محاسبه ‐٨
ایزواسپین گرفتن درنظر با بوزون برهم کنشͬ مدل بررسͬ ‐٩

بوزون برهم کنشͬ مدل انواع از استفاده با هسته ها بررسͬ ‐١٠
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Aabstract

Quantum algebras have been receiving much attention in physics and mathematics in the past

four decades. In this dissertation, we investigated the deformed formalism. We know, deformed

formalism is general form than its corresponding initial theory. So that, in the limited case of

deformed parameter, the initially formalism is recover. Such as, Newton mechanics is a special

case of relativistic mechanics that deformed parameter is β = V
C and when β → 0 the well-know

Newton mechanics is recover. as well as, quantum mechanics is generalize Classical mechanics

and deformed parameter is 1
ℏ in quantum mechanics, when 1

ℏ → ∞ ,quantum mechanics change

to Classical mechanics. It is now, assumed the deformed theories are obtained by introducing

a dimensionless deformed parameter into one of the fundamental relations of initially theories.

The structure of this dissertation is as follows: first, we introduced a deformed formalism. Then,

we studied deformed Heisenberg - Weil algebra and the q-deformed trigonometric function. The

deformed complex number and its conjugate is also investigated. In addition to, we discussed

the creation and annihilation operators in this deformed formalism according to the creation and

annihilation operators in ordinary quantum space. Then, by using of the deformed formalism,

deformed Quantum and Classical harmonic oscillator are investigated. The free particle behavior

in this space is similar to the particle with charge which moving in ordinary space in the presence

of magnetic field. In each section, we introduce the deformed quantum and classical Hamiltonians

and we obtain the energy spectrum. Then, at each step of these steps, the results Compare with

result of the corresponding initially theories. In next section, we investigated statistical mechanics

in deformed formalism which we will call superstatistics. In the limited case, superstatistics reduce

to the Boltzmann factor of ordinary statistical mechanics. By using of this description, we studied

relativistic and non-relativistic systems in the deformed formalism. As well as, we discussed the

temperature fluctuation instead of the inverse temperature fluctuation in the superstatistics. Then,

the relativistic scattering problem in deformed version of Dirac equation is derived. in addition to,

we studied the applications of deformed formalism in nuclear physics. Also, we investigated the

nuclear models, which including the Nilsson model and the Interacting bosons model. In addition

to, we studied the Interacting bosons model in deformed formalism. With removed the deformed

parameter, a good agreement between the deformed formalism and ordinary formalism is found.

Finally, our conclusion is appeared in last section.

Keywords: deformed formalism; deformed Classical and quantum harmonic oscillator; super-

statistics; relativistic and non-relativistic systems; relativistic scattering problem.



Shahrood University of Technology

Faculty of Physics and Nuclear Engineering

PhD Thesis in: Nuclear Physics

Investigation of relativistic and
non-relativistic systems in the deformed

formalism

By: Sepideh Sargolzaeipor

Supervisor

Hassan Hassanabadi

June 2019


	فهرست تصاویر
	فهرست جداول
	مقدمه‌ای بر جبر تغییر‌شکل‌یافته 
	مقدمه
	معرفی جبرتغییرشکل‌یافته هایزنبرگ
	توابع مثلثاتی تغییرشکل‌یافته
	بازتعریف اعداد مختلط در فرمالیسم تغییرشکل‌یافته
	درک بهتر از فرمالیسم تغییرشکل‌یافته
	معادله نیوتن در فرمالیسم تغییرشکل‌یافته-q
	سرعت یکنواخت در فرمالیسم تغییرشکل‌یافته
	شتاب یکنواخت در فرمالیسم تغییرشکل‌یافته
	پتانسیل هارمونیک تغییرشکل‌یافته-q
	بقای انرژی در فرمالیسم تغییرشکل‌یافته


	مکانیک کوانتومی نسبیتی و غیرنسبیتی در فرمالیسم تغییر‌شکل‌یافته
	هامیلتونی نوسانگر هارمونیک تغییرشکل‌یافته
	بررسی سطوح انرژی در فرمالیسم تغییر‌شکل‌یافته
	معادله شرودینگر در ترم‌هایی از توابع هیون در فضاهای جابجایی و ناجابجایی
	بررسی معادله شرودینگر با میدان مغناطیسی خارجی در فضای جابجایی
	بررسی معادله شرودینگر با میدان مغناطیسی خارجی در فضای ناجابجایی

	نوسانگر دیراک تغییرشکل‌یافته در یک بعد
	نوسانگر دیراک تغییرشکل‌یافته در دو بعد
	بررسی نوسانگردیراک در فرمالیسم مختلط
	شکل کلی ویژه مقادیر نوسانگر دیراک

	معرفی خواص ترمودینامیکی نوسانگر دیراک
	نوسانگر دیراک در حضور میدان مغناطیسی
	نوسانگر دیراک تغییرشکل‌یافته در فضای جابجایی
	نوسانگر دیراک تغییرشکل‌یافته درحضور میدان مغناطیسی در فضای ناجابجایی 

	بررسی نوسانگر دیراک در حضور طول‌کمینه
	بررسی خواص ترمودینامیکی نوسانگر دیراک در حضور طول‌کمینه
	معادله دی کی پی در حضور فرمالیسم تغییرشکل‌یافته
	محاسبه عملگرهای افزاینده و کاهنده تغییرشکل‌یافته 


	بازنگری مکانیک آماری در سیستم‌های نسبیتی و غیرنسبیتی 
	مکانیک آماری در فرمالیسم تغییرشکل‌یافته 
	آمار نظریه جنبشی گاز ایده‌آل در فرمالیسم تغییرشکل‌یافته
	بررسی آماری نوسانگر هارمونیک کلاسیک در فرمالیسم تغییرشکل‌یافته
	بررسی آماری‌نوسانگر هارمونیک کوانتومی در فرمالیسم تغییرشکل‌یافته
	آمار سیستم اسپین - 12 پارامغناطیس در فرمالیسم تغییرشکل‌یافته

	خواص آمار متمایز از نوسانگرغیرنسبیتی در دو فضای ناجابجایی و جابجایی
	بررسی آمار متمایز از معادله شرودینگر در دو فضای جابجایی وناجابجایی 

	بررسی خواص آمار متمایز در حضور پتانسیل مورس تغییرشکل‌یافته در یک بعد 
	بررسی آمار متمایزتوسط معادله کلاین - گوردن تغییرشکل‌یافته
	معادله کلاین - گوردن
	پتانسیل کرنل در میدان الکترومغناطیسی خارجی
	بررسی آمارمتمایز با استفاده از معادله کلاین - گوردن 

	بررسی آمار متمایز براساس نوسان دمایی به جای نوسان معکوس دمایی
	آمارمتمایز نوسان‌یافته- در آنسامبل کانونی
	 آمارمتمایز نوسان‌یافته -T برای آنسامبل کانونی 
	توزیع سه‌ترازی


	 بررسی پراکندگی فرمیون‌ها در فرمالیسم تغییرشکل‌یافته 
	 پراکندگی فرمیون نسبیتی در فرمالیسم تغییرشکل یافته - q 
	مکانیک کوانتومی تغییرشکل‌یافته -q 
	پراکندگی فرمیون‌های نسبیتی در مکانیک کوانتومی تغییرشکل‌یافته
	پراکندگی با توجه به پتانسیل دلتای دیراک منفرد
	پراکندگی از پتانسیل دوگانه دلتای دیراک
	اثر رامساور - تونسند در مکانیک کوانتومی نسبیتی تغییرشکل‌یافته 


	بررسی سیستم‌های بوزونی و فرمیونی در فرمالیسم تغییرشکل‌یافته 
	 مقدمه 
	جبر فرمیون با رابطه جابجایی
	مکانیک کوانتومی ابر تقارن

	مقدمه‌ای بر جبر ویگنون‌ها
	جبرویگنون تک مدی
	جبر ویگنون چند مدی
	 هامیلتونی ویگنون از مکانیک کوانتومی ابر تقارن 

	برخی از کاربردهای ویگنون در آنسامبل کانونی
	گاز ویگنون غیر برهم‌کنشی
	تابش جسم سیاه
	مدل دبای


	هسته‌های تغییرشکل‌یافته براساس بعضی از مدل‌های تغییرشکل‌یافته
	مقدمه‌ای از مدل‌های هسته‌ای
	مروری بر مدل‌های هسته‌ای
	مدل گاز فرمی
	مدل نیلسون

	بررسی فرمالیسم تغییرشکل‌یافته بر پایه مدل اندرکنش بوزونی 
	مدل اندر‌کنش بوزونی
	بررسی هامیلتونی بر پایه مدل برهم‌کنش بوزونی در فرمالیسم تغییرشکل‌یافته 


	نتیجه‌گیری و پیشنهادها
	نتیجه‌گیری
	پیشنهادها

	مراجع

