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سپاس گزاری

سعه کمال در که حسن آبادی حسن دکتر آقای جناب ارجمند استاد از تش΄ر و تقدیر با
و ننمودند دریغ من بر عرصه این در کم΄ͬ هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن با صدر،
نگارنده گشای راه و راهنما همواره و گرفتند عهده بر را رساله این راهنمایی زحمت

بوده اند. نامه پایان واکمال اتمام در
به حسن آبادی سمیه دکتر سرکارخانم فرهیخته استاد از شایسته تش΄ر و تقدیر با و
برایم را ͬ ها سخت از بسیاری که ایشان بی چشمداشت راهنمایی های و یاری ها دلیل

نمودند. آسان تر

حسینͬ مهسا السادات 
١٣٩٧ تیر

ح



نامه تعهد
و فیزی فیزی رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی حسینͬ مهسا السادات  اینجانب
در هیون توابع بررسͬ عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه هسته ای مهندسͬ
حسن آبادی سمیه و حسن آبادی حسن راهنمایی تحت ، فرمیونͬ و بوزونͬ سیستم های

ͬ شوم: م متعهد
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
حسینͬ مهسا السادات 
١٣٩٧ تیر

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
ͬ باشند. م است، هندسͬ فوق معادله از تعمیمͬ که هیون معادله  جواب های هیون توابع
سال های در که ͬ باشد م منظم تکین نقطه چهار با دو مرتبه معادله ͬ ترین کل هیون معادله
همچون زمینه ها از بسیاری در معادله این اکنون است. گرفته قرار توجه مورد بسیار اخیر
از گسترده ای طیف توصیف برای و ͬ شود م ظاهر کوانتوم م΄انی و هسته ای ذرات ، فیزی
غیر و نسبیتͬ ذرات بررسͬ در هیون دیفرانسیل معادله ͬ رود. م کار به فیزی΄ͬ پدیده های
مشخص هیون توابع برحسب توابع ویژه و ͬ شود م ظاهر پتانسیل ها از بسیاری برای نسبیتͬ
است. کیهانشناسͬ و عام نسبیت مسائل در هیون معادله مهم کاربردهای از ی΄ͬ ͬ شوند. م
سیستم های در را تابع این آن، کانفلوئنت فرم های و هیون تابع معرفͬ از پس مطالعه این در
با جرم بدون ذرات برای ویل معادله ، ١٢ اسپین با ذرات برای دیراک معادله توسط نسبیتͬ
بررسͬ صفر اسپین با ذرات برای پی کͬ دی معادله و گوردون ‐ کلاین معادله ، ١٢ اسپین
هندسͬ نواقص توسط شده ایجاد زمان های فضا در نسبیتͬ ذرات بررسͬ امروزه ͬ کنیم. م
هندسͬ نواقص مهم ترین از ی΄ͬ کیهانͬ ریسمان  است. کرده جلب خود به را بسیاری توجه
چرخان، کیهانͬ ریسمان کیهانͬ، ریسمان شامل مختلف زمان های فضا تحقیق این در است.
اثر بررسͬ به و ͬ کنیم م معرفͬ را گودل گونه زمان های فضا و اینرسͬ غیر اثرات با زمان های فضا
حضور در را ویل معادله همچنین ͬ پردازیم. م نسبیتͬ ذرات انرژی طیف روی بر هندسͬ نقص
طیف روی بر را میدان ها این تأثیر و ͬ دهیم م قرار مطالعه مورد متغیر مغناطیسͬ میدان های
ترمودینامی΄ͬ کمیت های آوردن دست به انرژی محاسبه از هدف ͬ کنیم. م بررسͬ ذرات انرژی

ͬ باشد. م سیستم

دیراک، معادله پی، کͬ دی معادله کلاین‐گوردون، معادله هیون، توابع کلیدی: کلمات
گودل گونه زمان فضا کیهانͬ، ریسمان ویل، معادله

ک



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

1. M. Hosseini, H. Hassanabadi and S. Hassanabadi ” Solutions of the Dirac -Weyl equation

in graphene under magnetic fields in the Cartesian coordinate system ” Eur. Phys. J. Plus

(Revised)

2. H. Hassanabadi, M. Hosseini, S. Zare and M. Hosseinpour ” Study of bosons for three

special limits of Gödel-type spacetimes ” FEW-BODY SYST (Revised)

3. M. Hosseini, H. Hassanabadi and S. Hassanabadi ” The Weyl equation under an external

electromagnetic field in the cosmic string spacetime ” (Submited)

4. M. Hosseini, H. Hassanabadi, S. Hassanabadi and H. Sobhani ” Klein–Gordon oscillator in

the presence of a Cornell potential in the cosmic string spacetime ” (Submited)

5. M. Hosseini, H. Hassanabadi, S. Hassanabadi and M. Hosseinpour ” The Weyl equation in

the Som - Raychaudhuri space-time in the presence of an external electromagnetic field ”

(Submited)

م
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۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف.
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برای پلانک. انرژی به ω فرکانس نسبت برحسب پلانک، انرژی واحدهای در

۶٠ . . . . . . . . . ͬ شود. م گرفته نظر در η = ١
q و m

Ep
= ٠٫٨ نمودار دو هر

گرانشͬ کمان رنگین در دیراک نوسانگر (١٠۶ . ٣) انرژی ترازهای نمودار ٣ . ٣
به ω فرکانس نسبت برحسب پلانک، انرژی واحدهای در کیهانͬ، ریسمان
ͬ شود. م گرفته نظر در η = ١

q و m
Ep

= ٠٫٨ نمودار این برای پلانک. انرژی
رنگین غیاب در را انرژی ترازهای (q = ١ ازای (به رنگ قرمز ͬ های منحن
انرژی ترازهای دی·ر ͬ های منحن که حالͬ در ͬ کند م توصیف گرانشͬ کمان

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . ͬ دهند. م نشان گرانشͬ کمان رنگین با را
ق



تصاویر فهرست ر
گرانشͬ کمان رنگین در (١١۵ . ٣) دیراک نوسانگر انرژی ترازهای نمودار ۴ . ٣
به ω فرکانس نسبت برحسب پلانک، انرژی واحدهای در کیهانͬ، ریسمان
ͬ شود. م گرفته نظر در η = ١

q و m
Ep

= ٠٫٨ نمودار این برای پلانک. انرژی
رنگین غیاب در را انرژی ترازهای ، (q = ١ ازای (به رنگ مش΄ͬ ͬ های منحن
انرژی ترازهای رنگͬ ͬ های منحن که حالͬ در ͬ کند م توصیف گرانشͬ کمان
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به ω فرکانس نسبت برحسب پلانک، انرژی واحدهای در کیهانͬ، ریسمان

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پلانک. انرژی
٨٣ . . . B٠ مختلف مقادیر برای Ω = ٠٫٢ و α = ٠٫۵ برای |Ψ١(r)|٢ توابع ویژه ١ . ۴
٨٣ . . . . α مختلف مقادیر برای Ω = ٠٫٢ و B٠ = ١ برای |Ψ١(r)|٢ توابع ویژه ٢ . ۴
٨٣ . . . . Ω مختلف مقادیر برای α = ٠٫٢ و B٠ = ١ برای |Ψ١(r)|٢ توابع ویژه ٣ . ۴

، υF = ١ ،c = ℏ = e = ١ پارامترهای با n = ١ برای B٠ برحسب انرژی ۴ . ۴
٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α = k = ٠٫۵

، υF = ١،c = ℏ = ١ پارامترهای با x به نسبت |Ψ٢(x, y)|٢ احتمال چ·الͬ ۵ . ۴
٨٧ . . . . . . . . . . . .n مختلف مقادیر برای B٠ = α = e = ١ و k = ٠٫٨
٨٨ . . .c = ℏ = e = k, υF = ١ پارامترهای با n = ١ برای B٠ برحسب انرژی ۶ . ۴

، υF = ١ ،c = ℏ = ١ پارامترهای با x به نسبت |Ψ٢(x, y)|٢ احتمال چ·الͬ ٧ . ۴
٨٨ . . . . . . . . . . .n مختلف مقادیر برای B٠ = α = k = e = ١ و a = ١



١ فصل
هیون توابع

مقدمه ١ . ١
اگر ͬ شود. م توصیف دیفرانسیل معادلات از کمͬ تعداد از استفاده با امروزه نظری فیزی بیشتر
فوق یا هندسͬ فوق معادلات از مختلفͬ ش΄ل های کنیم، بررسͬ را خطͬ سیستم های فقط
جواب های دارای معادلات این است. کافͬ سیستم این توصیف برای ١ کانفلوئنت هندسͬ
برحسب ͬ توانند م معمول طور به و هستند متوالͬ ضرایب بین ساده روابط با توانͬ سری های
توصیف خطͬ غیر دیفرانسیلͬ معادلات برحسب مسئله اگر شوند. ارائه ساده انتگرالͬ تبدیلات
دارد وجود مهمͬ مثال های حال این با ͬ شود. م استفاده ٢ پینلیو معادله ش΄ل از اغلب شود
دیده کوانتوم م΄انی در اغلب که مثال ی ͬ کنند. م استفاده بالاتری مرتبه معادلات از که
مسائل بررسͬ در است. ٣ اشتارک اثر یا خارجͬ ال΄تری΄ͬ میدان ی در هیدروژن اتم ͬ شود، م
این که است ناپذیر اجتناب ۴ هیون معادله با رویارویی عام، نسبیت یا کیهانشناسͬ به مربوط
و ۶ لام ، ۵ متیو معادلات مانند خاصͬ فرم های دارای و ͬ باشد م معمولͬ معادله ی معادله

1Confluent hypergeometric equation
2Painlevé equation
3Stark effect
4Heun equation
5Mathieu
6Lamé



هیون توابع ٢
.[١] است ٧ کولنͬ کروی

پتانسیل های آوردن دست به منظور به هندسͬ فوق پتانسیل های گروه از رفتن فراتر به نیاز
بار اولین شد. خواهند کشف جدیدی پتانسیل های زودی به که داد نشان حل قابل جدید
گروه در که دادند پیشنهاد را مهمͬ پتانسیل های ١٠ مانینگ سپس و ٩ استوکلبرگ و ٨ مورس
معادله تقلیل مورد در مانینگ معتبر، نتایج تحلیل و دسته بندی بر علاوه نبودند. هندسͬ فوق
و کرد بحث هستند، منطقͬ ضرایب دارای که معادلات از بزرگͬ نسبتاً گروه به ١١ شرودینگر
مورس، توسط اصلͬ پیام هستند. نزدی هندسͬ فوق معادلات به آن ها از برخͬ که داد نشان
ضرایب و هستند سری جواب های دارای که معادلاتͬ در باید که بود این مانینگ و استوکلبرگ
شود. نظر تجدید ͬ شوند، م کنترل بازگشتͬ رابطه چند یا سه توسط بسط ها متوالͬ جملات

١٢ لامیوکس ١٩۶٩ سال در دادند. قرار بررسͬ مورد را احتمال این نویسندگان از بسیاری
که جواب هایی دادند، ارائه خاصͬ معادلات از استفاده با را سیستماتی رفتار اولین ١٣ بوز و
برای معادلات این ͬ شد. م کنترل توانͬ سری های بسط ضرایب برای بازگشتͬ رابطه سه توسط
معادلات از مختلفͬ تعمیم های حاضر حال در که شدند شناخته هیون گروه معادلات ایجاد
شامل اما نگرفت قرار توجه مورد خیلͬ بوز و لامیوکس مقاله اگرچه هستند. هندسͬ فوق
بود هیون توابع برحسب حل قابل پتانسیل های از بزرگͬ گروه از پیشرفته ای نسبتاً تحلیل های

.[٢]
معمولͬ دیفرانسیل معادله ی ͺپاس و است ریاضیات علم در خاص توابع از هیون تابع
آلمانͬ، ریاضیدان توسط که ͬ باشد م هیون معادله نام به غیرثابت ضرایب با دو مرتبه خطͬ
مرتبه خطͬ معادله حالت ͬ ترین کل هیون معادله شد. معرفͬ [٣] ١٨٨٨ سال در ١۴ هیون کارل
تکنی طریق از هیون، تابع عنوان تحت معادله این حل است. منظم تکین نقطه چهار با دو
ام΄ان ١۵ فروبنیوس – فوکس تئوری پایه بر توانͬ، سری های کم با دیفرانسیل معادلات حل
ی داشتن با هیون کانفلوئنت معادلات عنوان تحت هیون معادلات از گونه هایی است. پذیر
قرن هندسͬ فوق جانشین های عنوان به هیون توابع دارند. وجود نامنظم تکین نقطه چند یا
م΄انی کریستال ها، تبدیل فرآیند سیالات، دینامی در هیون تابع ͬ شوند. م شناخته ٢١

دارد. کاربرد دی·ر علوم از بسیاری و سیاهچاله ها بر مطالعه کوانتوم،
معادله ی اگر ͬ شوند. م دسته بندی تکینگیشان ساختار برحسب دیفرانسیل معادلات
نقاط صورت به ͬ ها تکینگ باشد. ثابت ی ͬ تواند م فقط باشد نداشته تکینگͬ هیچ دیفرانسیل

7Coulomb spheroidal
8Morse
9Stückelberg
10Manning
11Schrödinger equation
12Lamieux
13Bose
14Karl Heun
15Fuchs-Frobenius



٣ مقدمه
قطبی ها تک حداکثر دارای اول مشتق ضریب اگر ͬ شوند. م دسته بندی نامنظم یا منظم تکین
دوم مشتق ضریب که زمانͬ باشد، دوگانه قطب های دارای مشتق بدون جمله ضریب و باشد
بسط با سپس است. منظم ͬ های تکینگ دارای دوم مرتبه دیفرانسیل معادله این است، ی
دارای منظم تکین نقطه ی حول دوم جواب داریم. منظم جواب ی تکین نقاط این حول
عمومͬ جواب و داریم نامنظم ͬ های تکینگ باشند، بالاتر ضرایب این قطب های اگر . است برش
بررسͬ ١۶ باخ فش و مورس که طور همان است. نقاط این حول اساسͬ ͬ های تکینگ دارای
است زیر صورت به منظم تکین نقطه ی با دوم مرتبه دیفرانسیل معادله ی از مثالͬ کردند،

:
d٢ω
dz٢ = ٠ (١ . ١)

معادله است. بی نهایت در دوم جواب ͬ باشد. م ثابت که است جواب ی دارای معادله این
دیفرانسیل

d٢ω
dz٢ + k٢ω = ٠ (١ . ٢)

ͬ دهد. م نقطه این در را اساسͬ تکینگͬ ی که است بی نهایت در نامنظم تکینگͬ ی دارای
معادله

z
d٢ω
dz٢ + (١ + a)

dω

dz
= ٠ (١ . ٣)

استفاده اغلب که معادله ای فیزی در است. بی نهایت در و صفر در منظم تکین نقطه دو دارای
است. هندسͬ فوق معادله ͬ شود، م

z(١ − z)
d٢ω
dz٢ + [c− (١ + a+ b)z]

dω

dz
− abω = ٠ (۴ . ١)

١٧ ژاکوبی معادلات است. بی نهایت در ی΄ͬ و صفر در منظم تکین نقطه سه دارای معادله این
نقاط که وقتͬ هستند. معادله این از خاصͬ فرم های ٢٠ چبیشف و ١٩ بائور گ·ن ، ١٨ لژاندر ،

کانفلوئنت هندسͬ فوق معادله ͬ شوند، م ٢١ تلفیق بی نهایت در z = ∞ و z = ١ در تکین
z
d٢ω
dz٢ + (c− z)

dω

dz
− aω = ٠ (۵ . ١)

معادلات ͬ آوریم. م دست به صفر در منظم تکینگͬ ی و بی نهایت در اساسͬ تکینگͬ ی با را
یابند. تقلیل فرم این به ͬ توانند م ٢۴ هرمیت و ٢٣ لاگر ، ٢٢ بسل

16Feshbach
17Jacobi
18Legendre
19Gegenbauer
20Tchebycheff
21Coalesced
22Bessel
23Laguerre
24Hermite



هیون توابع ۴
حول را بی نهایت سری های جواب های که است این معادلات این تمام مهم ویژگͬ ی
ضریب دو بین ͬ تواند م بازگشتͬ رابطه ی و دانند مͬ مجاز منظمشان تکینگͬ نقاط از ی΄ͬ
کلͬ مشخصات مورد در ایده ای داشتن اجازه ما به واقعیت این شود. یافت سری ها از متوالͬ
هیون معادله ͬ دهد. م را غیره و سری ها هم·رایی شعاع ، دور نقاط در مجانبی رفتار ، جواب
باشد داشته مختلفͬ کانفلوئنت فرم های ͬ تواند م است منظم تکین نقطه چهار با معادله ای که

.[١]

هیون معادله انواع ١ . ٢
یا منظم تکینگͬ دو که آید مͬ وجود به زمانͬ هیون دیفرانسیل معادله کانفلوئنت فرم های
کانفلوئنت هندسͬ فوق معادله مشتق با که شوند پدیدار نامنظم تکینگͬ ی ایجاد برای بیشتر،

دارد: وجود استاندارد فرم چهار دارد. مشابهت
هیون: کانفلوئنت معادله . ١

d٢ ω
dz٢ +

(
γ

z
+

δ

z − ١ + ε

)
dω

dz
+

αz − q

z(z − ١) ω = ٠ (۶ . ١)
ی درجه نامنظم تکینگͬ ی و z = ١ و z = ٠ در منظم ͬ های تکینگ دارای معادله این
از خاصͬ موارد کولنͬ کروی توابع و کروی موج توابع متیو، توابع است. z = ∞ در

هستند. هیون کانفلوئنت معادله جواب های
: ٢۵ هیون مضاعف کانفلوئنت معادله . ٢

d٢ ω
dz٢ +

(
δ

z٢ +
γ

z
+ ١

)
dω

dz
+
αz − q

z٢ ω = ٠ (١ . ٧)
است. اول مرتبه از هری ، z = ∞ و z = ٠ در نامنظم ͬ های تکینگ دارای معادله این

: ٢۶ هیون کانفلوئنت بای معادله . ٣
d٢ ω
dz٢ −

( γ
z

+ δ + z
) dω

dz
+
αz − q

z
ω = ٠ (١ . ٨)

مرتبه از z = ∞ در نامنظم تکینگͬ ی و z = ٠ در منظم تکینگͬ ی دارای معادله این
است. دو

: ٢٧ هیون کانفلوئنت تری معادله . ۴
d٢ ω
dz٢ + (γ + z) z

dω

dz
+ (αz − q)ω = ٠ (١ . ٩)

است. z = ∞ در سه مرتبه نامنظم تکینگͬ ی دارای معادله این
25Double-confluent Heun equation
26Bi-confluent Heun equation
27Tri-confluent Heun equation



٢ فصل
بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع

گوردون ‐ کلاین معادله ٢ . ١
حفظ را خود ش΄ل نسبیتͬ تبدیلات تحت و است نسبیتͬ غیر معادله ی ١ شرودینگر معادله
ͬ شوند. م ظاهر دوم مرتبه با م΄انͬ مشتق و اول مرتبه با زمانͬ مشتق آن در زیرا ͬ کند نم
انجام ٣ گوردون و ٢ کلاین توسط شرودینگر معادله نسبیتͬ حالت یافتن بار نخستین برای
دو هر م΄انͬ و زمانͬ مشتقات گوردون ‐ کلاین معادله در شرودینگر، معادله برخلاف شد.
با کوانتومͬ ذرات توجیه برای گوردون ‐ کلاین معادله ͬ باشند. م دو مرتبه از و مرتبه هم
زیر صورت به ℏ = c = ١ گرفتن نظر در با معادله این هم وردای فرم ͬ رود. م کار به صفر اسپین

ͬ شود: م نوشته
[
∂µ∂µ +m٢٠

]
Ψ = ٠ (٢ . ١)

ͬ باشند. م زیر صورت به ، xµ = (ct, x) زمان فضا بردار چهار تعریف از استفاده با ∂µ و ∂µ که

∂µ ≡ ∂

∂xµ
=

(١
c
∂t,−∇

)
, ∂µ ≡ ∂

∂xµ
=

(١
c
∂t,∇

)
(٢ . ٢)

1Schrödinger
2Klein
3Gordon



بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ۶

اس΄الر پتانسیل  های حضور در گوردون – کلاین معادله ٢ . ٢
برداری و

اتم پتانسیل این که [۴] ͬ گیریم م درنظر (∼ |x|−١) خطͬ معکوس صورت به را پتانسیلͬ
نشان پتانسیل این برای غیرنسبیتͬ نتایج ͬ دهد. م نشان بعدی ی فضای در را هیدروژن
دلتا تابع برحسب تابع ویژه ی با بی نهایت انرژی ی دارای پایه حالت جواب که ͬ دهد م
پتانسیل با ، بعدی ی زمان از مستقل گوردون کلاین معادله . [۵] است مبدأ نزدی΄ͬ در
صورت به ، VV (x) برداری و ، VS (x) ، ۴ اس΄الر های پتانسیل و V (x) = a ١ + a٢ |x| + a٣

|x|

: [۶] است }زیر
− d٢
dx٢ + Q٢ [mc٢ + VS(x)

]٢
− Q٢ [VV (x) − E]٢

}
ψ(x) = ٠ (٢ . ٣)

برداری پتانسیل اینجا در . باشد مͬ انرژی E و س΄ون جرم m ، نور سرعت c ، Q = ١/ ℏc که
بنابراین ͬ باشد. م بالا در شده ذکر پتانسیل صورت به اس΄الر پتانسیل و VV (x) = ٠ صورت به

: داریم
d٢ψ(x)
dx٢ − Q٢

[(
mc٢ + a١

)٢
+ ٢a٢a٣ + ٢a٣

(
mc٢ + a١

) ١
|x|

+
a ٢٣
x٢ + ٢a٢

(
mc٢ + a١

)
|x| − a٢٢x٢

]
ψ(x) = −Q٢E٢ψ(x)

(۴ . ٢)

زیر اختصارات از استفاده با و ، y =
√
Qa٢ |x| جدید متغیر ی تعریف از استفاده با

ε١ =
Q

a٢

[
E٢ −

(
mc٢ + a١

)٢
− ٢a٢a٣

]
A١ = −٢Qa٣

(
mc٢ + a١

)√Q

a٢
(۵ . ٢)

A٢ = −Q٢a٢٣

A٣ = −٢
√
Q

a٢
(
mc٢ + a١

)
: داریم
(۶ . ٢)

d٢ ψ(y)
dy٢ +

(
ε١ +

A ١
y

+
A٢
y٢ + A٣ y − y ٢

)
ψ(y) = ٠

زیر صورت به را موج تابع ، (۶ . ٢) معادله برای مناسب تر فرم ی آوردن دست به منظور به
ͬ نویسیم: م

ψ(y) = |y|p e−q y٢ − r y ϕ (y) (٢ . ٧)
4Scalar



٧ برداری و اس΄الر پتانسیل  های حضور در گوردون – کلاین معادله
، (۶ . ٢) معادله در (٢ . ٧) معادله دادن قرار با اکنون است. p = ١٢ + ١٢

√١ − ۴A٢ که
: ͬ باشد م زیر صورت به حاصل معادله

(٢ . ٨)
yϕ′′(y) +

(٢p− ٢ry − ۴qy٢)ϕ′(y) + [(−۴pq − ٢q + r٢ + ε١
)
y −

(٢pr − a١
)]
ϕ(y) = ٠

[٧] زیر معمول فرم دارای که است کانفلوئنت بای هیون دیفرانسیل معادله ، معادله این
(٢ . ٩)

ξu′′(ξ) +
(١ + c١ − c٢ξ − ٢ξ٢)u′(ξ) +{(c٣ − c١ − ٢) ξ − ١

٢ [c۴ + c٢ (١ + c١)]
}
u(ξ) = ٠

ͬ باشد. م ، ͬ شوند م نامیده کانفلوئنت بای هیون توابع که جواب هایی با
(٢ . ١٠)

ϕ(y) ∼ HB

(√١ − ۴A٢,٢Q√
a٢
(
mc٢ + a١

)
, ١ + γ٢ + ε١,

۴Q٢a٣√
Qa٢

(
mc٢ + a١

)
, y

)

شرط یافتن برای مختلف موضوعات در بسیاری کاربردهای دارای کانفلوئنت بای هیون معادله
با تواند مͬ معادله این معمولͬ جواب است. مورد نظر سیستم برای موج توابع و ۵ کوانتیزه
فرم ی که شود محاسبه هیون کانفلوئنت بای سری های و فروبنیوس روش های از استفاده

: [٨] باشد برقرار زیر شرط که زمانͬ ، ͬ دهد م نتیجه را n درجه جمله ای چند
ε١ +

١
۴ A٢٣ − ٢p− ١ = ٢n (٢ . ١١)

به را توابع ویژه و سیستم مقید حالات ، (۵ . ٢) معادله از استفاده با . n = ٠ , ١ , ٢ , ... و
: ͬ آوریم م دست

E ٢
n = ٢a٢ a٣ +

a٢
Q

(
٢n+ ١ +

√١ + ۴Q٢ a٢٣
)

(٢ . ١٢)

(٢ . ١٣)
ψ(y) ∼ |y|

١٢ + ١٢
√١−۴A ٢ e

١٢ (A ٣ y− y٢)

×HB

(√١ − ۴A٢ , ٢Q√
a٢
(
mc٢ + a١

)
, ١ + γ٢ + ε١ ,

۴Q٢ a٣√
Qa٢

(
mc٢ + a١

)
, y

)

به طور که ذره تک تراز چ·الͬ تا ͬ کند م فراهم را ام΄ان این آخر معادله دو علاوه بر این،
که یابد افزایش ، [٩] است شده تعریف dE انرژی بازه در انرژی ترازهای تعداد به صورت اساسͬ

: ͬ باشد م زیر به صورت
ρ(E) =

dE

dn
(١۴ . ٢)

5Quantization condition



بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ٨
: ͬ آید در م زیر فرم به مورد نظر سیستم برای که

ρ(E) =
Q

a٢
√
E (١۵ . ٢)

بستگͬ پتانسیل خطͬ معکوس و خطͬ قسمت به تراز چ·الͬ که ͬ شود م دیده واض به طور
(٢ . ١٢) معادله راست و چپ سمت در ی΄سان ابعاد با معادله ای داشتن برای ترتیب این به دارد.
(٢ . ١٢) معادله ͬ شود م باعث که ͬ گیریم م در نظر محاسبات در ε٢ به صورت را a٢a٣ کمیت ،

: بنویسیم زیر صورت به q = Qa٣ بعد بدون پارامتر ی با را

En = ∓ ε

√
٢ + q−١

(
٢n+ ٢ +

√
١ + ۴q٢

)
(١۶ . ٢)

ͬ شود م نوشته ε کم با که m̄ بعد بدون پارامتر ی برحسب را گرمایی توابع ، بعد بخش در
. ͬ کنیم م محاسبه ،

ترمودینامی΄ͬ کمیت های ٢ . ٢ . ١
: [١٠] شود نوشته کوانتومͬ حالات تمام روی ͽجم به صورت ͬ تواند م پارش تابع

Z(β) =
∞∑

n= ٠
e− (En −E٠)β = eβ E٠

∞∑
n= ٠

e−β ε
√
σ١ n+σ٢ (٢ . ١٧)

σ١ = ٢/ q ثابت های با ٧ کلوین برحسب دما T و ۶ بولتزمن ثابت kB ، β = ١/ kB T که
زیر گرمایی کمیت های محاسبه به سپس ͬ باشد. م σ٢ = ٢ + (١/q) (٢ +

√١ + ۴q٢) و
ͬ پردازیم. م پارش تابع برحسب ویژه گرمای و متوسط انرژی ، آزاد انرژی همچون

F (β) = − ١
β

ln Z(β)

U(β) = − ∂

∂β
ln Z(β)

C (β) = − kB β
٢ ∂

∂ β
U(β)

(٢ . ١٨)

زیر انتگرالͬ ∫معادله ∞

٠ e−β١
√

β٢n+β٣ dn =
٢

β٢١ β٢
e−β١

√
β٣
(١ + β١

√
β٣
) (٢ . ١٩)

فراهم را ام΄ان این (٢ . ١٩) معادله . هم·راست (٢ . ١٧) معادله در پارش تابع که ͬ دهد م نشان
٨ لورین م اویلر‐ فرمول کم با را پارش تابع تا ͬ کند م

6Boltzmann constant
7Kelvin
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٩ برداری و اس΄الر پتانسیل  های حضور در گوردون – کلاین معادله

∞∑
n= ٠

f(n) =
١
٢ f(٠) +

∫ ∞

٠ f(x) dx −
∞∑
i= ١

١(٢i) ! B٢i f (٢i− ١) (٠) (٢ . ٢٠)

. [١١]… ، B۴ = − ١/٣٠ ، B٢ = ١/۶ ، هستند ٩ برنولͬ اعداد B٢i که کنیم محاسبه
که سیستمͬ پارش تابع ، (١۴ . ٢) معادله کم به (٢ . ١٧) معادله ، i = ٢ از بالاتر i های برای

: ͬ دهد م زیر به صورت را است شده نوشته β ε = ١/ m̄ بعد بدون پارامتر ی برحسب

Z (m̄) =
١
٢ +

٢m̄٢
σ١

(
١ +

√
σ٢
m̄

)
+

σ١٢۴m̄√
σ٢

−
σ٣١

۵٧۶٠m̄σ۵/٢
٢

(
٣ + ٣

√
σ٢
m̄

+
σ٢
m̄٢
)

(٢ . ٢١)

شامل q پارامتر به بستگͬ (٢ . ١٨) معادله در ترمودینامی΄ͬ کمیت های که ͬ کنیم م مشاهده
برای دما به نسبت آنها تغییرات صورت به را عددی نتایج همه ، بنابراین دارد. پتانسیل پارامتر
ش΄ل در ͬ دهیم. م ارائه q = ١٫۵ و q = ١ ، q = ٠٫۵ مثال برای ، پارامتر مختلف مقدار سه
ش΄ل در ͬ یابد. م افزایش a فزاینده مقدار با ١٠ هلمهولتز آزاد انرژی که ͬ کنیم م مشاهده ٢ . ١
از است. آش΄ارتر پایین تقریباً دماهای برای متوسط انرژی روی q پارامتر اثر که ͬ بینیم م ٢ . ٢
تغییر نزدی΄ند. ی΄دی·ر به متوسط انرژی برای q مختلف مقادیر برای نمودارها ، دی·ر طرف
دما وقتͬ که است به گونه ای و ͬ دهیم م نشان ٢ . ٣ ش΄ل در نیز را دما برحسب ویژه گرمای

است. بالاتری مقدار دارای ͬ یابد م افزایش

. m̄ به نسبت حاضر پتانسیل برای آزاد انرژی تغییرات :٢ . ١ ش΄ل

9Bernoulli
10Helmholtz



بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ١٠

. m̄ به نسبت حاضر پتانسیل برای میانگین انرژی تغییرات :٢ . ٢ ش΄ل

. m̄ به نسبت حاضر پتانسیل برای ویژه گرمای تغییرات :٢ . ٣ ش΄ل

با متناسب که بالا دماهای برای گرمایی توابع برای مختصر صورت به  را نتایج اکنون
: ͬ دهد م را زیر نتایج (٢ . ٢١) معادله ، مورد این برای ͬ دهیم. م ارائه ، است β ≪ ١

Z(m̄) ∼ ٢m̄٢
σ١

∼ m̄٢Qa٣

U(m̄) ∼ ٢m̄ (٢ . ٢٢)
C(m̄) ∼ ٢



١١ خمیده زمان فضا
پارش تابع بررسͬ شود. دیده ٢ . ٣ ش΄ل در واض به طور ͬ تواند م ویژه گرمای برای بالا حد که
معکوس که ، نزول سهم که ͬ دهد م نشان پتانسیل پارامترهای برحسب (٢ . ٢١) معادله در
پتانسیل دی·ر های قسمت ͬ شود. م ناشͬ |x| با متناسب پتانسیل قسمت از ، است خطͬ
جملات دی·ر در و خطͬ جملات بعضͬ در که دارند را ضعیف تری سهم ، ١

|x| با متناسب
a٢ پتانسیل پارامتر فقط که ͬ دهد م نشان (٢ . ٢٢) معادله دی·ر، طرف از است. خطͬ معکوس
سهم ی a٣ و a٢ پارامتر دو هر که زمانͬ ͬ دهد م پارش تابع برای را خطͬ معکوس سهم ی

ͬ دهند. م بالا دمای برای متوسط انرژی برای را معکوس مربع
هیون تابع بررسͬ منظور به است. خمیده زمان فضا در هیون تابع مهم کاربردهای از ی΄ͬ

ͬ پردازیم. م زمان فضا نوع این معرفͬ به خمیده، زمان فضا در

خمیده زمان فضا ٢ . ٣
١٢ اینشتین توسط ١٩١۶ سال در که است گرانش برای هندسͬ نظریه ای ١١ عام نسبیت نظریه
واحد ساختار ی ١٣ خمینه هایی توسط زمان و فضا عام، نسبیت نظریه براساس شد. پیشنهاد
ͬ شوند م ترکیب ی΄دی·ر با زمان بعد ی و فضا بعد سه زمان فضا در یعنͬ ͬ دهند م تش΄یل را

است. خمیده زمان فضا از نتیجه ای گرانش ͬ کنند. م ایجاد را بعدی چهار پیوستار ی و

متری ٢ . ٣ . ١
متری تانسور ͬ شود. م داده نشان gµν با که است دو مرتبه تانسور ی ١۴ متری تانسور

: کرد تعریف زیر صورت به ͬ توان م را gµν معکوس
gµν gνλ = δµλ (٢ . ٢٣)

ͬ شود: م تعریف زیر ش΄ل به متری تانسور براساس طول المان
ds٢ = gµν dx

µ dxν (٢۴ . ٢)
است: زیر صورت به طول المان تخت زمان فضا در

ds٢ = ηµν dx
µ dxν (٢۵ . ٢)

است. ی΄سان ηµυ = (− + ++) مینکوفس΄ͬ متری علامت با تانسورمتری ١۵ علامت
11General Relativity
12Einstein
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بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ١٢

کریستوفل نماد های و هم وردا مشتقات ٢ . ٣ . ٢
هم وردا مشتق است. خمیده فضای به تخت فضای در مشتق گیری از تعمیمͬ ١۶ هم وردا مشتق

ͬ شود: م تعریف زیر فرم به خطͬ تبدیل و پاره ای مشتق مجموع صورت به (∇µ)

∇µ V
υ = ∂µ V

υ + Γ υ
µλ V

λ (٢۶ . ٢)

ساخت برای که است اتصال دهنده نوعͬ ١٨ کریستوفل نماد دارد. نام ١٧ اتصال دهنده Γ υ
µλ

ͬ شود. م استفاده هم وردا مشتق

Γλ
µυ =

١
٢ gλσ (∂µ gυσ + ∂υ gσµ − ∂σ gµυ) (٢ . ٢٧)

چهارگانه فرمول بندی ٢ . ٣ . ٣
تعریف زیر صورت به θ̂a پایه ی با را آن ها باید خمیده زمان فضا ی در اسپینورها معرفͬ برای

کرد:

θ̂a = eaµ(x)dx
µ (٢ . ٢٨)

کنند: تبعیت زیر رابطه از باید eaµ(x) ١٩ چهارگانه ماتریس مؤلفه های که

gµν = eaµ(x)e
b
ν(x)ηab (٢ . ٢٩)

تبدیل ماتریس های eµa(x) و eaµ(x) است. مینکوفس΄ͬ تانسور ηab = diag(− + ++) تانسور
معکوس ماتریس های و چهارگانه(تتراد) تبدیل ماتریس های آن ها به ترتیب به که هستند

ͬ آید: م دست به زیر رابطه از تتراد معکوس ͬ شود. م گفته چهارگانه

dxµ = eµa(x)θ̂
a (٢ . ٣٠)

باشند: برقرار زیر روابط که گونه ای به

eaµ(x)e
µ
b (x) = δab (٢ . ٣١)

eaµ(x)e
ν
a(x) = δνµ

16Covariant derivative
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١٣ کیهانͬ ریسمان

کیهانͬ ریسمان ۴ . ٢
انتقال نتیجه در که هستند فرضͬ بعدی ی ٢١ توپولوژی΄ͬ نقص های ٢٠ کیهانͬ ریسمان های

ͬ آیند. م وجود به اولیه جهان در تقارن شدن ش΄سته و فاز
کار ابررساناها در خطͬ های ٢٣ ورتکس  تئوری روی بر که هنگامͬ ١٩٧۶ سال در ٢٢ کیبل تام
مختلف انواع میان از کیهانͬ ریسمان های داد. پیشنهاد را کیهانͬ ریسمان های وجود ͬ کرد، م
جالبی فیزی΄ͬ آثار به منجر و ͬ گیرند م قرار بررسͬ و مطالعه مورد بیشتر توپولوژی΄ͬ نقص های
ͬ شوند م بالا انرژی با کیهانͬ پرتوهای تولید و گرانشͬ امواج گسیل گاما، پرتوهای انفجار مانند

. [١٢]

کیهانͬ ریسمان و غیر اینرسͬ ͽمرج چارچوب ۵ . ٢
گرفته صورت زیادی مطالعات فیزی΄ͬ سیستم های روی ٢۴ اینرسͬ غیر اثرات بررسͬ زمینه در
ͽمرج چرخان چارچوب اینرسͬ، غیر سیستم ی از خاص حالت ی . [١۵ ،١۴ ،١٣] است
پتانسیل نقش ͬ تواند م زمان فضا هندسه که ͬ دهند م نشان گرفته صورت مطالعات است.
جفت یعنͬ ٢۵ مشحون اثر اینرسͬ، غیر سیستم از دی·ری مثال کند. ایفا را سخت دیواره
چارچوب های این تأثیر از که است چرخان چارچوب های زاویه ای سرعت با ذرات اسپین شدگͬ
رابطه بخش این در . [١۶] ͬ شود م ناشͬ شوند، گرفته نظر در تداخلͬ اثرات که هنگامͬ چرخان
خواهیم شرح را اینرسͬ غیر ͽمرج چارچوب چرخش اثرات و کیهانͬ ریسمان و متری بین
تعیین زمان فضا ی و است اینشتین میدان معادلات جواب کیهانͬ ریسمان زمان فضا داد.
صورت به ریسمان زمان فضا ͬ کند. م توصیف را بی نهایت طویل ریسمان ی توسط شده
به ͬ تواند م سیستم این برای طول المان سپس . ͬ شود م فرض استوانه ای تقارن با و ساکن

: [١٧] شود نوشته زیر فرم
ds٢ = −dt′٢ + dr′

٢
+ α٢r′٢dϕ′٢ + dz′

٢ (٢ . ٣٢)
به مختصات محدوده زمان فضا این در . است ریسمان جرم چ·الͬ µ و α = ١ − ۴Gµ که
ترتیب به z′ و r′ که زمانͬ است ϕ′ ∈ [٠,٢π) زاویه محدوده ͬ شود: م داده نمایش زیر صورت
است زمان فضا انحنای به مربوط α پارامتر باشند. z′ ∈ (−∞,∞) و r′ ∈ [٠,∞) محدوده در
ͬ پردازیم. م ٠ < α < ١ مورد بررسͬ به اینجا در ͬ کند. م اختیار را α > ١ یا و α ≤ ١ مقادیر و
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بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ١۴
مختصات تبدیل گرفتن نظر در با ͬ تواند م چرخان ͽمرج چارچوب برای (٢ . ٣٢) متری تبدیل

: گیرد صورت زیر
t′ = t, r′ = r, ϕ′ = ϕ+ ωt, z′ = z (٢ . ٣٣)

دادن قرار با باشد. مثبت که ͬ کنیم م فرض ما و است چرخان چارچوب زاویه ای سرعت ω که
: ͬ آوریم م دست به را زیر خطͬ المان (٢ . ٣٢) معادله در تبدیل این

ds٢ = −
(١ − α٢r٢ω٢) dt٢ + ٢α٢r٢ωdtdϕ+ dr٢ + α٢r٢dϕ٢ + dz٢ (٣۴ . ٢)

. است ارتباط در هم وردا متری تانسور با که

gµν =


−
(١ − α٢r٢ω٢) ٠ α٢r٢ω ٠

٠ ١ ٠ ٠
α٢r٢ω ٠ α٢r٢ ٠

٠ ٠ ٠ ١

 (٣۵ . ٢)

و توپولوژی اثرات که است قطری غیر متری تانسور ی gµν که کنیم مشاهده ͬ توانیم م
: است زیر شرط (٣۴ . ٢) معادله جالب ویژگͬ ی ͬ گیرد. م نظر در را ͽمرج چارچوب چرخش

٠ < r < ١/αω (٣۶ . ٢)
کردن محدود بنابراین ، است نور سرعت از بزرگ تر ذره سرعت r > ١/αω برای که آنجایی از

ͬ باشد. م مناسب (٠, ١/αω) بازه به r

پتانسیل های حضور در گوردون ‐ کلاین معادله ۶ . ٢
ͬ گونه کولن برداری و اس΄الر

ͬ توانند م که ͬ شوند م داده نمایش گوردون ‐ کلاین معمول معادله با صفر اسپین با ذرات
مشتقات موج، معادله تعمیم آوردن دست به منظور به یابند. تعمیم خمیده زمان فضا به
مینکوفس΄ͬ زمان فضا در گوردون ‐ کلاین معادله در معمولͬ مشتقات جای به را هم وردا

: [١٧] ͬ دهد م نتیجه و ͬ دهیم م قرار
− ١√

−g
Dµ

(
gµν

√
−gDνψ

)
+m٢ψ = ٠ (٢ . ٣٧)

به Dµ ذره، جرم m که است خمیده زمان فضا در گوردون ‐ کلاین معادله معادله، این
جرم جمله تعمیم با را V (r) اس΄الر پتانسیل است. ال΄تری΄ͬ بار e و Dµ = ∂µ − ieAµ صورت



١۵ ͬ گونه کولن برداری و اس΄الر پتانسیل های حضور در گوردون ‐ کلاین معادله
معادله ، (٢ . ٣٧) معادله در جرم جمله این دادن قرار با ͬ گیریم. م نظر در m −→ m + V (r)

: ͬ آوریم م دست به را زیر دیفرانسیل
− ١√

−g
Dµ

(
gµν

√
−gDνψ

)
+ (m+ V )٢ ψ = ٠ (٢ . ٣٨)

به را زیر دیفرانسیل معادله ، A٠ برداری پتانسیل و (٣۴ . ٢) خطͬ المان گرفتن نظر در با
: ͬ آوریم م ]دست

−
(
∂

∂t
− ieA٠

)٢
+

١
r

(
∂

∂r

)
r

(
∂

∂r

)
+

∂٢
∂z٢

+

(١ − α٢r٢ω٢
α٢r٢

)
∂٢
∂ϕ٢ + ٢ω

(
∂

∂ϕ

)(
∂

∂t
− ieA٠

)
− (m+ V )٢

]
ψ = ٠

(٢ . ٣٩)

ͬ کنیم م مشاهده . است کیهانͬ ریسمان زمان فضا در گوردون ‐ کلاین معادله معادله، این
ͬ نویسیم م زیر صورت به را جواب خاطر همین به ، است ϕ و z ، t از مستقل (٢ . ٣٩) معادله که

:
ψ (t, r, z, ϕ) = e−iεteilϕeipzzR(r) (۴٢ . ٠)

ͬ باشد. م تکانه pz و شود تعبیر ذره انرژی عنوان به ͬ تواند م ε و است l = ٣±,٢±,١±,٠, ... که
شعاعͬ دیفرانسیل معادله ، A٠ = κ/r گرفتن نظر در با و (٢ . ٣٩) در (۴٢ . ٠) رابطه دادن قرار با

: ͬ آوریم م دست به را
(۴٢ . ١)[

d٢
dr٢ +

١
r

d

dr
+
e٢κ٢ − l٢/α٢

r٢ − (m+ V )٢ +
٢εeκ+ ٢ωeκl

r
+ (ε+ ωl)٢ − p٢

z

]
R(r) = ٠

مینکوفس΄ͬ زمان فضا به مربوط α = ١ و ͬ دهد م نشان را زمان فضا ٢۶ کاستͬ زاویه α پارامتر که
ͬ پردازیم. م α < ١ مورد بررسͬ به اینجا در . است

بنابراین . است ثابت η که ͬ گیریم م نظر در را V (r) = η/r اس΄الر پتانسیل ، مرحله این در
: ͬ آوریم م دست به را زیر عبارت (۴٢ . ١) معادله در پتانسیل این دادن قرار ]با

d٢
dr٢ +

١
r

d

dr
− β٢
r٢ − ٢γ

r
− δ٢

]
R(r) = ٠ (۴٢ . ٢)

که
β =

√
l٢/α٢ + η٢ − e٢κ٢, γ = −εeκ− ωeκl +mη

δ٢ = m٢ + p٢
z − (ε+ ωl)٢ (۴٢ . ٣)
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بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ١۶
تبدیل اکنون است. حقیقͬ عدد ی β که گونه ای به ͬ گیریم م نظر در را e٢κ٢ < η٢ رابطه
خواهد را زیر فرم (۴٢ . ٢) معادله نتیجه در ͬ گیریم، م نظر در را ρ = ٢δr شعاعͬ مختصات

: ]گرفت
d٢
dρ٢ +

١
ρ

dR

dρ
− β٢
ρ٢ − γ

δρ
− ١

۴
]
R(ρ) = ٠ (۴۴ . ٢)

ͬ دهیم: م پیشنهاد را زیر جواب توابع ویژه آوردن دست به برای
R(ρ) = ρβe−

ρ٢F (ρ) (۴۵ . ٢)
معادله با که ͬ آوریم م دست به را دیفرانسیلͬ معادله ، (۴۴ . ٢) معادله در R(ρ) دادن قرار با

است. مرتبط شعاعͬ

ρ
d٢F
dρ٢ +

(٢β + ١ − ρ
) dF
dρ

+

(
−β − γ

δ
− ١

٢
)
F = ٠ (۴۶ . ٢)

مرتبه خطͬ هم·ن دیفرانسیل معادله ی که است کانفلوئنت هندسͬ فوق معادله معادله، این
منظم تکینگͬ دارای ، (۴۶ . ٢) معادله جواب ͬ آید. م دست به مستقل جواب دو و ͬ باشد م دوم

ͬ آید: م دست به زیر کانفلوئنت هندسͬ فوق تابع با ، ρ = ٠ در
F (ρ) = ١F١

(
β +

γ

δ
+

١
٢ ,٢β + ١; ρ

)
(۴٢ . ٧)

ایجاب مرزی شرط ب·یریم نظر در را کند، چرخش ٢٧ محدوده یعنͬ ، αω ≪ ١ محدوده اگر
جواب که ͬ کند م

١F١
(
β +

γ

δ
+

١
٢ ,٢β + ١; ٢δ

αω −→ ∞

)
(۴٢ . ٨)

لازم هندسͬ، فوق تابع مجانبی رفتار علت به بنابراین باشد. بی نهایت ρ٠ = ١/αω −→ ∞ در
منفͬ صحیح باید β + γ

δ + ١٢ پارامتر و باشد N درجه جمله ای چند تابع ی ١F١ تابع که است
باشد.

β +
γ

δ
+

١
٢ = −N ,N = ٠, ١,٢, .... (۴٢ . ٩)

ͬ آوریم. م دست به را انرژی طیف سپس
ε =

eκmη

ζ + e٢κ٢

±

√√√√ζ

[(
p٢
z +m٢) (ζ + e٢κ٢)−m٢η٢](

ζ + e٢κ٢(٢ − ω|l| (۵٢ . ٠)

27Regime



١٧ کیهانͬ ریسمان زمان فضا در گوردون ‐ کلاین نوسانگر

مشاهده ͬ توان م (۵٢ . ٠) رابطه از ͬ باشد. م ζ =

(
N + ١٢ +

√
l٢/α٢ + η٢ − e٢κ٢

)٢ که
حضور و دارد بستگͬ مخروطͬ زمان فضا کاستͬ زاویه ، α پارامتر به انرژی طیف که کرد
به مربوط دوم و اول جملات ͬ برد. م بین از را ذره انرژی ترازهای تبه·نͬ توپولوژی΄ͬ نقص
اثر با مرتبط سوم جمله و است کیهانͬ ریسمان از شده استخراج ͬ گونه کولن پتانسیل های
حدود انرژی ها مجزای مجموعه ω = ٠ یا l = ٠ برای است. چرخان چارچوب های غیر اینرسͬ
زمان فضا در چرخان چارچوب های اینرسͬ غیر اثرات حضور روش این در است. متقارن ε = ٠

است. ε− از بزرگ تر کلͬ طور به ε+ زیرا ͬ ش΄ند م ε = ٠ حدود را انرژی ترازهای تقارن

ریسمان زمان فضا در گوردون ‐ کلاین نوسانگر ٢ . ٧
کیهانͬ

زمان فضا در گوردون ‐ کلاین نوسانگر ͬ شود، م گرفته نظر در که دی·ری جالب سیستم
است قبلͬ بخش در برداری پتانسیل مشابه فرمولͬ دارای نوسانگر این است. کیهانͬ ریسمان

: [١٧] ͬ کنیم م استفاده زیر تکانه عمل·ر تغییر از آن جواب های بررسͬ برای بنابراین ،
pµ −→ (pµ + imΩXµ) (۵٢ . ١)

تا ذره فاصله r که است Xµ = (٠, r, ٠, ٠) و نوسانگر فرکانس Ω س΄ون، حال در ذره جرم m که
ͬ آید: م در زیر صورت به گوردون ‐ کلاین معادله اینجا در ͬ باشد. م ]ریسمان

− ١√
−g

(∂µ +mΩXµ) g
µν√−g (∂ν −mΩXν) + (m+ V )٢

]
ψ = ٠ (۵٢ . ٢)

به را زیر معادله ، (٣۴ . ٢) خطͬ المان گرفتن نظر در با و بالا معادله در V = ٠ دادن قرار با
ͬ آوریم: م دست

(۵٢ . ٣)[
− ∂٢
∂t٢ +

١
r

(
∂

∂r
+mΩ

)
r

(
∂

∂r
−mΩ

)
+

∂٢
∂z٢ +

١ − α٢r٢ω٢
α٢r٢

∂٢
∂ϕ٢ + ٢ω ∂٢

∂t∂ϕ
−m٢

]
ψ = ٠

بنابراین است، ϕ و z ، t از مستقل (۵٢ . ٣) معادله قبلͬ، بخش در کولنͬ پتانسیل مورد مشابه
است: مناسب زیر انتخاب

ψ (t, r, z, ϕ) = e−iεteilϕeipzzR′(r) (۵۴ . ٢)
دیفرانسیل معادله ، (۵٢ . ٣) در (۵۴ . ٢) دادن قرار با است. ذره انرژی ε و l = ٣±,٢±,١±,٠ که

ͬ آوریم: م دست به را ١]شعاعͬ
r

(
∂

∂r
+mΩ

)
r

(
∂

∂r
−mΩ

)
− l٢
α٢r٢ + (ε+ ωl)٢ − p٢

z −m٢
]
R′(r) = ٠ (۵۵ . ٢)



بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ١٨
نتیجه به و دهیم قرار (۵۵ . ٢) معادله در را R′(r) = R(r)√

r
متغیر تغییر ͬ توانیم م مرحله، این در

برسیم: زیر d٢
dr٢ −m٢Ω٢r٢ −

(
l٢/α٢ − ١/۴)

r٢ +K٢
R(r) = ٠ (۵۶ . ٢)

که است شعاعͬ معادله ی معادله این ͬ باشد. م K =

√
(ε+ ωl)٢ − p٢

z −m٢ − ٢mΩ که
ͬ کند. م توصیف کیهانͬ ریسمان زمان فضا در را کلاین‐گوردون نوسانگر

جدید متغیر تعریف با .[١٩ ،١٨] ͬ کنیم م استفاده ٢٨ NU روش از بالا معادله حل برای
کنیم: بازنویسͬ زیر فرم به را (۵۶ . ٢) شعاعͬ معادله ͬ توانیم م ، s = r٢

d٢R(s)
ds٢ +

١
٢s

dR(s)

ds
+

١
s٢
(
−ξ١s٢ + ξ٢s− ξ٣

)
R(s) = ٠ (۵٢ . ٧)

ͬ آیند: م دست به زیر صورت به α پارامترهای و ξ٣ ، ξ٢ ، ξ١ پارامترهای که
ξ١ =

m٢Ω٢
۴ (۵٢ . ٨)

ξ٢ =
k٢
۴ (۵٢ . ٩)

ξ٣ =

(
l٢
α٢ − ١۴

)
۴ (۶٢ . ٠)

α١ =
١
٢ , α٢ = α٣ = α۵ = ٠ , α۴ =

١
۴ , α۶ = α٩ =

m٢ Ω٢
۴

α٧ = − k٢
۴ , α٨ =

l٢
۴α٢ , α١٠ = ١ +

l

α
, α١١ = mΩ

α١٢ =
١
۴ +

l

٢α , α١٣ = − mΩ

٢

(۶٢ . ١)

زیر انرژی مقداری ویژه معادله از استفاده با
(٢n+ ١)√α٩ + α٧ + ٢√α٨α٩ = ٠ (۶٢ . ٢)

ͬ آید: م دست به زیر صورت به انرژی

ε = ±

√
٢mΩ

(
٢n′ +

∣∣∣∣ lα
∣∣∣∣)+m٢ + p٢

z − ω|l|

n′ ≡ n+ ١ = ١,٢,٣, ... (۶٢ . ٣)
ͬ باشد م زیر صورت به نیز تابع ویژه

R(r) = r

( ١٢+| l
α
|
)
e−

mΩr٢
٢ Ln

| l
α
|
(
mΩr٢) (۶۴ . ٢)
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١٩ کیهانͬ ریسمان زمان فضا در کرنل پتانسیل حضور در گوردون ‐ کلاین معادله
کرد. تبدیل هندسͬ فوق تابع به را لاگر تابع ͬ توان م زیر رابطه از استفاده با

Ln
| l
α
|
(
mΩr٢) =

n−١∏
k= ٠

(
| lα |+ ١ + k

)
n! ١F١

(
−n, | l

α
|+ ١,mΩr٢

)
(۶۵ . ٢)

که
− n =

١
٢
∣∣∣∣ lα
∣∣∣∣+ ١

٢ − K٢
۴mΩ

. (۶۶ . ٢)
زمان فضا در گوردون ‐ کلاین نوسانگر به مربوط انرژی طیف که ͬ کنیم م مشاهده ما
انرژی باشد، α < ١ اگر دارد. بستگͬ مخروطͬ زمان فضا کاستͬ زاویه یعنͬ ، α به مخروطͬ
حول انرژی ، ω = ٠ یا l = ٠ برای که ͬ کنیم م مشاهده راحتͬ به ͬ یابد. م افزایش سیستم
جمله ͬ ش΄ند. م ε = ٠ در را انرژی تقارن چرخان چارچوب روش، این در است. متقارن ε = ٠
است مخروطͬ فضای ی از حاصل کلاین‐گوردون نوسانگر به مربوط (۶٢ . ٣) معادله در اول
و کوانتومͬ عدد بین شدگͬ جفت خود نوبه به که است اینرسͬ غیر اثر با مرتبط دوم جمله و

است. چرخان چارچوب زاویه ای سرعت

کرنل پتانسیل حضور در گوردون ‐ کلاین معادله ٢ . ٨
کیهانͬ ریسمان زمان فضا در

ریسمان زمان فضا در ٢٩ کرنل پتانسیل از استفاده با را گوردون ‐ کلاین معادله بخش، این در
ͬ گیریم م نظر در را زیر متری ͬ کنیم. م حل کیهانͬ

ds٢ = −
(١ − α٢r٢ω٢) dt٢ + ٢α٢r٢ωdtdϕ+ dr٢ + α٢r٢dϕ٢ + dz٢ (۶٢ . ٧)

ͬ باشد. م زیر صورت به هم وردا متری تانسور و

gµν =


−
(١ − α٢r٢ω٢) ٠ α٢r٢ω ٠

٠ ١ ٠ ٠
α٢r٢ω ٠ α٢r٢ ٠

٠ ٠ ٠ ١

 (۶٢ . ٨)

استفاده زیر دیفرانسیل معادله از خمیده زمان فضا ی در گوردون ‐ کلاین معادله بررسͬ برای
ͬ کنیم: م

− ١√
−g

Dµ

(
gµν

√
−gDνψ

)
+ (m+ V )٢ ψ = ٠ (۶٢ . ٩)
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بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ٢٠
دست به را زیر رابطه (۶٢ . ٧) خطͬ المان گرفتن نظر در با ͬ باشد. م Dµ = ∂µ − ieAµ که

ͬ آوریم: ]م
−
(
∂

∂t
− ieA٠

)٢
+

١
r

(
∂

∂r

)
r

(
∂

∂r

)
+

∂٢
∂z٢

+

(١ − α٢r٢ω٢
α٢r٢

)
∂٢
∂ϕ٢ + ٢ω

(
∂

∂ϕ

)(
∂

∂t
− ieA٠

)
− (m+ V )٢

]
ψ = ٠

(٢ . ٧٠)

کنیم استفاده زیر ٣٠ حدسͬ روش از ͬ توانیم م بنابراین است، ϕ و z ، t از مستقل بالا معادله
ψ (t, r, z, ϕ) = e−iεteilϕeipzzR(r) (٢ . ٧١)

(٢ . ٧١) رابطه دادن قرار با است. z راستای در تکانه pz و ذره انرژی ε ، l = ٣±,٢±,١±,٠ که
ͬ آوریم: م دست به را زیر شعاعͬ دیفرانسیل معادله ، (٢ . ٧٠) معادله در

(٢ . ٧٢)[
d٢
dr٢ +

١
r

d

dr
+
e٢κ٢ − l٢/α٢

r٢ − (m+ V )٢ +
٢εeκ+ ٢ωeκl

r
+ (ε+ ωl)٢ − p٢

z

]
R(r) = ٠

ثابت b و a که ͬ گیریم م نظر در را V (r) = ar + b
r کرنل پتانسیل شعاعͬ معادله حل برای

ͬ آید م دست به زیر معادله ، (٢ . ٧٢) معادله در پتانسیل این دادن قرار با بنابراین ]هستند.
d٢
dr٢ +

١
r

d

dr
− β٢
r٢ − ٢γ

r
− a٢r٢ − ٢mar + εβ

]
R(r) = ٠ (٢ . ٧٣)

ͬ شوند. م تعریف زیر صورت به εβ و γ ، β پارامترهای که
β =

√
l٢/α٢ + b٢ − e٢κ٢ γ = −εeκ− ωeκl +mb

εβ = −m٢ − p٢
z + (ε+ ωl)٢ − ٢ab (٧۴ . ٢)

زیر متغیر تغییر گرفتن نظر در با
R(r) = r−

١٢F (r) (٧۵ . ٢)
ͬ گیرد. م را زیر فرم (٢ . ٧٣) معادله

d٢F (r)
dr٢ +

(
εβ − β٢ − ١/۴

r٢ − ٢γ
r

− ٢mar − a٢r٢
)
F (r) = ٠ (٧۶ . ٢)

ͬ گیریم م نظر در را زیر فرم دیفرانسیل، معادله از ساده تری فرم آوردن دست به منظور به
F (r) = rAexp (r (B +Dr))u(r) (٢ . ٧٧)
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٢١ کیهانͬ ریسمان زمان فضا در کرنل پتانسیل حضور در گوردون ‐ کلاین معادله
ͬ شوند. م تعریف زیر صورت به D و B ، A پارامترهای که

A =
١
٢ + β

D = − ١
٢ (٢ . ٧٨)

B =
m

٢D
ͬ گیرد: م را زیر فرم (٧۶ . ٢) معادله بنابراین

d٢u(r)
dr٢ +

−٢m+
٢( ١٢ + β

)
r

− ٢r
 du(r)

dr

+

−١ − ٢
( ١

٢ + β

)
+m٢ +

−٢γ − ٢( ١٢ + β
)
m

r
+ εβ

u(r) = ٠ (٢ . ٧٩)
جواب بنابراین باشد. a٢ = ١ باید که است کانفلوئنت بای هیون دیفرانسیل معادله معادله، این

.[٢٠] ͬ شود م نوشته کانفلوئنت بای هیون توابع برحسب (٢ . ٧٩) معادله
u(r) = Hb

(
α′, β′, γ′, δ′, r

) (٢ . ٨٠)
α′ = ٢β (٢ . ٨١)
β′ = ٢m (٢ . ٨٢)
γ′ = m٢ + εβ (٢ . ٨٣)
δ′ = ۴γ (٨۴ . ٢)

شود نوشته زیر صورت به ͬ تواند م موج تابع
ψ (t, r, z, ϕ) = rβexp

[
−iεt+ ilϕ+ ipzz + r

(
−m− ١

٢r
)]

Hb

(
α′, β′, γ′, δ′, r

) (٨۵ . ٢)
سپس .u(r) = ∞∑

n=٠Cnβ
n ͬ کنیم م فرض ابتدا انرژی، مقداری ویژه رابطه آوردن دست به برای

دست به بسط ضرایب بین را زیر بازگشتͬ رابطه ، (٢ . ٧٩) معادله در فرمͬ چنین دادن قرار با
ͬ آوریم: م

Cn+٣
(
n+ ٣) (n+ ٣ + α′)− Cn+٢

(
β′
(
n+ ٢)+ δ′ + (١ + α′)β′

٢
)

(٨۶ . ٢)
+ Cn+١

(
γ′ − ٢ (n+ ١)− α′ − ٢) = ٠

و بیاید دست به ͬ تواند م انرژی مقداری ویژه رابطه سری، در Cn+٣ از بعد جملات حذف با
ͬ آوریم: م دست به را زیر روابط

ε = ±

√√√√۴ + ٢b+ ٢n+ pz٢ + ٢
√
b٢ +

l٢
α٢ − e٢k٢ − lω (٢ . ٨٧)

b =

٢ek (ε+ lω) +m

(
−۵ − ٢n+ ۴m(l−eαk)(l+eαk)

α٢(m(۵+٢n)−٢ek(ε+lω))

)
۴m (٢ . ٨٨)



بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ٢٢
دارد. بستگͬ α کاستͬ زاویه به انرژی طیف که کرد مشاهده ͬ توان م (٢ . ٨٧) معادله از

کرنل پتانسیل حضور در گوردون ‐ کلاین نوسانگر ٢ . ٩
کیهانͬ ریسمان زمان فضا در

زمان فضا در کرنل پتانسیل گرفتن نظر در با را گوردون ‐ کلاین نوسانگر بخش، این در
بخش در برداری پتانسیل مشابه ساختاری دارای آن معادله که ͬ کنیم م بررسͬ کیهانͬ ریسمان
ͬ دهیم. م تغییر زیر صورت به را تکانه عمل·ر معادله جواب های بررسͬ منظور به است. قبلͬ

pµ −→ (pµ + imΩXµ) (٢ . ٨٩)
تا ذره فاصله r که است Xµ = (٠, r, ٠, ٠) و نوسانگر فرکانس Ω س΄ون، حال در ذره جرم m

ͬ آید: م در زیر صورت به گوردون ‐ کلاین معادله ͬ باشد. م ]ریسمان
− ١√

−g
(∂µ +mΩXµ) g

µν√−g (∂ν −mΩXν) + (m+ V (r))٢
]
ψ = ٠ (٢ . ٩٠)

زیر دیفرانسیل معادله ، V (r) = ar+ b
r کرنل پتانسیل و (۶٢ . ٧) خطͬ المان گرفتن نظر در با

ͬ آوریم: م دست به را
(٢ . ٩١)[

− ∂٢
∂t٢ +

(١
r

∂

∂r
+

∂٢
∂r٢ − ٢mΩ−m٢Ω٢r٢

)
+

∂٢
∂z٢

+

(١ − α٢r٢ω٢
α٢r٢

)
∂٢
∂ϕ٢ + ٢ω ∂٢

∂t∂ϕ
−m٢ − a٢r٢ − b٢

r٢ − ٢mar − ٢mb
r

− ٢ab
]
ψ = ٠

ͬ دهیم م انجام را زیر انتخاب است، ϕ و z ، t از مستقل بالا معادله چون
ψ (t, r, z, ϕ) = e−iεteilϕeipzzR′(r) (٢ . ٩٢)

(٢ . ٩١) معادله در (٢ . ٩٢) رابطه دادن قرار با است. ذره انرژی ε و l = ٣±,٢±,١±,٠ آن در که
ͬ آوریم: م دست به را زیر معادله ،[

ε٢ +
١
r

∂

∂r
+

∂٢
∂r٢ − ٢mΩ−m٢Ω٢r٢ − p٢

z

− l٢
α٢r٢ + ω٢l٢ + ٢ωεl −m٢ − a٢r٢ − b٢

r٢ − ٢mar − ٢mb
r

− ٢ab
]
R′(r) = ٠

(٢ . ٩٣)

داشت خواهیم ب·یریم، نظر در را R′(r) = R(r)√
r

متغیر تغییر اگر
d٢R(r)
dr٢ +

[
εβ − l٢/α٢ + b٢ − ١/۴

r٢ − ٢mb
r

− ٢mar − (m٢Ω٢ + a٢) r٢
]
R(r) = ٠ (٩۴ . ٢)



٢٣ کیهانͬ ریسمان زمان فضا در کرنل پتانسیل حضور در گوردون ‐ کلاین نوسانگر
استفاده زیر ش΄ل از معادله این حل منظور به است. εβ = (ε+ ωl)٢−p٢

z −m٢−٢mΩ−٢ab و
.[٢٠] ͬ کنیم م

R(r) = rAexp (r (B +Dr))u(r) (٩۵ . ٢)
A =

١
٢ +

√
l٢ + b٢α٢
α

(٩۶ . ٢)
B =

am

٢D (٢ . ٩٧)
D = − ١

٢ (٢ . ٩٨)
ͬ آید: م در زیر صورت به (٩۴ . ٢) معادله بنابراین

d٢u(r)
dr٢ +

−٢am− ٢r +
٢
(

١٢ +

√
l٢+b٢α٢

α

)
r

 du(r)

dr

+

−١ + a٢m٢ − ٢
( ١

٢ +

√
l٢ + b٢α٢
α

)
+

−٢bm− ٢am
(

١٢ +

√
l٢+b٢α٢

α

)
r

+ εβ

u(r) = ٠

(٢ . ٩٩)
برقرار m٢Ω٢ +a٢ = ١ شرط باید که است کانفلوئنت بای هیون دیفرانسیل معادله معادله، این

است. کانفلوئنت بای هیون تابع معادله، این جواب باشد.
u(r) = Hb

(
α′, β′, γ′, δ′, r

) (٢ . ١٠٠)
α′ =

٢√l٢ + b٢α٢
α

(٢ . ١٠١)
β′ = ٢am (٢ . ١٠٢)
γ′ = a٢m٢ + εβ (٢ . ١٠٣)
δ′ = ۴bm (١٠۴ . ٢)

است: زیر صورت به موج تابع بنابراین
(١٠۵ . ٢)

ψ (t, r, z, ϕ) = r

(√
l٢+b٢α٢

α

)
exp

[
−iεt+ ilϕ+ ipzz + r

(
−am− ١

٢r
)]

Hb

(
α′, β′, γ′, δ′, r

)
دست به را بسط ضرایب بین بازگشتͬ رابطه ب·یریم، نظر در را u(r) =

∞∑
n=٠Cnβ

n رابطه اگر
ͬ آوریم: م

Cn+٣
(
n+ ٣) (n+ ٣ + α′)− Cn+٢

(
β′
(
n+ ٢)+ δ′ + (١ + α′)β′

٢
)

(١٠۶ . ٢)
+ Cn+١

(
γ′ − ٢ (n+ ١)− α′ − ٢) = ٠



بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ٢۴
خواهیم را زیر روابط و ͬ آید م دست به انرژی مقداری ویژه رابطه ، Cn+٣ از بعد ضرایب حذف با

داشت:
ε = −lω ±

√
۴ + ٢ab+m٢ − a٢m٢ + ٢n+ p٢

z +
٢√l٢ + b٢α٢

α
+ ٢mΩ (٢ . ١٠٧)

b =

٢٠a+ ٨an±
√
a٢ (−٢٠ − ٨n)٢ + ۴a٢ (−۴ + ۴a٢) (٢۵ + ٢٠n+ ۴n٢ − ۴l٢

α٢
)

٨ (−١ + a٢)
(٢ . ١٠٨)

انرژی طیف و ͬ شود م مقید حالات ش΄ل گیری به منجر کرنل پتانسیل که ͬ کنیم م مشاهده
α کاستͬ زاویه پارامتر به کیهانͬ ریسمان زمان فضا در گوردون ‐ کلاین معادله به مربوط
ͬ بخشد. م بهبود را فیزی΄ͬ سیستم های انرژی توپولوژی΄ͬ نقص حضور همچنین دارد. بستگͬ

مغناطیسͬ میدان حضور در ‐گوردون کلاین نوسانگر ٢ . ١٠
کیهانͬ ریسمان زمان فضا در ی΄نواخت

توسط شده تولید زمان فضا در باردار نسبیتͬ اسپین بدون ذره بررسͬ به بخش، این در
نامیده ساکن چرخان کیهانͬ ریسمان که داخلͬ، ساختار بدون چرخان کیهانͬ ریسمان ی

: [٢١] ͬ شود م توصیف زیر متری توسط زمان فضا این ͬ پردازیم. م ͬ شود، م
ds٢ = c٢dt٢ + ٢acdtdφ−

(
α٢ρ٢ − a٢) dφ٢ − dρ٢ − dz٢ (٢ . ١٠٩)

است. فاصله واحد دارای که ͬ شود م تعریف a = ۴GJ
c٣ صورت به و است چرخش پارامتر a که

این جا در دارد. ∆φ = ٢π (١ − α) کاستͬ زاویه به بستگͬ α = ١ − ۴Gµ

c٢ پارامتر دی·ر، طرف از
ریسمان خطͬ جرم چ·الͬ و نیوتن گرانشͬ ثابت نور، سرعت ترتیب به µ و G ، c پارامترهای

است: زیر صورت به نیز بالا چرخان کیهانͬ ریسمان متری تانسور است.

gστ =


c٢ ٠ ac ٠
٠ −١ ٠ ٠
ac ٠ −

(
α٢ρ٢ − a٢) ٠

٠ ٠ ٠ −١

 (٢ . ١١٠)

است مشخص ͬ گیریم. م نظر در را زمان فضا این در شده جفت کلاین‐گوردون نوسانگر اکنون
pσ −→ (pσ + iMωxσ) جای·زینͬ با آزاد کلاین‐گوردون معادله از کلاین‐گوردون نوسانگر که
بنابراین است. نقص تا ذره عرضͬ فاصله ρ و xσ = (٠, ρ, ٠, ٠) این جا در . [٢٢] ͬ آید م دست به

ͬ شود م داده نمایش زیر صورت به گوردون کلاین‐ نوسانگر هم وردای ]فرم ١√
−g

(∂σ +Mωxσ)
√
−ggστ (∂τ −Mωxτ ) +

M٢c٢
ℏ٢

]
ψ = ٠ (٢ . ١١١)



ریسمان زمان فضا در ی΄نواخت مغناطیسͬ میدان حضور در ‐گوردون کلاین نوسانگر
٢۵ کیهانͬ
g = det(gστ) = و متری تانسور gστ زاویه ای، فرکانس ω کاهشͬ، پلانک ثابت ℏ ذره، Mجرم که
در ͬ شود. م معرفͬ ∂φ −→ ∂φ − ieAφ

ℏc با نیز ال΄ترومغناطیسͬ شدگͬ جفت و است −c٢α٢ρ٢
به و است شعاعͬ مؤلفه دارای فقط Aφ برداری پتانسیل که باشیم داشته توجه باید اینجا
بنابراین ͬ باشد. م موازی چرخان کیهانͬ ریسمان با B مغناطیسͬ میدان که است معنͬ این

شود. نوشته Aφ = αBρ٢
٢ با A = (٠, Aφ, ٠) صورت به ͬ تواند م مغناطیسͬ پتانسیل

در ی΄نواخت مغناطیسͬ میدان با شده جفت گوردون کلاین‐ نوسانگر معادله بنابراین
شود: بیان زیر صورت به ͬ تواند م چرخان کیهانͬ ریسمان زمان فضا

(٢ . ١١٢)[
d٢
dρ٢ +

١
ρ

d

dρ
−M٢ω٢ρ٢ − ٢Mω −

(
α٢ρ٢ − a٢
c٢α٢ρ٢

)
dt٢ − ٢a

cα٢ρ٢dt
(
dφ− ieAφ

ℏc

)

+
١

α٢ρ٢
(
dφ− ieAφ

ℏc

)٢
+ dz٢ − M٢c٢

ℏ٢
]
ψ(ρ, φ, z; t) = ٠

بنویسیم: زیر فرم به را جواب ͬ توانیم م استوانه ای، تقارن خاطر به
ψ(ρ, φ, z; t) = ei(−

E
ℏ t+mφ+kz)R(ρ) (٢ . ١١٣)

ͬ کند. م ارضا را شعاعͬ معادله R(ρ) ]که
d٢
dρ٢ +

١
ρ

d

dρ
− γ٢ ١

ρ٢ −

(
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢

)
ρ٢ + ε

]
R(ρ) = ٠ (١١۴ . ٢)

γ =

(
m

α
+
aE

αℏc

)
ε = −٢Mω +

E٢
ℏ٢c٢ +

aeBE

αℏ٢c٢ +
eBm

αℏc
− k٢ − M٢c٢

ℏ٢ (١١۵ . ٢)

محاسبه زیر دوم مرتبه دیفرانسیلͬ معادله ، χ =
√
M٢ω٢ + e٢B٢

۴ℏ٢c٢ ρ٢ جدید متغیر ی معرفͬ با
ͬ شود. م d٢

dχ٢ +
١
χ

d

dχ
− γ٢ ١

۴χ٢ − ١
۴ +

ε

۴χ√M٢ω٢ + e٢B٢
۴ℏ٢c٢

R(χ) = ٠ (١١۶ . ٢)

ͬ گیریم: م نظر در زیر فرم به را R(χ)
R(χ) = χ

|γ|٢ exp
(
−χ٢

)
F (χ) (٢ . ١١٧)

ͬ شود. م حاصل زیر معادله ، (١١۶ . ٢) معادله در بالا عبارت دادن قرار با

χF ′′(χ) + (|γ|+ ١ − χ)F ′(χ)−

− ε

۴√M٢ω٢ + e٢B٢
۴ℏ٢c٢

+
|γ|
٢ +

١
٢
F (χ) = ٠ (٢ . ١١٨)



بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ٢۶
نوشته زیر صورت به ͬ تواند م آن جواب که است کانفلوئنت هندسͬ فوق معادله معادله، این

شود:

F (χ) =١ F١
− ε

۴√M٢ω٢ + e٢B٢
۴ℏ٢c٢

+
|γ|
٢ +

١
٢ , |γ|+ ١;χ

 (٢ . ١١٩)

است: زیر صورت به مرتبط موج تابع بنابراین

ψ(ρ, φ, z; t) = Nei(−
E
ℏ t+mφ+kz)

(
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢

) |γ|
۴
ρ|γ|

× exp

−

√
M٢ω٢ + e٢B٢

۴ℏ٢c٢ ρ٢
٢


١F١

− ε

۴√M٢ω٢ + e٢B٢
۴ℏ٢c٢

+
|γ|
٢ +

١
٢ , |γ|+ ١;

√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢ ρ

٢
 (٢ . ١٢٠)

به ͬ شود. م واگرا نمایی صورت به کانفلوئنت هندسͬ فوق تابع کند، میل χ −→ ∞ وقتͬ
ͬ کنیم م اعمال را زیر شرط قبول قابل فیزی΄ͬ جواب های داشتن منظور

−ε

۴√M٢ω٢ + e٢B٢
۴ℏ٢c٢

+
|γ|
٢ +

١
٢ = −n (٢ . ١٢١)

به زیر صورت به را انرژی مقادیر ویژه ͬ توانیم م بالا عبارت از است. مثبت صحیح عدد n که
آوریم. دست

E = −

aeB٢α − cℏa|m|
αm

√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢

±
√
λ+∆ (٢ . ١٢٢)

λ =
١
۴
aeB

α
− ٢cℏa|m|

αm

√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢

٢
+ ٢Mωℏ٢c٢ + ℏ٢c٢k٢ +M٢c۴ (٢ . ١٢٣)

∆ = ٢ℏ٢c٢ (٢n+ ١)
√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢

+

−cℏeBm
α

+ ٢ℏ٢c٢ |m|٢
αm

√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢

 (١٢۴ . ٢)

وابسته نیز a چرخشͬ پارامتر به بل΄ه دارد بستگͬ α پارامتر به تنها نه انرژی مقادیر ویژه
است. مؤثر انرژی مقادیر ویژه برای m مثبت و منفͬ مغناطیسͬ کوانتومͬ عدد و است



کیهانͬ ریسمان در هم·ن مغناطیسͬ میدان حضور در کلاین‐گوردون نوسانگر
٢٧ چرخان

از استفاده با ͬ شویم. م متمرکز مدل این نسبیتͬ غیر محدوده روی بخش، این پایان در
ͬ شود: م تبدیل زیر معادله به (٢ . ١٢٢) معادله E٢

c٢ −m٢c٢ ≃ ٢mE رابطه
E +

aeB٢α − cℏa|m|
αm

√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢

٢

=
١
۴
aeB

α
− ٢cℏa|m|

αm

√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢

٢
+ ٢Mωℏ٢c٢ + ℏ٢c٢k٢

+ E٢ − ٢MEc٢ + ℏ٢c٢ (۴n+ ٢)
√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢

+

−cℏeBm
α

+ ٢ℏ٢c٢ |m|٢
αm

√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢

 (١٢۵ . ٢)

ͬ آوریم م دست به را زیر عبارت جبری، محاسبات برخͬ انجام از بعد
E =

Mc٢
Mc٢ + aeB٢α − cℏa|m|

αm

√
M٢ω٢ + e٢B٢

۴ℏ٢c٢

×

ωℏ٢ +
ℏ٢k٢
٢M +

ℏ٢
M

(٢n+ ١)
√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢ +

−ℏeBm
٢Mcα

+
ℏ٢|m|٢
αmM

√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢


(١٢۶ . ٢)

ͬ گردد. م محاسبه آن از استفاده با انرژی مقادیر ویژه که

مغناطیسͬ میدان حضور در کلاین‐گوردون نوسانگر ٢ . ١١
چرخان کیهانͬ ریسمان در هم·ن

است، وابسته م΄ان به زیر رابطه طریق از جرم که را حالتͬ قبلͬ، بخش تحلیل های براساس
[٢١] ͬ گیریم م نظر در

M(ρ) =M٠
(

١ +
Ων

ρ

)
, ρ ̸= ٠ (٢ . ١٢٧)

موج طول و بعد بدون حقیقͬ ثابت بوزون، ذره س΄ون جرم ترتیب به Ω = ℏ
M٠c و ν ، M٠ که

وابسته جرم با نسبیتͬ کوانتوم سیستم های حقیقت، در هستند. فرمͬ واحد با کامپتون  گونه
و ال΄ترونی΄ͬ مشخصات بررسͬ در آن ها زیرا کرده اند؛ جلب خود به را زیادی توجه م΄ان به
بسیار کوانتومͬ نقاط و کوانتومͬ دیوارهای ، [٢٣] کوانتومͬ مایعات رساناها، نیمه فیزی΄ͬ

مفیدند.



بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ٢٨
ͬ شود: م تبدیل زیر فرم به کلاین‐گوردون نوسانگر هم وردای فرم ]بنابراین، ١√
−g

(∂σ +Mωxσ)
√
−ggστ (∂τ −Mωxτ ) +

M٢c٢
ℏ٢

]
ϕ = ٠ (٢ . ١٢٨)

به وابسته جرم همراه به هم·ن مغناطیسͬ میدان ی با شده جفت کلاین‐گوردون نوسانگر
ͬ آید: م دست به زیر رابطه توسط چرخان کیهانͬ ریسمان زمان فضا در ]م΄ان

−١
ρ

(
d

dρ
+Mωρ

)
ρ

(
d

dρ
−Mωρ

)
+

( ١
c٢ − a٢

α٢ρ٢c٢
)
dt٢ +

٢a
cα٢ρ٢dtdφ

− ١
α٢ρ٢d٢φ− d٢z + M٢c٢

ℏ٢
]
ϕ(ρ, φ, z; t) = ٠

(٢ . ١٢٩)

ͬ دهیم م انجام را زیر انتخاب حدسͬ، روش از استفاده با
ϕ(ρ, φ, z; t) = ei(−

E
ℏ t+mφ+kz)S(ρ) (٢ . ١٣٠)

ͬ کنیم: م بازنویسͬ زیر صورت به را (٢ . ١٢٩) معادله ]و
d٢
dρ٢ +

١
ρ

d

dρ
− Σ١

١
ρ٢ − Σ٢٢ρ٢ − ٢Σ٣ρ− ٢Σ۴

١
ρ
+Σ۵

]
S(ρ) = ٠ (٢ . ١٣١)

که
Σ١ = γ٢ +

M٠c٢Ω٢ν٢
ℏ٢

Σ٢٢ =M٢٠ ω٢ +
e٢B٢
۴ℏ٢c٢

Σ٣ = ΩνM٢٠ ω٢ (٢ . ١٣٢)
Σ۴ =M٠ωΩν + ΩνM٢٠ c٢

ℏ٢

Σ۵ = −٢M٠ω −M٢٠ ω٢Ω٢ν٢ +
E٢
ℏ٢c٢ +

aeBE

αℏ٢c٢ +
eBm

αℏc
− k٢ − M٢٠ c٢

ℏ٢

ͬ کنیم: م تعریف را جدیدی تابع سازی ساده برای
S(ρ) = exp

(
− ١

٢Σ٢ρ٢ − Σ٣
Σ٢

ρ

)
ρ
√

Σ١R(ρ) (٢ . ١٣٣)

داریم: r =√Σ٢ρ متغیر تغییر کم به ]سپس
d٢
dr٢ +

(١ + ٢√Σ١
r

− ٢Σ٣
Σ٢٣/٢ − ٢r

)
d

dr
+ ٢ +

Σ٣٢
Σ٢٣ − ٢√Σ١ +

Σ۵
Σ٢

− ١
٢r
(۴Σ٣

√
Σ١

Σ٢٣/٢ +
۴Σ۴√
Σ٢

)]
R(r) = ٠

(١٣۴ . ٢)



کیهانͬ ریسمان در هم·ن مغناطیسͬ میدان حضور در کلاین‐گوردون نوسانگر
٢٩ چرخان

بای هیون تابع نیز آن جواب که است کانفلوئنت بای هیون دیفرانسیل معادله معادله، این
گرفتن نظر در با ͬ شود. م نامیده کانفلوئنت

a = ١ + ٢√Σ١
b = − ٢Σ٣

Σ٢٣/٢

c = −٢
d = ٢ +

Σ٣٢
Σ٢٣ − ٢√Σ١ +

Σ۵
Σ٢

(١٣۵ . ٢)

e = − ١
٢
(۴Σ٣

√
Σ١

Σ٢٣/٢ +
۴Σ۴√
Σ٢

)
ͬ رسیم. م زیر معادله به

R′′(r) +
(a
r
+ b+ cr

)
R′(r) + dR(r) +

e

r
R(r) = ٠ (١٣۶ . ٢)

متغیر تغییر از استفاده با
R(r) = e−

cr٢
۴ − br٢ u(r) (٢ . ١٣٧)

ͬ شود. م حاصل زیر معادله
u′′(r) +

[
a− a٢
r٢ +

e− ٢ab
r

− c٢r٢ − ٢bcr + d− c− b٢ − ٢ac
]
u(r) = ٠ (٢ . ١٣٨)

کنیم استفاده زیر حدسͬ روش از اگر
u(r) = eg(r)

g(r) = λr٢ + βr + γlnr (٢ . ١٣٩)
ͬ آید. م دست به زیر معادله

u′′(r)−
[
g′′ + g′

٢]
u(r) = ٠ (١۴٢ . ٠)

u′′ −

[
γ٢ − γ

r٢ +
٢βγ
r

+ ۴λ٢r٢ + ۴λβr + ٢λ+ β٢ + ۴λγ
]
u(r) = ٠ (١۴٢ . ١)

رسید: خواهیم زیر روابط به (١۴٢ . ١) و (٢ . ١٣٨) معادله دو مقایسه از
a٢ − a = γ٢ − γ (٢ . ١۴٢آ)
٢ab− e = ٢βγ (٢ . ١۴٢ب)
c٢ = ۴λ٢ (٢ . ١۴٢ج)
٢bc = ۴λβ (٢ . ١۴٢د)
− d+ c+ b٢ + ٢ac = ٢λ+ β٢ + ۴λγ (٢ . ١۴٢ه)
β٢ = −d+ b٢ (٢ . ١۴٢و)



بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ٣٠
ͬ آوریم. م دست به بالا معادلات از ترتیب به را β و λ ، γ ثابت ضرایب سپس

γ = a (١۴٢ . ٣)
λ = ± c

٢ (١۴۴ . ٢)
β = ±

√
b٢ − d (١۴۵ . ٢)

ͬ رسیم: م زیر رابطه به (٢ . ١۴٢ب) معادله از ، ν −→ ٠ اگر

− ٢ + ٢√Σ١ +
Σ۵
Σ٢

= ٠ (١۴۶ . ٢)

ͬ رسیم: م زیر دوم درجه معادله به سازی ساده از پس

E٢ +

٢acℏ
α

√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢ +

eaB

α

E +

−٢c٢ℏ٢
√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢

+
٢mc٢ℏ٢

α

√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢ − ٢c٢ℏ٢Mω +

eBmℏc
α

− k٢c٢ℏ٢ −M٢c۴
 = ٠

(١۴٢ . ٧)

ͬ آوریم: م دست به را انرژی مقادیر ویژه و

E = −

aeB٢α +
cℏa|m|
αm

√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢

±
√
λ+∆ (١۴٢ . ٨)

λ =
١
۴
aeB

α
+

٢cℏa|m|
αm

√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢

٢
+ ٢Mωℏ٢c٢ + ℏ٢c٢k٢ +M٢c۴ (١۴٢ . ٩)

∆ = ٢ℏ٢c٢
√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢ − cℏeBm

α
− ٢ℏ٢c٢ |m|٢

αm

√
M٢ω٢ +

e٢B٢
۴ℏ٢c٢ (١۵٢ . ٠)

مغناطیسͬ میدان با شده جفت کلاین‐گوردون نوسانگر زاویه ای، فرکانس شدن صفر با
جفت کلاین‐گوردون معادله مشابه رفتارهایی دارای کیهانͬ ریسمان زمان فضا در ی΄نواخت
کیهانͬ ریسمان زمان فضا در ͬ گونه کولن پتانسیل حضور در ی΄نواخت مغناطیسͬ میدان با شده

است.
کننده تعیین که α پارامتر و a چرخش پارامتر به انرژی ترازهای شد داده نشان که همانطور

دارند. بستگͬ است، چرخان کیهانͬ ریسمان زمان فضا در متری ساختار



٣١ دی‐کͬ‐پی معادله

دی‐کͬ‐پی معادله ٢ . ١٢
توصیف به قادر که شد تبدیل غنͬ فرمالیسم ی به ٣٣ پتیو و ٣٢ کمر ، ٣١ دافین پیش·ام کارهای
طور به که ͬ هایی جفت شدگ ͬ باشد. م ی اسپین و صفر اسپین بوزون های برهم΄نش های
عظیمͬ قسمت ͬ گیرند، م قرار بررسͬ مورد ٣۴ پروکا و گوردون ‐ کلاین معادلات در معمول
در بوزون ها دینامی هسته، توسط مزون ها پراکندگͬ توصیف همچون فیزی΄ͬ کاربردهای از
بوزون ها ترمودینامی΄ͬ مشخصات چرخان، چارچوب های غیراینرسͬ اثر و خمیده زمان فضا
ͬ گیرند. برم در را صفر اسپین سیستم های شامل ͬ های بررس تمام و ناجابه جایی فضای در
مثال هایی ٣۵ آهارنوف‐بوهم پتانسیل در و گسترش حال در جهان در برداری بوزون های
خاص نسبیت و ٣۶ اینشتین بوز‐ چ·الش است. ی اسپین سیستم برای کاربردهایی از

هستند. اسپین دو هر سیستم های برای کاربردهایی
معادله در اما دارد شباهت ٣٨ دیراک معادله به ظاهری نظر از ٣٧ دی‐کͬ‐پی معادله
ͬ شود. م استفاده بتا ماتریس های از دی‐کͬ‐پی معادله در و گاما ماتریس های از دیراک
برای بتا مؤلفه ای ١٠ ماتریس های و صفر اسپین بوزون های برای بتا مؤلفه ای ۵ ماتریس های
زیر رابطه از آزاد بوزون ی برای دی‐کͬ‐پی معادله ͬ روند. م کار به ی اسپین بوزون های

[٢۴] ͬ گیریم م نظر در را ℏ = c = ١ و ͬ آید م دست به
(iβµ∂µ −m)ψ = ٠ (١۵٢ . ١)

تانسور و ͬ کنند م تبعیت βµβυβλ + βλβυβµ = gµυβλ + gλυβµ جبر از βµ ماتریس های که
است. gµυ = diag (١−,١−,١−,١) متری

ͬ شود م نوشته زیر صورت به پی دی‐کͬ‐ معادله کمینه، غیر برداری برهم΄نش های با
(iβµ∂µ −m− i [P, βµ]Aµ)ψ = ٠ (١۵٢ . ٢)

صورت به ٣٩ لورنتسͬ تبدیل تحت ψ̄ [P, βµ]ψ و (P ٢ = P, P † = P
) است تصویر عمل·ر P که

بنویسیم ͬ توانیم م باشد، زمان از مستقل پتانسیل اگر ͬ کند. م رفتار بردار ی شبیه ψ̄βµψ

تبدیل زیر معادله به کͬ‐پی دی‐ معادله و است بوزون انرژی E که ψ(r⃗, t) = ϕ(r⃗)exp(−iEt)

ͬ شود: ]م
β٠E + iβi∂i − (m+ i [P, βµ]Aµ)

]
ϕ = ٠ (١۵٢ . ٣)

31Duffin
32Kemmer
33Petiau
34Proca
35Aharonov-Bohm
36Bose-Einstein condensate
37Duffin-Kemmer-Petiau equation
38Dirac
39Lorentz transformation



بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ٣٢

اس΄الر بخش ٢ . ١٢ . ١
زیر صورت به که ͬ کنیم م استفاده βµ ماتریس های برای نمایشͬ از اس΄الر، بوزون های برای

: [٢۵] هستند

β٠ =

 θ ٠̄
٠̄T 0

 , βi =

 ٠̃ ρi

−ρiT 0

 , i = ١,٢,٣ (١۵۴ . ٢)

که
θ =

 ٠ ١
١ ٠

 , ρ١ =

 −١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 (١۵۵ . ٢)

ρ٢ =

 ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠

 ρ٣ =

 ٠ ٠ −١
٠ ٠ ٠


T بالانویس که هستند ٣ × ٣ و ٢ × ٢ ، ٢ × ٣ صفر ماتریس های ترتیب به 0 و ٠̃ ، ٠̄
P = (βµβµ − ١) /٣ = صورت به تصویر عمل·ر اینجا در ͬ کند. م تعیین را ترانهاده ماتریس
کͬ‐ دی‐ اسپینور مؤلفه اولین P حالت این در . [٢۶] شود نوشته ͬ تواند م diag(١, ٠, ٠, ٠, ٠)
که شود نوشته ψT = (ϕ١, ..., ϕ۵) صورت به ͬ تواند م مؤلفه ای ۵ اسپینور ͬ کند. م انتخاب را پی
ͬ کند م حرکت X محور راستای در که بوزون ی برای زمان از مستقل پی کͬ‐ دی‐ معادله

ͬ شود م تجزیه زیر فرم به دارد، بستگͬ x به فقط پتانسیل که این  به توجه با )و
d٢
dx٢ + E٢ −m٢ +A٢٠ −A٢١ +

dA١
dx

−A١
d

dx

)
ϕ١ = ٠ (١۵۶ . ٢)

صورت به اسپینور دی·ر مؤلفه های و
ϕ٢ =

١
m

(E + iA٠)ϕ١
ϕ٣ =

i

m

(
d

dx
+A١

)
ϕ١, ϕ۴ = ϕ۵ = ٠ (١۵٢ . ٧)

ͬ آیند. م دست به

زمان فضا در صفر اسپین برای پی کͬ دی معادله ٢ . ١٣
گودل گونه

کرده معرفͬ خمیده بستر در صفر اسپین برای را پی کͬ دی هم  وردای معادله بخش، این در
زمان های فضا برای D(r) و J(r) ، H(r) توابع برای مم΄ن حالات تمامͬ برای را معادله این و

ͬ کنیم. م حل ۴٠ گودل گونه
40Gödel-type



٣٣ گودل گونه زمان فضا در صفر اسپین برای پی کͬ دی معادله
میدان معادلات برای جدیدی جواب و زمان در سفر ام΄ان ۴١ گودل کورت ١٩۴٩ سال در
با کیهانͬ جهان از مثال اولین اینشتین معادله گودل جواب . [٢٧] داد پیشنهاد را انیشتین
دست به عام نسبیت معادلات استوانه ای متقارن جواب گرفتن نظر در با و است چرخان ماده

: ͬ شوند م داده زیر خطͬ المان توسط جواب ها از گروه این ͬ آید. م

ds٢ = −
(
dt+

H(r)

D(r)
dϕ

)٢
+

١
D٢(r)

(
dr٢ + J٢(r) dϕ٢)+ dz٢ (١۵٢ . ٨)

سام زمان فضا حالت برای داریم. را D(r) و J(r) ، H(r) مختلف توابع ، مورد هر برای که
گودل گونه زمان فضا حالت برای ͬ باشد. م J(r) = αr ، H(r) = αΩr٢ ، D(r) = ١ ۴٢ ریچادری
زمان فضا برای و داریم را J(r) = αr ، H(r) = αΩr٢ ، D(r) = (١ + r٢

۴R٢ ) ۴٣ کروی تقارن با
سیستم ͬ باشد. م J(r) = αr ، H(r) = αΩr٢ ، D(r) = (١ − l٢r٢) ۴۴ هایپربولی΄ͬ گودل گونه
ͬ شود. م تعریف −∞ < (z, t) <∞ و ٠ ≤ ϕ ≤ ٢π ، ٠ ≤ r <∞ نواحͬ در (t, r, ϕ, z) مختصات
ͬ شود، م ناشͬ توپولوژی΄ͬ نقص از که کاستͬ زاویه و پیچش بیانگر ترتیب به α و Ω پارامترهای
بر جرم Θ ͬ کند. م اختیار را (٠, ١] بازه و است α = ١ − ۴Θ صورت به کاستͬ زاویه هستند.
بازه در θ ، ب·یریم نظر در را θ = αϕ متغیر تغییر اگر ͬ باشد. م کیهانͬ ریسمان طول واحد
خمیده، زمان فضا در پی کͬ دی معادله ساختن منظور به ͬ شود. م تعریف ٠ < θ < ٢πα
زمان فضا مختصات eµa(x) تتراد ببریم. کار به را گرانشͬ اسپینͬ اتصال و تتراد ͬ توانیم م
دارای متری تانسور و ͬ کند م مربوط xa مینکوفس΄ͬ زمان فضا متغیرهای به را xµ خمیده

است: زیر فرم

gµν (x) = ηabeµa(x)e
ν
b(x), (١۵٢ . ٩)

تخت زمان فضا متری ηab = diag(− + ++) باشد. برقرار eµa(x)eaν(x) = δµν شرط باید و
دست به (١۵٢ . ٩) معادله از مستقیم طور به را متری مؤلفه های ͬ توانیم م است. مینکوفس΄ͬ

آوریم:

gµν =


−١ ٠ −H(r)

D(r) ٠
٠ ١

D٢(r) ٠ ٠
−H(r)

D(r) ٠ −H٢(r)+J٢(r)
D٢(r) ٠

٠ ٠ ٠ ١

 (١۶٢ . ٠)

41Kurt Gödel
42Som-Raychaudhuri
43Spherically symmetric
44Hyperbolic



بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ٣۴
داشت: خواهیم معکوس متری محاسبه با و هستند x٣ = z و x٢ = φ ،x١ = r ،x٠ = t که

gµν =



H٢(r)
J٢(r) − ١ ٠ −D(r)H(r)

J٢(r) ٠
٠ D٢ (r) ٠ ٠

−D(r)H(r)

J٢(r) ٠ D٢(r)
J٢(r) ٠

٠ ٠ ٠ ١

 (١۶٢ . ١)

باشد. مرتبط ͬ آید، م دست به زیر صورت به که تتراد با ͬ تواند م متری این

eaµ(x) =


١ ٠ H(r)

D(r) ٠
٠ ١

D(r) ٠ ٠
٠ ٠ J(r)

D(r) ٠
٠ ٠ ٠ ١

 , eµa(x) =


١ ٠ −H(r)

J(r) ٠
٠ D (r) ٠ ٠
٠ ٠ D(r)

J(r) ٠
٠ ٠ ٠ ١

 (١۶٢ . ٢)

زیر صورت به خمیده زمان فضا در M جرم با Ψ آزاد فرمͬ میدان ی برای پی کͬ دی معادله
ͬ شود: م نوشته

[iβµ (∂µ + Γµ (x))− (M + S (r))]Ψ = ٠ (١۶٢ . ٣)

Γµ =
١
٢ωµab

[
βa, βb

]
. (١۶۴ . ٢)

و هستند تخت مینکوفس΄ͬ زمان فضا در پی کͬ دی ماتریس های βa ، (١۶۴ . ٢) معادله در
ͬ آید: م دست به زیر رابطه از که است اسپینͬ اتصال ωµab

ωµab = ηa c e
c
ν e

σ
bΓ

ν
σµ − ηa c e

ν
b ∂µe

c
ν . (١۶۵ . ٢)

ͬ شوند. م تعریف زیر صورت به که هستند کریستوفل نمادهای (١۶۵ . ٢) معادله در Γµ
ij

Γµ
ij =

١
٢gµν

{
∂gνi
∂qj

+
∂gνj
∂qi

− ∂gij
∂qν

}
, (١۶۶ . ٢)



٣۵ گودل گونه زمان فضا در صفر اسپین برای پی کͬ دی معادله
ͬ شوند. م نوشته زیر صورت به صریح طور به ، (١۵٢ . ٨) متری برای که

Γt٠١ = Γt١٠ =
H (r) (−H (r)D′ (r) +D (r)H ′ (r))

٢D (r) J٢ (r) (٢ . ١۶٧آ)
Γt١٢ = Γt٢١ =

١
٢D٢ (r) J٢ (r)

(
−H٣ (r)D′ (r) +D (r)H٢ (r)H ′ (r) (٢ . ١۶٧ب)

+D (r) J٢ (r)H ′ (r) +H (r) J (r)
(
J (r)D′ (r)− ٢D (r) J ′ (r)

))
Γr٠٢ = Γr٢٠ =

١
٢
(
−H (r)D′ (r) +D (r)H ′ (r)

) (٢ . ١۶٧ج)
Γr٣٣ =

١
D (r)

(
−H٢ (r)D′ (r) +D (r)H (r)H ′ (r) +J (r)

(
J (r)D′ (r)−D (r) J ′ (r)

))
(٢ . ١۶٧د)

Γr٢٢ = −D
′ (r)

D (r)
(٢ . ١۶٧ه)

Γφ٠١ = Γφ١٠ =
H (r)D′ (r)−D (r)H ′ (r)

٢J٢ (r) (٢ . ١۶٧و)
Γφ١٢ = Γφ٢١ =

H٢ (r)D′ (r)− ٢J٢ (r)D′ (r)−D (r)H (r)H ′ (r) + ٢D (r) J (r) J ′ (r)

٢D (r) J٢ (r)
(٢ . ١۶٧ز)

ͬ آیند. م دست به اسپینͬ اتصال ماتریس های (١۶۵ . ٢) معادله از بنابراین،

ωt١٢ = −ωt٢١ =
H ′ (r)D (r)−D′ (r)H (r)

٢J (r)
=
D٢ (r)
٢J (r)

d

dr

(
H (r)

D (r)

)
(٢ . ١۶٨آ)

ωr٠٢ = −ωr٢٠ =
H ′ (r)D (r)−D′ (r)H (r)

٢J (r)D (r)
=

D (r)

٢J (r)

d

dr

(
H (r)

D (r)

)
(٢ . ١۶٨ب)

ωφ٠١ = −ωφ١٠ =
−H ′ (r)D (r) +D′ (r)H (r)

٢D (r)
= −D (r)

٢
d

dr

(
H (r)

D (r)

)
(٢ . ١۶٨ج)

ωφ١٢ = −ωφ٢١ =
H (r) (H ′ (r)D (r)−D′ (r)H (r))

٢J (r)D (r)
+

٢J (r) (J (r)D′ (r)− J ′ (r)D (r))

٢J (r)D (r)

(٢ . ١۶٨د)
= −H (r)D (r)

٢J (r)

d

dr

(
H (r)

D (r)

)
−D (r)

d

dr

(
H (r)

D (r)

)



بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ٣۶
ببریم کار به تخت زمان فضا در پی کͬ دی ماتریس های برای را زیر نمایش اگر

β٠ =



٠ ١ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠


, β١ =



٠ ٠ −١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠



β٢ =



٠ ٠ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠


, β٣ =



٠ ٠ ٠ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠



(١۶٢ . ٩)

باشد زیر صورت به تتراد برحسب آن ها رابطه و
βµ (x) = eµa β

a, (٢ . ١٧٠)
آوریم: دست به (١۵٢ . ٨) متری با خمیده زمان فضا در را پی کͬ دی ماتریس های ͬ توانیم م ،

βt =



٠ ١ ٠ H(r)
J(r) ٠

١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠

H(r)
J(r) ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠


, βr =



٠ ٠ −D(r) ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠

D(r) ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠



βφ =



٠ ٠ ٠ −D(r)
J(r) ٠

٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠

D(r)
J(r) ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠


, βz =



٠ ٠ ٠ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠



(٢ . ١٧١)

ͬ یابد. م تقلیل زیر فرم به (١۶٢ . ٣) معادله در دوم جمله سپس

βµ (x) Γµ (x) =



٠ ٠ D′ (r)− D(r)J ′(r)
J(r) ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠


(٢ . ١٧٢)



٣٧ گودل گونه زمان فضا در صفر اسپین برای پی کͬ دی معادله
ͬ نویسیم م زیر صورت به را پی کͬ دی اسپینور

Ψ(t, r, φ, z) = e−iEt+imφ+ikz



C١ (r)
C٢ (r)
C٣ (r)
C۴ (r)
C۵ (r)


(٢ . ١٧٣)

سپس است. z جهت راستای در موج عدد k و مغناطیسͬ کوانتومͬ عدد m انرژی، En,m که
ͬ آوریم: م دست به را زیر معادله ͷپن قبلͬ، شده ذکر نتایج و (١۶٢ . ٣) معادله از

−EH(r)C۴ (r) +D(r)
(
ιC۴ (r)− iC٣ (r) J ′(r)

)
+ (٢ . ١٧۴آ)

J(r)
(
−MC١ (r) + EC٢ (r) + kC۵ (r) + iC٣ (r)D′ (r)− iD (r)C ′٣ (r)

)
= ٠

EC١ (r)−MC٢ (r) = ٠ (٢ . ١٧۴ب)
− iD (r)C١′ (r)−MC٣ (r) = ٠ (٢ . ١٧۴ج)
(−mD (r) + EH (r))C١ (r)−MC۴ (r) J (r) = ٠ (٢ . ١٧۴د)
kC١ (r) +MC۵ (r) = ٠ (٢ . ١٧۴ه)

داشت: خواهیم کنیم، حل Φ١ (r) برای را بالا معادلات اگر
C٢ (r) =

EC١ (r)
M

, (٢ . ١٧۵آ)
C٣ (r) = −

iD(r)C ′١(r)
M

, (٢ . ١٧۵ب)
C۴ (r) =

C١(r)(−mD(r) + EH(r))

MJ(r)
, (٢ . ١٧۵ج)

C۵ (r) =
−kC١(r)

M
. (٢ . ١٧۵د)

ͬ آوریم: م دست به را زیر معادله روابط، این ترکیب با
(١٧۶ . ٢)

C ′′١ (r)+
C ′١(r)J ′(r)

J(r)
+


(E٢ − k٢ −M٢)

D(r)٢
− E٢

H(r)٢
D(r)٢J(r)٢

− ٢EmH(r)

D(r)J(r)٢
− m٢
J(r)٢

C١(r) = ٠.

تخت گودل گونه زمان فضا در پی کͬ دی معادله حل ٢ . ١٣ . ١
ͬ کنیم م حل ریچادری سام زمان فضا در صفر اسپین برای را پی کͬ دی معادله بخش، این در
،D (r) = ١ داریم: حالت این برای ͬ آوریم. م دست به را توابع ویژه و انرژی مقادیر ویژه سپس و

ͬ گیرد: م را زیر فرم پی کͬ دی معادله بنابراین .J (r) = αr و H (r) = αΩr٢

C١′′(r)+
C١′(r)
r

+

(
E٢ (−r٢Ω٢ + ١)− ٢EmΩ

α
− k٢ − m٢

α٢r٢ −M٢
)
C١(r) = ٠. (٢ . ١٧٧)



بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ٣٨
ͬ بریم. م کار به را r٢ = s متغیر تغییر

(٢ . ١٧٨)
C١′′(s) +

C١′(s)
s

+
١
s٢
(
−s

٢E٢
Ω٢

۴ +
١
۴(E٢ − ٢EmΩ

α
− k٢ −M٢)s− m٢

۴α٢
)
C١(s) = ٠.

ͬ آیند م دست به زیر رابطه از انرژی مقادیر ویژه

(٢n+ ١)√A+ ٢√AC −B = ٠ (٢ . ١٧٩)

هستند: زیر صورت به فیزی΄ͬ پارامترهای برحسب C و B ،A که

A =
E٢Ω٢

۴ , (٢ . ١٨٠آ)
B =

١
۴
(
E٢ −M٢ − k٢ − ٢EmΩ

α

)
, (٢ . ١٨٠ب)

C =
m٢
۴α٢ . (٢ . ١٨٠ج)

ͬ آوریم: م دست به را زیر رابطه ، (٢ . ١٧٩) انرژی مقداری ویژه معادله در C و B ،A دادن قرار با

(٢n+ ١) Ω٢ |E|+ |E|Ω|m|
٢α − ١

۴
(
M٢ − E٢ − k٢ − ٢EΩm

α

)
= ٠ (٢ . ١٨١)

با: است برابر (E > ٠) ذره انرژی که

En = Ω+ ٢nΩ+
mΩ

α
+

Ω|m|
α

+ ٢
√
k٢
۴ +

M٢
۴ +

(
Ω

٢ + nΩ+
mΩ

٢α +
Ω|m|
٢α

)٢ (٢ . ١٨٢)

با: است برابر نیز (E < ٠ ) پاد ذره انرژی و

En = −Ω−٢nΩ+
mΩ

α
− Ω|m|

α
−٢
√
k٢
۴ +

M٢
۴ +

(
−Ω

٢ − nΩ+
mΩ

٢α − Ω|m|
٢α

)٢ (٢ . ١٨٣)

انرژی ترازهای تبه·نͬ رفتن بین از به منجر توپولوژی΄ͬ نقص حضور که ͬ شود م ملاحظه
انرژی مقادیر ویژه سپس شوند. متفاوت پاد ذره و ذره انرژی های که ͬ شود م باعث و ͬ شود م

ͬ کنیم. م رسم E < ٠ بازه در مختلف پارامترهای برای Ω و α به نسبت را



٣٩ گودل گونه زمان فضا در صفر اسپین برای پی کͬ دی معادله

Ω برای k = ٢ و M = ١ ، m = ٢ پارامترهای با ، n = ١٠ برای En(α) :۴ . ٢ ش΄ل
مختلف. های

Ω برای k = ١ و M = ١ ، m = −٢ پارامترهای با ، n = ١٠ برای En(α) :۵ . ٢ ش΄ل
مختلف. های



بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ۴٠

های α برای k = ١ و M = ١ ، m = ٢ پارامترهای با ، n = ١٠ برای En(Ω) :۶ . ٢ ش΄ل
مختلف.

شده رسم Ω = ٠٫٣, ٠٫۵, ٠٫٧ برای ۵ . ٢ و ۴ . ٢ ش΄ل های در α از تابعͬ صورت به انرژی طیف
طیف ͬ یابد. م کاهش α افزایش با انرژی مطلق قدر که ͬ کنیم م مشاهده ۶ . ٢ ش΄ل در است.
ͬ توانیم م ͬ شود. م داده نشان α = ٠٫۵, ٠٫٧, ١ برای ۶ . ٢ ش΄ل در Ω از تابعͬ صورت به انرژی

کنیم: بازنویسͬ زیر صورت به را (٢ . ١٧۵آ) معادلات

C١ (r) = r
|m|
α e−

|E|Ω٢ r٢
L

|m|
α

n

(
|E|Ωr٢) , (٢ . ١٨۴آ)

C٢ (r) =
E

M

(
r

|m|
α e−

|E|Ω٢ r٢
L

|m|
α

n

(
|E|Ωr٢)) (٢ . ١٨۴ب)

C٣ (r) =
٢ir−١+ |m|٢α e−

|E|Ω٢ r٢

M

(
r٢|E|ΩL١+ |m|

α

n−١
(
|E|Ωr٢)+ (r٢ |E|Ω

٢ − |m|
٢α
)
L

|m|
α

n

(
|E|Ωr٢))

(٢ . ١٨۴ج)

C۴ (r) =
r−١+ |m|

α e−
|E|Ω٢ r٢ (

−m+ Er٢αΩ
)

Mα
L

|m|
α

n

(
|E|Ωr٢) (٢ . ١٨۴د)

C۵ (r) =
−r

|m|
α e−

|E|Ω٢ r٢
k

M
L

|m|
α

n

(
|E|Ωr٢) . (٢ . ١٨۴ه)

ͬ دهد. م نشان را یافته تعمیم لاگر جمله ای چند L
|m|
α

n (x) که



۴١ گودل گونه زمان فضا در صفر اسپین برای پی کͬ دی معادله

k = ١ و M = ١ ، m = ٢ ، Ω = ٠٫۵ پارامترهای با n = ١ برای |C١(r)|٢ :٢ . ٧ ش΄ل
مختلف. های α برای

٢ . ٧ ش΄ل در α مختلف مقادیر ازای به موج تابع اول مؤلفه برای |C١(r)|٢ احتمال چ·الͬ
r کمتر مقادیر سمت به چ·الͬ قله α افزایش با که ͬ کنیم م مشاهده است. شده داده نشان

ͬ رود. م

کروی متقارن گودل گونه زمان فضا در پی کͬ دی معادله حل ٢ . ١٣ . ٢
با کروی متقارن گودل گونه زمان فضا در صفر اسپین برای را پی کͬ دی معادله اینجا، در

ͬ کنیم. م حل J (r) = αr و H (r) = αΩr٢ ، D (r) =
(١ + r٢

۴R٢
)

(١٨۵ . ٢)
C١′′(r)+

C١′(r)
r

+

−
١۶R۴ (E٢ (

r٢Ω٢ − ١)+ k٢ +M٢)(
r٢ + ۴R٢(٢ +

٨EmR٢Ω
α
(
r٢ + ۴R٢) − m٢

α٢r٢

C١(r) = ٠

ͬ آیند: م دست به زیر رابطه از انرژی مقادیر ویژه

− ١٢ − ٢n− (n− ١)n− ζ٢ − ٢ζ٣ + ٢
√
ζ٣
( ١۴ + ζ١ + ζ٢ + ζ٣

)
+
(١ + ٢n)(−√ζ٣ +

√ ١۴ + ζ١ + ζ٢ + ζ٣
)

= ٠ (١٨۶ . ٢)



بوزون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ۴٢
ͬ باشند: م زیر صورت به فیزی΄ͬ پارامترهای برحسب ζ٣ و ζ٢ ، ζ١ که

ζ١ = ۴R۴E٢Ω٢ +
٢EmΩR٢

α
+

m٢
۴α٢ , (٢ . ١٨٧آ)

ζ٢ = R٢ (E٢ − k٢ −M٢)− ٢EmΩR٢
α

− m٢
٢α٢ , (٢ . ١٨٧ب)

ζ٣ =
m٢
۴α٢ . (٢ . ١٨٧ج)

به را (٢ . ١٧۵آ) معادلات ͬ توانیم م ͬ گیریم. م نظر در مثبت را m سازی ساده برای بنابراین
کنیم: بازنویسͬ زیر صورت

C١ (r) = r٢√ζ٣
(١ + r٢) ١٢−

√ ١۴+ζ١+ζ٢+ζ٣
P

(
٢√ζ٢−,٣√ ١۴+ζ١+ζ٢+ζ٣

)
n

(١ + ٢r٢) , (٢ . ١٨٨آ)
C٢ (r) =

E

M

(
r٢√ζ٣

(١ + r٢) ١٢−
√ ١۴+ζ١+ζ٢+ζ٣

P

(
٢√ζ٢−,٣√ ١۴+ζ١+ζ٢+ζ٣

) (١ + ٢r٢)) ,
(٢ . ١٨٨ب)

C٣ (r) = −٢ir−٢+١√ζ٣
M

(١ + r٢)− ١٢− ١٢
√١+۴(ζ١+ζ٢+ζ٣) (١ + r٢

۴R٢
)(

r٢ (١ + r٢)
×
(١ + n+ ٢√ζ٣ −

√١ + ۴ (ζ١ + ζ٢ + ζ٣)
)
P

(
٢+١√ζ٢−٣,١√ ١۴+ζ١+ζ٢+ζ٣

)
n−١

(١ + ٢r٢)
+
(١ + r٢)√ζ٣P

(
٢√ζ٢−,٣√ ١۴+ζ١+ζ٢+ζ٣

)
n

(١ + ٢r٢)− r٢
٢
(
−١ +

√١ + ۴ (ζ١ + ζ٢ + ζ٣)
)

×P

(
٢√ζ٢−,٣√ ١۴+ζ١+ζ٢+ζ٣

)
n

(١ + ٢r٢)
(٢ . ١٨٨ج)

C۴ (r) =
r−٢+١√ζ٣(١+r٢)

١٢−
√ ١۴+ζ١+ζ٢+ζ٣

Mα

(
m
(١ + r٢

۴R٢
)
+ Er٢αΩ

)
×P

(
٢√ζ٢−,٣√ ١۴+ζ١+ζ٢+ζ٣

)
n

(١ + ٢r٢) (٢ . ١٨٨د)

C۵ (r) = C۵ (r) =
k

M

r٢√ζ٣
(١ + r٢) ١٢−

√ ١۴+ζ١+ζ٢+ζ٣
P

(
٢√ζ٢−,٣√ ١۴+ζ١+ζ٢+ζ٣

)
n

(١ + ٢r٢) .

(٢ . ١٨٨ه)

هایپربولی΄ͬ گودل گونه زمان فضا در پی کͬ دی معادله حل ٢ . ١٣ . ٣
حل هایپربولی΄ͬ گودل گونه زمان فضا در صفر اسپین برای را پی کͬ دی معادله بخش، این در
بنابراین .J(r) = αr و H(r) = αΩr٢ ، D(r) =

(١ − l٢r٢) داریم: حالت این برای ͬ کنیم. م



۴٣ گودل گونه زمان فضا در صفر اسپین برای پی کͬ دی معادله
ͬ گیرد: م را زیر فرم پی کͬ دی معادله

(٢ . ١٨٩)
C١′′(r) +

١
r
C١′(r) +

−
E٢ (r٢Ω٢ − ١)+ k٢ +M١)٢ − l٢r٢(٢ +

٢EmΩ

α
(١ − l٢r٢) − m٢

α٢r٢

C١(r) = ٠

ͬ آید: درم زیر صورت به (٢ . ١٨٩) معادله ͬ گیریم. م نظر در را s = l٢r٢ متغیر تغییر
(٢ . ١٩٠)

C١′′(s) +
١
s
C١′(s) +

−
E٢ ( sΩ٢

l٢ − ١)+ k٢ +M٢

۴l٢s(١ − s)
٢ +

EmΩ

٢l٢sα (١ − s)
− m٢

۴α٢s٢

C١(s) = ٠

دست به زیر رابطه از را انرژی مقادیر ویژه و ͬ کنیم م استفاده NU روش از بالا معادله حل برای
ͬ آوریم: م

١
٢ + ٢n+ (n− ١)n− ξ٢ + ٢ξ٣ + ٢

√
ξ٣
( ١

۴ + ξ١ − ξ٢ + ξ٣
)

+
(١ + ٢n)

√ξ٣ +

√
١
۴ + ξ١ − ξ٢ + ξ٣

 = ٠ (٢ . ١٩١)

هستند: زیر صورت به فیزی΄ͬ پارامترهای برحسب ξ٣ و ξ٢ ، ξ١ که
ξ١ =

E٢Ω٢
۴l۴ +

EmΩ

٢l٢α +
m٢
۴α٢ (٢ . ١٩٢)

ξ٢ =
E٢ − k٢ −M٢

۴l٢ − EmΩ

٢l٢α +
m٢
٢α٢ (٢ . ١٩٣)

ξ٣ =
m٢
۴α٢ (١٩۴ . ٢)

داریم: و ͬ گیریم م نظر در مثبت را m پارامتر سازی، ساده برای قبل مانند

C١(r) = l٢
√

ξ٣r٢√ξ٣
(١ − l٢r٢) ١٢+

√ ١۴+ξ١−ξ٢+ξ٣
Pn

(
٢√ξ٣,٢

√ ١۴+ξ١−ξ٢+ξ٣
) (١ − ٢l٢r٢)

(١٩۵ . ٢)
C٢(r) =

EC١(r)
M

(١٩۶ . ٢)

C٣(r) = −
i
(١ − l٢r٢)C١′(r)

M
(٢ . ١٩٧)

C۴(r) =
C١(r)

(
m
(١ − l٢r٢)+ EαΩr٢)

Mαr
(٢ . ١٩٨)

C۵(r) =
kC١(r)
M

(٢ . ١٩٩)
تبه·نͬ رفتن بین از به منجر است، توپولوژی΄ͬ نقص که α پارامتر که ͬ کنیم م مشاهده بنابراین

ͬ شود. م انرژی ترازهای





٣ فصل
نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع

فرمیون ها

خمیده زمان فضا در دیراک معادله ٣ . ١
ͬ شود: م نوشته زیر صورت به و ͬ کند م توصیف را ١٢ اسپین با فرمیون ذرات دیراک معادله

iℏ
∂

∂t
Ψ =

(
α.Pc+ βmc٢

)
Ψ (٣ . ١)

به که هستند ۴ × ۴ ماتریس های β و α⃗ ͬ باشد. م تخت فضای در هم وردا نسبیتͬ معادله این
: ͬ شوند م تعریف زیر صورت

α⃗ = α١ ê١ + α٢ ê٢ + α٣ ê٣ (٣ . ٢)

β =


١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠ −١

 =

 I ٠
٠ −I

 (٣ . ٣)

۴۵



فرمیون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ۴۶
نوشته زیر صورت به گاما ماتریس های برحسب مینکوفس΄ͬ تخت فضای در دیراک معادله

: ͬ شود م
iℏ γa

∂ψ

∂xa
− mcψ = ٠ a = ٠ , ١ , ٢ , ٣ (۴ . ٣)

: ͬ شود م تعریف زیر صورت به γ a که
γ٠ = β

γi = βαi i = ١,٢,٣ (۵ . ٣)
ͬ کنیم. م استفاده گاما ماتریس های از خمیده زمان فضا در دیراک معادله ایجاد منظور به

ͬ آيند: م دست به زیر رابطه از که هستند یافته تعمیم دیراک ماتریس های γµ(x)

γµ(x) = eµa(x)γ
a (۶ . ٣)

ͬ کنند. م تبعیت ١ کلیفورد یافته تعمیم جبر از دیراک های ماتریس
{γ µ(x)γυ(x)} = ٢gµυ(x) (٣ . ٧)

نوشت: زیر صورت به را خمیده فضای در یافته تعمیم دیراک معادله ͬ توان م بنابراین
[i eµa γ

a (∂µ + Γµ) − m] ψ = ٠ (٣ . ٨)
: [٢٨] ͬ آیند م دست به زیر رابطه از که هستند ٢ اسپینͬ اتصال دهنده های Γµ

Γµ = − ١
٨ ωµab

[
γ a, γ b

] (٣ . ٩)
اتصال ω a

µ b و هستند مینکوفس΄ͬ زمان فضا در استاندارد دیراک ماتریس های γ a (x) که
زیر رابطه توسط که ͬ دهد م نشان را ٣ اسپینͬ

ω a
µ b = ηā c̄e

a
ν e

σ
b Γ

ν
σµ − ηā c̄ e

a
ν ∂µ e

ν
b (٣ . ١٠)

کریستوفل نمادهای Γ ν
σµ ͬ آید. م دست به (a , b) =

(٠, ١ , ٢ , ٣) و (µ , ν) =
(٠, ١ , ٢ , ٣) با

مختصات مجموعه ی مؤلفه های qi که بیایند دست به زیر فرم از ͬ توانند م و هستند دوم نوع
ͬ باشند. م (q١ , q٢ , q٣)

Γµ
ij =

١
٢ g µk

[
∂gik
∂qj

+
∂gjk
∂qi

− ∂gij
∂qk

]
(٣ . ١١)

1Clifford generalized algebra
2Spinor affine connections
3Spin connection



۴٧ هایپربولی΄ͬ پتانسیل حضور در دیراک معادله تقریبی حل

هایپربولی΄ͬ پتانسیل حضور در دیراک معادله تقریبی حل ٣ . ٢

فیزی΄ͬ سیستم های در کوانتومͬ م΄انی شروع نقطه عنوان به ͬ توان م را شرودینگر معادله
– کلاین معادلات کوانتومͬ، م΄انی در نسبیتͬ بحث های شدن مطرح با گرفت. نظر در
در که پتانسیل هایی . [٢٩] ͬ دهند م اختصاص خود به را مطالعات اساس دیراک و گوردون
محدود بسیار دارند، را کامل پذیری حل قابلیت دیراک و گوردون – کلاین معادلات چارچوب
مهمترین از ی΄ͬ عنوان به ͬ توان م دارند، نمایی فرم که پتانسیلͬ های میدان از ͬ باشند. م
بسیار گذشته دهه در که برد نام دیراک و گوردون – کلاین معادلات در حل قابل پتانسیل های

.[٣١ ،٣٠] گرفته اند قرار توجه مورد
اما برابر ی΄دی·ر با S(r) و V (r) اس΄الر و برداری پتانسیل های اندازه آن در که را حالتͬ
معادله جواب های و ͬ نامند م ۴ اسپینͬ شبه تقارن S(r) ≃ −V (r) هستند مختلف علامت با
شرط برداری و اس΄الر های پتانسیل اگر . [٣٣ ،٣٢] هستند اسپینͬ شبه تقارن دارای دیراک
شبه تقارن . [٣۴] است اسپینͬ تقارن دارای دیراک هامیلتونͬ ، کنند ارضا را S(r) ≃ V (r)

، است d(S(r) + V (r))/dr = ٠ شرط تحت دیراک هامیلتونͬ برای دقیق تقارن ی اسپینͬ
[٣۶ ،٣۵] باشد d(−S(r)+V (r))/dr = ٠ شرط تحت دقیق تقارن ی اسپینͬ تقارن که هنگامͬ
تحت که وضعیتͬ در دیراک معادله برای S(r) ≃ − V (r) حالت تحلیلͬ حل های به اینجا در .
حالت در هایپربولی΄ͬ پتانسیل ͬ پردازیم. م دارد، قرار شبه اسپینͬ متقارن نمایی پتانسیل تأثیر
مورد طیف روی م΄ان مختصه به وابسته جرم تأثیرات و [٣٨ ،٣٧] شده بررسͬ نیز نسبیتͬ غیر

: [٢٩] ͬ باشد م زیر صورت به پتانسیل صریح فرم . [٣٩] است گرفته قرار مطالعه

V (r) = − V٠ sinhp(r/٢d)
coshq(r/٢d) (٣ . ١٢)

q و p واسطه به دارند. دلالت چاه عرض و عمق بر ترتیب به d و V٠ پتانسیلͬ پارامترهای آن در که
ͬ کند م تعریف p = −٢ , ٠ , ..., q و q = −٢ , ٠ , ٢ , ۴ , ۶ با را پتانسیل ها از گروهͬ بالا عبارت
معادله فرم به ͬ توان م را شرودینگر معادله باشد، q = ۴,۶ آن در که حالتͬ برای . [٣٧]
معادلات از ش΄لͬ به را دیراک معادله داریم قصد اینجا در .[۴٠] نوشت هیون کانفلوئنت
مناسب تبدیلات از استفاده با را کار این . کنیم تبدیل [۴٢ ،۴١] هیون کانفلوئنت دیفرانسیل
هایپربولی پتانسیل ٣ . ١ ش΄ل در ͬ دهیم. م انجام (p, q) = (۴,۶) حالت برای r متغیر در

ͬ دهد. م نشان را پتانسیل چاه و است شده رسم r برحسب

4Pseudospin symmetry



فرمیون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ۴٨

.d = ٠٫۵ و V٠ = ٢٠٠ ازای به r برحسب هایپربولی پتانسیل نمودار :٣ . ١ ش΄ل

دیراک معادله کلͬ فرم ٣ . ٢ . ١
: [۶۵] نوشت صورت این به ͬ توان م را دیراک معادله ، µ′ جرم با ذره ای برای

[
α⃗.p⃗ + β

[
µ′ + S(r)

]
+ V (r) − E

]
Ψ(r) = ٠ (٣ . ١٣)

هستند: ۴ × ۴ ماتریس های نیز β و α⃗ است. خطͬ تکانه p⃗ و انرژی دهنده نشان E آن در که

α⃗ =

 ٠ σ

σ ٠
 , β =

 ٠ I

−I ٠
 (١۴ . ٣)

٢ × ٢ واحد ماتریس و ۵ پائولͬ ماتریس های دهنده نمایش ترتیب به I و σ ماتریس های و
معمولͬ کوانتومͬ عدد ) n کوانتومͬ اعداد با نیز را دیراک اسپینوری کروی تقارن ͬ باشند. م
m و ( ٧ مداری زاویه ای تکانه کوانتومͬ عدد ) ℓ ، ( ۶ مدار ‐ اسپین کوانتومͬ عدد ) κ ، (

: ͬ دهیم م نشان زیر ش΄ل به ( زاویه ای تکانه z مؤلفه کوانتومͬ (عدد

Ψ(r) =
١
r

 F (r)Y ℓ
jm (θ, ϕ)

iG(r)Y ℓ̃
jm (θ, ϕ)

 (١۵ . ٣)

G(r)/r و F (r)/r و است j = ℓ ± ١/٢ که κ = ± (j + ١/٢) همچنین و ℓ̃ = ℓ + ١ آن در که
(٣ . ١٣) معادله در (١۵ . ٣) معادله جای·ذاری با ͬ باشند. م دیراک اسپینوری شعاعͬ قسمت های

: داشت خواهیم را زیر شده جفت معادله )دو
d

dr
+
k

r

)
F (r) −

[
µ′ + E − V (r) + S(r)

]
G(r) = ٠ (١۶ . ٣)

5Pauli matrix
6Spin-orbit
7Orbital angular momentum



۴٩ هایپربولی΄ͬ پتانسیل حضور در دیراک معادله تقریبی حل
(
d

dr
− k

r

)
G(r) −

[
µ′ − E + V (r) + S(r)

]
F (r) = ٠ (٣ . ١٧)

درجه دیفرانسیل معادله دو ، (٣ . ١٧) رابطه در (١۶ . ٣) رابطه از F (r) مقدار جای·ذاری با حال
آورد: خواهیم دست به دو

(٣ . ١٨){
d٢
dr٢ − k(k − ١)

r٢ +
(
µ′ − E + C

)
[V (r)− S(r)]

}
G(r) =

[
µ′

٢ − E٢ + C(µ′ + E)
]
G(r)

(٣ . ١٩){
d٢
dr٢ − k(k + ١)

r٢ −
(
µ′ + E − C ′) [V (r) + S(r)]

}
F (r) =

[
µ′

٢ − E٢ − C ′(µ′ − E)
]
F (r)

.C ′ = V (r) − S(r) (dC ′/dr = ٠) و C = V (r) + S(r) (dC/dr = ٠) : داریم آن در که

هیون کانفلوئنت معادله ساختار و هایپربولی΄ͬ پتانسیل مدل ٣ . ٢ . ٢

C = V (r) + و (٣ . ١٨) معادله در آن دادن قرار و (p, q) = (۴,۶) با پتانسیلͬ گرفتن نظر در با
مرکز از گریز جمله معادل ازجمله ای استفاده همچنین و S(r)

١
r٢ ≃ ١

۴ sinh٢(r/٢d) (٣ . ٢٠)
: داشت ]خواهیم

d٢
dx٢ − ۴d٢

(
k(k − ١)

۴ sinh٢(x) − MV٠ sinh۴ (x)
cosh۶(x) − ε

)]
G(x) = ٠ (٣ . ٢١)

: داریم آن در که
x = r/٢d
M = µ′ − E + C (٣ . ٢٢)
ε = µ′٢ − E٢ + C(µ+ E)

G(y) = eAyf(y) صورت به را G(x) موج تابع ، y = ١/ cosh٢ (x) تبدیل گرفتن نظر در با
زیر اختصارات از استفاده با و ͬ نویسیم م

a١ = − ١
۴d٢k(k − ١)− d٢MV٠ − d٢ε

a٢ = a١ + d٢MV٠ (٣ . ٢٣)
: ͬ آوریم م دست به f(y) برای را زیر دیفرانسیل معادله

(٢۴ . ٣){
d٢
dy٢ +

(
٢A+

١
y
− ١/٢

١ − y

)
d

dy
+

[
A+ a١
y

+
a٢ −A/٢

١ − y
− d٢ε

y٢ − d٢k(k − ١)/۴
(١ − y)

٢
]}

f(y) = ٠



فرمیون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ۵٠
کار به را f(y) = yp

′
(١ − y)q

′
H(y) تبدیل اگر حال ͬ باشد. م A٢ = − d٢MV٠ آن در که

: آورد خواهیم دست به H(y) برحسب دومͬ مرتبه دیفرانسیل معادله بار این ببریم،
(٢۵ . ٣){

d٢
dy٢ +

(
٢A+

١ + ٢p′
y

− ٢q′ + ١/٢
١ − y

)
d

dy
+

[(
٢Ap′ +A+ a١ − ٢p′q′ − q′ − p′

٢
) ١
y

+

(
a٢ − A

٢ − ٢Aq′ − ٢p′q′ − q′ − p′

٢
) ١

١ − y

]}
H(y) = ٠

و p′ (p′ − ١) + p′ − d٢ε = ٠ روابط در ترتیب به باید معادله این در q′ و p′ های ثابت که
هیون گونه معادله آوردن دست به منظور به q′ (q′ − ١) + q′/٢ − (١/۴) d٢k(k − ١) = ٠

بنویسیم: زیر صورت به را (٢۵ . ٣) معادله اگر کنند. صدق }کانفلوئنت
d٢
dy٢ +

(
٢A +

١ + B ١
y

+
١ + B٢
y − ١

)
d

dy
+
B٣y + B۴
y(y − ١)

}
H(y) = ٠ (٢۶ . ٣)

B١ = ٢p′
B٢ = ٢q′ − (١/٢) (٣ . ٢٧)
B٣ = ٢A(p′ + q′) + a١ − a٢ + ٣A/٢
B۴ = (١ + ٢p′)(q′ −A)− a١ + p′/٢

[۴٢] کنیم مقایسه زیر معادله با را آن }و
d٢
dρ٢ +

(
α +

β + ١
ρ

+
γ + ١
ρ− ١

)
d

dρ
+

(
µ

ρ
+

ν

ρ− ١
)}

H(ρ) = ٠ (٣ . ٢٨)

که نوشت H(y) = HeunC(α, β , γ , δ , η , y) ش΄ل به را (٢۶ . ٣) معادله جواب های ͬ توان م
نامنظم تکینگͬ با y → ∞ حدی حالت در و منظم تکینگͬ با y = ١ و y = ٠ نقطه دو در

: [۴٢] ͬ آیند م دست به زیر صورت به (٢۶ . ٣) معادله جواب های هستیم. مواجه

H(y) = HeunC(α, β, γ, δ, η, y) =

∞∑
n=٠

dny
n (٣ . ٢٩)

، d−١ = ١ و d٠ = ١ شرایط با A′
n dn = B′

n dn−١ + C ′
n dn−٢ رابطه در dn ضرایب آن در که

: از عبارتند ͽجم این در ضرایب ͬ کند. م صدق d٠ = ١ و d−١ = ٠ اولیه شرایط با
A′

n = ١ + β/n

B′
n = ١ + (β + γ − α− ١)/n+ (η − β)/٢ + (γ − α)(β + ١)/n٢ (٣ . ٣٠)

C ′
n = α(δ/α+ (β + γ)/٢ + n− ١)/n٢



۵١ برداری و اس΄الر پتانسیل های حضور در دیراک معادله
حالت باشیم. داشته را C ′

n → ٠ و B′
n → ١ ، A′

n → ١ حدی حالت های باید ، n → ∞ اگر که
تعریف پارامترهای گیریم. مͬ نظر در HeunC (α , β , γ , δ , η , y) = ١ تابع برای را بهنجار

کنند. صدق زیر رابطه دو در که باشند گونه ای به باید اخیر معادله در شده
µ = (١/٢)(α− β − γ + β(α− γ))− η

ν = (١/٢)(α+ β + γ + γ(α+ β)) + δ + η (٣ . ٣١)
: داریم را پارامترها به مربوط معادلات از مجموعه ای قسمت این در

α = ٢A β = B١ γ = B٢
µ = −B۴ ν = B٣ +B۴
η = A(١ + ٢B١) +B۴ − ١

٢(B١ +B٢ +B١B٢) (٣ . ٣٢)
δ = B٣ −A(٢ +B١ +B٢)

دو ، y برای N ≥ ٠ درجه از هیون کانفلوئنت جمله ای چند آوردن دست به برای همچنین
زیر شرط

δ = −α
(
N + ١ +

β + γ

٢
)

∆N+١ = ٠ (٣ . ٣٣)
.[۴٢ ،۴١ ،۴٠] ͬ باشد م (N + ١)× (N + ١) دترمینان ی ∆N+١ است. نیاز

برداری و اس΄الر پتانسیل های حضور در دیراک معادله ٣ . ٣

کیهانͬ ریسمان توسط که زمان هایی فضا در را هم وردا دیراک معادله داریم قصد اینجا در
کنیم. بررسͬ ال΄ترومغناطیسͬ میدان اس΄الر و برداری پتانسیل های درحضور ͬ شود، م ایجاد
دست به هم مخالف و مساوی برداری و اس΄الر پتانسیل های برای را معادله خاص موارد سپس

.[۴٣] ͬ آوریم م
: [۴۵ ،۴۴] ͬ گیریم م نظر در زیر خطͬ المان با را کیهانͬ ریسمان ی
ds٢ = − dt٢ + dr ٢ + r ٢ dθ ٢ + α٢ r ٢ sin٢ θ dφ٢ (٣۴ . ٣)

پارامتر ͬ باشد. م ٠ ⩽ φ ⩽ ٢π و ٠ ⩽ θ ⩽ π/٢ ، r ⩾ ٠ ، −∞ < t < ∞ که
خطͬ جرم چ·الͬ µ̄ و شده تعریف (٠ , ١] ناحیه در که است کاستͬ زاویه α = ١ − ۴G

c ٢ µ̄



فرمیون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ۵٢
S(r) اس΄الر پتانسیل با خمیده زمان فضا در دیراک معادله ͬ دهد. م نمایش را کیهانͬ ریسمان

ͬ شود. م بیان زیر صورت به V (r) برداری پتانسیل ]و
i γ µ (x)

(
∂µ + Γµ (x) + i

V (r)

ℏc

)
− (M + S(r))

]
ψ (r, t) = ٠ (٣۵ . ٣)

از را اسپینͬ دهنده های اتصال  هستند. زمان فضا در یافته تعمیم دیراک ماتریس های γ µ (x)

رابطه
Γµ = − ١

٨ ωµab

[
γ a, γ b

] (٣۶ . ٣)
زیر رابطه توسط را اسپینͬ اتصال و

ω a
µ b = ηā c̄e

a
ν e

σ
b Γ

ν
σµ − ηā c̄ e

a
ν ∂µ e

ν
b (٣ . ٣٧)

که ͬ دهد م را اجازه این (٣ . ٣٧) معادله در اسپینͬ اتصال . [۶٧ ،۶۶] ͬ آوریم م دست به
ایجاد خمیده زمان فضا در را اسپینورها که چهارگانه پایه های طریق از موضعͬ چارچوب ی
ͬ شوند: م محاسبه زیر رابطه از نیز کریستوفل نمادهای . [۴٧ ،۴۶] باشیم. داشته ͬ کنند، م

Γµ
ij =

١
٢ g µk

[
∂gik
∂qj

+
∂gjk
∂qi

− ∂gij
∂qk

]
(٣ . ٣٨)

: از عبارتند کریستوفل غیرصفر مؤلفه های
Γ r٢٢ = −r

Γ r٣٣ = −r α٢sin٢θ
Γ θ١٢ = Γ θ٢١ = ١/r
Γθ٣٣ = −α٢ sin θ cos θ (٣ . ٣٩)
Γφ١٣ = Γφ٣١ = ١/r
Γφ٢٣ = Γφ٣٢ = cot θ

ͬ باشند م زیر صورت به نیز اسپینͬ اتصال دهنده های

Γt =


٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

 Γr =


٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠



Γθ =


٠ eiφ ٠ ٠

−e−iφ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ eiφ

٠ ٠ −e−iφ ٠

 Γφ =


− i(α+١)٢ ٠ ٠ ٠

٠ i(α+١)٢ ٠ ٠
٠ ٠ − i(α+١)٢ ٠
٠ ٠ ٠ i(α+١)٢


(۴٣ . ٠)



۵٣ برداری و اس΄الر پتانسیل های حضور در دیراک معادله
رابطه از استفاده با γ a (x) برحسب γ µ (x) و

γ µ (x) = eµa (x) γ
a (۴٣ . ١)

ͬ شود. م نوشته γ a =
(
γ ٠ , γ i

)
,
(
i = ١ , ٢ , ٣) با

γ٠ =


١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠ −١

 γ١ =


٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ١ ٠
٠ −١ ٠ ٠
−١ ٠ ٠ ٠



γ٢ =


٠ ٠ ٠ i

٠ ٠ −i ٠
٠ −i ٠ ٠
i ٠ ٠ ٠

 γ٣ =


٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ −١
−١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠

 (۴٣ . ٢)

eµ(a) (x) که کرد ایجاد e (a)µ مؤلفه های با پایه ی طریق از را موضعͬ ͽمرج چارچوب ͬ توان م
ͬ کنند. م تبعیت زیر رابطه از و هستند تبدیل ماتریس های

η ab eµ(a) (x) e
ν
(b) (x) = g µν (x) (۴٣ . ٣)

ماتریس مؤلفه های نمادهای a , b = ٠ , ١ , ٢ , ٣ و تانسور نماد های µ , ν = ٠ , ١ , ٢ , ٣
انتخاب های ، زمان فضا این در دیراک معادله نوشتن منظور به .[۶٩ ،۶٨] هستند چهارگانه

.[۴٣] ͬ دهیم م انجام را زیر

eµa =


١ ٠ ٠ ٠
٠ sin θ cosφ sin θ sinφ cos θ

٠ cos θ cosφ
r

cos θ sinφ
r

− sin θ
r

٠ − sinφ
αr sin θ

cosφ
αr sin θ ٠



eaµ =


١ ٠ ٠ ٠
٠ sin θ cosφ r cos θ cosφ − rα sin θ sinφ

٠ sin θ sinφ r cos θ sinφ r α sin θ cosφ

٠ cos θ −r sin θ ٠

 (۴۴ . ٣)

: داریم (۴٣ . ٣) معادله از
g٠٠ = g١١ = ١, g٢٢ = r٢, g٣٣ = α٢r٢sin٢θ
g٠٠ = g١١ = ١, g٢٢ = r−٢, g٣٣ = α−٢r−٢sin−٢θ (۴۵ . ٣)



فرمیون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ۵۴
دست به زیر صورت به (۴٣ . ١) معادله در γ µ ماتریس های هستند. صفر دی·ر های g ij و g ij

ͬ آیند. م
γ٠(x) = γ(٠)

γ١(x) = γ(r) =
(
γ١ cosφ+ γ٢ sinφ

)
sin θ + γ٣ cos θ

γ٢(x) = γ(θ)

r
=

١
r

[(
γ١ cosφ+ γ٢ sinφ

)
cos θ − γ٣ sin θ

] (۴۶ . ٣)
γ٣(x) = γ(φ)

αr sin θ
=

١
αr sin θ

(
−γ١ sinφ+ γ٢ cosφ

)
عبارتند مینکوفس΄ͬ فضای در کروی مختصات سیستم برای γ µ دیراک ماتریس های سپس

: از

γ(٠) =


١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠ −١



γ(θ) =


٠ ٠ − sin θ cos θe−iφ

٠ ٠ cos θeiφ sin θ

sin θ − cos θe−iφ ٠ ٠
− cos θeiφ − sin θ ٠ ٠



γ(r) =


٠ ٠ cos θ sin θe−iφ

٠ ٠ sin θeiφ − cos θ

− cos θ − sin θe−iφ ٠ ٠
sin θeiφ cos θ ٠ ٠

 (۴٣ . ٧)

γ(φ) =


٠ ٠ ٠ −ie−iφ

٠ ٠ ie−iφ ٠
٠ ie−iφ ٠ ٠

−ieiφ ٠ ٠ ٠


به سپس و ͬ شود م نوشته کیهانͬ ریسمان ی زمان فضا در (٣۵ . ٣) هم وردا دیراک معادله

زیراست. صورت
[iℏΣr∂r + iℏ

Σθ

r
∂θ + iℏ

Σφ

αr sin θ
∂φ

+ iℏ
١
٢r
(

١ − ١
α

)(
Σr + cot θΣθ

)
+
E − V (r)

c
− γ(٠) (m+ S(r))]χ(r) = ٠ (۴٣ . ٨)

Σ r ≡ γ (٠) γ (r) , Σθ ≡ γ( ٠) γ (θ) , Σφ ≡ γ( ٠) γ (φ) (۴٣ . ٩)



۵۵ برداری و اس΄الر پتانسیل های حضور در دیراک معادله
ͬ دهیم. م انجام را زیر انتخاب

ψ (r, t) = e− i E t
ℏ χ(r) (۵٣ . ٠)

باشد زیر فرم به (۴٣ . ٨) معادله جواب که ͬ کنیم م فرض اکنون
χ (r) = r

− ١٢
(١ − ١

α

)
(sin θ)

− ١٢
(١ − ١

α

)
R(r) Θ (θ)Φ (φ) (۵٣ . ١)

ͬ آوریم م دست به را زیر شعاعͬ معادله ، (۴٣ . ٨) معادله در (۵٣ . ١) معادله دادن قرار با )سپس
cΣ′

r pr + iℏc
Σ′

r

r
γ(٠) κ (α) + V (r) + (m+ S(r)) c٢ γ (٠)

)
Rn, κ (α) (r)

= ERn, κ (α) (r) (۵٣ . ٢)
مقادیر ویژه و است کیهانͬ ریسمان ی زمان فضا در یافته تعمیم مدار – اسپین اپراتور κ (α) که

هستند. زیر صورت به
k (α) = ±

(
j(α) +

١
٢
)

= ±
[
j +

١
٢ + m

( ١
α

− ١
)]

(۵٣ . ٣)
رابطه از κ (α) اپراتور است. یافته تعمیم کل زاویه ای تکانه اپراتور مقادیر ویژه به مربوط j(α)

ͬ آید م دست به زیر
ℏ γ(٠) κ (α) = Σ · L (α) + ℏ (۵۴ . ٣)

. است کیهانͬ ریسمان زمان فضا در یافته تعمیم زاویه ای تکانه اپراتور L (α) و
L٢ (α)Y m (α)

ℓ(α) (θ, φ) = ℏ٢ ℓ (α) (ℓ (α) + ١) (۵۵ . ٣)
نیستند. صحیح لزوماً ℓ (α) mو (α) و ͬ باشند م یافته تعمیم کروی هماهنگ های Y

m (α)
ℓ(α) (θ, φ)

زیر روابط از ℓ (α) و m (α) پارامترهای
m (α) =

m

α

ℓ (α) = n + m (α) = ℓ + m

( ١
α

− ١
)
, ℓ = ٠ , ١ , ٢ , ... , n− ١ (۵۶ . ٣)

عدد n و مغناطیسͬ کوانتومͬ عدد m مداری، زاویه ای تکانه کوانتومͬ عدد ℓ ͬ آیند. م دست به
زیر صورت به γ (٠) و Σ′

r انتخاب با است. اصلͬ کوانتومͬ

Σ′
r =

 ٠ −i

i ٠
 , γ (٠) =

 ١ ٠
٠ −١

 (۵٣ . ٧)

زیر شعاعͬ موج تابع گرفتن نظر در با و

R (r) =
١
r

 −i F (r)

G(r)

 (۵٣ . ٨)



فرمیون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ۵۶
ͬ آوریم. م دست به را شده ای جفت معادلات

− i (E − m − (S + V )) F (r) +
dG (r)

dr
+

κ (α)

r
G (r) = ٠ (۵٣ . ٩)

− i (E + m + S − V ) G(r) +
dF (r)

dr
− κ (α)

r
F (r) = ٠ (۶٣ . ٠)

S (r) = خاص حالات اکنون گرفتیم. نظر در را ℏ = c = ١ (۶٣ . ٠) و (۵٣ . ٩) معادلات در
برای را زیر معادله مؤلفه، ی حذف از پس ͬ گیریم. م درنظر را S (r) = − V (r) و V (r)

ͬ آوریم. م دست به برابر برداری و اس΄الر پتانسیل های
− d٢ F (r)

dr ٢ +

(
κ (α) (κ (α) − ١)

r ٢ −
(
E − m − ٢V (r)

)
(E + m)

)
F (r) = ٠ (۶٣ . ١)

را زیر معادله ، براین علاوه
(۶٣ . ٢)

− d٢G (r)

dr ٢ +

(
κ (α) (κ (α) + ١)

r ٢ −
(
E + m − ٢V (r)

)
(E − m)

)
G (r) = ٠

برحسب توابع ویژه پتانسیل نوع به بسته که داشت خواهیم V (r) = − S (r) حالت برای
آمد. خواهند دست به هیون توابع یا هندسͬ فوق توابع

ال΄ترومغناطیسͬ میدان حضور در دیراک معادله ۴ . ٣
خارجͬ

فرمیونͬ میدان ی کوانتومͬ دینامی ، Aµ خارجͬ، ال΄ترومغناطیسͬ میدان ی حضور در
[۴٨] ͬ شود م توصیف زیر صورت به دیراک معادله توسط خمیده زمان فضا در باردار سنگین

i γµ (∇µ + ieAµ )ψ − mψ = ٠ , ∇µ = ∂µ + Γµ (۶٣ . ٣)
این دو هر هستند. اسپینͬ اتصال Γµ و خمیده زمان فضا در دیراک ماتریس های γµ که
دست به زیر روابط توسط ، γ (a) ، تخت زمان فضا دیراک ماتریس های برحسب ماتریس ها

ͬ آیند م
Γµ = − ١

۴ γ (a) γ (b) eν(a) e (b) ν ;µ (۶۴ . ٣)

γ µ = eµ(a) γ
(a) (۶۵ . ٣)

رابطه از که ͬ باشد م چهارگانه پایه eµ(a) که
eµ(a) e

µ
(b) η

ab = g µν (۶۶ . ٣)



۵٧ خارجͬ ال΄ترومغناطیسͬ میدان حضور در دیراک معادله
مختصات در ، z محور راستای در ایده آل کیهانͬ ریسمان ی به مربوط متری کند. مͬ تبعیت

ͬ شود. م بیان زیر خطͬ المان توسط استوانه ای
ds٢ = dt٢ − dr ٢ − r ٢ dϕ٢ − dz ٢ (۶٣ . ٧)

٠ ⩽ ϕ ⩽ ϕ ٠ = ٢π
q ، r ⩾ ٠ ناحیه در را مقادیری مختصات سیستم ، بالا عبارت در

که است تخت کاستͬ زاویه به مربوط q پارامتر ͬ کند. م اختیار −∞ ⩽ (t, z) ⩽ +∞ و
دست به ͬ تواند م q−١ = ١ − ۴µ ٠ رابطه توسط ، µ ٠ ، ریسمان طول واحد بر جرم برحسب

: داریم (۶۶ . ٣) رابطه طبق بیاید.
g٠٠ = ١ , g١١ = −١ , g٢٢ = − r٢ , g٣٣ = −١ (۶٣ . ٨)

ͬ آیند. م دست به زیر صورت به آن معکوس و تتراد

eaµ(x) =


١ ٠ ٠ ٠
٠ cosφ −r sinφ ٠
٠ sinφ r cosφ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 eµa(x) =


١ ٠ ٠ ٠
٠ cosφ sinφ ٠
٠ − sinφ

r
cosφ
r ٠

٠ ٠ ٠ ١

 (۶٣ . ٩)

ͬ آیند. م دست به (۶۴ . ٣) رابطه طبق نیز کریستوفل صفر غیر مؤلفه های
Γr٢٢ = −r

Γφ١٢ = Γφ٢١ = ١/r (٣ . ٧٠)
: با است برابر نیز اسپینͬ اتصال غیر صفر مؤلفه

Γφ = −γ(١)γ(٢) (٣ . ٧١)
: ͬ شود م نوشته زیر صورت به γ a (x) برحسب γ µ (x)

γ µ (x) = eµa (x) γ
a (٣ . ٧٢)

γ(٠) =


١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠ −١

 γ(١) =


٠ ٠ ٠ e−iqϕ

٠ ٠ eiqϕ ٠
٠ −e−iqϕ ٠ ٠

− eiqϕ ٠ ٠ ٠



γ(٢) =


٠ ٠ ٠ −i e−iqϕ

٠ ٠ i eiqϕ ٠
٠ i e−iqϕ ٠ ٠

−i eiqϕ ٠ ٠ ٠

 γ(٣) =


٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ −١
−١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠


(٣ . ٧٣)



فرمیون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ۵٨
γ٠ = γ(٠)

γ١ = cosϕγ(١) + sinϕγ(٢)

γ٢ =
١
r

[
− sinϕγ(١) + cosϕγ(٢)

] (٧۴ . ٣)
γ٣ = γ(٣)

کیهانͬ ریسمان در باردار فرمیونͬ کوانتومͬ میدان ی شامل نظر مورد سیستم اینجا در
ی توسط را مغناطیسͬ میدان های ادامه، در است. مغناطیسͬ حضورمیدان های احتساب با

داد. خواهیم نمایش زیر فرم به Aµ چاربردار پتانسیل
Aµ = (٠ , ٠ , Aϕ (r) , ٠) (٧۵ . ٣)

[۴٩] شود بیان ͬ تواند م زیر صورت به دیراک گامای ماتریس های (۶٣ . ٧) متری در

γ ٠ = γ(٠) =

 ١ ٠
٠ −١

 , γ l =

 ٠ σl

−σl ٠
 (٧۶ . ٣)

ͬ کنیم. م معرفͬ زیر صورت به l = (r , ϕ , z) برای را ٢ × ٢ ماتریس های که
(٣ . ٧٧)

σ r =

 ٠ e− i qϕ

e i qϕ ٠
 , σ ϕ = − i

r

 ٠ e− i qϕ

− e i qϕ ٠
 , σ z =

 ١ ٠
٠ −١


صورت به Aϕ (r) گرفتن نظر در با

Aϕ (r) = − qϕ

٢πa(r) (٣ . ٧٨)
ͬ آیند. م دست به زیر صورت به دیراک معادله در شده ظاهر ترکیب و اسپینͬ اتصال

Γµ =
١ − q

٢ γ (١) γ (٢) δϕµ , γ µ Γµ =
١ − q

٢r γ r (٣ . ٧٩)
ͬ شود. م استخراج زیر معادله )بنابراین

γ µ (∂µ + ieAµ) +
١ − q

٢r γr + im

)
ψ = ٠ (٣ . ٨٠)

ͬ باشد. م خارجͬ ال΄ترومغناطیسͬ میدان حضور در دیراک معادله بالا معادله

کمانͬ رنگین گرانش زمینه در دیراک نوسانگر ۵ . ٣
چارچوب ی مفیدند. بسیار کوانتومͬ گرانش پدیده بررسͬ برای کلاسی΄ͬ نیمه رهیافت های
،۵٠] ͬ باشد م گرانشͬ کمان رنگین کوانتومͬ، گرانش اثرات بررسͬ برای جالب پدیدارشناسͬ



۵٩ کمانͬ رنگین گرانش زمینه در دیراک نوسانگر
غیر لورنتس تبدیل از نتیجه ای که بدیهͬ غیر دوگانه فضای ی تعریف چارجوب این در . [۵١
انرژی به وابسته باید زمان فضا کننده توصیف متری اینکه به است، تکانه فضای در خطͬ
که است ذراتͬ دلیل به انرژی این ͬ شود. م پراکندگͬ رابطه تعمیم به منجر و دارد اشاره باشد
متفاوت هندسه ای ذرات فرکانس مقدار هر برای زیرا ͬ کنند م بررسͬ را زمان فضا نهایت در

دارد. وجود
نور سرعت ی΄ͬ ناظرند؛ از مستقل که دارد وجود کمیت دو گرانشͬ کمان رنگین زمینه در
پلانک) مقیاس مرتبه (از بالا انرژی مقیاس های در بنابراین پلانک(انرژی). طول دی·ری و
گرانشͬ کمان رنگین زمینه در را بحثͬ اینجا در شود. تصحیح باید نسبیتͬ پراکندگͬ رابطه
زمان فضا در دیراک نوسانگر نسبیتͬ پراکندگͬ رابطه برای بالا مرتبه اصلاحات از که اثراتͬ با

ͬ کنیم. م مطرح ͬ شود، م حاصل کیهانͬ ریسمان
جفت ی با که است معروف هارمونی نوسانگر برای نسبیتͬ مدل ی دیراک نوسانگر
ͬ کند، م حفظ خطͬ صورت به تکانه و فضایی مختصات دو در را دیراک معادله که شدگͬ
نوسانگر انرژی طیف دیراک، معادله نسبیتͬ غیر محدوده در دی·ر سوی از ͬ شود. م تعیین
رهیافت مورد در بحث به بنابراین ͬ یابد. م بهبود مدار ‐ اسپین شدگͬ جفت ی با هماهنگ
طیف روی گرانشͬ کمان رنگین توسط شده تعیین زمینه تأثیر بررسͬ با گرانش کلاسی΄ͬ نیمه
[۵٢] ͬ کنیم م استفاده G = ℏ = c = ١ طبیعͬ واحدهای از و ͬ پردازیم م دیراک نوسانگر انرژی

.
ͬ کنیم. م بررسͬ گرانشͬ کمان رنگین حالت سه در را دیراک نوسانگر رفتار بخش این در

ͬ کنیم: م توصیف زیر خطͬ المان از استفاده با را کیهانͬ ریسمان زمان فضا ابتدا
ds٢ = −dt٢ + dr٢ + η٢r٢dφ٢ + dz٢ (٣ . ٨١)

چ·الͬ ω و ͬ شود م تعریف η = ١ − ۴ω صورت به که است کاستͬ زاویه به مربوط η پارامتر که
براین، علاوه ͬ باشد. م η < ١ کیهانͬ ریسمان زمان فضا در است. کیهانͬ ریسمان خطͬ جرم
انرژی مقیاس محدوده . −∞ < z <∞ و ٠ ≤ φ ≤ ٢π ، ٠ < r <∞ داریم استوانه ای تقارن در
فرم و است ارتباط در p تکانه و m جرم با کوانتومͬ میدان با که نسبیتͬ پراکندگͬ رابطه به بالا

دارد. اشاره ͬ باشد، م زیر صورت به آن یافته تعمیم
E٢g٢٠ (x)− p٢g٢١ (x) = m٢ (٣ . ٨٢)

نسبت ، x = E
Ep

آن ها، آرگومان و ͬ شوند م نامیده کمانͬ رنگین توابع g١(x) و g٠(x) توابع
را ذرات و زمان فضا بستر بین متقابل رابطه نسبت این است. Ep پلانک انرژی به ذرات انرژی

باشیم: داشته باید پایین انرژی محدوده در بنابراین ͬ کند. م تنظیم
lim
x→٠ gi(x) = ١ i = ٠, ١ (٣ . ٨٣)

ͬ آید. م در زیر صورت به (٣ . ٨١) کیهانͬ ریسمان خطͬ المان گرانشͬ، کمان رنگین زمینه در
ds٢ = − ١

g٢٠ (x)
dt٢ +

١
g٢١ (x)

[
dr٢ + η٢r٢dφ٢ + dz٢] (٨۴ . ٣)



فرمیون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ۶٠
(٨۴ . ٣) خطͬ المان توسط شده توصیف زمینه پس در را دیراک نوسانگر بعدی بخش  های در
ͬ یابند م تعمیم کمانͬ رنگین توابع توسط که را آن به مربوط انرژی ترازهای تا ͬ گیریم م نظر در
کیهانͬ ریسمان زمینه پس در دیراک نوسانگر انرژی ترازهای ، [۵٣] ͽمرج در کنیم. مشاهده

ͬ آیند م دست به زیر رابطه از
Eσ = ±

√
m٢ + ۴mω

[
n+

|ν|
٢η − s

ν

٢η
]

(٨۵ . ٣)
است کوانتومͬ اعداد مجموعه σ = (n, l, s) ͬ باشد. م جرم m و دیراک نوسانگر فرکانس ω که
زیر رابطه توسط ν پارامتر ͬ کند. م اختیار را ±١ و l = ٢±,١±,٠, ... ، n = ٠, ١,٢, ... مقادیر که

ͬ آید. م دست به
ν = l +

١
٢ (١ − s) +

s

٢ (١ − η) (٨۶ . ٣)
جرم کوانتومͬ، اعداد به تنها نه شده ذکر انرژی ترازهای که کرد مشاهده ͬ توان م بنابراین
در هستند. وابسته نیز η کیهانͬ ریسمان زمان فضا پارامتر به بل΄ه دارند بستگͬ فرکانس و

.[۵٣] ͬ آید م دست به مینکوفس΄ͬ زمان فضا در دیراک نوسانگر ، η → ١ محدوده

ریسمان زمان فضا در دیراک نوسانگر (٨۵ . ٣) انرژی ترازهای نمودار :٣ . ٢ ش΄ل
برای پلانک. انرژی به ω فرکانس نسبت برحسب پلانک، انرژی واحدهای در کیهانͬ،

ͬ شود. م گرفته نظر در η = ١
q

و m
Ep

= ٠٫٨ نمودار دو هر
فرکانس نسبت برحسب پلانک، انرژی واحدهای در ٣ . ٢ ش΄ل در (٨۵ . ٣) انرژی ترازهای
گرفته نظر در m

Ep
= ٠٫٨ نمودار دو هر برای است. شده رسم پلانک انرژی به دیراک نوسانگر

نشان l = −١٠ و s = ١ مقادیر ازای به را متقارنͬ ͬ های منحن چپ سمت نمودار ͬ شود. م
و مثبت انرژی های یابد، کاهش η = ١

q کیهانͬ ریسمان پارامتر اگر که است واض ͬ دهد. م
ͬ های منحن راست سمت نمودار دی·ر، طرف از ͬ یابند. م کاهش و افزایش ترتیب به منفͬ
مقادیر برای که ͬ کنیم م مشاهده ͬ دهد. م نشان l = −١٠ و q = ١ مقادیر ازای به را متقارنͬ
ͬ شود. م کوچ΄تر یا بزرگتر ترتیب به انرژی باشد، s = −١ یا s = ١ که این به بسته n ی΄سان
انرژی فقط که گرفت نظر در l و n کوانتومͬ اعداد برای را مختلفͬ مقادیر ͬ توان م همچنین
انرژی باشد، ω = ٠ وقتͬ ͬ شود. م حفظ ش΄ل همان به نمودار و ͬ یابد م افزایش یا کاهش

ͬ کند. م اختیار را صفر غیر مقادیر



۶١ کمانͬ رنگین گرانش زمینه در دیراک نوسانگر

گرانشͬ کمان رنگین برای اول حالت ١ . ۵ . ٣
ͬ کنیم م استفاده زیر کمانͬ رنگین توابع از کیهانͬ ریسمان گرانشͬ کمان رنگین بررسͬ برای

[۵۵ ،۵۴]
g٠(x) = g١(x) =

١
١ − εx

(٣ . ٨٧)
رنگین توابع از استفاده با بررسͬ این در ب·یریم. نظر در اول مرتبه پارامتر ی را ε باید که
صورت به (٨۴ . ٣) برحسب (٣ . ٨١) کیهانͬ ریسمان خطͬ المان ، (٣ . ٨٧) معادله در کمانͬ

ͬ یابد. م تعمیم زیر
ds٢ = − (١ − εx)

٢
dt٢ + (١ − εx)

٢ [
dr٢ + η٢r٢dφ٢ + dz٢] (٣ . ٨٨)

دست به را (٣ . ٨١) کیهانͬ ریسمان خطͬ المان ε −→ ٠ گرفتن نظر در با ͬ توانیم م بنابراین
روش، این در دهیم. ادامه خمیده فضای در اسپینور تئوری از استفاده با ͬ توانیم م آوریم.
نامیده تتراد eaµ(x) مؤلفه های که ͬ شوند م تعریف θ̂a = eaµ(x)dx

µ پایه ی معرفͬ با اسپینورها
ͬ کند م تبعیت زیر رابطه از تتراد ͬ دهند. م را ناظران موضعͬ ͽمرج چارچوب و ͬ شوند م

gµν(x) = eaµ(x)e
b
ν(x)ηab (٣ . ٨٩)

رابطه از که داریم را تتراد معکوس همچنین است. مینکوفس΄ͬ تانسور ηab که
dxµ = eµa(x)θ̂

a (٣ . ٩٠)
خطͬ المان از بنابراین باشد. برقرار eaµ(x)eµb (x) = δab رابطه که گونه ای به ͬ آید، م دست به
زیر صورت به را تترادها ͬ توانیم م ، (٣ . ٨٨) معادله در کیهانͬ ریسمان زمان فضا یافته تغییر

بنویسیم:
θ̂٠ = (١ − εx) dt

θ̂١ = (١ − εx) dr (٣ . ٩١)
θ̂٢ = ηr (١ − εx) dφ

θ̂٣ = (١ − εx) dz

پیچش، غیاب در ٨ مورر‐کارتان ساختار معادلات حل با سپس
dθ̂a + ωa

b ∧ θ̂b = ٠ (٣ . ٩٢)
.ωφ٢١(x) = −ωφ١٢(x) = η ͬ شود م محاسبه اسپینͬ اتصال ͬ باشد م ωa

b = ωa
µb(x)dx

µ که
ͬ باشد. م زیر مؤلفه دارای Σab = i٢

[
γa, γb

] با Γµ(x) =
i۴ωµab(x)Σ

ab اسپینوری اتصال بنابراین
Γφ(x) = − i

٢ηΣ٣ (٣ . ٩٣)
8Maurer-Cartan structure



فرمیون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ۶٢
دیراک ماتریس های بیانگر که ͬ کنیم م تعریف موضعͬ ͽمرج چارچوب در را γa ماتریس های

هستند. مینکوفس΄ͬ زمان فضا در
(٩۴ . ٣)

γ (٠) = β̂ =

 ١ ٠
٠ −١

 , γ (i) = β̂ α̂ i =

 ٠ σ i

−σ i ٠
 , Σ i =

 σ i ٠
٠ σ i


١٢
(
σiσj + σjσi

)
= رابطه از و هستند پائولͬ ماتریس های σi ماتریس های است. اسپین بردار →

Σ

ارتباط در γa ماتریس های با γµ = eµa(x)γa رابطه طبق γµ ماتریس های ͬ کنند. م تبعیت ηij
هستند.

طریق از دیراک معادله با که است هماهنگ نوسانگر برای نسبیتͬ مدل ی دیراک نوسانگر
در دیراک معادله شدگͬ، جفت این با ͬ شود. م معرفͬ p⃗ → p⃗ − imω٠r γ(٠)r̂ شدگͬ جفت 
معادله هموردای فرم بنابراین ، ͬ ماند. م باقͬ خطͬ صورت به تکانه و فضایی مختصات دو هر

است زیر صورت به نسبیتͬ کوانتوم نوسانگر این برای دیراک
iγµ∂µψ + iγµΓµ(x)ψ + imωγµXµγ

(٠)ψ = mψ (٩۵ . ٣)
(٣ . ٩٣) ، (٣ . ٩١) معادلات از استفاده با روش، این در ͬ گیریم. م نظر در را Xµ = (٠, r, ٠, ٠) و

(ℏ = c = ١) ͬ شود. م تبدیل زیر معادله به دیراک نوسانگر برای دیراک معادله (٩۴ . ٣) و
i
∂ψ

∂t
= m (١ − εx) γ(٠)ψ − iγ(٠)γ(١)

(
∂

∂r
+

١
٢r +mωrγ(٠)

)
ψ

− i
γ(٠)γ(٢)

η
r
∂ψ

∂φ
− iγ(٣)∂ψ

∂z
(٩۶ . ٣)

است زیر فرم به دیراک معادله جواب

ψ = e−iEt

 ϕ١
ϕ٢

 (٣ . ٩٧)

به ϕ٢ و ϕ١ برای شده جفت معادله دو سپس هستند. مؤلفه ای دو اسپینورهای ϕ٢ و ϕ١ که
صورت به اول معادله که ͬ آوریم م دست

[E −m (١ − ϵx)]ϕ١ = −iσ١
[
∂

∂r
+

١
٢r −mωr

]
ϕ٢ − iσ٢

ηr

∂ϕ٢
∂φ

− iσ٣∂ϕ٢
∂z

(٣ . ٩٨)
ͬ باشد. م زیر فرم به نیز دوم شده جفت معادله و

[E +m (١ − ϵx)]ϕ٢ = −iσ١
[
∂

∂r
+

١
٢r +mωr

]
ϕ١ −

iσ٢
ηr

∂ϕ١
∂φ

− iσ٣∂ϕ١
∂z

(٣ . ٩٩)
ͬ آوریم. م دست به ϕ١ برای را زیر معادله ، (٣ . ٩٩) و (٣ . ٩٨) معادلات در ϕ٢ بردن بین از ]با

E٢ −m٢ (١ − εx)
٢]
ϕ١ = −∂

٢ϕ١
∂r٢ − ١

r

∂ϕ١
∂r

− ١
η٢r٢

∂٢ϕ١
∂φ٢ − ∂٢ϕ١

∂z٢

+
iσ٣
ηr٢

∂ϕ١
∂φ

+
١

۴r٢ϕ١ +m٢ω٢r٢ϕ١ −mωϕ١ +
٢mω
η

iσ٣∂ϕ١
∂φ

− ٢mωriσ٢∂ϕ١
∂z

(٣ . ١٠٠)



۶٣ کمانͬ رنگین گرانش زمینه در دیراک نوسانگر
علاوه ͬ باشد. م ϕ١ = (f+(r) f−(r))

T و s = ±١ که σ٣ϕ١ = ±ϕ١ = sϕ١ ͬ کنیم م مشاهده
که ϕ١ = ei(l+١/٢)φeipzz (f+(r) f−(r))

T بنویسیم ͬ توانیم م استوانه ای تقارن علت به براین،
بنابراین ͬ گیریم. م نظر در را pz = ٠ بعد، به اینجا از است. −∞ < pz <∞ و l = ٢±,١±,٠, ...

ͬ آوریم م دست به f−(r) و f+(r) دو هر برای را زیر دوم مرتبه دیفرانسیل معادله

f ′′s +
١
r
f ′s −

υ٢
η٢r٢ fs −m٢ω٢r٢fs + βfs = ٠ (٣ . ١٠١)

ͬ کنیم. م تعریف را زیر پارامترهای و
β = E٢ −m٢ (١ − εx)

٢
+ ٢smωγs

η
+ ٢mω

ν = l +
١
٢ (١ − s) +

s

٢ (١ − η) (٣ . ١٠٢)
ͬ آید. م دست به زیر معادله ، ξ = mωr٢ تعریف با

ξf ′′s + f ′s −
ν٢

۴η٢ξ fs −
ξ

۴fs +
β

۴mωfs = ٠ (٣ . ١٠٣)
ͬ باشد م زیر صورت به معادله این جواب

fs(ξ) = e−ξ/٢ξ|ν|/٢η١F١
(
|ν|
٢η +

١
٢ − β

۴mω,
|ν|
η

+ ١; ξ
)

(١٠۴ . ٣)

دست به منظور به است. کانفلوئنت هندسͬ فوق تابع ١F١
(
|ν|٢η + ١٢ − β۴mω

, |ν|η + ١; ξ) که
a = −n

(
n = ٠, ١,٢,٣, ...) که داریم نیاز دیراک معادله برای مقید حالات جواب های آوردن

زیر رابطه به |ν|٢η + ١٢ − β۴mω
= −n رابطه از بنابراین باشد. |ν|٢η + ١٢ − β۴mω

= −n باید یعنͬ ،
ͬ رسیم م

E٢ +
٢εm٢

Ep

(١ − ε٢m٢
Ep

٢
)E −

(
m٢ + λ

)
(١ − ε٢m٢

Ep
٢
) = ٠ (١٠۵ . ٣)

جبری معادله ی (١٠۵ . ٣) معادله که ͬ کنیم م مشاهده است. λ = ۴mω [n+ |ν|٢η − s ν٢η
] که

ͬ آیند. م دست به زیر صورت به سیستم مجاز انرژی های بنابراین، است. E برای دوم درجه

E = − εm٢
Ep

(١ − ε٢m٢
Ep

٢
)

± ١)١ − ε٢m٢
Ep

٢
)
√√√√(m٢ + ۴mω

[
n+

|ν|
٢η − s

ν

٢η
])

.

(
١ − ε٢m٢

Ep
٢
)

+
ε٢m۴
Ep

٢ (١٠۶ . ٣)

ریسمان زمان فضا زمینه پس که کرد مشاهده ͬ توان م ، (٨۵ . ٣) با انرژی طیف مقایسه از
آمده دست به مجاز انرژی های توسط را دیراک نوسانگر انرژی طیف یافته، تعمیم کیهانͬ



فرمیون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ۶۴

گرانشͬ کمان رنگین در دیراک نوسانگر (١٠۶ . ٣) انرژی ترازهای نمودار :٣ . ٣ ش΄ل
انرژی به ω فرکانس نسبت برحسب پلانک، انرژی واحدهای در کیهانͬ، ریسمان
ͬ های منحن ͬ شود. م گرفته نظر در η = ١

q
و m

Ep
= ٠٫٨ نمودار این برای پلانک.

توصیف گرانشͬ کمان رنگین غیاب در را انرژی ترازهای (q = ١ ازای (به رنگ قرمز
نشان گرانشͬ کمان رنگین با را انرژی ترازهای دی·ر ͬ های منحن که حالͬ در ͬ کند م

ͬ دهند. م
η پارامتر حضور با است کیهانͬ ریسمان توپولوژی از ناشͬ که اثراتͬ ͬ دهد. م تغییر (١٠۶ . ٣)
(١٠۶ . ٣) معادله در η → ١ حد گرفتن نظر در با ͬ آید. م دست به (١٠۶ . ٣) مجاز انرژی های در

داریم:
E = − εm٢

Ep

(١ − ε٢m٢
Ep

٢
)

± ١)١ − ε٢m٢
Ep

٢
)
√√√√(m٢ + ۴mω

[
n+

|γ̄|
٢ − s

γ̄

٢
])

.

(
١ − ε٢m٢

Ep
٢
)

+
ε٢m۴
Ep

٢ (٣ . ١٠٧)

را مینکوفس΄ͬ زمان فضا یافته تعمیم زمینه پس حالت، این در است. γ̄ = l + ١٢ (١ − s) که
داریم.

ریسمان گرانشͬ کمان رنگین در (١٠۶ . ٣) دیراک نوسانگر انرژی ترازهای ٣ . ٣ ش΄ل در
نظر در با پلانک انرژی به ω فرکانس نسبت برحسب پلانک، انرژی واحدهای در کیهانͬ،
و m

Ep
= ٠٫٨ نمودار این برای همچنین است. شده رسم n = ۴٠ و l = −١٠ مقادیر گرفتن

رنگین غیاب در را انرژی ترازهای ، q = ١ با رنگ قرمز ͬ های منحن ͬ گیریم. م نظر در را η = ١
q

نشان گرانشͬ کمان رنگین اصلاحات با را انرژی ترازهای دی·ر ͬ های منحن و گرانشͬ کمان
با شده توصیف انرژی ترازهای رنگ، قرمز ͬ های منحن با مقایسه در که است واض ͬ دهند. م
کاهش و افزایش کیهانͬ ریسمان گرانشͬ کمان رنگین زمینه در (q = ١ (برای رنگ آبی  ͬ منحن
است جالب است. صورت همین به نیز (q = ٣٫۵ به (مربوط رنگ مش΄ͬ منحنͬ برای ͬ یابد. م



۶۵ کمانͬ رنگین گرانش زمینه در دیراک نوسانگر
ͬ ها منحن ͬ گیریم، م نظر در را کمانͬ رنگین توابع از حاصل گرانشͬ کمان رنگین که زمانͬ که
شده داده نشان تقارن بنابراین ͬ شوند. م جابه جا عمودی جهت در مثبت انرژی ترازهای برای
اتفاق این است. رفته بین از منفͬ و مثبت انرژی ترازهای برای ͬ ها منحن بین ٣ . ٢ ش΄ل در
و (١٠۶ . ٣) معادلات از ͬ دهد. م رخ (٣ . ١٠٧) و (١٠۶ . ٣) معادلات در اول جمله وجود دلیل به

ͬ روند. م صفر سمت به ͬ ها منحن باشد، ω = ٠ اگر که است مشخص (٣ . ١٠٧)

گرانشͬ کمان رنگین برای دوم حالت ٢ . ۵ . ٣
ͬ کنیم. م بررسͬ گرانشͬ کمان رنگین از دی·ری حالت در را دیراک نوسانگر رفتار بخش، این در
کمانͬ رنگین توابع با ب·یریم، نظر در ͬ خواهیم م که گرانشͬ کمان رنگین دوم حالت بنابراین

.[۵۵ ،۵۴] ͬ شود م تعریف زیر
g٠(x) = ١, g١(x) =

√١ − εx٢ (٣ . ١٠٨)
در کیهانͬ ریسمان زمان فضا خطͬ المان ، (٣ . ١٠٨) کمانͬ رنگین توابع گرفتن نظر در با

ͬ باشد: م زیر صورت به (٨۴ . ٣) گرانشͬ کمان رنگین زمینه
ds٢ = −dt٢ +

١)١ − εx٢) [dr٢ + η٢r٢dφ٢ + dz٢] (٣ . ١٠٩)
ͬ نویسیم. م زیر صورت به را تترادها ، (٣ . ١٠٩) خطͬ المان با

θ̂٠ = dt

θ̂١ =
١)١ − εx١/٢(٢dr

θ̂٢ =
ηr(١ − εx١/٢(٢dφ (٣ . ١١٠)

θ̂٣ =
١)١ − εx١/٢(٢dz

پیچش، غیاب در کارتان مورر‐ ساختار معادلات دوباره حل با سپس
این در ͬ آوریم. م دست به را (٣ . ٩٣) اسپینوری اتصال و ωφ٢١(x) = −ωφ١٢(x) = −η

ͬ گیرد. م را زیر فرم دیراک معادله صورت
i
∂ψ

∂t
= mγ٠ψ − i

(١ − εx١/٢(٢
γ٠γ١

(
∂

∂r
+

١
٢r +mωrγ٠

)
ψ − i

(١ − εx١/٢(٢ γ٠γ٢
ηr

∂ψ

∂φ

− i
(١ − εx١/٢(٢

γ٠γ٣∂ψ
∂z

(٣ . ١١١)
برای را زیر شده جفت معادلات ، (٣ . ٩٧) دیراک معادله برای جوابی گرفتن نظر در با سپس

ͬ آوریم م دست به ϕ٢ و ϕ١[
E −m√١ − εx٢

]
ϕ١ = −iσ١

[
∂

∂r
+

١
٢r −mωr

]
ϕ٢ − i

σ٢
ηr

∂ϕ٢
∂φ

− iσ٣∂ϕ٢
∂z

(٣ . ١١٢)
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است. زیر صورت به دوم شده جفت معادله ]که

E +m√١ − εx٢

]
ϕ٢ = −iσ١

[
∂

∂r
+

١
٢r +mωr

]
ϕ١ − i

σ٢
ηr

∂ϕ١
∂φ

− iσ٣∂ϕ١
∂z

(٣ . ١١٣)

ͬ آوریم. م دست به ϕ١ برای را زیر معادله ، (٣ . ١١٣) و (٣ . ١١٢) معادلات در ϕ٢ بردن بین از ]با
E٢ −m١)٢ − εx٢)

]
ϕ١ = −∂

٢ϕ١
∂r٢ − ١

r

∂ϕ١
∂r

− ١
η٢r٢

∂٢ϕ١
∂φ٢ − ∂٢ϕ١

∂z٢ +
iσ٣
ηr٢

∂ϕ١
∂φ

+
١

۴r٢ϕ١

+m٢ω٢r٢ϕ١ −mωϕ١ +
٢mω
η

iσ٣∂ϕ١
∂φ

− ٢mωriσ٢∂ϕ١
∂z

(١١۴ . ٣)

ͬ آوریم م دست به را زیر رابطه قبلͬ، بخش مشابه محاسباتͬ انجام با رو، این از

E = ±

√√√√√ m٢ + ۴mω [n+ |ν|٢η − s ν٢η
]

(١ − ۴mωε

Ep
٢
[
n+ |ν|٢η − s ν٢η

]) (١١۵ . ٣)

مقایسه در ͬ باشد. م یافته تعمیم کیهانͬ ریسمان زمان فضا در دیراک نوسانگر انرژی طیف که
دست به [۵٣] ͽمرج در که کیهانͬ ریسمان زمان فضا در دیراک نوسانگر انرژی ترازهای با
حاصل گرانشͬ کمان رنگین اثرات توسط دیراک نوسانگر برای را متفاوتͬ انرژی طیف آمده،
به نسبت انرژی طیف این که کنیم مشاهده ͬ توانیم م همچنین داریم. کمانͬ رنگین توابع از
مختلف حالت های بنابراین ͬ باشد. م متفاوت است، آمده دست به (١٠۶ . ٣) معادله در آنچه
معادله در ͬ دهند. م نتیجه دیراک نوسانگر برای را متفاوتͬ انرژی طیف گرانشͬ، کمان رنگین
دست به η پارامتر حضور با نیز کیهانͬ ریسمان توپولوژی اثرات که ͬ کنیم م مشاهده (١١۵ . ٣)
فضا برای را یافته تعمیم زمینه پس ، (١١۵ . ٣) معادله در η −→ ١ حد گرفتن نظر در با ͬ آید. م

ͬ آوریم م دست به را زیر رابطه بنابراین داریم. مینکوفس΄ͬ زمان

E = ±

√√√√√ m٢ + ۴mω [n+ |γ̄|٢ − s γ̄٢
]

(١ − ۴mωε

Ep
٢
[
n+ |γ̄|٢ − s γ̄٢

]) (١١۶ . ٣)

ترازهای در را گرانشͬ کمان رنگین اثرات ͬ توانیم م بنابراین ͬ  باشد. م γ̄ = l + ١٢ (١ − s) که
(١١۵ . ٣) معادله در ε −→ ٠ گرفتن نظر در با سرانجام مشاهده کنیم. دیراک نوسانگر انرژی
دست به (٨۵ . ٣) معادله یعنͬ کیهانͬ ریسمان زمان فضا در دیراک نوسانگر انرژی ترازهای ،

ͬ آید. م
ریسمان گرانشͬ کمانͬ رنگین در (١١۵ . ٣) دیراک نوسانگر انرژی ترازهای ۴ . ٣ ش΄ل در
مقادیر ازای به پلانک انرژی به ω فرکانس نسبت برحسب پلانک، انرژی واحدهای در کیهانͬ،
در را η = ١

q و m
Ep

= ٠٫٨ نیز نمودار این برای است. شده رسم n = ٠ و l = −١٠ ، s = ١
(با رنگ سیاه ͬ های منحن که است ٣ . ٣ ش΄ل در نتایج مشابه نتایج اینجا در ͬ گیریم. م نظر
رنگͬ ͬ های منحن و ͬ کند م توصیف گرانشͬ کمان رنگین غیاب در را انرژی ترازهای (q = ١



۶٧ کمانͬ رنگین گرانش زمینه در دیراک نوسانگر

گرانشͬ کمان رنگین در (١١۵ . ٣) دیراک نوسانگر انرژی ترازهای نمودار :۴ . ٣ ش΄ل
انرژی به ω فرکانس نسبت برحسب پلانک، انرژی واحدهای در کیهانͬ، ریسمان
مش΄ͬ ͬ های منحن ͬ شود. م گرفته نظر در η = ١

q
و m

Ep
= ٠٫٨ نمودار این برای پلانک.

ͬ کند م توصیف گرانشͬ کمان رنگین غیاب در را انرژی ترازهای ، (q = ١ ازای (به رنگ
نشان گرانشͬ کمان رنگین حضور در را انرژی ترازهای رنگͬ ͬ های منحن که حالͬ در

ͬ دهند. م
ͬ های منحن با مقایسه در ͬ دهند. م نشان گرانشͬ کمان رنگین حضور در را انرژی ترازهای
زمینه در (q = ١ (برای رنگ آبی ͬ های منحن با شده توصیف انرژی ترازهای رنگ، مش΄ͬ
به رنگ قرمز منحنͬ برای و ͬ یابند م (کاهش) افزایش کیهانͬ ریسمان گرانشͬ کمان رنگین
مثبت، انرژی ترازهای برای ͬ ها منحن حالت این در است. صورت همین به نیز q = ٢٫۵ ازای
اول جمله شبیه جمله ای اینجا در که است خاطر این به و ͬ شوند نم جا جابه ٣ . ٣ ش΄ل مانند
بین تقارن ۴ . ٣ ش΄ل در شده داده نشان ͬ های منحن بنابراین، نداریم. (١٠۶ . ٣) معادله در
، ω = ٠ برای که است واض حالت، این در ͬ کند. م حفظ را منفͬ و مثبت انرژی ترازهای

ͬ روند. نم صفر سمت به ͬ ها منحن

گرانشͬ کمان رنگین برای سوم حالت ٣ . ۵ . ٣
ͬ کنیم. م بررسͬ زیر کمانͬ رنگین توابع حضور در را دیراک نوسانگر رفتار بخش، این در

g٠(x) = eεx − ١
εx

, g١(x) = ١ (٣ . ١١٧)
در کیهانͬ ریسمان زمان فضا خطͬ المان ، (٣ . ١١٧) کمانͬ رنگین توابع گرفتن نظر در با

ͬ باشد. م زیر صورت به (٨۴ . ٣) گرانشͬ کمان رنگین زمینه

ds٢ = − ε٢x٢
(eεx − ٢(١dt

٢ + dr٢ + η٢r٢dφ٢ + dz٢ (٣ . ١١٨)
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ͬ نویسیم: م زیر صورت به را تترادها ، (٣ . ١١٨) خطͬ المان با

θ̂٠ =
εx

(eεx − ١)dt
θ̂١ = dr

θ̂٢ = ηrdφ (٣ . ١١٩)
θ̂٣ = dz

پیچش، غیاب در کارتان مورر‐ ساختار معادلات دوباره حل با سپس
این در ͬ آوریم. م دست به را (٣ . ٩٣) اسپینوری اتصال و ωφ٢١(x) = −ωφ١٢(x) = −η

ͬ گیرد: م را زیر فرم دیراک معادله صورت

i
∂ψ

∂t
= m

(
εx

eεx − ١
)
γ٠ψ − i

(
εx

eεx − ١
)
γ٠γ١

(
∂

∂r
+

١
٢r +mωrγ٠

)
ψ − i

(
εx

eεx − ١
)
γ٠γ٢
ηr

∂ψ

∂φ

− i

(
εx

eεx − ١
)
γ٠γ٣∂ψ

∂z
(٣ . ١٢٠)

برای را زیر شده جفت معادلات ، (٣ . ٩٧) دیراک معادله برای جوابی گرفتن نظر در با سپس
ͬ آوریم م دست به ϕ٢ و ϕ١ E(

εx
eεx−١

) −m

ϕ١ = −iσ١
[
∂

∂r
+

١
٢r −mωr

]
ϕ٢ − i

σ٢
ηr

∂ϕ٢
∂φ

− iσ٣∂ϕ٢
∂z

(٣ . ١٢١)

است: زیر صورت به دوم شده جفت معادله که E(
εx

eεx−١
) +m

ϕ٢ = −iσ١
[
∂

∂r
+

١
٢r +mωr

]
ϕ١ − i

σ٢
ηr

∂ϕ١
∂φ

− iσ٣∂ϕ١
∂z

(٣ . ١٢٢)

ͬ آوریم: م دست به ϕ١ برای را زیر معادله ، (٣ . ١٢٢) و (٣ . ١٢١) معادلات در ϕ٢ بردن بین از با E٢(
εx

eεx−١
)٢ −m٢

ϕ١ = −∂
٢ϕ١
∂r٢ − ١

r

∂ϕ١
∂r

− ١
η٢r٢

∂٢ϕ١
∂φ٢ − ∂٢ϕ١

∂z٢ +
iσ٣
ηr٢

∂ϕ١
∂φ

+
١

۴r٢ϕ١

+m٢ω٢r٢ϕ١ −mωϕ١ +
٢mω
η

iσ٣∂ϕ١
∂φ

− ٢mωriσ٢∂ϕ١
∂z

(٣ . ١٢٣)
علاوه ͬ باشد. م ϕ١ = (u+(r) u−(r))

T و s = ±١ که ، σ٣ϕ١ = ±ϕ١ = sϕ١ ͬ کنیم م مشاهده
ϕ١ = ei(l+١/٢)φeipzz (u+(r) u−(r))

T بنویسیم ͬ توانیم م سیستم استوانه ای تقارن علت به این، بر
بنابراین ͬ گیریم. م نظر در را pz = ٠ بعد، به اینجا از .−∞ < pz < ∞ و l = ٢±,١±,٠, ... که

ͬ آوریم م دست به u−(r) و u+(r) دو هر برای را زیر دوم مرتبه دیفرانسیل معادله

u′′(r) +
١
r
u′(r)− υ٢

η٢r٢u(r)−m٢ω٢r٢u(r) + βu(r) = ٠ (١٢۴ . ٣)



۶٩ کمانͬ رنگین گرانش زمینه در دیراک نوسانگر
ͬ کنیم. م تعریف را زیر پارامترهای و

β =
E٢ (eεx − ٢(١

ε٢x٢ −m٢ + ٢smωγs
η

+ ٢mω
ν = l +

١
٢ (١ − s) +

s

٢ (١ − η) (١٢۵ . ٣)
ͬ شود م حاصل زیر معادله ، ρ = mωr٢ تعریف با

ρu′′(ρ) + u′(ρ)− ν٢
۴η٢ρu(ρ)−

ρ

۴u(ρ) +
β

۴mωu(ρ) = ٠ (١٢۶ . ٣)
ͬ باشد: م زیر صورت به معادله این جواب

u(ρ) = e−ρ/٢ρ|ν|/٢η١F١
(
|ν|
٢η +

١
٢ − β

۴mω,
|ν|
η

+ ١; ρ
)

(٣ . ١٢٧)

دست به منظور به است. کانفلوئنت هندسͬ فوق تابع ١F١
(
|ν|٢η + ١٢ − β۴mω

, |ν|η + ١; ρ) که
a = −n

(
n = ٠, ١,٢,٣, ...) که داریم نیاز دیراک، معادله برای مقید حالات جواب های آوردن

زیر رابطه به |ν|٢η + ١٢ − β۴mω
= −n رابطه از بنابراین باشد. |ν|٢η + ١٢ − β۴mω

= −n باید یعنͬ ،
ͬ رسیم م

E =
ε

۴Ep

(
m٢ + λ

)
− Ep

۴ε (٣ . ١٢٨)

است. λ = ۴mω [n+ |ν|٢η − s ν٢η
] که

گرانشͬ کمان رنگین در دیراک نوسانگر (٣ . ١٢٨) انرژی ترازهای نمودار :۵ . ٣ ش΄ل
انرژی به ω فرکانس نسبت برحسب پلانک، انرژی واحدهای در کیهانͬ، ریسمان

پلانک.



فرمیون ها نسبیتͬ بررسͬ در هیون تابع ٧٠
گرانشͬ کمان رنگین در دیراک نوسانگر (٣ . ١٢٨) انرژی ترازهای نمودار ۵ . ٣ ش΄ل در
به پلانک انرژی به ω فرکانس نسبت برحسب پلانک، انرژی واحدهای در کیهانͬ، ریسمان
و m

Ep
= ٠٫٨ نیز نمودار این برای است. شده رسم s = ١ و l = −١٠ ، n = ۴٠ مقادیر ازای

غیاب در را انرژی ترازهای (q = ١ ازای (به رنگ قرمز  ͬ منحن ͬ گیریم. م نظر در را η = ١
q

حضور در را انرژی ترازهای دی·ر ͬ های منحن که حالͬ در ͬ کند م توصیف گرانشͬ کمان رنگین
ͬ دهند. م نشان گرانشͬ کمان رنگین



۴ فصل
فرمیون های بررسͬ در هیون تابع

جرم بدون

ویل معادله ١ . ۴
بررسͬ دیراک معادله در را صفر جرم نتایج که بود شخصͬ اولین ١ ویل هرمان ١٩۵٠ سال در
موج معادله ی ویل معادله کوانتومͬ، میدان نظریه در است. ٢ پاریته بقای آن مفهوم که کرد
نامیده ویل فرمیون های ذرات این است. ١٢ اسپین با جرم بدون ذرات توصیف برای نسبیتͬ
تحرک و هستند جرم بدون ویل فرمیون های ال΄ترون ها، برخلاف بارند. حامل و ͬ شوند م
راستای خلاف در هم و حرکت راستای در هم ͬ تواند م ویل فرمیون ی اسپین دارند. زیادی

باشد. آن حرکت
توصیف برای ویل فرمیون بعدها نکرد. مشاهده را ذره ای چنین عمرش طول در ویل
هیچ ͬ شود. م شناخته جرم دارای ذره ای صورت به نوترینو اکنون که شد پیشنهاد نوترینو
تیمͬ ٢٠١۵ سال در که این تا نشد یافت بالا انرژی آزمایش های در ویل فرمیون برای کاندیدی
بدون ذره کنند. مشاهده را ویل فرمیون شدند موفق پرینستون دانش·اه رهبری به المللͬ بین
قلمرو وارد ویل فرمیون بنابراین بود. شده بینͬ پیش نظری لحاظ از پیش، سال ٨۵ که جرمͬ

1Hermann Weyl
2Parity



جرم بدون فرمیون های بررسͬ در هیون تابع ٧٢
شد خواهد ال΄ترونی وسایل کارایی و سرعت افزایش باعث ذره این شد. ٣ چ·ال ماده فیزی

کند. رفتار پادماده و ماده صورت دو هر به کریستال ی درون ͬ تواند م زیرا

خارجͬ ال΄ترومغناطیسͬ میدان حضور در ویل معادله ٢ . ۴
کیهانͬ ریسمان زمان فضا در

زیر صورت به خمیده زمان فضا در خارجͬ ال΄ترومغناطیسͬ میدان ی حضور در ویل معادله
[۵۶] ͬ شود م نوشته

i σ a eµa (∇µ + i eAµ)ψ = ٠ (١ . ۴)
: با است برابر هم وردا مشتق و

∇µ = ∂µ + Γµ (٢ . ۴)
ͬ شود م معرفͬ زیر خطͬ المان توسط استوانه ای مختصات در کیهانͬ ریسمان ی متری

ds٢ = −dt٢ + dr٢ + α٢r٢dϕ٢
+ dz٢ (٣ . ۴)

کاستͬ زاویه α = ١− ۴m̃/c٢ پارامتر است. ٠ ⩽ ϕ ⩽ ٢π و r ⩾ ٠ ، −∞ < (t, z) <∞ که
ͬ دهد. م نشان را کیهانͬ ریسمان خطͬ جرم چ·الͬ m̃ ͬ باشد. م (٠, ١] محدوده در و است

. [۵٧ ،۶۶] ͬ کنند م تبعیت زیر شرط از و ͬ شوند م نامیده تتراد e (a)µ مؤلفه های
g µυ (x) = eµ(a) (x) e

υ
(b) (x) η

ab (۴ . ۴)
معکوسش و تتراد . است مینکوفس΄ͬ زمان فضا متری تانسور η ab = diag(− + ++) تانسور

ͬ شوند. م تعریف زیر صورت به

eaµ(x) =


١ ٠ ٠ ٠
٠ cosϕ −αr sinϕ ٠
٠ sinϕ αr cosϕ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 , eµa(x) =


١ ٠ ٠ ٠
٠ cosϕ sinϕ ٠
٠ − sinϕ

αr
cosϕ
αr ٠

٠ ٠ ٠ ١

 (۵ . ۴)

: داریم (۴ . ۴) معادله در تتراد جای·ذاری با

gµυ =


−١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١

α٢ r٢ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 , gµυ =


−١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ α٢r٢ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 (۶ . ۴)

3Condensed matter physics



کیهانͬ ریسمان زمان فضا در خارجͬ ال΄ترومغناطیسͬ میدان حضور در ویل ٧٣معادله
: ͬ آید م دست به زیر رابطه از که ͬ دهد م نشان را اسپینͬ اتصال ω a

µ b

ω a
µ b = ηā c̄ e

c̄
υ e

σ
b̄ Γ

υ
σµ − ηā c̄ e

υ
b̄ ∂µ e

c̄
υ (٧ . ۴)

: [۵٨] ͬ آیند م دست به زیر فرم از و هستند دوم نوع کریستوفل نمادهای Γυ
σµ

Γµ
ij =

١
٢ g µk

[
∂gik
∂qj

+
∂gjk
∂qi

− ∂gij
∂qk

]
(٨ . ۴)

: با است برابر اسپینͬ اتصال غیرصفر مؤلفه های
ω ١

ϕ ٢ = − ω ٢
ϕ ١ = ١ − α (٩ . ۴)

ͬ آید م دست به زیر فرم از اسپینوری اتصال دهنده Γµ

Γµ = − ١
٨ ω a

µ b[σ
a, σ b] (١٠ . ۴)

: با است برابر آن غیر صفر مؤلفه و
Γϕ = −i(١ − α)

٢ σ z (١١ . ۴)
دکارتͬ مختصات در را برداری پتانسیل و مغناطیسͬ میدان . هستند پائولͬ ماتریس های σ a

ͬ  گیریم. م نظر در زیر صورت به
B⃗ = B٠ k̂ , Ax = − y B٠٢ , Ay =

xB٠٢ , Az = ٠ (١٢ . ۴)
نظر در زیر صورت به و است استوانه ای مختصات در ال΄ترومغناطیسͬ چاربردار پتانسیل Aµ

ͬ شود. م گرفته
Aµ = (٠, ٠, Aϕ, ٠) Aϕ =

r B٠٢ (١٣ . ۴)
ͬ گیرد. م را زیر فرم ویل معادله بنابراین

(١۴ . ۴)
i σ٠ ∂ψ

∂t
+ i σ١

(
cos ϕ

∂

∂r
− sinϕ

αr

∂

∂ϕ
+
i sinϕ

αr

ω ١
ϕ ٢٢ σ٣ − i sinϕ

αr
eAϕ

)
ψ

+i σ٢
(
sinϕ

∂

∂r
+

cosϕ

αr

∂

∂ϕ
− i cosϕ

αr

ω ١
ϕ ٢٢ σ٣ +

i cosϕ

αr
eAϕ

)
ψ + iσ٣ ∂ψ

∂z
= ٠

: ͬ گیریم م درنظر موج تابع برای را زیر فرم (١۴ . ۴) معادله حل برای

ψ =

 ψ١(r)
ψ٢(r)

 = e−iEt+ imϕ+ ikz

 φ١(r)
φ٢(r)

 (١۵ . ۴)



جرم بدون فرمیون های بررسͬ در هیون تابع ٧۴
دست به زیر شده جفت دیفرانسیل معادله دو ، (١۴ . ۴) معادله در (١۵ . ۴) معادله جای·ذاری با

: ͬ آیند م
(١۶ . ۴)

Eφ١ + i e−iϕ∂rφ٢ +
im e−iϕ

αr
φ٢−

i e−iϕ

٢r φ٢+
i e−iϕ

٢αr φ٢+
e sinϕB٠٢α φ٢+

ie cosϕB٠٢α φ٢−kφ١ = ٠
(١٧ . ۴)

Eφ٢ + i eiϕ∂rφ١ − im eiϕ

αr
φ١ −

i eiϕ

٢r φ١ +
i eiϕ

٢αrφ١ +
e sinϕ B٠٢α φ١ −

ie cosϕB٠٢α φ١ + kφ٢ = ٠
بنویسیم زیر صورت به φ ١(r) برحسب را معادلات این ͬ توانیم م

φ′′١(r) +
(a
r

)
φ′١(r)

+

(١ − ۴m٢ − ۴α+ ۴αm+ ٣α٢
۴α٢r٢ − meB٠

α٢r +
−e٢B٢٠ − ۴k٢α٢ + ۴E٢α٢

۴α٢
)
φ١(r) = ٠

(١٨ . ۴)
متغیر تغییر از استفاده با ͬ باشد. م a = ١−α

α که
φ١(r) = r

١−a٢ u(r) (١٩ . ۴)
: ͬ آید درم زیر صورت به (١٨ . ۴) معادله

u′′(r) +

(١
r

)
u′(r)

+
١
r٢
[
(−a٢ + ٢a+ ٢)α٢ + ١ − ۴m٢ − ۴α+ ۴αm

۴α٢

+

(
−meB٠
α٢

)
r +

(
−e٢B٢٠ − ۴k٢α٢ + ۴α٢E٢

۴α٢
)
r٢
]
u(r) = ٠

(٢٠ . ۴)

به را (٢٠ . ۴) معادله جواب و [١٩ ،١٨] ͬ کنیم م استفاده NU روش از ، بالا معادله حل برای
ͬ نویسیم: م زیر صورت

d٢u(r)
dr٢ +

(١
r

)
du(r)

dr
+

١
r٢
(
−ξ١r٢ + ξ٢r − ξ٣

)
u(r) = ٠, (٢١ . ۴)

ͬ باشند. م زیر صورت به ξ٣ و ξ٢ ، ξ١ پارامترهای که

ξ١ =
e٢B٢٠ + ۴k٢α٢ − ۴α٢E٢

۴α٢ , (٢٢ . ۴)
ξ٢ =

−meB٠
α٢ , (٢٣ . ۴)

ξ٣ =
(a٢ − ٢a− ٢)α٢ − ١ + ۴m٢ + ۴α− ۴αm

۴α٢ , (٢۴ . ۴)



٧۵ گودل گونه زمان های فضا در ویل فرمیون های

α١ = ١ , α٢ = α٣ = α۴ = α۵ = ٠ , α۶ = α٩ = ξ١
α٧ = − ξ٢ , α٨ = ξ٣ , α١٠ = ١ + ٢√ξ٣
α١١ = ٢√ξ١ , α١٢ =

√
ξ٣ , α١٣ = −

√
ξ١

(٢۵ . ۴)

: با برابراست انرژی مقداری ویژه معادله
(٢۶ . ۴)

α
(٢n+ ١) √e٢B٢٠ − ۴α٢E٢ + ۴α٢E k + ۴E k − ۴k٢ + ٢meB٠

٢α٢ +√(
(a٢ − ٢ − ٢a)α٢ − ١ + ۴m٢ + ۴α− ۴αm) (e٢B٢٠ − ۴α٢E٢ + ۴α٢E k + ۴E k − ۴k٢)

٢α٢ = ٠
: ͬ آید م دست به زیر صورت به موج تابع

u (r) = r
√

ξ٣ e−
√

ξ١r L ٢√ξ٣
n (٢√ξ١ r) (٢٧ . ۴)

: داریم φ١(r) = r
١−a٢ u(r) از استفاده با بنابراین

φ١(r) = r

( ١−a+٢√ξ٣٢
)
e−

√
ξ١r L ٢√ξ٣

n

(٢√ξ١ r) (٢٨ . ۴)

φ ٢(r) =

(
i eiϕ∂r − im eiϕ

αr − i eiϕ٢r + i eiϕ٢αr + e sinϕ B٠٢α − ie cosϕB٠٢α
−E − k

)
(
r

( ١−a+٢√ξ٣٢
)
e−

√
ξ١r L ٢√ξ٣

n

(٢√ξ١ r)
)

(٢٩ . ۴)

فضایی طیف تبه·نͬ ͬ آید. م دست به Ln
۴ لاگر جمله ایهای چند برحسب موج تابع که

ͬ شود. م ش΄سته کیهانͬ ریسمان فضای به مینکوفس΄ͬ فضای از گذار در مینکوفس΄ͬ
در کیهانͬ ریسمان گرانشͬ میدان های حضور در را صحیح نیم اسپین با ذرات اینجا در
آوردیم. دست به استوانه ای مختصات در خمیده فضای در را ویل معادله جواب و گرفتیم نظر
ی موج، تابع برای حدسͬ فرم ی از استفاده با و هم وردا مشتق مؤلفه های تعیین از بعد
و انرژی معادله همچنین شد. یافت موج تابع از مؤلفه ی برحسب صریح دیفرانسیل معادله

آوردیم. دست به لاگر چندجمله ای های از استفاده با را موج تابع

گودل گونه زمان های فضا در ویل فرمیون های ٣ . ۴
تئوری دنبال به ͬ شود. م معرفͬ خمیده فضای ی روی ویل فرم در دیراک معادله بخش این در
تعمیم ∇µ = ∂µ+Γµ(x) هم وردا مشتق به ∂µ جزئͬ مشتق باید خمیده، زمان فضا در اسپینورها

4Laguerre polynomials



جرم بدون فرمیون های بررسͬ در هیون تابع ٧۶
نوشت زیر روش به ١٢ اسپین با جرم بدون میدان برای را معادلات ͬ توان م که گونه ای به یابد.

[۵۶]
iγµ∇µψ = ٠
(١ + γ۵)ψ = ٠ (٣٠ . ۴)

ͬ باشد. م γ۵ = iγ٠γ١γ٢γ٣ و هستند ویل نمایش در گاما ماتریس های γµ = γaeµa(x) که
خمیده زمان فضا این متری ͬ گیریم. م نظر در گودل گونه زمان فضا ی در را فرمیون ها

زیر معادله توسط
ds٢ = −

(
dt +

H(r)

D (r)
dϕ

)٢
+

١
D٢ (r)

(
dr٢ + J٢(r) dϕ٢) + dz٢ (٣١ . ۴)

بررسͬ گودل گونه زمان فضا در را فرمیون ها نسبیتͬ دینامی بخواهیم اگر ͬ آید. م دست به
را اسپینورها هدف، این برای کنیم. معرفͬ خمیده زمان فضا ی در را اسپینورها باید کنیم،
gµυ = رابطه از باید eaµ(x) تتراد مؤلفه های که کرد خواهیم تعریف θ̂a = eaµ(x)dx

µ پایه ی با
ͬ توانیم م است. مینکوفس΄ͬ تانسور ηab = diag(−+++) تانسور کنند. تبعیت eaµ(x)ebυ(x)ηab
eaµ(x)e

µ
b (x) = δab روابط که گونه ای به کنیم، تعریف dxµ = eµa(x)θ̂a رابطه از را معکوس تتراد

متری برای بنابراین باشند. برقرار eaµ(x)eυa = δυµ و
ds٢ = −

(
dt +

H(r)

D (r)
dϕ

)٢
+

١
D٢ (r)

(
dr٢ + J٢(r) dϕ٢) + dz٢ (٣٢ . ۴)

ͬ شوند. م تعریف زیر صورت به آن معکوس و تتراد

eaµ(x) =


١ ٠ H(r)

D(r) ٠
٠ ١

D(r) ٠ ٠
٠ ٠ J(r)

D(r) ٠
٠ ٠ ٠ ١

 , eµa(x) =


١ ٠ −H(r)

J(r) r ٠
٠ D(r) ٠ ٠
٠ ٠ D(r)

J(r) ٠
٠ ٠ ٠ ١

 . (٣٣ . ۴)

است. اسپینوری اتصال ωa
µb(x)

ω a
µ b = ηā c̄e

a
ν e

σ
b Γ

ν
σµ − ηā c̄ e

a
ν ∂µ e

ν
b (٣۴ . ۴)

از: عبارتند اسپینوری اتصال های غیرصفر مؤلفه های ، بنابراین
ω٠
ϕ١(x) = −ω١

ϕ٠(x) =
D

٢
d

dr
(
H

D
)

ω٠
r٢(x) = −ω٢

r٠(x) = − D

٢J
d

dr
(
H

D
)

ω١
t٢(x) = −ω٢

t١(x) = −D
٢

٢J
d

dr
(
H

D
) (٣۵ . ۴)

ω١
ϕ٢(x) = −ω٢

ϕ١(x) = −
[
DH

٢J
d

dr
(
H

D
) +D

d

dr
(
J

D
)

]



٧٧ خارجͬ ال΄ترومغناطیسͬ میدان حضور در ریچادری سام زمان فضا در ویل معادله
بود خواهد زیر صورت به نیز اسپینͬ دهنده اتصال

Γµ(x) =
١
٨ωµab(x)[σ

a, σb] (٣۶ . ۴)

بنابراین ͬ آیند. م دست به بالا معادلات توسط ωµab(x) و هستند پائولͬ ماتریس های σa که
: با است برابر هم وردا مشتق

∇µ = ∂µ +
١
٨ωµab(x)[σ

a, σb] (٣٧ . ۴)

ͬ گیرد. م را زیر فرم ویل معادله نتیجه در

iσaeµa(∂µ + Γµ)ψ = ٠ (٣٨ . ۴)

ͬ آوریم: م دست به زیر فرم به گودل گونه زمان فضا در را ویل معادله سپس

iσ٠∂ψ
∂t

+ iσ١
(
D(r)

∂

∂r
− D(r)

J(r)

ω١
ϕ٢٢ +

H(r)

J(r)

ω١
t٢٢
)
ψ + iσ٢

(
D(r)

J(r)

∂

∂ϕ
− H(r)

J(r)

∂

∂t

)
ψ

+ iσ٣
(
∂

∂z
− iνAz

)
ψ = ٠ (٣٩ . ۴)

زمان های فضا برای D(r) و J(r) ، H(r) توابع مم΄ن حالت سه هر برای ͬ توان م را معادله این
کرد. محاسبه گودل گونه

حضور در ریچادری سام زمان فضا در ویل معادله ۴ . ۴
خارجͬ ال΄ترومغناطیسͬ میدان

میدان ی گرفتن نظر در با ریچادری سام زمان فضا در را ویل معادله جواب بخش این در
از استفاده با را موج تابع و انرژی مقادیر ویژه سپس ͬ کنیم. م بررسͬ خارجͬ ال΄ترومغناطیسͬ
تبه·نͬ توپولوژی΄ͬ نقص حضور که ͬ دهیم م نشان همچنین ͬ آوریم. م دست به حدسͬ روش

ͬ برد. م بین از را انرژی ترازهای
فضا ی در را فرمیون ها و ͬ کنیم م معرفͬ کیهانͬ ریسمان زمان فضا در را ویل معادله
ͬ آید م دست به زیر رابطه از خمیده زمان فضا این متری ͬ گیریم. م نظر در گودل گونه زمان

: [۵٩ ،۵۶]

ds٢ = −
(
dt +

H(r)

D (r)
dϕ

)٢
+

١
D٢ (r)

(
dr٢ + J٢(r) dϕ٢) + dz٢ (۴٠ . ۴)

تعریف زیر صورت به معکوسش و تتراد داریم. مختلفͬ توابع D(r) ، J(r) ، H(r) برای که



جرم بدون فرمیون های بررسͬ در هیون تابع ٧٨
: ͬ شوند م

eaµ(x) =


١ ٠ H(r)

D (r) ٠
٠ ١

D (r) ٠ ٠
٠ ٠ J (r)

D (r) ٠
٠ ٠ ٠ ١

 , eµa(x) =


١ ٠ − H (r)

J (r) r ٠
٠ D (r) ٠ ٠
٠ ٠ D (r)

J (r) ٠
٠ ٠ ٠ ١

 (۴١ . ۴)

توابع ریچادری سام زمان فضا برای ͬ کنیم. م بررسͬ ریچادری سام زمان فضا در را ویل معادله
ͬ گیریم: م درنظر زیر صورت به را

D(r) = ١, H(r) = αΩr٢, J(r) = αr. (۴٢ . ۴)
زیر رابطه از زمان فضا این متری

ds٢ = −(dt+ αΩr٢dϕ)٢ + dr٢ + α٢r٢dϕ٢ + dz٢ (۴٣ . ۴)
Ω پارامتر ͬ آید. م دست به ٠ ≤ ϕ ≤ ٢π ، r ≥ ٠ ، −∞ < (t, z) < ∞ نظرگرفتن در با
تغییر (٠, ١] بازه در و است کاستͬ زاویه α = ١−۴m̃/c٢ و ͬ کند م تعیین را زمان فضا ۵ پیچش
تتراد eaµ(x) مؤلفه های است. کیهانͬ ریسمان خطͬ جرم چ·الͬ بیانگر m̃ پارامتر ͬ کند. م

ͬ کنند م تبعیت زیر رابطه از که ͬ شوند م نامیده
gµυ = eaµ(x)e

b
υ(x)ηab (۴۴ . ۴)

داریم: که گونه ای به
eaµ(x)e

µ
b (x) = δab

eaµ(x)e
υ
a(x) = δυµ

معکوس و تتراد است. مینکوفس΄ͬ زمان فضا متری تانسور ، ηab = diag(− + ++) تانسور
ͬ آیند. م دست به زیر صورت به آن

eaµ(x) =


١ ٠ αΩr٢ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ αr ٠
٠ ٠ ٠ ١

 , eµa(x) =


١ ٠ −Ωr٢ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١

αr ٠
٠ ٠ ٠ ١

 . (۴۵ . ۴)

: داریم (۴۴ . ۴) معادله در تتراد دادن قرار با

gµυ =


−١ ٠ −αΩr٢ ٠
٠ ١ ٠ ٠

−αΩr٢ ٠ α٢r٢ − (αΩr٢)٢ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 , gµυ =


−١ + r٢Ω٢ ٠ −Ω

α ٠
٠ ١ ٠ ٠

−Ω
α ٠ ١

r٢α٢ ٠
٠ ٠ ٠ ١


(۴۶ . ۴)

5vorticity



٧٩ خارجͬ ال΄ترومغناطیسͬ میدان حضور در ریچادری سام زمان فضا در ویل معادله
ͬ آید: م دست به زیر رابطه از که ͬ دهد م نشان را اسپینͬ اتصال ωa

µb

ωa
µb = ηāc̄e

c̄
υe

σ
b̄Γ

υ
σµ − ηāc̄e

υ
b̄ ∂µe

c̄
υ. (۴٧ . ۴)

بیایند: دست به زیر رابطه از ͬ توانند م و هستند دوم نوع کریستوفل نماد های Γυ
σµ

Γµ
ij =

١
٢gµk

[
∂gik
∂qj

+
∂gjk
∂qi

− ∂gij
∂qk

]
. (۴٨ . ۴)

از: عبارتند کریستوفل نماد های غیر صفر مؤلفه های که
Γt
tr = Γt

rt = rΩ٢

Γt
rϕ = Γt

ϕr = r٣αΩ٣

Γr
tϕ = Γr

ϕt = rαΩ (۴٩ . ۴)
Γr
ϕϕ = rα١−)٢ + ٢r٢Ω٢)

Γϕ
tr = Γϕ

rt = − Ω

rα

Γϕ
rϕ = Γϕ

ϕr =
١
r
− rΩ٢

بود: خواهند زیر صورت به اسپینͬ اتصال غیر صفر مؤلفه های بنابراین
ω٠
ϕ١(x) = −ω١

ϕ٠(x) = αΩr

ω٠
r٢(x) = −ω٢

r٠(x) = Ω (۵٠ . ۴)
ω١
t٢(x) = −ω٢

t١(x) = −Ω

ω١
ϕ٢(x) = −ω٢

ϕ١(x) = −(αΩ٢r٢ + α)

ͬ آیند: م دست به زیر رابطه از اسپینͬ اتصال دهنده های Γµ

Γµ = − ١
٨ωa

µb(x)[σ
a, σb] (۵١ . ۴)

از: عبارتند اسپینͬ اتصال دهنده های غیر صفر مؤلفه های هستند. پائولͬ ماتریس های σa و
Γt =

iΩ٢ σz,
Γr = −Ω٢σϕ,
Γϕ = −αΩr٢ σr + ( iαΩ

٢r٢
٢ + iα٢ )σz

(۵٢ . ۴)

: است زیر صورت به ویل معادله
iσaeµa∇µψ = ٠ (۵٣ . ۴)

رابطه از که اسپینور ی هم وردای مشتق توسط باید ∂µ پاره ای مشتق ، خمیده زمان فضا در
است. اسپینͬ اتصال دهنده Γµ که کند تغییر ͬ آید، م دست به ∂µ = ∂µ + Γµ(x)



جرم بدون فرمیون های بررسͬ در هیون تابع ٨٠
ͬ آید: م در زیر صورت به ویل معادله ، ∂µ → ∂µ + ieAµ ، تکانه کانونی تبدیل با

iσaeµa(∇µ + ieAµ)ψ = ٠ (۵۴ . ۴)
نظر در زیر صورت به را دکارتͬ مختصات سیستم در برداری پتانسیل و مغناطیسͬ میدان

ͬ گیریم. م
B⃗ = B٠k̂, Ax = −yB٠٢ , Ay =

xB٠٢ , Az = ٠. (۵۵ . ۴)
دست به زیر صورت به و است استوانه ای مختصات در ال΄ترومغناطیسͬ چاربردار پتانسیل Aµ

ͬ آید: م
Aµ = (٠, ٠, Aϕ, ٠), Aϕ =

rB٠٢ . (۵۶ . ۴)
ͬ گیرد. م خود به را زیر فرم ریچادری سام زمان فضا در ویل معادله

iσ٠( ∂
∂t

+
iΩ

٢ σz)ψ + iσ١
(
∂

∂r
− Ω

٢σϕ
)
ψ

+ iσ٢
(
−Ωr٢ ∂

∂t
− iΩ٢r٢

٢ σz +
١
αr

∂

∂ϕ
− Ω

٢σr +
iΩ٢r

٢ σz +
i

٢rσz +
ieB٠
α

)
ψ + iσ٣∂ψ

∂z
= ٠

(۵٧ . ۴)
ψ(r) = صورت به را اسپینور ͬ توانیم م ، است زمان از مستقل برهم΄نش که آنجایی از
عدد k و زاویه ای تکانه کوانتومͬ عدد m ، سیستم انرژی E که بنویسیم e−iEt+imϕ+ikzφ(r)

نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را φ(r) مؤلفه ای دو اسپینور است. موج

φ(r) =

 φ١(r)
φ٢(r)

 (۵٨ . ۴)

ͬ شود. م استخراج زیر شده جفت دیفرانسیل معادله دو
Eφ١ −

Ω

٢φ١ + i∂rφ٢ + iΩr٢Eφ٢ +
iΩ٢r٢

٢ φ٢ +
im

αr
φ٢ − iΩ٢r

٢ φ٢ − i

٢rφ٢ +
ieB٠
α

φ٢ − kφ١ = ٠,
(۵٩ . ۴)

Eφ٢ +
Ω

٢φ٢ + i∂rφ١ − iΩr٢Eφ١ +
iΩ٢r٢

٢ φ١ −
im

αr
φ١ −

iΩ٢r
٢ φ١ −

i

٢rφ١ −
ieB٠
α

φ١ + kφ٢ = ٠.
(۶٠ . ۴)

ͬ آوریم. م دست به ، φ١ ، دیراک اسپینور اول مؤلفه برای را زیر معادله
φ′′١(r) +

(
−١
r
− rΩ٢ + r٢Ω٢

)
φ′١(r)

+ (
−۴e٢B٠٢ − ٨αer٢B٠ΩE + r٢Ω۴α٢ + ٢rΩ٢α٢ + r۴Ω۴α٢ − ٢r٣Ω۴α٢ − Ω٢α٢ − ٨αmrΩE

۴α٢

+
−۴m٢ + ۴αm+ ٣α٢

۴α٢r٢ − ٢meB٠
α٢r − ٢rΩE − r۴Ω٢E٢ + E٢ − k٢ − kΩ)φ١(r) = ٠

(۶١ . ۴)



٨١ خارجͬ ال΄ترومغناطیسͬ میدان حضور در ریچادری سام زمان فضا در ویل معادله

معادله به (۶١ . ۴) معادله سپس ͬ گیریم. م درنظر را φ١(r) = re

(
٣Ω٢r٢−٢Ω٢r٣

١٢
)
u(r) متغیر تغییر

ͬ شود. م تبدیل زیر

u′′(r) +

(١
r

)
u′(r) + [−Ω٢

۴ − ١
۴r٢ − m٢

α٢r٢ − e٢B٠٢
α٢ +

−٢eB٠ΩEr٢ − ٢mΩEr

α

−٢meB٠
α٢r +

m

αr٢ − ٢ΩEr − r۴Ω٢E٢ + E٢ − k٢ − kΩ]u(r) = ٠ (۶٢ . ۴)
به را (۶٢ . ۴) معادله و ͬ کنیم م استفاده u(r) = r−

١٢ f(r) متغیر تغییر از ، بالا معادله حل برای
ͬ نویسیم: م زیر صورت

f ′′(r)− [
Ω٢
۴ +

m٢
α٢r٢ +

e٢B٠٢
α٢ +

٢eB٠ΩEr٢ + ٢mΩEr

α

+
٢meB٠
α٢r − m

αr٢ + ٢ΩEr + r۴Ω٢E٢ − E٢ + k٢ + kΩ]f(r) = ٠. (۶٣ . ۴)
که باشد f(r) = eg(r) ͬ کنیم م فرض ، (۶٣ . ۴) معادله حل منظور به

f ′′(r)−
[
g′′ + g′

٢]
f(r) = ٠ (۶۴ . ۴)

ͬ آید. م دست به g(r) = λr٣ + βr + γlnr رابطه از g(r) و
g′ = ٣λr٢ + β +

γ

r

g′
٢
= ٩λ٢r۴ + β٢ + ۶λβr٢ + ۶λγr + γ٢

r٢ +
٢βγ
r

(۶۵ . ۴)
g′′ = ۶λr − γ

r٢

ͬ شود. م تبدیل زیر معادله به (۶۴ . ۴) معادله

f ′′(r)−

[
۶λr − γ

r٢ + ٩λ٢r۴ + β٢ + ۶λβr٢ + ۶λγr + γ٢
r٢ +

٢βγ
r

]
f(r) = ٠ (۶۶ . ۴)

ͬ رسیم. م زیر معادلات به (۶۶ . ۴) و (۶٣ . ۴) معادلات مقایسه از
٢eB٠ΩE

α
= ۶λβ (۴ . ۶٧آ)

Ω٢E٢ = ٩λ٢ (۴ . ۶٧ب)
٢ΩE +

٢mΩE

α
= ۶λ+ ۶λγ (۴ . ۶٧ج)

m٢
α٢ − m

α
= −γ + γ٢ (۴ . ۶٧د)

٢meB٠
α٢ = ٢βγ (۴ . ۶٧ه)

Ω٢
۴ +

e٢B٠٢
α٢ − E٢ + k٢ + kΩ = β٢ (۴ . ۶٧و)



جرم بدون فرمیون های بررسͬ در هیون تابع ٨٢
دست به (۴ . ۶٧د) و (۴ . ۶٧و) ، (۴ . ۶٧ب) معادلات از ترتیب به را γ و β ، λ ثابت ضرایب سپس

ͬ آوریم. م

λ = ±ΩE

٣
β = ±

√
Ω٢
۴ +

e٢B٠٢
α٢ − E٢ + k٢ + kΩ (۶٨ . ۴)

γ = |m
α
|

انحنای ی که ͬ کند م تغییر (٠, ١] بازه در α پارامتر شد، گفته (۴٠ . ۴) معادله در که همانطور
دی·ر، سوی ͬ دهد.از م نشان را مخروطͬ زمان فضا به مربوط تخت کاستͬ زاویه ی و مثبت
نشان را پادمخروطͬ زمان فضا به مربوط اضافͬ تخت زاویه ی و منفͬ انحنای ی α > ١
مخروطͬ زمان فضا روی ما اینجا در است. تخت فضای به مربوط α = ١ سرانجام ͬ دهد. م

ͬ شویم. م متمرکز
بیایند. دست به زیر رابطه از ͬ توانند م نسبیتͬ انرژی ترازهای

E = ±

√
−۴eB٠Ω٢ + ۴e٢B٠٢Ω٢ + ۴k٢α٢Ω٢ + ۴kα٢Ω٣ + α٢Ω۴

٢αΩ (۶٩ . ۴)

شود. نوشته زیر صورت به ͬ تواند م اسپینور دوم و اول مؤلفه های

φ١(r) = r(γ+
١٢ )e

(
٣Ω٢r٢−٢Ω٢r٣

١٢ +λr٣+βr

)
(٧٠ . ۴)

φ٢(r) = (
i∂r − iΩr٢E + iΩ٢r٢

٢ − im
αr − iΩ٢r٢ − i٢r − ieB٠

α

−E − k − Ω٢
)r(γ+

١٢ )e

(
٣Ω٢r٢−٢Ω٢r٣

١٢ +λr٣+βr

)

(٧١ . ۴)

ازای به α = ٠٫۵ و m = e = k = ١ برای r از تابعͬ صورت به احتمال چ·الͬ ١ . ۴ ش΄ل در
کمتر مقادیر سمت به قله B٠ افزایش با که ͬ کنیم م مشاهده ͬ شود. م رسم B٠ مختلف مقادیر
به احتمال چ·الͬ ٢ . ۴ ش΄ل در ͬ یابد. م کاهش |Ψ١(r)|٢ بیشینه مقدار و ͬ شود م جابه جا r

ͬ شود. م رسم α مختلف مقادیر برای Ω = ٠٫٢ و m = e = k = ١ برای r از تابعͬ صورت
و ͬ شود م جابه جا r کمتر مقادیر سمت به قله α افزایش با که کنیم مشاهده ͬ توانیم م همچنین
برای r از تابعͬ صورت به احتمال چ·الͬ ٣ . ۴ ش΄ل در ͬ یابد. م کاهش |Ψ١(r)|٢ بیشینه مقدار
همانطور مورد این در ͬ شود. م رسم Ω مختلف مقادیر برای α = ٠٫٢ و m = e = k = B٠ = ١
|Ψ١(r)|٢ بیشینه مقدار و ͬ شود م جابه جا r کمتر مقادیر سمت به قله ، ͬ یابد م افزایش α که

ͬ یابد. م کاهش



٨٣ خارجͬ ال΄ترومغناطیسͬ میدان حضور در ریچادری سام زمان فضا در ویل معادله

. B٠ مختلف مقادیر برای Ω = ٠٫٢ و α = ٠٫۵ برای |Ψ١(r)|٢ توابع ویژه :١ . ۴ ش΄ل

. α مختلف مقادیر برای Ω = ٠٫٢ و B٠ = ١ برای |Ψ١(r)|٢ توابع ویژه :٢ . ۴ ش΄ل

. Ω مختلف مقادیر برای α = ٠٫٢ و B٠ = ١ برای |Ψ١(r)|٢ توابع ویژه :٣ . ۴ ش΄ل



جرم بدون فرمیون های بررسͬ در هیون تابع ٨۴

میدان های حضور در گرافن در دیراک‐ویل معادله ۵ . ۴
مغناطیسͬ

.[۶٠] شد کشف ٢٠٠۴ سال در ٨ نووسلو کنستانتین و ٧ جیم آندره توسط بار اولین ۶ گرافن
ساختار دلیل به که است کربن اتم های از لایه ای با گوشه شش زنبوری لانه ساختار دارای گرافن
است گرفته قرار توجه مورد بسیار چ·ال ماده فیزی در جرمش بدون ال΄ترون های و دوبعدی

.[۶١]
[۶٢] ͬ باشد م زیر صورت به ١٠ دکارتͬ مختصات در ویل ‐ دیراک ٩ هامیلتونͬ

HD = υF (σ.p) (٧٢ . ۴)
مؤثر، فرمͬ سرعت ترتیب به p = −iℏ (∂x, ∂y) و σ = (σx, σy) ، c ، υF = c/٣٠٠ پارامترهای که
زمان از مستقل ویل ‐ دیراک معادله هستند. تکانه عمل·ر و پائولͬ ماتریس های نور، سرعت

زیر
υF (σ.p)Ψ(x, y) = EΨ(x, y) (٧٣ . ۴)

را p تکانه عمل·ر اینجا در ͬ کند. م توصیف را مغناطیسͬ میدان با دیراک ال΄ترون برهم΄نش
زیر صورت به دکارتͬ مختصات در برداری پتانسیل اگر ͬ گیریم. م نظر در p+ eA/c صورت به

باشد
A⃗ = (٠, Ay(x), ٠) (٧۴ . ۴)

ͬ شود. م تبدیل زیر معادله به (٧٣ . ۴) معادله
υF

[
σ.
(
p+

e

c
A
)]

Ψ(x, y) = EΨ(x, y) (٧۵ . ۴)
ͬ رسیم م زیر معادله به بنابراین

− i

[
σx∂x + σy∂y +

ie

cℏ
σyAy

]
Ψ(x, y) = εΨ(x, y) (٧۶ . ۴)

صورت به موج تابع گرفتن نظر در با ͬ باشد. م ε = E/ℏυF که

Ψ(x, y) =

 ϕ١ (x, y)
ϕ٢ (x, y)

 (٧٧ . ۴)
6Graphene
7Andre Geim
8Konstantin Novoselov
9Hamiltonian
10Cartesian coordinate



٨۵ مغناطیسͬ میدان های حضور در گرافن در دیراک‐ویل معادله
ͬ آوریم. م دست به را زیر شده جفت دیفرانسیل معادله دو

− i

(
∂

∂x
− i

∂

∂y
+
eAy

cℏ

)
ϕ٢(x, y) = εϕ١(x, y) (٧٨ . ۴)

− i

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y
− eAy

cℏ

)
ϕ١(x, y) = εϕ٢(x, y) (٧٩ . ۴)

زیر اسپینورهای ویژه دادن قرار با ϕ١ (x, y)
ϕ٢ (x, y)

 = eiky

 ϕ١ (x)
iϕ٢ (x)

 (٨٠ . ۴)

ͬ رسیم. م زیر معادلات به ، (٧٩ . ۴) و (٧٨ . ۴) معادلات )در
d

dx
+ k +

eAy

cℏ

)
ϕ٢(x) = εϕ١(x) (٨١ . ۴)

(
− d

dx
+ k +

eAy

cℏ

)
ϕ١(x) = εϕ٢(x) (٨٢ . ۴)

ͬ شود. م حاصل زیر دوم مرتبه دیفرانسیل معادله (٨٢ . ۴) و (٨١ . ۴) معادلات از استفاده با
d٢ϕ٢(x)
dx٢ +

[
e

cℏ

(
dAy

dx

)
− k٢ − ٢ekAy

cℏ
−
e٢A٢

y

c٢ℏ٢ + ε٢
]
ϕ٢(x) = ٠ (٨٣ . ۴)

پتانسیل انتخاب نوع به بسته ͬ کنیم. م محاسبه متفاوت برداری پتانسیل سه برای را معادله این
ͬ آیند. م دست به هیون توابع یا هندسͬ فوق توابع برحسب توابع ویژه برداری،

برداری پتانسیل برای اول حالت ١ . ۵ . ۴
ͬ کنیم. م انتخاب زیر صورت به را برداری پتانسیل

Ay(x) =
B٠
α

− B٠
α
e−αx (٨۴ . ۴)

داریم: بنابراین ͬ آید، م دست به B⃗ = ∇⃗ × A⃗ صورت به مغناطیسͬ میدان
B⃗ = B٠ e−αy k̂ (٨۵ . ۴)

ͬ آید. م در زیر فرم به (٨٣ . ۴) معادله
(٨۶ . ۴)

d٢ϕ٢(x)
dx٢ +

[
eB٠e−αx

cℏ
− k٢ − ٢ekB٠

cℏα
+

٢ekB٠e−αx

cℏα
− e٢
c٢ℏ٢

(
B٠
α

− B٠e−αx

α

)٢
+ ε٢

]
ϕ٢(x) = ٠

زیر معادله به و ͬ کنیم م استفاده NU روش و s = e−αx متغیر تغییر از بالا معادله حل برای
ͬ رسیم م

d٢ϕ٢(s)
ds٢ +

١
s

dϕ٢(s)
ds

+
١
s٢
(
−ξ١s٢ + ξ٢s− ξ٣

)
ϕ٢(s) = ٠ (٨٧ . ۴)



جرم بدون فرمیون های بررسͬ در هیون تابع ٨۶
ͬ باشند. م زیر صورت به ξ٣ و ξ٢ ، ξ١ پارامترهای که

ξ١ =
e٢B٢٠
c٢ℏ٢α۴

ξ٢ =
eB٠
cℏα٢ +

٢ekB٠
cℏα٣ +

٢e٢B٢٠
c٢ℏ٢α۴ (٨٨ . ۴)

ξ٣ =
k٢
α٢ +

٢ekB٠
cℏα٣ − e٢B٢٠

c٢ℏ٢α۴ − ε٢
α٢

زیر انرژی مقداری ویژه معادله از استفاده با
(٢n+ ١) √ξ١ − ξ٢ + ٢√ξ٣ξ١ = ٠ (٨٩ . ۴)

(٩٠ . ۴)(٢n+ ١)
√

e٢B٢٠
c٢ℏ٢α۴−

eB٠
cℏα٢−

٢ekB٠
cℏα٣ − ٢e٢B٢٠

c٢ℏ٢α۴+٢
√√√√ e٢B٢٠
c٢ℏ٢α۴

(
k٢
α٢ +

٢ekB٠
cℏα٣ − e٢B٢٠

c٢ℏ٢α۴ − ε٢
α٢
)

= ٠

ͬ آوریم. م دست به را انرژی مقادیر ویژه

E±,n = ±ℏυF

√
−n٢α٢ + ٢nkα− ٢e٢B٢٠

c٢ℏ٢α٢ +
٢neB٠
cℏ

(٩١ . ۴)
ͬ باشد. م زیر صورت به نیز موج تابع

ϕ٢(x) = e(−αx
√

ξ٣−
√

ξ١e−αx)Ln
٢√ξ٣

(٢√ξ١e−αx
) (٩٢ . ۴)

B٠ = در که ͬ کنیم م مشاهده است. شده رسم B٠ از تابعͬ صورت به انرژی ۴ . ۴ ش΄ل در
چ·الͬ داریم. B٠c بحرانͬ مغناطیسͬ میدان ی بنابراین ͬ رسد م صفر به انرژی مقدار ، ٠٫٣۴T

است. شده داده نشان ۵ . ۴ ش΄ل در n مختلف مقادیر برای x به نسبت |Ψ٢(x, y)|٢ احتمال

، υF = ١ ،c = ℏ = e = ١ پارامترهای با n = ١ برای B٠ برحسب انرژی :۴ . ۴ ش΄ل
. α = k = ٠٫۵



٨٧ مغناطیسͬ میدان های حضور در گرافن در دیراک‐ویل معادله

، υF = ١،c = ℏ = ١ پارامترهای با x به نسبت |Ψ٢(x, y)|٢ احتمال چ·الͬ :۵ . ۴ ش΄ل
.n مختلف مقادیر برای B٠ = α = e = ١ و k = ٠٫٨

برداری پتانسیل برای دوم حالت ٢ . ۵ . ۴
ͬ گیریم. م نظر در زیر صورت به را مغناطیسͬ میدان و برداری پتانسیل

Ay(x) = − B٠
x+ a

(٩٣ . ۴)

B⃗ =
B٠

(x+ a)٢
k̂ (٩۴ . ۴)

دست به زیر صورت به (٨٣ . ۴) معادله ͬ کنیم. م بررسͬ (٠,+∞) محدوده در را سیستم این
ͬ آید. م

d٢ϕ٢(x)
dx٢ +

[
eB٠

cℏ (x+ a)٢
− k٢ +

٢ekB٠
cℏ (x+ a)

− e٢B٢٠
c٢ℏ٢ (x+ a)٢

+ ε٢
]
ϕ٢(x) = ٠ (٩۵ . ۴)

ͬ رسیم. م زیر معادله به ، NU روش از استفاده و s = x+ a گرفتن نظر در با
d٢ϕ٢(s)
ds٢ +

١
s٢
(
−ξ١s٢ + ξ٢s− ξ٣

)
ϕ٢(s) = ٠ (٩۶ . ۴)

ͬ باشند. م زیر صورت به ξ٣ و ξ٢ ، ξ١ پارامترهای
ξ١ = k٢ − ε٢

ξ٢ =
٢ekB٠
cℏ

(٩٧ . ۴)
ξ٣ =

e٢B٢٠
c٢ℏ٢ − eB٠

cℏ

زیر انرژی مقداری ویژه معادله از
(٢n+ ١) √ξ١ − ξ٢ + ٢

√(
ξ٣ +

١
۴
)
ξ١ = ٠ (٩٨ . ۴)



جرم بدون فرمیون های بررسͬ در هیون تابع ٨٨
(٢n+ ١) √k٢ − ε٢ − ٢ekB٠

cℏ
+ ٢

√√√√(e٢B٢٠
c٢ℏ٢ − eB٠

cℏ
+

١
۴
)(

k٢ − ε٢) = ٠ (٩٩ . ۴)

ͬ آید. م دست به انرژی مقادیر ویژه

E±,n = ±ℏυF

√√√√√√k٢ − ۴e٢k٢B٢٠ /c٢ℏ٢(
٢n+ ١ + ٢

√
e٢B٢٠
c٢ℏ٢ − eB٠

cℏ + ١۴
)٢ (١٠٠ . ۴)

ͬ باشد. م زیر صورت به نیز موج تابع

ϕ٢(x) = (x+ a)

(
١٢+
√

ξ٣+ ١۴
)
e−

√
ξ١(x+a)Ln

٢√ξ٣+ ١۴
(٢√ξ١ (x+ a)

) (١٠١ . ۴)
در که ͬ کنیم م مشاهده و است شده رسم n = ١ برای B٠ برحسب انرژی ۶ . ۴ ش΄ل در
احتمال چ·الͬ همچنین است. صفر با برابر انرژی مقدار B٠c = ١T بحرانͬ مغناطیسͬ میدان

است. شده رسم ٧ . ۴ ش΄ل در n مختلف مقادیر برای x به نسبت |Ψ٢(x, y)|٢

.c = ℏ = e = k, υF = ١ پارامترهای با n = ١ برای B٠ برحسب انرژی :۶ . ۴ ش΄ل

υF = ١ ،c = ℏ = ١ پارامترهای با x به نسبت |Ψ٢(x, y)|٢ احتمال چ·الͬ :٧ . ۴ ش΄ل
.n مختلف مقادیر برای B٠ = α = k = e = ١ و a = ١ ،



٨٩ مغناطیسͬ میدان های حضور در گرافن در دیراک‐ویل معادله

برداری پتانسیل برای سوم حالت ٣ . ۵ . ۴
ͬ گیریم. م نظر در کرنل پتانسیل صورت به را برداری پتانسیل

Ay(x) = ax+
b

x
(١٠٢ . ۴)

ͬ آید. م دست به زیر صورت به (٨٣ . ۴) معادله بنابراین
(١٠٣ . ۴)

d٢ϕ٢(x)
dx٢ +

(
ε١ +

A ١
x

+
A٢
x٢ + A٣ x −A۴x٢

)
ϕ٢(x) = ٠

ε١ =
ea

cℏ
− k٢ − ٢e٢ab

c٢ℏ٢ + ε٢

A١ = −٢ekb
cℏ

A٢ = − eb
cℏ

− e٢b٢
c٢ℏ٢ (١٠۴ . ۴)

A٣ = −٢eka
cℏ

A۴ =
e٢a٢
c٢ℏ٢

نظر در زیر صورت به را موج تابع (١٠٣ . ۴) معادله برای ساده تری فرم آوردن دست به منظور به
ͬ گیریم. م

ϕ٢(x) = |x|p e−q x٢ − r x f(x) , p =
١
٢ +

١
٢
√١ − ۴A٢ (١٠۵ . ۴)

معادله به A۴ = e٢a٢
c٢ℏ٢ = ١ شرط گرفتن نظر در با و (١٠٣ . ۴) معادله در موج تابع دادن قرار با

ͬ رسیم. م کانفلوئنت بای هیون دیفرانسیل
(١٠۶ . ۴)

xf ′′(x) +
(٢p− ٢rx− ۴qx٢) f ′(x) + [(−۴pq − ٢q + r٢ + ε١

)
x−

(٢pr −A١
)]
f(x) = ٠

به هیون توابع برحسب فروبنیوس روش و توانͬ سری های از استفاده با معادله این جواب
باشد. برقرار زیر شرط که زمانͬ ͬ آید، م دست

ε١ +
١
۴ A٢٣ − ٢p− ١ = ٢n (١٠٧ . ۴)

ͬ آوریم. م دست به را توابع ویژه و سیستم مقید حالات بنابراین
ϕ٢(x) ∼ |x|

١٢ + ١٢
√١−۴A ٢ e

١٢ (A ٣ x−x٢)

×HB

(√١ − ۴A٢,
٢eka
cℏ

,
e٢k٢a٢
c٢ℏ٢ + ε١,

۴ekb
cℏ

, x

) (١٠٨ . ۴)



جرم بدون فرمیون های بررسͬ در هیون تابع ٩٠
(١٠٩ . ۴)

En = ±ℏυF

√√√√−ea
cℏ

+
٢e٢ab
c٢ℏ٢ − e٢k٢a٢

c٢ℏ٢ + k٢ + ٢ + ٢n+

√
١ − ۴

(
− eb
cℏ

− e٢b٢
c٢ℏ٢

)

ͬ برند. م بین از را انرژی ترازهای تبه·نͬ متغیر مغناطیسͬ میدان های که ͬ شود م ملاحظه



۵ فصل
نتیجه گیری

و هستند منظم تکین نقطه چهار با هیون دوم مرتبه دیفرانسیل معادله جواب های هیون توابع
کوانتوم م΄انی و کلاسی هسته ای، ذرات، فیزی همچون فیزی زمینه های از بسیاری در
توجه مورد بسیار اخیر سال های در فراوان کاربردهای دلیل به توابع این دارند. کاربرد
پتانسیل ها از بسیاری برای نسبیتͬ غیر و نسبیتͬ ذرات بررسͬ گرفته اند. قرار فیزی΄دانان
نتیجه در و هیون دیفرانسیل معادله شناخت با که ͬ شود م هیون دیفرانسیل معادله به منجر
دی·ر ی΄ͬ نمود. مشخص را سیستم هایی چنین مقادیر ویژه و توابع ویژه ͬ توان م هیون، توابع
تابع معرفͬ از پس مطالعه این در است. خمیده زمان فضا در هیون تابع مهم کاربردهای از
فضا در نسبیتͬ ذرات بررسͬ امروزه پرداختیم. خمیده زمان فضا معرفͬ به آن، انواع و هیون
از ی΄ͬ است. کرده جلب خود به را بسیاری توجه هندسͬ نواقص توسط شده ایجاد زمان های
اولیه جهان در فاز گذار ی طͬ در که هستند کیهانͬ ریسمان های هندسͬ نواقص مهم ترین
دی و کلاین‐گوردون معادلات توسط نسبیتͬ سیستم های در هیون تابع گرفته اند. ش΄ل
برای ویل معادله و ١٢ اسپین با ذرات برای دیراک معادله صفر، اسپین با ذرات برای پی کͬ
کیهانͬ ریسمان کیهانͬ، ریسمان شامل مختلف زمان های فضا در ١٢ اسپین با جرم بدون ذرات
بررسͬ و مطالعه مورد گودل گونه زمان های فضا و اینرسͬ غیر اثرات با زمان های فضا چرخان،

گردید. استفاده NU و حدسͬ روش های معادلات این حل برای گرفت. قرار



نتیجه گیری ٩٢
انرژی ترازهای تبه·نͬ توپولوژی΄ͬ، نقص حضور که دریافتیم گرفته صورت بررسͬ در
باشند. داشته متفاوتͬ انرژی های پاد ذره و ذره که ͬ شود م باعث و ͬ برد م بین از را سیستم
مغناطیسͬ میدان های حضور در جرم بدون فرمیون های توصیف برای ویل معادله همچنین
تبه·نͬ رفتن بین از به منجر متغیر مغناطیسͬ میدان های که شد مشاهده و شد بررسͬ متغیر
ترمودینامی΄ͬ کمیت های ͬ توان م پارش تابع و انرژی محاسبه با ͬ شوند. م انرژی ترازهای
مناسب راه΄اری توانͬ سری های صورت به هیون توابع از استفاده آورد. دست به را سیستم

گرفته اند. قرار توجه مورد کم تر که است نسبیتͬ غیر و نسبیتͬ ذرات طیف یافتن برای
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Aabstract

Heun functions are solutions of the Heun differential equation which is a generalization of the

hypergeometric equation. The Heun differential equation is the most general second-order equa-

tion having four regular singular points that in recent years it has attracted considerable attention.

Now, this differential equation appears in many fields such as particle physics, nuclear physics,

quantum mechanics and is used to describe a wide range of physical phenomena. Heun differen-

tial equation in the study of relativistic and non-relativistic particles appears for many potentials

and its eigenfunctions are defined in terms of Heun functions. One of the important applications

of the Heun equation is in the general relativity and cosmology. In this research we introduce

Heun function and their confluent forms, then we study this function in the relativistic systems

by Dirac equation for spin half particles, Weyl equation for spin half massless particles, Klein-

Gordon equation and DKP equation for spin 0 particles. Today, the study of relativistic particles

in space-times created by topological defects has attracted much attention. A cosmic string is one

of the most important examples of topological defects. In this research, we introduce different

space-times such as cosmic string, spinning cosmic string, space-time with noninertial effects and

Gödel-type space-times and we study the influence of topological defect on the energy spectrum of

relativistic particles. We also study the Weyl equation in the presence of variable magnetic fields

and investigate the influence of these fields on the energy spectrum of particles. The purpose of

calculating energy is to obtain the thermodynamic quantities of the system.

Keywords: Heun functions, Klein- Gordon equation, DKP equation, Dirac equation, Weyl

equation, Cosmic string, space-time Gödel type
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