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چ΄یده
افزایش حال در روز به روز هندسͬ نواقص توسط شده ایجا زمان فضا در نسبیتͬ ذرات مطالعه
از ذرات انرژی طیف روی بر هندسͬ نواقص توسط شده ایجاد زمان فضا اثر بررسͬ است.
نظری، ΁فیزی در جدید مفاهیم به توجه با است. شده انجام نسبیتͬ غیر و نسبیتͬ های دیدگاه
دیوارهای شامل که شود ایجاد اولیه جهان در خلاء فاز انتقال توسط توانند مͬ هندسͬ نواقص
به کیهانͬ های رشته آنها، میان در باشند. مͬ ها قطبی تک و کیهانͬ های ریسمان حوزه،
است. هندسͬ نواقص نمونه مهمترین از ی΄ͬ و گیرند مͬ قرار توجه مورد کاندیدا بهترین عنوان
نقص این نقش که است شده انجام کیهانͬ ریسمان فضا‐زمان در مختلفͬ مطالعات اخیرا
به نظریه این گسترش حاضر حال در ما هدف دهد. مͬ نشان خمیده زمان فضا در را هندسͬ
های زمان فضا ها بررسͬ این در است. خمیده های زمان فضا درانواع آن آثار بررسͬ منظور
اثرات با های زمان فضا چرخان، کیهانͬ ریسمان واکر، فرمͬ کیهانͬ، ریسمان شامل مختلف
را زمان فضا هر تأثیر ما کنیم. مͬ بررسͬ و معرفͬ را کروی تقارن با زمان فضا اینرسͬ، غیر
و ١٢ اسپین با ذرات برای دیراک معادله توسط نسبیتͬ هم و نسبیتͬ غیر های حالت برای هم

کنیم. مͬ بررسͬ ١ و ٠ اسپین با ذرات برای دی‐کͬ‐پی معادله

کلیدی: کلمات
غیر اثرات ، دی‐کͬ‐پی معادله ، دیراک معادله کیهانͬ، های ریسمان ، هندسͬ نواقص

اینرسͬ

د
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محدوده در و ، α = ٠٫٢, ٠٫۴, ٠٫۶, ٠٫٨ ازای به |Rn,m|٢ احتمال، چ·الͬ ٣ . ٢
ηc = kz = و m = −١ ،M = ١GeV های پارامتر با ،٠٫٠ ≤ r ≤ ٨٫٠GeV −١

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a = ١
۵۶ M = a = ηc = kz = ١,m = −١ های پارامتر با α از تابعͬ صورت به انرژی ٣ . ٣

پارامتر با ، ٠٫٠ ≤ ρ ≤ ٣٫۵GeV −١ محدوده در و N = برای١ Rn,m،موج تابع ۴ . ٣
۶٠ .m = ١ و ηL = ٠٫١ ، ηc = ٠٫٢GeV ،α = ٠٫٩،a = ٠٫١ ، M = ١GeV های

٠٫٠ ≤ ρ ≤ محدوده در ، مختلف های α برای N = ١ برای Rn,m موج تابع ۵ . ٣
ηL = ٠٫١ ،ηc = ٠٫٢GeV ،a = ٠٫١ ،M = ١GeV پارامترهای با ،٣٫۵GeV −١

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .m = ١ و
٠٫٠ ≤ ρ ≤ ٣٫٠GeV −١ محدوده در ،N = ١ برای |Rn,m|٢ احتمال چ·الͬ ۶ . ٣

۶١ . . . . . . . . .m = ١ و ηL = ٠٫١،ηc = ٠٫٢GeV ،a = ٠٫١ ،M = ١GeV
های پارامتر با ٠٫٠ ≤ ρ ≤ ٣٫۵GeV −١ محدوده در |Φ|٢ احتمال چ·الͬ ٣ . ٧

۶۵ . . .m = ١ و η٢c = κ٢c = ٠٫١, η٢L = ١, κ٢L = ٠٫۵ ،a = ٠٫١ ،M = ١GeV
٧٠ . . مختلف های ℓ برای KT از تابعͬ بصورت هلمهولتز آزاد انرژی مقایسه ٣ . ٨
٧٠ . . . . . . . . مختلف های ℓ برای KT از تابعͬ بصورت میانگین انرژی ٣ . ٩
٧١ . . مختلف های α برای KT از تابعͬ بصورت هلمهولتز آزاد انرژی مقایسه ٣ . ١٠
٧١ . . . . . . . . مختلف های α برای KT از تابعͬ بصورت میانگین انرژی ٣ . ١١
٧١ . . . . . . . . . . . . ω = ١ برای KT از تابعͬ بصورت گرمایی ظرفیت ١۵ . ٣
٧٢ . . . . . . . . . . . . مختلف های ω برای KT از تابعͬ بصورت آنتروپی ٣ . ١٢



م تصاویر فهرست
٧٢ . . . . . . . . مختلف های ω برای KT از تابعͬ بصورت گرمایی ظرفیت ٣ . ١٣
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . ω = ١ برای KT از تابعͬ بصورت آنتروپی ١۴ . ٣
٨۴ . . . b١ = −M, b٢ = −q٢ ; b٣ = ٢m+α٢α ; b۴ = ٣٢ پارامترهای ازای به موج تابع ١ . ۴
٨۴ . . . . b١ =M, b٢ = q٢ ; b٣ = ٢m+α٢α ; b۴ = ٣٢ پارامترهای ازای به موج تابع ٢ . ۴

b٢ = q٢ , b١ = M, b٣ = پارامترهای ازای به گره تک های حالت موج تابع ٣ . ۴
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢m+α٢α , b۴ = ٣٢
٨۶ . . b١ = −M, b٢ = −q٢ ; b٣ = m

α + ١٢ ; b۴ = ٣٢ پارامترهای ازای به موج تابع ۴ . ۴
٨۶ . . b١ = −M, b٢ = −q٢ ; b٣ = m

α + ١٢ ; b۴ = −١٢ پارامترهای ازای به موج تابع ۵ . ۴
٨۶ . . . . . . . . . . . . . . α از تابعͬ صورت به مثبت انرژی های جواب ۶ . ۴
٨٧ . . . . . . . . . . . . . . α از تابعͬ صورت به منفͬ انرژی های جواب ٧ . ۴
٨٧ . . . . . . . . . . . . ωα از تابعͬ صورت به گره تک حالت موج توابع ٨ . ۴
٨٧ . . . گره تک حالت برای ωα از تابعͬ صورت به مثبت انرژی های جواب ٩ . ۴

−١GeV ٠٫٠ ≤ r ≤ ۵٫٠ محدوده در n = ١,٢,٣,۴ ازای به Φ١(r) موج تابع ١٠ . ۴
١٠٩ . . . . . . . kz =M = ١, κL = ١, ω = ١,m = ١, α = ٠٫٩ های پارامتر با

GeV −١ ٠٫٠ ≤ r ≤ ۵٫٠ محدوده در n = ١,٢,٣,۴ برای |Φ٢|١ احتمال چ·الͬ ١١ . ۴
١٠٩ . . . . . . .kz =M = ١, κL = ١, ω = ١,m = ١, α = ٠٫٩ های پارامتر با
١١٠ . . . . . . . . . . . . مختلف های n برای ϖ از تابعͬ صورت به انرژی ١٢ . ۴

kz = M = ١, ζL = ١, ζC = ١,m = ١, ξL = ، α از تابعͬ بصورت انرژی ١٣ . ۴
١١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف های n برای ،٠٫۶, ξC = ٠٫۶

با −١GeV ٠٫٠ ≤ r ≤ ۶٫٠ محدوده در n = ١,٢,٣,۴ برای Φ١(r) موج تابع ١۵ . ۴
kz =M = ١, ζL = ١, ζC = ١,m = ١, ξL = ٠٫۶, ξC = ٠٫۶, n = های پارامتر

١١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١
٠٫٠ ≤ r ≤ ۵٫٠ محدوده در و n = ١,٢,٣,۴ برای |Φ٢|١ احتمال چ·الͬ ١۶ . ۴
kz = M = ١, ζL = ١, ζC = ١,m = ١, ξL = های پارامتر با ،−١GeV

١١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٠٫۶, ξC = ٠٫۶, n = ١
α برای M

EP
= ٠٫٨; ε = ١;m = ١;n = ١; های پارامتر با ω

Ep
حسب بر انرژی ١٧ . ۴

١١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف های
١١٨ . . . . M

Ep
= ٠٫٨; ε = ١;m = ١;n = ١; های پارامتر با ω

Ep
حسب بر انرژی ١٨ . ۴

١١٩ . . . . M
Ep

= ٠٫٨;m = ١;n = ١; ε = ١ های پارامتر با ω
Ep

حسب بر انرژی ١٩ . ۴





جداول فهرست
در m(GeV ) جرم با های کوارک از شده تش΄یل هادرون M(GeV ) جرم ٢ . ١

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تجربی نتایج با مقایسه
۵٩ . . . . . . . مختلف. های N برای ،Gev حسب بر ،E انرژی مقادیر ویژه ٣ . ١
٨۵ . . . b١ = −M, b٢ = −q٢ ; b٣ = ٢m+α٢α ; b۴ = ٣٢ گره بدون های حالت انرژی ١ . ۴

به b١ = −M, b٢ = −q٢ ; b٣ = ٢m+α٢α ; b۴ = −١٢ گره بدون های حالت انرژی ٢ . ۴
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف های ωα ازای
٨٩ . . . . . . . . . . . . مختلف های ωα برای گره تک های حالت انرژی ٣ . ۴

س



پیش·فتار ٠ . ١

΁ی قوی هسته ای و ضعیف، هسته ای ال΄ترومغناطیسͬ، نیروهای بالا بسیار انرژی های در
متحد را نیرو چهار تمام که مرموزی تقارن ناشناخته، دلایل به بوده اند. واحد نیروی میدان
مستقلͬ و متفاوت مراحل آن شدن خنک با جهان، تکاملͬ سیر است. شده ش΄سته ساخته،
واحد نیروی تجزیه و تقارن ریختن هم به بیانگر مختلف مراحل این از گذار است. پیموده را
های ریسمان قبیل از مهم پیامدهای از ای گسترده طیف تواند مͬ فاز انتقال است. طبیعت
نمونه مهمترین از ی΄ͬ کیهانͬ ریسمان شود. شامل را قطبی تک حوزه، های دیواره کیهانͬ،
تقارن خود به خود ش΄ست نتیحه در کلͬ طور به که هستند بعدی ΁ی هندسͬ نقص های
مقیاس در فیزی΄ͬ های نظریه بین پلͬ کیهانͬ های ریسمان خاص، طور به اند. آمده بوجود
هندسͬ نقص ΁ی اخترفیزی΄ͬ، مدل ΁ی در کند. مͬ فراهم ماکروس΄وپی و می΄روس΄وپی های

کند. مͬ پیدا ظهور خالͬ فضای در ایزوله موجود ΁ی عنوان به
موضوعاتͬ فضا‐زمان، ساختار در کوانتومͬ ΁فیزی اثر یا، و کوانتومͬ ΁فیزی در فضا‐زمان اثر
و کوانتومͬ های سیستم توصیفات بیشتر در مثال، برای باشند. مͬ برانگیز بحث و جدید
نظر در مینکوفکس΄ͬ ͹مسط فضای و است نگرفته قرار توجه مورد مساله این ذرات، ΁فیزی
است. نشده گرفته درنظر حرکت معادلات در فضا‐زمان ساختار خمیدگͬ اثر و است شده گرفته
نظریه از ترکیبی که شد بنا تئوری خمیده زمان فضا در دیراک و شرودینگر معادلات تعمیم با
گرانشͬ های میدان با کننده کنش برهم ذرات اسپینوری های میدان بود. کوانتم و نسبیت
جواب که ایی ذره تک های حالت مطالعه است. گرفته قرار بررسͬ مورد کارها از بسیاری در
نظریه ایجاد در مهمͬ عاملͬ باشد مͬ خمیده زمان فضا در یافته تعمیم دیراک معادله های
ذرات رفتار بررسͬ دلیل این به کرد مͬ تلفیق هم با را گرانش و کوانتمͬ ΁فیزی که بود ای
در که اتم ΁ی انرژی سطوح که است شده داده نشان باشد. مͬ جالب شرایط این در نسبیتͬ
شیفت زمان فضا خمیدگͬ و اتم کنش برهم نتیجه در است شده داده قرار گرانشͬ میدان ΁ی
هر برای است زمان فضا ماهیت به وابسته که انرژی های تراز در شیفت این کند. مͬ پیدا
ها آن در که گرانشͬ و کیهانͬ سرخ به انتقال و دوپلر اثر با نتیجه در است متفاوت انرژی تراز
نشان این از پیش است. متمایز است ی΄سان طیفͬ خطوط همه برای تراز هر شیفت مقدار
گرانشͬ اثرات نتیجه در انرژی ترازهای در شیفت شیلد شوارتز هندسه در که است شده داده
اختلالات منشا با انرژی شیفت از آنرا شود مͬ نتیجه در است زیمن و اشتارک اثر با متفاوت
سیستمͬ چنین در انرژی طیف مطالعه ترتیب این به دهیم. تمیز گرانشͬ و ال΄ترومغناطیسͬ
در که است ای زمینه پس زمان فضا موضعͬ ماهیت مورد در واضحͬ اطلاعات بردارنده در
کند مͬ پیش·ویی ΁متری نظریه یه عنوان به عام نسبیت نظریه دارد. قرار اتمͬ سیستم آن
ریمان تانسور توسط خمیدگͬ این کند. مͬ پیدا نمود فضازمان خمیدگͬ بصورت گرانش که



ف پیش·فتار
خودبخود ش΄ست از ایی پیمانه مدل در تواند مͬ ١ هندسͬ های نقص شود. مͬ داده نمایش
٣و حوزه ديواره ي ٢ قطبی تک قبیل از باشند مͬ مختلفͬ انواع دارای و بیایند بوجود تقارن
آمده بوجود کیهان انبساط طͬ در است مم΄ن هندسͬ های نقص این . کیهان۴ͬ ریسمان
΁ی گرانشͬ میدان است. نظر مورد نظریه در خلا هندسه به بسته ها آن ماهیت که باشند
مستقیم ریسمان ΁ی حول س΄ون حال در که ایی ذره و است توجه قبل کاملا کیهانͬ ریسمان
وجود موضعͬ گرانش هیچ·ونه و کند نمͬ حس را ایی جاذبه آن توسط گرفته قرار نامتنهای
عام. بصورت نه اما باشد مͬ تخت موضعͬ بصورت کیهانͬ ریسمان ΁ی اطراف زمان فضا ندارد
این . دارد وجود موضعͬ فیزی΄ͬ قوانین و فضا هندسͬ خواص بین ارتباطͬ دی·ر عبارت به
اثرات برخͬ به منجر فضا خمیدگͬ حقیقت در موضعͬ، تا هستند هندسͬ منشا دارای اثرات
قسمت ال΄تری΄ͬ و مغناطیسͬ های دوقطبی بین کنش برهم بررسͬ . شود مͬ جالب گرانشͬ
فضای در کوانتمͬ ΁[١–١٠].دینامی است گرفته بر در را اخیر های سال مطالعات از زیادی
.[١١–١٣] است گرفته قرار توجه مورد اخیر های سال در هندسͬ نواقص حضور در ۵ مخروطͬ
کیهانͬ های ریسمان زمینه در موثر هندسه ΁ی عنوان به مخروط اهمیت با اما ساده هندسه
مطالعه کارها از بسیاری در مخروطͬ زمینه پس در خنثͬ ذرات ΁دینامی .[١۴] یافت ظهور
زمینه پس که است این دارد وجود مخروط مورد در که مهمͬ مطلب اما . [١–١٨۵] است شده
فضا در ذره تک کوانتمͬ ΁دینامی است. همراه مخروط نوک انحنای تکینگͬ با ذاتا مخروطͬ
مسائل برخͬ کنون تا و است گرفته قرا بررسͬ مورد بسیاری نویسندگان توسط مخروطͬ زمان
بررسͬ مورد کلاسی΄ͬ و کوانتمͬ نسبیتͬ غیر ذرات ΁دینامی شامل مخروطͬ زمان فضا در
نوسانگر انرژی سطوح بر مخروطͬ های تکینگͬ اثر همچنین و [٢٠ ،١٩] است کرفته قرار
کنیم بررسͬ را زمان فضا هندسه باید ترتیب این به است گرفته قرار مطالعه مورد ΁هارمونی

کنیم. توصیف را فیزی΄ͬ سیستم ΁ی بتوانیم تا

١Topological defects
٢Monopole
٣Domain walls
۴Cosmic String
۵conical spaces



١ فصل
خمیده فضای هندسه و هندسͬ نواقص

هندسͬ نواقص ١ . ١
ابتدای در گرفته صورت فاز انتقال در که هستند ماده پایدار های پی΄ربندی هندسͬ، های نقص
تعیین فاز انتقال ماهیت و ماده تقارن خواص توسط ، هندسͬ نقص نوع اند. گرفته ش΄ل عالم
از حالت انتقال در که آنچه همانند ͬ کند م تغییر ماده خواص و فرم فاز، گذار ΁ی در شود. مͬ
بخار) به آب تبدیل مثال عنوان (به گاز به مایع از یا آب) به یخ مثال، عنوان (به مایع به جامد
گذار ΁ی انجام شده اند. شناخته اول مرتبه ی فاز انتقال عنوان به موارد این ͬ افتد. م اتفاق
های دیوار همچون های نقص گرفتن ش΄ل به منجر دوم، مرتبه ی انتقال همان یا پیوسته فاز

شود. قطبی تک و کیهانͬ ریسمان حوزه،
حوزه های دیوار

مͬ ایجاد گسسته تقارن ش΄ستن نتیجه در و هستند بعدی دو موجوداتͬ حوزه های دیوار
تقسیم مختلفͬ های سلول به را جهان مؤثری طور به حوزه های دیواره از شب΄ه ΁ی شوند.
گرانشͬ میدان داشتن به توان مͬ کند مͬ خاص را آنها که جالبی های ویژگͬ از کند. مͬ

برد. نام دافعه
کیهانͬ ریسمان

بوجود ای استوانه تقارن شدن ش΄سته نتیجه در که هستند خط) بعدی(شبیه ΁ی موجودات
١



خمیده فضای هندسه و هندسͬ نواقص ٢
و هستند نازک بسیار کرد. بندی دسته ١ ال΄تروضعیف محدوده در را آنها توان مͬ و آیند مͬ

شوند. یافت جهان سراسر در است مم΄ن
قطبی تک

مͬ بوجود کروی تقارن ش΄ست نتیجه در و هستند مانند) (نقطه صفربعدی ها قطبی تک
باشند. مغناطیسͬ بار شامل و بوده ٢ ابرسنگین شود مͬ بینͬ پیش آیند.

های حوزه در و دارند وجود آنها . نیست عالم آغاز به منحصر هندسͬ نواقص حال این با
در معمولا هندسͬ های نقص آزمایش·اه، در گیرند. مͬ قرار مطالعه و بررسͬ مورد مختلفͬ
هستند مغناطیسͬ فرو های حوزه ساده، نمونه ΁ی شود. مͬ مشاهده چ·ال ماده های سیستم
مجاور های حوزه با متفاوت جهتͬ در و هم با موازی مغناطیسͬ های دوقطبی حوزه هر در که
مͬ یافت نیز پروتئین، پیچاندن فرایند در ویژه به ، بیوشیمͬ در هندسͬ های نقص هستند.
΁ی در ها ریسمان از نوری) می΄روس΄وپ (با عکس دو ١ . ٣ و ١ . ٢ ، ١ . ١ های ش΄ل در شود.
هندسͬ های نقص از ای مجموعه مایع های است.کریستال شده داده نشان مایع کریستال

.[٢١] دهد مͬ نشان را ها قطبی تک و ریسمان مانند

[٢١] مایع کریستال در بلند های ریسمان متقابل های کنش برهم :١ . ١ ش΄ل

١electroweak
٢supermassive



٣ هندسͬ نواقص

ی΄سانͬ اندازه عکس چهار هر مایع. کریستال در ها ریسمان تحولات :١ . ٢ ش΄ل
.[٢١] اند شده گرفته مختلف های زمان در اما دارند

اما دارند ی΄سانͬ اندازه ها عکس همه monopol-antimonopol زوج تش΄یل :١ . ٣ ش΄ل
. [٢١] اند شده گرفته مختلف های زمان در

در توانستند مͬ کیهانͬ فاز گذارهای تحت هندسͬ نواقص سایر یا کیهانͬ ریسمان اگر
بار اولین کیهانͬ ریسمان نظریه شوند. تش΄یل توانند مͬ هم باز شوند، تش΄یل عالم ابتدای
م΄انیزم عنوان به نواقص تش΄یل فرایند شناسͬ، کیهان مفهوم در . شد مطرح [٢۵–٢٣] در



خمیده فضای هندسه و هندسͬ نواقص ۴
مͬ تنها اولیه جهان در علیتͬ اثرات که است این ساده واقعیت ΁ی باشد. مͬ موسوم ٣ کیبل
΁ی در که است معنͬ بدان این شود. پخش زمان) هر (همانند نور سرعت عنوان به تواند
بدانند. ی΄دی·ر مورد در چیز هیچ توانند نمͬ d = ct از بیش فاصله با جهان از مناطقͬ ،t زمان
های حالت از ای مجموعه میان از جهان، مختلف فاز،مناطق گذار و تقارن ش΄ستن نتیجه در
های منیفلد آنها به ریاضͬ زبان به که ب·یرند قرار نواحͬ در که کنند اننخاب توانند مͬ مم΄ن،
آنها گیری ش΄ل و هستند مناطق این بین مرزهای دقیقا هندسͬ های نقص گویند. مͬ خلا
انتخاب مورد در توانند نمͬ مختلف مناطق که است واقعیت این از ناپذیری اجتناب ی نتیجه
نواحͬ ، و− + حداقلͬ حالت دو با نظریه ΁ی در مثال عنوان به . باشند سازگار هم با خود
۴ . ١ ش΄ل مختلف حالتهای به تصادفͬ صورت به دارند تمایل ،ct از بیش های فاصله با مجاور
نام حوزه ی دیواره است کرده جدا هم از را مختلف های ناحیه این که مرزی نواحͬ درآیند.
تش΄یل توانند مͬ تر پیچیده کمͬ های نظریه در کیهانͬ های ریسمان کیبل، م΄انیزم در دارد.

حوزه. دیوارهای تش΄یل برای کیبل م΄انیزم :۴ . ١ ش΄ل

های ریسمان مطالعه ضرورت به ͺپاس در است. شده مشخص ۵ . ١ ش΄ل در آنها محل شوند.
΁فیزی با فردی به منحصر پیوند موجودات این که گفت باید قبل توضیحات با مطابق کیهانͬ
مͬ تاثیر جهان تکامل بر شدت به توانند مͬ آنها این، بر علاوه کنند. مͬ برقرار جهان آغاز
اجتناب بخشͬ آنها مطالعه شوند، مͬ تش΄یل همواره آنها که این به توجه با بنابراین گذارد.
و حوزه دیوارهای مطالعه سو، ΁ی از است. اولیه جهان فهم برای جدی های تلاش از ناپذیر
در آنها که کیهانشناختͬ مدل هر هستند. دشوار بسیار شناسͬ کیهان نظر از ها قطبی تک
از دارد. تناقض دانیم، مͬ جهان مورد در ما که هایی واقعیت با نحوی به گیرد، مͬ ش΄ل آن

ندارند. مش΄ل این کیهانͬ های ریسمان دی·ر، سوی
در کوانتومͬ نوسانات تقویت براساس ترتیب به جهان ساختار تش΄یل برای موجود های نظریه
منجر که اولیه جهان در تقارن ش΄ستن و فاز انتقال مبنای بر یا تورم طͬ در اس΄الر میدان ΁ی
کارهای اخیر مورد این در که شوند مͬ تقسیم دسته دو به شود مͬ هندسͬ نواقص تش΄یل به

٣Kibble



۵ خمیده فضای هندسه

کیهانͬ. ریسمان تش΄یل برای کیبل م΄انیزم :۵ . ١ ش΄ل

کیهانͬ های ریسمان که است شده ثابت دی·ر، های نقص میان در است. گرفته صورت اندکͬ
دارد. را کیهانͬ ساختار تش΄یل برای پتانسیل بیشترین

سمت به کند، عبور آن از نور که زمانͬ خمیده، فضای در نور ΁ژئودزی مسیر که دید توان مͬ
تکامل بزرگ به ΁کوچ از ها ریسمان ابعاد که هنگامͬ ١ . ١ ش΄ل کند. مͬ پیدا خمش ریسمان

شوند. مͬ جهان در انرژی و ماده چ·الͬ در اختلالاتͬ ایجاد باعث یابد مͬ

کیهانͬ ریسمان اطراف مخروطͬ فضا‐زمان :۶ . ١ ش΄ل
ایجاد جالبی فیزی΄ͬ اثرات تواند مͬ کیهانͬ ریسمان حضور در فضا‐زمان مخروطͬ ماهیت
به کنیم. مͬ حذف را ٢π(١ − α) ای زاویه بخش ΁ی کیهانͬ ریسمان این تجسم برای کند.
کاستͬ زاویه α = ١−۴λ باشد. مͬ ٠ < ϕ < ٢πα محدوده در سمتͬ زاوبه تغییرات ترتیب این
محدوده در α پارامتر است. ریسمان جرم خطͬ چ·الͬ λ پارامتر و است مخروطͬ هندسه از

باشد. مͬ ٠ < α ⩽ ١

خمیده فضای هندسه ١ . ٢
ͬ پردازد. م ریمانͬ خمینه های بررسͬ به که است دیفرانسیل هندسه از شاخه ای ریمانͬ هندسه
در ریمانͬ هندسه ͬ باشد. م ریمانͬ ΁متری ΁ی به مجهز که است خمینه ای ریمانͬ خمینه ΁ی



خمیده فضای هندسه و هندسͬ نواقص ۶
نقش عام نسبیت نظریه در ریمانͬ هندسه شد. پایه گذاری ریمان برنهارد توسط نوزدهم قرن
برای است. خمیده زمان و فضا آن در که هندسه ای یعنͬ کاربردی ریمانͬ هندسۀ دارد. پایه ای
ͬ توان نم خط آن بیرون نقطه هیچ از ب·یرید، نظر در را کره ΁ی ͹سط بر ͽواق خطͬ اگر نمونه
مم΄ن کاملا́ کار این اقلیدسͬ هندسۀ در که حالͬ در کرد رسم نخست خط موازات به خطͬ
۴ منیفلد یا خمینه نباشد. درجه ١٨٠ تواند مͬ مثلث زوایای مجموع هندسه این در است.
بعدی ΁ی خمینه ΁ی خط است. اقلیدسͬ موضعͬ، طور به که است ΁توپولوژی فضای ΁ی
توان مͬ دایره از نقطه هر حول است، تر پیچیده کمͬ بعدی ΁ی خمینه ΁ی دایره و است ساده
در خط پاره ΁ی عنوان به را همسای·ͬ این توان مͬ نیز و گرفت نظر در ΁کوچ همسای·ͬ ΁ی
موضعͬ طور ”به را خمینه دلیل همین به است، اقلیدسͬ فضای ΁ی نیز خط پاره گرفت. نظر
΁ی و م΄انͬ بعد سه جهان، اقلیدسͬ، فضای مفهوم فرضیات اساس بر نامند. مͬ اقلیدسͬ”
ͬ شوند م ادغام درهم زمان بعد ΁ی و فضا بعد سه فضا‐زمان در دارد. هم از مستقل زمانͬ بعد
خمیدۀ محیط ΁ی ایجاد و زمان و فضا ترکیب با ͬ کنند. م ایجاد را بعدی چهار پیوستار ΁ی و
اتمͬ بعد در هم و کیهانͬ ͹سط در هم را ΁فیزی تئوری های توانسته اند فیزی΄دان ها واحد،
΁ی ایجاد درنتیجه و ی΄دی·ر با زمان و فضا ادغام فضا‐زمان، در کلͬ طرح کنند. ساده سازی
معمول(طول، م΄انͬ بˀعد سه به کار این برای است. ی΄تا مختصاتͬ دستگاه با ی΄پارچه محیط
مشخص برای لازم مستقل مؤلفه های بˀعدها این داریم؛ نیاز زمان بˀعد ΁ی و ارتفاع) عرض،

شده اند. تعریف فضای ΁ی در خاص نقطۀ ΁ی کردن
فضازمانͬ بازه های

ͬ شود م اندازه گیری نقطه دو آن بین فاصلۀ طریق از نقطه دو بین جدایی اقلیدسͬ فضای در
دو بین جدایی فضا‐زمان در ولͬ مثبت؛ همواره و است م΄ان جنس از تنها فاصله، این که
م΄انͬ اختلاف تنها نه بازه این که ͬ شود م اندازه گیری رویداد دو آن بین بازۀ طریق از رویداد
زیر ش΄ل به رویداد دو بین بازۀ ͬ گیرد. م بر در نیز را رویداد دو آن بین زمانͬ اختلاف بل΄ه

ͬ شود: م داده نمایش
dS٢ = ∆r٢ − c٢∆t٢ (١ . ١)

در رویداد دو م΄انͬ و زمانͬ اختلاف ترتیب به ∆r و ∆t و نور سرعت با برابر c که حالͬ در
بزرگتر (c٢∆t٢) زمان اختلاف اینکه اساس بر فضا‐زمانͬ بازه های است. مختصات دستگاه

ͬ شوند. م تقسیم دسته سه به (∆r٢) م΄انͬ اختلاف یا است
dS٢ < ٠،∆r٢ < c٢∆t٢ گونه: زمان  بازۀ
dS٢ = ٠،∆r٢ = c٢∆t٢: گونه نور بازۀ

dS٢ > ٠،∆r٢ > c٢∆t٢: گونه م΄ان بازۀ

داد. نشان بعد دو در را فضا خمیدگͬ توان مͬ اما نیست تجسم قابل ٣بعدی خمیده فضای
۴Manifold



٧ خمیده فضای هندسه

زمان فضا نمودار :١ . ٧ ش΄ل

مانند را منفͬ خمیدگͬ با فضای و کره ΁ی ͹سط مانند را مثبت خمیدگͬ با فضای توان مͬ
و دو خمیدی فضاهای هندسه کرد. تجسم صفحه ΁ی مانند را صفر خمیدگͬ با فضای و زین
ͽقط را ی΄دی·ر توانند مͬ موازی خطوط مثبت خمیدگͬ با فضای در است. متفاوت بعدی سه
در مثلث ΁ی داخلͬ زوایای ͽجم باشند. واگرا میتوانند منفͬ خمیدگͬ با فضای در یا کنند
درجه ١٨٠ از کمتر منفͬ خمیدگͬ با فضای در و درجه ١٨٠ از بیشتر مثبت خمیدگͬ با فضای

.١ . ٨ باشد مͬ

منفͬ و مثبت صفر انحنای با خمیده فضای :١ . ٨ ش΄ل



خمیده فضای هندسه و هندسͬ نواقص ٨
یابد.ش΄ل مͬ کاهش فاصله با خطͬ بصورت جسم ΁ی دید زاویه معمولͬ اقلیدسͬ فضای در
مͬ نشان را آلفا زاویه و ناظر تا آن فاصله میله، ΁ی طول بین رابطه ١ . ١١ و ١ . ١٠ ،١ . ٩ های

باشد. مͬ میله انتهای دو از ناظر چشم به جسم از رسیده نور پرتو قرمز دهد.خطوط

تخت اقلیدسͬ فضای در چشم به رسیده نور های پرتو وضعیت :١ . ٩ ش΄ل

مسیر ΁ی در نور فضا این در است. متفاوت ایی اندازه تا مساله مثبت خمیدگͬ با فضای در
به هم·را بصورت شود مͬ دیده زیر ش΄ل در که صورتͬ به عوض در کند نمͬ حرکت مستقیم

رسد. مͬ ناظر

مثبت خمیدگͬ با فضای در چشم به رسیده نور های پرتو وضعیت :١ . ١٠ ش΄ل

بزرگتری ظاهری اندازه دارد قرار ما از اولیه فاصله همان در که میله گیری اندازه فضا این در
داشت. خواهد آلفا بزرگتر دید زاویه آن با متناسب و



٩ ΁متری تانسور

منفͬ خمیدگͬ با فضای در چشم به رسیده نور های پرتو وضعیت :١ . ١١ ش΄ل

برابر فاصله با میله اندازه نتیجه در هستند واگرا نور های پرتو منفͬ خمیدگͬ با فضای در
داشت. خواهد را آلفا کوچ΄تر دید زاویه آن نتیجه در و کوچ΄تر ظاهری طول دارای ناظر با

΁متری تانسور ١ . ٣
xi کنید فرض کنیم. مͬ معرفͬ بعدی N فضای در را فاصله یا ΁متری مفهوم قسمت این در
باشند. مختصات دستگاه ΁ی به نسبت بعدی N فضای در مجاور نقطه مختصات xi + dxi و
حسب بر بتوان را ds٢ فاصله، مربع اگر دهد. نشان را نقطه دو این بین ی فاصله ds کنید فرض

یعنͬ کرد بیان dxi ΁کوچ بینهایت های کمیت
ds٢ = gijdx

idxj (١ . ٢)
ضرایب ماتریس دترمینان که محدودیت این با تنها باشند، xi تابع است مم΄ن gi,j ضرایب که
در گویند. مͬ ریمانͬ فضای فضا این به صورت این در ،g ≡ det(gij) ̸= ٠ یعنͬ باشد، ناتکین
گویند. مͬ اقلیدسͬ فضای فضا، این به باشند xi از مستقل gij ضرایب همه اگر خاص، حالت
و (x, y) نقطه دو بین فاصله y و x دکارتͬ مختصات با بعدی دو صفحه در مثال عنوان به
معادله ش΄ل به معادله این دهند. مͬ نشان ds٢ = dx٢ + dy٢ بصورت را (x + dx, y + dy)

با است (١ . ٧)
g١١ = g٢٢ = ١, g١٢ = g٢١ = ٠ (١ . ٣)

بنابراین
g ≡ det(gij) =

∣∣∣∣∣∣ ١ ٠
٠ ١

∣∣∣∣∣∣ = ١ (۴ . ١)

نقاط بین فاصله برای θ و r قطبی مختصات حسب بر بعدی دو صفحه برای ΁متری همچنین
بار این شود مͬ نوشته ds٢ = dr٢ + r٢dθ٢ بصورت θ + dθ ، r + dr و (r, θ)

g١١ = ١, g٢٢ = r٢, g١٢ = g٢١ = ٠ (۵ . ١)



خمیده فضای هندسه و هندسͬ نواقص ١٠
بنابراین

g ≡ det(gij) =

∣∣∣∣∣∣ ١ ٠
٠ r٢

∣∣∣∣∣∣ = r٢ (۶ . ١)

ب·یرید نظر در شود، مͬ مربوط دکارتͬ مختصات به زیر روابط با که را u, v, w مختصات دستگاه
x = vw, y = uw, z = uv (١ . ٧)

است چنین فاصله المان
ds٢ = dx٢ + dy٢ + dz٢ = (v٢ + w٢)du٢ + (w٢ + u٢)dv٢ + (u٢ + v٢)dw٢+
٢uvdudv + ٢vwdvdw + ٢uwdudw (١ . ٨)

ش΄ل به که

gij =


v٢ + w٢ uv uw

uv w٢ + u٢ vw

uw vw u٢ + v٢

 (١ . ٩)

با
g = ۴u٢v٢w٢ (١ . ١٠)

N فضای در است. دو ی رتبه متقارن هموردای تانسور gij +gji که فهمد توان مͬ مثال این با
متعامد مختصات دستگاه باشد gij = ٠ ، i ̸= j ازای به آن، در که را مختصاتͬ دستگاه بعدی
، i ̸= j ازای به و gij = ١ ،١ ⩽ i ⩽ N ازای به ، آن در که را دستگاهͬ علاوه به نامند. مͬ

نامند. مͬ دکارتͬ مختصات دستگاه gij = ٠

پادوردا ΁متری تانسور ١ . ٣ . ١
پادوردا تانسور توان مͬ صفر، غیر دترمینان با ، Aij مفروض هموردای متقارن تانسور برای
تانسور این کند. صدق تانسور دو این داخلͬ ضرب در که یافت یی Bij متقارن همچنین و

داریم حالت این در دهیم، مͬ نشان gij با را آن و کنیم مͬ تعریف gij مزدوج را پادوردا
gij = gji (١ . ١١)

که
gijg

ij = δki (١ . ١٢)
و هموردا های مؤلفه ترتیب به بل΄ه نگیریم نظر در متمایز تانسور دو را gij و gij است بهتر
است. gij ماتربس وارون gij ماتریس اینکه ضمن آوریم. شمار به ΁متری تانسور ΁ی پادوردای



١١ ΁متری تانسور

وابسته های تانسور ١ . ٣ . ٢
هموردای ΁متری تانسور Aiدر داخلͬ حاصلضرب باشد. دلخواهͬ پادوردای Aiبردار کنید فرض

دهیم مͬ نمایش چنین را داخلͬ ضرب این شود. مͬ هموردا برداری gij
Aigij = Aj (١ . ١٣)

شوند. مͬ تلقͬ بردار ΁ی هموردای و پادوردا های مؤلفه ترتیب به Aj و Ai و
Ajg

jk = Aigijg
jk = Aiδki = Ak (١۴ . ١)

های تانسور را Aj و Ai های تانسور است. معکوس رابطه Aj و Ai بین رابطه دهد مͬ نشان که
نامیم. مͬ وابسته

ی΄دی·ر به هموردا و پادوردا های شاخص تبدیل ١ . ٣ . ٣
Aij ای نرده ضرب گرفتن نظر در با باشد دوم مرتبه پادوردای تانسور ΁ی Aij کنیم مͬ فرض

کنیم تعریف را زیر های تانسور توانیم مͬ متوالͬ، طور به gij ΁متری تانسور در
Aijgij = Ai

.k

Aijgik = A j
k.

Ai
.kgil = A j

l. gjk = Aijgilgjk = Alk

(١۵ . ١)

استفاده آمیخته تانسور پادوردای اندیس زیر خالͬ جای در نقطه ΁ی از اشتباه، از پرهیز برای
است. وابسته دی·ری به ΁ی هر که داریم Aij , Ai

.j , A
i

j. , Aij تانسور چهار این، بنابر شود. مͬ
΁ی آمیخته مؤلفه نوع دو A i

j. و Ai
.j و هموردا های مؤلفه Aij و پادوردا های مؤلفه ها Aij

در یعنͬ باشد، Aik = Aki آنکه م·ر داد نشان را A i
j. و Ai

.j نبودن ی΄سان توان مͬ تانسورند.
داخلͬ ضرب چنانچه نامند. مͬ اندیس آوردن پایین را فرایند این باشد. متقارن Aik که صورتͬ
پادوردای اندیس ΁ی ب·یریم، نظر در gij در دارد پادوردا اندیس ΁ی حداقل که را تانسوری
ضرب شامل که وارون فرایند در گیرد. مͬ قرار هموردا م΄ان در و آید مͬ پایین تانسور آن
مͬ پادوردا م΄ان به هموردا اندیس است، gij پادوردای ΁متری تانسور در تانسوری داخلͬ
،gij در داخلͬ ضرب با توان مͬ را وارون رابطه است. معروف اندیس بردن بالا به بنابراین رود،

مثال عنوان به آورد. بدست
Ai

.kg
kj = Aij ,A i

k.g
kj = Aji, Aijg

kigjl = Akl (١۶ . ١)
gij اندیس ΁ی آوردن پایین یا gij اندیس ΁ی بردن بالا را (١۶ . ١) معادله در اگر خاص حالت در

شود مͬ تعریف زیر بصورت آمیخته ΁متری تانسور اساس این بر و کنیم تلقͬ
g k
i. = gk.i = δk.i (١ . ١٧)
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پایه های بردار حسب بر ΁متری تانسور ۴ . ١ . ٣
این شوند. مͬ معین دلخواه مختصات های دستگاه به نسبت خمیده زمان فضا در ها تانسور
که هنگامͬ هستند. زمان فضا در ایی نقطه به وابسته یعنͬ هستند، موضعͬ الزاما ها تانسور
΁ی از تانسور هر های مؤلفه شود، مͬ تبدیل دی·ر دستگاهͬ به عام مختصات دستگاه ΁ی
از دارد. بستگͬ دارد قرار آن در تانسور که ایی نقطه به عموما که کنند مͬ پیروی نوعͬ تبدیل
بالا شاخص با نیز را مختصات کنند مͬ مشخص بالا شاخص با را پادوردا تانسورهای که آنجا
ب·یرید. نظر در را xa به xµ مختصات تبدیل اکنون شود. ظهر پادوردا بصورت dxµ تا نوشتیم،

شوند مͬ تبدیل چنین مختصات های دیفرانسل زنجیری، قاعده به بنا بنابراین

dxa =

٣∑
µ=٠

eaµdx
µ,eaµ =

∂xa

∂xµ
(١ . ١٨)

قبل رابطه توانیم مͬ اینشتین، ͽجم قاعده از استفاده با پادورداست. بردار هر برای مدل این و
بنویسیم ∑ علامت بدون را

dxa = eaµdx
µ (١ . ١٩)

بنویسیم اگر
dxa = eaµdx

µ (١ . ٢٠)
داریم زنجیری قاعده بر بنا کنیم، تعریف ترتیب همین به را دی·ر های e و

eµµ′e
µ′

µ′′ = eµµ′′ (١ . ٢١)
خصوص به است. موبوط xµ′′ سوم مختصات دستگاه به µ′′ که

eµµ′e
µ′
ν = δµν (١ . ٢٢)

وارون eµ′
µ و eµµ′ های ماتریس که دهد مͬ نشان رابطه این است. کرونکر دلتای δµν اینجا در که

ضرایب این شوند. مͬ داخل عام تانسور ΁ی تعریف در که هستند ضرایبی eaµ و eµa ی΄دی·رند.
گرادیان ، Bµ هموردا ΁ی مرتبه تانسور ΁ی مدل اند. م΄ان به وابسته و نیستند ثابت معمولا

است φ ای نرده تابع ΁ی
φµ′ :=

∂φ

∂xµ′ = (
∂φ

∂xµ
)eµµ′ = φµe

µ
µ′ (١ . ٢٣)

مطابق xµ → xµ
′ مختصات تبدیل تحت Aµ...

ν... اگر
Aµ′...

ν′... = Aµ...
ν...e

µ′
µ ...e

ν
ν′ ... (٢۴ . ١)



١٣ موازی انتقال
های شاخص به نسبت که هستند n مرتبه تانسور ΁ی های مؤلفه Aµ...

ν... که گوییم شوند، تبدیل
دارد وجود e ΁ی شاخص هر ازای به هستند. وردا هم ν... های شاخص به نسبت و پادوردا µ...
خاصیت مهمترین شود. مͬ انجام پرایم بدون های شاخص همه روی ͽجم راست سمت در و
دستگاه ΁ی در تانسوری های مؤلفه دسته دو بین اتحاد ΁ی اگر که است این عام های تانسور
مثال برای است گروهͬ خاصیت دی·ر خاصیت است. برقرار دی·ری دستگاه هر در باشد برقرار

داریم کنیم مͬ ضرب eµ
′

ν در را (١ . ٢٣)
φµ′eµ

′
ν = φµδ

µ
ν = φν (٢۵ . ١)

داریم آنگاه φµ′′ = φµ′eµ
′

µ′′ اگر همچنین شود. مͬ ثابت تقارن پس
φµ′′ = φµe

µ
µ′e

µ′

µ′′ = φµe
µ
µ′′ (٢۶ . ١)

شود. مͬ اثبات تراگذاری ترتیب این به
بصورت توان مͬ را عام زمان فضا ΁ی ΁متری

ds٢ = gµνdx
µdxν ,(gµν = gνµ) (١ . ٢٧)

زیر بصورت (١ . ٢٧) ، xµ → xµ
′ مختصات تغییر تحت اند. مختصات تابع gµν آن در که نوشت

آید. مͬ در
ds٢ = gµνdx

µ′
eµµ′dx

ν′eνν′ = gµ′ν′dx
µ′
dxν

′ (١ . ٢٨)
آن در که

gµ′ν′ = gµνe
µ
µ′e

ν
ν′ (١ . ٢٩)

زیرا است، تانسور ΁ی کرونکر دلتای است. تانسور ΁ی gµν دهد مͬ نشان این
δµν e

µ′
µ e

ν′
ν = eµ

′
ν e

ν
ν′ = δµ

′

ν′ (١ . ٣٠)
زیرا هستند پادوردا تانسور ΁ی های مؤلفه ها، gµν یعنͬ، gµν وارون ماتریس عناصر نتیجه در
بردن پایین و بالا برای gµνو gµν شوند. مͬ تعریف gµνgνσ = δσµ معادله توسط ی΄تا طور به

شوند. مͬ استفاده ها شاخص

موازی انتقال ۴ . ١
دانیم نمͬ دلخواه خمینه ΁ی روي بر است. روشن اقلیدسͬ فضاي در بردار ΁ی موازي انتقال
ندارد. وجود مختلف نقاط در مماس فضاي میان ارتباط یعنͬ کنیم. منتقل چ·ونه را بردارها
ش΄ل در ب·یرید. نظر در را کره ͹سط روی بسته مسیر ΁ی طول در بردار ΁ی موازی انتقال
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به شروع ١ نقطه از مانند. مͬ باقͬ خمیده صفحه بر مماس لحظات همه در بردار دو ١ . ١٢
قیلͬ ΁نزدی نهایت بی نقطه در خود جهت با انتقال حین در و کنند مͬ مسیر طول در انتقال
کوچ΄تر بردار جهت و جنوب به رو همواره بلندتر بردار نوک مانند. مͬ باقͬ موازی صورت به

ماند. مͬ باقͬ شرق به رو همواره انتقال حین در
اولیه جهت به نسیت اما اند بازگشته خود شروع نقطه به بردارها بسته، مسیر شدن طͬ از بعد
در را آنها که بودیم مراقب ما اینکه وجود با بردارها که باشید داشته توجه اند. کرده تغییر خود
از کوچ΄تر قسمت ΁ی شامل یعنͬ بود، کوچ΄تر مسیر اگر داریم. نگه موازی نقل و حمل حین
از هشتم ΁ی بسته مسیر که جایی ما، مثال در بود. کوچ΄تر چرخش زاویه بود، کروی ͹سط
را کره چهارم ΁ی که بزرگتر مسیر ΁ی است. درجه ٩٠ چرخش زاویه است، کرده احاطه را کره
نصف را کره که بزرگتر، مسیر ΁ی چرخند. مͬ درجه ١٨٠ موازی انتقال بردارهای گرفته، بر در
این کردن برقرار ندارد. چرخشͬ هیچ یعنͬ دهد، مͬ بردارها به را درجه ٣۶٠ چرخش کند مͬ

بردار ΁ی موازی انتقال :١ . ١٢ ش΄ل

کم هم از را بردار دو که کند مͬ ΁کم خودش، از قبل نقطه با خم روی نقطه هر بین ارتباط
تعریف به منجر اختلاف این نقطه. همان در ی΄ͬ و دی·ر اي نقطه به شده منتقل ی΄ͬ کنیم،
براي تعریفͬ خم ΁ی امتداد در بردار انتقال ترتیب این به هموردا) (مشتق شود مͬ مشتق
مشتق نوعͬ اگر است این انتظار بنابراین، دهد. مͬ دست به خم آن امتداد در بردار مشتق
کرد. تعبیر موازي انتقال تعریف از را آن بتوان باید که جدید مفهومͬ بر مبتنͬ شود تعریف
زمان فضا های یه پا منیفلد از نقطه هر در خمیده زمان فضا در که آنجایی از دی·ر عبارت به
نگه ثابت با موازی انتقال ΁کم با بنابراین نیست. پذیر ام΄ان تانسور مقایسه هستند متفاوت
تانسور به مربوط مماس صفحه در دلخواه مسیری طریق از را آن نظر، مورد تانسور داشتن
مͬ صورت این در باشند. ی΄سان های پایه دارای تانسور هر که ایی گونه به رسانیم مͬ دی·ر
تخت زمان فضا بین تفاوت کرد. مقایسه وردا هم مشتق ΁کم به را مجاور های تانسور توان
مسیری به دی·ر نقطه به نقطه ΁ی از بردار ΁ی موازی انتقال نتیجه که است این در خمیده و
عناصر که اند مقایسه قابل زمانͬ تنها بردار دو همچنین دارد بستگͬ گذرد مͬ نقطه در از که



١۵ موازی انتقال
باشند. مماس فضای ΁ی

P نقطه در که کنید تصور را برداری میدان ب·یرید. نظر در را Q(xµ + dxµ) و P (xµ) نقطه دو
با است برابر dAµ است. Aµ + dAµ مقادیر دارای Q در و Aµ مقادیر دارای

dAµ = A(xµ + dxµ)−A(xµ) =
∂Aµ

∂xµ
dxµ = ∂νA

µxν (١ . ٣١)

یعنͬ است متفاوت نقطه دو در بردار دو اختلاف که چرا نیست تانسور ∂νAµ که آنجا از اما

∂νA
µ = lim

dxµ→٠
A(xµ + dxµ)−A(xµ)

dxµ
(١ . ٣٢)

محاسبه مختلف نقطه دو در بردار ΁ی مقایسه با بردار ΁ی مشتق است مشخص که همانطور
دو در بردار ΁ی که معنͬ این به ندارد را بردار ΁ی های ویژگͬ تفاضل این چون و شوند مͬ
پس باشد، ی΄سان مماس فضای ΁ی به متعلق تواند نمͬ منیفلد ΁ی روی بر مختلف نقطه
مجاور نقطه به موازی صورت به را بردار باید باشد هموردا های ویژگͬ دارای مشتق آنکه برای
نشان توان مͬ ترتیب همین به باشد. بردار ΁ی بردار دو این تفاضل که نحوی به کرد، منتقل
این با نیستند. ثابت عموما eµa که دلیل همان به نیست تانسور معمولا تانسور ΁ی مشتق داد
در مشتق این وبعلاوه دارد، وجود تانسورند خود که خاصͬ مشتقهای تعریف برای راهͬ حال
های نماد به منظور این برای شود. مͬ تبدیل معمولͬ مشتق به موضعͬ لخت دستگاه ΁ی

شوند مͬ تعریف زیر معادله با که داریم نیاز Γµ
νσ کریستوفل

Γµ
νσ = Γµ

σν =
١
٢gµτ (gτν,σ + gτσ,ν − gνσ,τ ) (١ . ٣٣)

های مؤلفه ها Γ . gτν,σ = (∂/∂xσ)gτν دهد: مͬ نشان را جزئͬ مشتق ویرگول معادله این در
برداری Aµ اگر اکنون شوند. مͬ صفر موضعͬ لخت دستگاه هر مبدا در و نیستند تانسور ΁ی

معادله با که DAµ/ds که کرد ثابت توان مͬ باشد، پادوردا
D

ds
Aµ =

d

ds
Aµ + Γµ

νσA
ν dx

σ

ds
(٣۴ . ١)

صفر موضعͬ لخت دستگاه هر مبدا در Γها گفتیم چنانچه است. تانسور ΁ب شود مͬ تعریف
شود. مͬ تبدیل معمولͬ مشتق به (٣۴ . ١) مشتق آنجا در پس شوند مͬ

در را Aµ بردار اینکه برای دارد. ارتباط ریمانͬ فضاهای در ΁ژئودزی مختصات با موازی انتقال
در موضعͬ ΁ژئودزی دستگاه ΁ی به دهیم انتقال ای شده تعیین پیش از منحنͬ ΁ی امتداد
dAµ/ds = ٠ توسط را P نقطه در موازی انتقال دستگاه آن در و رویم مͬ منحنͬ از P نقطه
همه در DAµ/ds = ٠ تانسوری معادله که بینیم مͬ (٣۴ . ١) به مراجعه با کنیم. مͬ تعریف

است. صادق مختصات های دستگاه
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اسپینͬ ی دهنده اتصال ۵ . ١
به نقطه آن در موضعͬ های پایه در هایی مؤلفه با منیفلد ΁ی روی بر بردار ΁ی موازی انتقال در
موضعͬ های تانسور هموردای مشتق جدید موضعͬ های پایه با منیفلد روی بر دی·ر ای نقطه
گیرد. مͬ صورت اسپینͬ دهنده اتصال نام به مفهومͬ طریق از تعریف این و شود مͬ تعریف
عام بردار ΁ی موازی انتقال رابطه مشابه باید موضعͬ بردار ΁ی موازی انتقال به مربوط رابطه
انتقال بود. خواهند متفاوتͬ اسپینͬ دهنده اتصال دارای که تفاوت این با باشد منیفلد در

باشد مͬ زیر ش΄ل به منیفلد در عام بردار ΁ی موازی
Aµ(xµ → xµ + dxµ) = Aµ(xµ)− Γµ

νλA
ν(xµ)dxλ (٣۵ . ١)

است زیر ش΄ل به موضعͬ های پابه در بردار برای موضعͬ صورت به موازی انتقال حال
Aa(xµ → xµ + dxµ) = Aa(xµ)− ωa

µbA
b(xµ)dxµ (٣۶ . ١)

پایه در بردارها با موضعͬ پابه در بردارها بین ارتباط باشد. مͬ اسپینͬ دهنده اتصال ωa
µb که

است زیر صورت به عام
Aµ(x) = eµaA

a(x) (١ . ٣٧)
داریم کنیم منتقل x+ dx نقطه x نقطه از را آن اگر که

Aµ(x→ x+ dx) = eµa(x→ x+ dx)Aa(x→ x+ dx) (١ . ٣٨)
داشت خواهیم اول مرتبه تا eµa(x→ x+ dx) تیلور بسط با

eµa(x→ x+ dx) = eµa(x) + dxν
∂

∂xν
eµa(x) (١ . ٣٩)

نتیجه در
Aµ(x→ x+ dx) = eµa(x)A

a(x→ x+ dx) + ∂νe
µ
a(x)A

a(x+ dx)dxν (۴١ . ٠)
داریم Aa(x→ x+ dx) به مربوط عبارت جای·ذاری با حال

dAµ(x→ x+ dx) = eµa(x)A
a(x)− eµa(x)ω

a
νbA

b(x)dxν+

∂νe
µ
a(x)A

a(x)dxν − ∂νe
µ
a(x)ω

a
νbA

b(x)dxνdxµ
(۴١ . ١)

سوم جمله در a اندیس که آنجا از و آخر ترم از نظر صرف و اول مرتبه تقریب گرفتن نظر در با
را آن توان مͬ بنابراین شود مͬ بسته ͽجم ها مؤلفه همه روی بر که است دلخواه اندیس ΁ی

نتیجه در داد، نمایش b با
Aµ(x→ x+ dx) = eµa(x)A

a(x)− (eµa(x)ω
a
νb − ∂νe

µ
b (x))A

b(x)dxν (۴١ . ٢)



١٧ وردا هم مشتق
که

Aµ(x→ x+ dx) = Aµ(x)− (eµa(x)ω
a
νb − ∂νe

µ
b (x))A

b(x)dxν =

Aµ(x)− (eµa(x)ω
a
νb − ∂νe

µ
b (x))e

b
σA

σ(x)dxν
(۴١ . ٣)

داریم نتیجه در
ωa
νb = eaµe

σ
bΓ

µ
σν + eaµ∂νe

µ
b . (۴۴ . ١)

وردا هم مشتق ۶ . ١
نمایش راه بهترین باشند، ی΄سان مختلف های ناظر دید از باید ΁فیزی قوانین که آنجا از
΁ی از هموردا روابط از استفاده با توانیم مͬ منظور این به باشد. مͬ قوانین این تانسوری
تانسوری روابط طریق از نیز فیزی΄ͬ کمیتهای برویم. بلعکس و موضعͬ دستگاه به عام دستگاه
تانسوری فرم جزئͬ مشتق خمیده فضای در شوند. مͬ مربوط هم به مختلف های دستگاه در
پادوردای بردار مثال برای نیست. تانسور ΁ی لزوما تانسور ΁ی مشتق که معنͬ این به ندارد

داریم تبدیل قانون طبق ب·یرید نظر در را Aµ

A′µ =
∂x′µ

∂xν
Aν (۴۵ . ١)

داریم x′λ به نسبت گیری مشتق با
∂A′µ

∂x′λ
=
∂x′µ

∂xν
∂xρ

∂x′λ
∂Aν

∂xρ
+

∂٢x′µ
∂xν∂xρ

∂xρ

∂x′λ
Aν (۴۶ . ١)

برای نیست. تانسور ΁ی ∂Aµ

∂xλ چه اگر ندارد. تانسوری رفتار دوم ترم اما تانسوراست اول ترم
کنیم. جای·زین هموردا مشتق با را جزئͬ مشتق باید مش΄ل این شدن برطرف

A بردار موازی انتقال :١ . ١٣ ش΄ل

را بردار ما که شود مͬ آغاز جایی از مش΄ل ب·یرید. نظر در خمیده زمان فضا در را مسیری
زمان فضا در ش΄ل مطابق اما کنیم مقایسه متفاوت نقطه دو در خواهیم مͬ مشتق تعریف طبق



خمیده فضای هندسه و هندسͬ نواقص ١٨
موازی)و انتقال کنیم( منتقل را بردار ابتدا باید پس شوند. مͬ عوض بردار های مؤلفه خمیده
را Aµ + dAµ و Aµ میان اختلاف اینکه جای به دی·ر عبارت به ب·یریم. جزئͬ مشتق سپس
بردار Aµ+ δAµ که کنیم. حساب را Aµ+ dAµ و Aµ + δAµ میان اختلاف باید کنیم محاسبه

با است برابر اختلاف این است. Q نقطه به Aµ یافته انتقال
DAµ = dAµ − δAµ (۴١ . ٧)

رابطه این در
δAµ = −Γµ

ρνA
ρdxν (۴١ . ٨)

شود: مͬ تبدیل زیر صورت به (۴١ . ٧) معادله بنابراین
DAµ = Aµ

,νdx
ν + Γµ

ρνA
ρdxν = (Aµ

,ν + Γµ
ρνA

ρ)dxν (۴١ . ٩)
Aµ بردار هموردای مشتق ترتیب این به

∇νA
µ = Aµ

,ν + Γµ
ρνA

ρ (۵١ . ٠)
است. خمیده فضای به تخت فضای در گیری مشتق از تعمیمͬ گیری مشتق این ͽواق در



٢ فصل
فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ

خمیده زمان

تخت زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ٢ . ١
موج معادله در شده ظاهر هامیلتونͬ و باشد داشته مثبت نرم که ای معادله یافتن پی در
΁ی مرتبه دو، هر زمان، و م΄ان به نسبت که یابیم مͬ دست دیراک معادله به باشد هرمیتͬ
زیر صورت به باشد نداشته وجود خارجͬ نیروی هیچ که صورتͬ در دیراک معادلۀ ͬ باشد. م

ͬ شود م نوشته

iℏ
∂

∂t
Ψ =

(
α.Pc+ βmc٢

)
Ψ = HΨ (٢ . ١)

کنند مͬ پیروی زیر جبری روابط از β و αi های ماتریس

αiαj + αjαi = ٢δij
αiβ + βαi = ٠
α٢
i = β٢

i = ١
(٢ . ٢)



خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ٢٠

دیراک معادله هموردای فرم ٢ . ١ . ١
کنند مͬ معرفͬ زیر بصورت β و αi های ماتریس حسب بر را دیراک های ماتریس است متداول

γ٠ = β =

 ١ ٠
٠ −١

 ; γi = βαk =

 ٠ σi

−σi ٠
 . (٢ . ٣)

رسیم مͬ γ های ماتریس برای زیر خواص به β و αi های ماتریس خواص به توجه با
γ٠† = γ٠

γj
†
= −γj

γµ
†
= γ٠γµγ٠

γµγν + γνγµ = ٢gµνI

(۴ . ٢)

داریم هموردا فرم به دیراک معادله مجدد بازنویسͬ با

(
iγµ∂µ − mc

ℏ

)
Ψ = ٠ (۵ . ٢)

نویسیم مͬ زیر فشرده فرم به را دیراک معادله ̸ ∂ = γµ∂µ فاینمن نمادگذاری از استفاده )با
i ̸ ∂ − mc

ℏ

)
Ψ = ٠ (۶ . ٢)

دیراک جریان چ·الͬ ٢ . ١ . ٢
معادله ضرب با ابتدا دیراک پیوستگͬ معادله و جریان چ·الͬ بردار چهار محاسبه منظور به

داریم Ψ† در چپ سمت از (٢ . ١)
iℏΨ† ∂

∂t
Ψ =

ℏc
i
Ψ†αi∂

iΨ+mc٢Ψ†βΨ (٢ . ٧)
شود مͬ نوشته زیر بصورت دیراک معادله هرمیتͬ همیوغ

−iℏ ∂
∂t

Ψ† = −ℏc
i
∂iΨαi

† +mc٢Ψ†β† (٢ . ٨)
داریم دیراک های ماتریس بودن هرمیتͬ به توجه با و راست سمت از معادله این ضرب با

−iℏ ∂
∂t

Ψ†Ψ = −ℏc
i
∂iΨαiΨ+mc٢Ψ†βΨ (٢ . ٩)

داریم ی΄دی·ر از (٢ . ٩) و (٢ . ٨) معادلات کردن کم با
iℏ
∂

∂t
(Ψ†Ψ) =

ℏc
i
∂iΨ†αiΨ (٢ . ١٠)



٢١ خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون
یا و

∂

∂t
ρ+∇.J = ٠ (٢ . ١١)

تبدیلات تحت ρ و J داد نشان توان مͬ باشند. مͬ ji = cΨ†αiΨ و ρ = Ψ†Ψ رابطه این در که
چهار بفرم را ها آن توان مͬ نتیجه در شوند مͬ تبدیل بردار چهار های مؤلفه مشابه لورنتس

داد. نمایش Jµ بردار
jµ = (ρ, j⃗) (٢ . ١٢)

زیر بصورت توان مͬ را پیوستگͬ معادله آنگاه ∂µ مشتق چهاربردار عمل·ر تعریف به توجه با
نوشت

∂µj
µ = ٠ (٢ . ١٣)

خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون ٢ . ٢
[٢٧ ،٢۶] شود. مͬ نوشته زیر بصورت خمیده زمان فضا در دیراک معادله

[iγµ(x)(∂µ + Γµ(x))−M ]Ψ(r⃗, t) = ٠ (١۴ . ٢)
کنند. مͬ پیروی زیر رابطه از و باشند مͬ یافته تعمیم دیراک های ماتریس γµ(x)

{γµ, γµ} = ٢gµν (١۵ . ٢)
١هستند. آفین اسپینوری های دهنده اتصال Γµ(x) آن در که

Γµ =
١
٨ωµab[γa, γb] (١۶ . ٢)

دهنده اتصال ωµab و هستند تخت مینکوفس΄ͬ زمان فضا در استاندارد دیراک های ماتریس γa
[٢٩ ،٢٨] شوند مͬ محاسبه زیر رابطه از که باشند مͬ اسپینͬ های

ωa
µb = eaνe

σ
bΓ

ν
σµ + eaν∂µe

ν
b (٢ . ١٧)

اسپینͬ های دهنده اتصال هستند. (a, b) = (٠, ١,٢,٣) و (µ, ν) = (٠, ١,٢,٣) رابطه این در که
مختصات با نقطه به موضعͬ مختصات با نقطه ΁ی از خمیده زمان فضا ΁ی در انتقال ام΄ان
زیر رابطه از و باشند مͬ ٢ دوم نوع کریستوفل های نماد Γν

σµ آورد. مͬ فراهم را جدید موضعͬ
آیند. مͬ بدست

Γµ
ij =

١
٢gµk[

∂gik
∂qj

+
∂gjk
∂qi

− ∂gij
∂qk

] (٢ . ١٨)
١ spinor affine connections
٢ Christoffel symbols of the second kind



خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ٢٢
یافته تعمیم های ماتریس γµ باشند. ,q١)مͬ q٢, q٣) یعنͬ نقطه ΁ی qiمختصات آن در که

شوند نوشته دیراک استاندارد های ماتریس حسب بر توانند مͬ دیراک

γµ(x) = eµa(x)γ
a (٢ . ١٩)

به توان مͬ eµa و eaµ تبدیل های ماتریس از استفاده با γa = (γ٠, γi), (i = ١,٢,٣) آن در که
برعکس و تخت فضای به خمیده فضای در یافته تعمیم موضعͬ مختصات دستگاه ΁ی از ترتیب

دارد وجود زیر رابطه تبدیل های ماتریس این بین کرد. پیدا انتقال

ηabeµb e
ν
b = gµν (٢ . ٢٠)

باشد. مͬ (a, b) = (٠, ١,٢,٣) و (µ, ν) = (٠, ١,٢,٣) رابطه این در و است. ریمان تانسور ηab که

تحت کروی ΁متری در ١٢ اسپین با های فرمیون ٢ . ٣
برداری و اس΄الر های پتانسیل

و گرفته قرار سطحͬ روی بر که ب·یرید نظر در کروی مختصات دستگاه در p دلخواه نقطه
p نقطه مختصات را r⃗ = (r, θ, φ) شود. مͬ ,r)تعیین θ, φ) های پارامتر توسط آن مختصات
آید. مͬ بدست زیر رابطه از دارد قرار همسای·ͬ در ′pکه و p نقطه دو بین فاصله مربع ب·یرید.

ds٢ = gµνdq
µdqν µ = ν = ٠, ١,٢,٣ (٢ . ٢١)

بار دو اندیس ΁ی وقتͬ که انیشتین ͽجم قاعده از اینجا در باشد مͬ ٣ ΁متری تانسور gµν
ریسمان زمینه پس با متناظر طول .المان گیرد مͬ صورت اندیس آن روی ͽجم شود مͬ ظاهر

[٣٠ ،٢۵] شود مͬ داده زیر بصورت کروی مخصات دستگاه در کیهانͬ

ds٢ = −dt٢ + dr٢ + r٢dθ٢ + α٢r٢sin٢(θ)dφ٢ (٢ . ٢٢)

در و کاستͬ زاویه α = ١ − ۴G
c٢ µ رابطه این در . ٠ ⩽ φ ⩽ ٢π r ⩾ ٠ −∞ < t < ∞ آن در که

فضا در دیراک معادله است. کیهانͬ ریسمان طولͬ جرم چ·الͬ µ و باشد مͬ (٠, ١] محدوده
زیر بصورت Vبرداری (r) و S(r) اس΄الر های پتانسیل حضور در کیهانͬ ریسمان خمیده زمان

شود. مͬ نوشته

[iγµ(x)(∂µ + Γµ(x) + i
V (r)

ℏc
)− (M + S(r))]Ψ(r⃗, t) = ٠ (٢ . ٢٣)

٣ Metric tensor



٢٣ برداری و اس΄الر های پتانسیل تحت کروی ΁متری در ١٢ اسپین با های فرمیون
فضا این در دیراک معادله نوشتن منظور به باشند مͬ یافته تعمیم دیراک های ماتریس γµ(x)

باشند. مͬ محاسبه قابل زیر بصورت را انتقال های ماتریس زمان

eaµ =


١ ٠ ٠ ٠
٠ cosφ sin θ r cos θ cosφ −rα sin θ sinφ

٠ sin θ sinφ r cos θ sinφ rα cosφ sin θ

٠ cos θ −r sin θ ٠

 ,

eµa =


١ ٠ ٠ ٠
٠ cosφ sin θ sin θ sinφ cos θ

٠ cos θ cosφ
r

cos θ sinφ
r − sin θ

r

٠ − csc θ sinφ
rα

cosφ csc θ
rα ٠



(٢۴ . ٢)

داریم (٢ . ٢٢) معادله به توجه با طرفͬ از
g٠٠ = g١١ = ١, g٢٢ = r٢, g٣٣ = α٢r٢sin٢θ
g٠٠ = g١١ = ١, g٢٢ = r−٢, g٣٣ = α−٢r−٢sin−٢θ

(٢۵ . ٢)

دیراک یافته تعمیم های ماتریس ترتیب این به باشند. مͬ صفر ΁متری دی·ر های مولفه
شوند مͬ محاسبه زیر بصورت

γ٠ = γ(٠)

γ١ = γ(r) = (γ١ cosφ+ γ٢ sinφ) sin θ + γ٣ cos θ

γ٢ =
γ(θ)

r
=

١
r
(γ١ cosφ+ γ٢ sinφ) cos θ − γ٣ sin θ

γ٣ =
γ(φ)

αr sin θ
=

١
αr sin θ

(−γ sinφ+ γ٢ cosφ)

(٢۶ . ٢)

آیند مͬ بدست زیر بصورت کروی دستگاه در دیراک یافته تعمیم های ماتریس

γ٠ =


١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠ −١

 , γ(θ) =


٠ ٠ − sin θ cos θe−iφ

٠ ٠ cos θeiφ sin θ

sin θ − cos θe−iφ ٠ ٠
− cos θeiφ − sin θ ٠ ٠



γ(r) =


٠ ٠ cos θ sin θe−iφ

٠ ٠ sin θeiφ − cos θ

− cos θ − sin θe−iφ ٠ ٠
sin θeiφ cos θ ٠ ٠

 , γ(φ)


٠ ٠ ٠ −ie−iφ

٠ ٠ ie−iφ ٠
٠ ie−iφ ٠ ٠

−ieiφ ٠ ٠ ٠


(٢ . ٢٧)



خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ٢۴
شود. مͬ محاسبه زیر رابطه از زمان فضا این در ۴ ایی نرده انحنای

R = gijR
ij = grrR

rr + gθθR
θθ + gφφR

φφ = grrRrr + gθθRθθ + gφφRφφ

Rrr = gabRarbr = grrRrrrr + gθθRθrθr + gφφRφrφr

Rθθ = gabRaθbθ = grrRrθrθ + gθθRθθθθ + gφφRφθφθ

Rφφ = gabRaφbφ = grrRrφrφ + gθθRθφθφ + gφφRφφφφ

Ri
jℓm = ∂ℓΓ

i
mj − ∂mΓi

ℓj + Γk
mjΓ

i
ℓk − Γk

ℓjΓ
i
km

Rrrrr = grrR
r
rrr = ١ (∂rΓr

rr − ∂rΓ
r
rr + Γk

rrΓ
r
rk − Γk

rrΓ
r
kr

)
= ٠

Rθrθr = gθθR
θ
rθr = r٢ (∂θΓθ

rr − ∂rΓ
θ
θr + Γk

rrΓ
θ
θk − Γk

θrΓ
θ
kr

)
= ٠

Rφrφr = gφφR
φ
rφr = r٢sin٢θ

(
∂φΓ

φ
rr − ∂rΓ

φ
φr + Γk

rrΓ
φ
φk − Γk

φrΓ
φ
kr

)
= ٠

Rrθrθ = grrR
r
θφθ = ١ (∂rΓr

θθ − ∂θΓ
r
rθ + Γk

θθΓ
r
rk − Γk

rθΓ
r
kθ

)
= ٠

Rφθφθ = gφφR
φ
θφθ = r٢α٢sin٢θ

(
∂φΓ

φ
θθ − ∂θΓ

φ
φθ + Γk

θθΓ
φ
φk − Γk

φθΓ
φ
kθ

)
= ٠

Rrφrφ = grrR
r
φrφ = ١(∂rΓr

φφ − ∂φΓ
r
rφ + Γk

φφΓ
r
rk − Γk

rφΓ
r
kφ

)
= ٠

Rθφθφ = gθθR
θ
φθφ = r٢ (∂θΓθ

φφ − ∂φΓ
θ
θφ + Γk

φφΓ
θ
θk − Γk

θφΓ
θ
kφ

)
= ٠

(٢ . ٢٨)

وردای هم فرم است. صفر R = ٠ انحنا زمان فضا این در دهد مͬ نشان محاسبات چنانچه
آید مͬ بدست زیر بصورت دیراک معادله

i ℏΣr∂r + iℏ
Σθ

r
∂θ + iℏ

Σφ

αr sin θ
∂φ

+iℏ
١
٢r (١ − ١

α
)(Σr + cot θΣθ) +

E − V (r)

c
− γ(٠)(M + S(r))χ(r) = ٠

(٢ . ٢٩)

رابطه این در که
Σr = γ(٠)γ(r),Σθ = γ(٠)γ(θ),Σφ = γ(٠)γ(φ) (٢ . ٣٠)

معادله های جواب کنیم مͬ فرض و گرفته درنظر Ψ(r⃗, t) = e−iEt
ℏ χ(r⃗) بصورت را موج تابع

باشند مͬ زیر بفرم دیراک
χ(r⃗) = r

−١٢ sin θ
−١٢ (١− ١

α
)R(r)Θ(θ)Φ(φ) (٢ . ٣١)

داریم (٢ . ٢٩) رابطه در (٢ . ٣١) رابطه جای·ذاری با
cΣ′

rPr + iℏcγ(٠)κ(α) + V (r) + (M + S(r)c٢γ(٠))Rn,κ(α)(r) = ERn,κ(α)(r) (٢ . ٣٢)
مقادیر ویژه و است کیهانͬ ریسمان زمان فضا در مدار اسپین عمل·ر κ(α) رابطه این در که

باشند مͬ زیر بصورت آن
κ(α) = ±(j(α) +

١
٢) = ±[j +

١
٢ +m(

١
α
− ١)] (٢ . ٣٣)

۴ scalar curvature



٢۵ برداری و اس΄الر های پتانسیل تحت کروی ΁متری در ١٢ اسپین با های فرمیون
زیر بصورت κ(α) عمل·ر و است یافته تعمیم ایی زاویه حرکت اندازه مقادر ویژه با متناظر j(α)

باشد. مͬ
ℏγ(٠)κ(α) = Σ⃗.L⃗(α) + ℏ. (٣۴ . ٢)

L٢(α)Y m(α)
l(α) (θ, φ) = ℏ٢l(α)(l(α) + ١)Y m(α)

l(α) (θ, φ) (٣۵ . ٢)
اعداد لزوما l(α) و m(α) و اند یافته تعمیم Y m(α)

l(α) (θ, φ) کروی های هماهنگ رابطه این در
l(α) = n+m(α) = و m(α) توسط بترتیب m(α) = m

α و m(α) های پارامتر باشند. نمͬ صحیح
مداریست. ایی زاویه حرکت اندازه که بطوری شوند مͬ داده l+m( ١

α)− ١, l = ٠, ١,٢, .., n− ١
بصورت γ(٠) و Σ′ انتخاب با است. اصلͬ کوانتمͬ عدد و مغناطیسͬ کوانتمͬ عدد و

Σ′ =

 ٠ −i

i ٠
 , γ(٠) =

 ١ ٠
٠ −١

 (٣۶ . ٢)

شوند. مͬ زیرحاصل معادلات
−i(E −m− (S + V ))F (r) +

dG(r)

dr
+
κ(α)

r
G(r) = ٠

−i(E +m+ (S − V ))G(r) +
dF (r)

dr
+
κ(α)

r
F (r) = ٠

(٢ . ٣٧)

عامل ΁ی نوشتن با . S = −V و S = V آن در که شود مͬ گرفته نظر در خاصͬ حالات اکنون
داریم است برابر برداری با اس΄الر پتانسیل که حالتͬ گرفتن نظر در و دی·ری حسب بر

−d
٢F (r)
d٢r + (

κ(α)(κ(α)− ١)
r٢ − (E −m− ٢V (r))(E +m))F (r) = ٠ (٢ . ٣٨)

داریم V = −S حالت برای و

−d
٢G(r)
d٢r + (

κ(α)(κ(α) + ١)
r٢ − (E +m− ٢V (r))(E −m))G(r) = ٠ (٢ . ٣٩)

پتانسیل برخͬ حضور در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ٢ . ٣ . ١
پرکاربرد های

کولونͬ پتانسیل
است زیر بفرم که باشد مͬ کولنͬ پتانسیل

V (r) = S(r) = −a
r

(۴٢ . ٠)



خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ٢۶
رابطه در دادن قرار با است کولنͬ شبه بصورت پتانسیل فرم و ثابت پارامتری a رابطه این در

آید مͬ بدست زیر رابطه از آن حالات ویژه و مقادیر ویژه (٢ . ٢٩)
ψ = r

١٢+
√ ١۴+κ(α)(κ(α)−١)

e−
√

(m−E)(E+m)rL
٢√ ١۴+κ(α)(κ(α)−١)
n

(٢√(m− E) (E +m)r
)

(۴٢ . ١)

٢a (E +m) =
√

(−E +m) (E +m)

(٢n+ ١)+ ٢
√

١
۴ − κ (α) (κ (α)− ١)

 (۴٢ . ٢)

بدست زیر رابطه از انرژی طیف و توابع ویژه نیز حالت این در S(r) = −V (r) حالت دوم مورد
آیند مͬ

ψ = r
١٢+

√ ١۴+κ(α)(κ(α)+١)
e−

√
(E−m)(E+m)rL

٢√ ١۴+κ(α)(κ(α)+١)
n

(٢√(E −m) (E +m)r
)

(۴٢ . ٣)

٢a (E −m) =
√

(−E +m) (E +m)

(٢n+ ١)+ ٢
√

١
۴ + κ (α) (κ (α) + ١)

 (۴۴ . ٢)

۵ ΁هارمونی شبه نوسانگر پتانسیل
باشد. مͬ زیر بصورت کروی مختصات در آن فرم و است فیزی΄ͬ پتانسیل نوعͬ پتانسیل این

V (r) = ar٢ +
b

r٢ (۴۵ . ٢)
آید. مͬ بدست زیر بصورت انرژی طیف و موج معادله نهایت در داریم S = V برای

ψ = r
١٢+

√ ١۴+٢b(E+m)+κ(α)(κ(α)−١)
e−

√ ٢a(E+m)

۴ r٢
L

٢√ ١١۶+ ٢b(E+m)+κ(α)(κ(α)−١)
۴

n

(√٢a (E +m)r٢
)

(۴۶ . ٢)
√

٢a (E +m)

۴
((٢n+ ١)+√( ١

۴ + ٢b (E +m) + κ (α) (κ (α)− ١)
))

− (E −m) (E +m)

۴ = ٠
(۴٢ . ٧)

از انرژی طیف کنیم مͬ حل S = −V حالت برای را ΁هارمونی شبه نوسانͬ پتانسیل اکنون
آید. مͬ بدست زیر √رابطه

٢a (E −m)

۴
((٢n+ ١)+√( ١

۴ + ٢b (E −m) + κ (α) (κ (α) + ١)
))

− (E −m) (E +m)

۴ = ٠
(۴٢ . ٨)

۵ Pseudo-harmonic Oscillator Potential



٢٧ برداری و اس΄الر های پتانسیل تحت کروی ΁متری در ١٢ اسپین با های فرمیون
آید. مͬ بدست زیر رابطه از نیز موج معادله همچنین و

ψ = Nnorr
١٢+

√ ١۴+٢b(E−m)+κ(α)(κ(α)+١)
e−

√ ٢a(E−m)

۴ r٢
L

√ ١۴+٢b(E−m)+κ(α)(κ(α)+١)
n

(√٢a (E −m)r٢
)

(۴٢ . ٩)
است. نرمالیزاسیون ضریب Nnor رابطه این در که

کولنͬ پتانسیل از پراکندگͬ در فاز زاویه تغییر ٢ . ٣ . ٢
گیریم مͬ نظر در زیر بصورت را کولنͬ پتانسیل

V (r) = S(r) = −V٠
r

(۵٢ . ٠)
داریم (٢ . ٣٨) معادله در (۵٢ . ٠) رابطه کردن وارد با است ثابت پارامتر ΁ی

d٢
dr٢ +

(
−ℓ

′(ℓ′ − ١)
r٢ + k٢ +

٢λ
r

)
Un,l′ (r) = ٠ (۵٢ . ١)

گرفتن نظر در با باشند. مͬ k =
√
E٢ −m٢, λ = V٠(E + m), ℓ′ = κ(α) رابطه این در که

رفتار به توجه با را زیر موج Un,ℓ′(rتابع = ٠) = ٠ یعنͬ شده پراکنده های حالت مرزی شرایط
گیریم مͬ نظر در مبدا در آن مرزی

Un,l′ (r) = A(kr)ℓ
′+١eikrfn,l′ (r) (۵٢ . ٢)

شود نوشته زیر بصورت تواند مͬ (۵٢ . ١) معادله s = −٢ikr معرفͬ با
[
s
d٢
ds٢ +

(٢ℓ′ + ٢ − s
) d
ds

−
(
ℓ′ + ١ − iλ

k

)]
fn,l′ (s) = ٠ (۵٢ . ٣)

هندسͬ فوق معادله ͽواق در (۵٢ . ٣) معادله باشد. مͬ s = |s| e−iπ٢ رابطه این در که بطوری
r −→ ٠ در تحلیلͬ حل است. شار هم هندسͬ فوق توابع آن های جواب و است شار هم

است زیر بصورت

fn,l′ (r) = F

(
ℓ′ + ١ − iλ

k
,٢ℓ′ + ٢−,٢ikr

)
(۵۴ . ٢)

شده پراکنده های حالت شعاعͬ موج تابع
Un,l′ (r) = A(kr)ℓ

′+١eiκrF
(
ℓ′ + ١ − iλ

κ
,٢ℓ′ + ٢−,٢iκr

)
(۵۵ . ٢)

ثابت و فاز زاویه تغییر ادامه در و کرده بررسͬ r −→ ٠ در را موج تابع مجانبی رفتار
هندسͬ فوق تابع تحول فرمول از کار این به پرداختن برای کنیم. مͬ محاسبه را نرمالیزاسیون

کنیم مͬ استفاده s −→ ∞ که زمانͬ شار هم



خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ٢٨

F (α, γ, s) =
Γ (γ)

Γ (α)
ezsα−γ +

Γ (γ)

Γ (γ − α)
e±iπαs−α (۵۶ . ٢)

آمد. خواهد در زیر بصورت (٢ . ٣ . ٢) معادله صورت این در
F
(
ℓ′ + ١ − iλ

k ,٢ℓ′ + ٢−,٢ikr) =
Γ(٢ℓ′+٢)

Γ(ℓ′+١− iλ
k )
e−٢iκr(٢kr)−(ℓ′+١+iλ/k)

ei(ℓ
′+١+iλ/k)π/٢

+
Γ(٢ℓ′+٢)

Γ(ℓ′+١+ iλ
k )

(٢kr)−(ℓ′+١−iλ/k)
e−i(ℓ′+١−iλ/k)π/٢

(۵٢ . ٧)

داریم طرفͬ از
Γ

(
ℓ′ + ١ − iλ

k

)
=

∣∣∣∣Γ(ℓ′ + ١ − iλ

k

)∣∣∣∣ eiδ′ ,Γ(ℓ′ + ١ +
iλ

k

)
=

∣∣∣∣Γ(ℓ′ + ١ − iλ

k

)∣∣∣∣ e−iδ′

(۵٢ . ٨)
شود نوشته زیر بصورت توند مͬ معادله

F
(
ℓ′ + ١ − iλ

k ,٢l′ + ٢−,٢ikr) =
Γ(٢ℓ′+٢)

Γ(ℓ′+١− iλ
k )

e
−λπ٢k e−ikr

(٢kr)(ℓ′+١)٢ sin
(
kr + λ

κ ln٢kr + δ′ − ℓ′π
/٢ − π

/٢) (۵٢ . ٩)

داریم (۵۵ . ٢) معادله در (۵٢ . ٩) معادله دادن قرار با
Un,l′ (r → ∞) = A

Γ
(٢ℓ′ + ٢)

Γ
(
ℓ′ + ١ − iλ

k

) e−
πλ٢k(٢)(ℓ′+١)٢ sin

(
kr +

λ

k
ln٢kr + δ′ − ℓ′π

/٢) (۶٢ . ٠)

داریم دی·ر طرف از
Un,l (r → ∞) = ٢ sin

(
kr +

λ

k
ln٢kr + δℓ − ℓπ

/٢) (۶٢ . ١)
شود حاصل زیر رابطه از تواند مͬ نرمالیزاسیون ثابت و فاز تغیر بنابراین
δℓ = π

/٢ (ℓ− ℓ′
)
+ δ′ = π

/٢ (ℓ− κ (α)) + δ′ (۶٢ . ٢)

δ′ = arg

(
Γ

(
κ (α) + ١ − iλ

k

))
(۶٢ . ٣)

A =
Γ
(
ℓ′ + ١ − iλ

k

)
Γ
(٢ℓ′ + ٢) ٢(ℓ′+١)eπλ٢k (۶۴ . ٢)

(٢ . ٣٨) معادله به توجه با ترتیب این به ب·یریم. نظر در را S = −V مورد توانیم مͬ اکنون
)داریم

d٢
dr٢ +

(
−κ (α) (κ (α) + ١)

r٢ +
(
E٢ −m٢)− ٢V◦

r
(E −m)

))
Un,l (r) = ٠ (۶۵ . ٢)



٢٩ برداری و اس΄الر های پتانسیل تحت کروی ΁متری در ١٢ اسپین با های فرمیون
داریم شد انجام قبل قسمت در که آنچه مشابه

Un,l (r → ∞) = ٢ sin

(
kr +

λ

k
ln٢kr + δℓ − ℓπ

/٢) (۶۶ . ٢)

δℓ = π
/٢ (ℓ− ℓ′

)
+ δ′ = π

/٢ (ℓ− κ (α)− ١) + δ′ (۶٢ . ٧)

هولسن پتانسیل از پراکندگͬ در فاز تغیر ٢ . ٣ . ٣
تحت دیراک معادله در پراکندگͬ های حالت جواب قبل نتایج از استفاده با قسمت این در
محاسبه نیز نرمالیزاسیون ثابت و فاز تغیر ادامه در و آوریم مͬ بدست را هولسن پتانسیل

گیریم: مͬ نظر در زیر مطابق را هولسن و ای نرده های پتانسیل ابتدا در شد. خواهند
V (r) = S(r) =

−V◦
eαr − ١ (۶٢ . ٨)

اهمیت دارای خورد برد کوتاه ماهیت خاطر به پتانسیل این هستند. ثابت α و V◦ آن در که
معادله کردن وارد با .[٣٢] است ۶ اکرت پانسیل از خاصͬ حالت پتانسیل این است. زیادی

داریم (٢ . ٣٨) در (۶٢ . ٨)

F ′′ +

(
−ℓ

′ (ℓ′ − ١)
r٢ + k٢ +

٢λe−αr

١ − e−αr

)
F = ٠ (۶٢ . ٩)

تقریب از استفاده با باشند. مͬ k =
√(

E٢ −m٢), λ = V◦ (E +m) , ℓ′ = κ (α) آن در که
[٣٣ ،٣٢]

١
r٢ ≃ ۴α١)٢ − y)

٢
y٢ (٢ . ٧٠)

داریم y = ١ − e−αr متغیر تغیر )و
y(١ − y)

d٢
dy٢ − y

d

dy
− A′

α٢
(١ − y)

y
+
C ′

α٢
y

(١ − y)
+
B′

α٢
)
F = ٠ (٢ . ٧١)

که
A′ = ℓ′

(
ℓ′ − ١)۴α٢, C ′ = k٢, B′ = ٢λ (٢ . ٧٢)

گیریم مͬ نظر در زیر بصورت را شعاعͬ موج تابع (٢ . ٧١) معادله حل منظور به
F (y) = yγ(١ − y)

λ
h (y) (٢ . ٧٣)

۶Eckert



خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ٣٠
داریم (٢ . ٧١) در (٢ . ٧٣) معادله جای·زاری )با

y(١ − y)
d٢
dy٢ + (η١ − (١ + η٢ + η٣) y)

d

dy
− η٢η٣

)
h (y) = ٠ (٧۴ . ٢)

[٣۴] است هندسͬ فوق توابع بفرم آن جواب
h (y) = ٢F ١ (η٢, η٣, η١; y) (٧۵ . ٢)

که
λ٢ = −C′

α٢ , λ = −i kα , k =
√
C ′

γ٢ − γ = A′

α٢ , γ = ١٢
(

١ ±
√١ + ۴A′

α٢
) (٧۶ . ٢)

و
η٢ = ١٢

(
٢γ + ٢λ+

√۴(A′+B′−C′)

α٢
)

= ١٢
(

٢γ − ٢ik
α +

√۴(A′+B′−C′)

α٢
)

η٣ = ١٢
(

٢γ + ٢λ−
√۴(A′+B′−C′)

α٢
)

= ١٢
(

٢γ − ٢ik
α −

√۴(A′+B′−C′)

α٢
)

η١ = ٢γ

(٢ . ٧٧)

گیریم مͬ نظر در زیر بصورت را شعاعͬ موج تابع (٢ . ٧٧) معادله از استفاده با
F (y) = Nyγ(١ − y)

λ٢F ١ (η٢, η٣, η١; y) (٢ . ٧٨)
عبارتͬ به یا

F (r) = Neikr
(١ − e−αr

)γ٢F١
(
η٢, η٣, η١; ١ − e−αr

) (٢ . ٧٩)
را نرمالیزاسیون ثابت و پراکندگͬ فاز تغیر (٢ . ٧٩) معادله موج تابع تقریبی فرم از استفاده با

[٣۵] کنیم مͬ بیان را هندسͬ فوق توابه های ویژگͬ منظور این به آوریم. مͬ
٢F١ (a, b, c; ٠) = ١

٢F١ (a, b, c; s) = Γ(c)Γ(c−a−b)
Γ(c−a)Γ(c−b)×٢F١ (a, b; a+ b− c+ ١; ١ − s)+

(١ − s)
c−a−b Γ(c)Γ(a+b−c)

Γ(a)Γ(b) ٢F١ (c− a, c− b; c− a− b+ ١; ١ − s)

(٢ . ٨٠)

نوشت توان مͬ r → ∞ گرفتن نظر در با
٢F١ (η٢, η٣, η١; ١ − e−αr) =

Γ (η١)
((

Γ(η١−η٢−η٣)
Γ(η١−η٢)Γ(η١−η٣) +

(
Γ(η١−η٢−η٣)

Γ(η١−η٢)Γ(η١−η٣)
)∗)

e−٢ikrα (٢ . ٨١)



٣١ ال΄تری΄ͬ میدان با مغناطیسͬ چهارقطبی گشتاور کنش برهم
که

η١ − η٢ − η٣ = ٢ik/α = (η٢ + η٣ − η١)∗

η١ − η٢ = η∗٣ , η١ − η٣ = η∗٢
(٢ . ٨٢)

گرفتن نظر در با
Γ (η١ − η٢ − η٣)

Γ (η١ − η٢) Γ (η١ − η٣)
=

∣∣∣∣ Γ (η١ − η٢ − η٣)
Γ (η١ − η٢) Γ (η١ − η٣)

∣∣∣∣ eiδ′ (٢ . ٨٣)

داریم (٢ . ٨١) معادله سازی ساده با

٢F١ (η٢, η٣, η١; ١ − e−αr) =

Γ (η١)
((

Γ(η١−η٢−η٣)
Γ(η١−η٢)Γ(η١−η٣)

)
e−ikr

(
ei(kr+δ′) + e−i(kr+δ′)

) (٨۴ . ٢)

[٣۶] است زیر بصورت r → ∞ حد در (٨۴ . ٢) معادله حدی حالت ترتیب این به

F (r) = ٢NΓ (η١) Γ (η١)
∣∣∣∣ Γ (η١ − η٢ − η٣)
Γ (η١ − η٢) Γ (η١ − η٣)

∣∣∣∣ sin(kr + π

٢ + δ′
) (٨۵ . ٢)

r → ∞ در مرزی شرایط به توجه با

F (∞) → ٢ sin
(
kr − ℓπ٢ + δℓ

) (٨۶ . ٢)

آیند مͬ بدست زیر بصورت نرمالیزاسیون ثابت و فاز تغیر

δℓ =
π

٢ +
ℓπ

٢ + δ′ =
π

٢ +
ℓπ

٢ + arg(
Γ (η١ − η٢ − η٣)

Γ (η١ − η٢) Γ (η١ − η٣)
)
−b±

√
b٢ − ۴ac

٢a (٢ . ٨٧)

N =
١

Γ (η١)
∣∣∣∣Γ (η١ − η٢) Γ (η١ − η٣)

Γ (η١ − η٢ − η٣)
∣∣∣∣ (٢ . ٨٨)

میدان با مغناطیسͬ چهارقطبی گشتاور کنش برهم ۴ . ٢
ال΄تری΄ͬ

که ای ناحیه در مغناطیسͬ چهارقطبی گشتاور دارای دیراکͬ ذرات بررسͬ به قسمت این در
ال΄تری΄ͬ میدان با را ذرات این کنش برهم پردازیم. مͬ دارد وجود ی΄نواخت مغناطیسͬ میدان
مͬ تحلیل شود مͬ ذره حرکت صفحه بر عمود مغناطیسͬ میدان ایجاد به منجر که شعاعͬ
ریسمان از ناشͬ خمیده زمان فضا تصحیحات گرفتن نظر در با محاسبات این همه کنیم.

شود. مͬ انجام کیهانͬ



خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ٣٢

قطبی چهار کنش برهم حضور در ١٢ اسپین با های فرمیون ١ . ۴ . ٢
مغناطیسͬ

شود مͬ توصیف زیر طول المان با ای استوانه مختصات در کیهانͬ ریسمان فضای
ds٢ = −dt٢ + dr٢ + α٢r٢dφ٢ + dz٢ (٢ . ٨٩)

ضرایب صفر غیر های مؤلفه باشد. مͬ ٠ ≤ φ ≤ ٢π و ρ ≥ ٠ ، −∞ < z < ∞ آن در که
باشند مͬ زیر بصورت کریستوفل

Γr
φφ = −rα٢, Γφ

rφ = Γφ
φr =

١
r

(٢ . ٩٠)
کنیم مͬ انتخاب زیر بفرم را (٢ . ٨٩) طول المان با متناظر eāµ و eµā تتراد های ماتریس

eaµ =


١ ٠ ٠ ٠
٠ Cos(φ) −rα Sin(φ) ٠
٠ Sin(φ) −rαCos(φ) ٠
٠ ٠ ٠ ١

 , eµa =


١ ٠ ٠ ٠
٠ Cos(φ) Sin(φ) ٠
٠ − Sin(φ)

rα
cos(φ)
rα ٠

٠ ٠ ٠ ١

 . (٢ . ٩١)

است زیر بصورت اسپینͬ های دهنده اتصال صفر غیر ی مؤلفه
ω١٢
φ = −ω٢١

φ = ١ − α (٢ . ٩٢)
آید مͬ بدست زیر رابطه از صفر غیر آفین اسپینوری دهنده اتصال تنها نتیجه در

Γφ =
−١
٢ (١ − α)γ١γ٢. (٢ . ٩٣)

شوند مͬ حاصل زیر های رابطه از فضازمان این در γµ یافته تعمیم های ماتریس

γ◦ =

 ١ ٠
٠ −١

 , γi =

 ٠ σi

σi ٠
 (٩۴ . ٢)

، z مؤلفه تبدیلات تحت سیستم تقارن به توجه با باشند. مͬ پائولͬ های ماتریس σi که
ای مؤلفه دو به ای مؤلفه چهار دیراک معادله ترتیب این به گیریم. مͬ نظر در pz = z = ٠
مͬ زیر بصورت پائولͬ های ماتریس حسب بر γa های ماتریس حالت این در شود. مͬ تبدیل

[۵٧ ،۵۶] باشند
β = γ٠ = σz, γ١ = iσ٢, γz = −isσ١. (٩۵ . ٢)



٣٣ ال΄تری΄ͬ میدان با مغناطیسͬ چهارقطبی گشتاور کنش برهم
باشند مͬ زیر بصورت آفین اسپینوری دهنده اتصال ترتیب این به

Γφ = i
(١ − α)

٢ sσz (٩۶ . ٢)
زمان فضا در را دیراک معادله کیهانͬ ریسمان بستر در بار بدون خنثͬ متحرک ذرات برای

نویسیم مͬ خمیده
(α⃗.π⃗ + β̂M)Ψ(r) = εΨ(r). (٢ . ٩٧)

برهم΄نش حضور در یافته تعمیم حرکت اندازه باشند. مͬ α⃗ = βγ⃗ و ای مؤلفه دو اسپینور Ψ(r)

[۵٩ ،۵٨] شود مͬ نوشته زیر بصورت چهارقطبی

π⃗ = −i(∇⃗α + Γ⃗)−M× E⃗ (٢ . ٩٨)
که

∇⃗α =
∂

∂ρ
ρ̂+

١
αρ

∂

∂φ
φ̂+

∂

∂z
ẑ (٢ . ٩٩)

است. ال΄تری΄ͬ میدان E⃗ ، (٢ . ٩٨) معادله در است. قطبی مختصات در گرادیان عمل·ر
گشتاور تانسور Mij آن در که شوند مͬ تعیین Mi =

∑
j
Mij∂j توسط M⃗ بردار های مؤلفه

مغناطیسͬ قطبی گشتاورچهار صفر غیر های مؤلفه تنها اینجا در است. مغناطیسͬ چهارقطبی
ال΄تری΄ͬ میدان است. مثبت ثابت ΁ی M آن در که گیریم مͬ نظر در Mρz = Mzρ = M, را

[۶٠] آید مͬ در زیر بصورت یافته تعمیم حرکت اندازه گیریم. مͬ E⃗ = ١٢λρ٢ρ̂ بصورت را

π⃗ = −i(∇⃗α + (−Mλρ+
(١ − α)

٢αρ sσz)φ̂). (٢ . ١٠٠)

،Ψ(t, r, φ) = e−i(Et−mφ)Ψ(r) : نوشت توان مͬ است زمان از مستقل کنش برهم که آنجا از
گرفت نظر در زیر بصورت توان مͬ را ای مؤلفه دو اسپینور است. فرمیون انرژی E آن در که

Ψ(r) =

 ϕ(r)

χ(r)

 (٢ . ١٠١)

،σ٣ϕ+ = ϕ+ که بطوری هستند اسپینور مؤلفه دو χ(r) = (χ+ χ−)
T و ϕ(r) = (ϕ+ ϕ−)

T

جفت معادله دو دیراک معادله در Ψ(r) جای·ذاری با . χ± برای نحو همین به σ٣ϕ− = −ϕ−

آوریم مͬ بدست χ و Φ حسب بر را زیر شده ٠ σ⃗.π⃗

σ⃗.π⃗ ٠
 Φ(r)

χ(r)

 =

 ε−M ٠
٠ ε+M

 Φ(r)

χ(r)

 (٢ . ١٠٢)



خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ٣۴
(σ⃗.π⃗)χ(r) = (ε−M)Φ(r) → Φ(r) =

(σ⃗.π⃗)χ(r)

(ε−M)

(σ⃗.π⃗)Φ(r) = (E +M)χ(r) → χ(r) =
(σ⃗.π⃗)Φ(r)

(E +M)

(٢ . ١٠٣)

داریم (٢ . ١٠٣) معادله از Φ حذف با
(σ⃗.π⃗)(σ⃗.π⃗)χ(r) = (ε٢ −M٢)χ(r) (١٠۴ . ٢)

π⃗٢χ(r) = (ε٢ −M٢)χ(r) (١٠۵ . ٢)
σ٣χs = χs = sχs و s = ±١ ، χs های اندیس از فشرده فرم ΁ی در معادله دو این نوشتن برای

رسیم مͬ زیر شعاعͬ معادله به ترتیب این به کنیم. مͬ استفاده

(
d٢
dρ٢ +

١
ρ

d

dρ
−

(
m
α + (١−α)٢α s

)٢

ρ٢ −M٢λ٢ρ٢ + κ٢)ϕ(ρ) = ٠ (١٠۶ . ٢)

(١٠۶ . ٢) معادله r = Mλρ٢ متغیر تغییر اعمال با . κ٢ = E٢ −M٢ + ٢Mλ
(
m
α + (١−α)٢α s

)
[۶١] آید مͬ در زیر بصورت

(r
d٢
dr٢ +

d

dr
− (

j٢
۴r +

r

۴ − κ٢
۴Mλ

))ϕ(r) = ٠. (٢ . ١٠٧)
که بطوری

j٢ =

(
m

α
+

(١ − α)

٢α s

)٢ (٢ . ١٠٨)

κ٢ = E٢ −M٢ + ٢Mλ

(
m

α
+

(١ − α)

٢α s

)
مͬ رهنمون زیر ‐ قاعده بی و + قاعده با حالت دو به را ما (٢ . ١٠٧) معادله تقریبی حد

[۶١] کند
ϕ(r) = r

±|j|٢ e−
r٢F (r) (٢ . ١٠٩)

شود مͬ بازنویسͬ زیر بصورت (٢ . ١٠٧) معادله ترتیب این به

rF ′′(r) + (١ ± |j| − r)F ′(r)− (
١ ± |j|

٢ − κ٢
۴Mλ

)F (r) = ٠ (٢ . ١١٠)
باشد مͬ هندسͬ فوق توابع (٢ . ١١٠) معادله کلͬ حل

ϕ(r) = ar
|j|٢ e−

ρ٢F (d+, ١ + |j| , r) + bρ
−|j|٢ e−

r٢F (d−, ١ − |j| , r) (٢ . ١١١)



٣۵ ال΄تری΄ͬ میدان با مغناطیسͬ چهارقطبی گشتاور کنش برهم
تابع فرض با تنها مقید های جواب آرگومان بزرگ مقادیر ازای به F (ρ) تابع واگرایی دلیل به
رفتار شعاعͬ بخش های جواب ترتیب این به آیند. مͬ بدست n درجه ای چندجمله بصورت

داشت. خواهد نهایت بی در قبولͬ قابل
d± =

١ ± |j|
٢ − κ٢

۴Mλ
= −n, n = ٠, ١,٢,٣, .... (٢ . ١١٢)

مثبت مقادیر ویژه برای انرژی طیف شود. مͬ ذره انرژی طیف شدن کوانتیزه به منجر شرط این
نوع هندسͬ فوق تابع F (η١, η٢, η٣) ،(٢ . ١١٠) معادله آید.در مͬ بدست (٢ . ١١٢) معادله توسط
(٢ . ١١٢) رابطه طریق از انرژی طیف هستند. قاعده بی و باقاعده های حل ضرایب b و a و اول

آید. مͬ بدست
En,m = ±

√
۴nλM+ s٢λM− ٢msλM

α
− s٢λM

α
+M٢ + ٢λM

(
١ ±

∣∣∣∣mα +
s (١ − α)

٢α
∣∣∣∣)

(٢ . ١١٣)
باقاعده حل در دارد. وجود انرژی ویژه مقادیر در جالب ویژگͬ ΁ی ، ٠ < α ≤ ١ اینکه به توجه با
s = −١ مورد در حالت این اما باشد. مͬ s = ١ ازای به α و m مقادیر از مستقل مقادیر ویژه
s = −١ ازای به α و m از مستقل مقادیر ویژه قاعده بی حل در دی·ر طرف از ندارد. وجود

یابد مͬ افزایش انرژی α کاهش با s = −١ برای همچنین است.
s=١ قاعده با حل

E =
√
M٢ + ٢ (١ + ٢n)λM (١١۴ . ٢)

s=-١ قاعده بی حل

E =

√
M٢ +

٢ (−١ + ٢m+ ٢ (١ + n)α
)
λM

α
(١١۵ . ٢)

حضور در ١٢ اسپین با های فرمیون ترمودینامی΄ͬ خواص ٢ . ۴ . ٢
مغناطیسͬ قطبی چهار کنش برهم

[۶٢] آید مͬ بدست بولتزمان عامل طریق از T دمای در پارش تابع
Q١(β) =

∞∑
n=٠

e−(En−E٠)β = e
√
bβ

∞∑
n=٠

e−
√
an+bβ (١١۶ . ٢)

آید مͬ بدست زیر رابطه از هم با برهم΄نش بدون ذره N سیستم برای پارش تابع
QN (β) = Q١N (β) (٢ . ١١٧)



خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ٣۶
ذره ترمودینامی΄ͬ خواص بررسͬ منظور به گرفتیم. ١ را بولتزمان ثابت و β = ١/T آن در که
ی΄نواخت بطور f(x) = exp(−

√
ax+ bβ) تابع (١١۶ . ٢) کنیم مͬ حساب را پارش تابع ابتدا

انتگرال و یابد مͬ کاهش
I(β) =

∫ ∞

٠ e−
√
ax+bβdx =

٢
aβ٢ e−

√
bβ(١ +

√
bβ) (٢ . ١١٨)

محاسبه منظور به هم·راست. نیز پارش تابع ، هم·را های سری نظریه با بنابراین هم·راست.
کنیم. مͬ استفاده Euler-MacLaurin فرمول از پارش تابع

∞∑
n=٠

f(n) =
١
٢f(٠) +

∞∫
٠
f(x)dx−

∞∑
p=١

١
(٢p)!B٢pf (٢p−١)(٠) (٢ . ١١٩)

نوشت زیر بصورت p = ٢ تا توان مͬ را پارش تابع ترتیب این به

Q١(β) = −
a٣β

(
bβ٢ + ٣√bβ + ٣)
۵٧۶٠b۵/٢ +

٢β√b+ ٢
aβ٢ +

aβ

٢۴√b +
١
٢ (٢ . ١٢٠)

آمد خواهند بدست آماری های کمیت دی·ر هلمهولتز آزاد انرژی محاسبه با
A =

−١
β
LnQN (٢ . ١٢١)

آید مͬ بدست زیر بصورت شیمیای پتانسیل
µ =

∂A

∂N
(٢ . ١٢٢)

است صفر فشار
P = −∂A

∂V
= ٠. (٢ . ١٢٣)

انرژی متوسط
U = −∂LnQN

∂β
. (١٢۴ . ٢)

سیستم آنتروپی باشد. مͬ
S = −β٢∂A

∂β
. (١٢۵ . ٢)
رابطه از ثابت حجم در گرمایی ظرفیت و

C = −β٢∂U
∂β

(١٢۶ . ٢)
α مختلف مقادیر برای T حسب بر سیستم ترمودینامی΄ͬ خواص ادامه در آید. مͬ بدست
میزان چه هر عبارتͬ به α افزایش با شود مͬ مشاهده ٢ . ٢ ش΄ل در چنانچه است. شده ترسیم



٣٧ ال΄تری΄ͬ میدان با مغناطیسͬ چهارقطبی گشتاور کنش برهم
که α = ١ ازای به یابد. مͬ کاهش میانگین انرژی میزان شود مͬ کمتر زمان فضا خمیدگͬ
ظرفیت وابستگͬ ۴ . ٢ ش΄ل در داریم. را میانگین انرژی کمترین است تخت زمان فضا معادل
یابد. مͬ کاهش گرمایی ظرفیت α افزایش با است. شده داده نشان α پارامتر به گرمایی
مͬ میل کلاسی΄ͬ مقدار به نمودار چهار هر بالا دماهای حد در شود مͬ مشاهده همچنین
که است شده داده نشان ۵ . ٢ ش΄ل در زاویه کسری پارامتر با آنتروپی وابستگͬ همچنین کند.
افزایش آنتروپی α کاهش با عبارتͬ به شود بیشتر زمان فضا انحنای چه هر شود مͬ مشاهده

یابد. مͬ

s = ١ حالت برای α مختلف مقادیر ازای به T از تابعͬ بصورت Q١ مقایسه :٢ . ١ ش΄ل

حالت برای α مختلف مقادیر ازای به T از تابعͬ بصورت U/N انرژی میانگین :٢ . ٢ ش΄ل
s = ١



خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ٣٨

حالت برای α مختلف مقادیر ازای به T از تابعͬ بصورت C/N گرمایی ظرفیت :٢ . ٣ ش΄ل
s = ١

s = ١ حالت برای α مختلف مقادیر ازای به T از تابعͬ بصورت S/N آنتروپی :۴ . ٢ ش΄ل

s = −١ حالت برای α از تابعͬ بصورت U/N انرژی میانگین :۶ . ٢ ش΄ل



٣٩ چرخان کیهانͬ ریسمان بستر در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ

حالت برای α مختلف مقادیر ازای به T از تابعͬ بصورت C/N گرمایی ظرفیت :۵ . ٢ ش΄ل
s = −١

s = ١ حالت برای α از تابعͬ بصورت S/N آنتروپی :٢ . ٧ ش΄ل

ریسمان بستر در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ۵ . ٢
چرخان کیهانͬ

کنیم مͬ انتخاب زیر بصورت را کیهانͬ ریسمان بستر طول المان

ds٢ = −dT ٢ + dX٢ + dY ٢ + dZ٢ (٢ . ١٢٧)



خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ۴٠
دست به مختصات تبدیل با تواند مͬ چرخشͬ کیهانͬ رشته ΁ی توسط شده تولید زمان فضای

آید
T = t+ aα−١φ
X = rcos(φ)

Y = rsin(φ)

φ = αφ′

(٢ . ١٢٨)

[۶۶–۶٣] آید مͬ در زیر بصورت (٢ . ١٢٧) طول المان تبدیلات این با

ds٢ = −(dt+ adφ)٢ + dr٢ + α٢r٢dφ٢ + dz٢

= −dt٢ − ٢adtdφ+ (α٢r٢ − a٢)dφ٢ + dz٢ (٢ . ١٢٩)

گرانش جهانͬ ثابت G آن در و a = ۴Gj .٠ ≤ φ ≤ ٢π و r ≥ ٠ ، −∞ < z < ∞ آن در که
میزان که است پارامتری a ترتیب این به است. چرخان ریسمان ای زاویه حرکت اندازه j
ریسمان به وابسته گرانشͬ میدان منبع مورد، این در دهد. مͬ نشان را ریسمان چرخش
است غیرقطری عناصر دارای (٢ . ١٢٩) ΁متری و است ای زاویه حرکت دارای چرخشͬ کیهانͬ
΁متری کریستوفل نمادهای صفر غیر های مؤلفه هستند. فضازمان های مؤلفه شامل که

است زیر بصورت (١٣٧ . ۴)

Γt
rφ = Γt

φr =
−a
r
, Γr

φφ = −rα٢, Γφ
rφ = Γφ

φr =
١
r

(٢ . ١٣٠)

شوند مͬ انتخاب زیر بصورت eāµ و eµā تتراد های ماتریس

eaµ =


١ ٠ a ٠
٠ Cos(φ) −rα Sin(φ) ٠
٠ Sin(φ) −rαCos(φ) ٠
٠ ٠ ٠ ١

 , eµa =


١ a Sin(φ)

rα
−a cos(φ)

rα ٠
٠ Cos(φ) Sin(φ) ٠
٠ − Sin(φ)

rα
cos(φ)
rα ٠

٠ ٠ ٠ ١

 . (٢ . ١٣١)

باشند مͬ زیر قرار از اسپینͬ های دهنده اتصال صفر غیر های مؤلفه

ω١٢
φ = −ω٢١

φ = ١ − α (٢ . ١٣٢)

داریم نتیجه در

Γφ =
−١
٢ (١ − α)γ١γ٢. (٢ . ١٣٣)



۴١ چرخان کیهانͬ ریسمان بستر در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ

γµ دیراک یافته تعمیم های ماتریس
γt = etaγ

a = γ٠ − a

rα
γ٢

γ١ = etaγ
a = γr

γ٢ = e٢
aγ

a =
γφ

rα

γz = ezaγ
a = γ٣

(١٣۴ . ٢)

دیراک ای مؤلفه چهار اسپینور توانیم مͬ ، z محور حول تقارن شرایط از استفاده با باشند. مͬ
ماتریس ترتیب این به ب·یریم. نظر در pz = z = ٠ و دهیم کاهش ایی مؤلفه دو اسپینور به را

شوند مͬ نوشته زیر بصورت پائولͬ های ماتریس حسب بر دیراک های
β = γ٠ = σz, γ١ = iσ٢, γz = −isσ١. (١٣۵ . ٢)

شود مͬ خلاصه زیر بفرم (٢ . ١٣٣) معادله ،(١٣۵ . ٢) نمایش از استفاده با
Γφ = i

(١ − α)

٢ sσz (١٣۶ . ٢)
، Ψ(t, r, φ, z) = e−i(Et−mφ)Ψ(r) نوشت توان مͬ زمان از مستقل برهم΄نش گرفتن نظر در با

بصورت موج تابع انتخاب با است. فرمیون انرژی E آن در که

Ψ(r) =

 ϕ(r)

χ(r)

 . (٢ . ١٣٧)

،σ٣φ+ = φ+ اینکه: ضمن و اسپینورند مؤلفه دو χ(r) = (χ+ χ−)
T و Φ(r) = (φ+ φ−)

T که
داریم کمینه غیر جای·زینͬ شعاعͬ مؤلفه گرفتن نظر در با ، σ٣φ− = −φ−

(
d٢
dr٢ +

١
r

d

dr
+ (κ٢ − η٢

r٢ ))φ (r) = ٠ (٢ . ١٣٨)
که

κ٢
s,η = E٢

s,η −M٢, η٢ = (
sσz٢ − aE

α
+
m

α
)٢ (٢ . ١٣٩)

که بطوری
φn (r) = Jη(κs,ηr) (١۴٢ . ٠)

نوشت: زیر بفرم را (٢ . ١٣٧) معادله توان مͬ اکنون

Φ′′(r) +
Φ′(r)

r
+

−٢k٢ −mm٢ + E٢ −
١۴ + m٢

α٢ − m
α

r٢

Φ(r) = ٠. (١۴٢ . ١)



خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ۴٢
داریم .η = (E٢ −M١/٢−(٢ که ،r = ηx متغیر تغییر اعمال با

Φ′′(x) +
Φ′(x)

x
+

(
١ − n٢

x٢
)
Φ(x) = ٠. (١۴٢ . ٢)

که بطوری
n٢ = (

sσz٢ − aE

α
+
m

α
)
٢
. (١۴٢ . ٣)

باشند مͬ زیر بفرم شعاعͬ موج توابع بنابراین هستند. بسل توابع (١۴٢ . ٢) معادله های جواب
ψ٢(r) = r

١٢αJn(
r

η
). (١۴۴ . ٢)

چرخان ریسمان بستر در دیراک نوسانگر ١ . ۵ . ٢
زیر کمینه غیر جای·زینͬ با

∂r → ∂r +Mωr⃗β (١۴۵ . ٢)
معادله ترتیب این به رسیم. مͬ دیراک نوسانگر معادله به است سی΄لوترونͬ فرکانس ω که

آید مͬ در زیر بصورت دیراک
(α. (π⃗ − iMωβr⃗))ψ(r) = (E − γ٠M)ψ(r). (١۴۶ . ٢)
است یافته تعمیم حرکت اندازه π⃗ و است ای مؤلفه دو اسپینور ψ(r)

π⃗ = −i∇α − iΓµ +
aE

αr
φ̂ (١۴٢ . ٧)

داریم ترتیب این )به
E٢ −M٢)ϕ(r) = (α. (π⃗ − iMωr⃗β))(α. (π⃗ + iMωr⃗β))ϕ(r). (١۴٢ . ٨)

داریم غیرکمینه جای·زینͬ شعاعͬ مؤلفه گرفتن نظر در با

(
d٢
dr٢ +

١
r

d

dr
−

(
m
α + ( s(١−α)σz٢α + aE

α )σz

)٢

r٢ −M٢ω٢r٢+

٢Mω(١ +

(
m

α
+ (

s(١ − α)σz٢α +
aE

α
)σz

)
) + E٢ −M٢)ϕ(r) = ٠

. (١۴٢ . ٩)

آید مͬ در زیر بصورت (١۴٢ . ٩) شعاعͬ معادله Mωr٢ = ρ متغیر تغیر اعمال با
(ρ
d٢
dρ٢ +

d

dρ
− (

j٢
۴ρ +

ρ

۴ − κ٢
۴Mω

))ϕ(ρ) = ٠. (١۵٢ . ٠)



۴٣ چرخان کیهانͬ ریسمان بستر در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ
آن در که

j٢ =

(
m

α
+ (

s(١ − α)σz٢α +
aE

α
)

)٢ (١۵٢ . ١)

κ٢ = ٢Mω(١ +

(
m

α
+ (

s(١ − α)σz٢α +
aE

α
)σz

)
) + E٢ −M٢)

شود: مͬ زیر حل به منجر (١۵٢ . ٠) معادله
ϕ(ρ) = ρ

|j|٢ e−
ρ٢F (ρ) (١۵٢ . ٢)

شود مͬ بازنویسͬ زیر بصورت (١۵٢ . ٠) معادله بنابراین

ρF ′′(ρ) + (١ + |j| − ρ)F ′(ρ)− (
١ + |j|

٢ − κ٢
۴Mω

)F (ρ) = ٠ (١۵٢ . ٣)
هستند هندسͬ فوق توابع (١۵٢ . ٣) معادله کلͬ های جواب ترتیب این به

ϕ(ρ) = ρ
|j|٢ e−

ρ٢F ((١ + |j|
٢ − κ٢

۴Mω
), ١ + j, ρ) (١۵۴ . ٢)

مͬ درنظر n درجه ای جمله چند بصورت را آن نهایت بی در F (ρ) تابع هم·رایی شرط جهت
است برقرار نیز زیر شرط اینکه ضمن گیریم.

١ + |j|
٢ − κ٢

۴Mω
= −n, n = ٠, ١,٢,٣, .... (١۵۵ . ٢)

برای انرژی معادله کند. مͬ کوانتیده را انرژی طیف معادله این شد گفته قبلا که همانطور
شود مͬ حساب زیر بصورت (١۵۵ . ٢) رابطه طریق از مثبت مقادیر ویژه

En,m =
aMω

α
− asMω

α
+ ٢Mω

( a

٢α − as

٢α
)٢

+
n+

(−١+s)(−٢m+s(−١+α))
۴α + M۴ω
Mω


١٢

(١۵۶ . ٢)
α و m, a از مستقل مقادیر ویژه است شده داده نشان ٢ . ٨ ش΄ل در چنانچه s = ١ حالت برای

باشد. مͬ
En,m = (M٢ + ۴nMω)

١٢ (١۵٢ . ٧)
باشند مͬ زیر بصورت مقادیر ویژه و نیست برقرار ،s = −١ برای حالت این حال این با

En,m =
٢aMω
α

+ ٢Mω
 a٢
α٢ +

n+ ١۴
(٢ + −٢+۴m

α + M
ω

)
Mω


١٢

(١۵٢ . ٨)



خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ۴۴
آید مͬ بدست زیر رابطه از انرژی طیف a = ٠ حالت در

En,m = ±

√
M٢ + ۴nMω + s٢Mω − ٢msMω

α
− s٢Mω

α
± ٢Mω

∣∣∣∣mα +
s (١ − α)

٢α
∣∣∣∣ (١۵٢ . ٩)

(١۵٢ . ٩) معادله در منفͬ و مثبت علامتهای با متناظر بترتیب که s = −١ و s = ١ موارد در
.٢ . ١١ .ش΄ل αاست و m از مستقل انرژی باشد مͬ

En,m = ±(M٢ + ۴nMω)
١٢ (١۶٢ . ٠)

هستند متناظر (١۵٢ . ٩) در منفͬ و مثبت های علامت با ترتیب به s = ١ و s = −١ حالت در
آید مͬ بدست زیر رابطه از انرژی طیف

En,m = ±

√
M٢ +

٢ (−١ ± ٢m+ α+ ٢nα)Mω

α
(١۶٢ . ١)

M = ١ با m و α از مستقل نتیجه .ω حسب بر s = ١ حالت در انرژی طیف :٢ . ٨ ش΄ل
مختلف های n برای

,M=١،a=١،m=١ با دلخواه های α برای s = −١ مورد در انرژی طیف :٢ . ١٢ ش΄ل
مختلف. های n ازای به ω = ١



۴۵ چرخان کیهانͬ ریسمان بستر در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ

M = ١,m = با .α مختلف مقادیر برای s = −١ حالت در انرژی طیف :٢ . ٩ ش΄ل
مختلف. های n ازای به ω = ١ و ١, a = ١

M = ١, a = ١,m = .ω دلخواه مقادیر برای s = ١ حالت در انرژی طیف :٢ . ١٠ ش΄ل
مختلف. های n برای ١, α = ٠٫٢

برای m = ١, s = ١,M = ١, ω = ١ با a=٠ حالت برای منفͬ انرژی طیف :٢ . ١٣ ش΄ل
مختلف. های n



خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ۴۶

s = −١ و s = ١ ازای به ترتیب به منفͬ و مثبت های انرژی a = ٠ حالت :٢ . ١١ ش΄ل
مختلف. های n ازای به M = ١ با ω از تابعͬ صورت به

زمان فضا ساختار در کنش برهم اثر ۶ . ٢
از متاثر زمان فضا ΁متری آن در که باشیم داشته اشاره حالتͬ به داریم قصد قسمت این در
است اصل این نتیجه شده ارائه ریاضͬ فرمالیسم است. سیستم در موجود های برهم΄نش
مختلف ذرات عبارتͬ به یا و کنند مͬ درک متفاوت ایی گونه به را زمان فضا مختلف ذرات که
است این شود مͬ گفته آنچه بنابراین گیرند. مͬ قرار زمان فضا تاثیر تحت متفاوت بصورت
های سیستم با ما که هنگامͬ ندارد. وجود ذرات همه برای مطلق فضای روی΄رد این با که
فضای ΁ی کوارک مثال، عنوان به شوند. مͬ ظاهر ها تفاوت کنیم مͬ برخورد کوانتومͬ
و فوتون برای فضا این حال این با بیند مͬ دی·ری کوارک قوی گلوئون میدان توسط خمیده
اولیه مرحله در هنوز این در شده ارائه نظریه که است ذکر به لازم است. تخت لپتون برای یا
و گیرد قرار بررسͬ مورد بیشتر باید نظریه، این های پایه در ها، جنبه از بسیاری دارد. قرار
توان مͬ و نشده لحاظ برداری های کنش هم بر گیرند. قرار توجه مورد باید مختلف معیارهای
سیستم تمام در ها، محدودیت همه وجود با گرفت. نظر در را آنها اثر کار توسعه با ادامه در
و دارد همخوانͬ آزمایش با کاملا و است خوب بسیار آمده دست به نتایج مطالعه، مورد های

شود. مͬ زمینه این در مطالعات ادامه برای ای انگیزه این
موضوعاتͬ فضا‐زمان، ساختار در کوانتومͬ ΁فیزی اثر یا و کوانتومͬ ΁فیزی در زمان فضا اثر
که است این ماند مͬ باقͬ که اساسͬ سوال ΁ی حال این با باشند. مͬ برانگیز بحث و جدید
قرار تاثیر تحت را زمان و فضا ساختار تواند مͬ قوی و ال΄ترومغناطیسͬ های برهم΄نش چ·ونه
مثال برای است. آمده دست به جالبی بسیار نتایج و بررسͬ [٧١–۶٩] توسط اثرات این دهد.
اعشار رقم ΁ی نتایج [٧۴–٧٢] دیراک نتایج با مقایسه در دوتریم اتم طیف نتایج با توافق در
مͬ نشان شود، گرفته نظر در تصادفͬ تواند مͬ سختͬ به که واقعیت این شود. مͬ اصلاح
΁فیزی مورد در تئوری نتایج باشد. مͬ انرژی سطوح تمام بررسͬ برای مناسبی ال·وی دهد



۴٧ زمان فضا ساختار در کنش برهم اثر
شود. مͬ ظاهر طبیعͬ بصورت ٧ کوارک شدگͬ مجیوس و است جالب بسیار نیز هادرون

نظر در را کروی تقارن با سیستم ΁ی اول گام در که است صورت این به رفته ب΄ار فرمالیسم
داد. تعمیم دلخواه های ΁متری با هایی سیستم به توان مͬ را اساسͬ های ایده اما ب·یریم،
شده توصیف [۶٩] در شده اثبات ΁متری با زمان فضای شود، گرفته نظر در کروی تقارن اگر

. است شوارتزیلد ΁متری شبیه بسیار که است،
ds٢ = dτ٢ − r٢(dθ٢ + sin٢θdφ٢)− ξ−١dr٢ (١۶٢ . ٢)

مͬ تعیین V (r) کنش هم بر پتانسیل به توجه با ξ(r) کروی، های مختصه φ و θ ، r آن در که
سیستم انرژی رابطه باشد. مͬ r از تابعͬ بصورت زمان از مستقل های برهم΄نش برای و شود

بصورت
E√
ξ
=

√
p٢c٢ +m٢٠c۴ (١۶٢ . ٣)

که باشد مͬ
√
ξ = ١ +

V

m٠c٢
(١۶۴ . ٢)

کولنͬ پتانسیل V
√
ξ = ١ +

V

m٠c٢
(١۶۵ . ٢)

باشد مͬ زیر بفرم ξ تابع ترتیب این به باشد. مͬ اتمͬ عدد Z و ریز ساختار ثابت α

ξ = ١ − ٢αZ
m٠c٢r

+
α٢Z٢
m٢٠c۴r٢ (١۶۶ . ٢)

تکینگͬ از که کند مͬ تعیین r٠ در را رویداد افق عبارات این است. ال΄ترون جرم ،m آن در که
باشد مͬ زیر بصورت [٧۵] به توجه با شود. مͬ ظاهر ،ξ(r٠) = ٠ ΁متری

r٠ =
αZ

m٠c٢
= ٢٫٨١٨Z fm (١۶٢ . ٧)

اسپین ذرات برای را دیراک معادله قسمت این در نیست. ناچیزی مقادیر اتمͬ مقیاس در که
نویسیم مͬ (١۶٢ . ٢) ΁متری برای ١٢

iℏ
ξ

∂

∂t
Ψ = (−iℏcα⃗.∇⃗+ βm٠c٢)Ψ (١۶٢ . ٨)

داریم زمانͬ بخش کردن جدا با
(−iℏcα⃗.∇⃗+ βm٠c٢ − E√

ξ
)ψ(r) = ٠ (١۶٢ . ٩)

٧quark confinement



خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ۴٨
آن در که

α⃗.∇⃗ = αr

√
ξ
∂

∂r
+
αθ

r

∂

∂θ
+

αφ

r sin θ

∂

∂φ
(٢ . ١٧٠)

تواند مͬ موج تابع ای زاویه بخش که دریافت توان مͬ بالا عمل·ر ایی زاویه بخش به توجه با
شود توصیف χµ

κ ای مؤلفه دو اسپینور حسب بر
χµ
κ =

∑
m=± ١٢

C(ℓ, ١/٢, j;µ−m,m)Y µ−m
ℓ (θ, φ)χm (٢ . ١٧١)

باشد. مͬ کلبش‐گوردن ضرایب C(ℓ, ١/٢, j;µ−m,m) که طوری به
κ = l, j = l − ١/٢
κ = −l − ١, j = l + ١/٢ (٢ . ١٧٢)

نتیجه در
κ = ±(j + ١/٢) (٢ . ١٧٣)

باشد زیر ش΄ل به موج تابع رود مͬ انتظار

Ψ =

 F (r)χµ
κ

iG(r)χµ
−κ

 (١٧۴ . ٢)

رسیم مͬ زیر معادلات به ترتیب این به
√
ξ
dF

dr
+ (١ + k)

F

r
= (

E√
ξ
+m٠)G√

ξ
dG

dr
+ (١ − k)

F

r
= −(

E√
ξ
−m٠)F

(١٧۵ . ٢)

آید مͬ در زیر بصورت ξ تابع کولونͬ پتانسیل گرفتن نظر در با
ξ = (١ − αZ

m٠c٢r
)٢ (١٧۶ . ٢)

داریم ρ = βr متغیر تغییر و (١٧۵ . ٢) در (١٧۶ . ٢) جای·زاری با
ξ
dF

dρ
+
√
ξ(١ + k)

F

r
= (

E

β
+
√
ξm٠

β )G

ξ
dG

d
+
√
ξ(١ − k)

G

r
= −(

E

β
−
√
ξm٠

β )F

(٢ . ١٧٧)

آید مͬ در زیر بصورت انرژی طیف فروبنیوس روش با توابع این حل با . r ̸= r٠ برای

EN = ±mec
٢
√√√√ ١

٢ − N٢
٨α٢ ± N

۴α
√
N٢
۴α٢ + ٢ (٢ . ١٧٨)



۴٩ زمان فضا ساختار در کنش برهم اثر
Mexp M r٠(fm) α m

٠٫٩٣٨ ٠٫٩٣٨ ٠٫٣٨ ١٫۶٠ ٠٫٣٨ N(qqq)

٣٫١٠ ٣٫١٠ ٠٫١١ ١٫٠٠ ١٫٧٩ J/ψ(cc̄)

٩٫۴۶ ٩٫۴٧ ٠٫٠۵ ١٫٠۵ ۵٫۵٠ Υ(bb̄)

− ٣١٠ ٠٫٠٠٢ ١٫٠٠ ١٧۴ tt̄

در m(GeV ) جرم با های کوارک از شده تش΄یل هادرون M(GeV ) جرم :٢ . ١ جدول
برای و (٢ . ١٧٨) رابطه گرفتن نظر در با محاسبات . [٨١] تجربی نتایج با مقایسه

[٨٢] است. آمده بدست کولنͬ پتانسیل

تعمیم ها هادرون مطالعه به توان مͬ را نتایج این است. مثبت مقادیر ازای به فیزی΄ͬ جواب که
کنش برهم این مؤثر اثر و کنند مͬ کنش هم بر گلئون طریق از ها کوارک سیستم این در داد.
ذرات ها کوارک تͬ آی ام مدل در . شود گرفته نظر در مؤثر پتانسیل ΁ی بصورت تواند مͬ ها
ش΄ل دی·ر های مدل اند. شده مقید کروی ای پله پتانسیل با و شده گرفته نظر در دیراک
و [٧–٧٨۶] rn ترم شامل مثال عنوان به که اند گرفته نظر در پتانسیل برای را متفاوتͬ های

باشند مͬ کرنل پتانسیل
V =

a

r
+ br (٢ . ١٧٩)

اثر و اند شده توصیف (١۶٢ . ٨) معادله توسط ها هادرون داخل در ها کوارک که کنید فرض
به ) a = با١ کولنͬ است.)پتانسیل شده ارائه کولونͬ قوی پتانسیل ΁ی با برهم΄نش میانگین

توسط جرم باریون، ΁ی در مثال، عنوان

M =

٣∑
i=١

EN (qi) (٢ . ١٨٠)

است. شده ارائه جدول در نتایج برخͬ است. شده داده رابطه توسط EN که شود. مͬ داده
،topponium در مثال برای باشند. باید سب΄ͬ بسیار های مزون b b̄ و t t̄ که داشت توجه باید
تابع است. خوب بسیار تجربه با توافق شود مͬ ملاحظه جدول در چنانچه .rt t̄ ∼ ٠٫٠٠٢fm
محبوس که است این روی΄رد این از مهم نتیجه ΁ی. شود مͬ توصیف معادله توسط کوارک موج
است. Ψ(r٠) = ٠ ،r٠ در که چرا دهد مͬ رخ کننده محدود پتانسیل ΁ی به نیاز بدون شدگͬ
ویژگͬ ΁ی رویداد افق دهد. مͬ نشان را قوی شدگͬ محبوس ΁ی رویداد افق در ناپیوستگͬ این
داشته را زیر شرایط که ای جاذبه پتانسیل نوع هر برای بل΄ه نیست کولنͬ پتانسیل انحصاری

دهد رخ تواند مͬ باشد
ξ(r٠) = ٠ (٢ . ١٨١)



خمیده زمان فضا در ١٢ اسپین با های فرمیون بررسͬ ۵٠
[١٢ ،١١] کرد حساب را زیر نسبت توان مͬ نتایج این از استفاده با

gA
gV

=
۵
٣ ⟨σZ⟩ =

۵
١)٣ − ٢δ) (٢ . ١٨٢)

δ =

٢٣
∫ ∣∣∣G(r)٢∣∣∣dr∫

(
∣∣∣F (r)٢∣∣∣+ ∣∣∣G(r)٢∣∣∣)dr = ٠٫٠۵٩ (٢ . ١٨٣)

ترتیب این به اند. شده گرفته درنظر jz با کوارک سه از شده تش΄یل نوکلئون ΁ی آن در که
مͬ نشان را است ١.٢۵٩ که تجربی مقدار از را ١٧٪ انحراف ΁ی که آید مͬ بدست gA

gV
= ١٫۴٧

شوند مͬ محاسبه زیر صورت به نیز نوترون و پروتن مغناطیسͬ گشتاور .[٨٢] دهد
µp =

(١ − δ)mp

E٠ = ٢٫٨٢
µn = −٢

٣
(١ − δ)mp

E٠ = −١٫٨٨
(١٨۴ . ٢)

دارد. µn = −١٫٩١ و µp = ٢٫٧٩ تجربی مقادیر با خوبی توافق که



٣ فصل
با اس΄الر های بوزون نسبیتͬ بررسͬ

معادله هموردای فرم از استفاده
کلاین‐گوردون

‐گوردون کلاین معادله
شده انجام کلاین‐گوردون توسط نسبیتͬ کوانتومͬ معادله ΁ی یافتن برای تلاش نخستین
در صفر اسپین نسبیتͬ های بوزون توصیف برای ای معادله کلاین‐گوردون، معادله است.
ارز هم بصورت زمان و م΄ان نسبیت بندی فرمول در باشد. مͬ مختلف کنشهای برهم حضور
معادلات در مرتبه هم بصورت زمانͬ و م΄انͬ مشتقات شود مͬ سبب امر این شوند، مͬ ظاهر
است نسبیتͬ غیر معادله ΁ی که شرودینگر معادله در دانیم مͬ چنانچه شوند. ظاهر نسبیتͬ

شود. مͬ ظاهر دوم و اول های مرتبه مشتق صورت به ترتیب به ، م΄انͬ و زمانͬ مشتق
iℏ
∂Ψ

∂t
= − ℏ٢

٢m
∂٢Ψ
∂x٢ + VΨ (٣ . ١)

ترتیب به راست سمت در م΄انͬ مشتق و معادله این چپ سمت در زمانͬ مشتق که آنجا از
اما است. نسبیتͬ غیر معادله ΁ی شرودینگر معادله اند، شده ظاهر دوم و اول های مرتبه با
هم م΄انͬ و زمانͬ مشتقات آن در و است شده برآورده کلاین‐گوردون معادله در شرایط این

۵١



معادله هموردای فرم از استفاده با اس΄الر های بوزون نسبیتͬ بررسͬ ۵٢
کلاین‐گوردون

نسبیت از که بنیادی اصل از کلاین‐گوردون معادله باشند. مͬ دو مرتبه از دو هر ، مرتبه
اندازه و انرژی و جرم رابطه کند. مͬ تبعیت است، شده گرفته بر کوانتمͬ ΁م΄انی و خاص

است زیر بفرم نسبیت در حرکت
E٢ = P ٢c٢ +m٢٠c۴ (٣ . ٢)

یعنͬ بالا رابطه در پذیرهای مشاهده از ΁ی هر عمل·ری فرم نوشتن با
E → iℏ

∂

∂t
,P⃗ = −iℏ∇⃗ (٣ . ٣)

آید مͬ در زیر عمل·ری ش΄ل به کلاین‐گوردون معادله
∇٢Ψ− ١

c٢
∂٢Ψ
∂t٢ =

m٢٠c٢
ℏ٢ Ψ (۴ . ٣)

نوشت زیر صورت به توان مͬ را کلاین‐گوردون معادله c = ℏ = ١ گرفتن نظر در با
(□+m٠٢)Ψ = ٠ (۵ . ٣)

صورت به را فضا‐زمان چهاربردار که هرگاه است. دالامبر عمل·ر □ که،
xµ = (ct, x) (۶ . ٣)

آن نتیجه در که کنیم، تعریف
∂µ ≡ ∂

∂xµ
=

(١
c
∂t,∇

)
,∂µ ≡ ∂

∂xµ
=

(١
c
∂t,−∇

)
(٣ . ٧)

شود: مͬ نوشته هموردا صورت به بالا معادله آنگاه
[∂µ∂µ + (

m٠c
ℏ

)٢]Ψ = ٠ (٣ . ٨)
بالا معادله باشد، ℏ = c = ١ که کنیم کار واحدهایی دستگاه در است معمول که چنانچه اگر

تر ساده بازهم صورت به
[∂µ∂µ +m٠٢]Ψ = ٠ (٣ . ٩)

و شود مͬ خوانده کلاین‐گوردون معادله که است چیزی همان معادله این آمد. خواهد در
است. شرودینگر معادله نسبیتͬ تعمیم اولین

های پتانسیل حضور در کلاین‐گوردون معادله ٣ . ١
برداری و ایی نرده

دارند قرار کرنل پتانسیل تحت که را اس΄الر های بوزون نسبیتͬ رفتار داریم قصد قسمت این در
و اس΄الر های پتانسیل حضور در بررسͬ این کنیم. بررسͬ کیهانͬ ریسمان زمان فضا در را



۵٣ برداری و ایی نرده های پتانسیل حضور در کلاین‐گوردون معادله
مد پتانسیل اند. آمده بدست نسبیتͬ انرژی های تراز و موج توابع و شود مͬ انجام برداری
پتانسیل کردن پارامتریزه منظور به [۶٧] در بار نخستین که است کرنل پتانسیل اینجا در نظر

شد معرفͬ کولونͬ و خطͬ های پتانسیل خطͬ ترکیب صورت به QQ کوارکونیم
V (ρ) = ηLρ−

ηc
ρ
, (٣ . ١٠)

در را کیهانͬ ریسمان کننده توصیف طول المان است. کوارکونیم حالت مؤثر شعاع ρ که
گیریم مͬ درنظر زیر بصورت ایی استوانه مختصات

ds٢ = −(cdt+ adφ)٢ + dρ٢ + α٢ρ٢dφ٢ + dz٢

(٣ . ١١)
= −c٢dt٢ − ٢a c dt dφ+ dρ٢ + (α٢ρ٢ − a٢)dφ٢ + dz٢,

jاندازه و گرانش جهانͬ ثابت G که ،a = ۴Gj ΁متری این در باشد. مͬ c = ١ ، ΁متری این در
و گرانشͬ میدان کیهانͬ، ریسمان تحول طول در یاشد. مͬ چرخان ریسمان ای زاریه حرکت
ثابت ایی زاویه حرکت اندازه با متناظر که حدی ناحیه دو در کنند. مͬ تغییر زمان فضا خواص

آید مͬ در زیر های بصورت فضا‐زمان ΁متری حدی ناحیه دو در هستند نهایت بی در
ds−∞

٢ = −(dt+ adφ)٢ + dρ٢ + α٢ρ٢dφ٢ + dz٢, (٣ . ١٢آ)
ds+∞

٢ = −dt٢ + dρ٢ + (α٢ρ٢ − a٢)dφ٢ + dz٢. (٣ . ١٢ب)
کنند. مͬ بندی دسته غیرچرخشͬ و چرخشͬ ناحیه دو در را فضا‐زمان ساختار بالا ΁متری دو

[۶٨] است زیر بصورت (٣ . ١٢ب) چرخشͬ غیر کیهانͬ ریسمان در گوردون کلاین معادله

(
∇٢ +E٢ −M٢)Φ(t, ρ, φ, z) = ٠, (٣ . ١٣)

است زیر بصورت خمیده فضازمان در لاپلاس عمل·ر
∇٢ =

١√
−g

∂µ
√
−ggµν∂ν , (١۴ . ٣)

باشد. مͬ g = det(gµν) = −
(
α٢ρ٢) ، (٣ . ١٢آ) ΁متری به توجه با و انرژی E بوزون، جرم M

جای·زاری با که ،S(ρ) اس΄الر پتانسیل گیریم: مͬ نظر در ترتیب به را شدگͬ جفت نوع دو
Pµ → Pµ− gAµ کمینه شدگͬ جفت با که ،Aµ = (A٠,A) برداری، پتانسیل و M →M +S(ρ)

مͬ V ≡ gA٠ بصورت ر اس΄الر پتانسیل و گرفته نظر در را A = ٠ پیمانه شود. مͬ معرفͬ
داریم (٣ . ١٢آ) ΁متری برای نویسیم.

١√
−g

[(∂٠ + gA٠)√−gg٠∂)٠٠ + gA٠)Φ + (∂٠ + gA٠)√−gg٢∂٠٢ + ∂١
√
−gg١∂١١Φ+

∂٢
√
−gg٠∂)٢٠ + gA٠)Φ + ∂٢

√
−gg٢∂٢٢Φ+ ∂٣

√
−gg٣∂٣٣]Φ− (M + S (ρ))٢Φ = ٠

(١۵ . ٣)



معادله هموردای فرم از استفاده با اس΄الر های بوزون نسبیتͬ بررسͬ ۵۴
کلاین‐گوردون

بصورت را مانا های حالت . (x٠, x١, x٢, x٣) = (t, ρ, φ, z) های اندیس با
Φ(t, ρ, φ, z) ∝ ei(kz+mφ−Et)f(ρ), (١۶ . ٣)

(١۵ . ٣) معادله ترتیب این به است. کوانتمͬ عدد k ، انرژی E آن در که گیریم مͬ نظر در
آید مͬ در زیر بصورت

f ′′(ρ) +
f ′(ρ)

ρ

+

((
١ − a٢

α٢ρ٢
)
(E− V (ρ))٢ − ٢am (E− V (ρ))

α٢ρ٢ − m٢
α٢ρ٢ − kz٢ − (M + S(ρ))٢

)
f(ρ) = ٠
(٣ . ١٧)

فضا در M جرم با را Φ(t, ρ, φ, z) کلاین‐گوردن، میدان کنش برهم (٣ . ١٧)Eq. خلاصه بطور
دهد. مͬ نشان V (ρ) برداری S(ρ)و ای نرده های پتانسیل با کیهانͬ ریسمان زمان

کولونͬ ایی نرده کنش برهم ٣ . ١ . ١
نظر (٣ . ١٠)در در شده داده کولونͬ برهم΄نش صورت به را ای نرده پتانسیل اول مرحله در
معادله در را ای نرده پتانسیل برداری، پتانسیل غیاب در ηLاست. = ٠ آن در که می·یریم

گیریم مͬ نظر در زیر بصورت (١۵ . ٣)
S(ρ) = −ηc

ρ
, V (ρ) = ٠, (٣ . ١٨)
آید. مͬ در زیر بصورت ٣ . ١٧ معادله ترتیب این به

fn,m
′′(ρ) +

١
ρ
fn,m

′(ρ) +
١
ρ٢
(
− ξ١ρ٢ + ξ٢ρ− ξ٣

)
fn,m(r) = ٠ (٣ . ١٩)

که
ξ١ = k٢

z +M٢ − E٢

ξ٢ = ٢Mη١c,

ξ٣ =
(aE +m)٢ + α٢s٢٢

α٢

(٣ . ٢٠)

آید مͬ بدست زیر رابطه از کلاین‐گوردون معادله انرژی ترازهای
(٢n+ ١)√ξ١ − ξ٢ + ٢√ξ٣ξ١ = ٠, (٣ . ٢١)

که
α١ = ١, α٢ = α٣ = α۴ = α۵ = ٠ = α۶ = ξ١,
α٧ = −ξ٢, α٨ = ξ٣, α٩ = ξ١, α١٠ = ١ + ٢√ξ٣, α١١ = ٢√ξ١
α١٢ =

√
ξ٣, α١٣ = −

√
ξ١

. (٣ . ٢٢)



۵۵ برداری و ایی نرده های پتانسیل حضور در کلاین‐گوردون معادله
باشد مͬ زیر فرم به نیز توابع ویژه

Rn,m(r) = Nr٢α١٢eα١٣r٢
L
α١−١٠
n (α١١r٢). (٣ . ٢٣)

های ش΄ل در α مختلف مقادیر برای احتمال چ·الͬ و موج تابع است. نرمالیزاسیون ثابت N
نمودار قله شود مͬ زیاد α که زمانͬ شد مشاهده همچنین . است شده داده نشان ٣ . ٢ و ٣ . ١
مقادیر ازای به α حسب بر انرژی طیف کند. مͬ میل ρ ΁کوچ مقادیر سمت به احتمال چ·الͬ
دیده ٣ . ٣ ش΄ل در چنانچه است. شده داده نشان ٣ . ٣ ش΄ل در n = ۵ و n = ١,٢,٣ مختلف

یابد. مͬ کاهش انرژی α افزایش با شود، مͬ

٠٫٠ ≤ r ≤ محدوده در ،α = ٠٫٢, ٠٫۴, ٠٫۶, ٠٫٨ ازای به Rn,m موج تابع :٣ . ١ ش΄ل
ηc = kz = a = ١ ،m = −١ M = ١GeV های پارامتر با ٨٫٠GeV −١

محدوده در و ، α = ٠٫٢, ٠٫۴, ٠٫۶, ٠٫٨ ازای به |Rn,m|٢ احتمال، چ·الͬ :٣ . ٢ ش΄ل
ηc = kz = a = ١ و m = −١ ،M = ١GeV های پارامتر با ،٠٫٠ ≤ r ≤ ٨٫٠GeV −١



معادله هموردای فرم از استفاده با اس΄الر های بوزون نسبیتͬ بررسͬ ۵۶
کلاین‐گوردون

M = a = ηc = kz = ١,m = −١ های پارامتر با α از تابعͬ صورت به انرژی :٣ . ٣ ش΄ل

کرنل ایی نرده برهم΄نش ٣ . ١ . ٢
در گیریم. مͬ نظر در ،(٣ . ١٠) کرنل، برهم΄نش بصورت را ای نرده پتانسیل قسمت این در
تغیر اعمال با کنیم. مͬ جای·زین (١۵ . ٣) معادله در ایی نرده پتانسیل برداری، پتانسیل غیاب

زیر متغیر

f(ρ) =
U(ρ)
√
ρ
, (٢۴ . ٣)

کنیم. مͬ حذف معادله از را اول مشتق

U ′′(ρ)+−kz٢ + E٢ + ٢ηCηL −M٢ +
−۴(m+ aE)٢ + α٢ (١ − ۴ηC٢)

۴α٢ρ٢ +
٢ηCM
ρ

− ٢ηLMρ− ηL
٢ρ٢
U(ρ) = ٠

(٢۵ . ٣)

ب·یریم نظر در زیر بصورت را R(ρ) اگر

U(ρ) = ρAeBρeCρ٢
R(ρ), (٢۶ . ٣)



۵٧ برداری و ایی نرده های پتانسیل حضور در کلاین‐گوردون معادله
به شد. خواهند تعیین ادامه در فیزی΄ͬ های پارامتر حسب بر C و B ، A های پارامتر در که

آید: مͬ در زیر بصورت (٢۵ . ٣) معادله ترتیب این
R′′(ρ) +

(٢A
ρ + ٢B+ ۴Cρ)R′(ρ)[

B٢ + ٢C + ۴CA+ E٢ − kz٢ −M٢ + ٢ηCηL+
١
ρ٢ (

−۴(m+aE)٢+α٢((٢−١A)٢−۴ηC٢)
۴α٢ )+

+٢
ρ (AB + ηCM) +

(۴CB− ٢ηLM) ρ+ (۴C٢ − ηL
٢) ρ٢]R(ρ) = ٠

(٣ . ٢٧)

آید. مͬ در هندسͬ فوق معادله بصورت بالا عبارت باشد C = − ١٢ اگر که شود مͬ مشاهده
[٨۵–٨٣]

H ′′(z) +

(١ + a

z
− b− ٢z

)
H ′(z) +

(
c− a− ٢ − D

z

)
H(z) = ٠, (٣ . ٢٨)

است وابسته متغیر z = ρ و مستقل متغیر H = R آن در که
D ≡ ١

٢ [d+ b(١ + a)] , (٣ . ٢٩)
باشند. HeunBمͬ (a, b, c, d; z) یا Hو (a, b, c, d; z) هندسͬ فوق توابع بصورت آن های جواب و
درجه هندسͬ فوق ای چندجمله بصورت را جواب نهایت بی در تابع مناسب رفتار منظور به
کنیم مͬ انتخاب (٢۶ . ٣) معادله در C و B ،A پارامترهای ترتیب این به گیریم. مͬ نظر در N

است: صفر برابر (٣ . ٢٨) معادله در ترمها این که چرا
ρ٢ : ۴C٢ − ηL

٢ = ٠,
ρ : ۴BC − ٢ηLM = ٠,
١
ρ٢ :

−۴(m+aE)٢+α٢((٢−١A)٢−۴ηC٢)
۴α٢ = ٠.

(٣ . ٣٠)

است زیر بصورت C و B ،A پارامترهای ترتیب این به

A = ١٢ ±
√

(m+aE)٢
α٢ + ηc٢,

B = ±M,

C = ±ηL٢ ,

(٣ . ٣١)

ذکر چنانچه است. مستقل علامتͬ نظر از A و اند هم مشابه C و B پارامترهای علامتͬ نظر از
اگر اند مشابه (٣ . ٢٧) و (٣ . ٢٨) های معادله شد

C = − ١
٢ , (٣ . ٣٢)

تابع فرم به معادله ηL = ١ پارامتر گرفتن نظر در با که شود مͬ استنتاج (٣ . ٢٧) معادله از
C و B پارامترهای برای منفͬ علامت و A برای مثبت علامت انتخاب با آید. مͬ در هیون



معادله هموردای فرم از استفاده با اس΄الر های بوزون نسبیتͬ بررسͬ ۵٨
کلاین‐گوردون

آید. مͬ در زیر بصورت (٣ . ٣١) معادله
A = ١٢ +

√
(m+aE)٢

α٢ + ηc٢,
B = −M,

C = − ١٢ .

(٣ . ٣٣)

آید: درمͬ زیر بصورت (٣ . ٢٧) معادله ترتیب این به
R′′(ρ) +

(٢A
ρ

+ ٢B + ۴Cρ
)
R′(ρ)+

[B٢
+ ٢C + ۴CA + E٢ − kz٢ − M٢

+ ٢ηCηL +
٢
ρ

(AB + ηCM)
]R(ρ) = ٠

(٣۴ . ٣)

d cو ، b ، a های پارامتر (٣ . ٢٨) ، هیون تابع با (٣۴ . ٣) معادله مقایسه با .C = − ١٢ آن در که
هستند: زیر بصورت

a = ٢
√

(m+aE)٢
α٢ + ηc٢,

b = ٢M,

c = B٢
+ ٢C + ۴CA + E٢ − kz٢ − M٢

+ ٢ηCηL + ٢A+ ١
= −kz٢ + E٢ + ٢ηCηL,

d = −۴ηCM,

(٣۵ . ٣)

اینکه ضمن
ηL = ١. (٣۶ . ٣)

پارامترهای که هستیم (٣۴ . ٣) معادله در H(z) نامتناهͬ سری ΁ی بصورت جوابی بدنیال ما
اند شده داده (٣۵ . ٣) معادله با d ،...،a

H(z) =
∞∑
n=٠ cnz

n,

H ′(z) =
∞∑
n=٠ncnz

n−١,

H ′′(z) =
∞∑
n=٠n(n− ١)cnzn−٢.

(٣ . ٣٧)

رسیم: مͬ سری ضرایب برای زیر معادله به (٣ . ٢٨) در (٣ . ٣٧) جای·زاری با
c١ = D

a+١c٠,
cn+٢ = ١

(٢+n)(٢+a+n)

[
(b(١ + n) +D)cn+١ + (٢ + a+ ٢n− c)cn

]
, n ≥ ١. (٣ . ٣٨)

توانیم مͬ R (ρ) برای N درجه ای جمله چند تعیین با شود. مͬ گرفته نظر در c٠ = ١ اینجا در
چند ΁ی HeunB (a, b, c, d; z) تابع که بینیم مͬ (٣ . ٢٨) معادله از آوریم. بدست را دقیق حل

باشند: برقرار زیر شرط دو اگر تنها و اگر است N درجه ای جمله
cN+١ = ٠ (٣ . ٣٩)



۵٩ برداری و ایی نرده های پتانسیل حضور در کلاین‐گوردون معادله
[GeV] E− [GeV] E+ N

−٣٫٣۴۴۴٢ ۴٫١٨٠٩٢ ٠
−٣٫٧۵۴١ ۴٫۴٩٠٩۵ ١
−۴٫١٠٨۴٣ ۴٫٧٧۴٨۶ ٢
−۴٫۴٢۵١۵ ۵٫٠٣٨٢٩ ٣
−۴٫٧١۴١٧ ۵٫٢٨۵١۴ ۴
−۴٫٩٨١۶٩ ۵٫۵١٨١٩ ۵
−۵٫٢٣١٨٩ ۵٫٧٣٩۵٢ ۶
−۵٫۴۶٧٧۶ ۵٫٩۵٠٧۴ ٧
−۵٫۶٩١۵١ ۶٫١۵٣١٢ ٨
−۵٫٩٠۴٨٢ ۶٫٣۴٧۶٨ ٩
−۶٫١٠٩٠۵ ۶٫۵٣۵٢٨ ١٠
−١۵٫۴٢٨١ ١۵٫۵٨٢۴ ١٠٠
−۴۵٫٨٨٨ ۴۵٫٩٣٧۶ ١٠٣

−١۴٢٫۵۵ ١۴٢٫۵۶۶ ١٠۴

برای (۴٣ . ١) معادله به توجه با ،Gev حسب بر ،E انرژی مقادیر ویژه :٣ . ١ جدول
η١Cو = ٠٫٢GeV ،η٢L = ٠٫١GeV ،M = ٣٫٧GeV های پارامتر با مختلف، های N

است. (۴٣ . ١) معادله مثبت)منفͬ( ریشه (E−) E+ .a = ١, K = ٢,m = ١, α = ٠٫٩

و
c− ٢ − a = ٢N. (۴٣ . ٠)

تواند مͬ cN که آنجا از ، است صفر برابر ام N + ١ مرتبه ترم که کند مͬ بیان (٣ . ٣٩) معادله
صفر (٣ . ٢٨) معادله راست سمت در دوم ترم کند مͬ بیان (۴٣ . ٠) معادله . است صفر غیر
از c و a جای·ذاری با کند. مͬ جلوگیری N از بالاتر درجه با ترم هر ظهور از نتیجه در شود مͬ

رسیم مͬ E برای زیر دو درجه عبارت به (۴٣ . ٠) در (٣۵ . ٣) ٢−معادله
√

(aE +m)٢
α٢ + ηC٢ + E٢ + ٢ηCηL − kz٢ − ٢

 = ٢N, (۴٣ . ١)

داریم: (٣ . ٢٩) و (٣ . ٣٩) ، (٣ . ٣٨) های معادله از می·یریم. نظر در را c١ = ٠ حالت اکنون
c١ =M − ηCM√

(aE+m)٢
α٢ + ηC٢ + ١٢

. (۴٣ . ٢)



معادله هموردای فرم از استفاده با اس΄الر های بوزون نسبیتͬ بررسͬ ۶٠
کلاین‐گوردون

داریم c١ = ٠ گرفتن درنظر با

E = ± ١
٢
√
α١)٢ − ۴ηC)

a٢ − m

a
(۴٣ . ٣)

معادلات از گیریم. مͬ درنظر را است N = ١ درجه ای جمله چند که را حالت ترین ساده اکنون
نوشت توان مͬ (۴٣ . ٢) و (٣ . ٣٨)

R١(ρ) = c٠ + c١ρ,

= ١ +

M − cηM√
(aE+m)٢

α٢ +cη٢+ ١٢

 ρ,
(۴۴ . ٣)

و (۴۴ . ٣) معادلات از آید: مͬ بدست N = ١ گرفتن درنظر با (۴٣ . ١) رابطه توسط E انرژی
کنیم مͬ پیدا زیر بفرم را کلͬ موج تابع (١۶ . ٣) و (٢۶ . ٣)

Φ (t, ρ, φ, z) ∝ e−iEteimφeikzρA− ١٢ eBρeCρ٢
R١(ρ), (۴۵ . ٣)

...، a پارامترهای با گرفتیم درنظر را مثبت علامت آن در که (٣ . ٣٣) معادله توسط C و B ، A
آید مͬ بدست زیر بصورت احتمال چ·الͬ . آیند مͬ بدست (٣۵ . ٣) معادله در d

|Φ(ρ)|٢ ∝ ρ٢A−١e٢Bρe٢Cρ٢ |R١(ρ)|٢ . (۴۶ . ٣)

با ، ٠٫٠ ≤ ρ ≤ ٣٫۵GeV −١ محدوده در و N = برای١ Rn,m،موج تابع :۴ . ٣ ش΄ل
.m = ١ و ηL = ٠٫١ ، ηc = ٠٫٢GeV ،α = ٠٫٩،a = ٠٫١ ، M = ١GeV های پارامتر



۶١ برداری و ایی نرده های پتانسیل حضور در کلاین‐گوردون معادله

٠٫٠ ≤ ρ ≤ محدوده در ، مختلف های α برای N = ١ برای Rn,m موج تابع :۵ . ٣ ش΄ل
.m = ١ و ηL = ٠٫١ ،ηc = ٠٫٢GeV ،a = ٠٫١ ، M = ١GeV پارامترهای با ،٣٫۵GeV −١

٠٫٠ ≤ ρ ≤ ٣٫٠GeV −١ محدوده در ،N = ١ برای |Rn,m|٢ احتمال چ·الͬ :۶ . ٣ ش΄ل
.m = ١ و ηL = ٠٫١،ηc = ٠٫٢GeV ،a = ٠٫١ ،M = ١GeV

، موج تابع ۶ . ٣ و ۵ . ٣ ش΄ل در است. شده رسم ۴ . ٣ ش΄ل در α = ٠٫٩ برای Rn,m رفتار
پارامتر تاثیر تا اند شده رسم α پارامتر مختلف مقادیر برای |Rn,m|٢ احتمال، چ·الͬ و Rn,m

٠٫٠ ≤ ρ ≤ ،N = ١ ۶ . ٣ ش΄ل در شوند. مشخص احتمال چ·تلͬ و موج تابع بر کاستͬ زاویه
۶ . ٣ ش΄ل در .m = ١ و a = ٠٫١، ηL = ٠٫١GeV ، ηc = ٠٫٢GeV ، M = ١GeV ،٣٫٠GeV −١
و a = ٠٫١ ، ηL = ٠٫١GeV ، ηc = ٠٫٢GeV ، M = ١GeV ، ٠٫٠ ≤ ρ ≤ ٣٫٠GeV −١ ،N = ١
افزایش با و است حساس α افزایش به کاملا احتمال چ·الͬ دهد مͬ نشان ۶ . ٣ ش΄ل .m = ١
یابد. مͬ کاهش احتمال چ·الͬ همچنین و کند مͬ میل کوچ΄تر های ρ سمت به نمودار قله α



معادله هموردای فرم از استفاده با اس΄الر های بوزون نسبیتͬ بررسͬ ۶٢
کلاین‐گوردون

کرنل ای نرده و برداری برهم΄نش ٣ . ١ . ٣
این به گیریم مͬ نظر در کرنل پتانسیل صورت به را ای نرده و یرداری برهم΄نش اینجا در

کنیم مͬ انتخاب زیر بصورت را ای نرده و اس΄الر های پتانسیل ترتیب
S(ρ) = η٢Lρ−

η٢c
ρ
, V (ρ) = κ٢Lρ−

κ٢c
ρ
, (۴٣ . ٧)

اعمال با ندارد. وجود κ٢C و η٢C یا و κ٢L و η٢L بین ای رابطه که کرد عنوان باید اینکه ضمن
متغیر تغییر

f(ρ) =
R(ρ)
√
ρ
, (۴٣ . ٨)

: کنیم حذف را اول مشتق
Rn,m

′′(ρ) + (−kz٢ + E٢ + ٢η٢Cη٢L − ٢κ٢Cκ٢L − a٢κ٢L٢
α٢ −M٢ − a٢κ٢C٢

α٢ρ۴ − ٢a (m+ aE)κ٢C
α٢ρ٣ +

−۴(m+ aE)٢ + α٢ (١ − ۴η٢C٢ + ۴κ٢C٢)+ ٨a٢κ٢Cκ٢L
۴α٢ρ٢ +

٢(a (m+ aE)κ٢L + α٢ (Eκ٢C + η٢CM)
)

α٢ρ
−٢ (Eκ٢L + η٢LM) ρ−

(
η٢L٢ − κ٢L٢) ρ٢)Rn,m(ρ) = ٠

(۴٣ . ٩)
نویسیم مͬ زیر فرم به را Rn,m(ρ) ، (۴٣ . ٩) معادله حل منظور به

Rn,m(ρ) = Un(ρ)e
gm(ρ), (۵٣ . ٠)

[٨–٨٩۶] که

Un(ρ) =


١ n = ٠,
n∏

i=١
(ρ− αn

i ) n ≥ ١. (۵٣ . ١)

باشد زیر فرم به تواند مͬ gm (ρ) ، دهد مͬ نشان ρ به (۴٣ . ٩) معادله وابستگͬ نوع
gm(ρ) = b١ρ+ b٢ρ٢ + b٣Ln(ρ) +

b۴
ρ
, (۵٣ . ٢)

و kz ،m ،M ،κ٢C ،κ٢L ،η٢C ،η٢L ،a ،α فیزی΄ͬ های ثابت حسب بر b۵، ...،b١ پارامترهای
شوند. مͬ بیان E

داریم (۵٣ . ١) و (۵٣ . ٠) های معادله از n = ٠ گره، بدون حالت در
R٠,m(ρ) = egm(ρ), (۵٣ . ٣)

نتیجه در
R′′٠,m(ρ) + (−g′′m − g′٢m)R٠,m(ρ) = ٠. (۵۴ . ٣)



۶٣ برداری و ایی نرده های پتانسیل حضور در کلاین‐گوردون معادله
آید: درمͬ زیر فرم به اخیر معادله (۵۴ . ٣) در (۵٣ . ٢) جای·زاری با

R′′٠,m(ρ)+(
−b٢١ − ٢b٢ − ۴b٢b٣ − b٢۴

ρ۴ +
٢(−١+b٣)b۴

ρ٣ +
b٣−b٢+٢٣b١b۴

ρ٢ +
−٢b١b٣+۴b٢b۴

ρ − ۴b١b٢ρ− ۴ρ٢b٢٢
)
R٠,m(ρ) = ٠.

(۵۵ . ٣)
رسیم مͬ زیر معادله نه به (۵۵ . ٣) و (۴٣ . ٩) معادله مقایسه با

−a
٢κ٢C٢
α٢ + b٢۴ = ٠,

( ١
ρ۴
)
, (۵۶ . ٣)

−٢a (m+ aE)κ٢C
α٢ − ٢ (−١ + b٣) b۴ = ٠,

( ١
ρ٣
)
, (۵٣ . ٧)

−۴(m+ aE)٢ + α٢ (١ − ۴η٢C٢ + ۴κ٢C٢)+ ٨a٢κ٢Cκ٢L
۴α٢ − b٣ + b٢٣ − ٢b١b۴ = ٠,

( ١
ρ٢
)
,

(۵٣ . ٨)

٢(a (m+ aE)κ٢L + α٢ (Eκ٢C + η٢CM)
)

α٢ + ٢b١b٣ − ۴b٢b۴ = ٠,
(١
ρ

)
, (۵٣ . ٩)

−٢ (Eκ٢L + η٢LM) + ۴b١b٢ = ٠, (ρ) , (۶٣ . ٠)

−
(
η٢L٢ − κ٢L٢)+ ۴b٢٢ = ٠, (

ρ٢) , (۶٣ . ١)

−kz٢ + E٢ + ٢η٢Cη٢L − ٢κ٢Cκ٢L − a٢κ٢L٢
α٢ −M٢ + b٢١ + ٢b٢ + ۴b٢b٣ = ٠, (١) ,

(۶٣ . ٢)
خواهند محاسبه فیزی΄ͬ های پارامتر حسب بر b١, . . . , b۵ های، پارامتر معادلات این حل با

شوند مͬ منجر زیر جواب به (۶٣ . ٠) (٣ . ۵٨)و معادلات شد.

b٣ = ±

√
η٢L٢ − κ٢L٢

(
±(α٢Eκ٢C + amκ٢L + a٢Eκ٢L) + aακ٢C

√
η٢L٢ − κ٢L٢ + α٢η٢CM

)
α٢ (Eκ٢L + η٢LM)

(۶٣ . ٣)
داریم (۶٣ . ١) و (۵۶ . ٣) معادلات از

b۴ = ±aκ٢C
α ,

b٢ = ± ١٢
√
η٢٢L − κ٢٢L.

(۶۴ . ٣)



معادله هموردای فرم از استفاده با اس΄الر های بوزون نسبیتͬ بررسͬ ۶۴
کلاین‐گوردون

پارامتر (۶٣ . ٠) معادله از

b١ = ± EκL + ηLM√
ηL٢ − κL٢ . (۶۵ . ٣)

معادله در انتخاب b١ پارامتر برای منفͬ علامت انتخاب با ادامه در کنیم. مͬ محاسبه را
رسیم مͬ انرژی برای زیر نتیجه به (۶۴ . ٣) معادله در b٣ و (۶۵ . ٣) معادله در b٢ و (۶۴ . ٣)

E = ±
√
kz٢ − ٢ηCηL + ٢κCκL − b٢١ − ٢b٢ (١ + ٢b٣). (۶۶ . ٣)

بنویسیم زیر بصورت فیزی΄ͬ های پارامتر حسب بر را ۵٣ . ٢ معادله توانیم مͬ ترتیب این به

gm(ρ) =
aκ٢C
αρ

− (Eκ٢L + η٢LM) ρ√
η٢L٢ − κ٢L٢ − ١

٢
√
η٢L٢ − κ٢L٢ρ٢+

√
η٢L٢ − κ٢L٢

(
α٢Eκ٢C + amκ٢L + a٢Eκ٢L + aακ٢C

√
η٢L٢ − κ٢L٢ + α٢η٢CM

)
Ln(ρ)

α٢ (Eκ٢L + η٢LM)

(۶٣ . ٧)

آید درمͬ زیر صورت به ، ۵٣ . ٣ موج، تابع (۶٣ . ٧) معادله از

R٠,١ (ρ) = Exp[
aκ٢C
αρ

+
(−Eκ٢L + η٢LM) ρ√

η٢L٢ − κ٢L٢ − ١
٢
√
η٢L٢ − κ٢L٢ρ٢+

√
η٢L٢ − κ٢L٢

(
α٢EκC + amκ٢L + a٢Eκ٢L + aακ٢C

√
η٢L٢ − κ٢L٢ + α٢η٢CM

)
α٢ (Eκ٢L − η٢LM)

Ln(ρ)]

(۶٣ . ٨)

درمͬ زیر بصورت موج تابع ، n = ٠ گرفتن نظر در با (١۶ . ٣) و ،(۵٣ . ٣) ،(۴٣ . ٨) معادلات از
آید

Φ(t, ρ, φ, z) ∝ ei(kz+mφ−Et)ρ−
١٢R٠,١ (ρ) , (۶٣ . ٩)

بفرم احتمال چ·الͬ ترتیب این به

|Φ(ρ)|٢ ∝ ρ−١∣∣R٠,١ (ρ)
∣∣٢. (٣ . ٧٠)

باشد. مͬ



۶۵ هندسͬ نواقص حضور در خنثͬ ذرات ΁ترمودینامی خواص

های پارامتر با ٠٫٠ ≤ ρ ≤ ٣٫۵GeV −١ محدوده در |Φ|٢ احتمال چ·الͬ :٣ . ٧ ش΄ل
.m = ١ و η٢c = κ٢c = ٠٫١, η٢L = ١, κ٢L = ٠٫۵ ،a = ٠٫١ ،M = ١GeV

شده رسم α پارامتر مختلف مقادیر برای ،|Φ(ρ)|٢ احتمال، چ·الͬ ٣ . ٧ ش΄ل در نهایت در
، η٢c = κ٢c = ٠٫١GeV ، M = ١GeV ، ٠٫٠ ≤ ρ ≤ ٣٫٠GeV −١ ش΄ل این در . است
حسب بر E انرژی مورد این در .m = ١ و Kz = ١ ،a = ٠٫١ ،κ٢L = ٠٫۵GeV ، η٢L = ١GeV
مورد دو مانند شود مͬ مشاهده همچنین کند. مͬ تغییر (۶۶ . ٣) رابطه با مطابق α پارامتر

رود. مͬ ΁کوچ های ρ سمت به احتمال چ·الͬ قله α افزایش با نیز مورد این در قبل

نواقص حضور در خنثͬ ذرات ΁ترمودینامی خواص ٣ . ٢
هندسͬ

شده ایجاد زمان فضا در پائولͬ شرودینگر معادله نسبیتͬ غیر وردای هم فرم بررسͬ به ادامه در
کنش برهم حضور در معادله این های جواب مطالعه به و پردازیم مͬ کیهانͬ ریسمان توسط
را معدله این شعاعͬ بخش حل پردازیم. مͬ گرانشͬ میدان و مغناطیسͬ دوقطبی گشتاور بین
ذرات ترمودینامی΄ͬ خواص همه ادامه در و کنیم مͬ محاسبه را انرژی سطوح و آورده بدست
بر بررسͬ آوریم. مͬ بدست پارش تابع تقریب مبنای بر را کیهانͬ ریسمان زمینه پس در خنثͬ
اخیر های سال مطالعات از زیادی قسمت ال΄تری΄ͬ و مغناطیسͬ های دوقطبی بین کنش هم
در توپولوژی΄ͬ نواقص حضور در مخروطͬ فضای در کوانتمͬ ΁است.دینامی گرفته بر در را
به مخروط اهمیت با اما ساده هندسه .[۴۶–٣٧] است گرفته قرار توجه مورد اخیر های سال
قصد ما ادامه در .[۵٠–۴٧] یافت ظهور کیهانͬ های ریسمان زمینه در موثر هندسه ΁ی عنوان
ریسمان توسط شده تولید زمان فضا در پائولͬ شرودینگر معادله وردای هم فرم نخست داریم



معادله هموردای فرم از استفاده با اس΄الر های بوزون نسبیتͬ بررسͬ ۶۶
کلاین‐گوردون

با سپس و کرد خواهیم ارائه را انرژی مقادیر ویژه و شعاعͬ حل سپس کرده بررسͬ را کیهانͬ
کیهانͬ ریسمان زمینه پس در خنثͬ ذرات ترمودینامی΄ͬ خواص پارش تابع تقریب از استفاده

آوریم. مͬ بدست را

کیهانͬ ریسمان زمینه پس در خنثͬ ذرات ٣ . ٢ . ١
مͬ زیر صورت به ایی استوانه مختصات دستگاه در کیهانͬ ریسمان زمان فضا در طول عنصر

[۵۴–۵١] باشد.
ds٢ = −dt٢ + dr٢ + α٢r٢dφ٢ + dz٢ (٣ . ٧١)

ریسمان جرمͬ چ·الͬ با مرتبط α .پارامتر ٠ ≤ φ ≤ ٢π و r ≥ ٠ ،−∞ < z < ∞ آن در که
مͬ نوشته زیر بصورت زمان فضا این در ΁متری باشد. مͬ (٠, ١] ی محدوده در و است کیهانͬ

شود

gµν (x) =


−١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ α٢r٢ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 (٣ . ٧٢)

باشند. مͬ زیر بصورت عکس بر و خمیده به تخت زمان فضا از تبدیل های ماتریس نتیجه در

eµā =


١ ٠ ٠ ٠
٠ cosφ sinφ ٠
٠ − sinφ

αr
cosφ
αr ٠

٠ ٠ ٠ ١

 eāµ =


١ ٠ ٠ ٠
٠ cosφ −αr sinφ ٠
٠ sinφ αr cosφ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 (٣ . ٧٣)

آیند مͬ بدست زیر رابطه از اسپینͬ های دهنده اتصال های مولفه و
ωā
µb̄ = eāνe

σ
b̄Γ

ν
σµ + eāν∂µe

ν
b̄ (٧۴ . ٣)

مͬ زیر بصورت ΁متری این در که باشد مͬ دوم نوع کریستوفل های نماد Γν
σµ رابطه این در که

باشند.

Γr
ij =


٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ −rα٢ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

 ,Γφ
ij =


٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١

r ٠
٠ ١

r ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

 . (٧۵ . ٣)



۶٧ هندسͬ نواقص حضور در خنثͬ ذرات ΁ترمودینامی خواص
آیند مͬ بدست زیر روابط از اسپینͬ ی دهنده اتصال صفر غیر های مولفه ترتیب این به

ω١̄٢̄
φ = e١̄

µe
ν٢̄Γµ

φν − eν٢̄∂φe١̄
µ == ١ − α

ω١̄٢̄
φ = −ω٢̄١̄

φ

(٧۶ . ٣)

بصورت نسبیتͬ غیر معادله است z محور با موازی مغناطیسͬ دوقطبی گشتاور اینکه فرض با
[۵۵] است زیر

i
∂ψ

∂t
= mψ +

[ ١
٢mπ⃗٢ − µ٢E٢

٢m +
µ

٢m∇⃗.E⃗ + µn̂.B⃗

]
ψ (٣ . ٧٧)

در یافته تعمیم حرکت اندازه است. مغناطیسͬ دوقطبی گشتاور جهت با متناظر n̂ ی΄ه بردار
است زیر بصورت مغناطیسͬ ال΄ترو میدان حضور

π⃗ = −iℏ∇⃗+

(
µ
(
n̂× E⃗

)
+

(١ − α)

٢ φ̂

)
j

(٣ . ٧٨)
رابطه این در که

∇⃗ =
∂

∂r
r̂ +

١
αr

∂

∂φ
φ̂+

∂

∂z
ẑ (٣ . ٧٩)

کنیم مͬ انتخاب زیر بصورت را ال΄تری΄ͬ میدان باشد. مͬ
E⃗ =

λρ

٢ ρ̂ (٣ . ٨٠)
شود نوشته زیر فرم به تواند مͬ پائولͬ شرودینگر معادله حل
ψnl (ρ, φ, z) = eilφeikzRnl (ρ) (٣ . ٨١)

داریم ξ = mω٢ ρ٢ متغیر تغییر با سپس و شوند مͬ تعریف را ω = µ λ
m و γ = l + (١−α)٢

R′′
nl +

١
ξ
R′

nl +
١
ξ٢
(
ξβ − γ٢

۴α٢ − ξ٢
۴
)
Rnl = ٠ (٣ . ٨٢)

رابطه این در که بطوری
β =

E

ω
− k٢

٢mω − γ

٢α − ١
٢ (٣ . ٨٣)

بود خواهد زیر بصورت آن توابع ویژه و مقادیر ویژه و کرد حل را معادله این توان مͬ اکنون

ψnl = Nξ
١٢+

√
١۴+ γ٢

۴η٢ e−
ξ٢L

٢+١
√

١۴+ γ٢
۴η٢

n (ξ) (٨۴ . ٣)
ε =

(
n+

a

٢
)
ω (٨۵ . ٣)

رابطه این در که بطوری
a =

٢ +

√
١ +

γ٢
α٢ +

k٢
mω

+
γ

α

 (٨۶ . ٣)

باشد. مͬ نرمالیزاسیون ثابت N



معادله هموردای فرم از استفاده با اس΄الر های بوزون نسبیتͬ بررسͬ ۶٨
کلاین‐گوردون

سیستم ترمودینامی΄ͬ خواص ٣ . ٢ . ٢
به کیهانͬ ریسمان زمینه پس حضور در خنثͬ ذرات دینامی΄ͬ ترمو خواص اینکه منظور به

شود مͬ محاسبه سیستم این برای را پارش تابع فرم نخست شود بررسͬ ثابت l ΁ی ازای

Q١ =
∞
Σ

n=٠ e
−β(n+a٢ )ω = e−β a٢ω + e−β(١+a٢ )ω + ... =

e−β a٢ω

١ − e−βω
=
e
−βω

(
a٢− ١٢

)
e

βω٢ − e−
βω٢

= e−βω
(a−١)٢

{
٢ sinh

βω

٢
}−١

(٣ . ٨٧)
است زیر بصورت کنش هم بر بدون ایی ذره N سیستم برای پارش تابع β = ١

κ t ، رابطه این در
QN = (Q١)N = e−Nβω a٢

{
eβω − ١}−N (٣ . ٨٨)

که بطوری
lnQN = −Nβω (a− ١)

٢ −N ln

(
٢ sinh

βω

٢
)

(٣ . ٨٩)

شوند. مͬ محاسبه راست سر روش با آماری های کمیت دی·ر و هلمهولتز آزاد انرژی

A = − ١
β
lnQN = Nω

(a− ١)
٢ +NKT ln

(
٢ sinh

βω

٢
)

(٣ . ٩٠)
شود مͬ محاسبه زیر رابطه از شیمیایی پتانسیل

µ =
∂A

∂N
= ω

(a− ١)
٢ +KT ln

(
٢ sinh

βω

٢
)

(٣ . ٩١)
باشد. مͬ صفر نیز شده محاسبه فشار و

P = −∂A
∂V

= ٠ (٣ . ٩٢)
شود مͬ محاسبه زیر رابطه از نیز میانگین انرژی

U = −∂ lnQN

∂β
= Nω

(
a− ١

٢ + coth
βω

٢
)

(٣ . ٩٣)

شود مͬ حاصل زیر رابطه از نیز آنتروپی یعنͬ آماری اصلͬ کمیت
S

K
= β٢∂A

∂β
=

(
−N ln

(
٢ sinh

βω

٢
)
+Nβ

ω

٢ coth
βω

٢
)

(٩۴ . ٣)
باشد مͬ زیر بفرم ثابت حجم در گرمایی ظرفیت و

C

K
= −β٢∂U

∂β
= −β٢ω٢N e−βω

١ − e−βω
(٩۵ . ٣)



۶٩ هندسͬ نواقص حضور در خنثͬ ذرات ΁ترمودینامی خواص
و شده تبدیل تخت به خمیده از زمینه پس زمان فضا α −→ ١ حد در که کرد ثابت توان مͬ
(٣ . ٨٢) معادله حدی حالت این در شد خواهد بازیابی تخت زمان فضا در معادله حل نتایج

شود مͬ نوشته زیر بفرم

R′′
nl +

١
ξ
R′

nl +
١
ξ٢
(
ξβ − γ٢

۴ − ξ٢
۴
)
Rnl = ٠ (٩۶ . ٣)

γ = l حالت این در و

β =
E

ω
− k٢

٢mω − l

٢ − ١
٢ (٣ . ٩٧)

[٩٨] شوند مͬ استخراج انرژی حالات ویژه و متناظر موج تابع
ψ = N ′ξ

١٢ (١+
√١+l٢)e−

ξ٢L١√+١+l٢
n (ξ) (٣ . ٩٨)

ε =

(
n+

a′

٢
)
ω (٣ . ٩٩)

که بطوری

a′ =

(
٢ +

√١ + l٢ +
k٢
mω

+ l

)
(٣ . ١٠٠)

معادلات از سیستم ترمودینامی΄ͬ خواص α −→ ١ حد در باشد. مͬ نرمالیزاسیون ثابت N ′

در شود. جای·زین a′ با معادلات این در a پارامتر باید و آیند مͬ بدست (٩۵ . ٣) الͬ (٣ . ٨٧)
انرژی ٣ . ٨ ش΄ل در است. شده داده نشان KT حسب بر سیستم ترمودینامی΄ͬ خواص ادامه
در است. شده ترسیم مداری کوانتمͬ عدد مختلف مقادیر برای KT حسب بر هلمهولتز آزاد
کاهش KT حسب بر خطͬ بصورت تقریبا انرژی شود مͬ مشاهده ٠ ⩽ KT ⩽ ١٠٠ ی محدوده
حرکت اندازه متفاوت مقادیر برای KT حسب بر ترمودینامی΄ͬ انرژی ٣ . ٩ ش΄ل در یابد. مͬ
KT افزایش با شود مͬ مشاهده چنانچه است. شده ترسیم α −→ ١ ی محدوده در مداری
انرژی شود مͬ مشاهده ٣ . ٩ و ٣ . ٨ های ش΄ل در چنانچه یابد مͬ افزایش خطͬ بصورت انرژی
یابند. مͬ افزایش مداری حرکت اندازه افزایش با دو هر ترمودینامی΄ͬ انرژی و هلمهولتز ازاد
در است شده رسم مختلف های پارامتر برای KT حسب بر هلمهولتز ازاد )انرژی ٣ . ١٠ ش΄ل
رفتار ٣ . ١١ ش΄ل یابد. مͬ کاهش KT افزایش با خطͬ بصورت تقریبا انرژی α −→ ١ ی محدوه
چنانچه . است شده رسم α −→ ١ ی محدوده در α مختلف مقادیر برای KT حسب بر انرژی
زمان فضا در خواص این به سیستم این ترمودینامی΄ͬ خواص ١ سمت به حد در رود مͬ انتظار
ازای به آهستگͬ به آنتروپی که شود مͬ مشاهده ٣ . ١٢ ش΄ل در شد. خواهند تبدیل تخت
است. شده تکرار مختلف مقادیر ازای به منحنͬ همچنین یابد. مͬ افزایش KT بزرگ مقادیر
نشان ٣ . ١٣ ش΄ل در ω = ١,٢,٣,۴ مختلف مقادیر برای KT حسب بر گرمایی ظرفیت تغییرات



معادله هموردای فرم از استفاده با اس΄الر های بوزون نسبیتͬ بررسͬ ٧٠
کلاین‐گوردون

ظرفیت و آنتروپی شود مͬ مشاهده ٣ . ١٣ و ٣ . ١٢ های ش΄ل در چنانچه ω است. شده داده
KT افزایش با شود مͬ مشاهده ١۵ . ٣ ش΄ل در چنانچه یابد. مͬ کاهش ω افزایش با گرمایی

کند. مͬ میل بالا دماهای در خود اشباع مقدار به گرمایی ظرفیت

مختلف های ℓ برای KT از تابعͬ بصورت هلمهولتز آزاد انرژی مقایسه :٣ . ٨ ش΄ل

مختلف های ℓ برای KT از تابعͬ بصورت میانگین انرژی :٣ . ٩ ش΄ل



٧١ هندسͬ نواقص حضور در خنثͬ ذرات ΁ترمودینامی خواص

مختلف های α برای KT از تابعͬ بصورت هلمهولتز آزاد انرژی مقایسه :٣ . ١٠ ش΄ل

مختلف های α برای KT از تابعͬ بصورت میانگین انرژی :٣ . ١١ ش΄ل

ω = ١ برای KT از تابعͬ بصورت گرمایی ظرفیت :١۵ . ٣ ش΄ل



معادله هموردای فرم از استفاده با اس΄الر های بوزون نسبیتͬ بررسͬ ٧٢
کلاین‐گوردون

مختلف های ω برای KT از تابعͬ بصورت آنتروپی :٣ . ١٢ ش΄ل

مختلف های ω برای KT از تابعͬ بصورت گرمایی ظرفیت :٣ . ١٣ ش΄ل

ω = ١ برای KT از تابعͬ بصورت آنتروپی :١۴ . ٣ ش΄ل



۴ فصل
در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ

خمیده زمان فضا

مقدمه ١ . ۴
΁ی و صفر اسپین با های بوزون برای اول مرتبه نسبیتͬ معادله ΁ی دی‐کͬ‐پی معادله
١٩٣٩ نظریه این شد. ارائه ١ دافین‐ک˼مر‐پتیو توسط ١٩٣٠ دهه در ابتدا در که باشد مͬ
از ΁فیزی های شاخه از بسیاری در معادله این یافت. توسعه مختلف های زمینه در ١٩٧٠ تا
از دارد. کاربرد ها مزون سنجͬ طیف و هسته هادرون‐ کنش هم بر شناسͬ، کیهان جمله
مورد دی‐کͬ‐پی معادله توسط را ... و مزون گلئون، فوتون، مانند ذراتͬ توان مͬ رو این
فضا در آن اولیه مفاهیم و دی‐کͬ‐پی معادله مطالعه مورد در ابتدا در داد. قرار مطالعه
معرفͬ به سپس و پردازیم مͬ دی‐کͬ‐پی های ماتریس جبری خصوصیات و تخت زمان

پردازیم. مͬ خمیده زمان فضا در دی‐کͬ‐پی معادله

١Duffin-Kemmer-Petiau



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ٧۴

تخت زمان فضا در ١ و ٠ اسپین با های بوزون ٢ . ۴
مͬ توصیف را ΁ی و صفر اسپین های بوزون دی‐کͬ‐پی اول مرتبه نسبیتͬ موج معادله
مͬ تحلیل تجزیه معادله این توسط هسته هادرون‐ نسبیتͬ های کنش برهم رو این از کند
١۶ × ١۶ جبر پتیو بار اولین برای گردد. برمͬ ١٩٣٠ دهه به معادله این تاریخͬ لحاظ از شود.
ماتریس این که داد نشان و داد بسط دیراک های ماتریس مستقیم ضرب با را دی‐کͬ‐پی
از جداگانه طور به ک˼م˼ر ادامه در شوند. تجزیه ایی مؤلفه ١٠ و ۵ ،١ نمایش سه به توانند مͬ ها
دستگاه این چه اگر آورد. بدست را اول مرتبه شده جفت معادلات از دستگاهͬ پروکا معادله
شوند نوشته ١٠ × ١٠ و ۵ × ۵ ماتریسͬ های فرم بصورت جداگانه بطور بودند قادر معادلات
روابط توانست دافین که زمانͬ تا نداشت وجود ها ماتریس این بین واضحͬ جبری روابط ولͬ
معادله تا کمر برای شد ایی انگیزه نتیجه این و دهد ارائه را ها ماتریس این بر حاکم جبری

آورد. بدست ΁ی و صفر اسپین با ذرات برای کامل بطور را دی‐کͬ‐پی موج
معادله در که تفاوت این با است. دیراک معادله شبیه بسیار ظاهر نظر از دی‐کͬ‐پی معادله
شود مͬ استفاده بتا های ماتریس از دی‐کͬ‐پی معادله در و گاما های ماتریس از دیراک
تولید را ها ماتریس از مستقل عنصر ١٢۶ از دستگاهͬ دی‐کͬ‐پی معادله جبر این بر علاوه
نمایش ΁ی که ایی مؤلفه ΁ی نمایش شود. مͬ منجر ناپذیر کاهش نمایش سه به که کند مͬ
که ایی مؤلفه ده نمایش و صفر اسپین های بوزون برای که ایی مؤلفه ۵ نمایش است، بدیهͬ
موفقͬ کاملا نسبیتͬ های روی΄رد اخیر های سال در باشد. مͬ ١ اسپین های بوزون برای
که دیراک معادله بخصوص است شده ارائه هسته پروتون‐ پراکندگͬ های داده توصیف در
معادلات این بررسͬ های برتری از ی΄ͬ است بوده معتیر بسیار شناسͬ پدیره های تحلیل در
کاندید بهترین باشد. مͬ ایی هسته تحقیقات در استاندارد نسبیتͬ غیر های روش با نسبیتͬ
پراکندگͬ کند مͬ پیشنهاد آن ساختار که کمͬ قید علت به است. دوترون منظور این برای
از شود. توصیف آزاد هسته هسته‐ پراکندگͬ جملات در تواند مͬ ضرورتا هسته دوترون‐
استفاده دی‐کͬ‐پی فرمالیزم از توان مͬ هسته دوترون‐ نسبیتͬ رفتار مطالعه برای رو این

کرد.
اسپین با های بوزون برای پتانسیل غیاب در مینکوفس΄ͬ زمان فضا در دی‐کͬ‐پی معادله

[٩٠–٩٢] از است عبارت ΁ی و صفر

[iβµ∇µ −M ] Ψ(r, t) = ٠. (١ . ۴)

کند: مͬ صدق زیر جبری روابط در βµ که

βµβνβλ + βλβνβµ = gµνβµ + gλνβµ.



٧۵ تخت زمان فضا در ١ و ٠ اسپین با های بوزون
باشد مͬ تخت زمان فضا ΁متری gij که بطوری

gµν = diag(١−,١−,١−,١)
(gµν)٢ = ١ (٢ . ۴)

به ها ماتریس این صفر اسپین با ذرات برای که هستند دی‐کͬ‐پی های ماتریس ها βµ

شوند. مͬ داده نمایش زیر ش΄ل

β٠ =

 θ ٠̄
٠̄T ٠

 , β⃗ =

 ٠̃ ρ⃗

−ρ⃗T ٠
 ,

٠ = ٣×٠٣, ٠̃ = ٢×٠٢, ٠̄ = ٣×٠٢, θ =
 ٠ ١

١ ٠
 ,

ρ١ =

 −١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 , ρ٢ =

 ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠

 , ρ٣ =

 ٠ ٠ −١
٠ ٠ ٠

 .

(٣ . ۴)

باشند مͬ زیر بفرم β های ماتریس ΁ی اسپین با ذرات برای

β٠ =


٠ ٠̄ ٠̄ ٠̄
٠̄T ٠ I ٠
٠̄T I ٠ ٠
٠̄T ٠ ٠ ٠

 , β⃗ =


٠ ٠̄ ei ٠̄
٠̄T ٠ ٠ −iSi

−eiT ٠ ٠ ٠
٠̄T −iSi ٠ ٠

 , (۴ . ۴)

٣ × ٣ های ماتریس ها Si باشند. مͬ ٣×٠٣ و واحد های ماتریس ترتیب به ٠ و I که بطوری
شوند مͬ تعریف صورت این به و هستند ١ × ٣ های ماتریس ei و (Si)jk = −iεijk و هستند

e١ =
( ١ ٠ ٠ ) , e٢ =

( ٠ ١ ٠ ) , e٣ =
( ٠ ٠ ١ ) (۵ . ۴)

دی‐کͬ‐پی نظریه در پیوستگͬ معادله ٢ . ١ . ۴
بدست را دی‐کͬ‐پی معادله مختلط مزدوج ابتدا پیوستگͬ معادله آوردن بدست منظور به

آوریم مͬ
{[iβµ∂µ −M ] Ψ}† = ٠. (۶ . ۴)
− i∂µΨ

†βµ† −MΨ† = ٠ (٧ . ۴)
i∂µΨ

†η٠βµη٠ +MΨ† = ٠ (٨ . ۴)

داریم η٠ در (٨ . ۴) معادله ضرب با
i∂µΨ

†η٠βµη٠η٠ +MΨ†η٠ = ٠ (٩ . ۴)
i∂µΨ

†η٠βµ +MΨ†η٠ = ٠ (١٠ . ۴)



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ٧۶
شود: مͬ تعریف زیر صورت به الحاقͬ اسپینور

Ψ̄ ≡ Ψ†η٠ (١١ . ۴)

از است عبارت دی‐کͬ‐پی مزدوج معادله

i∂µΨ̄β
µ +MΨ̄ = ٠ (١٢ . ۴)

داریم (١٢ . ۴) معادلات در Ψ̄ و Ψضرب از

iΨ̄βµ∂µΨ−MΨ̄Ψ = ٠ (١٣ . ۴)

iΨ̄βµ∂µΨ+MΨ̄Ψ = ٠ (١۴ . ۴)

داریم بالا رابطه دو کردن ͽجم با

iΨ̄βµ∂µΨ+ iΨ̄βµ∂µΨ = ٠ (١۵ . ۴)

دی·ر عبارت به

∂µ(Ψ̄β
µΨ) = ٠ (١۶ . ۴)

از است عبارت جربان چ·الͬ بردار چهار

Jµ ≡ ١
٢(Ψ̄βµΨ)

J٠ ≡ ١
٢(Ψ̄β٠Ψ) ≡ ρ

J i ≡ ١
٢(Ψ̄βiΨ)

(١٧ . ۴)

نوشت توان مͬ (١٧ . ۴) رابطه از

∂µJ
µ = ٠ (١٨ . ۴)

تفسیر بار چ·الͬ عنوان به جریان چ·الͬ صفر مؤلفه است جریان چ·الͬ پایستگͬ معادله این
شود. مͬ



٧٧ خمیده زمان فضا در ١ و ٠ اسپین با های بوزون

خمیده زمان فضا در ١ و ٠ اسپین با های بوزون ٣ . ۴
اس΄الر کنش برهم با و خمیده زمان فضای ΁ی در اس΄الر بوزن ΁ی رای دی‐کͬ‐پی معادله

گیریم. مͬ نظر در را

[iβµ∇µ − (M + U(r))]Ψ(r, t) = ٠. (١٩ . ۴)
بصورت وردا هم مشتق و c = ℏ = ١ انتخابی های واحد در

∇µ = ∂µ + Γµ. (٢٠ . ۴)
است. شده انتخاب خطͬ بفرم اینجا در که است پتانسیل U و بوزون جرم M باشد. مͬ

آیند. مͬ بدست زیر روابط طریق از Γµ آفین اتصالات
Γµ =

١
٢ωµab[β

a, βb], (٢١ . ۴)
که بطوری

βµ = eµaβ
a (٢٢ . ۴)

کنند: مͬ پیروی زیر روابط از و هستند ک˼مر های ماتریس
βµβνβλ + βλβνβµ = gµνβµ + gλνβµ.

آید مͬ بدست زیر رابطه از جریان بردار چهار پایستگͬ
Jµ =

١
٢Ψ̄βµΨ,

است: زیر بفرم Jµ برای پایستگͬ قانون و
∇µJ

µ +
i

٢Ψ̄(U − η٠U †η٠)Ψ =
١
٢Ψ̄(∇µβ

µ)Ψ (٢٣ . ۴)
(η٠βµ)† = اینکه ضمن η٠ = ٢β٠β١−٠ که شود مͬ تعربف Ψ̄ = Ψ†η٠ بصورت Ψ̄ الحاقͬ اسپینور
نیست مهم جربان پایستگͬ قانون برای است شده ضرب Ψ̄βµΨ در که ١٢ فاکتور وجود .η٠βµ
غیر محدوده و گوردن کلاین نظریه در که آنچه با بار چ·الͬ که کند مͬ تضمبن اینکه ضمن
و باشد هرمیتͬ η٠ به نسبت U اگر ترتیب بدین است. سازگار است شده استفاده آن نسبیتͬ
دارد بقا جریان بردار چهار آنگاه باشند ثابت هموردا بصورت خمیده فضای در بتا های ماتربس

اگر
∇µβ

µ = ٠. (٢۴ . ۴)



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ٧٨

چرخان مختصات چارچوب در اس΄الر های بوزون ٣ . ١ . ۴
است شده توصیف زیر طول المان توسط µ خطͬ جرم چ·الͬ با کیهانͬ ریسمان زمان فضا

ds٢ = −dT ٢ + dR٢ + α٢R٢dϕ٢ + dZ٢, (٢۵ . ۴)
با چرخان چارچوب باشد. مͬ (٠, ١] محدوده در و کاستͬ زاویه α = ١ − ۴µ رابطه این در

آید مͬ بدست زیر مختصات تبدیل از استفاده
T = t, R = r, ϕ = ωt+ φ,Z = z, (٢۶ . ۴)

معادله چرخان دستگاه طول المان ترتیب این به است. چرخان چارچوب ایی زایه سرعت ω

[٩۵–٩٣] آید مͬ در زیر بصورت (٢۵ . ۴)

ds٢ = −(١ − ω٢α٢r٢)dt٢ + ٢ωα٢r٢dφdt+ dr٢ + α٢r٢dφ٢ + dz٢. (٢٧ . ۴)
این در کند. مͬ توصیف چرخش حال در قاب ΁ی در را کیهانͬ ریسمان زمینه پس معادله این
از خارج در ذره ΁ی با متناظر ،r٠ < r برای و ،r٠ = ١/αω ، که بطوری ٠ < r < r٠ معادله
٢ سخت دیواره کننده محدود پتانسیل با معادل بالا هندسه رو این از باشد. مͬ خط مخروط
این شود.همچنین مͬ ناپدید شود مͬ ΁نزدی r٠ به r وقتͬ موج تابع که صورت این به است
. αω ≪ ١ :٢ است متناهͬ اما دلخواه αω :١ شود: مͬ منجر ها حل راه از دسته دو به اتفاق

کنیم. مͬ انتخاب زیر بصورت را ۵ × ۵ بتا های ماتریس ادامه در

β٠ =

 θ ٣×٠٢
٢×٠٣ ٣×٠٣

 , β⃗ =

 ٢×٠٢ τ⃗

−τ⃗T ٣×٠٣

 ,

θ =

 ٠ ١
١ ٠

 , τ ١ =

 −١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 , τ٢ =

 ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠

 , τ٣ =

 ٠ ٠ −١
٠ ٠ ٠

 .

(٢٨ . ۴)
[٩۶] شود مͬ انتخاب زیر فرم به است تتراد معرف که eµa های ماتریس

eµa =


١√/١ − ρ٢ ٠ ωαr

/√١ − ρ٢ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ √١ − ρ٢/αr ٠
٠ ٠ ٠ ١

 , ρ = ωαr. (٢٩ . ۴)

٢hard-wall confining potential



اس΄الر کنش برهم حضور با کیهانͬ ریسمان بستر در دی‐کͬ‐پی نوسانگر
٧٩ خطͬ

ماتریس فرم (١۴٠ . ۴) معادله از (١۴٢ . ۴) تتراد برای انتخابی فرم به توجه با شود. مͬ انتخاب
آوریم. مͬ بدست را خمیده فضای در بتا های

β٠ =
١√١ − ρ٢ (β

٠̄ + ωαrβ٢̄), (۴ . ٣٠آ)
βr = β١̄, (۴ . ٣٠ب)
βφ =

√١ − ρ٢
αr

β٢, (۴ . ٣٠ج)
βz = β٣̄, (۴ . ٣٠د)

آیند. مͬ بدست زیر بفرم اسپینͬ های دهنده اتصال
Γ٠ =

ωα√١ − ρ٢ (ωαr[β
٠̄, β١̄]− [β١̄, β٢̄]), (۴ . ٣١آ)

Γr =
−ωα

١ − ρ٢ [β٠̄, β٢̄], (۴ . ٣١ب)
Γφ =

Γ٠
ω
. (۴ . ٣١ج)

با کیهانͬ ریسمان بستر در دی‐کͬ‐پی نوسانگر ۴ . ۴
خطͬ اس΄الر کنش برهم حضور

[٩٧] کنیم مͬ معرفͬ زیر ٣ کمینه غیر شدگͬ جفت جای·زینͬ طریق را دی‐کͬ‐پی نوسانگر
١
i
∇⃗α → ١

i
∇⃗α − iMϖη٠r⃗ (٣٢ . ۴)

از مستقل برهم΄نش آنجا از گیریم. مͬ نظر کمینه غیر شدگͬ جفت در را شعاعͬ مولفه فقط
است. اس΄الر های بوزون انرژی E که Ψ(r, t) = Φ(r) exp(−iEt) نوشت توان مͬ است زمان
نویسیم مͬ ΦT = (Φ١,Φ٢,Φ٣,Φ۴,Φ۵) بصورت را دی‐کͬ‐پی ای مولفه ͷپن های اسپینور

شود: مͬ زیر معادله ͷپن به منجر (١٩ . ۴) معادله ترتیب این به
−(M + U)Φ١ + ١√١−ρ٢EΦ٢ − i

(
∂r −Mϖr + ١

r

)
Φ٣−(

١√١−ρ٢ωαrE + i

√١−ρ٢
αr ∂φ

)
Φ۴ − i∂zΦ۵ = ٠, (۴ . ٣٣آ)

١√١ − ρ٢EΦ١ − (M + U)Φ٢ = ٠, (۴ . ٣٣ب)
i(∂r +Mϖr)Φ١ − (M + U)Φ٣ = ٠, )(۴ . ٣٣ج) ١√١ − ρ٢Eωαr + i

√١ − ρ٢
αr

∂φ

)
Φ١ − (M + U)Φ۴ = ٠, (۴ . ٣٣د)

i∂zΦ١ − (M + U)Φ۵ = ٠. (۴ . ٣٣ه)
٣non-minimal coupling



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ٨٠
این به است. موج عدد k و مغناطیسͬ کوانتمͬ عدد m ، که Φ١ ∝ eimφeikzF (r) فرض با

آوریم. مͬ بدست دی‐کͬ‐پی اسپینور اول مولفه ،Φ١ برای را زیر حرکت معادله ]ترتیب
∂٢

r +
(

−∂rU
(M+U) +

١
r

)
∂r − ∂rU

(M+U)(Mϖr)− ١−(ωαr)٢
α٢r٢ m٢

+٢ωEm− k٢ − (M + U)٢ +E٢ + ٢ϖM −M٢ϖ٢r٢]F (r) = ٠.
(٣۴ . ۴)

بصورت F (r) فرض با
F (r) = (M + U)١/٢r−١/٢Rn,ℓ(r). (٣۵ . ۴)

بفرم: r از تابعͬ بصورت اس΄الر پتانسیل گرفتن نظر در و
U(r) = qr.

آید: درمͬ زیر بفرم (٣۴ . ۴) معادله
Rn,ℓ

′′(r) +

[١/۴−m٢
α

r٢ + q٢Mr
− ٢Mqr

−(q٢ +M٢ϖ٢)r٢ − ٣q٢
۴(M+qr)٢ + −q٢+٢M٣ϖ٢M(M+qr)

+m٢
α(ωα)

٢ +Mϖ + κ٢
]
Rn,ℓ(r) = ٠,

(٣۶ . ۴)
کنیم مͬ فرض (٣۶ . ۴) معادله حل منظور به .κ٢ = E٢ − k٢ −M٢ + ٢Emω, mα = m

α که
Rn,l(r) = fn(r)e

gl(r), (٣٧ . ۴)
که

fn(r) =


١ n = ٠,

n∏
i=١

(r − αn
i ) n ≥ ١, (٣٨ . ۴)

شود مͬ معرفͬ زیر رابطه از gl (r) و
gℓ = b١r + b٢r٢ + b٣ ln(r) + b۴ ln(M + qr). (٣٩ . ۴)

ترتیب این به R٠,l(r) = egl(r) داریم ،n = ٠ ، ریشه بدون های حالت برای
R′′٠,l(r) + (−g′′ℓ − g′ℓ

٢
)R٠,l(r) = ٠. (۴٠ . ۴)

شود مͬ نوشته زیر بصورت (۴٠ . ۴) معادله پس
R٠,ℓ′′(r) +

[
−b١٢ − ٢b٢ − ۴b٢b٣ − ۴b٢b۴ − b٣(b١−٣)

r٢ − ٢(Mb١b٣+b٣b۴q)
Mr

−۴b١b٢r − ۴b٢٢r٢ − b۴(b۴−١)q٢
(M+qr)٢ +

٢(٢b٢b۴M٢−b١b۴Mq+b٣b۴q٢)
M(M+qr)

]
R٠,ℓ(r) = ٠. (۴١ . ۴)



اس΄الر کنش برهم حضور با کیهانͬ ریسمان بستر در دی‐کͬ‐پی نوسانگر
٨١ خطͬ

آوریم: مͬ بدست معادله هفت و(۴ . ٣۶) (۴١ . ۴) معادلات مقایسه با

m٢
α(ωα)

٢ +Mϖ + κ٢ + b١٢ + ٢b٢ + ۴b٢b٣ + ۴b٢b۴ = ٠,
b٣(b٣ − ١) + ١/۴−m٢

α

r٢ = ٠,
٢(Mb١b٣+b٣b۴q)

M + q٢M = ٠
۴b١b٢ − ٢Mq = ٠,
۴b٢٢ − (q٢ +M٢ϖ٢) = ٠,
b۴(b۴ − ١)− ٣۴ = ٠,
٢)٢b٢b۴M٢ − b١b۴Mq + b٣b۴q٢) + q٢ − ٢M٣ϖ = ٠.

(۴٢ . ۴)

داریم (۴٢ . ۴) معادله حل با

b٢ = − ١٢
√
q٢ +M٢ϖ٢ → b١ = − Mq√

q٢+M٢ϖ٢ ,

b٢ = ١٢
√
q٢ +M٢ϖ٢ → b١ = Mq√

q٢+M٢ϖ٢ ,

b۴ = − ١٢ , b۴ = ٣٢ .

(۴٣ . ۴)

ی دهنده نشان که باشد مͬ (٠, ١] فاصله در α پارامتر شد اشاره (٢۵ . ۴) در که طور همان
دی·ر طرف از است. مخروطͬ فضازمان به مربوط که است کاستͬ ی زاویه و مثبت انحنای
α = ١ نهایت در است. مانند زین زمان فضا به مربوط و منفͬ انحنای دهنده نشان α > ١
به برای کنیم. مͬ تمرکز مخروطͬ زمان فضای بر ما اینجا در است. تخت زمان فضا متناظر
توان مͬ نشود واگرا m منفͬ مقادیر برای α→ ٠ حد در که فیزی΄ͬ موج تابع ΁ی آوردن دست
قابل فیزی΄ͬ حل داشتن منظور به ترتیب این به گرفت. نظر در r|

m
α |+ ١٢ با متناسب را جواب

شود. مͬ تعیین ∣∣mα ∣∣+ ١٢ بصورت (۴١ . ۴) معادله در b٣ پارامتر قبول
محدوده در که است این زمینه پس این عجیب رفتار شد ذکر قبل بخش در که همانطور
ωα مقدار به توجه با را مختلف حل راه دو که بطوری r٠ = ١/αω که است، ٠ < r < r٠ ی
تقسیم دسته دو به نتایج کند. مͬ ارائه ΁ی از کوچ΄تر بسیار یا دلخواه و باشد متناهͬ که
ریشه فاقد های حالت برای حل راه دسته دو این ادامه در αω ≪ ١ و دلخواه αω شود: مͬ
اسپبنور شدن صفر قید مورد دو هر در کنیم. مͬ بررسͬ را (n = ١) ریشه ΁ی با و (n = ٠)

کنیم. مͬ لحاظ را r٠ در دی‐کͬ‐پی



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ٨٢

برانگیخته های حالت برای دی‐کͬ‐پی معادله حل ۵ . ۴
دلخواه αω با دوم و اول

پردازیم مͬ نوسانگر ترم گرفتن نظر در بدون دی‐کͬ‐پی معادله حل به اول قسمت این در
ϖ = ٠ :(٣۶ . ۴) معادله در یعنͬ

Rn,ℓ
′′(r) +

[١/۴−m٢
α

r٢ + q٢Mr
− ٢Mqr − q٢r٢

− ٣q٢
۴(M+qr)٢ − q٢

٢M(M+qr)
+m٢

α(ωα)
٢ + κ٢]Rn,ℓ(r) = ٠, (۴۴ . ۴)

داریم (۴١ . ۴) و (۴۴ . ۴) معادلات مقایسه با ،n = ٠ اول، برانگیخته حالت برای
m٢

α(ωα)
٢ + κ٢ + b١٢ + ٢b٢ + ۴b٢b٣ + ۴b٢b۴ = ٠,

b٣(b٣ − ١) + ١/۴ −m٢
α = ٠,

۴(Mb١b٣ + b٣b۴q) + q = ٠,
۴b١b٢ − ٢Mq = ٠,
۴b٢٢ − q٢ = ٠,
b۴(b۴ − ١)− ٣ = ٠,
۴(٢b٢b۴M٢ − b١b۴Mq + b٣b۴q٢) + q٢ = ٠.

(۴۵ . ۴)

آوریم: مͬ بدست را زیر های پارامتر معادلات دسته این از استفاده با
b٢ = + q٢ → b١ = +M,

b٢ = − q٢ → b١ = −M,

b٣ =
∣∣m
α

∣∣+ ١٢ ,
b۴ = − ١٢ , ٣٢ .

(۴۶ . ۴)

شود: نوشته زیر بصورت تواند مͬ ٠ < r < r٠ ازای به جواب موج، تابع آوردن بدست منظور به
Φ٠,ℓ = eimφeikzeb١r+b٢r٢

rb٣(M + qr)b۴ . (۴٧ . ۴)
وجود شعاعͬ مختصه روی که قیدی دلیل به شر اشاره آن به قبل قسمت در که آنچه به توجه با

باشد، صفر r = r٠ = ١/αω در موج تابع که است مم΄ن زمانͬ تنها فیزی΄ͬ حل ΁ی داشت
R٠,l(r٠) = R٠,l(١/ωα٠) = egl(r) = ٠.

شود: مͬ منجر زیر نتیجه به قید این
M + qr٠ = ٠. (۴٨ . ۴)



٨٣ دلخواه αω با دوم و اول برانگیخته های حالت برای دی‐کͬ‐پی معادله حل
کنیم مͬ فرض ،n = ١ اول، برانگیختگͬ برای (۴۴ . ۴) معادله حل منظور به

Rn=١,l(r) = f١(r)egl(r).

داریم (٣٨ . ۴) معادله از حالت این در
f١(r) = r − α١١. (۴٩ . ۴)

داریم ، n = ١ ریشه، تک های حالت برای (۴۴ . ۴) معادله از ترتیب این به

R١,ℓ(r)′′ −
(٢gℓ′(r)
r − α١١

+ g′ℓ
٢
(r)

)
+ gℓ

′′(r))R١,ℓ(r) = ٠. (۵٠ . ۴)

داریم: ،(۴۴ . ۴) با مقایسه و (۵٠ . ۴) معادله در g(r) جای·ذاری با
۴b٢٢ − q٢ = ٠, (۴ . ۵١آ)
b١)٣ − b٣) + (m٢

α − ١/۴) = ٠, (۴ . ۵١ب)
٣Mq + ۴b۴Mq − ۴b۴٢Mq + ٣α١١q٢ + ۴α١١b۴q٢ − ۴α١١b۴٢q٢ = ٠, (۴ . ۵١ج)
(۴b١b٢ − ۴α١١b٢٢ − ٢Mq + α١١q٢) = ٠, (۴ . ۵١د)
۴b٢b۴M − ٢b١q + α١١b١٢q + ٢α١١b٢q − ٢b١b٣q + ۴α١١b٢b٣q − ٢b١b۴q (۴ . ۵١ه)

+ ۴α١١b٢b۴q + α١١κ٢q + α١١m٢
αα

٢ω٢q = ٠, (۴ . ۵١و)
− ۴m٢

αM +M + ۴b٣M − ٨α١١b١b٣M + ۴b٣٢M − ٢α١١q − ٨α١١b٣b۴q = ٠, (۴ . ۵١ز)
(b١٢ + ۶b٢ − ۴α١١b١b٢ + ۴b٢b٣ + ۴b٢b۴ + κ٢ + ٢α١١Mq +m٢

αα
٢ω٢) = ٠, (۴ . ۵١ح)

١۶b٢b۴M٣ − ٨b١b۴M٢q + ١۶α١١b٢b۴M٢q −Mq٢ + ۴b۴Mq٢ − ٨α١١b١b۴Mq٢ (۴ . ۵١ط)
+ ٨b٣b۴Mq٢ + ۴b۴٢Mq٢ + ٢α١١q٣ + ٨α١١b٣b۴q٣ = ٠. (۴ . ۵١ی)

داریم (۵١ . ۴) معادله از b٢ = +q٢ → b١ =M

b٢ = −q٢ → b١ = −M
,
{
b٣ =

∣∣m
α

∣∣+ ١٢ ,

 b۴ = ٣٢
b۴ = −١٢

(۵٢ . ۴)

[٩٩] آید مͬ در زیر بصورت ما حل ٠ < r < r٠ ازای به ترتیب این به
Φ١,ℓ = (r − α١١)eimφeikzeb١r+b٢r٢

rb٣(M + qr)b۴ . (۵٣ . ۴)
،r٠−α١١ = ٠ یا M+qr٠و = ٠ یا اینکه بر دارد دلالت r٠ در دی‐کͬ‐پی اسپینور شدن صفر قید
قبول قابل غیر r = ٠ در موج تابع شدن صفر علت به n = ١ حالت برای دوم عبارت اما
باشیم داشته باید که دارد دلالت این بر ( سخت (کره r٠ در و ریشه) α١١(در < r٠ ، است
یا و b١ = −M, b٢ = −q٢ ; b٣ = ٢m+α٢α ; b۴ = ٣٢ با تنها ریشه بدون های حالت .α١١ ̸= r٠



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ٨۴
سیستم موج تابع ویژگیهای ادامه در شوند. مͬ تعیین b١ = M, b٢ = q٢ ; b٣ = ٢m+α٢α ; b۴ = ٣٢
ش΄ل در r از تابعͬ صورت به توابع ویژه ایم. کشیده تصویر به بالا مورد دو برای r حسب بر
در اند. شده ترسیم m = k = ١ ازای به ش΄ل دو هر است. شده رسم ٢ . ۴ و ١ . ۴ های
٠ ≤ r ≤ ٢ فاصله به محدود حل راه بنابراین و است ی΄سان قیدی شرایط ش΄ل دو هر
ازای به تنها (۵١ . ۴) معادله در باشد. مثبت پارامتر ΁ی باید α١١ ، گره ΁ی حالت در . است
΁ی نتیجه در α١١ برای مثبت پارامتر ΁ی توانیم مͬ ما b٢ = q٢ , b١ = M, b٣ = ٢m+α٢α , b۴ = ٣٢
حل راه با r از تابعͬ بصورت ٣ . ۴ ش΄ل در گره ΁ی توابع ویژه باشیم. داشته فیزی΄ͬ جواب

است. شده رسم ٠ ≤ r ≤ ١٫۵ فاصله به شده محدود

b١ = −M, b٢ = −q٢ ; b٣ = ٢m+α٢α ; b۴ = ٣٢ پارامترهای ازای به موج تابع :١ . ۴ ش΄ل

b١ =M, b٢ = q٢ ; b٣ = ٢m+α٢α ; b۴ = ٣٢ پارامترهای ازای به موج تابع :٢ . ۴ ش΄ل



٨۵ دلخواه αω با دوم و اول برانگیخته های حالت برای دی‐کͬ‐پی معادله حل
٠٫٠٠۵ ٠٫٠٠۴ ٠٫٠٠٣ ٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠١ ωα

−٣٫١٧٢٢
٣٫١۵٢٢

−٣٫٣٢۶۶
٣٫٣٠۶۶

−٣٫۵۶٩٠
٣٫۵۴٩٠

−۴٫٠١٠
٣٫٩٩

−۵٫١٠٩٠
۵٫٠٨٩٠ E٠,ℓ

٠٫٠١ ٠٫٠٠٩ ٠٫٠٠٨ ٠٫٠٠٧ ٠٫٠٠۶ ωα

−٢٫٨٣٨۴
٢٫٨٣٨۴

−٢٫٨٧٧۴
٢٫٨۵٧۴

−٢٫٩٢۵۴
٢٫٩٠۵۴

−٢٫٩٨۶١
٢٫٩٨۶١

−٣٫٠۶۵٠
٣٫٠۴۵٠ E٠,ℓ

b١ = −M, b٢ = −q٢ ; b٣ = ٢m+α٢α ; b۴ = ٣٢ گره بدون های حالت انرژی :١ . ۴ جدول

b٢ = q٢ , b١ = M, b٣ = پارامترهای ازای به گره تک های حالت موج تابع :٣ . ۴ ش΄ل
٢m+α٢α , b۴ = ٣٢

٠٫٠٠۵ ٠٫٠٠۴ ٠٫٠٠٣ ٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠١ ωα

−٢٫۴۵٩۴
٢٫۴٣٩۴

−٢٫۶۵۵٧
٢٫۶٣۵٧

−٢٫٩۵٣٩
٢٫٩٣٣٩

−٣٫۴٧۴١
٣٫۴۵۴١

−۴٫٧٠٠۴
۴٫۶٨٠۴ E٠,ℓ

٠٫٠١ ٠٫٠٠٩ ٠٫٠٠٨ ٠٫٠٠٧ ٠٫٠٠۶ ωα

−٢٫٠١٠
٢٫٩٩٠

−٢٫٠۴۴٨
٢٫٠۴۴٨

−٢٫١٣١٣
٢٫١١١٣

−٢٫٢١٣٨
٢٫١٩٣٨

−٢٫٣١٩۴
٢٫٢٩٩۴ E٠,ℓ

به b١ = −M, b٢ = −q٢ ; b٣ = ٢m+α٢α ; b۴ = −١٢ گره بدون های حالت انرژی :٢ . ۴ جدول
مختلف های ωα ازای



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ٨۶

b١ = −M, b٢ = −q٢ ; b٣ = m
α
+ ١٢ ; b۴ = ٣٢ پارامترهای ازای به موج تابع :۴ . ۴ ش΄ل

b١ = −M, b٢ = −q٢ ; b٣ = m
α
+ ١٢ ; b۴ = −١٢ پارامترهای ازای به موج تابع :۵ . ۴ ش΄ل

α از تابعͬ صورت به مثبت انرژی های جواب :۶ . ۴ ش΄ل



٨٧ دلخواه αω با دوم و اول برانگیخته های حالت برای دی‐کͬ‐پی معادله حل

α از تابعͬ صورت به منفͬ انرژی های جواب :٧ . ۴ ش΄ل

ωα از تابعͬ صورت به گره تک حالت موج توابع :٨ . ۴ ش΄ل

گره تک حالت برای ωα از تابعͬ صورت به مثبت انرژی های جواب :٩ . ۴ ش΄ل



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ٨٨

گره بدون های حالت برای دی‐کͬ‐پی معادله حل ۶ . ۴
ωα ≪ ١, r٠ → ∞ حدی حالت در گره تک و

در دی‐کͬ‐پی اسپینور که است محدودیتͬ و مرزی شرایط شامل اصلͬ تغییرات ادامه، در
گیریم، مͬ نظر در ، ωα ≪ ١ که ای محدوده در را r٠ → ∞ که هنگامͬ است. صفر r٠ دیوار

شود مͬ بازنویسͬ زیر فرم به معادله(۴ . ۴۴)

Rn,ℓ
′′(r) +

[١/۴−m٢
α

r٢ + q٢Mr
− ٢Mqr − q٢r٢ − ٣q٢

۴(M+qr)٢ − q٢
٢M(M+qr)

+ κ٢
]
Rn,ℓ(r) = ٠,

κ٢ = E٢ −K٢ −M٢ + ٢Emω, mα = m
α .

(۵۴ . ۴)
یابیم بازمͬ زیر صورت به را (۵١ . ۴) معادلات فرم ،n = ٠ با گره، بدون های حالت برای

κ٢ + b١٢ + ٢b٢ + ۴b٢b٣ + ۴b٢b۴ = ٠,
b٣(b٣ − ١) + ١/۴ −m٢

α = ٠,
۴(Mb١b٣ + b٣b۴q) + q = ٠,
۴b١b٢ − ٢Mq = ٠,
۴b٢٢ − q٢ = ٠,
b۴(b۴ − ١)− ٣ = ٠,
۴(٢b٢b۴M٢ − b١b۴Mq + b٣b۴q٢) + q٢ = ٠.

(۵۵ . ۴)

برای حل راه بنابراین شود. مͬ (۵٢ . ۴) معادله با مشابه پارامترهای به منجر معادله این
شود نوشته زیر صورت به تواند مͬ گره بدون های حالت برای ٠ < r <∞

Φ٠,ℓ = eimφeikzeb١r+b٢r٢
rb٣(M + qr)b۴ . (۵۶ . ۴)

b١ = −M, b٢ = : بصورت پارامترها که شود مͬ مشخص زمانͬ تنها فیزی΄ͬ های حالت
حالتهای برای باشند. b١ = −M, b٢ = −q٢ , b٣ =

∣∣m
α

∣∣ + ١٢ , b۴ = −١٢ یا −q٢ , b٣ = ٢m+α٢α , b۴ = ٣٢
این به باشد. مͬ αω ≪ ١ گرفتن نظر در با (۵٢ . ۴) و (۵١ . ۴) معادله همان نتایج گره، ΁ی

: نوشت زیر صورت به توان مͬ را ٠ < r <∞ برای حل راه ترتیب

Φ١,ℓ = (r − α١١)eimφeikzeb١r+b٢r٢
rb٣(M + qr)b۴ . (۵٧ . ۴)

b٣و = ٢m+α٢α ،b١ = −M ،b٢ = − q٢ : ازای به فقط که شویم مͬ متوجه گره، ΁ی حالتهای برای
باشیم. داشته فیزی΄ͬ حالت ΁ی نتیجه در و α١١ مثبت پارامتر ΁ی توانیم مͬ b۴ = ٣٢



٨٩ ایی استوانه ΁متری با خطͬ برهم΄نش حضور در دی‐کͬ‐پی نوسانگر
٠٫٠٠۵ ٠٫٠٠۴ ٠٫٠٠٣ ٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠١ ωα

٢٫۶۶۶۶ ٣٫٢١۴٢ ۴٫١٠٢۵ ۵٫٨٣٣٣ ١٠٫٩٠٩١ α١١
−٣٫۴٧۴٢

٣٫۴۵۴١
−٣٫۶١۵۵
٣٫۵٩۵۵

−٣٫٨٣٩٧
٣٫٨١٩٧

−۴٫٢۵٢۶
۴٫٢٣٢۶

−۵٫٣٠١۵
۵٫٢٨١۵ E٠,ℓ

٠٫٠١ ٠٫٠٠٩ ٠٫٠٠٨ ٠٫٠٠٧ ٠٫٠٠۶ ωα

١٫۵ ١٫۶٣٧۴ ١٫٨٠۵۵ ٢٫٠١۶٨ ٢٫٢٩١۶ α١١
−٣٫١٧٢٢
٣٫١۵٢٢

−٣٫٢٠٧٢
٣٫١٨٧٢

−٣٫٢۵٠٣٩
٣٫٢٣٠٣٩

−٣٫٣٠۵٠
٣٫٢٨۵٠

−٣٫٣٧۶۵
٣٫٣۵۶۴ E٠,ℓ

مختلف های ωα برای گره تک های حالت انرژی :٣ . ۴ جدول

خطͬ برهم΄نش حضور در دی‐کͬ‐پی نوسانگر ٧ . ۴
ایی استوانه ΁متری با

توسط ای استوانه مختصات در داخلͬ مغناطیسͬ میدان ΁ی با کیهانͬ ریسمان زمان فضا
است شده توصیف ایی استوانه دستگاه در زیر خطͬ المان

ds٢ = −dt٢ + dr٢ + α٢r٢dφ٢ + dz٢, (۵٨ . ۴)
از و باشد مͬ (٠, ١] بازه در ای زاویه پارامتر . ٠ ≤ φ ≤ ٢π و ρ ≥ ٠، −∞ < z < ∞ آن در که
هندسͬ نظر نقطه از باشد. مͬ مرتبط ریسمان جرم خطͬ چ·الͬ به α = ١ − ۴µ رابطه طربق
که آنجایی از است. مخروطͬ تکینگͬ با مینکوفس΄ͬ زمان فضا کننده توصیف (۵٨ . ۴) ΁متری
دی‐ معادله توصیف برای که ریاضͬ فرمالیسم نتیجه در کنیم مͬ کار منحنͬ مختصات با ما
دارای هندسه این دی·ر، سوی از شود. نوشته خمبده فضای در باید بربم مͬ ب΄ار کͬ‐پی
است شده داده نشان Rr,φ

r,φ = ١−α۴α δ٢(r⃗) انحنای تانسور توسط که است مخروطͬ تکینگͬ ΁ی
مخروطͬ تکینگͬ عنوان به انحنا تانسور رفتار این است. دوبعدی دلتای تایع δ٢(r⃗) آن در که
این که شود مͬ کیهانͬ رشته محور در انحنای به منجر مخروطͬ تکینگͬ شود. مͬ تعیین
توصیف را مخروطͬ تکینگͬ ΁ی پی΄ربندی این است. صفر برابر دی·ر نقاط همه در تکینگͬ
زیر رابطه بوسیله منحنͬ زمان فضای در آزاد بوزون ΁ی برای دی‐کͬ‐پی معادله کند. مͬ

(C = ℏ = ١) آن در که شود مͬ توصیف
(iβµ∇µ −M)ψ = ٠. (۵٩ . ۴)

رابطه از مشتق وردای هم فرم
∇µ = ∂µ + Γµ (x) , (۶٠ . ۴)



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ٩٠
رابطه طریق از ،Γµ آفین اتصالات آن در که

Γµ =
١
٢ωµab

[
βa, βb

]
. (۶١ . ۴)

مͬ مینکوفس΄ͬ زمان فضا در کمر استاندارد های ماتریس βa (x) های ماتریس شود. مͬ داده
نمایش سه دارای βa بر حاکم جبر مینکوفس΄ͬ تخت زمان فضا مختصات لحاظ به باشند.
ذرات برای بعدی ۵ نمایش ، ΁ی اسپین ذرات به مربوط بعدی ١٠ نمایش است: ناپذیر تقلیل
مͬ ۵ × ۵ ماتریسهای βa، صفر اسپن نمایش در باشد. مͬ بعدی ΁ی نمایش و صفر اسپین با

شوند مͬ تعیین زیر بصورت و باشند

β٠ =



٠ ١ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠


, β١ =



٠ ٠ −١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠


, (۶٢ . ۴)

β٢ =



٠ ٠ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠


, β٣ =



٠ ٠ ٠ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠


. (۶٣ . ۴)

باشند. مͬ اسپینͬ های دهنده اتصال دهنده نشان ω a
µ b

ω a
µ b = eρae

b
υΓ

υ
µρ − eυa∂µe

b
υ. (۶۴ . ۴)

اسینͬ های دهنده اتصال صفر غیر های مولفه
ω١٢
φ = −ω٢١

φ = ١ − α. (۶۵ . ۴)
توسط را موضعͬ ͽمرج چارچوب توان مͬ eµā و eāµ تبدیل های ماتریس از استفاده با باشند. مͬ
مͬ را ما موضعͬ ͽمرج چارچوب eāµ صفر غیر های مولفه کرد. ایجاد مختصاتͬ غیر های پایه

باشند مͬ زیر صورت به eāµ و eµā تبدیل های ماتریس (۵٨ . ۴) ΁متری به توجه با سازند.

eµā =


١ ٠ ٠ ٠
٠ cosφ sinφ ٠
٠ − sinφ

αr
cosφ
αr ٠

٠ ٠ ٠ ١

 , eāµ =


١ ٠ ٠ ٠
٠ cosφ −αr sinφ ٠
٠ sinφ αr cosφ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 . (۶۶ . ۴)

کنند مͬ صدق زیر تعامد شرایط در و کنند مͬ ایجاد را ما محلͬ ͽمرج دستگاه ها تتراد
eµa (x) eaν (x) = δµν ,

eaµ (x) e
µ
b (x) = δab

. (۶٧ . ۴)



٩١ ایی استوانه ΁متری با خطͬ برهم΄نش حضور در دی‐کͬ‐پی نوسانگر
باشد مͬ برقرار زیر شرایط همچنین

gµν (x) = e(a)µ (x) e(b)ν (x) ηab . (۶٨ . ۴)

زمان فضا در کمر های ماتریس به زیر رابطه طربق از خمیده زمان فضا در کمر های ماتریس
شوند مͬ مرتبط تخت

βµ (x) = eµa β
a. (۶٩ . ۴)

است زیر بصورت (۶٩ . ۴) معادله در βµ (x) های ماتربس صریح فرم

βt = β٠

βr = β١

βφ = −ωβ٠ + ١
rη
β٢

βz = β٣

(٧٠ . ۴)

باشند. مͬ زمان فضا این در کمر های ماتریس عام فرم βz و βr ، β◦

دی‐کͬ‐پی نوسانگر ٧ . ١ . ۴
دهیم. مͬ انجام را زیر جای·زینͬ منظور این به

∂r → ∂r +Mωrη٠, (٧١ . ۴)

مولفه تنها گرفتن نظر در با باشد. مͬ η٠ = ٢ (β٠)٢ − ١ و دی‐کͬ‐پی نوسانگر فرکانس ω
داریم شعاعͬ های

[iβ◦∂t + iβr(∂r +Mωrη٠) + iβφ(∂φ − Γφ) + iβz∂z −M ] Ψ(t, r, φ, z) = ٠. (٧٢ . ۴)

نوشت زبر صورت به را ها اسپینور توان مͬ است زمان از مستقل کنش برهم که آنحا از

Ψ(t, r, φ, z) = e−i(Et−mφ−kzz)Ψ(r), (٧٣ . ۴)

z جهت در حرکت اندازه مقادیر ویژه kz ایی، زاوبه گشتاور کوانتمͬ عدد m ها، بوزون انرژی E
معادله Ψ(r) = (ψ١(r), . . . , ψ۵(r))T بصورت ایی مولفه ͷپن اسپینور گرفتن نظر در با باشد. مͬ



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ٩٢
باشد. مͬ زیر بصورت اس΄الر های بوزون دی‐کͬ‐پی

−m sinφψ١ − αrMψ٣ − iαr cosφ
[
Mωrψ١ + ψ′١

]
= ٠, (۴ . ٧۴آ)

m cosφψ١ − αrMψ۴ − iαr sinφ
[
Mωrψ١ + ψ′١

]
= ٠, (۴ . ٧۴ب)

kzψ١ −Mψ۵ = ٠, , (۴ . ٧۴ج)
Eψ١ −Mψ٢ = ٠, (۴ . ٧۴د)
αr
[
−Mψ١ +Eψ٢ + kzψ۵ + i cosφ(١ − α+ αMωr٢)ψ٣ − imψ۴ − αrψ′٣

]
+i sinφ

[
imψ٣ + (١ − α+ αMωr٢)ψ۴ − rαψ′۴

]
= ٠. (۴ . ٧۴ه)

داریم ψ١(r) برحسب بالا معادلات دستگاه حل با
ψ٢ =

Eψ١
M

, (۴ . ٧۵آ)
ψ٣ =

−m sinφψ١ + i[−αMωr٢ cosφψ١ − αr cosφψ′١]
αrM

, (۴ . ٧۵ب)
ψ۴ =

m cos(φ)ψ١ + i[−αMωr٢ sinφψ١ − rα sinφψ′١]
αrM

(۴ . ٧۵ج)
ψ۵ =

kzψ١
M

. (۴ . ٧۵د)
(۴ . ٧۵ه)

آوریم مͬ بدست را دی‐کͬ‐پی اسپنور اول مولفه حرکت معادله بالا نتایج ترکیب با

ψ
′′

١ (r) +
α− ١
αr

ψ
′

١(r)−
(
E٢ −M٢ + k٢

z − (٢α− ١)Mω

α
+

m٢
α٢r٢ +M٢ω٢r٢

)
ψ١(r) = ٠.

(٧۶ . ۴)
(٧۶ . ۴) معادله نتیجه در کنیم، مͬ اعمال را s = r٢ متغبر تغیر بالا معادله حل برای اکنون

آید مͬ در زیر بفرم
ψ

′′

١ (s) +
(٢α− ١)

٢αs ψ
′

١(s) +
١

۴s٢
(
−ξ١s٢ + ξ٢s− ξ٣

)
ψ١(s) = ٠, (٧٧ . ۴)

که
ξ١ =M٢ω٢, (۴ . ٧٨آ)
ξ٢ = −E٢ − k٢

z +M٢ +
(٢α− ١)

α
Mω, (۴ . ٧٨ب)

ξ٣ =
m٢
α٢ . (۴ . ٧٨ج)



٩٣ ایی استوانه ΁متری با خطͬ برهم΄نش حضور در دی‐کͬ‐پی نوسانگر

عبارت از نسبیتͬ انرژی های تراز ترتیب این به

α٢n−(٢n+١)α۵+(٢n+١)(√α٩+α٣√α٨)+n(n−١)α٣+α٢+٧α٣α٢+٨√α٨α٩ = ٠,
(٧٩ . ۴)

آن در که آید مͬ بدست
α١ = α− ١

٢ , α٢ = ٠, α٣ = ٠, α۴ =
١
٢
(٣

٢ − α

)
, α۵ = ٠,

α۶ = ξ١, α٧ = −ξ٢, α٨ = α۴٢ + ξ٣, α٩ = ξ١, α١٠ = ١ + ٢√α٨,
α١١ = ٢√α۶, α١٢ = α۴ +

√
α٨, α١٣ = −√

α۶.

باشد مͬ زیر صورت به مربوطه موج تابع نهایت در
ψ١(r) = Nr٢α١٢eα١٣r٢

L
α١−١٠
n (α١١r٢). (٨٠ . ۴)

است. نرمالیزاسیون ثابت N آن در که

خطͬ کنش برهم حضور در دی‐کͬ‐پی نوسانگر حل ٧ . ٢ . ۴
که U(r) اس΄الر پتانسیل با دی‐کͬ‐پی میدان آن در که پردازیم مͬ حالتͬ بررسͬ به اکنون
معادله ترتیب این به کند. مͬ کنش برهم شود مͬ معرفͬ M →M +U(r) جای·زینͬ طریق از

کند مͬ تغییر زیر بفرم (١٩ . ۴)
{iβ◦∂t + iβr(∂r +Mωrη٠) + iβφ(∂φ − Γφ) + iβz∂z − [M + U(r)]}Ψ(t, r, φ, z) = ٠.

(٨١ . ۴)
مͬ معروف نیز کننده محدود پتانسیل به که گیریم مͬ نظر در خطͬ بفرم را پتانسیل اینجا در

یعنͬ باشد
U(r) = a r. (٨٢ . ۴)

معادله حل برای است. بیشینه کنندگͬ محدود با متناظر a = ١ که ٠ < a ⩽ ١ رابطه این در
دهیم مͬ انجام را زیر متغیر تغییر (٨١ . ۴)

ψ١(r) = r
١−α٢α (M + a r)

١٢Rn,m(r). (٨٣ . ۴)



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ٩۴
کنیم مͬ حذف را اول مشتق متغیر تغیر این انجام با

R′′
n,m(r) +

[
− E٢ − kz

٢ +M
(
M + ω − ω

α

)
+
α٢ − ۴m٢ − ١

۴α٢r٢ − a(١ − α)

٢Mαr
+ ٢aMr+

(a٢ −M٢ω٢)r٢ − ٣a٢
۴(M + ar)٢

+
a١)٢ − α) + ٢M٣αω

٢Mα(M + ar)

]
Rn,m(r) = ٠. (٨۴ . ۴)

گیریم مͬ نظر در زیر بصورت را Rn,m(r) بعدی مرحله در

Rn,m(r) = Rn(r)e
gm(r). (٨۵ . ۴)

گیریم مͬ نظر در زیر صورت به را gm (r) r (۴ . ٨۴)به معادله وابستگͬ نوع به توجه با

gm(r) = b١r + b٢r٢ + b٣ log(r) + b۴ log(M + ar). (٨۶ . ۴)

آمد. خواهند بدست E و kz ،m ،M ،ω ،a ،α فیزی΄ͬ های پارامتر حسب بر b١, . . . , b۴ ثوابت
بدون های حالت برای آن حل اما است مش΄ل معادله این حل دلخواه n ΁ی برای کلͬ بطور

داریم نتیجه در Rn(r) = ١ مورد این در است. تر ساده n = ٠ گره

R٠,m(r) = egm(r). (٨٧ . ۴)

داریم (٨٧ . ۴) معادله از ترتیب این به

R′′٠,m(r) + (−g′′m − g′٢m)R٠,m(r) = ٠. (٨٨ . ۴)

داریم (٨٨ . ۴) در (٨۶ . ۴) معادله جای·ذاری با

R′′٠,m(r) +

(
− b٢١ − ٢b٢ − ۴rb١b٢ − ۴b٢b٣ − ۴b٢b۴ − ۴b٢٢r٢ +

b٣ − b٢٣
r٢ −

٢Mb١b٣ + ٢ab٣b۴
Mr

+
a٢b۴ − a٢b٢۴
(M + ar)٢

+
۴M٢b٢b۴ − ٢Mab١b۴ + ٢a٢b٣b۴

M(M + ar)

)
R٠,m(r) = ٠.

(٨٩ . ۴)



٩۵ ایی استوانه ΁متری با خطͬ برهم΄نش حضور در دی‐کͬ‐پی نوسانگر
رسیم مͬ زیر معادله هفت به (٨۴ . ۴) و (٨٩ . ۴) معادلات مقایسه با

− E٢ − kz
٢ +M(M + ω − ω

α
) + b٢١ + ٢b٢ + ۴rb١b٢ + ۴b٢b۴ + ۴b٢b٣ = ٠, (۴ . ٩٠آ)

− ٢ab١b۴ + ۴Mb٢b۴ + ٢a٢b٣b۴ +
a١−)٢ + α)

٢Mα
−M٢ω = ٠, (۴ . ٩٠ب)

٢ab٣b۴
M

+ ٢b١b٣ +
a(−١ + α)

٢Mα
= ٠, (۴ . ٩٠ج)

−١ + α٢ − ۴m٢
۴α٢ − b٣ + b٢٣ = ٠, (۴ . ٩٠د)

(b۴ − b٢۴) +
٣
۴ = ٠. (۴ . ٩٠ه)

۴b٢٢ + (a٢ −M٢ω٢) = ٠ (۴ . ٩٠و)
۴b١b٢ + ٢aM = ٠. (۴ . ٩٠ز)

آیند. مͬ بدست سیستم انرژی همچنین و b۴ و b٣ ،b٢ ،b١ های پارامتر معادلات این حل با

b١ = ∓ aM√
−a٢ +M٢ω٢ ,

b٢ = ± ١
٢
√

−a٢ +M٢ω٢,

b٣ = ± α٢ +
√
α٢ + ۴α٢m٢
٢α٢ ,

b۴ =
١ ± ٢

٢ . (٩١ . ۴)

آید مͬ بدست زیر بصورت سیستم انرژی همچنین

E = ±
[
−kz٢ +M٢ +Mω − Mω

α
+ b٢١ + ٢b٢ + ۴b١b٢ + ۴b٢b٣ + ۴b٢b۴]

]١/٢
. (٩٢ . ۴)

برهم΄نش حضور در گره بدون های حالت برای دی‐کͬ‐پی نوسانگر موج تابع نهایت در
آید مͬ بدست خطͬ

Ψ٠,m(t, r, φ, z) = N٠,mei(kz+mφ−Et)eb١r+b٢r٢
rb٣+ ١−α٢α (M + ar)b۴+ ١٢ , (٩٣ . ۴)

است. نرمالیزاسیون ثابت N٠,m



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ٩۶

فرمͬ‐واکر چرخان چارچوب در اس΄الر های بوزون ٨ . ۴
کیهانͬ ریسمان بستر در

زمان فضا در دی‐کͬ‐پی معادله هموردای فرم در ۴ اینرسͬ غیر اثرات بررسͬ به قست این در
ال΄ترومغناطیسͬ پتانسیل حضور در را محاسبات پردازیم. مͬ کیهانͬ ریسمان بستر در خمیده

ایم. آورده بدست را انرژی طیف و ایم داده انجام برداری
های پدیده بهتر درک در را ما آیند، مͬ بوجود چرخشͬ چارچوب ΁ی از که اینرسͬ غیر اثرات
در دهد. مͬ گسترش را رویمان پیش نظری ریاضͬ مبانͬ همچنین و کنند مͬ یاری فیزی΄ͬ
اندازه بین شدگͬ جفت به اغلب اثراتͬ چنین کوانتومͬ، ΁م΄انی در چنین کوانتمͬ ΁م΄انی
غیر توپولوژی با فضا‐زمان از خاص نوع ΁ی است. مرتبط ای زاویه سرعت و ای زاویه حرکت

بصورت آزاد ذره برای دی‐کͬ‐پی هامیلتونͬ است. کیهانͬ ریسمان زمان فضا متعارف
HDKP

f = α⃗.p⃗+ β٠M (٩۴ . ۴)
ͽمرج چارچوب ΁ی در را کیهانͬ ریسمان بستر در زمان فضا αi = β٠βi آن در که باشد. مͬ

طول خطͬ المان توسط که اینرسͬ
ds٢ = −dτ٢ + dR٢ +R٢η٢dΦ٢ + dZ٢ (٩۵ . ۴)

است کاستͬ زاویه به مربوط پارامتر η = ١ − ۴m̃ آن در که گیریم مͬ نظر در شود، مͬ تعین
ℏ = c = ١ محاسبات در باشد. مͬ جرم خطͬ چ·الͬ m̃ باشد. مͬ ٠ < η < ١ محدوده در که
مͬ ٠ ≤ φ ≤ ٢π و ρ ≥ ٠، −∞ < z < ∞ بصورت فیزی΄ͬ های پارامتر قبول قابل محدوده و
ثابت ای زاویه سرعت با اینرسͬ چارچوب چرخاندن با را فرمͬ‐واکر ͽمرج چارچوب ما باشند.

کنیم: مͬ اعمال را زیر مختصات تغییر نتیجه در و
T = t, R = ρ, Φ = φ+ ωt, Z = z (٩۶ . ۴)

مختصات تبدیل این با است. ωρ ≪ ١ قید با مختصات چارچوب چرخش ای زاویه سرعت ω

آید: مͬ در زیر بصورت (٩۵ . ۴) طول خطͬ المان
ds٢ = −

(١ − ω٢η٢ρ٢) dt٢ + ٢ωη٢ρ٢dφdt+ dρ٢ + η٢ρ٢dφ٢ + dz٢ (٩٧ . ۴)
و تتراد تبدیل های ماتریس انتخاب برای زیادی های انتخاب شد اشاره قبلا چنانچه
جدید زمان فضا در دی‐کͬ‐پی معادله حل منظور به دارد. وجود ها آن معکوس

۴non-inertial effects



٩٧ کیهانͬ ریسمان بستر در فرمͬ‐واکر چرخان چارچوب در اس΄الر های بوزون
کنیم مͬ انتخاب زیر فرم به را ها تتراد

eaµ (x) =



√١ − β٢ ٠ − ωη٢ρ١√٢−β٢ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ηρ√١−β٢ ٠
٠ ٠ ٠ ١


,

eµa (x) =



١√١−β٢ ٠ ωηρ√١−β٢ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠

√١−β٢
ηρ ٠

٠ ٠ ٠ ١



(٩٨ . ۴)

است زیر بصورت دیراک های ماتریس فرم حالت این در

γ٠ = e٠̄٠γ٠̄ + e٠̄١γ١̄ + e٠̄٢γ٢̄ + e٠̄٣γ٣̄ =
١√١ − β٢ γ

٠̄ + ωηρ√١ − β٢γ
٢̄ =

γ٠̄ + ωηργ١√٢̄ − β٢ =
γt√١ − β٢

γ١ = e١̄
aγ

ā = e١̄٠γ٠̄ + e١̄١γ١̄ + e١̄٢γ٢̄ + e١̄٣γ٣̄ = γ١̄ = γρ

γ٢ = e٢
aγ

ā = e٢̄٠γ٠̄ + e٢̄١γ١̄ + e٢̄٢γ٢̄ + e٢̄٣γ٣̄ =

√١ − β٢
ηρ

γ٢̄ =

√١ − β٢γ٢̄
ηρ

=
γφ

ηρ

γ٣ = e٣̄٠γ٠̄ + e٣̄١γ١̄ + e٣̄٢γ٢̄ + e٣̄٣γ٣̄ = γ٣̄ = γz

(٩٩ . ۴)
داریم β های ماتریس تعریف به توجه با و

β٠ = e٠̄٠β٠̄ + e٠̄١β١̄ + e٠̄٢β٢̄ + e٠̄٣β٣̄ =
١√١ − β٢β

٠̄ + ωηρ√١ − β٢β
٢̄ =

β٠̄ + ωηρβ١√٢̄ − β٢ =
βt√١ − β٢

β١ = e١̄
aβ

ā = e١̄٠β٠̄ + e١̄١β١̄ + e١̄٢β٢̄ + e١̄٣β٣̄ = β١̄ = βρ

β٢ = e٢
aβ

ā = e٢̄٠β٠̄ + e٢̄١β١̄ + e٢̄٢β٢̄ + e٢̄٣β٣̄ =

√١ − β٢
ηρ

β٢̄ =

√١ − β٢β٢̄
ηρ

=
βφ

ηρ

β٣ = e٣̄٠β٠̄ + e٣̄١β١̄ + e٣̄٢β٢̄ + e٣̄٣β٣̄ = β٣̄ = βz

(١٠٠ . ۴)
کنیم مͬ تعریف زیر بصورت را هموردا مشتق

∇µ = ∂µ +Ωµ

Ωµ = Γµ ⊗ I + I ⊗ Γµ

(١٠١ . ۴)



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ٩٨
بود خواهند زیر بصورت اسپینͬ های دهنده اتصال صفر غیر های مؤلفه

Γt = − ١٢ ω٢η٢ρ√١−β٢ α̂
١ − i٢ ωη√١−β٢Σ

٣

Γρ = ١٢ ωη

(١−β٢) α̂
٢

Γφ = − ١٢ ωη٢ρ√١−β٢ α̂
١ − i٢ η√١−β٢Σ

٣
(١٠٢ . ۴)

آیند مͬ بدست زیر روابط از آفین اسپینͬ های دهنده اتصال ترتیب این به و
Γt = − ١٢ ω٢η٢ρ√١−β٢ α̂

١ − i٢ ωη√١−β٢Σ
٣

Γρ = ١٢ ωη

(١−β٢) α̂
٢

Γφ = − ١٢ ωη٢ρ√١−β٢ α̂
١ − i٢ η√١−β٢Σ

٣
(١٠٣ . ۴)

آن در که

Σ٣ =

 σ٣ ٠
٠ σ٣

 (١٠۴ . ۴)

داریم (١٠١ . ۴) معادله در Γφ جای·زاری با

Ωt = − ١٢ ω٢η٢ρ√١−β٢


٠ σ١ σ١ ٠
σ١ ٠ ٠ σ١
σ١ ٠ ٠ σ١
٠ σ١ σ١ ٠

− i٢ ٢ωη√١−β٢


σ٣ ٠ ٠ ٠
٠ σ٣ ٠ ٠
٠ ٠ σ٣ ٠
٠ ٠ ٠ σ٣



Ωρ = ١٢ ωη

(١−β٢)


٠ σ٢ σ٢ ٠
σ٢ ٠ ٠ σ٢
σ٢ ٠ ٠ σ٢
٠ σ٢ σ٢ ٠



Ωφ = − ١٢ ωη٢ρ√١−β٢


٠ σ١ σ١ ٠
σ١ ٠ ٠ σ١
σ١ ٠ ٠ σ١
٠ σ١ σ١ ٠

− i٢ ٢η√١−β٢


σ٣ ٠ ٠ ٠
٠ σ٣ ٠ ٠
٠ ٠ σ٣ ٠
٠ ٠ ٠ σ٣



(١٠۵ . ۴)

باشد مͬ زیر بصورت زمان فضا این در دی‐کͬ‐پی معادله هموردای فرم ترتیب این به
[iβ٠∂٠ + iβa∂a −M ] Ψ = ٠, (a = ١,٢,٣)[
i (I ⊗ γ◦ + γ◦ ⊗ I) ∂٠ + i

(
I ⊗ γi + γi ⊗ I

)
∂i −M

]
Ψ = ٠ (١٠۶ . ۴)



٩٩ کیهانͬ ریسمان بستر در فرمͬ‐واکر چرخان چارچوب در اس΄الر های بوزون
داریم [γ٠ ⊗ γ٠ در راست سمت از (١٠۶ . ۴) معادله ضرب با

[
i (γ٠ ⊗ γ٠) (I ⊗ γ◦ + γ◦ ⊗ I) ∂٠ + i (γ٠ ⊗ γ٠) (I ⊗ γi + γi ⊗ I

)
∇i − (γ٠ ⊗ γ٠)M]Ψ = ٠

(١٠٧ . ۴)
از استفاده با

(A⊗B) (C ⊗D) = AC ⊗BD (١٠٨ . ۴)
داریم

[
i (γ٠ ⊗ I + I ⊗ γ٠) ∂٠ + i

(
γ٠ ⊗ αi + αi ⊗ γ٠)∇i − (γ٠ ⊗ γ٠)M]Ψ = ٠ (١٠٩ . ۴)
داریم (١٠٩ . ۴) معادله در (١٠١ . ۴) معادله از ∇i جای·زاری با

Ψ = ٠ (١١٠ . ۴)
نویسیم مͬ زیر بفرم را (١١٠ . ۴) معادله (٩٩ . ۴) معادله از γ◦, γ١, γ٢, γ٣ جای·زاری با }اکنون
i
((
γ◦̄ + ωηργ٢̄)⊗ I + I ⊗

(
γ◦̄ + ωηργ١√((٢̄ − β٢ (∂t +Ωt)

+i(
(
γ◦̄ + ωηργ٢̄)⊗ (γ◦̄ + ωηργ٢̄) γ١̄ +

(
γ◦̄ + ωηργ٢̄) γ١̄ ⊗

(
γ◦̄ + ωηργ٢̄)) (∂ρ +Ωρ)

+i(
(
γ◦̄ + ωηργ٢̄)⊗ (γ◦̄ + ωηργ٢̄) γ٢̄ +

(
γ◦̄ + ωηργ٢̄) γ٢̄ ⊗

(
γ◦̄ + ωηργ٢̄))(∂φ+Ωφ

ηρ

)
+i(
(
γ◦̄ + ωηργ٢̄)⊗ (γ◦̄ + ωηργ٢̄) γ٣̄ +

(
γ◦̄ + ωηργ٢̄) γ٣̄ ⊗

(
γ◦̄ + ωηργ٢̄)) (∂z)

−M(
(
γ◦̄ + ωηργ٢̄)⊗ (γ◦̄ + ωηργ٢̄))}Ψ = ٠

(١١١ . ۴)
گیریم مͬ نظر در زیر بصورت کولنͬ پیمانه در را مغناطیسͬ برداری پتانسیل

eA⃗ =
B◦٢ rφ̂ (١١٢ . ۴)

کنیم مͬ معرفͬ زیر بصورت را یافته تعمیم حرکت اندازه اکنون
π⃗ = −i

(
∇⃗+ Ω⃗

)
− eA⃗ (١١٣ . ۴)

آن در که
∇⃗ =

∂

∂ρ
ρ̂+

١
ηρ

∂

∂φ
φ̂+

∂

∂z
ẑ (١١۴ . ۴)



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ١٠٠
این در دی‐کͬ‐پی معادله هموردای فرم باشد. مͬ قطبی مختصات در گرادیان عمل·ر

آید مͬ در زیر بصورت زمان فضا

{
i
(
γ̃t ⊗ I + I ⊗ γ̃t

)√١ − β٢ (∂t +Ωt) + i(γ̃t ⊗ γ̃tγ١̄ + γ̃tγ١̄ ⊗ γ̃t) (∂ρ +Ωρ)

+i(γ̃t ⊗ γ̃tγ٢̄ + γ̃tγ٢̄ ⊗ γ̃t)
(
∂φ+Ωφ

ηρ

)
+ i(γ̃t ⊗ γ̃tγ٣̄ + γ̃tγ٣̄ ⊗ γ̃t) (∂z) −M(γ̃t ⊗ γ̃t)

}
Ψ = ٠

(١١۵ . ۴)

{
i
(
γ̃t ⊗ I + I ⊗ γ̃t

)√١ − β٢ (∂t +Ωt) + i(γ̃t ⊗⃗̃α+⃗̃α⊗ γ̃t).π⃗ −M(γ̃t ⊗ γ̃t)
}
Ψ = ٠
(١١۶ . ۴)

تعریف به توجه با

α̃i = γ̃tγi =

 −βσ٢σi σi

−σi −βσ٢σi

 (١١٧ . ۴)



١٠١ کیهانͬ ریسمان بستر در فرمͬ‐واکر چرخان چارچوب در اس΄الر های بوزون
γ̃t ⊗ α̃i + α̃i ⊗ γ̃t =

−٢βσ٢σi σi − β٢σ٢σiσ٢ (١ − β٢)σi β
(
σ٢σi + σiσ٢)

−σi + β٢σ٢σiσ٢ ٠ −β
(
σ٢σi + σiσ٢) −

(١ + β٢)σi
−
(١ − β٢)σi −β

(
σ٢σi + σiσ٢) ٠ −

(
σi + β٢σ٢σiσ٢)

β
(
σ٢σi + σiσ٢) (١ + β٢)σi σi + β٢σ٢σiσ٢ ٢βσ٢σi



{i
(
γ̃t ⊗ I + I ⊗ γ̃t

)√١ − β٢(∂t +− ١
٢

ω٢η٢ρ√١ − β٢


٠ σ١ σ١ ٠
σ١ ٠ ٠ σ١
σ١ ٠ ٠ σ١
٠ σ١ σ١ ٠

−

i

٢
٢ωη√١ − β٢


σ٣ ٠ ٠ ٠
٠ σ٣ ٠ ٠
٠ ٠ σ٣ ٠
٠ ٠ ٠ σ٣

) + i(γ̃t ⊗ α̃١ + α̃١ ⊗ γ̃t).

∂ρ+
١
٢

ωη(١ − β٢)


٠ σ٢ σ٢ ٠
σ٢ ٠ ٠ σ٢
σ٢ ٠ ٠ σ٢
٠ σ٢ σ٢ ٠



+ i(γ̃t ⊗ α̃٢ + α̃٢ ⊗ γ̃t).

(
∂φ

ηρ
− ١

٢
ωη√١ − β٢


٠ σ١ σ١ ٠
σ١ ٠ ٠ σ١
σ١ ٠ ٠ σ١
٠ σ١ σ١ ٠

− i

ρ
√١ − β٢


σ٣ ٠ ٠ ٠
٠ σ٣ ٠ ٠
٠ ٠ σ٣ ٠
٠ ٠ ٠ σ٣

)

i(γ̃t ⊗ α̃٣ + α̃٣ ⊗ γ̃t). (∂z)−M(γ̃t ⊗ γ̃t)
}


Ψ١
Ψ٢
Ψ٣
Ψ۴

 = ٠

(١١٨ . ۴)



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ١٠٢
معادله در جای·ذاری با ایست. مولفه چهار موج تابع ΁ی (١١٨ . ۴) معادله در Ψ مانای حالت

داریم (١١٨ . ۴)


E

√
١ − β٢


٢ βσ٢ βσ٢ ٠

−βσ٢ ٠ ٠ βσ٢
−βσ٢ ٠ ٠ βσ٢

٠ −βσ٢ −βσ٢ ٠

 − ω٢η٢ρi٢


−٢iβσ٣ ٢σ١ ٢σ١ −٢iβσ٣

٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

٢iβσ٣ −٢σ١ −٢σ١ ٢iβσ٣



+ωη


٢σ٣ iβσ١ iβσ١ ٠

−iβσ١ ٠ ٠ iβσ١
−iβσ١ ٠ ٠ iβσ١

٠ −iβσ١ −iβσ١ ٢σ٣

 + i∂ρ


٢iβσ٣ σ١ (١ + β٢) σ١ (١ − β٢) ٠

σ١ (١ − β٢) ٠ −٢iβσ٣ −σ١ (١ + β٢)
σ١ (١ + β٢) ٢iβσ٣ ٠ −σ١ (١ − β٢)

٠ −σ١ (١ − β٢) −σ١ (١ + β٢) −٢iβσ٣



+ i٢ ωη(١−β٢)


٢iσ٣ ٢βσ١ ٢βσ١ ٢iσ٣
−٢βσ١ −٢iβ٢σ٣ −٢iβ٢σ٣ −٢βσ١
٢βσ١ ٢iβ٢σ٣ ٢iβ٢σ٣ ٢βσ١
−٢iσ٣ ٢βσ١ −٢βσ١ −٢iσ٣

 + i ∂φ
ηρ


−٢β σ٢ (١ − β٢) σ٢ (١ − β٢) ٢β

σ٢ (١ + β٢) ٠ ٠ −σ٢ (١ + β٢)
σ٢ (١ + β٢) ٠ ٠ −σ٢ (١ + β٢)

−٢β −σ٢ (١ − β٢) σ٢ (١ − β٢) ٢β



− i٢ ωη√
١−β٢


−٢iσ٣ (١ − β٢) ٠ ٠ −٢iσ٣ (١ − β٢)

٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

٢iσ٣ (١ − β٢) ٠ ٠ ٢iσ٣ (١ − β٢)

 + ١
ρ

√
١−β٢


−٢βσ٣ iσ١ (١ − β٢) iσ١ (١ − β٢) ٢βσ٣

iσ١ (١ − β٢) ٠ ٠ −iσ١ (١ − β٢)
iσ١ (١ − β٢) ٠ ٠ −iσ١ (١ − β٢)

−٢βσ٣ −iσ١ (١ − β٢) −iσ١ (١ − β٢) ٢βσ٣



i∂z


−٢iβσ١ σ٣ (١ + β٢) σ٣ (١ − β٢) ٠

σ٣ (١ − β٢) ٠ ٢iβσ١ −σ٣ (١ + β٢)
σ٣ (١ + β٢) −٢iβσ١ ٠ −σ٣ (١ − β٢)

٠ −σ٣ (١ − β٢) −σ٣ (١ + β٢) ٢iβσ١

 −M


١ βσ٢ βσ٢ β٢

−βσ٢ −١ −β٢ −βσ٢
−βσ٢ −β٢ −١ −βσ٢
β٢ βσ٢ βσ٢ ١






Ψ١
Ψ٢
Ψ٣
Ψ۴

 = ٠

(١١٩ . ۴)

رسیم مͬ زیر معادله چهار به
A١Ψ١ +B١Ψ٢ + C١Ψ٣ +D١Ψ۴ = ٠
A٢Ψ١ +B٢Ψ٢ + C٢Ψ٣ +D٢Ψ۴ = ٠
A٣Ψ١ +B٣Ψ٢ + C٣Ψ٣ +D٣Ψ۴ = ٠
A۴Ψ١ +B۴Ψ٢ + C۴Ψ٣ +D۴Ψ۴ = ٠

(١٢٠ . ۴)

باشند مͬ زیر بصورت بالا معادلات ضرایب
A١ = ٢E

√
١ − β٢ − ω٢η٢ρβσ٣ + ٢ωησ٣ − ٢βσ٣∂ρ − ωησ٣(١−β٢) − ٢iβ ∂φ

ηρ
− ωη√

١−β٢ σ٣ (١ − β٢) − ٢βσ٣
ρ

√
١−β٢ + ٢βσ١∂Z − M

B١ = E

√
١ − β٢σ٢ − ω٢η٢ρiσ١ + iωηβσ١ + iσ١ (١ + β٢) ∂ρ + iωηβ(١−β٢)σ١ + iσ٢

(١−β٢)
ηρ

∂φ + iσ١
√

١−β٢
ρ

+ i
(١ + β٢)σ٣∂Z − Mβσ٢

C١ = E

√
١ − β٢βσ٢ − ω٢η٢ρiσ١ + iωηβσ١ + iσ١ (١ − β٢) ∂ρ + iωηβ(١−β٢)σ١ + iσ٢

(١−β٢)
ηρ

∂φ + iσ١
√

١−β٢
ρ

+ i
(١ − β٢)σ٣∂Z − Mβσ٢

D١ = −ω٢η٢ρβσ٣ − ωη(١−β٢)σ٣ + ٢iβ ∂φ
ηρ

− ωησ١√٣ − β٢ + ٢βσ٣
ρ

√
١−β٢ − Mβ٢

(١٢١ . ۴)

A٢ = −E

√
١ − β٢βσ٢ − iωηβσ١ + iσ١ (١ − β٢) ∂ρ − iωη(١−β٢)σ١ + iσ٢

(١+β٢)
ηρ

∂φ + iσ١
√

١−β٢
ρ

+ i
(١ − β٢)σ٣∂Z + Mβσ٢

B٢ = ωησ٣β٢
١−β٢ + M, C٢ = ٢βσ٣∂ρ + ωη(١−β٢)σ٣β٢ − ٢βσ١∂Z + Mβ٢

D٢ = E

√
١ − β٢βσ٢ + iωηβσ١ − iσ١ (١ + β٢) ∂ρ − iωηβ(١−β٢)σ١ − iσ٢

(١+β٢)
ηρ

∂φ − iσ١
√

١−β٢
ρ

− i
(١ − β٢)σ٣∂Z + Mβσ٢

(١٢٢ . ۴)

A٣ = −E

√
١ − β٢βσ٢ − iωηβσ١ + iσ١ (١ + β٢) ∂ρ + ωη(١−β٢)βσ١ + iσ٢

(١+β٢)
ηρ

∂φ + iσ١
(١+β٢)
ρ

√
١−β٢ + i

(١ + β٢)σ٣∂Z + Mβσ٢

B٣ = −٢βσ٣∂ρ − ωη(١−β٢)σ٣β٢ + ٢βσ١∂Z + Mβ٢, C٣ = −ωησ٣β٢
١−β٢ + M

D٣ = E

√
١ − β٢βσ٢ + iωηβσ١ − iσ١ (١ − β٢) ∂ρ + iωηβ(١−β٢)σ١ − iσ٢

(١+β٢)
ηρ

∂φ − iσ١
(١+β٢)
ρ

√
١−β٢ − i

(١ − β٢)σ٣∂Z + Mβσ٢

(١٢٣ . ۴)



١٠٣ کیهانͬ ریسمان بستر در فرمͬ‐واکر چرخان چارچوب در اس΄الر های بوزون

A۴ = ω٢η٢ρβσ٣ + ωη(١−β٢)σ٣ − ٢iβ ∂φ
ηρ

+ ωησ١√٣ − β٢ − ٢βσ٣
ρ

√
١−β٢ − Mβ٢

B۴ = −E

√
١ − β٢βσ٢ + ω٢η٢ρiσ١ − iωηβσ١ − iσ١ (١ − β٢) ∂ρ − iωηβ(١−β٢)σ١ − iσ٢

(١−β٢)
ηρ

∂φ − iσ١
√

١−β٢
ρ

− i
(١ − β٢)σ٣∂Z − Mβσ٢

C۴ = −E

√
١ − β٢βσ٢ + ω٢η٢ρiσ١ − iωηβσ١ − iσ١ (١ + β٢) ∂ρ − iωηβ(١−β٢)σ١ − iσ٢

(١−β٢)
ηρ

∂φ − iσ١
√

١−β٢
ρ

− i
(١ + β٢)σ٣∂Z − Mβσ٢

D۴ = −٢E
√

١ − β٢ + ω٢η٢ρβσ٣ − ٢ωησ٣ + ٢βσ٣∂ρ + ωησ٣(١−β٢) + ٢iβ ∂φ
ηρ

+ ωη√
١−β٢ σ٣ (١ − β٢) + ٢βσ٣

ρ

√
١−β٢ − ٢βσ١∂Z − M

(١٢۴ . ۴)

β → ٠ حدی حالت ٨ . ١ . ۴
این در کنیم. مͬ بررسͬ β → ٠ حدی حالت گرفتن نظر در با را اینرسͬ شرایط قسمت این در

کند مͬ تغیر زیر بصورت (٩٧ . ۴) ΁متری حالت
ds٢ = −dt٢ + dρ٢ + η٢ρ٢dφ٢ + dz٢ (١٢۵ . ۴)

بصورت یافته تعمیم حرکت اندازه باشد. مͬ Ωφ = −iηΣ٣φ̂ ،Ω⃗ صفر غیر ی مؤلفه و
π⃗ = −i

(
∂ρρ̂+

١
ηρ

(
∂φ − iηΣ٣) φ̂+ ∂z ẑ

)
= −i

(
∇⃗ − i

ησ٣
ρ
φ̂

)
(١٢۶ . ۴)

آید مͬ در زیر بصورت (١٢٠ . ۴) خطͬ معادله چهار و است.
(٢E −M

)
Ψ١ +

(
−σ⃗.p⃗+ i

σ١
ρ

)
Ψ٢ +

(
−σ⃗.p⃗+ i

σ١
ρ

)
Ψ٣ = ٠(

−σ⃗.p⃗+ i
σ١
ρ

)
Ψ١ +MΨ٢ +

(
σ⃗.p⃗− i

σ١
ρ

)
Ψ۴ = ٠(

−σ⃗.p⃗+ i
σ١
ρ

)
Ψ١ +MΨ٣ +

(
σ⃗.p⃗− i

σ١
ρ

)
Ψ۴ = ٠(

σ⃗.p⃗− i
σ١
ρ

)
Ψ٢ +

(
σ⃗.p⃗− i

σ١
ρ

)
Ψ٣ −

(٢E +M
)
Ψ۴ = ٠

(١٢٧ . ۴)

داریم (١٢۶ . ۴) معادله از اکنون
σ⃗.π⃗ = −i

(
σ١∂ρ + σ٢

ηρ

(
∂φ − iησ٣) φ̂+ σ٣∂z ẑ

)
= −iσ١∂ρ − i

σ٢
ηρ
∂φ − i

σ١
ρ

− iσ٣∂z

(١٢٨ . ۴)
آید مͬ در زیر بصورت (١٢٧ . ۴) معادله بازنویسͬ با ٢E)و −M

)
Ψ١ − σ⃗.π⃗Ψ٢ − σ⃗.π⃗Ψ٣ = ٠

−σ⃗.π⃗Ψ١ +MΨ٢ + σ⃗.π⃗Ψ۴ = ٠
−σ⃗.π⃗Ψ١ +MΨ٣ + σ⃗.π⃗Ψ۴ = ٠
σ⃗.π⃗Ψ٢ + σ⃗.π⃗Ψ٣ −

(٢E +M
)
Ψ۴ = ٠

(١٢٩ . ۴)



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ١٠۴
داریم Ψ٢ حسب بر بالا معادلات دستگاه حل با

Ψ١ =
٢σ⃗.π⃗ (Ψ٢)(٢E −M

) ,Ψ٢ = Ψ٣, Ψ۴ =
٢σ⃗.π⃗ (Ψ٢)(٢E +M

) (١٣٠ . ۴)
}و

(σ⃗.π⃗) . (σ⃗.π⃗) + E٢ − M٢
۴
}
Ψ٢ = ٠ (١٣١ . ۴)

}یا
(σ⃗.π⃗) . (σ⃗.π⃗) + E٢ − M٢

۴
}
Ψ٢ =(

π٢ + iσ⃗.π⃗ × π⃗ + E٢ − M٢
۴
)
Ψ٢ =(

−∇٢ − ٢ σ٣
ηρ٢m− σ٣B◦ + E٢ − M٢

۴
)
Ψ٢ = ٠

(١٣٢ . ۴)

فرم تعریف از استفاده با است. کیهانͬ ریسمان زمینه پس در لاپلاسین عمل·ر ∇٢ آن در که
داریم لاپلاسین )صریح

− ∂٢
∂ρ٢ − ١

ρ

∂

∂ρ
+

١
ρ٢
(
σ٣ − m

η

)٢
+
B٢

◦

۴ ρ٢ +B◦

(
σ٣ − m

η

)
−B◦σ

٣ +
M٢
۴ −E٢

)
ψ٢ = ٠

(١٣٣ . ۴)
رابطه از انرژی های تراز

n =
k٣۴√k٢

−
√
k١ + ١
٢ (١٣۴ . ۴)

آن در که آیند مͬ بدست
K١ =

(
σ٣ − m

η

)٢

K٢ = B٢◦۴
K٣ = B◦

(
σ٣ − m

η

)
−B◦σ

٣ + M٢
۴ − E٢

(١٣۵ . ۴)

[١٠٢] باشد مͬ زیر بصورت موج تابع نیز آخر مرحله در

Ψ٢ = Nr
√

k١e−
r٢
٢
√

k٢L
√

k١٢ −١
n

(
r٢√k٢

) (١٣۶ . ۴)

است. لاگر ای جمله چند L

√
k١٢ −١

n و نرمالیزاسیون ثابت N آن در که



١٠۵ برداری پتانسیل حضور در دی‐کͬ‐پی معادله هموردای فرم

پتانسیل حضور در دی‐کͬ‐پی معادله هموردای فرم ٩ . ۴
برداری

نسبیتͬ صفر) ای(اسپین نرده های بوزون برای دی‐کͬ‐پی معادله بررسͬ به قسمت این در
میدان با ها بوزون برداری پتانسیل غیرکمینه۵ برهم΄نش پردازیم. مͬ خمیده زمان فضا در
هندسͬ نواقص توسط شده ایجاد گرانشͬ های میدان اثرات بهتر درک منظور به را گرانشͬ
حضور در را دی‐کͬ‐پی معادله داد. خواهیم قرار ارزیابی مورد ها بوزون انرژی طیف بر
فضا کننده توصیف طول المان کرد. خواهیم حل کرنل و خطͬ غیرکمینه برداری برهم΄نش

کنیم مͬ انتخاب زیر بفرم را زمان
ds٢ = −dt٢ + dr٢ + α٢r٢dϕ٢ + dz٢, (١٣٧ . ۴)

معادله هموردای فرم باشد. مͬ (٠, ١] محدوده در و کاستͬ زاویه پارامتر α = ١−۴µ آن در که
است زیر بصورت ایی نرده های بوزون برای دی‐کͬ‐پی

[iβµ∇µ −M − U ] Ψ(r, t) = ٠. (١٣٨ . ۴)
شود مͬ تعریف زیر بصورت هموردا مشتق و

∇µ = ∂µ + Γµ. (١٣٩ . ۴)
آید مͬ بدست زیر رابطه از جریان بردار چهار

Jµ =
١
٢Ψ̄βµΨ, (١۴٠ . ۴)

است زیر بصورت Jµ جریان چ·الͬ پایستگͬ قانون و
∇µJ

µ +
i

٢Ψ̄(U − η٠U †η٠)Ψ =
١
٢Ψ̄(∇µβ

µ)Ψ (١۴١ . ۴)
باشد مͬ η٠ = ٢β٠β٠ − ١ آن در که شود مͬ تعیین Ψ̄ = Ψ†η٠ بصورت Ψ̄ الحاقͬ اسپیتور
چهار آنگاه بتا های ماتریس و باشد هرمیتͬ η٠ به نسبت U اگر . (η٠βµ)† = η٠βµ که بطوری

اگر بود خواهد ثابت جریان بردار
∇µβ

µ = ٠. (١۴٢ . ۴)
شود مͬ نوشته زیر بصورت دی‐کͬ‐پی معادله غیرکمینه برداری کنش برهم حضور در

[iβµ∇µ −M − i[P, βµ]Aµ] Ψ(r, t) = ٠ (١۴٣ . ۴)
۵ nonminimal



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ١٠۶
تبدیلات تحت Ψ̄[P, βµ]Ψ ترتیب این به )است. P † = P و P ٢ = P)تصویر عمل·ر ،P آن در که
زیر بصورت را بتا ۵ × ۵ های ماتریس .Ψ̄βµΨ مانند کند مͬ عمل بردار ΁ی مثل لورنتس

کنیم مͬ انتخاب

β٠ =

 θ ٣×٠٢
٢×٠٣ ٣×٠٣

 , β⃗ =

 ٢×٠٢ τ⃗

−τ⃗T ٣×٠٣

 ,

θ =

 ٠ ١
١ ٠

 , τ ١ =

 −١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 , τ٢ =

 ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠

 , τ٣ =

 ٠ ٠ −١
٠ ٠ ٠

 .

(١۴۴ . ۴)
اند شده انتخاب زیر بصورت که هستند ها تتراد eµa

eµa =


١ ٠ ٠ ٠
٠ cosφ sinφ ٠
٠ − sinφ

rα
cosφ
rα ٠

٠ ٠ ٠ ١

 . (١۴۵ . ۴)

مͬ زیر بصورت خمیده فضای در بتا یافته تعمیم های ماتریس انتخابی های تتراد به توجه با
باشند

β(٠) = etaβ
a = β٠

β(١) = eraβ
a = βr

βr = cosφβ١ + sinφβ٢

β(٢) = e٢
aβ

a =
βφ

rα

βφ = − sinφβ١ + cosφβ٢

β(٣) = ezaβ
a = β٣ = βz

(۴ . ١۴۶آ)

بود خواهند زیر بصورت آفین های دهنده اتصال و
Γφ = (١ − α)[β١, β٢] (١۴٧ . ۴)
آید مͬ در زیر بصورت دی‐کͬ‐پی معادله ترتیب این ]به

iβ(٠)∂٠ + iβ(١)∂١ + iβ(٢)(∂φ + Γφ)− i
[
P, β(٠)

]
A(٠) − i

[
P, β(١)

]
A(١) −M

]
Ψ(r, t) = ٠

(١۴٨ . ۴)
هم΄نش بر که آنجا از گیریم. مͬ نظر در غیرکمینه جای·ذاری در را شعاعͬ های مؤلفه تنها

E که Ψ(r, t) ∝ eimφeikzze−iEtΦ(r) : نوشت توان مͬ ، است زمان از مستقل



١٠٧ برداری پتانسیل حضور در دی‐کͬ‐پی معادله هموردای فرم
ͷپن اسپینور است. موج عدد kz و مغناطیسͬ کوانتمͬ عدد m اس΄الر، های بوزون انرژی
معادله ترتیب این به نویسیم. مͬ ΦT = (Φ١,Φ٢,Φ٣,Φ۴,Φ۵) بصورت دی‐کͬ‐پی ای مؤلفه

آید مͬ در معادله ͷپن صورت به دی‐کͬ‐پی
rα
(
−MΦ١(r) +

(
E − iA٠(r)

)
Φ٢(r) + kzΦ۵(r)

)
+

i cosφ ((١ − α+ rαAr(r))Φ٣(r)− imΦ۴(r)− rαΦ′٣(r)
)
+

i sinφ (imΦ٣(r) + (١ − α+ rαAr(r))Φ۴(r)− rαΦ′۴(r)
)
= ٠(

E + iA٠(r)
)
Φ١(r)−MΦ٢(r) = ٠

m sinφΦ١(r)−MrαΦ٣(r) + irα cosφ
(
Ar(r)Φ١(r) + Φ′١(r)

)
= ٠

−m cosφΦ١(r)−MrαΦ۴(r) + irα sinφ
(
Ar(r)Φ١(r) + Φ′١(r)

)
= ٠

kzΦ١(r) +MΦ۵(r) = ٠

(١۴٩ . ۴)

داریم Φ١ حسب بر بالا معادلات دستگاه حل با
Φ٢(r) =

E + iA٠(r)
M

Φ١(r)

Φ٣(r) =
m sinφΦ١(r) + i (rαAr(r) cosφΦ١(r) + rα cosφΦ′١(r))

Mrα

Φ۴(r) =
−m cosφΦ١(r) + i (rαAr(r) sinφΦ١(r) + rα sinφΦ′١(r))

Mrα

Φ۵(r) = − kz
M

Φ١(r)

(١۵٠ . ۴)

رسیم مͬ Φ١ مؤلفه حسب بر زیر حرکت معادله به ترتیب این به
Φ′′١(r) + (

α− ١
rα

)Φ′١(r)+(
E٢ − kz

٢ −M٢ − m٢
r٢α٢ +A٠(r)٢ + (

α− ١
rα

)Ar(r)−Ar(r)
٢ +A′

r(r)

)
Φ١(r) = ٠

(١۵١ . ۴)
جای·ذاری با

Φ١ = r
١٢αRn,ℓ(r). (١۵٢ . ۴)

آید مͬ در زیر صورت به (١۵١ . ۴) معادله
Rn,m

′′(r) +
R′

n,m(r)

r
+E٢ − kz

٢ −M٢ −
١۴α٢ + m٢

α٢
r٢ +A٠(r)٢ + (

α− ١
rα

)Ar(r)−Ar(r)
٢ +A′

r(r)

Rn,m(r) = ٠
(١۵٣ . ۴)



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ١٠٨
ریسمان بستر در دی‐کͬ‐پی میدان برهم΄نش کننده توصیف (١۵٣ . ۴) معادله خلاصه بطور

است. Aµ = (A٠, Ar, ٠, ٠) برداری پتانسیل با کیهانͬ

خطͬ برداری برهم΄نش حضور در اس΄الر های بوزون ٩ . ١ . ۴
کنیم مͬ انتخاب زیر بصورت را برداری پتانسیل قسمت این در

A٠ = ηLr, Ar = κLr (١۵۴ . ۴)

آید مͬ در زیر بصورت (١۵٣ . ۴) معادله ترتیب این به
R′′

n,m(r) +
R′

n,m(r)

r
+

(
κ٢ −ϖ٢r٢ − ١ + ۴m٢

۴r٢α٢
)
Rn,m(r) = ٠ (١۵۵ . ۴)

تغییر اعمال با باشند. مͬ ϖ٢ = κL٢ − ηL٢ و κ٢ = E٢ − kz
٢ −M٢ + ٢κL − κL

α آن در که
آید مͬ در زیر بفرم (١۵۵ . ۴) شعاعͬ معادله ،ϖr٢ = ρ متغیر

(ρ
d٢
dρ٢ +

d

dρ
− (

j٢
۴ρ +

ρ

۴ − κ٢
۴ϖ ))Rn,m(ρ) = ٠. (١۵۶ . ۴)

آن در که
j٢ =

١ + ۴m٢
۴α٢ (١۵٧ . ۴)

شود مͬ منجر زیر حل راه به (١۵۶ . ۴) معادله
Rn,m(ρ) = ρ

|j|٢ e−
ρ٢F (ρ) (١۵٨ . ۴)

شود مͬ بازنویسͬ زیر بصورت (١۵۶ . ۴) معادله ترتیب این به
ρF ′′(ρ) + (١ + |j| − ρ)F ′(ρ)− (

١ + |j|
٢ − κ٢

۴ϖ )F (ρ) = ٠ (١۵٩ . ۴)
باشد مͬ هندسͬ فوق توابع فرم به (١۵٩ . ۴) معادله های جواب

Rn,m(ρ) = ρ
|j|٢ e−

ρ٢F ((١ + |j|
٢ − κ٢

۴ϖ ), ١ + j, ρ) (١۶٠ . ۴)
گرفتن نظر در با تنها مقید حالات آرگومان بزرک مقادیر ازای به F (ρ) تابع واگرایی به توجه با
رفتار شعاعͬ های جواب ترتیب این به شود. مͬ حاصل n درجه ای جمله چند صورت به تابع

داشت. خواهند نهایب بی در قبولͬ قابل
١ + |j|

٢ − κ٢
۴ϖ = −n, n = ٠, ١,٢,٣, .... (١۶١ . ۴)



١٠٩ برداری پتانسیل حضور در دی‐کͬ‐پی معادله هموردای فرم
مقادیر ویژه برای انرژی طیف آورد. مͬ فراهم را انرژی طیف شدن کوانتیزه شرط معادله این

آید. مͬ بدست (١۶١ . ۴) معادله از استفاده با مثبت

En,m = ±

√√√√
kz

٢ +M٢ − ٢κL +
κL
α

+ (٢n+ ٢(١ϖ +

√
١ + ۴m٢
α٢ ϖ (١۶٢ . ۴)

١١ . ۴ و ١٠ . ۴ های ش΄ل در ترتیب به n مختلف مقادیر ازای به احتمال چ·الͬ و موج تابع
مͬ میل ΁کوچ های r سمت به نمودار قله n افزایش با شود مͬ مشاهده است. شده ترسیم
ش΄ل در چنانچه است. شده رسم n = ١,٢,٣,۴ برای ١٢ . ۴ ش΄ل در ϖ حسب بر انرژی کند.

یابد. مͬ افزایش n افزایش با انرژی کنیم مͬ مشاهده ١٢ . ۴

با −١GeV ٠٫٠ ≤ r ≤ ۵٫٠ محدوده در n = ١,٢,٣,۴ ازای به Φ١(r) موج تابع :١٠ . ۴ ش΄ل
. kz =M = ١, κL = ١, ω = ١,m = ١, α = ٠٫٩ های پارامتر

٠٫٠ ≤ r ≤ ۵٫٠ محدوده در n = ١,٢,٣,۴ برای |Φ٢|١ احتمال چ·الͬ :١١ . ۴ ش΄ل
.kz =M = ١, κL = ١, ω = ١,m = ١, α = ٠٫٩ های پارامتر با GeV −١



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ١١٠

مختلف های n برای ϖ از تابعͬ صورت به انرژی :١٢ . ۴ ش΄ل

کرنل برداری برهم΄نش حضور در اس΄الر های بوزون ٩ . ٢ . ۴
کنیم مͬ انتخاب زیر بفرم را (١٩٠ . ۴) رابطه در برداری پتانسیل اول مرحله در قسمت این در

A٠ = ξLr −
ξC
r
, Ar = ζLr −

ζC
r

(١۶٣ . ۴)

آید مͬ در زیر فرم به (١۵٣ . ۴) معادله ترتیب این به

Rn,m
′′(r) +

R′
n,m(r)

r
+

(
ζ٢ − r٢ϖ٢ − ١ + ۴m٢ − ۴αζC + ۴α٢ω٢

۴r٢α٢
)
Rn,m(r) = ٠,

(١۶۴ . ۴)
.ω٢ = ζC

٢−ξC٢ ϖ٢و = ζL
٢−ξL٢ ، ζ٢ = E٢−kz٢−M٢+٢ζL− ζL

α −٢ξCξL+٢ζCζL آن در که
آید مͬ در زیر بصورت (١۶۴ . ۴) معادله ،ϖr٢ = ρ متغیر تغییر اعمال با
(ρ
d٢
dρ٢ +

d

dρ
− (

j٢
۴ρ +

ρ

۴ − ζ٢
۴ϖ ))Rn,m(ρ) = ٠. (١۶۵ . ۴)

که
j٢ =

١ + ۴m٢ − ۴αζC + ۴α٢ω٢
۴r٢α٢ (١۶۶ . ۴)

شود مͬ رهنمون زیر جواب به را ما (١۶۵ . ۴) معادله
Rn,m(ρ) = ρ

|j|٢ e−
ρ٢F (ρ) (١۶٧ . ۴)

شود مͬ نوشته زیر بصورت (١۶۵ . ۴) معادله جواب این گرفتن نظر در با
ρF ′′(ρ) + (١ + |j| − ρ)F ′(ρ)− (

١ + |j|
٢ − ζ٢

۴ϖ )F (ρ) = ٠ (١۶٨ . ۴)



١١١ خمیده فضای در گرانشͬ کمان رنگین بررسͬ
باشد مͬ فوق توابع (١۶٨ . ۴) معادله کلͬ حل ترتیب این به

Rn,m(ρ) = ρ
|j|٢ e−

ρ٢F ((١ + |j|
٢ − ζ٢

۴ϖ ), ١ + j, ρ) (١۶٩ . ۴)
چند ΁ب بفرم را تابه این بزرگ های آرگومان ازای به F (ρ)واگرایی به توجه با نیز جا این در

است برقرار زیر شرط ترتیب این به گیریم. مͬ نظر در n درجه ایی جمله
١ + |j|

٢ − ζ٢
۴ϖ = −n, n = ٠, ١,٢,٣, .... (١٧٠ . ۴)

(١٧٠ . ۴) رابطه از مثبت مقادیر ویژه با انرژی طیف است. انرژی شدن کوانتیده شرط این نتیجه
شود. مͬ حاصل

En,m = ±[٢)٢n+ ١)ϖ +

√
١ + ۴m٢ − ۴αζC + ۴α٢ω٢

α٢ ϖ+

kz
٢ +M٢ + ٢ξCξL − ٢ζL +

ζL
α

− ٢ζCζL] ١٢
(١٧١ . ۴)

شود مͬ مشاهده است. شده رسم n = ۵ و n = ١,٢,٣ برای ١٣ . ۴ ش΄ل در α حسب بر انرژی
مختلف مقادیر برای احتمال چ·الͬ و موج تابع یابد. مͬ کاهش α افزایش با انرژی مطلق قدر
چ·الͬ قله شود مͬ مشاهده همچنین اند. شده رسم ١۶ . ۴ و ١۵ . ۴ های ش΄ل در ترتیب به α

کند. مͬ میل ΁کوچ های r سمت به α افزایش با احتمال

kz = M = ١, ζL = ١, ζC = ١,m = ١, ξL = ، α از تابعͬ بصورت انرژی :١٣ . ۴ ش΄ل
مختلف های n برای ،٠٫۶, ξC = ٠٫۶

خمیده فضای در گرانشͬ کمان رنگین بررسͬ ١٠ . ۴
فضازمان برداشتن تاب باعث پرجرم اجرام اینشتین، عام نسبیت نظریه اساس بر
نور) جمله (از است حرکت حال در آن درون که چیزی هر که نحوی به ͬ شوند م



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ١١٢

−١GeV ٠٫٠ ≤ r ≤ ۶٫٠ محدوده در n = ١,٢,٣,۴ برای Φ١(r) موج تابع :١۵ . ۴ ش΄ل
kz =M = ١, ζL = ١, ζC = ١,m = ١, ξL = ٠٫۶, ξC = ٠٫۶, n = ١ های پارامتر با

٠٫٠ ≤ r ≤ ۵٫٠ محدوده در و n = ١,٢,٣,۴ برای |Φ٢|١ احتمال چ·الͬ :١۶ . ۴ ش΄ل
kz =M = ١, ζL = ١, ζC = ١,m = ١, ξL = ٠٫۶, ξC = ٠٫۶, n = های پارامتر با ،−١GeV

.١

در ذرات انرژی به نباید مسیر این می ·وید استاندارد ΁فیزی پیمود. خواهد را منحنͬ مسیری
رخ اتفاق این ۶ رنگین کمانͬ گرانش ایده در اما باشد، وابسته فضازمان میان از حرکت حال

ͬ دهد. م
میدان های یعنͬ ͬ کنند، م درک را متفاوتͬ فضازمان های ͽواق در متفاوت انرژی های با ذرات
آنجایی که از و ͬ شود م تعیین آن بسامد توسط نور رنگ ͬ کنند. م تجربه را مختلفͬ گرانشͬ
رنگ های با (فوتون ها) نور ذرات هستند، متفاوت انرژی های با متناظر متفاوت بسامدهای
ͬ کنند. م حرکت متفاوت اندکͬ مسیرهایی در فضازمان ساختار در خود، انرژی دلیل به متفاوت

۶Rainbow’s gravity



١١٣ خمیده فضای در گرانشͬ کمان رنگین بررسͬ

گرانشͬ کمان رنگین حضور در دی‐کͬ‐پی نوسانگر ١٠ . ١ . ۴
گیریم مͬ درنظر زیر بفرم را طول المان

ds٢ = −dt٢ + dr٢ + α٢r٢dφ٢ + dz٢ (١٧٢ . ۴)
تحت را زمینه پس فضا‐زمان تواند مͬ ذره انرژی کمانͬ، رنگین گرانش چارچوب تحت
΁متری حساسیت و دهد مͬ تغییر را ΁متری فرم انرژی به زمان فضا بستگͬ این دهد، قرار تاثیر

[١٠٣] شود مͬ زیر بفرم جدیدی پراکندگͬ روابط به ذره انرژی به
E٢g٢٠ (

E

Ep
)− p٢g٢١ (

E

Ep
) =M٢. (١٧٣ . ۴)

رنگین توابع g١(x) و g٠(x) توابع باشد. مͬ پلانک انرژی به ذره انرژی نسبت x = E
Ep

آن در که
داریم E → ٠ پایین های انرژی محدوده در که شوند مͬ نامیده کمانͬ

lim
x→٠ gi(x) = ١,i = ٠, ١. (١٧۴ . ۴)

[١٠۵–١٠٣]
ds٢ = − ١

g٢٠ (x)
dt٢ +

١
g٢١ (x)

[dr٢ + α٢r٢dφ٢ + dz٢] (١٧۵ . ۴)

gij =



− ١
g٠(x)٢ ٠ ٠ ٠
٠ ١

g١(x)٢ ٠ ٠
٠ ٠ α٢r٢

g١(x)٢ ٠
٠ ٠ ٠ ١

g١(x)٢


(١٧۶ . ۴)

صورت به که دهیم قرار بررسͬ مورد را شده پذیرفته کمانͬ رنگین تابع سه داریم قصد اینجا در
باشند مͬ زیر

g٠(x) = g١(x) =
١

١ − εx
(١٧٧ . ۴)

g٠(x) = ١, g١(x) =
√١ − εx٢ (١٧٨ . ۴)

g٠(x) = eεx − ١
εx

, g١(x) = ١ (١٧٩ . ۴)



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ١١۴
گرانشͬ کمان رنگین حضور در را دی‐کͬ‐پی نوسانگر داریم قصد توایع این از استفاده با
زمان فضا این در دی‐کͬ‐پی معادله دهیم. قرار بررسͬ مورد (١٧۵ . ۴) ΁متری به توجه با

باشد مͬ زیر بصورت
(iβµ (x)∇µ −M)Ψ (x) = ٠. (١٨٠ . ۴)

آید مͬ بدست زیر رابطه از وردا هم مشتق و
∇µ = ∂µ + Γµ (x) (١٨١ . ۴)

هستند آفین اسپینͬ های دهنده اتصال Γµ

Γµ =
١
٢ωµab

[
βa, βb

]
. (١٨٢ . ۴)

باشند مͬ مینکوفس΄ͬ فضای در کمر های ماتریس βa های ماتریس
βµ = eµaβ

a (١٨٣ . ۴)
آیند مͬ بدست زیر روابط از که هستند آفین اسپینͬ های دهنده اتصال ω a

µ b و
ω a
µ b = eρae

b
υΓ

υ
µρ − eυa∂µe

b
υ. (١٨۴ . ۴)

شوند مͬ انتخاب زیر بصورت تتراد، ، eµa های ماتریس

eaµ =


١

g٠(x) ٠ ٠ ٠
٠ ١

g١(x) ٠ ٠
٠ ٠ rα

g١(x) ٠
٠ ٠ ٠ ١

g١(x)

 , eµa =


g٠(x) ٠ ٠ ٠

٠ g١(x) ٠ ٠
٠ ٠ g١(x)

rα ٠
٠ ٠ ٠ g١(x)

 (١٨۵ . ۴)

باشد مͬ زیر بصورت اسپینͬ دهنده اتصال صفر غیر های مؤلفه و
ω١٢
φ = −ω٢١

φ = α. (١٨۶ . ۴)
کنیم مͬ انتخاب زیر بصورت را بتا ۵ × ۵ های ماتریس

β٠ =

 θ ٣×٠٢
٢×٠٣ ٣×٠٣

 , β⃗ =

 ٢×٠٢ τ⃗

−τ⃗T ٣×٠٣

 ,

θ =

 ٠ ١
١ ٠

 , τ ١ =

 −١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 , τ٢ =

 ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠

 , τ٣ =

 ٠ ٠ −١
٠ ٠ ٠

 .

(١٨٧ . ۴)



١١۵ خمیده فضای در گرانشͬ کمان رنگین بررسͬ
خمیده زمان فضا در بتا های ماتریس (١٨۵ . ۴) معادله در شده انتخاب های تتراد به توجه با

باشند مͬ زیر بصورت
βt = etaβ

a = g٠β٠

βr = eraβ
a = g١β١

βφ = e٢
aβ

a =
g١β٢
rα

βz = ezaβ
a = g١β٣

(۴ . ١٨٨آ)

توسط دی‐کͬ‐پی نوسانگر است. شده داده (١٨٧ . ۴) معادله توسط βa های ماتریس
شود مͬ معرفͬ زیر کمینه غیر جای·زینͬ

١
i
∇⃗α → ١

i
∇⃗α − iMωη٠r⃗ (١٨٩ . ۴)

است زمان از مستقل برهم΄نش که آنجا از باشد. مͬ بوزون جرم ،M و نوسانات فرکانس ω
کوانتمͬ عدد m ، اس΄الر های بوزون انرژی E ،Ψ(r, t) ∝ eimφeikzze−iEtΦ(r) نوشت توان مͬ
ΦT = بصورت را دی‐کͬ‐پی ای مؤلفه ͷپن اسپینور باشد. مͬ موج عدد kz و مغناطیسͬ
معادله ͷپن صورت به دی‐کͬ‐پی معادله ترتیب این به گیریم مͬ نظر در (Φ١,Φ٢,Φ٣,Φ۴,Φ۵)

آید مͬ در زیر
−rαMΦ١(r) + Eg٠(x)rαΦ٢(r) + g١(x)mΦ۴(r)+
g١(x)α

(i(−١ + r٢Mω
)
Φ٣(r) + r

(
kzΦ۵(r)− iΦ′٣(r)

))
= ٠

Eg٠(x)Φ١(r)− MΦ٢(r) = ٠
g١(x)rMωΦ١(r) + iMΦ٣(r) + g١(x)Φ′١(r) = ٠
−g١(x)mΦ١(r)− rαMΦ۴(r) = ٠
g١(x)kzΦ١(r) + MΦ۵(r) = ٠

(١٩٠ . ۴)

داریم Φ١ حسب بر بالا معادلات دستگاه حل با
Φ٢(r) =

Eg٠(x)Φ١(r)M
Φ٣(r) =

i (g١(x)rMωΦ١(r) + g١(x)Φ′١(r)
)

M
Φ۴(r) = −g١(x)mΦ١(r)

rαM
Φ۵(r) = −g١(x)kzΦ١(r)M

(١٩١ . ۴)

ادامه در و کنیم مͬ استفاده را (١٧٧ . ۴) در شده معرفͬ کمانͬ رنگین تایع سه ادامه در
گیریم. مͬ نظر در را kz = z = ٠ فرض محاسبات



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ١١۶
g٠(x) = g١(x) = ١١−εx

اول: حالت
دی‐کͬ‐پی اسپیتور اول مؤلفه برای زیر حرکت معادله به معادله(۴ . ١٩١) در جای·زاری با

رسیم مͬ

Φ′′١(r) +
Φ′١(r)
r

+(
E٢ − (١ − xε)

٢M٢
+ ٢Mω − m٢

r٢α٢ − r٢M٢
ω٢
)
Φ١(r) = ٠

(١٩٢ . ۴)

آید مͬ در زیر صورت به (١٩٢ . ۴) معادله ،Mωr٢ = ρ متغیر تغییر اعمال با
(ρ
d٢
dρ٢ +

d

dρ
− (

j٢
۴ρ +

ρ

۴ − κ٢
۴Mω

))ϕ(ρ) = ٠. (١٩٣ . ۴)
آن در که

j٢ =
m٢
α٢ (١٩۴ . ۴)

κ٢ = E٢ − (١ − xε)
٢
M٢ + ٢Mω (١٩۵ . ۴)

شود مͬ رهنمون زیر حل به (١٩٣ . ۴) معادله
ϕ(ρ) = ρ

|j|٢ e−
ρ٢F (ρ) (١٩۶ . ۴)

آید درمͬ زیر صورت به (١٩٣ . ۴) معادله ترتیب این به
ρF ′′(ρ) + (١ + |j| − ρ)F ′(ρ)− (

١ + |j|
٢ − κ٢

۴Mω
)F (ρ) = ٠ (١٩٧ . ۴)

هستند هندسͬ فوق توابع صورت به (١٩٧ . ۴) معادله های جواب
ϕ(ρ) = ρ

|j|٢ e−
ρ٢F ((١ + |j|

٢ − κ٢
۴Mω

), ١ + j, ρ) (١٩٨ . ۴)
درجه ایی چندجمله بصورت را آن بزرگ، های ρ در F (ρ) تابع واگرایی به توجه با نیز اینحا در
دارند. نهایت بی در قیولͬ قابل رفتار شعاعͬ های جواب ترتیب این به گیریم. مͬ نظر در n

شود مͬ حاصل زیر قید منظور این به
١ + |j|

٢ − κ٢
۴Mω

= −n, n = ٠, ١,٢,٣, .... (١٩٩ . ۴)
زیر صورت به مورد این در انرژی صریح شود.فرم مͬ منجر انرژی شدن کوانتیزه به شرط این

است

E = ±

√
١
ω٢ + ۴n

Mω +
٢|mα |
Mω − ۴nε٢M

EP
٢ω − ٢|mα |ε٢M

EP
٢ω + εM

EPω

− ١
Mω + ε٢M

EP
٢ω

(٢٠٠ . ۴)



١١٧ خمیده فضای در گرانشͬ کمان رنگین بررسͬ
دی‐ فرکانس نسبت حسب بر پلانک انرژی واحد در ١٧ . ۴ ش΄ل در حالت این در انرژی طیف

است شده رسم کاستͬ زاویه مختلف مقادیر ازای به پلانک انرژی واحد در کͬ‐پی

برای M
EP

= ٠٫٨; ε = ١;m = ١;n = ١; های پارامتر با ω
Ep

حسب بر انرژی :١٧ . ۴ ش΄ل
مختلف های α

g٠(x) = ١, g١(x) =
√١ − εx٢ : دوم: حالت

اسپینور اول مؤلفه حسب بر زیر حرکت معادله به رابطه(۴ . ١٩١) در جای·ذاری و انتخاب این با
رسیم مͬ دی‐کͬ‐پی

Φ′′١(r) +
Φ′١(r)
r

+(
E٢ −M٢
١ − εx٢ + ٢Mω − m٢

r٢α٢ − r٢M٢ω٢
)
Φ١(r) = ٠

(٢٠١ . ۴)

با را κ٢ باید اما باشد مͬ هندسͬ فوق تابع نیز آن جواب که

κ′
٢
=
E٢ −M٢
١ − εx٢ + ٢Mω (٢٠٢ . ۴)

رسیم مͬ انرژی برای زیر عبارت به ترتیب این به کنیم. جای·زین

E = ±

√
E٢

PM
٢ + ۴nE٢

PMω + ٢E٢
P

∣∣m
α

∣∣Mω√
E٢

P + ۴nεMω + ٢εMω ∣∣mα ∣∣ (٢٠٣ . ۴)

است. شده رسم کاستͬ زاویه مختلف مقادیر برای ω
Ep

حسب بر E
Ep

١٨ . ۴ ش΄ل در



خمیده زمان فضا در برداری و اس΄الر های بوزون بررسͬ ١١٨

M
Ep

= ٠٫٨; ε = ١;m = ١;n = ١; های پارامتر با ω
Ep

حسب بر انرژی :١٨ . ۴ ش΄ل

g٠(x) = eεx−١
εx , g١(x) = ١ سوم: حالت

اول مؤلفه برای دی‐کͬ‐پی نوسانگر حرکت معادله بالا فرم به کمانͬ رنگین تابع انتخاب با
آید مͬ در زیر بصورت دی‐کͬ‐پی اسپینور

Φ′′١(r) +
Φ′١(r)
r

+(
(١ − eεx)

٢
E٢

(εx)٢
−M٢ + ٢Mω − m٢

r٢α٢ − r٢M٢
ω٢
)
Φ١(r) = ٠

(٢٠۴ . ۴)

که تفاوت این با است هندسͬ فوق توابع صورت به قیل مورد دو مانند نیز بالا معادله این حل
آن در

κ′′
٢
=

(١ − eεx)
٢
E٢

(εx)٢
−M٢ + ٢Mω (٢٠۵ . ۴)

آوریم مͬ بدست حالت این در انرژی برای را زیر عبارت ترتیب این به

٢n−

 (eεx−١)٢E٢
ε٢x٢ −M٢

٢Mω
+

∣∣∣m
α

∣∣∣ = ٠ (٢٠۶ . ۴)

است. شده رسم ١٩ . ۴ ش΄ل در حالت این در انرژی طیف



١١٩ خمیده فضای در گرانشͬ کمان رنگین بررسͬ

M
Ep

= ٠٫٨;m = ١;n = ١; ε = ١ های پارامتر با ω
Ep

حسب بر انرژی :١٩ . ۴ ش΄ل





۵ فصل
گیری نتیجه

فردی به منحصر پیوند موجودات این که گفت باید هندسͬ نواقص مطالعه ضرورت به ͺپاس در
جهان تکامل بر شدت به توانند مͬ آنها این، بر علاوه کنند. مͬ برقرار جهان آغاز ΁فیزی با
بخشͬ آنها مطالعه شوند، مͬ تش΄یل همواره آنها که این به توجه با بنابراین گذارد. مͬ تاثیر
΁فیزی در فضا‐زمان اثر است. اولیه جهان فهم برای جدی های تلاش از ناپذیر اجتناب
برانگیز بحث و جدید موضوعاتͬ فضا‐زمان، ساختار در کوانتومͬ ΁فیزی اثر یا، و کوانتومͬ
توجه مورد مساله این ذرات، ΁فیزی و کوانتومͬ های سیستم توصیفات بیشتر در باشند. مͬ
ساختار خمیدگͬ اثر و ایت شده گرفته نظر در مینکوفکس΄ͬ ͹مسط فضای و است نگرفته قرار
گرفته صورت بررسͬ در منظور این به است. نشده گرفته درنظر حرکت معادلات در فضا‐زمان
تاثیر و محاسبه ذرات انرژی طیف شد. مطالعه مختلف های ΁متری در ذرات دینامی΄ͬ رفتار
شد مشاهده شد. بررسͬ ترمودی΄ͬ خواص و انرژی طیف و موج تابع در زمان فضا خمیدگͬ
در که باشد مͬ زمان فضا خمیدگͬ میزان از متاثر فرمیون یا بوزون از اعم ذرات انرژی طیف
و بوزونͬ های سیستم انرژی بر زمان فضا خمیدگͬ تاثیر است. نهفته α کاستͬ زاویه پارامتر
نسبیتͬ ذرات برای شد مشاهده و گرفت قرار بررسͬ مورد آنها موج توابع همچنین و فرمیونͬ
موج تابع همچنین کند مͬ میل کمتر های انرژی سمت به انرژی طیف α پارامتر افزایش با
خمیده زمان فضا در ها سیستم این ترمودینامی΄ͬ خواص همچنین شود. مͬ متمایل مبدا به
مͬ نشان نتایج هم΄نشͬ بر غیر نسبیتͬ ذرات شامل سیستم ΁ی در گرفت. قرار مطالعه مورد

آزاد انرژی α پارامتر افزایش با دهد
١٢١



گیری نتیجه ١٢٢
حدی مقدار ΁ی تا گرمایی ظرفیت اما یابند مͬ کاهش آنتروپی و میانگین انرژی هلمهولتز،

ماند. مͬ ثابت سپس و یافته افزایش
نواقص وجود بر علاوه زمان فضا ΁متری بر مؤثر عوامل دریافتیم گرفته صورت بررسͬ در
مختلف ذرات چنانکه باشد. نیز سیستم در موجود های کنش هم بر از متاثر تواند مͬ هندسͬ
با ها کوارک مثال عنوان به گیرند. قرار زمان فضا تاثیر تحت توانند مͬ متفاوت ای گونه به
تاثیر و کنند مͬ درک خمیده بصورت را فضازمان ی΄دی·ر از ناشͬ قوی گلئون میدان به توجه
سازد. مͬ متاثر را ها آن بر حاکم نسبیتͬ معادلات و شده ظاهر ΁متری در کنش هم بر این
و شده بررسͬ هادرون نظیر کوارکͬ سیستم ΁ی در کنش هم بر این تاثیر نمونه عنوان به
به نیاز بدون طبیعͬ بصورت کوارک شدگͬ محبوس که است این آمده بدست که جالبی نتیجه
نیز نوترون و پروتون مغناطیسͬ گشتاور همچنین کند. مͬ پیدا بروز کننده محدود پتانسیل
بررسͬ ضرورت نتایج این دارد. تجربی مقادیر با خوبی توافق نتایج این که گردیده محاسبه
را سیستم بر زمان فضا هندسه تاثیر مطالعه و جدید ساختار این در نسبیتͬ های سیستم مجدد
مختلف، نسبیتͬ های سیستم به موجود نظریه توسعه ضمن دارد جا کند. مͬ ناپذیر اجتناب
علاوه که هایی ΁متری کنیم. بررسͬ متفاوت های ΁متری با های زمان فضا ساختار در را آنها

ب·یرد. بر در را است پیچش و خمش شامل که تری کلͬ حالات زمان فضا خمیدگͬ بر
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Aabstract

The study of relativistic particles in space-time of topological defects has been developing research
field. The analysis of the influence of the spacetime produced by topological defects on the energy
spectrum of the particles, has been considered under both non- relativistic and relativistic points
of view. According to the modern concepts of theoretical physics, different types of topological
defects may be produced by the vacuum phase transition in the early Universe. These include
domain walls, cosmic strings and monopoles. Among them, cosmic strings seem to be the best
candidates to be considered and is one of the most important examples of topological defects. Re-
cently, several examples of studies in a space-time with a cosmic string were done revealing the
role played by this topological defect in curved space-time. Our intention now is to extend these
studies to consider this dynamics in general background of curved space time. So we introdice
different curved space time such as cosmic string, Fermi-walker, spining cosmic string, space time
with noninertial effect, space time with spherical symmetry. We consider the effect of these space
time on both non- relativistic and relativistic particles described by Dirac equation for spin half
particles ,DKP equation for spin 0 and 1 particles in these kind of curved space-time.

Keywords: topological defects, cosmic strings, DKP equation, Dirac equation,noninertial effect.
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