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  چکیده

   توسعه روز افزون علوم بشري و نیازهاي انسان، او را ملزم به پیشبرد صنعت و تکنولوژي پا به پاي 

اذهان باشند که هاي انسان میکامپیوترها و ابزار محاسباتی یکی از نیاز. علوم جدید کرده است

اندرکاران هر روزه سعی بر این دارند متخصصین و دانشمندان را همیشه درگیر خود کرده است و دست

ها ظهور مکانیک کوانتمی و کارایی آن در بسیاري از حوزه. ها را عرضه کنندتري از آنکه نوع پیشرفته

واص منحصربفرد آن در ، بسیاري از دانشمندان را برآن داشت که از خ...مانند  فیزیک، شیمی و 

زیرا با گسترش مکانیک کوانتمی در این شاخه از تکنولوژي و ساخت . کامپیوترها استفاده کنند

ها را به شکل قابل توجهی بهینه کرد که به هیچ عنوان توان این سیستمکامپیوترهاي کوانتمی می

  .باشدهاي کلاسیکی نمیقابل مقایسه با سیستم

دارد که تحقیقات در زمینه مکانیک کوانتمی و کاربرد آن در ده لازم می     نیازهاي اشاره ش

هایی از مفاهیم فیزیکی در این اینجا سعی داریم به گوشه. کامپیوترها روز به روز ادامه یابد

  .کامپیوترهاي کوانتمی، هر چند به طور مختصر بپردازیم

در این رساله ابتدا در . یکی و کوانتمی دارد     تئوري اطلاعات اهمیت بنیادین در کامپیوترهاي کلاس

در . کنیمفصل اول در مورد ارتباط تئوري اطلاعات با مفاهیم فیزیکی به ویژه انرژي و کار صحبت می

فصل دوم به تئوري اطلاعات کلاسیکی پرداخته و به ویژه اطلاعات شانون و خواص آنرا که نقش 

در فصل سوم در مورد تئوري اطلاعات . ر خواهیم گذراندمهمی در کامپیوترهاي کلاسیکی دارد، از نظ

کوانتمی صحبت کرده و آنتروپی فون نیومن را به عنوان مؤثرترین رابطه این مبحث مورد توجه قرار 

در فصل چهارم به . کنیمداده و خواص و کاربردهاي آن را هر چند به شکلی مختصر ارائه می

هاي ت در کامپیوترهاي کوانتمی شده اشاره کرده و رابطهکردن اطلاعاپیشنهادهایی که براي کمی

همچنین در انتهاي فصل چهارم به . کنیممفروض اتخاذ شده را با آنتروپی فون نیومن مقایسه می

هاي دو حالتی پرداخته سطحی نسبت به سیستمهاي سهحالتی یا سیستمهاي سهکارایی بهتر سیستم

  .   کنیمها را بیان میین سیستمهاي استفاده از او بعضی از مزیت
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  مقدمه

اگرچه در دید . باشند حوزه فیزیک و علوم کامپیوتر میانرژي و اطلاعات موضوعاتی اساسی در    

دهد که موضوعاتی رسند ولی جستجوي بیشتر نشان میارتباط به نظر مینخست این مفاهیم کاملاً بی

بنابراین در این فصل رابطه بین انرژي و اطلاعات . کاملاً وابسته بوده و ارتباطی جدا نشدنی دارند

کیف آن روشن  و د بحث قرار گرفته و تا حدودي مزایاي این  ارتباط و کممور)  آنتروپی و اطلاعات(

  .  شودمی

  بین دو مفهوم انرژي و اطلاعات هاي تعیین کننده رابطۀ اولین گام-1-1

  ارادوکس شیطانک ماکسولپ 1-1-1

روع شود که بحث رابطه بین انرژي و اطلاعات از پارادوکس شیطانک ماکسول شگاهی گفته می    

 ماکسول نخستین کسی بود که به ارتباط بین انرژي و اطلاعات و یا به عبارتی آنتروپی و. شده است

در واقع او با طرح یک آزمایش فکري، معروف به شیطانک ماکسول متوجه سرشت . اطلاعات پی برد

- کسول جعبهما. اي بین آنتروپی و اطلاعات شدآماري قانون دوم ترمودینامیک و همچنین وجود رابطه

شد، در حکم مدل اي حاوي گاز را که درون این جعبه به وسیلۀ دیواري به دو بخش تقسیم می

او ابتدا اجازه داد که دما و فشار در هر دو قسمت جعبه برابر شوند شکل . آزمایش خود معرفی کرد

دش با یک سپس بر روي این دیوار در بدون وزن کوچکی در نظر گرفت که به گفتۀ خو]. 3 [)1-1(

سازي سیستم مورد نظر و باز کردن در مشاهده کرد ماکسول بعد از آماده. شدشیطانک باز و بسته می

توانند از در فرضی عبور کنند اما شوند میکه ذراتی که با سرعت از سمت چپ به دیواره نزدیک می

توانستند شد و نمیشدند، در باز نمیبراي ذراتی که به آهستگی از سمت چپ به دیوار نزدیک می

شدند رفتار معکوسی این در مذکور در برابر ذراتی که از راست به دیوار نزدیک می بر علاوه. عبور کنند

شدند اجازة عبور داده ولی یعنی به ذراتی که به آهستگی به دیوار نزدیک می. داداز خود نشان می

دما در کل جعبه یکسان بوده است اما در پایان اگرچه در ابتدا . ماندتر بسته باقی میبراي ذرات سریع

بنابراین آنتروپی . باشد ثابت شده و دماي سمت راست بیشتر از دماي سمت چپ میهاي دماییتفاوت
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در واقع ذرات سریعتر در سمت راست جعبه و ذرات کندتر در . کل سیستم کاهش پیدا کرده است

بنابراین آشکارا . باشدتر از سمت چپ میشوند، پس در سمت راست دما بالاسمت چپ جمع می

-  را نقض می1این رفتار ظاهراً قانون دوم ترمودینامیک. شیطانک نظمی را در سیستم ایجاد کرده است

 قرار Tآید که شیطانک گرماي منبعی را که در دماي یکنواخت چون این اینگونه به نظر می. کند

افتد و جواب مناسبی بعداً نشان داده شد که چنین تناقضی اتفاق نمی. کرده استداشته به کار تبدیل 

البته ماکسول پذیرفت که شیطانک و درِ بدون وزن وجود ندارد، ولی . براي این رفتار شیطانک ارائه شد

  .کنندة در نظر گرفتتوان یک شکاف خیلی کوچک روي دیوار تفکیکتذکر داد که می

بتواند ذرات را به  جالب آزمایش فکري ماکسول این است که شیطانکش براي آنکهیک جنبۀ خیلی     

شیطانک اطلاعاتی دربارة سرعت ذرات . این شکل مرتب کند از اطلاعاتی استفاده کرده است

یعنی . [1]دهد که در را براي عبور باز کند یا نهشونده کسب کرده و از این طریق تشخیص می نزدیک

سرانجام بعد از اینکه ذرات مرتب . دهدع به سیستم آنتروپی سیستم را کاهش میکسب اطلاعات راج

توان دیوار شدند و ذرات سریعتر در سمت راست و ذرات کندتر در سمت چپ جمع شدند می

در طی این . کننده را به کناري کشید و اجازه داد که گازهاي گرم و سرد مخلوط شوند تفکیک

مقصود از  .[1]شودیابد و اطلاعات راجع به سیستم کم می افزایش میسازي آنتروپی سیستممخلوط

نظمی سیستم توان این گونه گفت که هرچه بیپس می. آنتروپی سیستم بی نظمی سیستم است

     بیشتر باشد اطلاعات لازم براي شناخت کامل سیستم بیشتر بوده و ناآگاهی راجع به سیستم بیشتر

جع به سیستم و افزایش دانش دربارة آن، لازم است که آنتروپی سیستم براي کم کردن ناآگاهی را

 2لانداوو به کمک اصل  .کاهش داده شود، یا به عبارتی سیستم به سمت حالتی منظم پیش برده شود

تري براي این عمل شیطانک ارائه داد و رابطۀ بین آنتروپی و توان توضیحات مناسب و کاملمی

  ].2[است

                                                
1 .آنتروپی سیستم همواره در حال افزایش استکند که  این قانون بیان می   
2 Landauer 



4  

  

م کردن ناآگاهی راجع به سیستم و افزایش دانش دربارة آن، لازم است که آنتروپی سیستم      براي ک

 3لانداوو به کمک اصل  .کاهش داده شود، یا به عبارتی سیستم به سمت حالتی منظم پیش برده شود

تري براي این عمل شیطانک ارائه داد و رابطۀ بین آنتروپی و توان توضیحات مناسب و کاملمی

در زیر دربارة این اصل و کاربرد آن در حل پارادوکس شیطانک . عات را به خوبی بررسی کرداطلا

  .شودماکسول  به طور مختصر صحبت می

  ؛لانداوو اصل 1-1-2

هاي متفاوتی براي حل این پارادوکس ارائه هاي زیادي پیش آورد و روش     شیطانک ماکسول بحث

هاي انجام گرفته، گیري که شیطانک مقداري انرژي براي اندازهاي معتقد بودند در آغاز عده.گردید

توان بدون گیري را می و لانداوو قادر بودند نشان دهند که روند اندازه4اگرچه بنت. صرف کرده است

ها به این نتیجه آن. صرف انرژي نیز انجام داد و سرانجام توانستند پاسخی براي پارادوکس پیدا کنند

اش محدود است گیري باید در حافظه شیطانک ذخیره شود و چون حافظهیج اندازهرسیدند که نتا

  . هاي جدید انجام دهدگیريدرنهایت باید آنرا پاك کند تا بتواند اندازه
                                                
3 Landauer 
4  Bennet  

وسیله یک رشته دودویی نمایش داده شده حافظه شیطانک به. طرح نمادین پارادوکس شیطانک ماکسول). 1-1(شکل 
.کندها را ذخیره میعیت و سرعت مولکولاش از موقگیرياست که نتیجه اندازه  
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رود که هرگاه یک بیت از اطلاعات پاك شود مقداري انرژي وارد محیط شده و هدر می: لانداوواصل 

Bkحداقل برابر  lnT توان گفت بنابراین می. باشد دماي محیط میT ثابت بولتزمن وBk.باشد می2

Bkکه آنتروپی محیط به اندازة lnT   . افزایش پیدا کرده است2

 براي پاك کردن اطلاعاتی      بنابراین کاهش آنتروپی گاز با افزایش آنتروپی شیطانک همراه است و

بنابراین بر طبق . گیري کسب کرده باید مقداري انرژي در محیط هدر رودکه شیطانک در فرایند اندازه

  .گیري نیست بلکه ناشی از پاك کردن اطلاعات است مصرف انرژي ناشی از اندازهلانداوواصل 

  رابطه پاك کردن اطلاعات و انجام کار -1-1-3

فرض کنید اطلاعات در حالت یک سیستم . باشد مفید میلانداووراي شرح اصل      مثال زیر ب

. مثلاً ممکن است یک بیت اطلاعات را با یک تک مولکول در جعبه تجسم کنیم. فیزیکی ذخیره شود

 راست جعبه  و اگر در سمتoبنا بر قرارداد اگر مولکول در سمت چپ جعبه باشد، مقدار بیت برابر با 

- توان حتی براي یک مولکول نیز بههاي ترمودینامیکی را میقانون. باشد می1باشد، مقدار بیت برابر با 

 :در ترمودینامیک داریم. کار برد

)1-1(  d E L Qδ δ= +  

 میزان گرمایی است که جذب گاز Qδ کار انجام شده روي گاز و Lδژي درونی گاز، تغییر انرdEکه 

تغییر حالتی چنان آهسته که بتوان حین آن سیستم را (اگر یک تغییر حالت شبه پایا . شده است

  :توان نوشتدر نظر بگیریم، می) همواره در حال تعادل فرض کرد

)1-2(  Qd S
T

δ
=  

dکه  S دماي کنیم که جعبه در تماس گرمایی با حمام گرما درمیفرض . باشدمی تغییر آنتروپی گاز 

Tاگر پیستون به . )2-1 (کنیم شکلون اصطکاك فشرده می قرار دارد و گاز را با یک پیستون بد

  :آیددست می جابجا شود کار انجام شده روي گاز از رابطه زیر بهxdاندازه 

)1-3(  L Fd x p Adx p d Vδ = − = − = −  
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البته چون ما . باشد حجم گاز میV سطح پیستون وA فشار گاز،p نیروي گاز روي پیستون، Fکه

- متوسط. تنها یک مولکول داریم مفاهیمی مانند فشار و نیرو باید در زمان متوسط در نظر گرفته شوند

- ا در نظر میاینجا تغییر حالتی ر. گیردگیري روي تعداد زیاد برخورد مولکول با پیستون، انجام می

  :گیریم آل را در نظر میمعادله حالت براي گاز ایده. گیریم که حجم گاز نصف حالت اولیه شود

   BkpV N T=   )1-4(  

N1در اینجا(باشد هاي گاز می تعداد مولکول=N(به توان کار انجام شده روي گاز را، پس می 

  :صورت زیر محاسبه کرد

)1-5(  B
B

k k ln
V V

V V

TL p dV dV T
V

′ ′= − = − =
′∫ ∫

2 2
2  

  چون سیستم در تماس گرمایی با حمام. انددما در نظر گرفته شدهتوجه کنید که در اینجا تبدیلات هم

بنا به قانون بنابراین . کند زیرا دما ثابت استباشد، انرژي درونی گاز تغییر نمی میT گرما در دماي

-  کار انجام شده روي گاز به گرماي تلف شده در محیط تبدیل می،)1-1(معادلهاول ترمودینامیک، 

LQ: شود ∆Qبه این دلیل که گرما هدر رفته و جذب نشده است، . ∆=− <oتغییر در . باشد می

  .آیددست میزیر بهآنتروپی گاز از معادلۀ 

)1-6(  
Bk lnQ LS

T T
∆ −

∆ = = = − 2  
، زیرا پس از متراکم کردن حجم قابل دسترس مولکول و بنابراین تعداد o<∆S در اینجا 

شود در حالی که آنتروپی آنتروپی سیستم کم می. یابدهاي قابل دسترس کاهش میمیکروحالت

∆+∆≤oیابد، داریم هرگز کاهش نمیچون آنتروپی کل جهان. یابدمحیط افزایش می envSS . بنابراین  

. فشرده کردن گاز تک مولکولی به وسیله پیستون)2-1(شکل  
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env Bk lnS∆ ≥   اي از کنیم یک پیام دودویی با دنبالهحال فرض می.  در توافق استلانداوو که با اصل 2

.هاي تک مولکولی مشترك با رشتۀ دودوییاي از جعبهدنباله). 3-1(شکل   
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بسته به اینکه . کندهر جعبه یک بیت از اطلاعات را ذخیره می. هاي تک مولکولی ذخیره شودجعبه

). 3-1(دهیم شکل  را به آن نسبت می1 یا oولکول در چپ یا راست جعبه باشد به ترتیب حالت م

اطلاعات نهفته در پیام باید با انرژي لازم براي پاك کردن : حال باید اعتبار جملۀ زیر نشان داده شود

پیش از هر چیز باید .  به سمت چپ یا راست جعبه برابر باشدهاپیام یعنی حرکت دادن همۀ مولکول

- در اینجا محتواي اطلاعاتی را به شکل مقدار اطلاعاتی تعریف می. محتواي اطلاعاتی پیام تعریف شود

اي از بنابراین اطلاعات اندازه. کنیمدهندة پیام کسب می هاي تشکیلکنیم که با فهمیدن مقادیر بیت

دست ها را بدانیم هیچ اطلاعات بیشتري از پیام بهاگر ما مقدار بیت. باشد پیام میناآگاهی ما دربارة

باشد و بر طبق جملۀ بالا هیچ شود برابر صفر میآوریم، در این مورد اطلاعاتی که پیام شامل مینمی

 دادن دهیم که واقعاً هیچ کاري براي قراردر زیر نشان می. شوداي صرف پاك کردن پیام نمیانرژي

حالت هر بیت روي صفر لازم نیست و تنها کافی است مولکول را درون جعبه کوچکتري که در جعبه 

هیچ کاري براي انجام . به چپ انتقال دهیم) 4-1(اولیه قرار دارد حبس کنیم و آن را همانند شکل 

خورد و باز میهاي داخلی چپ و راست جعبه براین عمل لازم نیست زیرا  مولکول به کرات به دیواره

تنها در موردي که از پیش موقعیت مولکول را ندانیم، . شودگردد و جعبه به سمت راست رانده میمی

Bkهمانند مورد تک مولکولی، باید حجم گاز را نصف کنیم، این عمل به کاري برابر  lnL T=  نیاز 2

اطلاعاتی گاز صفر نیست و براي پاك کردن آن در این مورد محتواي . دارد که باید روي گاز انجام شود

  ].3[باید انرژي مصرف کنیم

  

.يروشی براي انتقال یک مولکول به سمت چپ جعبه بدون مصرف انرژ). 4-1(شکل  
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    استخراج کار از اطلاعات-1-2

. طراحی کرد این مثال را بنت.  مثال زیر براي درك بهتر رابطۀ بین انرژي و اطلاعات آموزنده است

. اشین استفاده کردحکم سوخت براي حرکت م توان دروي با این مثال نشان داد که از اطلاعات می

 قرار دارد و نواري ساخته شده از Tفرض کنید گاري بارکشی در تماس با حمام گرمایی در دماي

اگر از ابتدا موقعیت چپ یا . )5-1(هاي تک مولکولی از آن عبور کرده است، شکلاي از جعبهرشته

براي این هدف تنها کافی .  گاري کار استخراج کنیمتوانیم براي حرکتها را بدانیم میراست مولکول

نشان داده شده است اگر ) 6-1(طور که در شکل همان. است پیستونی را در وسط هر جعبه وارد کنیم

تواند به سمت راست حرکت کند ولی اگر مولکول در مولکول در سمت چپ جعبه باشد پیستون می

 قرار دارد، از Tچون تمام سیستم در دماي. کندسمت راست جعبه باشد پیستون به چپ حرکت می

Bkهر جعبه کار  lnL T=  بیتی داشته باشیم کار کل Nاگر یک نوار. باشد قابل استخراج می2

Bk lnN T که نوار از کنیم زمانیتأکید می. توان از آن استفاده کرد است و براي جابجایی گاري می2

-  باشند، پس محتواي اطلاعاتی رشتهVتوانند هر جایی درون حجمها میآید مولکولگاري بیرون می

از طرف . ها کاملاً از بین رفته و در حکم سوخت براي حرکت گاري استفاده شده استاي از جعبه

. توان کار مفیدي استخراج کردها مشخص نباشد نمییا راست مولکولدیگر اگر در ابتدا موقعیت چپ 

کند و نیم دیگر روي ها گاز تولید کار میها کنیم نیمی از زماندر این مورد اگر پیستونی وارد جعبه

  ].   3[باشدبنابراین کار انجام شده به طور متوسط برابر صفر می. شودگاز کار انجام می

   و تعریف آنتروپی در مکانیک آماري5پی شانون آنترو رابطه - 1-3

هاي ارتباطی ارائه گردید اما همانطور که      آنتروپی شانون اگرچه تنها براي کاربرد در سیستم

نظمی خواهیم دید این آنتروپی در واقع همان آنتروپی کلاسیکی است که در مکانیک آماري گویاي بی

آماري توجیه  ها را در ترمودینامیک و مکانیکه رفتار سیستمبنابراین مفهومی فیزیکی ک. سیستم است

                                                
5 shannon 
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دانیم در این بخش پس لازم می. کند در مبحث ارتباطات کاربرد بسیار مهمی پیدا کرده استمی

 . اندکی راجع به رابطه بین آنتروپی آماري بولتزمن و آنتروپی شانون صحبت کنیم

   شانون آنتروپی بولتزمن وشباهت آن با آنتروپی-3-1

اند و نه در واقع اطلاعات نه ماده. شودهاي فیزیکی ربط داده نمی     اطلاعات مستقیماً به کمیت

رو مقدار اطلاعات از این. ها به ماده و انرژي نیاز باشدانرژي، اگرچه ممکن است براي مکاتبه کردن آن

هاي فیزیکی اختصاص که براي کمیتتوان مستقیماً با دستگاهی اندازه گرفت و یا در واحدهایی را نمی

در فیزیک کلاسیک معتبرترین رابطه براي نشان دادن میزان ناآگاهی ما ]. 4[داده شده است بیان کرد

شود به همین دلیل شانون را پدر نظریۀ دربارة سیستم به صورت کمی، با آنتروپی شانون داده می

k همان آنتروپی بولتزمن،در فیزیک کلاسیک آنتروپی شانون. نامنداطلاعات می lnS W=در . ، است

Jkهاي سیستم و  تعداد میکروحالتWآنتروپی بولتزمن k
−= ×/

231 13 8   .باشد ثابت بولتزمن می10

رابطه بین آنتروپی و فقدان یا کمبود ) 1964-1898(6و لئو زیلارد) 2001 - 1916(     شانون 

براي کمی کردن میزان اطلاعاتی که  AT&T نیاز 1946در سال . عات را به صورت کمی درآوردنداطلا

یابد، باعث شد شانون نتیجۀ مطالعات خود را دربارة اطلاعاتی که در کامپیوترها در یک سیم انتقال می

ن دادن یک عدد او نخست تعداد ارقام دودویی لازم براي نشا. رود منتشر کندکار میو ارتباطات به

با توجه به اینکه زبان معمول کامپیوتر یک سیستم دودویی است، بنابراین سؤالی که . صحیح را آزمود

او . »براي ذخیره هر عدد صحیح چه تعداد رقم باینري لازم است؟«: به ذهن شانون خطور کرد این بود

 هستند 2هاي صحیحی از وانسپس اعلام کرد که تعداد رقم باینري لازم براي ذخیرة اعدادي که ت

12باشد، ولی اگر عدد بزرگتر یا مساوي میn+1، برابر n2یعنی، −nوکوچکتر از n2،باشد n بیت لازم 

  :ر یک سیستم باینري به صورت زیر قابل نمایش است د105مثلا عدد . است

× + × + × + × + × + × + ×6 5 4 3 2 111 1 1 = 1 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 oo oo o o o  

                                                
6  Leo Szilard 
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در نظریۀ شانون بیت واحد . معرفی کرد» رقم باینري«را به جاي » بیت«شانون براي راحتی کلمۀ 

تواند در واقع یک بیت مقدار اطلاعاتی است که یک سیستم دودویی کلاسیکی می. اطلاعات است

 : را به صورت زیر بیان کردΩهاي لازم براي بیان یک عدد صحیح اختیاري  بیتاو تعداد. حمل کند

)1-7(  bitslnbits
ln
lnbitslog / Ω=

Ω
=Ω= 5962441

22I  

  یا

)1-8(  lnI k= Ω  
 فرض کنید سیستمی در اختیار داریم که دانش ما دربارة آن کامل نیست، یا اطلاعات ما درمورد این 

 شانون قصد داشت قبل از انجام دادن آزمایش مقدار اطلاعاتی را که ممکن 7.تم ناکامل استسیس

اي که ما براي پیشگویی آن با یعنی نتیجه. دست آید به صورت کمی محاسبه کنداست از سیستم به

 شانون در آغاز اطلاعات). براي مثال ممکن است آزمایش پرتاب سکه باشد. (قطعیت نامطمئن هستیم

 آزمایش مستقل و نه براي یک تک Nآوریم برايدست میشده یا اطلاعاتی را که از آزمایش به مفقود

 ip برابر باiدادن یک نتیجه ویژه فرض کنید در یک تک آزمایش احتمال رخ. آزمایش محاسبه کرد

                                                
7 .شود که اطلاعات این سیستم از بین رفته استدر بعضی منابع گفته می   

. باشدمولکولی، که در آغاز در سمت چپ یا راست ظرف می استخراج کار از یک گاز تک.)6-1(شکل   

. اطلاعات براي انجام کارزاستفاده ا. )5-1(شکل   
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 iشود، تعداد دفعاتی که نتیجۀ  خیلی بزرگ میN بار تکرار شود، هنگامی کهNمایشاگر آز. باشد

 بار پرتاب شود، Nبراي مثال اگر یک سکه. شود نزدیک میipدهد، بیشتر و بیشتر به رخ می

1آید بیشتر و بیشتر به شود تعداد دفعاتی که شیر میالعاده بزرگ می فوقNهنگامی که  نزدیک 2

. دانیماگرچه بعضی اطلاعات هنوز مفقود است، چون ما هنوز دنبالۀ حاصل از نتایج را نمی. شودمی

  :آیددست میرفته دربارة دنبالۀ نتایج از معادله زیر بهدست داد که این اطلاعات از شانون نشان 

)1-9(  Ω= lnKI N  
  که

)1-10(  
!.....!....!!

!

innnn
N

321
=Ω  

  یا

)1-11(  ln ln ( !) ln( !)N i
i

I K K N n
 

= Ω = − 
 

∑  

)ln()!ln(با استفاده از تقریب استرلینگ، 1−≈ iii nnnرسیم، به نتیجۀ زیر می:  

)1-12(  ∑−=
i

iiN PPNKI ln  

که مقدار اطلاعات کمی نهفته در سیستم است که . رسیم به نتیجۀ مطلوب میNسرانجام با تقسیم بر

  .دست آوردشانون قبل از انجام هر گونه آزمایشی به

نیومن ملاقات کرد که به او ونکرد به طور اتفاقی با فاش کار میهنگامی که شانون روي معادله

. را براي معادله خود برگزیند» آنتروپی اطلاعات«نام » اطلاعات از دست رفته«پیشنهاد کرد به جاي 

تواند براي ایده شانون همچنین می. نام گرفت» آنتروپی شانون«اش شانون نیز پذیرفت و معادله

  .کار گرفته شودترمودینامیک نیز به

 تروپی به شکل اطلاعات از دست رفته   بیان آن-1-3-2

برهمکنش کروحالت با  سیستم مشابه در یک ماNآنسامبلی ازبراي نظر نظریۀ اطلاعات،       از نقطه

 براي  شدة مورد نیازشکل اطلاعات مفقود به راNSآنتروپی ترمودینامیکی توانمی خیلی ضعیف،
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با استفاده از فرمول . کرد آنسامبل، تفسیر هايمشخص کردن حالت هر سیستم، یعنی میکروحالت

کار بردن فرمول شانون، با به. توانیم این اطلاعات از دست رفته را به طور کمی اندازه بگیریمشانون می

  را NS، وΩ را باWتوانیم هویترفته درآمار بولتزمن، می دست ، براي اطلاعات از)12-1(معادله 

  .  تعیین کنیمK را باk، وNIبا

)1-13(  Ω→W                NN IS →         bit
ln 2

1
=→ Kk  

  چنانکه

)1-14(  jouleln bit
kelvin

k
−

= = ×
2 3

/2 1 0 9 5 6 9 7 10  

bits/4426951=k  

)1-15(  
/

jouledegree Kelvin  
bit

−= × 231 0 95697 10  

عد انرژي بر بیت داردمعادلۀ بالا نشان می در نتیجه. دهد که دما ب:  

) 1-16(  
/

joule joule
kelvin

= × 231 1 04 4 9 6 10  

: اگر معادله بالا را بر عدد آووگادرو تقسیم کنیم، داریم   

)1-17(  /
/

/

bits moljoule bits .
kelvin molecule mol molecule

−

−

×
= =

×

23

23
1 04496 11 0 17 3 52

6 02217 10
o  

دست آمده به عنوان تابعی از دما بر حسب کلوین در     آنتروپی که به طور آزمایشی از آمونیاك به

jouleمعمول است که آنتروپی بر حسب. نمایش داده شده است) 7-1(شکل  / Kelvin-mol  بیان 

/ bitتوان آنتروپی را بر حسبشود که میرداشت میشود؛ اما از معادله قبل ب molecule   نیز بیان 

  .کرد

   چون

)1-18(  electron volt joule−= × 19
/1 1 6023 10  

  :گیریم کهنتیجه می) 17-1(همچنین از معادله 
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)1-19(  electron volt bits
Kelvin

= × 4
/1 1 6 7 4 3 10  

T/ولت انرژي در دماي اتاق -بنابراین یک الکترون K=29 8 15 o به گرما تبدیل شده و تغییر ،

  :آنتروپی زیر ایجاد خواهد شد

)1-20(  
/

/

electron volt bits
kelvin

=
1 56 15 7

29 8 15
 

رسد؛ اما اگر سیستم عادل ترمودینامیکی باشد آنتروپی به مقدار بیشینه خود میهر گاه سیستم در ت

براي مثال موردي را که گاوس هنگام معرفی . در تعادل ترمودینامیکی نباشد آنتروپی مقدار کمی دارد

گیریم؛ گاوس یک سیستم ایزوله در نظرگرفت و آن را به دو مفهوم آنتروپی بررسی کرد در نظر می

گرما از محیط .  قرار دادT2تر یعنی و دیگري را در دماي پایین T1یکی را در دماي. قسیم کردبخش ت

سرانجام هنگامی که سیستم در دمایی . یابدشود و آنتروپی افزایش میگرم به محیط سرد منتقل می

تفاوت آنتروپی بین حالت اولیه سیستم . رسدیشینه مییکنواخت به تعادل برسد آنتروپی به مقدار ب

اي است از اینکه سیستم چقدر از تعادل ترمودینامیکی آغازین، فاصله گاوس و حالت نهایی اندازه

عنوان محتواي اطلاعات ترمودینامیکی اولیه توان تفاوت آنتروپی را به از بحث بالا می. گرفته است

  .سیستم تفسیر کرد

- گیریم که فوتونی از خورشید در قطرة آبی بر روي زمین جذب می مشابه را در نظر می     موردي

. یابدنتیجه دماي آب اندکی افزایش می انرژي فوتون بین مولکولهاي آب تقسیم شده و در. شود

این . بنابراین آنتروپی اولیۀ سیستم آب و فوتون کمتر از حالتی است که فوتون در آب جذب شده است

عنوان مقدار اطلاعات ترمودینامیکی تفسیر کرد که ابتدا سیستم قطره توان بهت آنتروپی را میتفاو

ولی زمانی که انرژي آزاد فوتون به گرما تغییر شکل داد این اطلاعات از . شده استفوتون شامل می

.  بیان کنیمتوانیم تفاوت آنتروپی را برحسب بیتمی) 19-1(با استفاده از معادله . دست رفته است

 درجه کلوین باشد، پس /28915الکترون ولت و دماي آب  2براي مثال اگر انرژي فوتون 

/S bits∆ =11 2 3 . این مقدار اطلاعات ترمودینامیکی، در حالت اولیه سیستم موجود است. باشد می1
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هش یابد به شکل قیدهاي شیمیایی انرژي  اما اگر فوتون به برگ گیاهی برسد، به جاي اینکه فوراً کا

شود و همه اطلاعات بنابراین دراین حالت قسمتی از انرژي فوتون تثبیت می. شودبالا تثبیت می

  .]1[رود از بین نمیدربردارد،ترمودینامیکی که سیستم 

  

  

  

به طور آزمایشی از آمونیاك به دست آمده و آنتروپی که ). 7-1(شکل  
  است.به عنوان تابعی از دما بر حسب کلوین رسم شده
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  فصل دوم

  اطلاعات کلاسیکی و آنتروپی شانون

  مقدمه

  آنتروپی شانون

  ایه آنتروپی شانونتعاریفی مهم بر پ

متراکم سازي (هاي کلاسیکی متراکم سازي اطلاعات در سیستم

  )رقمی

گیري                                        نتیجه
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  مقدمه 

اي که در زمینه نظریۀ اطلاعات ارائه داد خود را یکی از تأثیرگذارترین افراد در این      شانون با مقاله

یج مطالعات شانون در زمینه کامپیوترهاي کلاسیکی و نظریۀ اطلاعات هنوز هم نتا. زمینه معرفی کرد

در این فصل در مورد آنتروپی .  از علوم و مهندسی دارداهمیت بسزایی در حل مشکلات این شاخه

کند صحبت کرده و اي که محتواي اطلاعاتی یک سیستم کلاسیکی را تعیین میشانون به عنوان رابطه

دهیم که این آنتروپی اهمیت اساسی و همچنین نشان می. شماریمم آن را بر میهاي مهویژگی

  . بنیادین در تعیین ظرفیت کانال و آهنگ انتقال اطلاعات در کانال دارد

   آنتروپی شانون-2-1

   وابستگی آنتروپی شانون به توزیع احتمال در تعیین محتواي اطلاعاتی-2-1-1

نامند و مفهوم کلیدي نظریۀ اطلاعات کلاسیکی آنتروپی  اطلاعات می    گفتیم که شانون را پدر علم

 مقدار میانگین Xدانیم، آنتروپی شانون را میXفرض کنید مقدار متغیر تصادفی. باشدشانون می

یا از دیدي دیگر . کندصورت کمی مشخص می را به X از متغیر تصادفیدست آمده بهاطلاعات

این دو . کند پیش از دانستن مقدار آن را مشخص میXآنتروپی شانون میزان عدم قطعیت دربارة

  ]. 5[دیدگاه مکملند

تواند بگیرد یهاي مختلفی که آن متغیر م     محتواي اطلاعاتی یک متغیر تصادفی نباید به برچسب

هاي احتمالی بستگی داشته باشد، و اگر یک متغیر تصادفی را به عنوان نمادي براي نشان دادن توزیع

مثلاً متغیر تصادفی که . متفاوت بکار ببریم اطلاعات کسب شده نباید به نوع آن متغیر وابسته باشد

4341هاي تواند شیر یا خط را با احتمالمی بر دارد که اگر  بگیرد، همان مقدار اطلاعاتی را در ,

4341هاي را با احتمال1 یا oمقادیر  به همین دلیل بنا به تعریف، آنتروپی متغیر . کرد اختیار می,

اغلب . یار کندتواند اخت مقادیر ممکن و مختلف است که متغیر تصادفی میتصادفی تابعی از احتمال

nppآنتروپی به صورت تابعی از توزیع احتمال شانون نشان داد که آنتروپی . شود نوشته می1,.......,

  ]:6 و5[توان به صورت زیر تعریف کرد متناسب با این توزیع احتمال را می
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)2-1(  ∑−≡≡
x

xxn ppppHXH log),...,()( 1
 

 در نظر  2هاي دودویی پیشنهاد کرد که مبناي لگاریتم اش با سیستم     شانون براي سازگاري رابطه

logoچون  (o=xpممکن است مورد . گرفته شود o به طور . برانگیز باشد تعجب) تعریف نشده

- میافتد سهمی در آنتروپی ندارد، بنابراین با قرارداد توافق گاه اتفاق نمیاي که هیچشهودي حادثه

logکنیم که ≡o o o .تریا به صورت فرمولیlim logx x x→ =o o] 5 [ از رابطه شانون مشخص است که

)مقدار ماکزیمم )H X در این . الاحتمال باشندهاي یک رویداد متساويهنگامی است که همه خروجی

ها به جز یکی صفر باشند عدم  صورتی که همه احتمالو در. صورت ناآگاهی ما از سیستم بیشینه است

اکنون رویدادي مانند . شود که امري کاملاً طبیعی استیقین ما از سیستم کمینه بوده و برابر صفر می

Xرا در نظر بگیرید که پیشامدها یا نتایج ممکن آن با مجموعۀ { , ,..., }nx x x1 . شود داده می نشان2

 رخ ixدادن این رویداد به ما گزارش شود، مثلاً به طریقی بفهمیم که نتیجه  اگر نتیجه حاصل از رخ

ایم یا چه اندازه از ناآگاهی ما توان پرسید که چقدر اطلاعات کسب کردهداده است، در این صورت می

تر باشد اطلاعاتی که داده محتمل آمدي که رخ که هرچه پیشکاملاً قابل درك است. کاسته شده است

ایم کمتر و هرچه آن اتفاق دور از انتظار باشد، تعجب ما از وقوع آن بیشتر و در نتیجه کسب کرده

بنابراین میزان اطلاعات کسب شده نسبتی معکوس با احتمال . ایم بیشتر استاطلاعی که کسب کرده

  .  این نتایج با رابطه شانون به کمال سازگار است.آمد دارددادن آن پیش رخ

   اهمیت تعریف آنتروپی شانون به شکل کنونی -2-1-2

شود و یا به عبارتی چرا این رابطه را بسیاري      چرا آنتروپی اطلاعات به این روش تعریف می

اما در اینجا . دهیممه میاند؟ این فصل را با تأکید فراوان بر مناسب و مفید بودن این رابطه اداپذیرفته

توانند تا حدي روشنگر کنیم که میخلاصه ذکر می براي پاسخ به این پرسش دو دلیل ساده به طور

   :باشند
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هاي دودویی کمترین فضاي لازم براي ذخیرة اطلاعات را در سیستم تعریف آنتروپی به این شکل) 1

رائه کنیم که فضاي کمتري براي ذخیره  و اگر بخواهیم به هر روشی فرمولی ا8کندمحاسبه می

  ]. 6 و 5[دست دهد مطمئناً مقداري از اطلاعات را از دست خواهیم داداطلاعات به 

- دلیل دیگر براي تعریف آنتروپی به صورت گفته شده در واقع توجیهی شهودي است که بیان می) 2

فرض کنید هدف . ه داده استکند بهترین تعریف براي آنتروپی اطلاعات همان است که شانون ارائ

 نشان EI)(اگر این حجم اطلاعات با. کندمی حمل Eاحتمالیکه رویداد است  تعیین مقدار اطلاعاتی

  : صادق باشدEI)(هاي زیر دربارةداده شود، باید فرض

ها تنها EI)(دانیم پس در این مورد باید تنها احتمال رخ دادن آن را میEچون از هر رویداد ) الف

)( ممکن است به صورت Iبنابراین . تابعی از احتمال رویدادها باشد pII   .نوشته شود=

  .ها باشد باید تابعی هموار از احتمالI) ب

qهرگاه ) ج p > oدو توزیع احتمال مفروض باشند بایدو ،)()()( qIpIpqI .   برقرار باشد=+

qهاي منحصربفرداطلاعات به دست آمده از دو رویداد با توزیع احتمال: تفسیر( pبا مجموع و ،

  .)اطلاعات حاصل از هر رویداد برابر است

کند به هاي بالا را برآورده میت که بهترین تابعی که شرطهاي بالا کاملاً مشخص اس     از فرض

pkpIصورت  log)( ,.......,هاي اي از رویدادها با احتمالدنباله. باشد میk با مقدار ثابت= np p1 را 

دست آوریم به بهتوانیم از این رویدادها گیریم، پس مقدار اطلاعاتی که میدرنظر می

logiصورت ii
k p p∑  

  . ضرب شده استkاین رابطه درست همان آنتروپی شانون است که در ثابت. است

   تعاریفی مهم بر پایۀآنتروپی شانون-2-2

   آنتروپی باینري-2-2-1

                                                
8 .شودنون اثبات میهاي آتی در نظریه کد کردن کانال بدون نوفه شا این مطلب در بخش  
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این .  خروجی اختیار کندتواند دو    آنتروپی باینري مربوط به یک متغیر تصادفی است که می

بسزایی دارد که نام ویژة آنتروپی باینري براي آن برگزیده شده است و به چنان اهمیت  آنتروپی

  :شودصورت زیر تعریف می

)2-2(  )1(log)1(log ppppH bin −−−−≡ 

1وpکه p−21آنتروپی باینري در. باشندهاي ممکن دو خروجی می مربوط به احتمال=p به  -

الاحتمال شدن رویدادها عدم یقین ما از بنابراین با متساوي. )1-2(رسد شکلمقدار بیشینۀ خود می

این آنتروپی آزمایشی عالی براي فهمیدن بعضی ویژگیهاي کلی آنتروپی . سیستم بیشینه شده است

دهد هنگامی که دو توزیع نتروپی باینري این است که نشان مییک ویژگی جالب توجه آ. باشدمی

براي مثال تصور کنید که آلیس دو سکه . کنیم رفتار کلی آنتروپی چگونه استاحتمال را مخلوط می

هر سکه طوري تغییر داده . دلاري استرالیا 1 سنتی آمریکا و دیگري 25در اختیار دارد، یکی سکه 

 Upاحتمال آمدن شیر براي سکه آمریکایی با . یک طرف آن بیشتر استاست که احتمال آمدن شده 

سپس فرض کنید آلیس سکه آمریکایی را با . شود نشان داده میApو براي سکه استرالیایی با 

کند، و نتیجۀ حاصل را که شیر آمده است  پرتاب میq−1 و سکه استرالیایی را با احتمال qاحتمال 

کند؟ روشن است که باب به طور متوسط چقدر اطلاعات کسب می. دهدیا خط به باب گزارش می

اطلاعات کسب شده براي باب باید حداقل برابر با میانگین اطلاعاتی باشد که از پرتاب سکۀ آمریکایی 

  :صورت معادله زیر بیان کردتوان بهاین قضیه را می. آوردمیدست یا استرالیایی به 

)2-3(  ( ( ) ) ( ) ( ) ( )U A U AH q p q p q H p q H p+ − ≥ + −1 1 

چون باب نه تنها . گاهی اوقات ممکن است نامساوي اکیداً برقرار باشد، یعنی مساوي آن برداشته شود

- ویت سکه کسب میاي نیز دربارة هآورد، بلکه اطلاعات اضافیدست میاطلاعاتی دربارة مقدار سکه به

Upبراي مثال اگر. کند = 1 برد که سکه  باشد پس باب با دقت خوبی پی میAp=65 و6
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که این ویژگی  .9ویژگی دیگر آنتروپی باینري آن است که یک تابع مقعر است. استرالیایی بوده است

ترین نتایج در  دارد و تعداد زیادي از عمیقکاربردهاي زیادي هم در کلاسیک و هم در کوانتوم

  ]. 5[هاي کلاسیکی یا کوانتومی ریشه در کاربرد ماهرانۀ این ویژگی داردآنتروپی

  10آنتروپی نسبی-2-2-2

این کمیت میزان . باشدآنتروپی و بسیار مفید میاي است با رفتاري همانند     آنتروپی نسبی اندازه

اند، نشان  تعریف شدهx را که روي اندیسی یکسان مانندxq)( و xp)(نزدیکی دو توزیع احتمال 

آنتروپی .  باشندx دو توزیع احتمال روي اندیسی یکسان، مانند xq)( و xp)(فرض کنید. دهدمی

  :شود صورت زیر تعریف می بهxq)( و xp)(نسبی 

)2-4(  ( )( )( ( ) ( )) ( ) log ( ) log ( )
( )x x

p xH p x q x p x H x p x q x
q x

≡ ≡ − −∑ ∑ 

)کنیمکه تعریف می )log ( ( )p x p x≡ +∞ ≥o oو( بــا شــرط log ≡o o o.  

))()((≤oت،آنتروپی نسبی یک کمیت نامنفی اس: نامنفی بودن آنتروپی نسبی. 1قضیه xqxpH . و

)()( اگر و تنها اگرxبه ازاي هر xqxp   .شود باشد نامساوي تبدیل به مساوي می=

                                                
9 تابع   f شود اگر براي هر  مقعر گفته می p 1o, در بازة : داشته باشیم  

( ( ) ) ( ) ( ) ( ).f p x p y p f x p f y+ − ≥ + −1 1    
10  Relative entropy  

آنتروپی باینري تابع) 1-2(شکل ( )H p  
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  : اثبات

loglogیک نامساوي خیلی مفید در نظریۀ اطلاعات ln ln lnxx x x= = ≤ −2 2  xباشد، که  مـی1

 :از نامساوي بالا داریم. شود باشد نامساوي به مساوي تبدیل میx=1و اگر . ستهمواره مثبت ا

21 ln/)(log xx   :توان نوشتپس می. −≤−

  

)2-5(  

( ) 1 ( )( ( ) ( ) ) ( ) log ( ) ( )
( ) ln ( )

1 ( ( ) ( ) )
ln ln

x x

x

p x q xH p x q x p x p x
q x p x

p x q x

=− ≥ −

= − = =

∑ ∑

∑

1
2

1 (1-1)
2 2

o
 

  .شودکه نتیجه مطلوب است و نامساوي کامل می

  :  روپی شانون را نتیجه گرفت بودن آنت11توان زیرافزایشی   از آنتروپی نسبی می

  :  دهیم که  نشان می

)2-6(  )),(())(())(())()(),(( yxpHypHxpHypxpyxpH −+= 

)2-7(  
,

, ,

( ( , ) ( ) ( ))
( , )( , ) log ( , ) log ( , )

( ) ( )

( , ) log ( ) ( , ) log ( )

( ( )) ( ( )) ( ( , ))
( ) ( ) ( , )

x x y

x y x y

H p x y p x p y
p x yp x y p x y p x y

p x p y

p x y p x p x y p y

H p x H p y H p x y
H X H Y H X Y

≡

≡

− −

= + − ≥ ⇒
+ ≥

∑ ∑

∑ ∑
o

 

  .شودکه نتیجه آخر زیر افزایشی بودن آنتروپی شانون نامیده می

  12 آنتروپی شرطی و اطلاعات دوجانبه-2-2-3

                                                
1 subadditivity  
 
1 Conditional entropy and Mutual information 



23  

    Xو Y محتواي اطلاعاتی. عنوان دو متغیر تصادفی در نظر بگیرید را بهXو Y چگونه به هم 

شوند؟ دو مفهوم آنتروپی شرطی و اطلاعات دوجانبه ما را در پاسخ دادن به این پرسش مربوط می

  .کنندکمک می

),(ت از متغیرهاي تصادفی به صورت یک جف13    آنتروپی توأم YXHشود که در واقع  تعریف می

آوریم، یا عدم قطعیت کل دو متغیر دست میمیزان اطلاعاتی است که از این دو متغیر تصادفی به 

- صورت زیر تعریف میاز این گفته شد بهگونه که پیش  همان. کند را مشخص میY وXتصادفی

  :شود

     )2-8(  
,

( , ) ( , ) log ( , )
x y

H X Y p x y p x y= −∑ 

 را در نظر بگیرید، آنتروپی شرطی به طور متوسط میزان عدم یقین ما را  Y وXدو متغیر تصادفی

  .کند، مشخص میYستن مقدار شرط دان، بهXدربارة

    )2-9(  ( ) ( , ) ( )H X Y H X Y H Y≡ − 

کند و به صورت زیر تعریف  را تعیین میY وX میزان اطلاعات مشترك14محتواي اطلاعات دوجانبه

  :شودمی

    )2-10(  ( : ) ( ) ( ) ( , )H X Y H X H Y H X Y≡ + − 

  :خصوصیات اصلی آنتروپی شانون. 2قضیۀ

 )2-11(  ( , ) ( , ) , ( : ) ( : ).H X Y H Y X H X Y H Y X= =)1( 

 )2-12(  ( )( ) ( : )H Y X H X Y H Y≥ ⇒ ≤o) 2( 

  .شودبه مساوي تبدیل می) 12-2( باشد نامساوي در معادله X تابعی از Yاگر و تنها اگر

    )2-13(  ),()( YXHXH ≤) 3( 

 )2-14(  ),()()( YXHYHXH ≥+) 4( 

                                                
13 joint entropy 
14 mutual information content 
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)()(),((رابطه بالا همان قضیۀ زیرافزایشی  YXHYHXH   .است که قبلاً ذکر شد) +≤

 )2-15(  ( | ) ( ) ( : )H Y X H Y H X Y≤ ⇒ ≥ o) 5( 

 )2-16(  .),(),()(),,( ZYHYXHYHZYXH +≤+) 6( 

XYZ اگر. نامند رابطه بالا را زیرافزایشی قوي می ، یعنی این سه متغیر یک زنجیره →→

 Z تنها بهY باشد و حادثهZ وابسته بوده و مستقل ازY تنها بهXحادثه( تشکیل دهند 15مارکوف

  .شود، نامساوي تبدیل به مساوي می)وابسته باشد

 )2-17(  .)(),( YXHZYXH ≤) 7( 

 .شود نامیده می16که آنتروپی شرطی کاسته شده

,فرض کنید : اي براي آنتروپی شرطی قانون حلقه.3قضیه  , nX X1 Kو Y یک سري از متغیرهاي 

  :پس. دفی باشندتصا

   )2-18(  ( , , | ) ( | , , , )
n

n i i
i

H X X Y H x Y X X −
=

= ∑ 1
1

1 1K K 

  

                                                
15 Markov chain  
16 conditioning reduces entropy  
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  17)اطلاعات( نامساوي پردازش داده -2-2-4

اما آن . دهیمدر بسیاري از کاربردهاي مورد نظر، محاسباتی را بر روي اطلاعات در دسترس انجام می

بنا به . اند شده واقع18اطلاعات کامل نیستند و پیش از آنکه در اختیار ما قرار گیرد در معرض نوفه

، اطلاعات دربارة خروجی منبع تنها ممکن )نامساوي پردازش داده(نامساوي اساسی نظریۀ اطلاعات 

گاه بار که اطلاعاتی گم شود براي همیشه از دست رفته است و هیچیک . است با زمان کاهش یابد

  .قابل بازگشت نیست

 ویژگی]. 5[کوف متغیرهاي تصادفی قرار دارد    مفهوم شهودي پردازش اطلاعات در دل زنجیرة مار

ست که احتمال شرطی رخداد آینده فقط  ا، ویژگی فرآیندهاییفرآیندهاي تصادفی در مبحث فومارک

 . گذشته دیگر رویدادهاينه بهو به آخرین رخداد موجود یعنی رخداد کنونی وابسته باشد 

)به زبان ریاضی اگر )X t، t >oف باشد داریمویک فرآیند تصادفی با ویژگی مارک:  

    

 )2-19(  

( ( ) ( ) ( ), )p X t h y X s x s s t+ = = ∀ ≤  

( ( ) ( ) ( )) ,p X t h y X t x t h= + = = ∀ > o 

}  فرآیندي مثلیا به عبارتی دیگر در فرآیندهاي گسسته زمانی، اگر }{ }nX n N∈ ویژگیداراي 

  :آنگاه  باشد،فومارک

 )2-20(  { | ,..., } { | }n n n n n n n np X x X x X x p X x X x+ + + += = = = = =1 1 1 1 1 1 

 ].7 و5 [کنندخطاب می را زنجیره مارکوف یچنین  فرآیندهاي اینپس

→→....بنابراین اگر دنبالۀ 21 XX از متغیرهاي تصادفی یک زنجیره مارکوف تشکیل دهد 

nXپس ,..............,1 مستقل از 1+ nX X   .  وابسته استnXتنها به  و1−

                                                
17 Data processing inequality 
18 Noise 



26  

رود؟ نامساوي پردازش     تحت چه شرایطی در زنجیرة مارکوف با پیشروي زمان اطلاعات از دست می

که در زیر آمده است، روشی است مبتنی بر نظریۀ اطلاعات که به این پرسش پاسخ ) اطلاعات(داده 

  .دهدمی

ZYXفرض کنید : نامساوي پردازش اطلاعات. 4قضیه    یک زنجیره مارکوف باشد، آنگاه→→

)2-21(  ):():()( ZXHYXHXH ≥≥ 

 وجود داشته باشد، نامساوي اول اشباع X داده شده امکان بازسازيY براین، اگر و تنها اگر باعلاوه

 در معرض Xبنا بر این نتیجه، اگر متغیر تصادفی. نی است طور شهودي پذیرفتاین نتیجه به. شودمی

 ایجاد شود، آنگاه ممکن نیست که از اعمال بعدي در فرآیند پردازش Yنوفه قرار گیرد و متغیر

 استفاده Xدياطلاعات براي افزایش میزان اطاعات دوجانبه بین خروجی این فرآیند و اطلاعات ورو

    .شوددر زیر اثباتی هر چند خلاصه براي این موضوع داده می. کرد

     نامساوي اول کاملاً واضح است زیرا همواره محتواي اطلاعاتی یک متغیر تصادفی بیشتر از یا 

هاي ارائه شده عریفاز ت. مساوي با اطلاعات مشترك بین این متغیر و هر متغیر اختیاري دیگري است

):():(یابیم که درمی2در قضیه  YXHZXH ) با ≥ | ) ( | )H X Y H X Z≤با .  معادل است

ZYXاستفاده از این امر که  توان نتیجه گرفت دهند می یک زنجیرة مارکوف تشکیل می→→

XYZکه )(),(د، و بنابراین باش نیز یک زنجیرة مارکوف می→→ ZYXHYXH در نتیجه . =

  مسأله به اثبات

)2-22(  )(),()(),(),(),,( ZHZXHZXHZYXHZYHZYXH −=≤=− 

  .شود این همان نامساوي زیر افزایشی قوي است که پیش از این ثابت شدتبدیل می

):()(    فرض کنید XHYXH  تلاش براي Z ممکن نیست، زیرا اگرY از Xپس بازسازي. >

ZYX پایه شود، پس Yبازسازي  تنها بر اساس آگاهی از   باید یک زنجیرة مارکوف باشد، و →→

)():(بنابراین به وسیلۀ نامساوي پردازش اطلاعات  YXHXH XZروز این ا.  است< از .  است≠
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):()(سوي دیگر اگر  XHYXH ) پس= | )H X Y =oو بنابراین هرگاه o>== ),( yYxXp 

)باشد،  )p X x Y y= = = yYاگر.  است1  برابر بوده x با Xتوان با قطعیت استنتاج کرد که می=

  ]. 5[باشد  مجاز میXو بازسازي

  )متراکم کردن رقمی(هاي کلاسیکی  متراکم سازي اطلاعات در سیستم-2-3

     متراکم کردن اطلاعات یک فرایند دینامیکی ابتدایی است که هم در نظریه اطلاعات کلاسیکی و 

ترین صورت مسأله متراکم سازي اطلاعات تعیین کلی. ظریه اطلاعات کوانتومی کاربرد داردهم در ن

در واقع تعیین کمینه منبع . هاي فیزیکی لازم براي ذخیره یک منبع فیزیکی استکمینه دربایست

در هر دو نظریه اطلاعات . باشدفیزیکی در ذخیره اطلاعات یکی از مسائل اساسی نظریه اطلاعات می

روند که تنها براي متراکم کردن اطلاعات هایی در حل این مسأله بکار میکلاسیکی و کوانتمی تکنیک

- در حوزه فیزیک کلاسیک شانون با تلاش. گیردرود و دامنه وسیعی از کاربردها را در بر میبکار نمی

ن تقاضا ارائه دهد که هایی که در زمینه نظریۀ اطلاعات انجام داد توانست پاسخ بسیار مناسبی براي ای

در این بخش به طور . ها از ارزش علمی و عملی آن کاسته نشده استهنوز هم پس از گذشت سال

  . اجمالی نتایج شانون را در این زمینه از نظر خواهیم گذراند

   نظریه کد کردن کانال بدون نوفه شانون-2-3-1

د که اطلاعات کلاسیکی به دست آمده از کن     نظریه کد کردن کانال بدن نوفه شانون تعیین می

. هاي زیادي براي چنین منبعی وجود داردتوان فشرده کرد؟ گونهمنبعی کلاسیکی را تا چه حد می

,اي از متغیرهاي تصادفی یک مدل مناسب و خیلی ساده منبعی است که شامل دنباله ,X X1 2 K 

گیریم ما این منبع را با این فرض در نظر می. دهند نمایش میاین مقادیر خروجی منبع را. باشدمی

اگرچه هنگامی که حروف نامحدود . کندکه مقادیري از نمادهاي حروف الفباي محدود را اتخاذ می

- کنیم که استفادهعلاوه بر این فرض می. توان از این منبع فرضی استفاده کردشوند هنوز هم میمی

چنین منبعی با نام منبع اطلاعات . گیردطور مستقل و یکسان صورت میهاي متفاوت از منبع به 
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i.i.d19 توان به این رفتار را می. کنندهاي واقعی اغلب به این شکل رفتار نمیمنبع. شودشناخته می

ها در متون انگلیسی به طور حرف. شوند فهمیدخوبی از متون انگلیسی که به عنوان منبع استفاده می

مثلاً تعداد دفعاتی . اي قوي وجود داردشوند و بین چگونگی اتفاق افتادن آنها رابطهر نمیمستقل ظاه

-  به تنهایی میhشود خیلی بیشتر از تعداد دفعاتی است که حرف  ظاهر میt بعد از حرف hکه حرف 

بع اطلاعاتی با وجود این فرضیه من. افتند مستقل از هم اتفاق نمیh و tتوان گفت که بنابراین می. آید

i.i.dهاي معرفی شده براي  منابع و ایده. کند براي گستره وسیعی از منابع اطلاعاتی به خوبی کار می

  .تر نیز بکار بردتوان براي منابع پیچیده را میi.i.dاطلاعاتی 

اي براي درك      پیش از بررسی جزئیات تکنیکی نظریه کد کردن بدون نوفه شانون از مثال ساده

,هاي بیتi.i.dفرض کنید یک منبع اطلاعاتی . کنیمیجه پیشین استفاده مینت ,X X1 2 K را تولید 

ایدة کلیدي پشت نظریه . باشد می1 برابر p−1و با احتمال o  برابرpها با احتمالاین بیت. کندمی

,هاي ممکنشانون این است که دنباله , nx x1 Kبراي متغیرهاي تصادفی , , NX X1 K را به دو 

 20هاي بهنجارافتد و آنها را دنبالههایی که با احتمال بیشتري اتفاق مییکی دنباله. دسته تقسیم کنیم

. نامند می21هاي نابهنجارافتند و آنها را دنبالههایی که به ندرت اتفاق مینامند و دیگري دنبالهمی

رود که با بزرگ افتد؟ انتظار میاکنون ممکن است این پرسش پیش آید که چگونه این اتفاق می

 1 از نمادهاي خروجی از منبع برابر p−1 و کسر o از منبع برابر  از نمادهاي خروجیp کسرnشدن

,...,با این فرضیه دنبالۀ. باشند nx x1این تعریف را با فرضیه مستقل بودن منبع ترکیب .  بهنجار است

  :رسیمس به رابطۀ زیر میکنیم، پمی

)2-23(  ( )( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )n p p n
n np x x p x p x p x p p −= ≈ − 1

1 1 2 1K K 

 لگاریتم 2 اگر از دو طرف رابطه بالا در مبناي .باشددست آوردن یک دنباله بهنجار می که احتمال به

  :بگیریم، آنگاه

                                                
19   Independent and Identically Distributed 
20  Typical sequences  
21   Atypical sequences 
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)2-24(  log ( , , ) log ( ) log( ) ( )np x x n p p n p p n H X− ≈− − − − =1 1 1K 

( )H Xشودشد و همچنین به عنوان آهنگ آنتروپی منبع نیز شناخته میبا آنتروپی توزیع منبع می .

)بنابراین  )( , , ) n H Xp x x −≈1 2 2K .توان نتیجه گرفت که حداکثر از این موضوع می( )n H X2 دنباله  

  . باشد1رگتر از تواند بزهاي بهنجار نمیزیرا احتمال کل همه دنباله. تواند وجود داشته باشدبهنجار می

فرض کنید . اي از متراکم سازي اطلاعات در دست داریم   اکنون ابزاري براي درك نماي ساده

,خروجی منبع , nx x1 Kکنیم که آیا بهنجار سازي این خروجی نخست بررسی میبراي متراکم.  باشد

خوشبختانه . گیردتراکم سازي صورت نمیو م» نادرست«کنیم  میاست یا نه، اگر بهنجار نبود ثبت

هاي بزرگ nها در حد چون همه دنباله. افتدبندرت میشود این اتفاق  بزرگ میnهنگامی که

)چون تعداد. »درست«کنیم اگر دنباله خروجی بهنجار باشد، ثبت می. بهنجارند )n H X2 دنباله بهنجار 

)وجود دارد، به طور یکتا تنها  )n H Xژه لازم است    بیت براي مشخص کردن این دنباله بهنجار وی.  

 1 و oهاي بهنجار باینري را مورد بررسی قرار دادیم زیرا در ورودي تنها دو مقدار    تاکنون دنباله

,فرض کنید . دهیماکنون آن را به موردهاي کلی تعمیم می. ایمداشته ,X X1 2 K یک منبع اطلاعاتی 

i.i.d هرگاه دنباله خروجی از منبع بهنجار باشد فراوانی رخ دادن هر حرف داده شده. باشدمیx در 

)این دنباله به )p xشود، که نزدیک می( )p xدادن احتمال رخ xدر هر بار استفاده از منبع است  .

εاگر . دهیمهاي بهنجار ارائه میبا این فهم شهودي تعریف زیر را از موضوع دنباله > o معلوم باشد 

nxاي از نمادهاي منبع تهگوییم که رشمی x x1 2K ،εبهنجار است اگر:  

)2-25(  ( ( ) ) ( ( ) )( , , )n H X n H X
np x xε ε− + − −≤ ≤12 2K 

)بهنجاري را با εهايو سري چنین دنباله , )T n εعادل و تعریف بالا را به شکل م. دهیم نشان می

  :کنیممفید زیر بازنویسی می

)2-26(  
( )log

( , , )n
H X

n p x x
ε− ≤

1

1 1
K

 

  .شودهاي خروجی از منبع بهنجارند در قضیه زیر اثبات میهاي بزرگ دنبالهnاین موضوع که در حد
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  قانون اعداد بزرگ -2-3-1-1

 را Xکنیم و هر بار مقدار بعضی پارمترها مانند    فرض کنید یک آزمایش را به دفعات زیاد تکرار 

,ها را با نتایج آزمایش. اندازه بگیریم ,X X 21 Kها با فرض اینکه نتیجه آزمایش. زنیم برچسب می

n 22اند به طور شهودي انتظار داریم که مقدار تخمینیمستقل از هم
n ii

S X n
=

=∑ 1
از ] 36 [23

)میانگین )E Xاست، در حد n → ) به مقدار∞ )E Xقانون اعداد بزرگ بیان قاطعی از .  میل کند

  .باشداین تصویر شهودي می

,فرض کنید. ؛ قانون اعداد بزرگ5ضیه ق ,X X1 2 Kتغیرهاي تصادفی مستقلی با توزیع مشابهی به  م

 مشخص هستند 24 با گشتاور اولیه و ثانویهXشکل متغیر تصادفی

( ) , ( )E X E X< ∞ < εازاي هر پس به]. 37[2∞ > o هر گاه n →  میل ∞

)کند، ( ) )np S E X ε− > → oاست .  

  اثبات

)کنیم که در آغاز فرض می )E X =oو براي تکمیل اثبات درمورد رخداد ناشی از ( )E X ≠ o بحث 

iباشند، در نتیجه هرگاه چون متغیرهاي تصادفی با میانگین صفر مستقل از هم می. کنیممی j≠ 

)شد،با ) ( ) ( )i j i jE X X E X E X= = oو بنابراین   

                                                
22  estimator 
23 که (است که براي تخمین زدن پارامتري از جمعیت ناشناخته ) تابعی از رقم نمادي قابل مشاهده( آماري ) برآورد(تور  در علم آمار استیمی 
estimand )شود نامیده می فرض کنید پارامتر ثابتی مانند. هاستاي خاص از دادهاستیمیت نتیجه اعمال تابع بر نمونه. شوداستفاده می  θ  

.کندپس استیمیتور تابعی است که یک طرح نمونه را به برآوردهاي نمونه نگاشت می. خواهیم آنرا برآورد کنیمداریم که می  
24 مفهوم گشتاور یا   moment . شود در ریاضی از مفهوم گشتاور در فیزیک گرفته می Nمین گشتاور تابع حقیقی ( )f x  ، با متغیري حقیقی 

ول مقدار ح c صورت  ، به ( ) ( )dn x c f x xµ
∞

−∞
′ = −∫ 2 تر توان گشتاور را براي متغیرهاي تصادفی در مدلی کلیمی .شودتعریف می

گشتاور یک تابع همان عبارت بالا با.نسبت به مقادیر حقیقی بیان کرد c = o ابع ما یک معمولاً در مفهوم ویژه از مسأله گشتاور، ت .باشد می
. باشدتابع توزیع احتمال می n امین گشتاور حول صفر تابع توزیع احتمال  ( )f x nx مقدار انتظاري  -گشتاور سطري نامیده می باشد و می
اگر. شود f ل باشد پس مقدار انتگرال گشتاور توزیع احتمال تابع توزیع احتما n به طور کلی اگر.شودامین نامیده می f  تابع توزیع احتمال از 

هر توزیعی باشد، ممکن است تابع چگالی نداشته باشد پس  n  Riemann-Stieltges انتگرال مین گشتاور توزیع احتمال از

( ) ( )n n

n E X x d f xµ
∞

−∞
′ = = ∫ که آیددست میبه X باشد و یک متغیر تصادفی است که این توزیع را دارا می E  عملگر انتظاري 
. است  
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   )2-27(  
,

( ) ( ) ( )( )
n n

i j ii j i
n

E X X E X E XE S
n n n

= == = =
∑ ∑ 2 2

1 12
2 2 

,که تساوي آخر نتیجه این امر است که , nX X1 Kبطور یکسان روي Xبه طور .  توزیع شده اند

  :مشابه از تعریف مقدار انتظاري داریم

   )2-28(  ( )n nE S d P S= ∫2 2 

dکه  Pآشکار است که . باشد اندازة احتمال میnS ε< یا nS ε> . بنابراین  انتگرال را به دو

  نیم،کها را با این توجیه که نامنفی است رها میشکنیم و سپس یکی از این قسمتقسمت می

   )2-29(  ( )
n n n

n n n nS S S
E S d P S d P S d P S

ε ε ε≤ > >
= + ≥∫ ∫ ∫2 2 2 2 

nSگیري در بازه انتگرال ε>2و بنابراین :  

   )2-30(  
n

n nS >
(S ) d p = p ( S > )E

ε
ε ε ε∫22 2 

  یابیم کهدرمی) 27-2(از مقایسه این نامساوي با معادله 

    )2-31(  ( )( )n
E Xp S

n
ε

ε
> ≤

2

2 

nبا فرض → )در موردي که . شود نامساوي کامل می∞ )E X ≠ o باشد، با استفاده از تعریف زیر 

  .آیددست مینتیجه آسانتر به

   )2-32(  ( ), ( )i iY X E X Y X E X≡ − ≡ − 

Y و , ,Y Y1 2 Kاند دفی هستند که به طور مستقل و یکسان توزیع شدهاي از متغیرهاي تصا دنباله

)( ) , ( )E Y E Y<∞ =2 o .(کند پیشین پیروي مینتیجه از استدلال .  

- هاي بهنجار را اثبات کنیم که نشان میتوانیم نظریه دنبالهاکنون با استفاده از قانون اعداد بزرگ می

  .باشندهاي خروجی از منبع اطلاعاتی بهنجار میرگ بیشتر دنبالههاي بزnدهد در حد

  هاي بهنجارنظریه دنباله -2-3-1-2
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)1( ε >oپس براي هر . گیریم و ثابت در نظر میδ > oو n به اندازه کافی بزرگ، احتمال 

 . استδ−1بهنجار باشد، حداقل ε اینکه یک دنباله

εبراي هر  )2( >o و δ >o و n به اندازه کافی بزرگ تعداد ( , )T n εدنباله  -

 .کندبهنجار در معادله زیر صدق میεهاي

   )2-33(  ( ( ) ) ( ( ) )( ) ( , )n H X n H XT nε εδ ε− +− ≤ ≤1 2 2 

)فرض کنید  )3( )S nاي با طول مجموعۀ دنبالهn باشد که اندازة آن حداکثر n R2است  .

( )R H X<پس براي هر .  ثابت استδ >o و nبه اندازه کافی بزرگ داریم : 

                   )2- 34(  
( )

( )
x S n

p x δ
∈

≤∑ 

  :اثبات

logتوجه کنید کنید که. باشداین قسمت کاربرد مستقیم قانون اعداد بزرگ می: 1قسمت  ( )ip X− 

  .اندمتغیرهاي تصادفی هستند که به طور مستقل و یکسان توزیع شده

εبا استفاده از قانون اعداد بزرگ براي  >o و δ >o و براي nبه اندازه کافی بزرگ داریم :  

 )2-35   (  log ( )
( log ( ) )

n
i

i

p X
p E p X

n
ε δ

=

 −
− − ≤ ≥ −  

 
∑

1
1 

)ولی  log ( ) ) ( )E p X H X= log و − ( ) log ( ( ,..., ) )n
i ni

p X p X X
=

=∑   بنابراین . 11

)2-36(  ( log ( ( ,..., ) ) ( ) )np p X X n H X ε δ− − ≤ ≥ −1 1 

  . استδ−1بهنجار باشد εپس احتمال اینکه یک دنباله 

هاي بهنجار باید در ي، و ملاحظه اینکه جمع احتمالات دنبالهاین قسمت از تعریف بهنجار: 2قسمت 

  :بنابراین. شودنتیجه می)  شود1تواند بیشتر از ها نمیزیرا جمع احتمال (25 باشد1  تا δ−1گسترة

 )2-37(  ( log ( ( ,..., ) ) ( ) )np p X X n H X ε δ− − ≤ ≥ −1 1 

                                                
25 1با توجه به قسمت    
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)2-38(  ( ( ) ) ( ( ) )

( , ) ( , )

( ) ( , )n H X n H X

x T n x T n

p x T nε ε

ε ε

ε− + − +

∈ ∈

≥ ≥ =∑ ∑1 2 2 

)کنیم کهمیپس استنباط  ( ) )( , ) n H XT n εε +≤    و2

)2-39(  ( ( ) ) ( ( ) )

( , ) ( , )

( ) ( , )n H X n H X

x T n x T n

p x T nε ε

ε ε

δ ε− − − −

∈ ∈

− ≤ ≤ =∑ ∑1 2 2 

)پس  ) ( )( )( , ) n H XT n εε δ −≥ −1 2  

)هاي موجود درمفهوم اصلی در این قسمت، تقسیم دنباله: 3قسمت  )S nهاي بهنجار و  به دنباله

هاي بهنجار در تعداد دنباله.  بزرگ دنباله نابهنجار احتمال کمتري داردnدر حد. باشدنابهنجار می

( )S nها در  آشکارا کمتر از تعداد کل دنباله( )S n که حداکثر n R2احتمال هر . باشد است، می

)دنباله بهنجار تقریباً )n H X−2بنابراین احتمال کل دنباله بهنجار در .  است( )S n مقیاسی مانند 
( ( ))n R H X−2 دارد که هر گاه ( )R H X<کند باشد به سمت صفر میل می.  

در اینجا نسخۀ . ه از نظریه دنباله بهنجار است   نظریه کد کردن کانال بدون نوفه شانون کاربردي ساد

طرح کلی این است که فرض کنیم . دهیماي از نظریه کدکردن کانال بدون نوفه ارائه میخیلی ساده

, ,X X1 2 K یک منبع اطلاعاتی i.i.d یک طرح فشرده. باشد روي تعدادي حروف الفباي محدود -

)هاي ممکن  دنبالهRسازي با آهنگ , , )nx x x= 1 Kرا به رشته بیتی به طول n Rنگاشت می  -

)این عمل را با. کند ) ( , , )n n
nC x C x x= 1 Kاگر. (دهیم نشان میn R عددي صحیح نباشد با 

]کنیم کهقرارداد فرض می ]n R n R= .(،طرح پادمتراکم سازيn Rگیرد و آن را  بیت فشرده را می

کند، این عمل را با  حرفی مناسب، نگاشت میnدر جهت برعکس عمل پیشین، براي تولید یک رشته 

( ( ) )n nD C xسازي پادمتراکم-سازيرح کلی متراکمط. دهیم نشان می( , )n nC D در صورتی 

) به سمت بینهایت میل کند احتمال nقابل اطمینان است که هنگامی که  ( ) )n nD C x x= به 

راي چه مقادیري با کند که بنظریه کد کردن کانال بدون نوفه شانون مشخص می. یک نزدیک شود

این کار را با تفسیر عملی قابل تصوري . سازي قابل اطمینان وجود دارد یک طرح متراکمRآهنگ 
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)براي آهنگ آنتروپی )H Xآهنگ آنتروپی منابع فیزیکی لازم و کافی براي ذخیره . دهد انجام می

  .باشدیمنطقی خروجی منبع م

}فرض کنید . ؛ نظریه کد کردن کانال بدون نوفه شانون6قضیه }iX یک منبع اطلاعاتی i.i.d با 

)آهنگ آنتروپی  )H Xفرض کنید .  باشد( )R H X> .سازي منطقی با آهنگ پس طرح متراکمR 

)برعکس اگر. وجود دارد )R H X<سازي منطقی نخواهد بود هیچ طرح متراکم.  

  :اثبات

)    فرض کنید  )R H X> .ε >oکنیم که  را چنان انتخاب می( )R H X ε> سري . باشد+

( , )T n εهاي  از دنبالهεازاي هربه. بهنجار را درنظر بگیریدδ >oو n ،به اندازه کافی بزرگ 

)حداکثر ( ) )n H X n Rε+ <2  اي رااحتمال اینکه منبع چنین دنباله. هایی وجود دارد از چنین دنباله2

بنابراین روش متراکم سازي روشی ساده است که خروجی منبع را . باشدمیδ−1تولید کند حداقل

 Rnبهنجار نباشد در متراکم سازي به رشته بیتی به طول εاگر . بهنجار است یا نهεآزماید که می

,هاي تصادفی حدسیسازي دنبالهگیرد و عمل پادمتراکماشتباه صورت می , nx x1 K را درحکم 

اگر خروجی . شودسازي کاملاً رها میدر این مورد متراکم. کنداطلاعات تولید شده منبع خارج می

  . بیت به روشی آشکار متراکم کردRnتوان آن را به سادگی با استفاده از منبع بهنجار باشد می

)(     فرض کنید XHR< .سازي حداکثر پادمتراکم–سازي ترکیب عمل متراکمn R2 خروجی 

nممکن دارد، بنابراین حداکثر  R2کم  دنباله خروجی از منبع بدون هیچ اشتباهی متراکم و پادمترا

 به اندازه کافی بزرگ احتمال اینکه دنباله خروجی از nهاي بهنجار ، براي با نظریه دنباله. شودمی

)(منبع براي  XHR<در زیر سري n R2بنابراین هیچ . کند دنباله قرار گیرد به سمت صفر میل می

  .باشندیی منطقی نمیهایک از چنین طرح

  ايهاي نوفه اطلاعات کلاسیکی در کانال-2-3-2

- اکنون می.      تاکنون فقط در مورد ذخیره و انتقال اطلاعات در کانال بدون نوفه صحبت کردیم

- در این مورد اطلاعات با اثرات نوفه مواجه می. اي بپردازیمخواهیم به انتقال اطلاعات در کانال نوفه
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- این گونه. شویمم صحبت با تلفن گاهی در فهمیدن صداي شخص مقابل دچار اشکال میهنگا. شوند

توان براي مقابله گاهی می. هاي پردازش اطلاعات وجود داردشود که در سیستماي نوفه محسوب می

گنجد و ها در کار ما نمیکه این بحث. غلط استفاده کرد-با اثرات نوفه از کدهایی مانند کدهاي صحیح

تواند به اي میهاي نوفهاي و مقدار اطلاعاتی که در کانالهاي نوفها تنها به بررسی اطلاعات در کانالم

. رودکار میمثلاَ گاهی هزار بیت براي انتقال پانصد بیت اطلاعات به. پردازیمطور معتبر انتقال یابد، می

م آهنگ بیشینه ارتباط معتبر خواهیخواهیم ظرفیت کانال را مشخص کنیم یعنی میبه عبارتی می

  .میان کانال را بیابیم



36  

  اي هاي کلاسیکی نوفهارتباط روي کانال -2-3-2-1

پـردازیم و   مـی 26هـاي متقـارن بـاینري        در آغاز به آهنگ بیشینۀ انتقال معتبر اطلاعات میان کانال       

)دهیم که این آهنگ برابر با     نشان می  )H P−1 هـاي کانـال بـه      رض کنیـد همـه ورودي     ف ـ. باشـد  می

کنـد کـه   هـا ایجـاب مـی   هاي بزرگی به صورت کد درآیند، بزرگ بودن انـدازه بلـوك  یکبارگی در بلوك 

تواند تعبیري براي معتبـر بـودن   این گفته می. احتمال خطا در انتقال اطلاعات به سمت صفر میل کند        

  .  کانال باشد

ه هر نوع مخابره اطلاعات با بیش از آن آهنگ غیر ممکن باشـد؟              اي وجود دارد ک        آیا آهنگ بیشینه  

این پرسشی است که شانون آن را در قـضیه دوم خـود          ) اي براي کانال وجود دارد؟    آیا ظرفیت بیشینه  (

هـاي مفیـدي بپـردازیم    اي صریح به این قضیه به مثالدر اینجا بهتر است پیش از اشاره      . دهدپاسخ می 

  .  باشدترکه درك مطلب راحت

 بـار اسـتفاده از کانـال متقـارن بـاینري انتقـال            n بیت از اطلاعات را با       nRخواهیم       فرض کنید می  

در روشی بسیار مفید براي انجـام ایـن کـار از کـدهاي              . باشد می Rیعنی آهنگ انتقال اطلاعات     . دهیم

دادن اشـتباه   ،  احتمال رخ   هاي بزرگ nبا استفاده از این کدها، در حد        . شود غلط  استفاده می    -صحیح

. هـاي مختلفـی انجـام پـذیرد    توانـد بـه صـورت   غلط نیز می-ساختن کدهاي صحیح  . شودبسیار کم می  

هـاي ممکـن    کنـیم ورودي  فرض می . شود روش کدکردن تصادفی است    روشی که در اینجا استفاده می     

براي هر کد موجـود،  . ها باشندتوزیع احتمال ثابتی روي این ورودي     ) q−1 و q( و   بوده) oو  1(کانال  

)کدواژه , , )nx x x= 1 K   کنیم که با احتمال    را انتخاب میq   مقدار ،o=jx   و با احتمال q−1  مقدار ،

                                                
26 اي براي یک بیت سیگنال از اطلاعات است که در آن یک بیت با احتمال فهکانال متقارن باینري ، کانال ارتباطی نو  P−1 یابد و  انتقال می
با احتمال  P > o .اي، با استفاده از کانال متقارن باینري قابل درك استهاي نوفهمفاهیم زیادي از کد کردن کانال. کند  فلیپ می  
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jx =  پیام استفاده شود آهنگ انتقـال پیـام بـا    k2 بیت براي انتقال nدر حالت کلی اگر از      . باشد می 1

R:رابطه  k n=شود داده می .  

nها را      فرآیند انتخاب کدواژه   R2 هـا برابـر    توان گفـت تعـداد کـدواژه      بنابراین می . کنیم تکرار می   بار

nبا R2 شاید انتخاب کدواژه به طور تصادفی، مناسب به نظر نرسد ولی به طور متوسط فرآینـد         . باشد می

  .دهدغلط خوبی ارائه می-کد کردن تصادفی، کد صحیح

دهـد توجـه    کانال روي یک کدواژه در یک کد انجام می       براي درك درستی این مطلب به عملی که       

xمثلاً اثر کانال روي . دهیم نمایش می  jxهر کدواژه را به صورت    . کنیممی -باشد؟ در کـدواژه  چه می1

n در کانال متقارن باینري انتظار داریم nاي به طول     pکنـد بنـابراین بـا احتمـال     27هـا فلیـپ  یت از ب 

xبالایی خروجی کانال از کدواژه  28n فاصله هامینگ1 pگوییم که چنـین  می). 2-2(شکل . ك.ر.  دارد

x حول   pnهایی کره هامینگی به شعاع      خروجی تـوان اینگونـه    هاي بالا را می   گفته. ت خواهند ساخ  1

n بیتی را که nهاي  بیان کرد که مجموعه نقاط تمام رشته       R2    رشته است به عنوان نقـاط یـک شـبکه 

ر نظر بگیریم در طـول  هاي خود د اگر همه این نقاط را به عنوان کدواژه       .  بعدي تصور کنیم   nابرمکعبی

فهمـد  شود و گیرنده واقعـاً نمـی      اش تبدیل می  هاي همسایه عبور از کانال یک کدواژه به یکی از کدواژه        

هـا بـه فاصـله      بنابراین راه مقابله با خطا این اسـت کـه کـدواژه           . اي برایش ارسال شده است    چه کدواژه 

-در واقع هرگاه یک کدواژه را ارسـال مـی         . مناسب از هم انتخاب شوند تا احتمال وقوع خطا پایین آید          

اي درون ایـن کـره   کنـیم و هنگـامی کـه نقطـه    کنیم حول آن یک کره به اندازه کافی بزرگ رسم مـی   

اي که در مرکز آن قرار دارد تعبیر و خطاهاي به وجود آمـده را        کنیم آن را به عنوان کدواژه     دریافت می 

آورد، زیـرا از همـه نقـاط شـبکه اسـتفاده      بیعی پایین می  این کار آهنگ را به طور ط      . کنیمتصحیح می 

  . کنیمنمی

)توان تعداد عناصري را که در این فاصله هامینگ وجود دارد، از     می )n H pn
n p

 
≈ 

 
  .  محاسبه کرد2

                                                
27  Flip 
28 .شوددر این باره در فصل سوم بیشتر توضیح داد ه می. شودهایی که دو رشتۀ بیتی مساوي نباشند مشخص می تعداد مکانبافاصلۀ هامینگ    
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y. شـود هاي ممکن اتفاقی را شامل مـی      چون فاصله هامینگ همه خروجی     x e=  eو   خروجـی    1⊕

هاي بهنجـار تعـداد چنـین خطاهـاي از     با نظریۀ دنباله. خطایی است که ممکن است در کانال رخ دهد    

) حدوداً   eنوع   )n H p2 حـال همـه فـضاي    . دهـد ها رخ میها براي همه کدواژهاین نوع انحراف . باشد می

پس راهی آسان براي شـخص      ). 3-2(گیریم شکل   اي هامینگ اطراف آنها را در نظر می       ها و فض  کدواژه

در واقـع او بـا   . کنندة پیام وجود دارد که بتواند به کمک آن خروجی کانال را کدگـشایی کنـد              دریافت

گیرد و اگر هاي هامینگ است خروجی را منطبق بر کدواژه می       بررسی اینکه آیا خروجی در یکی از کره       

هـا همپوشـانی ندارنـد نتیجـه کدگـشایی      چون کره. کندجی در کره هامینگ نباشد اعلام خطا می       خرو

. اندهایی که به طور تصادفی براي کانال متقارن باینري فرستاده شدهکد کلمه ).3-2(شکل 
.اندهاي بهنجارشان احاطه شدههاي هامینگ خروجیآنها به وسیله کره  

x واژةفرض کنید کد ). 2-2(شکل  1 n با  پس یک خروجی . بار استفاده از کانال متقارن باینري فرستاده شود
بهنجار  کانال یک عنصر از کره همینگ به شعاع  pn . است که فرستاده شده است   
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-در واقع اگر همپوشانی بسیار کوچکی وجود داشته باشد باز هـم شـخص دریافـت           . موفقیت آمیز است  

  .تواند کدگشایی صحیحی انجام دهدکنده پیام با شانس موفقیت خوبی می

دهـد؟ بـراي پاسـخ بـه ایـن پرسـش بایـد سـاختار                ها رخ مـی   بین کره      چگونه همپوشانی کوچکی    

nبـا . هـاي ممکـن کانـال را بهتـر بـشناسیم          خروجی R2    بـرداري از سـري   بـار نمونـه( ,..., )nX X1 از 

jX و q  بـا احتمـال  o=jX(آوریـم  دسـت مـی  هـا را بـه  متغیرهاي تصادفی مستقل، کدواژه    بـا  1=

هـاي   میان کانال متقارن باینري باشد، نظریۀ دنباله       jX نتیجه فرستادن  jYفرض کنید ). q−1احتمال

,...,کند که سري مقادیر بهنجار براي  بهنجار بیان می   nY Y1اي برابر اندازه( )n H Y2 باشـند کـه    دارا مـی

Y توزیع همه iYاندالاحتمالهاي ممکن بهنجار متساويهمه خروجی. باشد می.  

ه طور یکنواخت نمونه         اکنون موردي را در نظر بگیرید که یکصد بار از جمعیت یک میلیونی ب

حتی اگر هزار بار نمونه برداري کنیم . یابی به تکرار چندان محتمل نیستبرداري کنیم احتمال دست

برداري کنیم هرگاه ما یک میلیون بار نمونه. باز هم تعداد تکرارها با دقت خوبی کوچک خواهد بود

مشابه تا هنگامی که تعداد عناصر در مدلی . شودتعداد تکرارها نسبت به اندازه نمونه بزرگ می

)ها به اندازه فضاي شده در همه کرهترکیب )n H Y2هاي  نزدیک نشود، مقدار همپوشانی بین کره

)چون هر کره . گردد، آغاز نمیpn با شعاع هامینگ )n H p2یح عنصر دارد با احتمال بالایی کد صح -

  :غلط خوبی داریم مشروط بر اینکه

 )2-40(  ( ) ( )n R n H p n H Y× <2 2 2 

  که بر شرط زیر منطبق است

 )2-41(  )()( pHYHR −< 

براي اینکه .  انتخاب شده، بستگی داردjXکه براي) q−1 و q( به توزیع پیشین YH)( آنتروپی 

.  را بیشینه کنیمYH)(بتوانیم آهنگ انتقال اطلاعات را به اندازه کافی بزرگ کنیم باید سعی کنیم

qاگر توزیع منطبق بر  =1 ) باشد،2 )H Y = - دست میعات به و بنابراین براي آهنگ انتقال اطلا1

  : آید
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)    2-42(  ( )R H p< −1 

  اي شانوننظریۀ کد کردن کانال نوفه -2-3-2-2

  :آیددست می از رابطه زیر بهNايظرفیت براي کانال نوفه. اي شانون      نظریۀ کد کردن کانال نوفه

  )2-43(  
( )

( ) max ( : )
p x

C N H X Y= 

)(هاي وروديکزیمم روي همه توزیعکه ما xpبراي Xو. شود و هر استفاده از کانال گرفته میY 

اي، به عنوان یک مثال از نظریۀ کد کردن کانال نوفه. باشدمتغیر تصادفی منطبق در خروجی کانال می

کند و با توزیع ، فلیپ میpري را در نظر بگیرید که در آن هر بیت با احتمالمورد کانال متقارن باین

)ورودي  )p q=o و ( )p q= −1   : داریم1

) 2-44(  
∑ =−=

−=

x

xXYHxpYH
XYHYHYXH

).|()()(
)|()():(

 

)|()(، xازاي هر      به pHxXYH ):()()(بنـابراین   == pHYHYXH ، کـه بـا انتخـاب    =−

q =1 )بنـابراین   . شـود  بیشینه می  2 )H Y = ) و   1 ) ( )C N H p= ایـن نتیجـه کـه از نظریـۀ        . 1−

اي است که با محاسبات پیـشین بـراي     اي شانون به دست آمد درست همان نتیجه       کدکردن کانال نوفه  

   ].6 و5[دست آوردیمنال متقارن باینري بهکا
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  گیرينتیجه -2-4

    در این فصل ضمن معرفی آنتروپی شانون به چند ویژگی مهم این آنتروپی اشاره کردیم و برخـی از                 

توان نتیجه گرفـت کـه در فیزیـک کلاسـیک بهتـرین و       بنابراین می .  کاربردهاي مهم آن را برشمردیم    

لازم بـه ذکـر     . باشـد رود آنتروپی شـانون مـی     کردن اطلاعات بکار می   راي کمی اي که ب  مفیدترین رابطه 

است که چون آنتروپی شانون به احتمال رویدادهاي مختلف وابسته است، محتواي اطلاعات سیـستمی            

موضوع دیگـر  . ماندهاي مختلف ناوردا باقی میگیريآید همواره تحت اندازهدست میکه بر اساس آن به  

احتمال رویدادهاي مختلف به زمـان وابـسته نباشـد، محتـواي اطلاعـات بـه دسـت آمـده از           اینکه اگر   

هایی است که اندازه اطلاعـات بایـد    این دو ویژگی از مهمترین ویژگی     . آنتروپی شانون در زمان بقا دارد     

  . کندها صدق میگونه که گفتیم آنتروپی شانون به خوبی در این شرطداشته باشد که همان
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  سومفصل

  

  کوانتمی اطلاعاتنیومن و                آنتروپی فون
ü  ذخیرة اطلاعات در فیزیک کلاسیک و کوانتمی  

ü قابل کاربردبودن آنتروپی شانون در مکانیک کوانتمیغیر   

ü اطلاعات کوانتمی  

ü هاي کوانتمی انتقال اطلاعات در سیستمذخیره و 

ü هاي کوانتمیاطلاعات کلاسیکی در کانال  

ü يگیرنتیجه  
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  مقدمه

هاي کوانتمی اي از اطلاعات است که سیستم     اطلاعات کوانتمی چیست؟ اطلاعات کوانتمی گونه

ها را آماده کرده به ابزار اي که آندر یک آزمایش کوانتمی این اطلاعات از وسیله. کنندحمل می

اي ي نیست به جز وسیلهبنابراین یک انتقال دهندة اطلاعات کوانتمی چیز. شودگیري منتقل میاندازه

  . گیري استکند، و دریافت کننده یک وسیلۀ اندازههاي کوانتمی را آماده میکه ذره

ولی پیش از پرداختن . کنیم     در این فصل به طور مفصل دربارة انتقال اطلاعات کوانتمی بحث می

به صورت کدهایی که حجم درآوریم، یعنی ) رمز(به این بحث باید بتوانیم اطلاعات را به صورت کد 

کمتري را نسبت به خود اطلاعات داشته باشند و ما قادر باشیم این کدها را به حالت اولیه یعنی حالت 

از طرفی براي دانستن میزان اطلاعات هر منبع باید آن را به . برگردانیم) رمز شدن(قبل از کد شدن 

. شود کمی کردن اطلاعات نامیده میبیان ریاضی منبع اطلاعاتی اصطلاحاً. صورت کمی درآوریم

- گفتیم که در فیزیک کلاسیک بهترین روش براي کمی کردن اطلاعات استفاده از آنتروپی شانون می

کند و به دلایل باشد، اما در مکانیک کوانتمی استفاده از این آنتروپی ما را با مشکلاتی مواجه می

چند مورد از آنها اشاره کرده و سرانجام سعی بر معرفی شود که ما به زیادي غیرقابل کاربرد اعلام می

  .هایی داریم که در مکانیک کوانتمی مفید و قابل استفاده باشندآنتروپی

   ذخیرة اطلاعات در فیزیک کلاسیک و کوانتمی3-1

 نمایش 1یا  oاي از مقادیر اي دودویی یعنی دنباله    در فیزیک کلاسیک اطلاعات به صورت دنباله

واقع یک  کند بازخوانی کنیم درهرگاه اطلاعاتی را که یک سیستم کلاسیکی حمل می. شوندداده می

توان گفت یعنی می. کنیمویژگی از سیستم را که پیش از بازخوانی نیز وجود داشته است آشکار می

در این . دهدها را تشکیل میتاي از بیهاي کلاسیکی ویژگیهاي سیستم است که دنبالهکه در سیستم

به . آوریم صورت کمی درمیگیریم و یا بهوسیلۀ آنتروپی شانون اندازه میها اطلاعات را بهسیستم

دانست که براي » خیر«یا » بله«توان اندازه شانون اطلاعات را تعداد پرسشهایی با پاسخ تعبیري می

  . شوددر ادامه این مطلب بیشتر توضیح داده می. ها لازم است1و  oتعیین دنبالۀ خاصی از 
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هر کیوبیت در . شودها نمایش داده میاي از کیوبیت     در فیزیک کوانتمی اطلاعات به وسیلۀ دنباله

یک کیوبیت مقدار اطلاعاتی است که یک سیستم . شودیک فضاي هیلبرت دو بعدي تعریف می

1هاي اسپین ذرهکوانتمی دو حالته مانند  بنابراین کیوبیت یکی از واحدهاي . توانند حمل کنند می2

کند بازخوانی کنیم اگر بخواهیم اطلاعاتی را که یک کیوبیت حمل می. اطلاعات کوانتمی است

},{گیري،هاي اندازهمجبوریم حالت کیوبیت را روي پایه 1oیم که مقادیر بیتی  تصویر کنo را 1 یا 

گیري باشد مقدار بیتی که تنها در مورد استثنایی که کیوبیت در ویژه حالت ابزار اندازه. دهدبه ما می

گیري نیز وجود داشته آشکار آید یک ویژگی سیستم را که پیش از اندازهدست میگیري بهاز اندازه

ناپذیري تصادفی است و گیري به طور کاهشتوان گفت که نتیجه اندازهلی میولی به طور ک. کندمی

شود یک ویژگی سیستم را نشان گیري حاصل میتوان به هیچ روشی فرض کرد که آنچه در اندازهنمی

تعریف و مستقل از مشاهده بیانگر این است که اندازه شانون عدم وجود مقادیر بیتی خوش. دهدمی

توان عدم گیري نمیکانیک کوانتمی غیر قابل استفاده است و پیش از انجام دادن اندازهاطلاعات در م

  ].11 و8[یقین یک سیستم کوانتمی را با آنتروپی شانون محاسبه کرد 

   قابل کاربرد بودن آنتروپی شانون در مکانیک کوانتمیغیر -3-2

هاي  میزان عدم یقین ما را دربارة ویژگیهاي کلاسیکی آنتروپی شانونگیري     گفته شد که در اندازه

- هاي کوانتمی در مقایسه با اندازهگیرياما به دلیل ریشۀ کاملاً متفاوت اندازه. دهدسیستم نشان می

دهد، استفاده از آنتروپی شانون در مکانیک هاي کلاسیکی واشکالات مفهومی که روي میگیري

هاي کوانتمی برخلاف گیريد دارد این است که در اندارهدلیلی که وجو. شودکوانتمی مردود اعلام می

- توان ادعا کرد که با اندازه، نمی)جز استثناهاي اندکی که وجود داردبه(هاي کلاسیکی گیرياندازه

  .شوداند آشکار میگیري نیز وجود داشتهگیري ویژگیهایی از سیستم که پیش از اندازه

  هاي کوانتمیگیريبراي اندازه تحلیل عملی آنتروپی شانون -3-2-1

شود که شود و نشان داده می      در اینجا به شکلی عملی کاربرد اندازه اطلاعات شانون بررسی می

در حقیقت خواهیم . هاي کوانتمی غیر قابل کاربرد استاین اندازة در تعیین محتوي اطلاعات سیستم
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ي کوانتمی بکار بریم یا آنکه محتوي اطلاعاتی را با گیردید که هرگاه بخواهیم اصل شانون را در اندازه

شود که توصیف کامل آن از عهده مکانیک شانون تعیین کنیم، عنصري حاصل می) آنتروپی(اطلاعات 

این عنصر همیشه با تصادفی بودن عینی رخدادهاي کوانتمی و با اصل مکملیت . کوانتمی خارج است

  . کوانتمی همراه است

تواند با روشی که بر سؤال هاي کلاسیکی، اندازه شانون اطلاعات از نظر مفهومی میه     براي مشاهد

هاي رنگی پر شده اي از توپبراي این کار فرض کنید کوزه. پرسیدن استوار است، توضیح داده شود

,پس . باشد , , mn n n1 2 Kکوزه تکان اگر. قرمز وجود دارد... سیاه ، سفید،: هاي مختلف توپ با رنگ 

بینی کرد؟ شده پیشاي را که خارج توان رنگ ویژه بیرون آوریم، تا چه حد میداده شده و یک توپ

. بینی خواهیم کردها یکسان باشد آشکارا رنگ توپ بیرون آورده شده را دقیق پیشاگر رنگ همۀ توپ

 . باشدیرون آمده بیشینه میالاحتمال باشند عدم یقین ما دربارة رنگ بها متساويازطرفی اگر رنگ

هایی از چهار رنگ مختلف سیاه، سفید، قرمز و اي با توپ     به عنوان مثالی ویژه فرض کنید کوزه

pسبز پر شده باشد، که احتمال آنها به ترتیب  =1
1
2

 ،p =2
1
4

 ،p =3
1
8

p و  =4
1
8

اکنون . باشدمی

 که جواب آنها بله خواهیم با پرسیدن تعدادي سؤالشود، میفرض کنید توپی از کوزه بیرون آورده می

ها به استراتژي پرسیدن اگرچه تعداد این پرسش. یا خیر است به رنگ بیرون آورده شده پی ببریم

کار برد این است که سعی کنیم از هر پرسش توان بهترین استراتژي که میبستگی دارد ولی بهینه

هاي آنها نیمی از هایی بپرسیم که جواببنابراین مجبوریم سؤال. دست آوریماطلاعاتی بیشینه به

توان پرسید این درآغاز بهترین سؤالی که می. دادن آنها وجود دارد حذف کندامکانات را که احتمال رخ

 است؟ چه جواب این سؤال بله باشد چه خیر، نیمی از امکانات آیا رنگ سیاه بیرون آورده شده: است

ولی اگر جواب خیر باشد . ایماگر جواب بله باشد ما به خواسته خود رسیده. وقوع حذف خواهند شد

تقسیم کرد، و } قرمز و سبز{و } سفید{هاي مساويتوان سري باقیمانده را به دو قسمت با احتمالمی

باشد، مطلوب » بله«دوباره اگر جواب . جلو رفت» رنگ بیرون آمده سفید است؟آیا « با پرسیدن اینکه 

یک خروجی ویژه . باشد باز هم باید ادامه دهیم تا به رنگ بیرون آمده پی ببریم» خیر«ماست ولی اگر 
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هاي به برگ) 1-3(با به ترتیب نوشتن بله و خیرهایی که هنگام حرکت از ریشۀ درخت باینري شکل

هاي توان دیدکه با این استراتژي بهینه، تعداد سؤالبه سادگی می. شود آمده مشخص میدستآن به

 :باشدباینري کمینه که برا ي تعیین رنگ بیرون آمده لازم است به صورت زیر می

 

  )3-1(  
4
73

8
1

8
12

4
11

2
1321 4321 =×++×+×=×++×+× )()( pppp 

  .دهد معادلۀ بالا اگر به صورت زیر نیز نوشته شود همان جواب پیشین را می

  )3-2(  log log log log logi i
i

p p
=

− − − − = −∑
4

1

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 4 4 8 8 8 8

 

,هاي توپ مختلف با احتمالNکنید کهیا موقعیتی کلی را تصور ,..., mp p p1  داریم که آنها را از 2

pپس یک دنبالۀ طولانی شامل . ایمدریاي بینهایتی ازتوپ بیرون کشیده N1گ اول  توپ از رنp N2 

دست آوردن احتمال براي به). شوداي دنبالۀ بهنجار نامیده میچنین دنباله(است ... توپ از رنگ دوم و

  .شودیک دنبالۀ بهنجار ویژه با رابطۀ زیر داده می

)   3-4(  (sequence) p N p N
N Hp p p= =1 2

1 2
1

2
K 

  که

)   3-5(  log
m

i i
i

H p p
=

= −∑
1

 

براي تعیین رنگ بیرون درخت سؤالات باینري . )1-3( شکل
.آورده شده  
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Hباشد و به دلیل تناسب با سیستم دوتایی یا بیت،  آنتروپی شانون میlog شود گرفته می2 در پایۀ .

ها هاي تمیزپذیر این توپهاي متفاوت با تعداد جایگشت توپ با رنگNهاي بهنجارتعداد کل دنباله

  .آیددست میبه

)3-6(  !
( )!( )!...( )!

N H

m

N
p N p N p N

→
1 2

2 

!دست آوردن معادلۀ بالا از تقریب استرلینگ در به N NN N N eπ −≈ در واقع . ایم استفاده کرده2

Nتوان گفت که چونمی HW ≈ لازم » بله، خیر«هاي بنابراین تعداد سؤال.  دنبالۀ ویژه وجود دارد2

دست آمده توان گفت آنتروپی شانون بهیا می. باشد میNHبالۀ ویژه برابردست آوردن یک دنبراي به

 .شود حاصل میNدست آوردن یک دنبالۀ ویژه برهاي لازم براي بهها از تقسیم تعداد سؤالدر بیت

گیري  آنها پیش از انجام دادن اندازههايهاي کوانتمی که ویژگیها با سیستم     اگر به جاي توپ

براي ما معلوم نیست سروکار داشته باشیم دیگر اندازة شانون اطلاعات براي تعیین اطلاعات کسب 

Nتوانباشد و نمیگیري مناسب نمیشده از اندازه HW ≈ هاي لازم براي تعیین  را تعداد سؤال2

  ].8[گیري دانست خروجی اندازه

- تک اجزاي تشکیل دهندة سیستم پیروي می   در فیزیک کلاسیک رفتار کل سیستم از رفتار تک  

نامعینی اساسی در عدم وجود توصیفی . باشدهاي کوانتمی درست نمیاما این در مورد سیستم. کند

 کند که در مکانیکگیري ویژه بیان میجزئی و پیشگویی براي نتایج رخدادهاي کوانتمی در انداره

ها را با به ترتیب نوشتن بله اي از خروجیتوان دنبالۀ ویژهگیري نمیکوانتمی پیش از انجام دادن اندازه

بنابراین . گیري وجود نداردو هیچ خروجی مشخصی قبل از انجام دادن اندازه. دست آوردوخیرها به

گیري روي آن که اندازهتواند عدم یقین ما را درباره سیستمی هاي ممکن متفاوت نمیتعداد خروجی

  .انجام نشده مشخص کند

- گیري معلوم شود میها روي سیستم کوانتمی انجام شود و نتیجۀ اندازهگیرياي از اندازهاما اگر دنباله

  .دست آمده را با آنتروپی شانون کمی کردتوان اطلاعات به
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 ي کوانتمی هاگیريهاي شانون در اندازه غیرقابل استفاده بودن فرضیه-3-2-2

یک دلیل مهم براي ترجیح دادن اندازه شانون اطلاعات این است که به خوبی : نویسد     جینز می

  ].12[کندهاي منطقی خودش را برآورده میفرضیه

  : هاي منطقی زیر استوار استرابطۀ مشهور شانون بر فرض

)اگر )npppH .,........., يِ رویدادهایی با احتمال گیریقین موجود در خروجی اندازه عدم21

niرخداد pp    باشد آنگاه،.........,,...

  .باید پیوسته باشدH)  الف

npiها مساوي باشند و ipاگر همه)  ب   . باشدn باید یک تابع اکیداً صعودي ازH پس =1

هاي منحصر بفرد H اولیه باید با مجموعHاگر یک رویداد احتمالی به دو رویداد شکسته شود،)  ج

  :براي مثال. تولید شده برابر باشد







+






=








3
1

3
2

2
1

2
1

2
1

6
1

3
1

2
1 ,,,, HHH  

iiشانون نشان داد که تنها تابع  ppH log∑−=8 و 6[کندها را برآورده می این فرضیه[.   

ولی فرضیۀ سوم نیاز به . باشنداي از اطلاعات طبیعی برقرار می      دو فرضیۀ نخست براي هر اندازه

کند و همین فرضیه  را تعیین میHدر واقع فرضیه سوم شانون شکل لگاریتمی . توجیه بیشتري دارد

 این فرضیه را فادیو به صورت زیر فرمولبندي کرده .شودانیک کوانتمی دچار اشکال میاست که در مک

  n≤2براي هر: است

شکستن یک امکان به سه ). 2-3(شکل
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)3-7(  ( ...., , , ) ( ,..., , ) ( , )n n n n
n n

q qH p p q q H p p p p H
p p−= + 1 2

1 1 2 1 1 

21که  qqpn )فرض کنید: به این قرار است) 7-3(تعبیر فیزیکی . باشد می=+ )npppH .,........., 21 

naaهايار اطلاعات حاصل از انجام دادن آزمایشی با خروجیمقد  به naاکنون اگر.  باشد1.............

21رخدادهاي  bb  رخ دهد، یعنی na حتما نخست باید b1 و b1 تبدیل شود یعنی براي رخ دادن ,

naداریم b∧ na و 1 b∧ naهاي خروجیاحتمال). »و«معناي به∧( که 2 b∧ na و 1 b∧ ترتیب  به2

مقدار اطلاعات حاصل از انجام آزمایشی با ) 7-3(پس سمت چپ معادله . q2 و q1عبارتند از 

naهاي خروجی b∧ na و 1 b∧ ......... و 2 na a1و تفسیرهاي بالا ) 7-3(معادله . کندرا مشخص می

زمان روي سیستم انجام ها را همتوان همۀ آزمایشبیانگر آن است که در فیزیک کلاسیک همواره می

ولی در مکانیک کوانتومی فقط . زمان اندازه گرفتحرکت جسم را همتوان مکان و اندازهداد مثلا می

پذیر جابجاپذیر زمان روي سیستم اثر داد که آن دو مشاهدهپذیر را همزمانی می توان دو مشاهده

پذیر ک مشاهده باعث از دست دادن اطلاعات مربوط به مشاهدهدر غیر این صورت نتیجه ی. باشند

در واقع . زمان دانستحرکت یک سیستم کوانتمی را هم توان مکان و اندازهمثلاً نمی. شوددیگر می

پس فرضیه . عکسبرد و برحرکت را از بین می اطلاعات راجع به مکان جسم اطلاعات مربوط به اندازه

همچنین این . تفسیر شد در مکانیک کوانتومی قابل استفاده نیست) 7-3(دله سوم شانون که با معا

کشف دانش جدید درباره ) الف: شونده دربردارنده دو معنی است که در مکانیک کوانتومی رد مییفرض

پذیرها جابجاپذیر نباشند در مکانیک کوانتومی اگر مشاهده. شودسیستم سبب افزایش آگاهی ما می

پذیر باعث از دست دادن اطلاعات  یک مشاهدهات دربارةرست نیست و کسب اطلاعاین مسأله د

ترتیب انجام دادن  آید بهدست میهاطلاعاتی که راجع به سیستم ب) ب. شودپذیر دیگر میمشاهده

 برقرار است ولی در مکانیک اگر چه این قضیه درمکانیک کلاسیک کاملاً. آزمایش بستگی ندارد

 آزمایش .ها بستگی دارد آزمایش دادنانجام  به ترتیبعات حاصل از سیستم دقیقاًکوانتومی اطلا

 .]16) [3-3( مصداق بسیار خوبی براي نشان دادن هر دو مورد الف و ب است شکل  گرلاخ-اشترن
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 فرضیه سوم شانون و در نتیجه آنتروپی شانون را در مکانیک کوانتومی هاي بالا همهبنابراین دلیل

  .سازندغیر قابل استفاده میمردود و 

    مشکلات تعیین محتواي اطلاعات یک سیستم کوانتمی3-2-3

همچنین . هاي متفاوت ناوردا باشدگیري     به طور کلی محتواي اطلاعاتی سیستم باید تحت اندازه

اگر جابجایی اطلاعات با محیط صورت نگیرد محتواي اطلاعاتی سیستم باید در بستر زمان پایسته 

  . کندها را در تعیین محتواي اطلاعات کوانتمی برآورده نمیآنتروپی شانون این دربایست. باشد

ها تشکیل شده است و ویژگیهاي همه این ذرات تشکیل دهنده ها و میدان      جهان کلاسیکی از ذره

شود گفته میدر این صورت . گزیند کاملاً مستقل استگیري برمیاز روشی که آزمایشگر براي اندازه

اما دنیاي کوانتمی یک دنیاي وابسته  . است29که جهان کلاسیکی یک جهان ناوابسته به قراین عینی

باشد و محتواي اطلاعاتی سیستم دقیقاً به زمینه آزمایشی انجام شده روي آن  می30به قراین عینی

- هاي اندازهه پایهکنیم کدر صورتی از سیستم کوانتمی بیشینۀ اطلاعات را کسب می .بستگی دارد

ˆ ماتریس چگالی سیستم همزمان باشند یعنی هايپایه با ویژهiگیري  ii iρ ω= . در این

                                                
29 Noncontextual 
30 contextual  

.آزمایش اشترن گرلاخ). 3-3(شکل  از این آزمایش کاملاً واضح است که اطلاعات  
هاي کوانتمی به ترتیب انجام آزمایش بستگی داردسیستم  
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- این درنتیجه در . باشند عناصر قطر اصلی میiωهاي آزمایش بهین قطري است و در پایه ρ̂صورت

)ˆlogˆ(،31نیومنحالت خاص آنتروپی شانون با آنتروپی فون ρρTr−32هاي کوانتمی ، که براي سیستم

  . رود برابر استکار میبه

)    3-8(  ˆ ˆlog ( log )i ii
H Trω ω ρ ρ= − = −∑ 

 تحت تغییر ρ̂غییر دهیم هاي آزمایش را تیعنی اگر پایه. تحت تبدیلات یکانی ناورداستHدر اینجا

  :همچنین. ماندنیز ناوردا باقی میHماند و بنابرایناند، ناوردا باقی میها، که تبدیلاتی یکانیپایه

)   3-9(  ∑∑ −=−=
i iii ii tttH ωωωω log)(log)()( 

) 9-3(و ) 8-3(توان از درصورتی می. باشدمان پایسته می در بستر زH در این حالتدهدکه نشان می

هاي ماتریس چگالی منطبق باشند، پایهگیري بر ویژههاي دستگاه اندازهپایهاستفاده کرد که ویژه

نیم، هاي ماتریس چگالی را نداپایهاما اگر ویژه .ناوردا نیست تحت تبدیلات یکانی Hصورت این غیر در

. هاي کوانتمی قابل استفاده نیستتوانیم آزمایش بهین را پیدا کنیم و آنتروپی شانون براي سیستمنمی

 دو پذیرهاي دو به کوانتمی محتواي اطلاعات سیستم در یک دنبالۀ کامل مشاهده33بنا بر اصل تمامیت

توان ماتریس چگالی  مکمل میپذیرهايگیري سري کامل مشاهدهزیرا با اندازه. جابجاناپذیر نهفته است

پذیرها آن است که دانش کامل دربارة یکی، ما را از ویژگی این مشاهده]. 17[سیستم را بازسازي کرد 

شود محتواي اطلاعاتی کل سیستم پیشنهاد می. سازدداشتن هر دانشی در مورد دیگري محروم می

دو بهپذیر دو مشاهدهmکامل از برابر مجموع مقدارهاي منحصربفرد اطلاعات روي یک دنباله 

پس اگر بخواهیم با استفاده از آنتروپی شانون محتواي اطلاعاتی یک سیستم . جابجاناپذیر باشد

1اسپین =++− با حالت 2
22
θθ

ψ sincosشود را حساب کنیم، عبارت زیر برقرار می :  

)3-10(  total ( , ) ( , ) ( , )x x y y z zH H p p H p p H p p+ − + − + −= + +2 31 

                                                
31 Von Neumann 
32 . خواهد شدهاي بعد به تفصیل بحث نیومن و کاربرد آن در مکانیک کوانتومی در قسمتدربارة آنتروپی فون   
33  Complementarity 
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)3-11(  
total

sin sin sin sinlog log

cos log(cos ) sin log sin

H θ θ θ θ

θ θ θ θ

− − + +
= − −

− −2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

2 2 2 2

 

 دوران داده شود و محتواي اطلاعاتی ϕ حول محوري مفروض به اندازه زاویه ψاز طرفی اگر 

بنابراین .  وابسته استϕ به دست آمده به Hسیستم با استفاده از آنتروپی شانون محاسبه گردد،

 تغییر ϕ اگر با رابطه شانون محاسبه شود، ناوردا نمی باشد و با 21محتواي اطلاعاتی سیستم اسپین

  .کند که تأکیدي دوباره بر رد آنتروپی شانون در مکانیک کوانتومی استمی

  عات کوانتمی اطلا-3-3

   ماتریس چگالی-3-3-1

     از آنجا که ماتریس چگالی در نظریۀ اطلاعات کوانتمی اهمیت بسزایی دارد بنابراین بهتر است 

به طور کلی حالت یک سیستم با ماتریس چگالی نمایش داده . اندکی راجع به ویژگیهاي آن بحث کنیم

  .شودمی

 سیستم بزرگتر یک 34ر داشته باشیم، حتی اگر حالتت     اگر زیر سیستمی از یک سیستم بزرگ

ي« ولی در موردي . نمایش داده شود»  ري«را نمایش دهد، حالت زیرسیستم لازم نیست با یک » 35رِ

در غیر این صورت . باشدشود که حالت خالص میکه حالت زیرسیستم یک ري را نشان دهد گفته می

 باشد، ماتریس چگالی Aψلت خالص اگر حالت مورد نظر در حا. حالت آمیخته است

ψψρ AAA   :توان نشان دادیک ماتریس چگالی کلی را به صورت زیر می. باشد می=

)3-12(  A a
a

p a aρ = ∑ 

a,که aa
p p< ≤ =∑1 1o 9[، اگر.[ 

                                                
34 دهدحالت توصیف کاملی از سیستم کوانتمی ارائه می   
”ray“ در مکانیک کوانتمی، یک حالت با یک ري 35 . شود در فضاي هیلبرت نمایش داده می  
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هر کیوبیت برداري واحد در کره . هاي پیش اندکی راجع به کیوبیت صحبت کردیم     در بخش

)بنابراین هر نقطه . کره بلاخ یک کره سه بعدي به شعاع واحد است. باشد می36بلاخ ), ,r x y z= با 

r   هایی باچنین نقطه.  بر حالت کیوبیتی معتبر منطبق است1≥

   )3-13(  
   

sin cos
sin sin
sin

x r
y r
z r

θ ϕ
θ ϕ
θ

=
 =
 =

 

θکه . شونده میداد π≤ ≤o ، ϕ π≤ ≤2o و r≤ ≤1oنقاط روي سطح . باشد می)r - بر حالت) 1=

rهاي خالص و نقاطی با  لاً آمیخته تناظر مبدأ با حالت کام. اندهاي آمیخته منطبق بر حالت1>

  .دارد

r     اگر    .باشد به صورت زیر میr منطبق بر ψ، حالت خالص 1=

)3-14(     cos
sinie ϕ

θ
ψ

θ

 
= 

 

2
2

 

  :شودمایش داده می به صورت زیر نψماتریس چگالی حالت خالص 

)3-15(  ( )x y z

z x i y
I x y z

x iy z
ρ ψ ψ σ σ σ

+ − 
= = = + + + + − 

11 1
12 2

 

   ماتریس یکانی است وIکه 

)3-16(  , ,x y z

i
i

σ σ σ
−     

= = =     −     

1 1
1 1
o o o

o o o
 

)با معرفی بردار . باشندهاي پائولی میماتریس , , )x y zσ σ σ σ= به صورت زیر ) 16-3(، معادله

  .شودنوشته می

)3-17(  ( . )I rρ σ= +
1
2

 

 .باشندهاي خالص می حالتiρهاي ماتریس چگالی یک حالت آمیخته مخلوطی احتمالی از ماتریس
k

i ii
cρ ρ

=
=∑ 0 که 1 ic≤ ≤ k و 1

ii
c

=
=∑ 1  منفی باشند ρمقادیرتوجه شود در صورتی که ویژه. 1

                                                
36 Bloch sphere 
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rهاي با حالت کنیم که هر کیوبیت باید بهنجار اضافه می. هاي معتبر منطبق نیستند بر کیوبیت1≥

  .باشد

)3-18(     ,ψ α β α β= ↑ + ↓ + =2 2 1 

   آنتروپی فون نیومن - 3-3-2

هاي حالت. گیردکی را اندازه میهاي احتمالی کلاسی     آنتروپی شانون عدم قطعیت همراه با توزیع

شوند، هاي احتمالی میتوان به روشی مشابه با عملگرهاي چگالی که جایگزین توزیعکوانتمی را می

  :آیددست می زیر بهرابطۀ از ρآنتروپی فون نیومنِ یک حالت کوانتمیِ . توصیف کرد

)3-20(  ( ) Tr( log )S ρ ρ ρ= − 

 باشند، تعریف فون نیومن ρمقادیرها ویژهxλشود و اگر  گرفته می2ر رابطۀ بالا لگاریتم در مبناي د

  :تواند به صورت زیر بیان شودمی

)    3-21(  ( ) logx x
x

S ρ λ λ= −∑ 

log: کنیمکه همانند آنتروپی شانون تعریف می ≡o o o . مثلاً عملگر چگالی حالت کاملاً آمیخته در

 بعدي برابر dفضاي 
d
I  بوده و آنتروپی برابرdlogباشد می.  
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   تعاریفی بر مبناي آنتروپی فون نیومن-3-3-2-1

 داشتیم تعریف نسخۀ نسبی کلاسیکیراي آنتروپی همان گونه که ب.  آنتروپی نسبی کوانتمی-1    

عملگرهاي چگالی باشند، پس σ و ρ فرض کنید.باشدکوانتمی آنتروپی نسبی نیز بسیار مفید می

σρآنتروپی نسبی    :شود به صورت زیر تعریف می,

)3-22(  ( ) Tr( log ) Tr( log )S ρ σ ρ ρ ρ σ≡ − 

ویژه به . تواند گاهی اوقات نامحدود باشدهمانند آنتروپی نسبی کلاسیکی آنتروپی نسبی کوانتمی می

یعنی فضاي برداري گسترده شده با  (σ 37شود که کرنلمی) نامحدود (+∞آنتروپی نسبی هنگامی

-  که ویژهρبردارهایی ازشده با ویژهبا فضاي گسترده ) مقادیر صفر دارند که ویژهσبردارهایی از ویژه

  .در غیر این صورت محدود است. داشته باشد  اشتراك غیرجزئی38)مقادیر آنها مخالف صفر است

)(≤oباشدآنتروپی نسبی کوانتمی نامنفی می: 39 نامساوي کلین؛1 قضیۀ σρS]5 9 و .[   

گونه که در مورد آنتروپی شانون داشتیم، آنتروپی فون همان.  و پیوستگی آنتروپی40 نامساوي فانس-2

  .باشدنیومن نیز تابعی پیوسته می

  : اثبات

 به کمک نامساوي .شود ماتریس چگالی باشد که به مقدار خیلی کوچکی تغییر داده میρفرض کنید 

  .گیریم را نتیجه میρS)( خیلی کوچک بوده و پیوستگی ρS)(فانس نشان خواهیم داد که تغییر

» 41فاصلۀ ردي«ه اي کگونههاي چگالی باشند به ماتریسσ و ρفرض کنید . ؛ نامساوي فانس2قضیه

)بین آنها در رابطۀ , )T eρ σ ≤   بنابراین نامساوي زیر برقرار است.  صدق کند142

)    3-23(  ( ) ( ) ( , ) log ( ( , ))S S T d Tρ σ ρ σ η ρ σ− ≤ + 

                                                
37 Kernel 
38 ρ support 
39 Klein’s inequality 
1 Fannes’ inequality 
41 Trace distance  

 .توضیح داده خواهد شد) trace distanse(در ادامه فاصلۀ ردي  42
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xxx بعد فضاي هیلبرت بوده و dدر معادلۀ بالا  log)( −=η و ),( σρTباشد ردي می فاصلۀ.  

     پیش از پرداختن به بقیۀ اثبات نامساوي فانس بهتر است اندکی راجع به فاصلۀ ردي و اهمیتی که 

  .در نظریۀ اطلاعات کوانتمی دارد صحبت کنیم

اند چیست؟ یا منظورمان از گفتن اینکه تحت بعضی معنی این گفته که دو دسته اطلاعات مشابه

ها در نظریۀ پردازش باشد؟ این پرسشتواند اند چه میوند و یا پایستهشاطلاعات حفظ می فرایندها

ها این است که به این پرسش» 43اندازة فاصله«اند و هدفِ بحث هایی اساسیاطلاعات کوانتمی پرسش

  .هاي کمی بدهدجواب

  اندازة فاصله براي اطلاعات کلاسیکی  -3-3-2-2

شوند؟ ممکن است مقایسۀ دو رشتۀ ائی با هم مقایسه می     در نظریۀ اطلاعات کلاسیکی چه اشی

ooooبیتی مثل  111 و 1 oooها استفاده از یک روش براي تعیین تفاوت بین این رشته.  مد نظر باشد

شخص هایی که دو رشتۀ بیتی مساوي نباشند مباشد، که به وسیلۀ تعداد مکانمی» فاصلۀ هامینگ« 

کنند، بنابراین فاصلۀ براي مثال دو رشتۀ بیتی بالا در دو مکان اول و آخر با هم فرق می. شودمی

- اي میگذاري سادهمتأسفانه فاصلۀ هامینگ بین دو شئ برچسب. باشدهامینگ بین آنها برابر دو می

اي وجود ندارد باشد، ولی در گسترة فضاي هیلبرت مکانیک کوانتمی چون از پیش هیچ برچسب ویژه

توان از فاصلۀ هامینگ براي تعیین تفاوت بین دو مجموعه اطلاعات کوانتمی یا به عبارتی بنابراین نمی

  .ها استفاده کردفاصلۀ آن

هاي فاصله هاي کلاسیکی راه بهتري براي مطالعۀ اندازه     مقایسۀ اطلاعات کوانتمی با توزیع احتمال

ریۀ اطلاعات کلاسیکی، منبع اطلاعاتی معمولاً به شکل متغیرهاي در واقع در نظ. آوردفراهم می

کند، تواند روي حروف الفبایی که منبع تولید میمثلاً توزیع احتمال می. شودسازي میتصادفی مدل

اي از متغیرهاي تصادفی براي مثال منبعی ناشناخته از متنی انگلیسی به شکل دنباله. تعریف شود

هاي نسبتاً خوبی توان حدسو پیش از آنکه متن خوانده شود می. شودسازي میروي حروف الفبا مدل
                                                
43 Distance measure 
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اي که میان آنها وجود شوند و همچنین ارتباط ویژهدر مورد تکرار نسبی حروفی که در متن پدیدار می

در متون  ”zx“ هاي خیلی بیشتر از جفت حرف”th“هاي مانند این واقعیت که جفت حرف. دارد، زد

هایی روي بعضی این مشخصۀ منبع اطلاعاتی که به صورت توزیع احتمال. شوند ظاهر میانگلیسی

کند که هنگام جستجو براي اندازة فاصله، روي توزیع شود، ما را رهنمون میحروف الفبا تعریف می

  .ها تمرکز کنیماحتمال

}     منظور از بیان اینکه دو توزیع احتمال  }xp و { }xq که روي اندیس مشابه xتعریف می  -

. ها مشکل استاند، چست؟ روشن است که پاسخ یکتا و درست به این پرسششوند با یکدیگر مشابه

 طور گسترده در محاسبات و اطلاعات شود که هر کدام بهبنابراین  دو جواب مختلف پیشنهاد می

باشد که با معادلۀ زیر تعریف  می»فاصلۀ ردي« نخستین اندازه . گیرندی مورد استفاده قرار میکوانتم

  .شودمی

)3-24(  ( , )x x x xx
D p q p q≡ −∑1

2
 

  . شناسند می44 یا فاصلۀ کولموگروفL1گاهی این معادله را با نام فاصلۀ 

}هاي احتمالی  توزیع45مال، فیدلیتیِ     دومین اندازة فاصله بین دو توزیع احت }xp و { }xq است 

  :شودو به صورت زیر تعریف می

)    3-25(  ( , )x x x x
x

F p q p q≡ ∑ 

ها روشی بسیار متفاوت است گیري فاصلۀ بین توزیع احتمالفیدلیتی نسبت به فاصلۀ ردي براي اندازه

}کنیم که هرگاهادآوري میی]. 5[ }xp و { }xq1 برابر باشند=),( xx qpF] 5.[  

  هاي کوانتمیاندازه فاصله براي حالت -3-3-2-3

هاي براي توضیح میزان نزدیکی حالت باشند؟هاي کوانتمی چقدر به همدیگر نزدیک میحالت

  .شودهاي کوانتمی تعمیم داده می کلاسیکی فاصلۀ ردي و فیدلیتی براي سیستمکوانتمی اندیشۀ

                                                
44   kolmogorov 
45 Fidelity 
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  :شود به صورت زیر تعریف میσ و ρهاي کوانتمی بین حالت:  فاصلۀ ردي) الف

)    3-26(  ( , ) Tr( )T ρ σ ρ σ≡ −
1
2

 

 با همدیگر جابجا σ و ρست از فاصلۀ ردي کلاسیکی و هرگاه      فاصلۀ ردي کوانتمی تعمیمی ا

به طور آشکارتر اگر . مقادیر آنها برابر استشوند فاصلۀ ردي بین آنها با فاصلۀ ردي کلاسیکی بین ویژه

ρ و σشوند،هاي مشابه قطري میاپذیر باشند پس در پایه جابج  

)3-27(  ;i i
i i

r i i s i iρ σ= =∑ ∑( , ) Tr( )T ρ σ ρ σ≡ −
1
2

 

  بنابراین. باشند متعامد میiهاي که پایه

)3-28(  ( , ) Tr ( ) ( , )i i i i
i

T r S i i T r sρ σ = − =∑1
2

 

. باشدانتمی فیدلیتی کوانتمی میهاي کودومین اندازه فاصله بین حالت:      فیدلیتی کوانتمی

  .شود به صورت زیر تعریف میσ و ρفیدلیتی حالت 

)    3-29(  ( , ) TrF ρ σ ρ σ ρ= 1 2 1 2 

شود که این عبارت مفید بوده و کاربردهاي زیادي در توضیح گرچه از رابطه بالا فوراً مشخص نمی

انیک کوانتمی دارد ولی در ادامه با ذکر کاربردهایی از این مفهوم اهمیت آن به خوبی روشن مسائل مک

 σ و ρمثال نخست زمانی است که. هایی از این کمیت خواهیم پرداختبنابراین به مثال. خواهد شد

  ابه قطري باشند،هاي مشبا هم جابجا شوند، یعنی در پایه

)    3-30(  ∑∑ ==
i

i
i

i iisiir σρ , 

  .باشند متعامد میiهاي پایه

      

)  3-31(  

( , ) Tr Tr( )

( , )

i i i i
i i

i i i i
i

F r s i i r s i i

r s F r s

ρ σ =

= =

∑ ∑

∑
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σρدهد که هرگاه محاسبات بالا نشان می ),( با همدیگر جابجا شوند فیدلیتی , σρFیدلیتی  به ف

),( کلاسیکی  ii srFمقادیر  بین توزیع ویژهis وir  از ρ و σکند کاهش پیدا می.  

از . باشد میρ و یک حالت اختیاريψدومین مثال براي محاسبه فیدلیتی بین یک حالت خالص 

  :معادله فیدلیتی داریم 

)       3-32(  ( , )F trψ ρ ψ ρ ψ ψ ψ ψ ρ ψ= = 

اي مهم است که از این نتیجه.  برابر است ρ وψبنابراین فیدلیتی با ریشه مربعی همپوشانی بین 

  ].9 و 5[شودهاي بسیاري می استفادهآن

  .پردازیماکنون به اثبات قضیۀ پیوستگی آنتروپی و نامساوي فانس می

)محدودیت ) 23-3(     اگر در معادلۀ  , )T eρ σ تر زیر  را جایگزین کنیم به نامساوي ضعیف1≥

  رسیم،می

)    3-33(  ( ) 1( ) ( ) , logS S T d
e

ρ σ ρ σ− ≤ + 

مقادیرشان ربط اي که فاصلۀ ردي بین دو عملگر را به ویژهوي فانس به نتیجۀ سادهبراي اثبات نامسا

drrrفرض کنید . دهد نیاز داریممی ≥≥≥  به ترتیبِ نزولی باشد ρمقادیر ویژه21...

dsssو ≥≥≥  که در 46با توجه به تجزیۀ طیفی. تیبِ نزولی باشد باز هم به ترσمقادیر ویژه21...

RQپیوست ب توضیح داده شده،  −=−σρاست .Qو R عملگرهاي مثبتی هستند که ویژه فضاي 

ین بنابرا. مقادیرشان صفر نباشد بر هم عمودندبرداري آنها با شرط اینکه ویژه

( , ) Tr( ) Tr( )T R Qρ σ = σρبا تعریف . + +=+≡ QRVرابطۀ زیر برقرار است ، :  

)3-34(  ( , ) Tr( ) Tr( ) Tr( ) Tr( ) Tr( )T R Q Vρ σ ρ σ= + = − −2 

dtttاکنون  ≥≥≥ )max,(دانیم که می. گیریم در نظر میTمقادیر  را ویژه21... iii srt باشد  می≤

iبنابراین  i i i it r s r s≥ + +   :گیریم کهپس نتیجه می.2−

                                                
46 Spectral decomposition 
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)3-35(  ∑ −≥
i

ii srT ),( σρ 

−≤21هرگاه  srگیریم که باشد، با محاسبه نتیجه میsrsr −≤− ηηη با کمی تأمل در . )()(

−≥21ها که iازاي همۀ یابیم که بهمی ii sr بنابراین ،  

)3-36(  ∑∑ −≤−=−
i

ii
i

ii srsrSS )())()(()()( ηηησρ 

∑ با جایگزینی  −≡∆
i ii sr و مشاهدة ∆−−∆−∆=− log)()( iiiiii srsrsr ηηیابیم  درمی

  :که

)3-37(  )(log)()()()( ∆+∆≤∆+∆−∆≤− ∑ ηηησρ dsrSS ii 

 dادفی با خروجی  یک متغیر تصXدست آمد  که اگر نامساوي دوم در معادلۀ بالا از این موضوع به

dXHباشد پس  log)( ∑اما با بکارگیري.  است≥ −≥
i

ii srT ),( σρنامساوي ،),( σρT≤∆ برقرار

]روي بازة η⋅)(شود، بنابراین به کمک یکنوا بودن می ], e1oرسیم می، به رابطۀ زیر :  

)3-38(  )),((log),()()( σρησρσρ TdTSS +≤− 

)با شرط  , )T eρ σ ≤   .یابیم، به نامساوي فانس دست می1

  نیومن اصلی آنتروپی فونهايویژگی -3-3-3

 .باشدآنتروپی نامنفی می .1

تنها اگر حالت خالص بوده و ماتریس چگالی بر اساس حالت پایه مورد نظر بسط داده   اگر و .2

 .باشدمی رابر صفرشود ب

این امر در صورتی .  باشدdlogتواند برابر بعدي آنتروپی حداکثر میdدر یک فضاي هیلبرت .3

 .دهد که سیستم در حالت کاملاً آمیخته باشدرخ می

)()(ین  در حالت خالص باشد، بنابراAB مرکب یستماگرس .4 BSAS =  

 :ها احتمال باشند و روي زیر فضاهاي متعامد تعریف شوند، پسipاگر فرض کنیم  .5
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)3-38(  ∑∑ +=
i

iii
i

ii SppHpS )()()( ρρ 

 A براي سیستم متعامدهاي ها حالتiها احتمال وipبا فرض آنکه: 47نظریۀ آنتروپی توأم . 5

آنتروپی توأم به صورت زیر   باشند، پسB عملگرهاي چگالی براي سیستم دیگري مثل iρو

  :شودتعریف می

)3-40(  
∑∑ +=








⊗

i
iii

i
ii SppHiipS )()( ρρ 

  گیريآنتروپی واندازه -3-3-4

کند؟ م گیرد، آنتروپی سیستم چگونه تغییر میگیري روي سیستم کوانتمی انجا      هرگاه اندازه

گیري که ممکن است روي سیستم اعمال شود بسیار روشن است که پاسخ این پرسش به گونۀ اندازه

انگیز دربارة چگونگی رفتار آنتروپی تحت توان بعضی ادعاهاي شگفتبستگی دارد، ولی به طور کلی می

  .هاي مختلف ارائه دادگیرياندازه

                                                
47 Joint entropy 
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  گیري تصویري و آنتروپی اندازه-3-3-4-1

شود، روي سیستم اعمال کنیم و نتیجۀ  توصیف میipگیري تصویري که با عملگر     اگر اندازه

 نمایش داده ρگیري با گیري به هیچ وجه معلوم نباشد، آنگاه اگر حالت سیستم پیش از اندازهاندازه

  :شودگیري به صورت زیر داده مید، حالت سیستم پس از اندازهشو

)3-41(  i
i

i PP∑=′ ρρ 

.یابدگیري تصویري باشد آنتروپی هرگز کاهش نمیدهد که اگر اندازهقضیۀ زیر نشان می  

سري کامل از  یک iPفرض کنید. دهدگیري تصویري آنتروپی را افزایش می؛ اندازه3قضیه

- گیري حداقل می عملگر چگالی باشد، پس آنتروپی سیستم پس از اندازهρتصویرگرهاي متعامد و

  گیري باشد،تواند مساوي آنتروپی پیش از اندازه

)3-42(  ( ) ( )S Sρ ρ′ ≥ 

  :اثبات

  :با بکارگیري نامساوي کلین، رابطۀ زیر برقرار است

)3-43(  ( ) ( ) Tr( log )S Sρ ρ ρ ρ ρ′ ′≤ = − −o 

)Trاگر ثابت کنیم که log ) ( )Sρ ρ ρ′ ′− براي اینکه بتوانیم معادلۀ . ایم، به نتیجۀ مطلوب رسیده=

iiپیشین را اثبات کنیم از رابطه کامل بودن
P I=∑ و i iP P=2اي رد استفاده می و ویژگی چرخه -

  :آوریمدست میکنیم، پس به

)3-44(  Tr( log ) Tr( log ) Tr(Tr log ).i i i
i

P P Pρ ρ ρ ρ ρ ρ′ ′ ′− = − = −∑ ∑ 

ρρρبا توجه به اینکه  ′==′ iiii PPPP . از آنجا کهiP با ρ ρشود، پس با  جابجا می′ ′log نیز جابجا 

  :شود و بنابراین رابطۀ زیر برقرار استمی

)  3-45(  Tr( log ) Tr log Tr( log ) ( )i iP P Sρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
 ′ ′ ′ ′ ′− = − = − = 
 
∑ 
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دهد در حالی که گیري تصویري آنتروپی را افزایش میگیریم که اندازهنتیجه می) 45-3(و ) 43-3(از 

  .تواند باعث کاهش آنتروپی شود می48گیري تعمیم یافتهاندازه

    هاي کوانتمی بدون نوفه انتقال اطلاعات در کانال ذخیره و-3-4

ت کلاسیکی قویاً به مسألۀ انتقال اطلاعات کلاسیکی وابسته است که این اطلاعات     نظریۀ اطلاعا

  .یابندکنند، انتقال میهاي فیزیک کلاسیک تبعیت میهاي ارتباطی، که از قانونمیان کانال

به طور اساسی هنگام . شودانگیخته میهاي ارتباطی بیشتر برنظریۀ اطلاعات کوانتمی با مطالعۀ کانال

هاي هاي ابتدایی منبع تشخیص طبقه-1: شود روي نظریۀ اطلاعات کوانتمی سه هدف دنبال میکار

هاي ابتدایی  تشخیص طبقه-2. کنداستاتیک در مکانیک کوانتومی که نوع اطلاعات را مشخص می

هاي سبک و سنگین  تعیین منبع-3.کندهاي دینامیکی که نوع پردازش اطلاعات را مشخص میمنبع

تر از نظریۀ اطلاعات کلاسیکی نظریۀ اطلاعات کوانتمی غنی. شدهة فرایندهاي دینامیکی انجامکنند

  .هاي دینامیکی وکلاسیکی را دربر داردهاي بیشتري از منبعاست چون مکانیک کوانتمی طبقه

هم در هاي کوانتومی به دو مفهوم م     پیش از پرداختن به مسألۀ ذخیره و انتقال اطلاعات در سیستم

  . کنندپردازیم که ما را در درك بقیه این بخش یاري مینظریۀ اطلاعات کوانتمی می

  49هاي کوانتمی اطلاعات قابل دستیابی وتمیز دادن حالت-3-4-1

فرض . دهدهاي بارز بین اطلاعات کلاسیکی وکوانتمی را بسیار خوب نشان می    مثال زیر تفاوت

X,...,عات در اختیار دارد که نمادهاي کنید آلیس منبع کلاسیکی از اطلا n= oهاي  را با احتمال

,..., nP Poسپس آلیس یک حالت کوانتمی . کند آماده میxρ از سري ثابت ,..., nρ ρo انتخاب کرده 

اي تعیین کند که به واقعیت  را به گونهXهدف این است که باب مقدار . دهدو تحویل باب می

دهد و گیري کوانتمی روي حالتی که تحویل گرفته انجام میبنابراین باب یک اندازه. نزدیکتر باشد

محتواي . تعیین کندباشد  میYگیري خودش که  را با خروجی اندازهXکند هویت سپس تلاش می

                                                
48  Generalized mesurement 
49  Distinguishing quantum states and the accessible information 
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):(،»اطلاعات دوجانبه« YXHگیري کسب ، اندازة خوبی از مقدار اطلاعاتی است که باب در اندازه

دست  بهYرا ازXتواند کند که تنها هنگامی باب مینامساوي پردازش اطلاعات بیان می. کرده است

):()(د کهآور XHYXH ):()(طور کلی داریم ولی به.  باشد= XHYXH در واقع نزدیکی . ≥

):( YXH به )(XHی از این واقعیت است که باب تا چه اندازه می تواند  اندازة کمX را تعیین 

):(گیري است که تخاب اندازهپس هدف باب ان. کند YXHبنابراین اطلاعات قابل .  را بیشینه کند

):(دستیابی به صورت بیشینه اطلاعات دوجانبه  YXHگیري هاي ممکن اندازه روي همۀ طرح

 را Xتواند  حد میاي است از اینکه باب تا چهدر واقع اطلاعات قابل دستیابی اندازه. شودتعریف می

در نظریۀ اطلاعات کلاسیکی دستیابی به اطلاعات اگرچه مشکل باشد، اما در اصل همیشه . تعیین کند

مثلاً . هاي مجزا همیشه ممکن نیستولی در نظریۀ اطلاعات کوانتمی تمیز دادن حالت. ممکن است

اگر آلیس دو . [3]اي کوانتمی نامتعامد وجود نداردهدر مکانیک کوانتومی روشی براي تشخیص حالت

 آماده کند اطلاعات قابل دستیابی از این p−1وpهاي ترتیب با احتمال را بهφ و ψحالت 

)(سازي لزوماً کمتر از آماده pHو 1هاي هاي کلاسیکی بیتاما اگر حالت.  است oهاي  را با احتمال

p و p−1ها را تمیز دهد وجود ندارد آماده کند دلیل اساسی براي اینکه باب نتواند این حالت. 

)(بنابراین اطلاعات قابل دستیابی مشابه آنتروپی آماده سازي یعنی pHاست .  
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  50نظریۀ تولید مثل ناپذیري -3-4-1-1

هاي کوانتمی نامتعامد به هیچ روشی قابل کپی کند که حالت بیان میتولید مثل ناپذیري    نظریۀ 

اي که فیزیک کلاسیک ن کپی کرد و این با قضیهتواهاي متعامد را میولی حالت. کردن نیستند

هاي توان حالتهاي کلاسیکی را میموردي خاص از مکانیک کوانتمی است منافاتی ندارد زیرا حالت

  .باشندمتعامدي در نظر گرفت که قابل کپی کردن می

ها وجود دارد؟ تپذیر بودن حال     چه ارتباطی بین قابل دستیابی بودن اطلاعات و تولید نسل یا کپی

 آماده p−1وpهاي را به ترتیب با احتمالφ و ψفرض کنید آلیس یکی از دوحالت کوانتمی 

)(ابی باب اگر موردي را فرض کنیم که اطلاعات قابل دستی. دهدکرده و تحویل باب می pHباشد  .

گیري به اندازة کافی اطلاعات هاي مکانیک کوانتومی به باب اجازه داده باشند که با اندازهیعنی قانون

س باب است، پرا آماده کردهφ و ψهاي کسب کرده و تعیین کند که آلیس کدام یک از حالت

گیري که انجام داده است در واقع او با اندازه. ها را به روشی خیلی ساده تولید مثل کرده استحالت

 که آلیس به φ و ψهاي تواند چندین کپی از حالتها را تشخیص دهد و میتوانسته است حالت

اي از این واقعیت است که اطلاعات قابل  نتیجهتولید مثل ناپذیرين نظریۀ بنابرای. او داده آماده کند

)(هاي نامتعامد اکیداً کمتر از دسترس براي حالت pHدستیابی یا اینکه اطلاعات قابل. باشد می

)(همیشه کمتر از  pHبا استفاده از نظریۀ تولید . باشد میتولید مثل ناپذیرياي از نظریۀ  است نتیجه

هاي فرستاده شده توان نتیجه گرفت که اگر سیگنالمثل ناپذیري و مبحث اطلاعات قابل دستیابی می

)از طرف باب متعامد نباشند همیشه  ) ( )S H pρ هاي در این حالت که سیگنال]. 21[باشد می>

ندارد که بتواند اطلاعات فرستاده شده را به طور کامل فرستاده شده متعامد نیستند هیچ روشی وجود 

  . کدگشایی کند

قید هالوو حد بالایی       متأسفانه هیچ روشی براي محاسبۀ اطلاعات قابل دستیابی وجود ندارد ولی

  کندبر میزان اطلاعات قابل دستیابی ممکن اعمال می

                                                
50 No-cloning 
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  قید هالوو -3-4-1-2

دهد و این د بالایی براي میزان اطلاعات قابل دستیابی قرار میطور که گفتیم ح    قید هالوو همان

  .قید اهمیت بسزایی در نظریۀ اطلاعات کوانتمی دارد

X,..., را که xρ     فرض کنید آلیس حالت  n= oباشد با احتمال  می,..., np poباب .  آماده کند

}، POVM را که با عناصر ايگیرياندازه } { },...,y mE E E= oها شود روي آن حالت توصیف می

گیریی کند که براي اندازهقید هالوو بیان می. آیددست می بهYگیري کند و خروجی اندازهاعمال می

  دهدکه باب انجام می

)3-51(  ( : ) ( ) ( )x x
x

H X Y S p Sρ ρ≤ − ∑ 

xلا در رابطه با xx
pρ ρ=∑قید گاهی بااین . باشد میχ9و 3[شود نشان داده می .[  

  51 شوماخرنظریۀ کد کردن کانال بدون نوفه -3-4-2

  کننده  اطلاعات از منبع تا دریافت تبدیلات-3-4-2-1

. شود باشیم که براي انتقال اطلاعات کوانتمی از آن استفاده می داشتهX  فرض کنید کانالی مانند

اي که براي کنندهشود و از طریق کانال به دریافت گرفته میMسیگنال ورودي کانال، از منبعی مانند

Mمثال  . ناپذیري، عمل گذار باید تبدیلی یکانی باشدبنابر نظریۀ تولید مثل . رودشود، می نامیده می′

ها هنگامی شوند باید با ضرب داخلی این حالت تولید میMهایی که دربنابراین ضرب داخلی حالت

 در ابتدا تولید Ma و Mbهاي اختیاري مثلاً اگر حالت. آند برابر باشد شدهXکه وارد کانال 

Mشده باشند باید M X Xa b a b=پذیر است که بعد این امر در صورتی امکان.  برقرار باشد

براي مشخص کردن تحول .  برابر باشدMH حداقل با بعد فضاي هیلبرتXHفضاي هیلبرت

 به MHهاي متعامد دهد، تنها لازم است که چگونگی نگاشت پایه که عمل گذار را انجام میUیکانی

توانند  سیگنال میهايچون حالت. عمل گذار معکوس پذیر است.  را تعیین کنیمXHهاي متعامدپایه

                                                
51 Schumacher 
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1Uبا یک تبدیل یکانی بنابراین سیستم منبع به وسیله تبدیل یکانی .  برگردانده شوندM بهX از−

Uبه سیستم کد شده Xد و سپس تبدیل معکوسی براي برگرداندن سیگنال حالت از رو میX به 

M این . باشدکننده می کانالی ارتباطی بین منبع و دریافتXتوان گفت که می. شود بکار گرفته می′

Uگفته به طور شماتیک به صورت  U
M X M

−
′→ →1چون روي گذار . دهیم نمایش می

 به اندازه کافی بزرگ باشد Xایم بنابراین لازم است که کانال کوانتمیهاي کوانتمی تمرکز کردهحالت

dimیعنی براي یک گذار کامل.  مناسب باشدMتا براي نمایش سیگنال dimX MH H≥است  .

M به M تنها گذاري تقریبی ازXاگرچه ممکن است گذار کامل غیر ممکن باشد و با کانال ′ 

کتري استفاده هاي منبع سیگنال، ممکن است بتوانیم از کانال کوچبسته به مشخصه. صورت گیرد

  . ها را به طور مناسب انتقال دهیمکنیم و بتوانیم سیگنال

   گذار تقریبی و فیدلیتی-3-4-2-2

 به طور Mحالت سیگنال .      کانال ارتباطی کوانتمی مانند آنچه در بالا خلاصه شد، در نظر بگیرید

Mتواند در سیستم دیل شده و می تبXیکانی به  گونه اگرچه در عمل بهتر است این.  بازیابی شود′

در واقع بهتر است . شود از انتقال دهنده به دریافت کننده منتقل نمیXفرض کنیم که همه سیستم 

تنها زیرسیستم . نامیم میE و Cها را ز دو زیرسیستم در نظر بگیریم که آن را مرکب اXسیستم

C به دریافت کننده M  Eزیر سیستم. گیرد منتقل شده و براي کدگشایی مورد استفاده قرار می′

آشکارا سیگنال اولیه ممکن است به . شوددرحکم عضوي اضافی نادیده گرفته شده و دور انداخته می

dimزیرا ممکن است.  تنها به دست نیایدCطور دقیق از dimC MH H<از طرفی ممکن است . باشد

بنابراین کانالی از این نوع را کانال انتقال .  حاصل شودCبی از بازیافت هاي تقریبعضی سیگنال

M بهMتقریبی از  M بهCبراي دریافت سیگنال از. نامیممی′  یک سیستم Cرسیستم به زی′

Eکمکی و سپس گذاري . باشد میEکنیم که یک کپی از زیرسیستم نادیده گرفته شده اضافه می′

Cاز E Uی با عملگر تبدیل یکانM به +′   .دهیم انجام می′
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)3-52(  
E E

U UM C E C C E M
′

′
′ ′→ + → → + →

↓ ↑
 

1Uممکن است گزینش  U −′ براي تعیین کارایی طرح گذار معرفی شده، لازم .  مناسب به نظر آید=

 باشد که با عملگر چگالی Mال اولیهسیگنMaفرض کنید . گیري شوداست که فیدلیتی اندازه

a M Ma aρ Mسیگنال نهایی در.  قابل نمایش است= - نمایش داده میaω با عملگر چگالی ′

 در حالت کلی یک عملگر aωاین باشد، بنابرچون حالت سیگنال خروجی لزوماً خالص نمی. شود

  .باشدتصویر نمی

گیري روي  یک اندازهaπپذیربراي نشان دادن میزان نزدیکی حالت اولیه و حالت نهایی، با مشاهده

گیري اندازه. نامند میگیري اعتبار سنجیگیري را گاهی اندازهاین اندازه. دهیمحالت نهایی انجام می

دهد که سیگنال حالت نهایی بر سیگنال اولیه  نشان می1مقدار: تواند داشته باشددو نتیجه ممکن می

احتمال اینکه . دهد سیگنال نهایی با سیگنال اولیه تفاوت دارد، که نشان میoمنطبق است؛ یا 

Trبار سنجی با موفقیت عبور کند، از رابطه سیگنال نهایی از این آزمایش اعت a aπ ωآیدبه دست می .

M داشته باشیم که بهMتوان تصور کرد اگر سیگنالی از آنسامبلپس می شود، آنگاه  انتقال داده می′

Mتوان احتمال کل مربوط به عبور سیگنال  را میFفیدلیتی   از آزمون اعتبار سنجی در مقایسه با ′

  .سیگنال اولیه تعریف کرد

)3-53(  ( )Tr a a
a

F p a π ω= ∑ 

 .باشدو در صورتی که گذار کاملی داشته باشیم برابر یک می. باشدفیدلیتی آشکارا بین صفر و یک می

)هایی با احتمال بزرگاگر سیگنال )p a هنگام گذار به اندازه کمی مختل شوند باز هم فیدلیتی 

هایی که زیاد همچنین اگر سري سیگنال.  استaπ بسیار نزدیک بهaωباشد، و نزدیک به یک می

 تقریباً aω نزدیک بوده و 1احتمال کوچکی داشته باشند بار دیگر فیدلیتی  به شوند، مختل می

  . استaπبرابر
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در مرحله نخست گذار کد کردن .      ردیابی چگونگی تغیر سیگنال در این کانال شایان توجه است

C به Mیکانی از E+ با عملگر Uاگر. شود انجام میaπحالت سیگنال اولیه Mباشد پس می -

Cتوان حالت سیگنال E+ را با a aU Uπ −Π =  نادیده گرفته Eزمانی که زیرسیستم . د نشان دا1

TrEشود، بقیه سیستم به حالت aΠتریس جزئی . شود واگذار میaΠ روي Eپس از . شود گرفته می

Eاینکه  W بپیوندد سیستم مرکب در حالتCیستم به س′ =Tra E a E Eo oΠ . گیرد قرار می⊗

)افتد و سرانجام گذار کدگشایی یکانی اتفاق می )a aU W Uω −′ ′= فرض کنید به طور . شود می1

Uمنطقی U −′ = یی عملگري معکوس گذار کدکننده در نظر گرفته  برگزیده شود، یعنی گذار کدگشا1

  : باشدپس فیدلیتی به صورت زیر می. شود

)3-54(  ( )

( ) ( ) ( )

Tr

Tr ( ) Tr

a a
a

a a a a
a a

F p a

p a U U U W U p a W

π ω

π π− −

=

= =

∑

∑ ∑1 1
 

M بهMبنابراین فیدلیتی گذار از Cهاي سیگنال تنها با امتحان کردن حالت′ E+و C E ′+ 

   .شودمحاسبه می

   اصول موضوعه فیدلیتی-3-4-2-3

 کانال خیلی کوچک باشد، فیدلیتی باید به صفر Cبه طور شهودي مشخص است که اگر زیرسیستم 

در . توان فیدلیتی را به یک نزدیک کردبزرگ باشد، می به اندازه کافی Cنزدیک باشد و در نتیجه اگر 

پردازیم که ما را در اثبات نظریۀ کد کردن کوانتمی اینجا به یک جفت اصول موضوعه فیدلیتی می

-  خیلی کوچک باشد آغاز کرده و قضیه زیر را ثابت میCابتدا با این فرض که کانال . کنندیاري می

  . کنیم

dimفرض کنید. 1     اصل موضوعه  CH d=هاي موجود بوده و آنسامبل سیگنالM که با 

( ) aa
p aρ π=∑شوند، داراي خصوصیتی باشد که براي هر عملگر تصویر  نمایش داده میΓ روي 

  : رابطۀ زیر برقرار باشد MH بعدي d یک زیر فضاي
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)3-55(  Tr ρ ηΓ < 

ηپس فیدلیتی . باشد ثابت میF η<باشد می.  

 وزن کوچکی داشته باشد ،CHاي مشابها اندازه     اگر آنسامبل سیگنال در زیرفضاهاي زیادي ب

 را در نظر بگیرید که بر طبق Maسیگنال حالت. بنابراین متناظراً فیدلیتی گذار کوچک خواهد بود

Eبا این فرض که. شودطرح کلی که در بخش پیشین اشاره شد انتقال داده می  ابتدا در حالت ′

Eoخالص C مربوط بهaW باشد، حالت سیگنال′ E بعدي d تنها تحت زیرفضاي +′

C E C EH H H′ ′+ = C,هایی به شکل  حالتاین زیر فضا مربوط به. شود حمایت می⊗ Eoψ -  می′

  .باشد

M ازaω     بنابراین حالت سیگنال کدگشایی شده  MH بعديd تنها روي زیرفضاي ′ -  تعریف می′

  .باشد میΓ که عملگر تصویر روي این زیرفضا شودیادآوري می. شود

kφ ،1,...,kفرض کنید  d=مقادیر هاي متعامد براي زیرفضایی که از ویژه، پایهaω تشکیل شده 

  :تواند به شکل زیر نوشته شود میaωپس . است باشد

)3-56(  a k k k
k

qω φ φ=∑ 

kqباشد و آشکارا  بوده و دربردارندة همه موردهاي مخالف صفر میaωمقادیر  ویژهkqکه  ≤ 1 .

  .شود به صورت زیر نمایش داده میΓعملگر تصویر 

)3-57(  k k
k

φ φΓ =∑ 

Trحال جملۀ  a aπ ωشود در نظر بگیرید را که در عبارت فیدلیتی ظاهر می.  

)3-57(  Tr Tr Tr

Tr Tr Tr

a a a a k k k k a k k
k k

a k k a k k a
k k

q qπ ω π ω φ φ π φ φ

π φ φ π φ φ π

 
= = = 

 
 ≤ = = Γ  

∑ ∑

∑ ∑
 

  :آید به دست میFفیدلیتی 
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)3-58(  ( ) ( ) ( )F= Tr Tr Tr Tra a a a
a a a

p a p a p aπ ω π π ρ
 

≤ Γ = Γ = Γ 
 

∑ ∑ ∑ 

Fو بنابراین  η<.  

E     اگر سیستم  باشد ها می مخلوطی از حالتaω در حالت خالص نباشد، حالت سیگنال نهایی ′

- فیدلیتی کل میانگین وزنی همه جمله. شوند بعدي حمایت میdها روي زیرفضايکه هر کدام از آن

  .اندهایی است که در شرایط بالا مقید شده

Trρتوان شرط لازم  میΓ     شایان ذکر است که براي همه تصویرگرهاي  ηΓ هایی از  را در جمله>

هاي هاي متناظر باشد، کمیتحالت ویژهn وρمقادیر ویژهnPاگر.  بازنویسی کردρمقادیرویژه

nQ n n= Γهاي ، شرطnQ≤ ≤ 1o و Trnn
Q d= Γ   پس . کند را برآورده می∑=

)3-59(  Tr n n
n

P Qρ Γ = ∑ 

، nPمقادیر ترین ویژه منطبق بر بزرگnازاي همه مقادیر بهnQشود هنگامی کهبه سادگی دیده می

 به Γاگر. شود صفر میnازاي دیگر مقادیر شود و بهمع بالا بیشینه می، ج برگزیده شود1برابر 

هایی باشدکه بر حالتصورتی برگزیده شود که عملگر تصویر روي زیر فضاي گسترده شده با ویژه

بنابراین اگر و تنها . یابیماند، به مقدار بیشینه اشاره شده دست میق منطبρمقادیرترین ویژهبزرگ

Trρ باشد، عبارت η کمتر از ρ مربوط بهdمقداراگر جمع هر ویژه ηΓ   .برقرار است>

باشد و گذاري با فیدلیتی بالا  به اندازه کافی بزرگ میCگردیم که کانالدي برمی     اکنون به مور

  .شودمجاز می

dimفرض کنید که . 2اصل موضوعه  CH d=باشد و عملگر تصویر Γ روي زیرفضاي dعدي ب MH  

Trρچنان باشد که  ηΓ > Fپس طرح گذاري با فیدلیتی . 1− η> −1 اگر آنسامبل .  وجود دارد2

فیدلیتی توان گذاري با  حمایت شود، پس میCHسیگنال به طور کافی روي زیرفضایی با اندازه مشابه

  . ساخت1بسیار نزدیک به 
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 ρ مربوط بهdهاي حالت که با ویژهMH ازΛ تصویري باشد روي زیرفضايΓ     اگر عملگر

گسترانند  را میΛ کهρهايحالتویژه. شوداي وارد نمیکلیت مسأله لطمهگسترده شده است به 

,با , d1 Kنشان داده شوند در این صورت , ,d D+1 Kبر Λعمود بوده و با ⊥Λ نمایش 

  :پس. شودداده می

)3-60(  d

n

n n
=

= Γ∑
1

 

)3-61(  
  

)3-62(  

d

n
n

P η
=

> −∑
1

1  

D

n
n d

P η
= +

<∑
1

 

دهیم، اند، انتقال می مشتركΛ را که با ρهاي حالتویژه. رهیافت مورد نظر در زیر آورده شده است

M نمایش داده و به درستی درCهایی از کانالاي که به خوبی با حالتگونهبه .  بازسازي شوند′

dimچون dim CHΛ -  لزوماً حالتρهايحالتاگرچه، ویژه.  است، انجام دادن این کار ممکن است=

 قرار گیرند و بنابراین Λباشند، و هیچ تضمینی نداریم که واقعاً همه سیگنال درون هاي سیگنال نمی

- یگنال را شامل می بیشترین وزن آنسامبل سΛبا این وجود چون . گیردگذار بدون اختلال صورت 

توان نشان داد که براي رسیدن به می) ηگیري کمتر از هاي کوچکی از اندازهجز براي تکهبه(شود 

  .باشد میΛها نزدیک به زیرفضاي فیدلیتی لازم، سیگنال

کنیم که دهد، در واقع تعیین می که گذار کدکردن را انجام میUبراي مشخص کردن تبدیلات یکانی

Cهاي متعامد به حالتρهاي متعامدچگونه پایه E+نگاشت زیر را در نظر بگیرید. شود نگاشت می:  

)3-63(  , , ,...,

, , ,..., ,

C E

C E

n o n d
n

o n n d D

 =


= +

1

1
 

-  حالتEo وCo وE وCهاي سیستمهاي متعامد حالت به ترتیب سريEn و Cnکه 

 Enهاي  بر هر یک از حالتEoهاي خنثی لازم است که حالت. باشندهاي خنثی ثابت می
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n,...,براي  d D= هاي  و حالتCهایی از به حالتΛهاي توان گفت که حالتمی.  عمود باشد1+

 اکنون بین Λهایی در تر تمایز بین حالتبه طور کلی. شوند نگاشت میEهایی از ه حالت بΛ⊥در

 ساخته Eایی در ه اکنون بین حالتΛ⊥هایی در شود، و تمایز بین حالت ساخته میCهایی ازحالت

  .شودمی

E دور انداخته شده و کپی جدیدE     اکنون سیستم اضافی . شود به سیستم پیوند داده می′

Eکنیم که مشخص می Eo در آغاز در حالت ′ -  اکنون به حالتρهاي حالت بوده، چنانکه ویژه′

  :شوندهاي زیر نگاشت می

)3-64(  , , , ,

, , , ,

C E

C E

n o n d
n

o n n d D

′

′

 =


= +

1

1

K

K
 

Mسرانجام سیگنال را در U با استفاده از عملگر معکوس′ حالت سیگنال ویژه . مکنی کدگشایی می1−

Maکند؟ هر حالت در این طرح گذار تقریبی چگونه عبور میMنهی از توان به صورت برهم را می

  :هايحالت

)3-65(  ( ) ( )M a M a Ma a aλ λ µ µ= + 

)نوشت که  ) Maλ در Λ و ( ) Maµ در ⊥Λباشد و میa aλ µ+ =
2 2

هاي حالت. 1

( ) Maλ و ( ) Maµهايپایههاي از ویژهتوان در جمله را میρبسط داد :  

)3-66(  ( ) ( )
d D

M a M a M
n n d

a n a n n a nλ λ µ µ
= = +

   
= +   

   
∑ ∑

1 1
 

C به حالت Uاین حالت با گذار کد کردن Ea   :شود، که  نگاشت می+

)3-67(  ( ) ,

( ) , ( ) , , ( )

d

M C E a M C E
n

D

a M C E a C E a C E
n d

a a n a n o

n a o n a o o a

λ λ

µ µ λ λ µ µ

+
=

= +

 
→ =  

 
 

+ = + 
 

∑

∑

1

1
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)که  )Caλ و ( ) Eaµدانیم که آشکارا می. د تعریفی آشکار دارن( ) E Ea oµ =oاست  .

Cحالت سیگنال  E+ درحکم عملگر تصویر a C E C EΠ = +   که. شود نوشته می+

)3-68(  ( ) , ( ) , ( ) , , ( )

, ( ) ( ) , , ( ) , ( )

a a C E C E a a C E C E

a a C E C E a C E C E

a o a o a o o a

o a a o o a o a

λ λ λ λ µ λ µ

λ µ µ λ µ µ µ

∗

∗

Π = +

+ +

2

2
 

  .آید به دست میaΠ با اعمال تریس جزئی روي C  نادیده گرفته شود، حالت کانالEهرگاه 

)3-69(  Tr ( ) ( ) ( ) ( )E a a C C a C ca a o a o aλ λ λ µΠ = +
2 2 

Eبا پیوستن سیستم  Eo به حالت ′ ′ ،aWشود حاصل می:  

)3-70(  ( ) , ( ) , , ,a a C E C E a C E C EW a o a o o o o oλ λ λ µ′ ′ ′ ′= +
2 2 

شود فیدلیتی کل  با استفاده از عملگر معکوس گذار کدکردن، کدگشایی میMچون این سیگنال در

)درست برابر با  )Tr a aa
F p a W= Π∑براي سیگنال داده شده.  است:  

)3-71(  ( )Tr ( )a a a a a C C a a

a

W a oλ λ µ λ λ µ

µ

Π = + ≥ = −

≥ −

24 2 2 4 2

2

1

1 2
 

) فیدلیتی به صورت بنابراین ) aa
F p a µ≥ − ∑

2
1 Trρلازم است که . باشد می2 ηΓ >   .  باشد1−

)3-72(  ( ) ( ) ( )( )
( )

Tr Tr a a a
a a a

a
a

p a p a p a

p a

ρ π λ µ

λ

Γ = Γ = = −

= −

∑ ∑ ∑

∑

2 2

2

1

1
 

Trρبنابراین شرط روي مقدار  Γ مستلزم آن است که ( ) a
a

p a λ η<∑
یعنی فیدلیتی .  باشد2

Fکد کردن در رابطه طرح  η>   .شودکند و نتیجه مطلوب حاصل می صدق می1−

. ایم ربط دادهC  فضاي حالت هیلبرت کانال dکنیم که فیدلیتی طرح گذار را به بعد     خلاصه می

 روي هر η وزنی کمتر ازρاي که آنسامبل سیگنال به اندازه کافی کوچک باشد به گونه dاگر

F داشته باشد، پس فیدلیتی باید در رابطه MHبعدي -dزیرفضاي η<از طرف دیگر .  را صدق کند
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توان گذاري با  داشته باشد، میη−1 وزنی بیشتر از ρ پیدا شود که MHبعدي از-dاگر زیرفضاي

Fفیدلیتی  η> −1    . داشت2

   کد کردن کانال کوانتمی بدون نوفه شوماخر -3-4-2-4

نخست یک سیستم ابتدایی .      در نظریۀ کد کردن بدون نوفه کلاسیکی، سه ویژگی اصلی وجود دارد

دوم مجاز . شوندها با استفاده از بیت رمزي میهمه پیام. کنیمکد کردن یکتا مانند بیت انتخاب می

اند به هاي مستقل و یکسان گرفته شده پیام که از منبعNهایی ازل دنبالهشکها را بههستیم که پیام

سوم نیازي نیست که ). باشدهرچند این شیوه کد کردن منحصر بفرد نمی(شکل کد درآوریم 

نزدیک  1تنها کافی است که فیدلیتی کلاسیکی اختیاري به . کردن کاملاً خالی از اشتباه باشد کد

تا کنون این کار را براي . هر یک از این سه مرحله باید براي مفهوم کوانتمی نیز حفظ شوند. باشد

در کدکردن کوانتمی فیدلیتی احتمالی است که یک . ایمسومین مورد، معیار فیدلیتی، انجام داده

کند، به مقایسه میحالت سیگنال انتقال داده شده از آزمون اعتبارسنجی که آن را با سیگنال اولیه 

 قرار Fهاي مختلف قیدهایی روياصول موضوعه فیدلیتی بخش پیشین، در موقعیت. خوبی عبور کند

براي سیستم کد کردن ابتدایی . ماندهاي اول و دوم باقی میبنابراین تنها تعمیم کلی ویژگی. دهدمی

1هاي دو حالتی مانند ذره اسپین ه شد از سیستمگونه که پیش از این گفتکوانتمی همان  استفاده 2

 نشان دهیم، کانال کوانتمی ما Qاگر ما سیستم تک کیوبیتی را با. شودکه کیوبیت نامیده می. شودمی

بنابراین رابطۀ زیر برقرار .  معمولاً عددي بزرگ استK کیوبیت تشکیل شده است کهKاز تعداد

  :است

)3-73(  ...C Q QH H H= ⊗ ⊗ 

  .باشد میCH،k2 و بعدKتعداد فاکتورها برابر

دن بلوکی کوانتمی، باید یک منبع تک کوانتمی بسط داده شده را در نظر      براي بحث کد کر

 NMبنابراین.  تشکیل شده استM کپی مستقل از سیستمNکه سیستمی است که از. بگیریم

باشد که هر کدام  میKa در یک حالت سیگنالیKMهر زیر سیستم. سیستم مستقل داریم
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)سازگار با توزیع احتمال )Kp aبنابراین سیستم. اند تولید شدهNM در حالت ,..., Na aα = 1 

)احتمال کل با. باشدمی ) ( ) ( ) ( )... Np p a p a p aα = 1 باید حالت سیگنال را از . آید به دست می2

NM به سیستم مشابهNMسیستم توأم ها انتقال  و با استفاده از یک کانال تشکیل شده از کیوبیت′

  .دهیم

ضرب مستقیم کند به سادگی حاصل را توصیف میNMکه آنسامبلNρ     عملگر چگالی

: باشدهاي منحصربفرد میهاي تکی از زیرسیستمعملگرهاي چگالی براي آنسامبل

...N
Nρ ρ ρ= ⊗ ها، iρهاي حالتضرب ویژه، برابر با حاصلNρهاي حالتیعنی ویژه. 1⊗

,... Nn n1مقادیر ، و ویژهNρمقادیر ضرب ویژه برابر با حاصلiρ،ها,..., ...
N Nn n n nP P P=

1 1
 ،

  .هستند

nP),...,nمقادیر  ویژهM     اکنون براي سیستم D= ، همه ویژگیهاي ρعملگر چگالی آنسامبل ) 1

هاي ها توزیع احتمال براي خروجیدر حقیقت آن. ( را داردD−1توزیع احتمالی روي اعداد صحیح 

علاوه بر این آنتروپی فون نیومن براي این ).   هستندnاي هحالتگیري کامل با ویژهیک اندازه

  .باشدتوزیع احتمال درست همان آنتروپی شانون می

)3-74(  ( ) logn n
n

S P Pρ = −∑ 2 

, بر دنباله Nρحالت یک ویژه , Nn n1 K منطبق است که Nمقادیر باشد و ویژهها اعداد صحیح می

 استفاده مستقل با توزیع Nها درست برابر با احتمال این است که آیا این دنباله باحالتاین ویژه

  .آید به دست میNPاحتمال 

توان ادعا کرد که هر می. ایمهاي عملگرهاي چگالی توجه کردهحالتیژهمقادیر و و     تنها به ویژه

 حروف الفبا استفاده کرده D−1منبع سیگنال کوانتمی یک منبع پبام کلاسیکی است که از تعداد 

آنتروپی شانون این توزیع برابر با .  عددي صحیح استD−1. داردnPاست و توزیع احتمال پیام 

از بحث بالا . وجود آمده استها گسترده شده بهمنبع پیام، از این دنباله. باشدآنتروپی فون نیومن می
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یک )الف: وندشها به دو دنباله تقسیم میهاي به اندازه کافی بزرگ دنبالهNازايتوان فهمید که بهمی

)سري که حدوداً  )N S ρ2این دو . ها به احتمال کلی کوچکتریک سري از دنباله) ب.  دنباله بهنجار دارد

NMسري دو زیرفضاي متعامد از فضاي هیلبرت
Hاینها حدوداً بعدي برابر . کنند را مشخص می

( )N S ρ2توانند با اطمینان خوبی به حالتی از مجموعه دارند و می( )N S ρکیوبیت انتقال داده شوند  .

 دارد و بنابراین فیدلیتی آن اثر زیادي Nρباشد، که وزن کوچکی با توجه  میΛ⊥زیرفضاي دیگر 

  . ندارد

 را منبع سیگنال کوانتمی در نظر M.توانیم نظریۀ بدون نوفه کوانتمی را ثابت کنیم اکنون می    

,همچنین . شود توصیف میρبگیرید که با عملگر چگالی آنسامبل سیگنال 0δ ε ) الف.  را برگزینید<

)،Mه براي هر سیگنالبا فرض آنک )S ρ δ+پس براي.  کیوبیت موجود باشدN هاي به اندازه کافی

هاي موجود با فیدلیتی توانند با کیوبیت میM سیگنالی از منبع سیگنالNهاي بزرگ، گروه

F ε> )با فرض آنکه ) ب.  انتقال داده شود1− )S ρ δ−کیوبیت براي هر M سیگنال موجود 

هاي  با کیوبیتM سیگنالی منبع سیگنال Nهاي به اندازه کافی بزرگ، اگر گروه Nبراي. باشد

Fموجود انتقال داده شوند، پس فیدلیتی  ε>باشد می.  

، Cکنید که اگر کانال کوانتمیابتدا توجه . شود      قسمت الف به روش زیر ثابت می

( )( )N S ρ δ+،کیوبیتQ باشد پس ،( )( )dim N S
CH ρ δ+=2 .از تشابه با نظریۀ کلاسیکی و ویژه-

هاي حالتهاي ویژههاي به اندازه کافی بزرگ، تعداد دنبالهNازاي دانیم که بهمقادیر احتمالی می

)ابهنجار برابر ب )( )N S ρ δν ε کمتر از Nρمانده مقادیر باقیباشد و جمع ویژه می2≥+  Γاگر .  است2

هاي بهنجار گسترده شده است، پس حالت وسیله ویژهباشد که بهΛبعدي νتصویر روي زیرفضاهاي 

Tr 1Nρ εΓ > − F طرح گذاري با فیدلیتی 2به کمک اصل موضوعه . باشد می2 ε>   . وجود دارد1−

هاي به اندازه کافی Nازايگوید که به     براي قسمت ب توجه کنید که بحث کلاسیکی به ما می

)بزرگ، که هیچ یک از )( )N S ρ δ−2ها برايحالت دنباله ویژهNMمقادیري با حاصل جمعی به  ویژه

)ي روي زیرفضاΓبنابراین براي هر تصویر.  ندارندεبزرگی اندازه  )( ) dimN S
CHρ δ− =2 
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Trرابطۀ Nρ εΓ F هر طرح گذاري فیدلیتی 1بنابراین با اصل موضوعه .  برقرار است> ε< 

   ].22[دارد

  هاي در هم تنیده انتقال حالت-3-4-2-5

مختلف به طور احتمالی تولید هاي کوانتمی در بخش پیشین موقعیتی را تصور کردیم که حالت     

حتی هنگامی که . کند لزوماً یک حالت آمیخته را توصیف میρبنابراین عملگر چگالی . شدندمی

Mتر بخشی از سیستم بزرگMسیستم Z+حالت . یدآ باشد باز هم عملگر چگالی به وجود می

Mکوانتمی Zψ توان چنین حالتی را همیشه می. باشدتنیده می یک حالت خالص است ولی درهم+

  : به صورت زیر نوشت52با تجزیه قطبی

)3-75(  ,M Z n M Z
n

P n nψ + = ∑ 

 Mبراي نوشتن حالت .  هستندZ و Mهاي متعامدها حالت به ترتیب سريZn و Mnکه 

  :شود تریس جزئی بگیریم که در این صورت عملگر زیر حاصل میZباید روي 

)3-76(  n M M
n

P n nρ = ∑ 

آنتروپی فون . شود نشان داده میnPهاي آن مقادیر و ویژهMnهاي این عملگر حالته ویژهک

)نیومن  )S ρتنیدگی بین سیستم این عملگر چگالی گاهی در نظریۀ اطلاعات با عنوان درجه درهم -

 .شود شناخته میZ وMهاي کوانتمی

M بهM     اکنون گذار تقریبی از Mآیا این گذار حالت کوانتمی. گیریم را در نظر می′ Z+ را به 

Mطور مناسب به Z′ تنیگی دهد؟ و یا به عبارتی دیگر آیا طرح گذار معرفی شده درهم انتقال می+

M به Mسیستم با بقیه محیط را از حالت . باشددهد؟ پاسخ این پرسش مثبت می انتقال می′

M Zψ Mویر که با عملگر تص+ Z M Zπ ψ ψ+ ، ωشود به حالت نهایی نمایش داده می=+

Mاز Z′ TrFفیدلیتی این گذار با. رود می+ π ω=حالتدر طرح گذار خود، ویژه. گردد بیان می -

                                                
52 Polar decomposition 
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dim با MH ازΛ طور محتمل در زیر فضاي  را که بهρهاي dim CHΛ . بودند، انتقال دادیم=

-  قرار میΛا در ه تا از آنd را شمرد چنانچه نخست Mnهايحالتتوان تعداد ویژههمانند قبل می

  :توان به صورت زیر نوشتاکنون حالت کلی را می. گیرد

)3-77(  M Z M Z M Zψ λ λ µ µ+ + += + 

M که  Zλ M و + Zµ   .باشندهاي متعامد بهنجار می حالت+

  

)3-78(  
,

d

M Z n M Z
n

c n nλ +
=

=∑
1

  

,
D

M Z n M Z
n d

c n nµ +
= +

′= ∑
1

 

λکه  µ+ =
2 2 Mتوان این حالت را با تصویرگر می.  است1 Z M Zπ ψ ψ+   . نمایش داد=+

Mدر طرح گذار حالت  Zλ Mشود و حالت کاملاً انتقال داده می+ Zµ اي ه به بعضی حالت+

M ازωآمیخته منتقل شده تا حالت آمیخته  Z′   :این حالت آمیخته .  حاصل شود+

)  3-79(  
, ,

D

M Z M Z n M Z M Z
n d

c o n o nψ λ λ λ µ′ ′ ′ ′+ +
= +

 
′= +  

  
∑

2
2 2

1
 

TrFتوان نتیجه گرفت که از عبارت بالا می π ω λ= ≥
λاگر . است4 η> −

2  باشد پس 1

F η> −1   . حاصل شد2اي است که در اصل موضوعه  که همانند نتیجه2

هاي  کپی از سیستمNتوان بحث نظریۀ کد کردن را براي      یک بار که این نتیجه حاصل شد می

Mدر هم تنیده  Z+تنیدگی بینیجه گرفت درهم تکرار کرد و نتMو Zتوان با استفاده از  را می

) با Cکانال  )S ρکیوبیت به طور مطمئن از M به M -توان درهمبه دیگر سخن می. ال یابد انتق′

)تنیدگی تعداد زیادي سیستم را با اطمینان منتقل کرد، البته در صورتی که براي هر سیستم )S ρ 

)توانبنابراین می. داشته باشیم )S ρهاي فیزیکی لازم براي حرکت درهم را به عنوان اندازه منبع -

  .از یک سیستم به دیگري تفسیر کرد) Zسیستم ( و بقیه جهان Mنیدگی کوانتمی بینت

  هاي کوانتمی  اطلاعات کلاسیکی در کانال-3-7



80  

  هاي بدون نوفه کوانتمی اطلاعات کلاسیکی در کانال-3-7-1

- یت یک کانال کوانتمی براي اطلاعات کلاسیکی صحبت می     در این بخش در مورد حداکثر ظرف

.  منتقل کندQخواهد اطلاعات کلاسیکی را با استفاده از کانال ارتباطی فرض کنید آلیس می. کنیم

 آماده کرده و باب سعی xp و با احتمالxWهاي کوانتمیبنابراین آلیس کانال را در یکی از حالت

تواند با براي مثال کانال می( ، حالتی را که آلیس فرستاده تشخیص دهد Qگیري رويکند با اندازهمی

هاي کوانتمی را حروف هاي ویژه مشخص شود که گاهی این حالتهاي کوانتمی قطبش فوتونحالت

 آن را اثبات کرد، که در آن  55مطرح کردند و هالوو 54 و لویتاین53اي را گوردننظریه). نامندالفبا می

. ]28[دهندتواند کسب کند قرار میحد بالایی روي حداکثر اطلاعاتی که باب می

xاگر xx
W p W=∑باشد، حد بالاي گفته شده  ماتریس چگالی توصیف کننده سیگنال آلیس می

  :  باشدتواند به آن دست یابد، صورت زیر می حداکثر اطلاعاتی که باب میروي

)3-80(  ( ) ( ) ( ): x x
x

H X Y H W p H W≤ −∑ 

)در رابطه بالا ):H X Yاطلاعات دو جانبه یا مشترك بین ورودي به کانال یعنی X و خروجی 

) و Yکانال یعنی )H Wآنتروپی فون نیومن براي عملگر چگالی Wدر حاصل شدن ]. 29[باشد می

. آمده استفاده مستقیم شده است] 35 و 34، 33، 32، 31، 30[این نتیجه از کارهاي مفیدي که در

برابر صفر ) 80-3( خالص باشند جمله دوم در رابطه هاي کاملاًهاي سیگنال آلیس حالتاگر حالت

)شده و اطلاعات قابل دستیابی براي باب ممکن است به  )H Wدر حالتی .  بسیار نزدیک شود

  حد اش بههاي آمیخته باشند باز هم راهی براي باب وجود دارد که اطلاعات دریافتی حالتxWکه

هاي مناسب کد کند براي دستیابی به این هدف آلیس باید اطلاعات خود را به گونه. هالوو نزدیک شود

تواند با گزینش مثلاً آلیس می. پذیر کدگشاینده مناسبی براي اعمال روي کانال برگزیندو باب مشاهده

                                                
53 Gordon 
54   Levitin 
55 Kolevo  
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- کدهایی به دست آورد که اگر مشاهده) باشد بزرگ میکه به اندازه کافی ( Lهایی به طول کدواژه

پذیرهاي کد گشاینده به صورتی مناسب برگزیده شوند بتوان با احتمال خطاي 
( )

E
LP N χ δε − −≤ + 49 χ اطلاعات قابل دستیابی براي هر حرف را به 2 δ− رساند که , 0ε δ  و <

( ) ( )x x
x

H W p H Wχ = − . باشدها می تعداد کدواژهN فرض شده که همان قید هالوو بوده و∑

 χتواند برابر با توان گفت که ظرفیت کانال کوانتمی براي اطلاعات کلاسیکی حداکثر میبنابراین می

  .باشد

  اي کوانتمیهاي نوفه کانال اطلاعات کلاسیکی در-3-7-2

هاي بدون نوفه کوانتمی صحبت در بخش پیشین تنها دربارة انتقال اطلاعات کلاسیکی در کانال

دانیم اطلاعات ممکن است در کانال دچار نوفه شده و مقداري از آن از گونه که میکردیم اما همان

ت در اثر عبور از کانال به حالتی آمیخته مثلاً اگر ورودي کانال حالتی خالص باشد ممکن اس. بین برود

اي که در بخش پیشین ذکر شد گاهی هاي آمیختهبا این توضیح ممکن است حالت. تبدیل شود

هاي بنابراین با فرض آنکه اطلاعات رسیده به باب در حالت. اي محسوب شوندخروجی کانال نوفه

 ممکن است تحول Q از آلیس به باب، کانالدر حین انتقال اطلاعات. کنیمباشند آغاز میآمیخته می

پذیرهاي چرخیده مناسب کدگشایی تواند با گزینش مشاهدهباب می(یکانی درونی را تحمل کند 

- باب نمی(در حالتی دیگر ممکن است کانال با محیط برهمکنش داشته باشد ). صحیحی انجام دهد

  ). م دهدتواند روي خروجی تصحیح انجا

کند به کمک نگاشت  که با یک محیط برهمکنش میQترین توصیف تحول سیستم کوانتمیکلی

 56شود، مشروط بر اینکه این نگاشت رد حاصل میQخطی مثبت روي سري عملگرهاي چگالی 

  :شود توصیف میε 57رچنین نگاشتی با ابرعملگ. عملگرها را حفظ کند

                                                
56  Trace 
57 Superoperator  
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)3-81(  ( )ρ ρ ε ρ′→ = 

 به طور خطی روي سیتم عمل کرده εابرعملگر. باشد حالت نهایی می′ρ حالت اولیه سیستم وρکه

 εاي با یک ابرعملگربنابر آنچه گفته شد کانال کوانتمی نوفه. شودانی سیستم میو باعث تحول یک

- شود، توصیف میشود که تحول هر حرف الفبایی را که از آلیس به باب انتقال داده میمشخص می

ودي کانال به یعنی اگر ور. کنیم که تحول هر حرف مستقل از دیگري استهمچنین فرض می. کند

. باشدها میهاي حروف در نظر گرفته شود، خروجی کانال نیز حاصلضرب حالتشکل حاصلضرب حالت

هاي خروجی  چنان استفاده کند که حالتxωهاي ورودي مسأله اساسی آلیس این است که از حالت

( )x xW ε ω=هاي ورودي آلیس حروف الفباي ثابت اگر حالت. اشندپذیر ب براي باب تشخیص

{ }xωتواند براي باب قابل دسترس باشد با باشد پس به ازاي هر حرف بیشینه اطلاعاتی که میC Γ 

نشان داده شده است که ] 29[در . شدباهاي خروجی می حروف الفباي حالتΓشود، کهداده می

باشد و در این صورت باب هاي خالص میاي استفاده از حالتهاي نوفهترین ورودي براي کانالبهینه

  . تواند بیشینه اطلاعات را در خروجی کسب کندمی

، هاي حاصلضرب براي ورودي کانال استفاده کندشود که اگر آلیس از حالت     به خلاصه گفته می

  :باشدصورت زیر می اي بهآنگاه ظرفیت کانال کوانتمی نوفه

)3-82(  ( ) maxC χ=1 

)که ) ( )( )x xx
H W p Hχ ε ω= − هاي ماکزیمم روي حالت) 82-3(در رابطۀ . باشدمی∑

تواند اطلاعات را با آهنگی که از پس آلیس به طور منطقی می. شودورودي خالص در نظر گرفته می
( )C )گاهی .  کمتر است به باب منتقل کند1 )C    .گیرندضرب در نظر میهاي حاصل را ظرفیت حالت1

  گیري نتیجه-3-6

نیومن با وجود اینکه پیش از آنتروپی  رسیم که آنتروپی فونهاي بسیار به این نتیجه میپس از بررسی

نیومن تنها معرفی آنتروپی کوانتمی بود که نیاز مکانیک کوانتمی  ه و هدف فونشانون معرفی شد
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ها ثابت شد که این رابطه در نظریۀ اطلاعات کوانتمی بسیار مفید بوده آماري برآورده شود، پس از سال

 تعیین نیومن در اي که آنتروپی فونالعادهبا توجه به کاربرد فوق. کندو نیازهاي زیادي را برآورده می

رغم ایرادهایی که به آنتروپی هاي کوانتمی پیدا کرده است گروهی بر این باوردند که علیکانال

نیومن را در  شود، تاکنون هیچ آنتروپی دیگري نتوانسته است جاي آنتروپی فوننیومن گرفته می فون

  .مکانیک کوانتمی بگیرد
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 فصل چهارم
 

  اطلاعات کوانتمی      معرفی دو آنتروپی براي کمی کردن

  هاي تریتی و کیوتریتیو آنتروپی اطلاعات سیستم
ü آزمایشگر اندازه اطلاعات پایه شده روي پیشگویی احتمالی  

ü آنتروپی مرکب درحکم تصحیحی براي آنتروپی فون نیومن  

ü  مقایسه اهمیت دو آنتروپی معرفی شده با آنتروپی فون نیومن و

  هاکارایی آن

ü یکیتایی کلاسهاي سهسیستم  

ü هاي کوانتمی سه حالتیسیستم  

ü نتیجه گیري  
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  مقدمه

نیومن درحکم آنتروپی که محتواي اطلاعاتی یک سیستم       تاکنون تنها در مورد آنتروپی فون

هاي دیگري از اطلاعات در این فصل قصد داریم به اندازه. کند، صحبت کردیمکوانتمی را مشخص می

باشند و در بعضی کاربردها هاي کوانتمی مفید میعاتی سیستمبپردازیم که براي تعیین محتواي اطلا

هاي سه همچنین در انتهاي این فصل در مورد سیستم. رسندنیومن به نظر می مفیدتر از آنتروپی فون

ها از خود حالتی کلاسیکی و کوانتمی و رفتاري که آنتروپی اطلاعات هنگام استفاده از این سیستم

  .هیم کرددهد، صحبت خوانشان می

 اندازه اطلاعات پایه شده روي پیشگویی احتمالی آزمایشگر 4-1

     مکانیک کوانتمی ذاتاً توصیف احتمالی طبیعت است و پیش از انجام دادن هر آزمایش کوانتمی 

ولی به طور کلی رخ دادن . هاي ممکن براي هر آزمایشگر مشخص استاحتمال رخ دادن همه خروجی

گیري منحصربفرد اي از اطلاعات براي یک اندازهدر اینجا اندازه. باشدادفی میهر خروجی کاملاً تص

تواند بسازد شود که براساس این حقیقت بنا شده که پیشگویی احتمالی که آزمایشگر میآورده می

براي هیچ آزمایش منحصربفردي اهمیت عملی ندارد و تنها پیشگویی دربارة تعداد رخ دادن یک 

  .ر تکرارهاي آتی آزمایش اهمیت داردخروجی مشخص د

   عدم یقین در تعداد تکرارهاي یک رویداد -4-1-1

 و p     آزمایشی با دو خروجی ممکن را در نظر بگیرید که احتمال رخ دادن یک خروجی را با 

ها براي دو خروجی یک با دانستن احتمال. یمده نشان میp−1احتمال رخداد خروجی دیگر را با

تنها تعداد محدودي سیستم . افتدبینی کند که چند بار یک خروجی اتفاق میتواند پیشآزمایشگر می

به سبب افت و خیزهاي آماري سهیم با هر تعداد . بینی هماهنگی دارندوجود دارند که با پیش

 تکرار بعدي آزمایش به طور Nجی مشخص در محدودي آزمایش تجربی، تعداد رخ دادن یک خرو

، »خیر«و » بله« آزمایش تجربی مستقل، دنباله منظم ویژه از نتایج Nدر. بینی نیستکلی قابل پیش

Nو » بله« بار nکه دقیقاً شامل رخ دادن n− باشد احتمالی به صورت زیر دارد» خیر« بار:  
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)4-1(  .(1 )(1 )... (1 )n N np p p p p p −− − = − 

ها را با هاي آنتوان احتمالاند بنابراین میهایی مستقلهاي مختلف حادثههاي متفاوت دنبالهجایگشت

  :دست آوردهم جمع کرد و نتیجۀ زیر را به

)4-2(  ( ) (1 )n N n
N

N
P n p p

n
− 

= − 
 

 

Nو » بله« بار n آزمایش تجربی مستقل Nبالا احتمال این است که ازکمیت  n− بار 

اي اگر روي نتیجه]. 13[شوداي شناخته میرابطۀ بالا با نام توزیع دوجمله. مشاهده کنیم»خیر«

باشد، » بله«ها که با بالاترین احتمال  مثال روي تعداد خروجیبندي کنیم، برايمشخص شرط
maxn pN= است، هنوز هم احتمال موفقیت به pبا . بستگی دارد/p = 0  بار 10 احتمال اینکه در 5

0/داشته باشیم تنها برابر  » بله« بار خروجی 5آزمایش    .است25

 به وسیله انحراف مجذور میانگین که به شکل n     عدم یقین آزمایش یا کمبود اطلاعات در مقدار

  .آیددست می تعریف شده ، بهpN از مقدار میانگینnمقدار انتظاري مجذور انحراف 

)4-3(  ( )( ) ( )
N

N
n

P n n pN p p Nσ
=

= − = −∑2 2

1
1 

براي اینکه . کوچک است) 3-4(اي در معادله  کوچک باشد پس هر جملهσدر حقیقت اگر 

( )n pN− بزرگ باشد  مقدار nاحتمال کوچک  داراي ( )NP nبه عبارتی دیگر در موردي .  است

در این .  غیرممکن استpNاز مقدار میانگین» بله« کوچک است انحراف تعداد رخداد خروجی σکه 

برعکس . تواند حدس بزندین بالایی میها را با یقمورد آزمایشگر ترکیب تعداد رخ دادن خروجی

. گیرد قرار نمیpN نزدیک مقدار متوسطnدهد که با احتمال بالایی مقادیر انحراف بزرگ نشان می

aاکنون آزمایشی با سه خروجی ممکن 1 ،a a و 2 ها  را در نظر بگیرید که احتمال رخ دادن آن3

pبترتیب 1 ،p p و 2 تایی تواند این گروه سهگر میروشی وجود دارد که به کمک آن مشاهده.  باشد3

تواند براي مثال او می. استفاده کند) 3-4(نري تبدیل کند و سپس از اندازه اطلاعات را به یک گروه بای
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aدو خروجی a و1 aیک خروجی تک را به صورت   2 a∨1 p با احتمال2 p+1 a و خروجی2  را به 3

pصورتی یک خروجی منحصربفرد که با احتمال  p p= − −3 1 اکنون . دهد،  فرض کندرخ می21

aهاي خروجی گر ابتدا در مورد تعداد رخ دادنممکن است مشاهده a∨1  آزمایش تجربی N در2

aینکه بپرسد، و بعد از ا a∨1 aهایی که  رخ داد در مورد تعداد دفعه2 a یا1   .دهد تحقیق کند رخ می2

aدادن خروجی      در بخش نخست این روش اندازه کمبود اطلاعات آزمایشگر درباره تعداد رخ a∨1 2 

  .شود آزمایش تجربی به صورت زیر داده میNدر

)4-4(  ( , ) ( )a a a p p p Nσ ∨ = +2
1 2 3 1 2 3 

aدر بخش دوم روش با دانستن اینکه  a∨1 aدادن  رخ داده است، اندازه کمبود اطلاعات درباره رخ2 1 

aیا    آید دست میبنابراین اندازه کمبود اطلاعات در این مورد از رابطه زیر به.  را جستجو کنیم2

)4-5(  ( , | ) ( )
p p

a a a a N p p
p p p p

σ ∨ = +
+ +

1 22
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2
 

aتوجه کنید هرگاه a∨1 aهاي شرطی براي اتفاق افتاده باشد احتمال2 a یا 1 ترتیب به صورت  به2

p
p p+

1

1 2
p و

p p+
2

1 2
هاي تجربی که آزمایشگر در بخش دوم مجبور همچنین تعداد آزمایش. باشد می

)است انجام دهد برابر  )N p p+1 بخش دوم روش شرطی بوده و تنها براي . باشد می2

pکسر p+1 بنابراین به طور کلی اندازه کمبود اطلاعات انتظاري . رود که رخ دهداز زمان انتظار می2

( , , )NU a a a1 2  بار تکرار آزمایش به صورت Nدادن سه خروجی درهاي رخ با توجه به تعداد دفعه3

  :شودزیر محاسبه می

)4-6(  ( , , ) ( , ) ( ) ( , | )

( )
NU a a a a a a p p a a a a

p p p p p p N

σ σ= ∨ + + ∨

= + +

2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 2 1 2

1 2 1 3 2 3
 

, خروجی ممکن nراحتی براي توان بههاي بالا را میگفته , na a1 Kها دادن آنهاي رخ که احتمال

( , , )np p p= 1
r Kباشد تعمیم داد می.  
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)4-7(  ( , , )
n

N n i j
i j

U a a p p N
<

= ∑1 K 

. دهدهاي تجربی است که انجام می آزمایشگر متناسب با تعداد آزمایشبینیم که کمبود اطلاعاتمی

کند که با انجام دادن هر آزمایش منحصربفرد، مقدار اطلاعات مشابهی کسب این خصوصیت بیان می

هایی که تاکنون آزمایش انجام شده اهمیتی ندارد و بنابراین پس از هر آزمایش شود و تعداد دفعهمی

  . یابدلاعات به مقدار مشابهی کاهش میتجربی کمبود اط

)4-8(  ( , , )
( ) 1

n n
N n

i j i
i j i

U a a
U p p p p

N < =

 
= = = −  

 
∑ ∑1 2

1

1
2

Kr 

  .دهداین معادله کمبود اطلاعات مربوط به یک تک آزمایش تجربی آتی را نشان می

)بنا به تعریف )U prدهد تا  دانش یا اطلاعاتی که یک آزمایشگر پیش از انجام دادن آزمایش ارائه می

)مکمل حدودي  )U prها  است و علاوه بر این دانش یا اطلاعات گفته شده تابعی از مجذور احتمال

   .باشندمی

)4-9(  
1

( )
n

i
i

I p p
=

= ∑ 2r 

 و یوفینک  و همکارانش با جزئیات کامل مورد مطالعه قرار دادند58هاي کلی از این نوع را هارديعبارت
)هبراي اینکه  نشان دهد ک59 )I prیک اندازه اطلاعات منطقی است چندین ویژگی آن را اثبات کرد .  

  براي مثال،

1. ( )I prماندهاي ممکن ناوردا باقی میگذاري جدید سري خروجی تحت برچسب. 

2. ( )I prاي از تابع پیوستهjpوقعی که همه هاست و تنها مjpهستند، جز یکی صفر ها به

- هنگامی که احتمالها به طور یکنواخت بین همه خروجی. باشد می1اي برابر داراي بیشینه

1jpها jازاي همه هاي ممکن توزیع شده باشد، یعنی زمانی که به n=،باشد ( )I pr به 

 .رسد میn1مقدار کمینه خود که برابر 
                                                
58 Hardy 
59 Uffink  
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)هاياگر دو آنسامبل که با توزیع احتمال .3 , , )np p p= 1
r Kو ( , , )nq q q= 1

r K مشخص 

به زبان ریاضی این مطلب با ترکیب مقعر (اند، به یکدیگر ملحق شوند شده

( )j j jr a p a q= + ≥a و 1− ≤0 اطلاعات مربوط به آنسامبلی که نمونه .) شودتوصیف می1

 .یابدرود، و در نتیجه اندازة اطلاعات کاهش میآید، از دست میبخصوصی از آن می

)هرگاه .4 , , )np p p= 1
r Kو ( , , )nq q q= 1

r K دو توزیع احتمال بوده و ( , , )n mr r r= 11
r K 

iشان باشد، یعنی ضرب مستقلحاصل j i jr p q=آنگاه ،: 

)4-10(  ( ) ( ) ( )I r I p I q=
r r r 

هاي ریاضی معرفی کردند که از نقطه نظر اي کلی از عبارت    در حقیقت هاردي و همکارانش طبقه

  .توانند براي تعیین اطلاعات بکار روندنظریۀ اطلاعات می

)4-11(  
( )

n

i
i

M p p
α

α
α α

−

=

 
= ≤ ≤  

 
∑

1

1
0 1r  و

)توانبنابراین می )I prازاي به) 11-4(تازگی معرفی کردیم، موردي خاص از رابطه  را که بهα = 2 

  .دانست

  . نیز ربط داد60توان به آنتروپی رینیها را می     این عبارت

)4-12(  ( ) log ( ) log
n

i
i

H p M p pα
α α α =

= − = −
− ∑

1

1
1

r r 

  :ن آنتروپی اطلاعات شانونتواهمچنین توجه شود که می

)4-13(  
0

( ) lim ( )H p H pα
α →

=
r r 

  :و همچنین منفی لگاریتم اندازه اطلاعاتی را که به تازگی معرفی شد

)4-14(  log ( ) ( )I p H p− = 2
r r 

                                                
60  Rányi 



90  

)همچنین اگر به جاي. موردي ویژه از آنتروپی رینی دانست )I prعبارت log ( )I p−
r  را به عنوان

گیري منحصربفرد در نظر بگیریم، پس عدم یقین درباره اندازه عدم یقین مناسب در یک اندازه

iآید،خروجی مشترکی که از حاصلضرب اعضاي دو توزیع احتمال به دست می j i jr p q= با جمع ،

   .هاي دو دو توزیع احتمال مستقل برابر استعدم یقین

)4-15(  log ( ) log ( ) log ( )I r I p I q− = − −
r r r 

آشکارا .  نیز محسوب کردprرا توصیف کننده طول بردار احتمال ) 9-4(توان عبارت توجه شود که می

به خاطر 
i i
p =∑ 1rدر حقیقت طول کمینه. باشند همه بردارها در فضاي برداري مجاز نمیpr  زمانی

ip( مساوي ipاست که همه  n= این حالت بر موقعیت فقدان اطلاعات کامل در یک . باشند) 1

  .آزمایش سازگار است
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   62 و ژلینگر61 اندازه اطلاعات بروکنر-4-1-2 

 رینی و حتی استفاده از بروکنر و ژلینگر توانستند با استفاده از نتایج کارهاي هاردي، یوفینک،    

اندازه اطلاعات جدید . باشدآنتروپی شانون، اندازه جدیدي از اطلاعات ارائه دهند که بسیار مفید می

  :باشدگیري کوانتمی منحصربفرد به صورت زیر می شده براي یک اندازه63معرفی شده، در شکل بهنجار

)4-16(  
( )

n

i
i

I p N p
n=

 = − 
 

∑
1

21r 

knتوانند به صورت کد درآیند، یعنی  بیت اطلاعات میk بیشینه که به طوربا فرض آن = ،  ثابت 2

)بهنجارش  )k kN k= −2 2   ].15[باشد می1

)4-17(  
( )

kk

ik k
i

kI p p
=

 = − −  
∑

1

222 1
2 1 2

r 

kکه این رابطه به ازاي  k و 1= ) به شکل2= ) ( )ii
I p p p p

=
= − = −∑2 2 2

1 212 1r و 

( ) ii
I p p

=
= −∑4 2

18 3 2 3rهاي کلاسیکی استآید البته این مقادیر براي سیستم درمی .   

   ویژگی ناوردایی اطلاعات تحت آنتروپی بروکنر و ژلینگر-4-1-3

شترك ارائه دادند که       بروکنر و ژلینگر بعضی از ویژگیهاي جالب آنتروپی جدید خود را در کاري م

  . شودها اشاره میدر زیر به برخی از آن

- گیري کوانتمی منحصربفرد تنها ویژگی تعریف شده پیش از انجام دادن آزمایش، احتمال     در اندازه

گونه که در فصل سوم اشاره کردیم همان. باشدهاي مشخص براي هر خروجی ممکن منحصر بفرد می

 از جمع مقادیر منحصر بفرد یه محتواي اطلاعات کل یک سیستم کوانتمرسد کطبیعی به نظر می

پذیرهایی که با یکدیگر جابجا مشاهده(64پذیر مکمل مشاهدهmاطلاعات روي یک سري کامل از

                                                
61  Brukner 
62 Zeilinger  
63  Normalize 
64 Complementary 
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1براي مثال ممکن است محتواي اطلاعاتی یک سیستم اسپین]. 17[آیددست به) نشوند  جمع  از2

)اطلاعات به دست آمده از سه مختصه متعامد اسپینی , , )x y zs s sزیرا این سه . دست آید به

در فصل سوم نشان دادیم که اگر محتواي ]. 15  و12[پذیر جابجاناپذیر و یا به عبارتی مکملند مشاهده

1اطلاعاتی یک سیستم اسپین به دست آید مقدار به دست آمده تحت  با استفاده از آنتروپی شانون 2

اما به طور شهودي انتظار داریم که محتواي اطلاعات حمل شده به . باشدتبدیلات یکانی ناوردا نمی

یک ویژگی مهم اندازه اطلاعات . وسیله یک سیستم خواه کلاسیکی باشد و خواه کوانتمی ناوردا باشد

کل سیستم کوانتمی با استفاده از آن محاسبه شود لینگر این است که اگر محتواي اطلاعات بروکنر و ژ

ما در اینجا این ناوردایی را نشان . ماند باقی میپذیرهاي جابجاناپذیر ناورداتحت تغییر سري مشاهده

شت همچنین اگر جابجایی اطلاعات با محیط صورت نگیرد اطلاعات به دست آمده با گذ. دهیممی

  . زمان پایسته است

شویم که یک هاي مختلفی مواجه میها یا موقعیتهاي کوانتمی با قضیه     هنگام انجام دادن آزمایش

- پذیرهاست که روي سیستم اثر میها، مکملیت دوجانبه بین گروهی از مشاهدهسري از این موقعیت

کی باعث عدم یقین بیشینه در مورد ویژگی بارز این گروه این است که دانش کامل در مورد ی. کنند

1براي مثال موقعیت مکملی براي یک ذره اسپین.  شوددیگري می . تواند به صورت زیر باشد می2

اسپین در ) ج.  باشدyاسپین در جهت مثبت محور ) ب.  باشدxاسپین در جهت مثبت محور ) الف

  . باشدzجهت مثبت محور 
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دهد، تداخل هاي مکمل یک سیستم دو حالته کوانتمی را نشان می     آزمایش دیگري که موقعیت

سه موقعیت ). 1-4(آل را در نظر بگیرید شکل ایده 65زندر-سنج ماخیک تداخل. باشدمیکوانتمی 

فرض کنید که .  در هنگام آزمایش رخ دهد در این شکل نشان داده شده استمکمل که ممکن است

ذره با قطعیت توسط آشکارساز ) الف1-4( بین دو باریکه درونی تداخل سنج شکل φبراي انتقال فاز 

ا هیچ اطلاعاتی از در این مورد با وجود اینکه م. شودپشت باریکه شکافنده آشکار می) پایینی(بالایی 

سنج نداریم ولی دانش کاملی در مورد ذرات باریکه که در پشت باریکه مسیر ذره در داخل تداخل

) صحیح یا غلط(بنابراین حالت ذره به وسیله مقدار صحیحی . شوند در دست داریمشکافنده دیده می

» .کند مسیر به سمت آشکار ساز بالایی را دنبال میφذره در حضور انتقال فاز «) 1: (از موقعیت

  .شودنمایش داده می

، هیچ تداخلی )ب1-4شکل (انیم ، بدکندسنج طی می     در مقابل اگر مسیري را که باریکه در تداخل

کند کاملاً افتد و از این رو در مورد مسیري که ذره در پشت شکافنده باریکه طی میاتفاق نمی

ذره مسیر «)2: (تواند به وسیله مقدار صحیحی از موقعیتبنابراین حالت ذره می. ستیمنامطمئن ه

  .شودنمایش داده می» .گیردسنج در پیش میبالایی را درون تداخل

                                                
65  mach-zehnder 

.زندر-هاي مکمل دوجانبه در یک تداخل سنج ماخاي براي مشخص کردن موقعیتآرایه). 1-4(شکل   
کنندها را بدون جذب آشکار میشود که آشکار سازها ذرهدر اینجا فرض می  

 الف

 ب

 ج
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1     با دانستن اینکه اسپین هاي دو حالتی یعنی  مدلی از مکانیک کوانتمی براي همه سیستم2

کند، پس همیشه انتظار داریم که هر گاه تناوبی باینري داشته باشیم سه موقعیت ها آماده میکیوبیت

توان نشان داد که حتی بدون داشتن به راحتی می. مکمل دوجانبه براي آن وجود داشته باشد

πاطلاعات مسیر، در صورتی که انتقال فاز  سنج داشته باشیم تمام  بین دو باریکه درون تداخل2

هر دو باریکه ) 1-4(اي جدید در شکل پس در آرایه. رودکاملاً از بین می) الف1-4(اطلاعات شکل 

φاکنون فرض کنید که در حضور انتقال فاز . اندالاحتمالخروجی کاملاً متساوي π+  ذره با 2

بنابراین باز هم حالت سیستم با حالت . رج خواهد شدخا)پایینی(قطعیت به سمت آشکارساز بالایی 

φذره در حضور انتقال فازي«) 3: (صحیحی از موقعیت π+ مسیر خروجی را به سمت  با قطعیت 2

اي در این حالت آگاهی کامل در مورد براي ذره. شودنمایش داده می» .پیماید میشکارساز بالاییآ

سنج داشته باشیم و یا بدون داریم، بدون اینکه دانشی از مسیر ذره در داخل تداخلمسیر خروجی ذره 

هاي مختلف سه موقعیت مکمل دوجانبه را توانیم سريمی. را داشته باشیم) الف1-4(اینکه آرایه شکل 

سنج در واقع معادل خلاین سه موقعیت مکمل براي تدا.  انتقال فاز برچسب بزنیمφبا مقادیر 

1هاي مکمل اسپینموقعیت x در صفحه φاسپین در امتداد ) 1. (باشند می2 y− به سمت 

φاسپین ) 3. ( به سمت بالاستzاسپین در طول محور ) 2. (بالاست π+ x در صفحه 2 y− به 

x در صفحهφدر اینجا جهت . سمت بالاست y−اي که با محور  در امتداد  زاویهxشود  ساخته می

هاي اسپین بحث کنیم و تنها کاربرد این گیريتوانیم در مورد اندازهمیبنابراین از حالا . گیردقرار می

اکنون اگر مسیر بالایی در داخل تداخل سنج با . سنج در ذهن داشته باشیمایده را براي تداخل

UP و مسیر پایینی با LPشود صورت زیر داده میها به نمایش داده شوند، تحول کت:  

  

)4-18(  
( )1i iUP e UP e D i Dφ φ→ → +2 12

  

( )1LP D i D→ +1 22
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Dکه  Dرود و اي را که به سمت آشکارساز بالایی می ذره1 اي که به سمت آشکارساز  ذره2

 LP و UPهاي قرار دارد در پایهρ̂حالت اکنون اگر سیستمی را که در . دهدپایینی نشان می

  :نمایش دهیم

  

)4-19(  

,UP UP UP LPρ ρ ρ ρ= =11 12  

,LP UP LP LPρ ρ ρ ρ= =21 22  

ره با احتمال پیماید انجام دهیم، ذبراي تعیین مسیري که ذره می) ب1-4(اگر آزمایش را در شکل 

zp ρ+ = zp در مسیر بالایی و با احتمال 11 ρ− = بنابراین اندازه .  در مسیر پایینی یافت خواهد شد22

  :اطلاعات دربارة مسیر ذره با توجه به تک کیوبیتی بودن سیستم به صورت

)4-20(  ( ) ( )z zI p p ρ ρ+ −= − = −2 2
3 11 22 

  .آیدبه دست می

اي که به آشکارساز بالایی احتمال پیدا کردن ذره در باریکه) 18-4(    با استفاده از تبدیلات تحولی  

 است و به آسانی از نشان داده شده) الف1-4(شود، همانند آرایه آزمایشی شکل وارد می

( sin( ) )xp ρ φ α+ = + +
2

211 2 1 به اي که احتمال پیدا کردن ذره در باریکه. گردد محاسبه می2

)sinرود به صورتسمت آشکارساز پایینی می ) )xp ρ φ α− = +
2

211 2(1- در . آید به دست می2

ieاینجا  αρ ρ=21 اي که در پشت در این شرایط اندازه اطلاعات درباره ذره.  معرفی شده است21

  شود، برابرها پیدا میشکافنده باریکه

)4-21(  ( ) sin ( )x xI p p ρ φ α+ −= − = +
22 2

3 214 

φبا وارد کردن . باشد می π φ+  در عبارت پیشین، اندازه اطلاعات درباره ذرات در پشت 2→

  :به صورت)) ج1-4(شکل (ها شکافنده باریکه

)4-22(  ( ) cos ( )y yI p p ρ φ α+ −= − = +
22 2

2 214 
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 مقدار سرانجام با استفاده از مطالب گفته شده، محتواي اطلاعات کل این سیستم برابر. آیدبه دست می

  :زیر است

)4-23(  total ˆ( , ) ( , ) ( , ) Tr 1I I p p I p p I p p ρ+ − + − + −= + + = −2
1 1 1 2 2 2 3 3 3 2 

1هاي اسپین هاي دوحالته از جمله سیستماین رابطه براي همه سیستم در رابطۀ بالا .  صادق است2

p +
) 23-4(آشکارا رابطه . باشد میφل  با اسپین بالا در طوρ̂احتمال پیدا کردن ذره در حالت 1

هایی همچنین هنگامی که موقعیت.  یک عملگر هرمیتی استρ̂تحت تبدیلات یکانی ناوردا است زیرا

با مقادیر صحیح به سیستم نسبت داده شود این رابطه براي حالت خالص یک بیت اطلاعات را نتیجه 

شود، براي حالت کاملاً آمیخته که هیچ موقعیتی با مقادیر صحیح به سیستم نسبت داده نمی. دهدمی

بنابراین محتواي اطلاعات کل سیستم کاملاً با حالت سیستم . دهدصفر بیت از اطلاعات را نتیجه می

پذیرهاي دوبدو جابجاناپذیر را هدههاي مختلف مشا که سريφشود و از پارامتر فیزیکیمشخص می

هاي مکمل دوجانبه براي نمایش توان از هر سري از موقعیتباشد و میزند مستقل میبرچسب می

پذیرهاي بنابراین محتواي اطلاعات تحت انتخاب سري مشاهده. میزان عدم یقین سیستم استفاده کرد

استفاده » محتواي اطلاعات کل«ه از اصطلاح بنابراین منطقی است ک. دوبدو جابجا ناپذیر مستقل است

 . هاي مکمل دوجانبه مرجع را مشخص کرده باشیمکنیم بدون اینکه آشکارا سري موقعیت

 5در این حالت .      اکنون حالتی را در نظر بگیرید که سیستمی مرکب از دو کیوبیت داشته باشیم

1و ذره اسپین  یک مثال مشخص با د66.جفت موقعیت مکمل دو جانبه داریم . آیدبه دست می 2

در مورد دو . گیریمهاي مکمل دوجانبه را براي این سیستم در نظر میسري کاملی از جفت موقعیت

پذیرهاي جابجاناپذیر ما را از داشتن هر گونه اي نیز دانش کامل درباره یک جفت از سري مشاهدهذره

هاي مکمل براي یک گزینش ممکن براي سري کامل جفت موقعیت. کندم میدانشی درباره بقیه محرو

 2اسپین ذرة« و »  به سمت بالا باشدzدر طول محور1اسپین ذرة «) 1: (دو ذره به صورت زیر است

φدر طول1اسپین ذرة «) 2 (» بالا باشد؛zدر طول محور  در 2اسپین ذره « و »  به سمت بالا باشد1
                                                
66 یراي   kn = 2 ذره   k +2 1 .پذیر مکمل دوجانبه وجود داردمشاهده   
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φدر طول1اسپین ذره « ) 3(، » بالا باشد؛φ2طول  π+1  در 2اسپین ذرة « و »  به سمت بالا باشد2

φطول  π+2 φ در طول 2و اسپین ذره  zدر طول1اسپین ذرة «) 4 (» بالا باشد؛2 »  مشابه باشند؛2

φ در طول 2اسپین ذرة «و »  به سمت بالا باشدφ1در طول1اسپین ذرة  «و π+2  » مشابه باشند؛2

φ در طول 2 و اسپین ذرة zدر طول1اسپین ذرة « ) 5( π+2 در 1اسپین ذرة « و »  مشابه باشند؛2

φطول φ و φ1هايشود جهت باز هم فرض می». مشابه باشندφ 2 در طول 2اسپین ذرة   و1  در 2

φ و φ1ول زاویه در ط به ترتیب −yxصفحه    .شوند قرار گیردها ساخته میx که نسبت به محور 2

  :آیددست میمحتواي اطلاعات کل حمل شده از رابطۀ زیر به

)4-24(  
total ˆ( ) ( Tr )j

j
j

I I p ρ
=

= = −∑
5

2

1

2 4 1
3

r 

اطلاعات کل سیستم تحت تبدیلات یکانی ناوردا بنابراین در مورد سیستم دو کیوبیتی نیز محتواي 

φ و φ1هاي ماند و از جهتباقی می   . مستقل است2

کیوبیت، محتواي اطلاعات کل از kها ادامه دهیم براي سیستمی مرکب ازاگر به افزایش کیوبیت

  :رابطه

)4-25(  
total ˆ( ) ( Tr )

k
j k

j k
i

kI I p ρ
−

=

= = −
−∑

2 1
2

1
2 1

2 1
r 

  . آید که آشکارا تحت تبدیلات یکانی ناوردا استدست میبه

اي مناسب براي کمی ؤید آن است که اندازه اطلاعات معرفی شده، رابطه     هاي بالا همه م     گفته

همچنین اگر سیستم برهمکنشی . باشد و مشکلات آنتروپی شانون را نداردکردن اطلاعات کوانتمی می

 محیط اطراف نداشته باشد و جابجایی اطلاعات با محیط صورت نگیرد اندازه اطلاعات معرفی شده با

توان محتواي اطلاعات کل را به بدون در نظر گرفتن ضریب بهنجارش می. در زمان پایسته است

صورت
t o t a l ˆ: ( , , ) ( ) Trm m nj j j

n ij j i
I I p p p n nρ

= = =
= = − = −∑ ∑ ∑ 2

11 1 1 1 1K
jکه.  خلاصه کرد67

ip احتمال 

- لازم به ذکر است که محتواي اطلاعات نمی. باشدپذیر میمین مشاهدهjمین خروجی ازiمشاهده

                                                
67 ( , , ) ( )

n

n ii
I p p p n

=
= −∑ 2

1 1 1K .باشدپذیر میهدهگیري یک مشا اطلاعات به دست آمده از اندازه  
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. اند تجاوز کنندپذیر ذخیره شدهاي که همه اطلاعات سیستم در یک تک مشاهدهتواند از مقدار بیشینه

ipدر این حالت  = total خالص و وسیستم در حالت1 ( )I n n= اما اگر سیستم در حالت .  است1−

ip آمیختهکاملاً n= بنا به ناوردایی تحت .  استo باشد، اطلاعات کل کمینه و مقدار آن برابر با 1

دو جابجاناپذیر هپذیرهاي دوبتبدیلات یکانی، محتواي اطلاعات کل سیستم به سري ویژة مشاهده

همچنین چون تحول زمانی سیستم با عملگري . اي از حالت سیستم استبستگی ندارد و تنها مشخصه

شود، اگر جابجایی اطلاعات با محیط صورت نگیرد، اطلاعات کل سیستم در زمان یکانی توصیف می

 ].12 و 8[پایسته است

  یومنآنتروپی مرکب درحکم تصحیحی براي آنتروپی فون ن -4-2

رود، کار مینیومن درحکم معادل آنتروپی شانون در مکانیک کوانتومی بهگفتیم که گاهی آنتروپی فون

شود، زیرا اما گروهی بر این باورند که این کاربرد از نقطه نظر مکانیک کوانتومی با اشکال مواجه می

مثلاً اگر . دهد را نتیجه میo=Sآنتروپی فون نیومن براي حالت خالصی که در حالت پایه باشد، مقدار

1اي اسپینحالت مورد نظر ما مربوط به ذره  قطبیده شده است و فرض z باشد که در امتداد محور 2

  :اترس چگالی به شکل باشد دراین صورت مzsهاي حالتژه  کنیم که حالت پایه وی

)4-26(   
 
 

1 o
o o

 

درست است که حالت خالصی با این شرایط، . 68که آنتروپی فون نیومن آن صفر است. آید درمی

زیرا ما هنوز هم . باشد o=Sحالتی با کمترین عدم قطعیت است ولی به این معنی نیست که باید 

نیومن عدم قطعیت گیري نامطمئن هستیم و بنابراین آشکارا آنتروپی فوندازهمقداري در خروجی ان

بنابراین گاهی ]. 25 و 24[کندهاي کوانتومی وجود دارد، منعکس نمیذاتی را که با این گروه از حالت

چون آنتروپی فون . شود که به دنبال آنتروپی باشیم که مشکلات این چنینی نداشته باشدپیشنهاد می

                                                
68 . هنگامی که سیستم خالص در حالت پایه نباشد، آنتروپی فون نیمن آن مخاف صفر و بیشینه است   
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توان آن را درحکم دهد بنابراین می مقدار صفر را نتیجه می،هاي خالص اشاره شدهمن براي حالتنیو

  .اي براي فقدان خالص بودن ملاحظه کرداندازه

      بنابر مشکل اشاره شده براي آنتروپی فون نیومن ممکن است احساس نیاز به آنتروپی دیگري 

آنتروپی که .  منتهی نشودo=Sهاي خالص به براي حالتشود که اینگونه مشکلات را نداشته باشد و

اي از کمبود خالص بودن یک حالت تواند درحکم اندازهشود، همانند مورد فون نیومن، میمعرفی می

جه  نتیo=Sهاي خالص، مقدارکلی تلقی شود ولی برخلاف آنتروپی فون نیومن براي همه حالت

- شود بر پایه آنتروپی شانون بنا میروشی که براي دستیابی به این اندازه اطلاعات اتخاذ می. شودنمی

  .شود

 باشد r حالت ممکن Nتواند در یکی ازدانیم که حالت آماري یک سیستم کلاسیکی که می     می

rp و شرط بهنجارش rpاظر هاي متنبا احتمال =∑ مقدار اطلاعاتی که در . شود مشخص می1

lnrآید از آنتروپی شانون، گیري به دست میخروجی اندازه rr
H p p= توجه . شود، محاسبه می∑−

Hشود که اگر سیستم در یک حالت مشخص باشد، = o است و در بدترین حالت که توزیعی روي 

)lnها یکنواخت باشدهمه احتمال )H N=اگر .  استrهاي فضاي فاز در نظر گرفته شود،  سلول

  .تعریف شانون بر تعریف بولتزمن از آنتروپی منطبق است

شود، هر  مشخص میρحالت آماري سیستم به وسیله یک ماتریس      در مکانیک کوانتمی که 

بدون از دست دادن .  را مشخص کنیمa خالص هاي پایهگیري نیازمند این است که حالتاندازه

.  تعریف کنیمAمیتی هاي داده شده را با مشخص کردن عملگر هرکلیت مسأله مناسب است که پایه

ها در نظر گرفته توانند تفکیکی از فضاي فاز به سلول میAهايگاهی در تفسیر نیمه کلاسیکی پایه

a باشد باaگیري احتمال اینکه خروجی اندازه. شوند aρبنابراین آنتروپی . شود داده می

  :اي باگیرياطلاعات براي چنین اندازه

)4 -27(  [ ]| ln( )
a

S A a a a aρ ρ ρ= −∑ 
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 بالا تأکیدي بر این امر است که در حقیقت این آنتروپی یک آنتروپی 69نمادگذاري. شودمشخص می

 وجود Hهايبه طور خاص پایه.  معلوم باشدگیريباشد زیرا لازم است از ابتدا ابزار اندازهشرطی می

}diagها قطري است،  در آنρدارد که }rpρ ]ها در این پایه. = ]|S Aρ کمترین مقدار خود را 

  .گیردمی

)4 -28(  [ ] [ ]| ln Tr( ln )H r r
a

S S A p pρ ρ ρ ρ= = − = −∑ 

- هاي ابزار اندازهنه که در فصل سوم اشاره شد اگر ماتریس چگالی سیستم در پایهگو     بنابراین همان

تأکید شده است که از ] 23[در . شودگیري قطري باشد آنتروپی شانون با آنتروپی فون نیومن برابر می

]توان کمیت نقطه نظر نظریۀ اطلاعات، تنها در صورتی می ]HS ρعات تفسیر کرد  را آنتروپی اطلا

در مکانیک آماري این حالت به . سازند آگاهی داشته باشیم را قطري میρهاي مرجحی که که از پایه

- ، قطري میشود مشخص میHهایی که با هامیلتونی  در پایهρبنابراین . حالت سکون موسوم است

]بنابراین اگر انرژي سیستم را اندازه بگیریم آنتروپی اطلاعات واقعاً . شود ]HS ρزیرا . شود میρ در 

  . ها قطري استاین پایه

ومن هاي مفروض منطبق باشند، بنا به تعریف فون نی     گفتیم که براي یک حالت خالص که بر پایه

]مقدار ]HS ρ = oممکن است به نظر آید که یک حالت کوانتمی خالص که در پایه. آیددست می به -

گیري  قطري است طبیعت آماري ندارد، که البته این گفته درست نیست و براي یک اندازهHهاي

یک تعریف مطلق براي آنتروپی اطلاعات .  داردکلی هنوز هم مقداري عدم یقین با این حالت وجود

کند که باید تعریفی یکتا از این گفته بیان می. حالات کوانتمی نباید هیچ پایه مشخصی را ترجیح دهد

  .آنتروپی مطلق داشته باشیم

ه کند کگیري را بخشی از سیستم در نظر بگیریم نظریه استاندارد اطلاعات بیان می     اگر ابزار اندازه

]آنتروپی ] ( ) [ ]total |
A

S S A P A S Aρ= + )احتمال. ∑ )P A کمبود دانش ما را با در نظر 

                                                
69  Notation 
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]کند و گیري توصیف میگرفتن حالت ابزار اندازه ]S Aبا استفاده از این بحث .  آنتروپی متناظر است

  :گیریم کهنتیجه می

)4 -29(  [ ] [ ] ( ) ( ) ( ) [ ]0| , , FS S A S N F p p S N Sρ ρ ρ= = + ≡ +1 2o K 

هاي پایه ممکن با اندازه یکنواخت گیري روي همه سريکه خط بالاي جمله بعد از تساوي اول متوسط

گزینش یک . باشدگیري یکتا میکنیم که روش متوسطتأکید می. دهدرا و نه پایه خاصی را نشان می

Nپایه همانند گزینش یک جهت در فضاي  −2  عبارتی )27- 4(وي دوم در معادله تسا.  بعدي است1

نتیجه به شکل جمع دو جمله نوشته . شوددهد که در زیر استنتاج میآشکار براي آنتروپی مطلق می

جمله اول آنتروپی عدم یقین کمینه یک حالت کوانتمی است، در حالی که جمله دوم انحراف : شودمی

]نامیم و نماد  میجمله دوم را آنتروپی آماري اضافه. از خالص بودن است ]FS ρبراي آن برمی  -

]در نتیجه منطقی که بپرسیم چه مقدار آنتروپی. گزینیم ]FS ρبه آنتروپی [ ]HS ρمربوط است .  

}diag     فرض کنید که }rpρ - توانیم همه سري پایهما می.  قطري استHهاي در بعضی پایه=

aیعنی هر.  در نظر بگیریمH را چرخش یکانیAهاي ممکن A∈ در پایه چرخیده از تأثیر عملگر 

rهاي مرجح روي پایهUیکانی H∈در نتیجه. آیددست می به  

  

  

  

  

)4 -30(  

A U

r r
a r s r

S f p r a f p r U s   
= =   

   
∑ ∑ ∑ ∑2 2  

( )
sphere

r r r r
r r

N f p r N f p x y
ψ

ψ
   

= = +   
   
∑ ∑2 2 2  

( ) ( )dN f s P s s
∞

= ∫
o

 

)که از نمادگذاري ) lnf s s s= rهر.  استفاده شده است− U ψ
گیري شده در  میانگین2

rبا) 24-4(خط اول معادله  ψ
گیري شده هاي ممکن میانگینψ برابر است که روي همه2

هاي  بخشry وrxاگر. کندبینی می پیشψاي را براي متوسطمکانیک کوانتمی اندازه. است
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rحقیقی و موهومی  rψ ψ=تر به نظر می فرض شوند مطلب گفته شده در جمله پیش واضح -

rشرط بهنجارش . آید rr
x y+ =∑ 2 2 گیري روي همه از این رو در عبارت آخر متوسط. باشد می1

Nابعاد ممکن در فضاي  −2   :  يدر عبارت نهایی از نمادگذار.  بعدي است1

)4 -31(  ( )r r r r r
r r

s p p x yψ= = +∑ ∑
22 

). استفاده شده است )P sدر ادامه در مورد محاسبه . باشد توزیع احتمال می( )P s و ( )f s 

)در مورد یک حالت کاملاً آمیخته . کنیمبحث می )P s توزیعی دلتایی حول s N=  دارد، و از 1

)این رو ) lnf s N N= . و همانند انتظار آنتروپی اطلاعات متناظر( ) lnS Nρ اگر . باشد می=

)حالت کاملاً آمیخته نباشد  )P sت کاملاً خالصدر مورد یک حال. باشد ناچیز نمیs ψ=
2

 و 1

  ]:18[توزیع احتمال شناخته شده است

)4 -32(  ( ) ( )( ) NP s N s −= − − 21 1 

  :  وابسته استNآوریم که به دست میبنابراین عبارتی به شکل زیر براي آنتروپی عدم یقین کمینه به

)4 -33(  ( ) ( )ln( )
N

k
S N N

k N
γ

=

= ≈ − − +∑
2

1 11
2o 

 بین حالت کاملاً آمیخته و یک حالت Sبینیم که تفاوتبا توجه به تقریب مجانبی در تساوي آخر می

)خالص، به مقدار جهانی  )γ−1 ،)γبا استفاده از اصطلاحی . شودنزدیک می) باشد ثابت اولر می

  :شودکه آنتروپی آماري اضافه به صورت زیر مقید میبینیم متفاوت، می

)4 -34(  ( ) ( )FS ρ γ< −1 

)شود و بایداما اگر حالت ما نه کاملاً خالص و نه کاملاً آمیخته باشد کار مشکل می )P s را محاسبه 

  :ریمدر حالت کلی دا. را محاسبه کنیم) 30-4(کرده تا بتوانیم انتگرال 

)4-35(  
( ) ( ) ( )

r

N
r

p s r r r r

p s N p s
p p

−

′〉 ′≠

 
= − − 

−  
∑ ∏ 211 

  :را محاسبه کنیم) 28-4(توانیم انتگرالو با استفاده از این رابطه می
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)4-36(  
( ) ( ) ( ) ( )

0

ln d ln
p N n

N

k

pp s s s s p
N N

−

=

 
− = − 

−   
∑∫

2

2

1
1 2

 

  :و سپس با استفاده از 

)4-37(  
( )

N
r r

r rr r r r

p p
p p′ ′≠

= =
−∑ ∑∏ 1 1 

  :آوریمبه دست می

)4-38(  
( , , ) ln ( )r

r r
r r r r r

pF p p p p
p p′ ′≠

 
= −  − 

∑ ∏1 2 K 

  : حالت کاملاً آمیخته داریمnبراي ترکیبی از 

)4-39(  [ ] ( )ln
n

f
k

S n
n

ρ
=

= − ∑
2

1 

)4-40(  [ ] ( ) 1ln
n

n k N
S n

k
ρ

< ≤

= + ∑ 

]هم  ]HS ρ و هم [ ]FS ρ2-4(در شکل . شونداي از کمبود خلوص محسوب میتوانند اندازه می (

]نتایج محاسبه ]FS ρدر مقابل [ ]HS ρها که به عنوان نماینده انتخاب  براي یک سري از حالت

کاملاً ). هاي آمیخته نایکنواختهاي آمیخته یکنواخت و هم حالتهم حالت(شوند رسم شده است می

اند وجود ص بودناي خیلی قوي بین این دو اندازه که هر دو نشانه کمبود خالواضح است که رابطه

  .دارد

یک ویژگی جالب آن مقعر بودن آن .     تعریفی که از آنتروپی ارائه شد بعضی ویژگیهاي جالب دارد

>λمثلاً براي . باشدمی < 1oها داریمو دو سري از احتمال:  

)4-41(  ( )( ) ( ) ( ) ( )r r r rF p q F p F qλ λ λ λ+ − ≥ + −1 1 

)زیرا )f s تقعر و تقارن با توجه به متغیرهاي. باشدمی مقعرipکنند که بیان می[ ]S ρاي  بیشینه

این ویژگی ما را در توجیه . هاي خالص دارداي براي حالتهاي کاملاً آمیخته و کمینهبراي حالت

  ].23[کندهایی که روي بدترین حالت پایه شدند کمک میکردن بحث
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  ها مقایسه اهمیت دو آنتروپی معرفی شده با آنتروپی فون نیومن و کارایی آن-4-3

کنند هاي جدیدي که اطلاعات کوانتمی را کمی می    در دو بخش پیش به تفصیل در مورد آنتروپی

را توان آنها شوند، نمیها در برخی موارد مفید واقع میبا وجود اینکه این اندازه. صحبت کردیم

رغم بعضی اشکالات وارده با گسترشی زیرا آنتروپی فون نیومن علی. جایگزین آنتروپی فون نیومن کرد

- نظیر در نظریۀ اطلاعات کوانتمی میاي بیهاي کوانتمی کمینه یافته، اندازهکه در حوزه تعیین کانال

نیومن  ه آنتروپی فونگونه که در بخش پیشین اشاره شد گروهی عقیده دارند کاز طرفی همان. باشد

اي که در نظریۀ اطلاعات از اگر به استفاده. کندهاي کاملاً خالص را برآورده نمیعدم یقین ذاتی حالت

رسد که هدف تعیین محتواي شود توجه کنیم، کاملاً واضح به نظر میآنتروپی فون نیومن می

 اطلاعاتی هر سیستم با توجه چون محتواي. باشداطلاعاتی یک سیستم کوانتمی به صورت کمی می

- بنابراین به. باشدشود، سنجیده شده و کاملاً نسبی میبه سیستمی که درحکم مرجع برگزیده می

یقین یا  نیومن یک حالت کاملاً خالص را حالتی مرجع برگزیده و عدم جاست که آنتروپی فون

وان ادعا کرد که با وجود ایراد وارد تمی. ها با توجه به آن محاسبه کنیممحتواي اطلاعاتی بقیه سیستم

  در واقع . شودبر آنتروپی فون نیومن چیزي از اهمیت این آنتروپی در حوزه نظریۀ اطلاعات کاسته نمی
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دهد اما ها را نشان نمیتوان گفت که اگرچه آنتروپی فون نیومن عدم یقین ذاتی بعضی سیستممی

مکانیک آماري کوانتمی بررسی شود و نه در حوزه نظریۀ  چنینی بهتر است در محدوده اشکالات این

  . اطلاعات

  تایی کلاسیکی هاي سه سیستم -4-4

هاي دو هاي دوتایی و یا به بیانی دیگر سیستمهاي ارائه شده بر پایۀ سیستم     تاکنون همه بحث

د به جاي دوحالتی تواننهاي مورد استفاده در کامپیوترها میولی در عمل سیستم. حالتی بوده است

مسلماً . اي که دارند مبناي بیشتري را اختیار کنندبودن سه حالتی باشند یا به اقتضاي استفاده

هاي هاي اقتصادي و هم از نظر هزینههاي با مبناي سه و بالاتر هم از نظر هزینهاستفاده از سیستم

این مطلب به طوري شهودي کاملاً . دباشنهاي با مبناي دو میزمانی در عمل بسیار مفیدتر از سیستم

آنتروپی اطلاعات اضافه،.)2-4(شکل FS ، یک حالت کوانتمی آمیخته در مقابل آنتروپی 
نیومن،  فون HS هاي ها حالتباشد، در حالی که نقطههاي یکنواخت می مخلوطخط پر براي. 

شکل منحنی درونی آنتروپی حالت کوانتمی خاص به. اندایست که تصادفاً انتخاب شدهآمیخته
Nتابعی از فضاي هیلبرت  .باشد بعدي می  
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 بیت 82 بیتی در اختیار داشته باشیم حداکثر8مثلاً اگر سیستمی . باشدطبیعی و قابل درك می

 تریت 83 در اختیار داشته باشیم 70 تریتی8تواند ذخیره کند اما اگر سیستمی اطلاعات را می

  . باشدتوان در این سیستم ذخیره کرد که این مقدار از سیستم بیتی بسیار بیشتر میعات را میاطلا

 براي نشان دادن 1در فصل  تایی مثالی را که هاي سه     پیش از پرداختن به آنتروپی سیستم

طور ساده کنیم و به هاي سه حالتی تکرار میاستخراج کار از اطلاعات ذکر کردیم این بار براي سیستم

این مثال در . باشندهاي دو حالتی میحالتی مفیدتر از سیستم هاي سهدهیم که سیستمنشان می

در آنجا گفته . حکم سوخت براي حرکت ماشین استفاده کرد توان درنشان داده شد که از اطلاعات می

Bk بیتی داشته باشیم کاري برابرNشد که اگر یک نوار lnN T به . توان از آن استخراج کرد می2

lnBN تریتی داشته باشیم، کاري معادل Nتوان ثابت کرد که اگر یک نوارهمان روش می K T 3 

  . توان استخراج کردبنابراین واضح است که از سیستم تریتی کار بیشتري می. قابل استخراج است

هاي سه حالتی کلاسیکی در نظریۀ اطلاعات پرداخته و ویژگیهاي مطلوب     در این بخش به سیستم 

  .گذرانیمها را با جزئیات بیشتر از نظر میآن

  71هاي تریناريحالتی کلاسیکی یا سیستمهاي سه آنتروپی اطلاعات سیستم-4-4-1

ک سیستم کلاسیکی استفاده از آنتروپی      گفتیم که بهترین روش براي تعیین محتواي اطلاعاتی ی

هاي دو حالتی، مبناي لگاریتم باشد و اظهار کردیم که براي سازگاري این آنتروپی با سیستمشانون می

اکنون .  در رابطۀ شانون را خود او پیشنهاد کرد2گزینش مبناي . کنیم اختیار می2را در رابطه شانون 

ت که آیا آنتروپی شانون براي تعیین محتواي اطلاعاتی یک شود این اسپرسشی که در ذهن مطرح می

  قابل استفاده است یا خیر؟  حالتی نیز مفید وسیستم کلاسیکی سه

هاي تریتی ابتدا بهتر است مفهوم واحد      براي بررسی مناسب بودن آنتروپی شانون براي سیستم

در واقع . باشد واحد اطلاعات بیت میدر کامپیوترهاي کلاسیکی. اطلاعات کلاسیکی را یادآوري کنیم

                                                
70 .شوندنامیده میهاي تریتی باشد، سیستمه میها سهاي کلاسیکی که مبناي آنسیستم   
71 Trinary 
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یک بیت مقدار ماکزیمم اطلاعاتی است که یک  وسیله یا سیستم فیزیکی که دو حالت گسسته دارد 

در نظریۀ اطلاعات یک بیت عدم یقین یک متغیر تصادفی باینري است که با . تواند ذخیره شودمی

 شانون براي تعیین محتواي اطلاعات یک اگر از آنتروپی. باشدهاي مساوي صفر یا یک میاحتمال

مقدار این کمیت هرچه که به دست آید برحسب بیت بیان  سیستم کلاسیکی مبنا بیتی استفاده کنیم

  .شودمی

)4-42(  logi i
i

H p p= − ∑ 2 

هاي تریتی حال اگر سیستم ما به جاي بیتی بودن تریتی باشد، براي انطباق رابطه بالا با سیستم

با انتخاب این مبنا مشخصاً مقدار عددي که براي یک توزیع . کنیم انتخاب می3اي لگاریتم را مبن

)مثلاً توزیع احتمالی مربوط به یک سري رویدادها که به صورت (احتمالی  , , , )np p p1 2 K داده شده

هاي بیتی بدست ستمآید کمتر از مقداري است که براي همین توزیع احتمالی در سیبدست می.) است

log. (آیدمی logi i i ii i
p p p p− < −∑ ∑2 باشد که از ولی این بار واحد اطلاعات تریت می). 3

1/تر و حدوداًبیت بزرگ 5 پس یک تریت مقدار اطلاعاتی است که یک سیستم سه  . برابر آن است8

بدون در (فت که کمتر بودن عدد سیستم تریتیتوان نتیجه گرمی. تواند در خود ذخیره کندحالتی می

تر نسبت به سیستم بیتی، براي یک توزیع احتمال کاملاً منطقی بوده و مناسب) نظر گرفتن واحد

دهد که محتواي اطلاعاتی یک دهد و یا نشان میبودن سیستم تریتی از سیستم بیتی را نشان می

توان اطلاعات بیشتري را  از تعداد تریت کمتر میزیرا با استفاده. باشدتریت از یک بیت بیشتر می

  .ذخیره کرد
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  هاي تریت بر بیت برخی از مزیت-4-4-2

  هاي کلاسیکی بیتی و تریتی  مقایسه میزان متراکم سازي اطلاعات در سیستم-4-4-2-1

وند تـا  سازي تا جایی که ممکن است متراکم ش ـ       دانیم اطلاعات باید  هنگام ذخیره          همانگونه که می  

اي براي تعیین منبع اطلاعـاتی      هاي فیزیکی کمینه  چه دربایست . فضاي کمتري براي ذخیره لازم باشد     

-اي را کـه مـی  هاي مبنا بیتی، نظریۀ کدکردن کانال بدون نوفه شـانون گـستره        در سیستم   لازم است؟ 

هاي مبنا تریتـی  تمتوان همین نظریۀ را براي سیس    می. کندتوانیم اطلاعات را فشرده کنیم مشخص می      

  .و بالاتر بکار برد و تنها لازم است اصلاحات اندکی انجام داد

 در یـک سیـستم   i.i.dهاي بهنجار یک منبع اطلاعـاتی             در فصل دوم نشان دادیم که تعداد دنباله       

)باینري برابر    )n H X2 منبـع  هاي بهنجار یـک  خواهیم تعداد دنباله  باشد، اکنون می   میi.i.d  را در یـک 

سیستم تریتی به دست آورده و از این طریق رهیـافتی بـه سـمت میـزان متـراك سـازي اطلاعـات در          

  .ها پیدا کنیمهمین سیستم

 را در نظـر  i.i.dهاي تریتی ابتـدا یـک منبـع اطلاعـاتی          هاي بهنجار در سیستم        براي تعریف دنباله  

,هاي  گیریم که تریت  می , ,X X X1 2 3 K   ها با احتمال    هر یک از این تریت    . کند را تولید میp  ،صـفر 

p یک و بـا احتمـال        qبا احتمال    q− هـاي ممکـن بـراي متغیرهـاي     اگـر دنبالـه   . باشـند  دو مـی   1−

,تصادفی , ,X X X1 2 3 K    را با , , nx x1 K         نشان دهـیم، هنگـامی کـه n         بـسیار بـزرگ شـود یعنـی 

از نمادهاي  qاز نمادهاي خروجی از منبع برابر صفر، کسر       pآزمایش به دفعات زیادي انجام گیرد، کسر      

pخروجی از منبع برابر یک، و کسر        q− چنـین  .  از نمادهاي خروجی از منبع برابر دو خواهـد بـود  1−

هـا را نیـز بـه شـرط         اگر شرط مستقل بودن خروجی    . نامیمهاي  بهنجار تریتی می    هایی را دنباله  دنباله

  :ها اضافه کنیم، رابطۀ زیر برقرار استبهنجار بودن دنباله

)4-43(  ( )( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )n p n q p q n
n np x x p x p x p x p q p q − −= ≈ − − 1

1 1 2 1K K 

  :گیریم، درنتیجه لگاریتم می3لا در مبناي حال از طرفین رابطه با



109  

)4-44(  72

1log ( ,..., ) log log ( ) log( ) ( )np x x n p p n q q p q p q n H X′− ≈ − − − − − − − =1 1 
)( متغیري تصادفی است که مطابق توزیع منبع توزیع شده است و             Xکه   XH  آنتروپی توزیع منبع  ′

)بنابراین  . باشدمی )( , , ) n H x
np x x ′−=1 3K گفت حداکثر   توان  پس می .  است( )n H X3  دنباله بهنجار

  .تواند بزرگتر از یک باشدها نمیچون احتمال کل همه دنباله. هاي تریتی وجود داردبراي سیستم

هاي هاي بهنجار بیشتر از سیستمهاي تریتی تعداد دنبالهگیریم که در سیستماز بحث بالا نتیجه می

) بسیار بزرگ شود،nه باشد، زیرا هنگامی کبیتی می ) ( )n H X n H X′ >3   .است2

}کند که فرض کنید        نظریۀ کدکردن کانال بدون نوفه شانون بیان می        }iX      یـک منبـع اطلاعـاتی

i.i.d      با آهنگ آنتروپـی )( XH  باشـد  .)( XHR>   پـس طـرح متـراکم سـازي        . ر بگیریـد   را در نظ ـ

)(برعکس اگر  .  براي منبع  وجود دارد     Rمعتبري با آهنگ     XHR<سازي وجود ، چنین طرح متراکم

  .[5]نخواهد داشت

تفاوت      اگر سیستم در مبناي تریتی باشد مسلماً این نظریۀ براي آن نیز کاربرد خواهد داشت با این                

 ′Rسـازي اطلاعـات را بـا    اگـر در اینجـا نـرخ فـشرده      . تر کرد که در اینجا اطلاعات را می توان فشرده       

)()(نمایش دهیم با توجه به     XH XH RRتوان نتیجه گرفت کـه لزومـاً      ، می <′ بنـابراین نـرخ   . <′

  .باشدهاي بیتی میهاي تریتی بیشتر از سیستممفشرده سازي اطلاعات در سیست

  اي کلاسیکیهاي نوفه  بررسی انتقال اطلاعات کلاسیکی در کانال-4-4-2-2

. اي بررسی کـردیم هاي نوفههاي بیتی را، در کانال           در فصل دوم نرخ انتقال اطلاعات براي سیستم       

 ظرفیـت از  Nاي دهد که براي کانـال نوفـه   میاي شانون نشان  گفتیم که  نظریۀ  کدکردن کانال نوفه       

رابطۀ
( )

( ) M ax ( : )
p x

C H X YΝ هـاي ورودي   در این رابطه بیشینه روي همه توزیـع       . آیددست می  به =

)( xp   براي X       شود و هر استفاده از کانال گرفته می.Y           متغیر تـصادفی منطبـق در خروجـی کانـال 

اي، مورد کانال متقارن باینري را در نظر بگیرید کـه در آن  مثالی از نظریۀ کدکردن کانال نوفه  . باشدمی

)اگر در این کانال توزیع ورودي . کند، فلیپ میpهر بیت با احتمال ) , ( )p q p q= = −1 1oداریم  :  
                                                
72   )( XH ′ .گیریمهاي تریتی در نظر می را آنتروپی سیستم  
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)4-45(  ( : ) ( ) ( | ) ( ) ( ) ( | ).
x

H X Y H Y H Y X H Y p x H Y X x= − = − =∑ 

)|()(،xازاي هر    به pHxXYH ):()()( بنابراین == pHYHYXH ، که با گـزینش     است=−

q = 1 )بنابراین. شودبیشینه می 2 )H Y ) و 1= ) ( )C N H p= −1.  

-هاي بیتی مـی تر از سیستمها مناسبهاي تریتی ادعا کردیم که این سیستمیستم     در صحبت از س   

جانبه و همیشگی بودن این ادعا تأکیـدي داشـته باشـیم لازم اسـت نـشان         اگر بخواهیم بر همه   . باشند

  .هاي تریتی نرخ انتقال اطلاعات را افزایش دهددهیم که استفاده از سیستم

1,     فرض کنید سه نماد      o نمـاد بـر ثانیـه و بـا     1000 موجود باشند و این نمادهـا را بـا آهنـگ    2 و 

pهاي  احتمال p p= = =1 2 1 3o  بنابراین منبعی داریم کـه اطلاعـات را بـا آهنـگ          . دهیم انتقال می

انتقال اطلاعات، نوفه درون کانال باعث بروز خطـایی         اگر در هنگام    . کند تریت بر ثانیه تولید می     1000

 بیـت  1000هاي دریافت شده صحیح نباشند، بنابراین آهنگ انتقال اطلاعات           نماد 01/شود، براي مثال    

بر ثانیه نخواهد بود و براي اینکه بتوانیم اطلاعات فرسـتاده شـده را  بـه طورکامـل در اختیـار داشـته                     

  .شیم مجبوریم بر روي اطلاعات دریافت شده اصلاحاتی انجام دهیمبا

     شانون اظهار داشت که آشکارا تصحیح مناسب بر روي مقـدار اطلاعـات انتقـال داده شـده، مقـدار             

و یـا بـه عبـارتی    . اطلاعاتی است که در سیگنال دریافت شده از بین رفته و یا اصطلاحاً گم شده اسـت   

بـا  . نی است که سیگنال دریافتی نسبت به از آنچه واقعـاً فرسـتاده شـده دارد         تصحیح مناسب عدم یقی   

توان از این آنتروپی درحکم اندازه اطلاعات گم شده استفاده کـرد            نگاهی به تعریف آنتروپی شرطی می     

بنابراین اندیشۀ شانون براي آهنگ انتقال اطلاعـات در       . مشروط براینکه سیگنال دریافت شده را بدانیم      

  اي به صورتال نوفهکان

)4-46(  ( ) ( | )R H X H X Y= − 

0/اي باشد مانند مثال گفته شده مثلاً اگر تأثیر کانال به گونه. فرمولبندي شد   اطلاعات دریافـت شـده   1

0/ باشد بـا احتمـال   oصحیح نباشند هنگامی که خروجی ما به فرض          بـوده و بـا   oورودي منطبـق  99

  :توان آنتروپی تصحیح را به صورت زیر محاسبه کردبنابراین می. باشد می2 یا 1 برابربا 001/احتمال 
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)4-47(  //
/ / /( | ) ( log log ) trit symbolH X Y = − + =

0 010 9 9
3 30 9 9 01 051 

توان گفت که آهنگ انتقـال اطلاعـات    اند بنابراین می  رات مخرب نوفه شده    تریت بر ثانیه دچار اث     51یا  

−1000 51 = 9 4 اگر همین مثال براي یک سیستم بیتی بکار بـرده شـود و دو       . باشد تریت بر ثانیه می    9

0/ی بـا احتمـال   درحکم ورودي کانال منظور شوند با دریافت صـفر در خروج ـ 1  و oنماد    o ورودي 99

  آنتروپی تصحیح مقداري برابر.  بوده است1 ورودي 001/ بوده و با احتمال

)4-48(  / /
/ / /( | ) ( log log ) trit symbolH X Y = − + =0 9 9 0 01

2 20 9 9 0 01 0 081 

1000−و چون   . گیردمی 81 =  بیـت بـر ثانیـه       919 انتقال اطلاعات در این کانـال        ، بنابراین آهنگ  919

این محاسبات ساده تاحدودي بیشتر بودن ظرفیت کانال تریتی را نسبت بـه کانـال بیتـی نـشان      . است

  .دهد، اگرچه درك این مطلب از نظر شهودي نیز کار سختی نیستمی

سـیده کـاملاً مـستقل از            در مثال دیگر فرض کنید اثرات نوفه آنقـدر قـوي باشـد کـه نمادهـاي ر                 

1 دریافت شود، با احتمـال  oاي، بیتی اگر   نمادهاي ورودي باشند در یک کانال نوفه        ورودي کانـال  2

1 و با احتمال  1  1000 بیـت بـر نمـاد و یـا     1مقدار آنتروپی تصحیح بنابراین .  بوده استo ورودي 2

اگر همـین مثـال را   . باشد میoبنابراین آهنگ انتقال اطلاعات در این کانال برابر  . باشدبیت بر ثانیه می   

1ال با احتمال  باشد، ورودي کانoبراي کانال تریتی بکار بریم با فرض اینکه خروجی        و o، برابر بـا  3

1با احتمال    1 و با احتمال   1 برابر با    3 در اینجا نیز آهنگ انتقال  اطلاعات برابر      . باشد می 2برابر با   3

o آید که با منطق نیز سازگار استبه دست می.  

اي تریتـی هماننـد   هاي بالا همه شواهدي هستند بر این گفته که ظرفیـت یـک کانـال نوفـه                    مثال

  اي بیتی از رابطه پیشنهادي شانونظرفیت یک کانال نوفه

)4-49(  ( ) ( )Max ( ) ( | ) Max ( ) ( | )C H X H X Y H Y H Y X= − = − 

در فـصل دوم بـراي یـک کانـال     . ال بیتـی بیـشتر اسـت   آید و از نظر عددي از ظرفیت کان به دست می  

)متقارن باینري مقدار این عبارت      )H p−1براي یک کانال متقارن تریناري نیز همـین  .  به دست آمد

)رابطه برقرار است اما به این دلیل کـه      )H p        در یـک سیـستم تریتـی از نظـر عـددي کمتـر از یـک 
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)سیستم بیتی است مقدار    )H p−1    تر است و در این مـورد نیـز بیـشتر بـودن      در سیستم بیتی بزرگ

  .شودظرفیت کانال تریتی ثابت می

  هاي کوانتمی سه حالتی سیستم4-5 

-اي نیز در فیزیک کوانتمی مـی      هاي سه حالتی  هاي تریتی در کلاسیک، سیستم         متناظر با سیستم  

تـري نـسبت بـه    ها در کامپیوترهاي کوانتمی شرایط بسیار بهینـه   ان در نظر گرفت که استفاده از آن       تو

حالتی در مکانیک کوانتمی نام ویژه      بنابراین به یک سیستم سه    . آوردهاي کیوبیتی به وجود می    سیستم

  :شودشود و به صورت زیر تعریف می  نسبت داده می73کیوتریت

)4-50(  ψ α β γ= + +1 2o 

,با این شرط که ضرایب ,α β γو همچنین شرط . توانند اعداد حقیقی یا مختلط باشندمی

α β γ+ + =2 2 2   .برقرار باشد1

باشد و توضیحاتی در دهندة یک کیوبیت می     در فصل سوم گفتیم که هر نقطه در کره بلاخ نشان

اکنون زمان آن است که در مورد این نکته . ها ارائه دادیم ماتریس چگالی کیوبیتمورد این تناظر و

ها نیز نقطه متناظري در فضا وجود دارد یا خیر؟ اگر چنین تناظري صحبت کنیم که آیا براي کیوتریت

  شود؟یافت شود ماتریس چگالی یک کیوتریت با توجه به این فضا چگونه نمایش داده می

هاي پائولی براي مشخص به جاي ماتریس74گلمنهاي کیوتریت مجبوریم از ماتریس     در مورد 

  ]:20 و 19[کردن ماتریس چگالی کلی یک کیوتریت استفاده کنیم 

)4-51(  ( ).i iI rρ λ= +
1 3
3

 

irکه  ∈ هاي گلمن یک بردار صوري شامل ماتریس λبوده و  ρ بردار بلاخ حالت کیوتریت ¡8

  :است

                                                
73 Qutrit  
74  Gell-Mann   
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)4-52(  
, , ,

, , ,

i
i

i
i i

i

λ λ λ λ

λ λ λ λ

−       
       = = = − =       
       
       

−       
       = = = − =       
       −       

1 2 3 4

5 6 7 8

1 1 1
1 1

1
1

11 1
31 2

o o o o o o o o
o o o o o o o o o

o o o o o o o o o o o

o o o o o o o o o o
o o o o o o o o

o o o o o o o o o

 

rهاي کیوتریت خالص براي حالت rهاي کیوتریت آمیخته ، و براي حالت1= اگرچه . باشد می1>

rهاي با حالت هاي کیوتریت هاي کیوتریت معتبر منطبق نیستند زیرا حالت همیشه بر حالت1≥

مثلاً بردار بلاخ . مقادیر ماتریس چگالی نامنفی باشدها ویژههایی هستند که براي آنمعتبر حالت

( , , , , , , , )r = 1o o o o o o oلی حاصل از آن سازد زیرا ویژه مقادیر ماتریس چگا یک کیوتریت معتبر نمی

2,برابر  3 2 1- و 3   .باشد می3

   آنتروپی اطلاعات یک سیستم کیوتریتی4-5-1

     پس از معرفی کیوتریت اکنون زمان آن رسیده که محتواي اطلاعاتی یک سیستم کیوتریتی را 

تر وانتمی، براي ذخیره اطلاعات یک کیوتریت مناسببیابیم و نشان دهیم که از نظر نظریۀ اطلاعات ک

توان با استفاده از آن بینیم که به طور تقریبی مینموداري می) 3-4(در شکل. باشداز یک کیوبیت می

دست نیومن به هاي کیوبیتی را که بر اساس آنتروپی فونبازه تغیییرات محتواي اطلاعاتی سیستم

هاي ρه ذکر است که این منحنی کاملاً تقریبی بوده و نمودار تنها برايلازم ب. اند، استخراج کردآمده

  .توان به نتایجی مطلوب دست یافتها میبا وجود این تقریب. حقیقی رسم شده است

)4-53(  
, ,

a ab
a b a b

ba b
ψ ρ

 
= + + = =   

 

2
2 2

21 1o 

دهیم، محتواي اطلاعاتی مان نسبت میکنیم که بسته به کیوبیتی که به سیستم مورد نظر مشاهده می

- بنابراین محتواي اطلاعاتی یک کیوبیت حداکثر می.  تغییر کند2تواند از صفر تا حدود سیستم ما می

ها بدون توجه به این بحث. باشدکه مقدار بیشینه مربوط به یک کیوبیت خالص می.  باشد2تواند 

  .اندنمودار نیز به طور شهودي قابل درك
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هاي براي مشاهده رفتار کلی محتواي اطلاعاتی سیستم. پردازیمهاي کیوتریتی مینون به سیستم اک

جلب ) 4-4(ها توجه خود را به شکلکیوتریتی و یافتن نموداري متناظر نمودار بالا براي این سیستم

 کند نشان تواند اختیاراي که محتواي اطلاعاتی یک سیستم کیوتریتی میدر این شکل بازه. کنیممی

- بنابراین مقادیر به. هاي حقیقی رسم شده استρهمانند پیش باز هم نمودار براي. داده شده است

  .توانند ما را به نتایج صحیح رهنمون سازندباشند ولی میدست آمده از این نمودار اگرچه تقریبی می

)4-54          (, ,
a a b a c

a b c a b c ba b b c
ca c b c

ψ ρ

 
 

= + + + + = =  
 
 

2

2 2 2 2

2
1 2 1o  

-4(شکل 3 هايهاي احتمال با این شرط که تنها دامنه برحسب تغیییرات یکی از دامنهنمودار آنتروپی فون نیومن).   
.انداحتمال حقیقی  در نظر گرفته شده  

Tr( log )S ρρ=− 2  
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Tr( log )S ρ ρ= − 2 

هاي احتمال با این شرطنمودار آنتروپی فون نیومن بر حسب دوتا از دامنه). 4-4(شکل  
 که هر سه دامنه احتمال حقیقی در نظر گرفته شوند

a 

b 

توانند دربردارندة اطلاعات بیشتري هاي کیوتریتی میرفت سیستمگونه که انتظار میبنابراین همان

این مطلب از نظر نظریۀ اطلاعات بسیار خوشایند است زیرا به . هاي کیوبیتی باشندنسبت به سیستم

 نکته دیگر .هاي کیوتریتی حجم ذخیره اطلاعات را تا حد بسیار زیادي گسترش دادکمک سیستم

هاي کیوتریتی دهد که که ظرفیت کانالاینکه بزرگ بودن بازه تغییرات آنتروپی فون نیومن نشان می

این مطلب از نظریۀ شوماخر کاملاً آشکار . هاي کیوتریتی استاي بیشتر از کانالبدون نوفه و نوفه

  .است
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   نتیجه گیري -4-6

ات نشان دادیم که اگرچه آنتروپی شانون در فیزیک هاي جدید اطلاعدر این فصل با معرفی اندازه

هایی را معرفی توان آنتروپینیومن می کلاسیک همتا ندارد، اما در فیزیک کوانتمی به جر آنتروپی فون

نیومن مناسب نیستند ولی گاهی کارکردي  ها به اندازه آنتروپی فونکرد که اگرچه در بعضی زمینه

توان گرفت این است که نتیجه دیگري که از این فصل می. دارندنیومن  مفیدتر از آنتروپی فون

  . باشندهاي دو حالتی میتر از سیستمهاي سه حالتی در عمل مناسبسیستم
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  گیري کلینتیجه

ها در تئوري      در این رساله آنتروپی شانون و آنتروپی فون نیومن را شرح داده و در مورد کاربرد آن

اي بین اطلاعات و مکانیک  نشان دادیم که اگرچه آنتروپی شانون گویاي رابطه.اطلاعات صحبت کردیم

توان به ارتباط بین اطلاعات و انرژي آماري است ولی بدون در نظر گرفتن آنتروپی شانون هم می

آنتروپی شانون در واقع به این رابطه رنگ و بویی ریاضی بخشید و به ساخت . پی برد) آنتروپی(

همچنین در طی این رساله پی بردیم که در حوزه اطلاعات کلاسیکی . مک شایانی کردکامپیوترها ک

تر از آنتروپی شانون ظاهر نشده و آنتروپی شانون هنوز هم سنگ بناي اي مفیدتاکنون هیچ رابطه

  . باشدهاي محاسباتی کلاسیکی میسیستم

رود آنتروپی کار می کردن اطلاعات بهاي که براي کمی      در حوزه مکانیک کوانتمی بهترین رابطه

این رابطه همتاي آنتروپی شانون در مکانیک کوانتمی است و گسترش آن در . باشدفون نیومن می

اي که با وجود ایرادهایی گونهاي بسیار مفید تبدیل کرده بههاي کوانتمی، آن را به رابطهتعیین کانال

  .  خود را از دست نداده استشود همچنان اهمیتکه گاهی بر آن گرفته می

هاي سه حالتی در نظریۀ اطلاعات صحبت کرده و نشان دادیم که      در فصل آخر در مورد سیستم

همچنین نشان دادیم که هر . باشندهاي دو حالتی میها در عمل بسیار مفیدتر از سیستماین سیستم

  .قابل استفاده و مفید هستند حالتی هاي سهنیومن براي سیستم دو آنتروپی شانون و فون

هایی که براي کمی کردن کنیم که تمام اندازهاي مهم به این نکته اشاره میعنوان نتیجه     در آخر به

هاي سه حالتی بلامانع ها در سیستماي باشند که استفاده از آنگونهروند باید بهاطلاعات به کار می

  . کارا نشان دهندها را آشبوده و بهینه بودن این سیستم
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  پیوست

  پیوست الف

  هاي کوانتمیگیرياندازه

تواند بگیریم، مکانیک کوانتمی میپذیري را اندازههر گاه بخواهیم در مکانیک کوانتمی مشاهده    

. پیشگویی کند که چه نتایجی ممکن است به دست آید و احتمال رخ دادن هر نتیجه را مشخص کند

گیري با حالت اولیه متفاوت است مگر اینکه نتمی حالت سیستم بعد از اندازههاي کواگیريدر اندازه

گیري اثري روي در حالی که در فیزیک کلاسیک اندازه. گیري باشدحالت ابزار اندازهحالت اولیه ویژه

 گیري سیستم کوانتمی را بهتوان گفت که اندازهبنابراین می. شودسیستم نداشته و باعث تغییر آن نمی

  .دهدروشی معکوس ناپذیر تغییر می

  گیري هاي کوانتمی و اندازهتشخیص حالت

  :براي مثال کیوبیتی کلی را در نظر بگیرید. کندگیري به شکلی اساسی سیستم را مختل میاندازه     

0 1ψ α β= + )1-الف(   

0ψلت گیري روي این سیستم انجام شود، کیوبیت به حاهر گاه اندازه 1ψ یا → -  می→

 لازم β و αبراي تعیین . شودرود یا اصطلاحاً گم میگیري حالت اولیه از بین میبعد از اندازه. رود

گیري سیستم کوانتمی  اندازه .گیري انجام دهیم تعداد زیادي اندازهψهاي زیادي ازاست روي کپی

  . شودگیري میباعث برهمکنش یا جفت شدگی سیستم با وسیله انداز
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 75هاي تصویريگیرياندازه

گیري تصویري گاهی با عنوان اندازه. گیري استتر از هر نوع اندازهگیري تصویري سادهفهمیدن اندازه

گیري را دانی بود که براي اولین بار این اندازهشود زیرا ریاضیي فون نیومن شناخته میگیراندازه

  . توصیف کرد

  کنیم که سیستمگیري تصویري تعیین میها ممکن باشد با اندازهاگر براي سیستمی یک سري حالت

، یکی حالتی با تواند در دو حالت منحصربفرد باشدبراي مثال یک اتم می. واقعاً در چه حالتی است

گیري تصویري ما از اندازه. تر یا حات پایه و دیگري با اندژي بالاتر یا حالت برانگیختهانرژي پایین

یک عملگر تصویري . ها استکنیم که بفهمیم سیستم واقعاً در کدام یک از این حالتاستفاده می

  . باشدهرمیتی لست و با مجذور خودش مساوي می

. شوند صفر باشد این عملگرها متعمد نامیده می2P و 1Pرهاي تصویري ضرب عملگاگر حاصل

  .   باشد می1جمع یک سري کامل از عملگرهاي تصویري متعامد برابر حاصل

1i
i

P =∑ )2-الف(   

اگر یک . تواند درك شودکنند که می را مشخص میگیريهر سري کامل از عملگرهاي متعامد اندازه

این .  باشد76گیري ممکن باید درستسري عملگرهاي متعامد کامل باشند حداقل یکی از نتایج اندازه

تعداد عملگرهاي تصویري با . ها باید صفر باشدگفته بیان دیگري از حقیقتی است که جمع احتمال

 و بعد dاگر بعد فضاي هیلبرت . شودکند، مشخص مییبعد فضاي هیلبرتی که سیستم را توصیف م

m باشدف داریم mعملگرهاي تصویر  d≤ .اگر یک سري از عملگرهاي تصویر{ }1 2, ,...P P داشته  

iباشیم، شرط تعامد با  j i j iP P Pδ=شود داده می  .  

                                                
75 Projective Measurements 
76 True 
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 داشته باشیم و یک سري از عملگرهاي تصویر متعامد ψ و حالت nاگر سیستمی با بعد 

{ }1 2, ,..., nP P Pگیري انجام شود به در نظر بگیریم، احتمال پیدا کردن خروجی موقعی که اندازه

  : شوداده میصورت زیر د

( ) ( )†2 2
i i i i ip P P P Pψ ψ ψ ψ ψ= = = )    3-الف(   

  :گیري تصویري در حالت باشد پس از اعمال اندازهψسیستمی که ابتدا در حالت 

i

i

P

P

ψ
ψ

ψ ψ
′ = )     4-الف(   

  . بهنجار استψدهد که مخرج کسر نسان می

 نمایش داده شوند، تجزیه iu تناظر دارد با iaمقادیر  با که با ویژهAهاي عملگر پایه ویژهاگر

دهد که آن را به شکل  اجازه میAطیفی 
1 1

n n
i i i i ii i

A a u u a P
= =

= =∑ .  کنیم بازنویسی∑

i با iaکه عملگر تصویر منطبق بر خروجی  i iP u u=شود داده می.  

 77گیري تعمیم یافتهاندازه

 نمایش mMگیري با عموماً یک عملگر اندازه. تر توصیف شودتواند به روشی کلیگیري میاندازه    

 ψاگر حالت . دهدگیري ممکن را نشان می اندیسی است که نتیجه یک اندازهmکه . ودشداده می

  :شود به صورت زیر داده میmداده شده باشد احتمال پیدا کردن نتیجه 
†

m m mp M Mψ ψ=   )      5-الف( 

گیري تصویري بعد از یک اندازه. گیري تعمیم یافتته استگیري تصویري زیر مجموعه اندازهاندازه

  حالت سیستم با 

†

m

m m

M

M M

ψ
ψ

ψ ψ
′ = )        6-الف(   
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گیري تعمیم یافته به این رابطه براي اندازه. کندگیري رابطه کامل بودن را برآورده میعملگرهاي اندازه

  :شودر نوشته میصورت زی
†
m m

m
M M I=∑ )        7-الف(   

-  بعد از اندازهm توصیف شود احتمال به دست آوردن نتیجه ρاگر سیستم به وسیله عملگر چگالی 

  :گیري به صورت زیر است

( )†Trm m mp M M ρ=      )    8-الف( 

   به شکل mحالت سیتم بعداز به دست آورن نتیجه 

( )
†

†
m m

m m

M M
Tr M M

ρ
ρ

ρ
′ = )        9-الف(   

  POVM78 هاي گیرياندازه

 یک سري از POVMیک . هاي تصویري هستندگیريهتر از اندازکلیPOVM هاي گیريندازها

احتمال به دست آوردن . شوند نمایش داده میmEموماً باشود که ععملگرهاي مثبت را شامل می

    در این مورد باmگیرينتیجه اندازه

m mp Eψ ψ= )        10-الف(   

 m، احتمال به دست اوردن نتیجه نتیجه  باشدρهر گاه سیستم در حالت آمیخته . آیدبه دست می

)با  )Tr mE ρبه علاوه سرس عملگرهاي مثبت . آید به دست میmE شرط m
m

E I=∑ را برآورده

  . کنندمی

                                                
78 Positive Operator- valued Measures 
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  پیوست ب

  تجزیه طیفی

هاي فضاي برداري  به بعضی فضاهاي برداري تعلق دارد و با توجه به بعضی پایهAعملگر نرمال     

 تئوري Aفرض کنید عملگر. شوداین نتیجه به عنوان تئوري تجزیه طیفی شناخته می. شودقطري می

  : را به شکل زیر نوشتAتوان عملگربرآورده کند، پس می iuهاي تجزیه طیفی را براي پایه

1

n

i i i
i

A a u u
=

=∑ )        1-ب(   

 .باشندمقادیر عملگر می ویژهiaکه 
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Abstract: 

The progressive development of science and human needs makes an obligation to 

expedite technology. Computers and calculating machines are everlasting human needs 

involved in his mind, so that engineers and scientists often try to offer more advanced 

ones. The applications of quantum mechanics in industry make scientists to make 

advantage of particular quantum properties in development of computers. In this 

manner computers can be optimized in a way which is incomparable with our classical 

computers.  

     The above mentioned needs cause the increasing research in application of quantum 

mechanics for computers. Here we try to clear some aspects of quantum computers 

from physics point of view. 

     The information theory plays the fundamental rule in both classical and quantum 

computers. In chapter one of this thesis, the connection of information theory with 

physical concepts especially work and energy is discussed. Chapter two is devoted to 

classical information theory, especially Shannon information and its important features 

in classical computers. In chapter three quantum information theory and von Neumann 

entropy as the most effective relation are discussed. It also includes some applications 

of von Neumann entropy. In chapter four some suggestions are offered to develop the 

quantification of information in quantum computers. Furthermore some supposed 

relations have been compared with von Neumann entropy. At the last sections of 

chapter four, the development and obvious better performance three –states systems in 

compared with two –states ones and also the profits of three states usages are discussed.  

 Key Words: “statistical entropy, Shannon entropy, von Neumann entropy, classical 

information, quantum information, bit, trit, qubit, qutrit.”      
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