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 بزرگوارم پدر با درود فراوان به روح پر فتوح
  تقدیم به

 .آن می دانم مهربانم که زندگیم را مدیون مهر و عطوفت مادرمقدسترین واژه ها در لغت نامه دلم، 
 .همراهان همیشگی و پشتوانه های زندگیم ، مان خواهرو  انبرادر

 .که نفس خیرشان و دعای روح پرورشان بدرقه ی راهم بودبه آنان  
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 :تشکر و قدردانی

 یتتااییلا   قدر   بپوشپایدد و جلیدا   آفرین   موزون اندام بر را   هسپیی  کسپو  که سپااتپت را  خداوندی  سپاا  و سپیا  
 و مدآورم  شپپعی  تو  پیشگاه   به را  تو و  جویم  می  تقرّب تو  به ، تو یاد با  گردایدد. بار الها! من  نمایان  اهر و آثار طبیعتمظ در را 
 و  آوری   رحمت  من بر و  کنی   الهام  من  به را  خود یاد و  گردانی  نزدیک  خود   به مرا  کرمت، به خواسپپپپپیارم، تو از
 .داری  وا   ام  فروتنی   به  حال  همه در و  دهی قرار خشنودم ای،  ساخته  من  یبنص  و  بهره   آنچه  به

 با تشکر فراوان از  اسیاد  گرانقدرم  آقای دکتر مومنی ، که در   تمام مراحل  گرد آوری این  پایان نامه  از راهنمایی ا شان

 بهره بردم. 

اتپپت افتخاری  ااسپپارار کنپپانی هسپپرم که سپپرا از توتد من هیکیپپادد.از و زاده  ییپپوم و از دیوری یاودانه. واتدننی که بود شپپان   سپ 
 م را گرفتند و راه رفتندو وجود پس از پروردگپپار مپپات هسپپپپپپپپیی ام بوده انپپد دسپپپپپپپپر   که این  چرا  بر سپپپپپپپپرم و نالشپپپپپپپپپان د د ی اتپپپپپپپپپت بر بودنم

 .را در این وادی زندگی پر از فراز و  شیب آموخادد
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صنعتی  دانشگاه فیزیکدانشکده  پلاسما-فیزیک گرایش اتمی مولکولیدانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشته  فاطمه زمندیاینجانب 

تیلور در پلاسماهای مغناطیده کوانتومی در حضور یک میدان  مغناطیسی -مطالعه ناپایداری های ریلهشاهرود نویسنده پایان نامه 

 متعهد می شوم. دکتر مهدی مومنی تحت راهنمائی خارجی

 .تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است 

 .در استفاده از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است 

 هیچ جاا ارائاه نشاااده  مطالب مندرج در پایان نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در

 است.

   و « رود شاهصنعتی دانشگاه » شاهرود می باشد و مقالات مستخرج با نام صانعتی  معنوی این اثر متعلق به دانشاگاهکلیه حقوق

 به چاپ خواهد رسید.« Shahrood  University of Technology»   یا 

  عایت ر پایان نامهحقوق معنوی تمام افرادی که در به دسات ممدن نتای  اصلی پایان نامه تثثیرگاار بوده اند در مقالات مستخرج از

 می گردد.

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردی که از موجود زنده ) یا بافتهای منها ( اساتفاده شاده است اوابط و اصوا اخلا ی

 ه است.رعایت شد

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده شده است اصل

رازداری ، اوابط و اصوا اخلاق انسانی رعایت شده است 

.                                                                                                                                                                  

 تاریخ                                                              

 امضای دانشجو                                                                         

 

 

 

 

 

 .ان نامه وجود داشته باشدی*  متن این صفحه نیز باید در ابتدای نسخه های تکثیر شده پا

 مالکیت نتایج و حق نشر

  کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات من )مقالات مستخرج، کتاب، برنامه های رایانه ای، نرم افزار ها و

ر دشاهرود می باشد. این مطلب باید به نحو مقتضی صنعتی تجهیزات ساخته شده است ( متعلق به دانشگاه 

 تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.

 بدون ذکر مرجع مجاز نمی باشد یان نامهاستفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پا. 
 

 تعهد نامه

Article I.  

Article II.  

Article III.  

Article IV.  

Article V.  

Article VI.  

Article VII.    
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 چکیده

باشاد. ناپایاداری و تای ناپایداری یکی از جالب ترین و مها  تارین پدیاده هاای موجاود در فیزیاک مای

سیسات  انااشاته شاده اسات و سیسات  ساعی بار رهاائی از من اید کاه انار ی مزاد زیاادی در پدید می

دارد. در فیزیااک پلاسااما دلایاال فراواناای باارای تحریااک ناپایااداری وجااود دارد. ناااهمگنی ممکاان اساات 

هاا  در ابتادا منجرباه ه  در فضای وا عای وها  در فضاای سارعت وجاود داشاته باشاد. ایان نااهمگنی

ن،  بارای چناین انحرافااتی از تعاادا گرماایی در پلاساما تولید ناپایداری و ساس  فرایناد روباه رشاد م

کااه در من گیرنااد، . ناپایااداری هااا انااواع میکروسااکوپیک و ماکروسااکوپیک را در باار ماایشااودماای

 باشد.ناپایداری ریلی تیلور از نوع ناپایداریهای  ماکروسکوپیک می

مفصالا باه ناپایاداری ریلای اداماه  دردر این پایاان ناماه یاک مفهاوم کلای از ناپایاداری را ارائاه داده و 

باا عناوان مادا کنای . همنناین پا  از معرفای یکای از مادا هاای توصای  پلاساما تیلور اشاره مای

ی کوانتااومی در یااک محاایط پلاساامای مغناطیاادهیااک .  را بیااان کاارده ایاا  𝑀𝐻𝐷معااادلات ساایالی، 

 . ای کردهدرغیاب و سس  در حضور یک میدان مغناطیسی خارجی مطالعه  را یکاارمتخلخل 
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∗ℎ برحسب عدد موج بصورت بی بعد شده رشد نرخ .6-4شکل = 1, 𝑛 = 1, 𝑔∗ = 10, 𝑘1 = 0.1 

, 𝜀 = 0.1 , 𝜐∗ = 0.5, 𝑉𝐴
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∗ = 0.1,0.2,0.3-------------------85 
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 : معرفی پلاسما5فصل

 مقدمه 5-5

دانی  ماده در طایعت به سااه حالت جامد، مایع و گاز وجود دارد. اخیرا دانشاامندان حالت همانطور که می

نام گااری کرده اند.  5کشا  کرده اند ومن را با توجه به مشخصات فیزیکی ا  پلاسماچهارمی برای ماده 

ست، یعنی به شکل گاز الکتریسیته ا ماده موجود در طایعت در حالت پلاسما %33د که شواغلب گفته می

 شااود که درونداری که ات  هایش به یون های مثات و الکترون های منفی تجزیه شااده باشااند. گفته می

ساتارگان و جو من ها، ابرهای گازی و اغلب هیدرو ن فضاای بین ساتارگان به صاورت پلاسما هستند. در 

توان به جر ه رعد وبرق، زندگی روزمره نیز با چند نمونه از پلاساااماها مواجه هساااتی  از جمله من ها می

 . [1]اره کردتابش ملای  شفق  طای، گاز هادی داخل یک لامپ فلئورسان یا چراغ نئون و... اش

 کلیات 5-2

 تعری  پلاسما  5-2-5

دهد.در تعری  شاه نشان می 9از ذرات بار دار وخنثی است که از خود رفتار جمعی 2پلاسما گاز شاه خنثایی 

𝑛𝑖یعنای  خنثائیت می توان گفت،پلاسما به لحاظ الکتریکی خنثی است ≅ 𝑛𝑒 ≈ 𝑛 ، ولای منقادر خنثای

چگاالی   𝑛. الکترومغناطیسی  ابل توجه موجود درمن، را صفر در نظر گرفتنیست که بتوان  همه نیروهای 

 شود.مشترک است که چگالی پلاسما خوانده می

                                                           
1 -Plasma 
2 -Quasineutral 
3 -Collective behavior 
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چاون  ماثلا مولکاوا هاای هاوا را در نظار بگیریاد. برای توصی  رفتارجمعی نیروهای وارد بریک مولکوا، 

و نیروی ثقل  ابل صرف نظر  برمن وارد نمی شود یهیچ نیروی الکترومغناطیسی خالص مولکوا خنثی است،

همین برخورد هاا  ،د تا به مولکوا دیگری برخورد کندکناین مولکوا بدون مزاحمت حرکت می کردن است.

شاوند ی ماکروسکوپی که به یک گاز خنثای اعمااا مایکنند. نیروهاهستند که حرکت ذره ها را کنترا می

در پلاسما که مشاتمل بار ذرات بااردار اسات وااعیت  شوند.ی منتقل میتوسط برخوردها به اتمهای انفراد

توانند توده های متمرکزی از بارهای مثات یا منفی را به طور این بارها با حرکت خود می کند.کاملا فرق می

مواعی به وجود مورند و بدین ترتیب موجب پیدایش میدانهای الکتریکی شوند. با حرکت بارها، جریان و در 

این میدانها بر حرکت سایر ذرات باردار که دورتر وا ع شاده اناد  شود.نتیجه میدان مغناطیسی ه  تولید می

کنند. در پلاسماهای باه گاارند. بنابراین اجزاء پلاسما حتی در فواصل دور نیرویی بر همدیگر وارد میاثر می

ناشای از برخوردهاای موااعی عاادی  مغناطیسی من  ادر از نیروهااینیروهای الکترو 4اصطلاح بی برخورد

 چش  پوشی کرد. برخوردی بزرگترند که می توان از این نیروهای 

بلکاه باه حالات پلاساما در  به طور کلی منظور از رفتار جمعی حرکاتی است که نه تنها به شرایط مواعی،

تمایلی به متاثر شدن در پلاسما به علت رفتار جمعی که از خود نشان می دهد  مناطق دور نیز بستگی دارند.

کند که گویاا دارای رفتاار مخصاوص باه خاود  اسات. در اثر عوامل خارجی ندارد، واغلب طوری عمل می

شاود کاه تعری  ملموس تر می توان گفت پلاسما به حالتی از ماده یا بهتر است بگویی  به گازی اطلاق مای

-ی یونیزه شدن در دماهای بسیار بالا اتفاق مایهپدید شده باشند. 1کسر بسیار مهمی از ات  های من یونیزه

در ایان دماا  به دمای من ها وابساته اسات. 6های مزاد با ثابت بولتزمنافتد. زیرا در این حالت انر ی الکترون

هاای دیگاری را از ت  ها دارند، بتوانند الکترونهای مزاد انر ی کافی دارند تا طی برخوردهایی که با االکترون

                                                           
4 -Colisionless 
5- ionization 
6-Boltzmann constant 



4 

 

در  شاود،انر ی لازم برای جدا کردن الکترون از  ید هسته، که انر ی یونش نامیده می مزاد کنند.  ید هسته

ی شوند که خود موجب ادامهفرایند برخورد با الکترون مزاد تامین شده و الکترون های مزاد دیگری تولید می

نسات تعداد ات  های یاونیزه گاه هر   7رابطه ی ساها طاق مید.شوند و گاز به حالت پلاسما در مییونش می

 توان من را پلاسما در نظر گرفت. ، میدر یک گاز به ات  های خنثی تقریاا برابر مقدار زیر باشد

(1-1)                     
𝑛𝑖

𝑛𝑛
= 2.4 × 1021

𝑇
3
2

𝑛𝑖
𝑒−𝑈𝑖 𝐾𝑇⁄                      

 𝑈𝑖ثابت بولتزمن و  𝐾دمای پلاسما، 𝑇 به ترتیب  تعداد ات  های یونیزه و خنثی هستند، 𝑛𝑖 و𝑛𝑛 که در من

 .[1]باشدانر ی یونش  گاز می

 تاریخنه  5-2

ی پلاسما از اواخر  رن بیست  شروع شد زمانی که دانشمندان متوجه اهمیت تخلیه هاای الکتریکای مطالعه

ای و بمب های هیدرو نی پیدا بخاطر اهمیتی که در همجوشی هستهشدند. بعد از جنگ جهانی دوم پلاسما 

های پلاسمایی که ی من شدت گرفت. ه  زمان با این مساله پیشرفت هایی ه  در پدیدهکرد، رشد و توسعه

 در اختر فیزیک و فیزیک زمین مشاهده شد، انجام گرفت.

ی ام بررسای ویژگای مااده در تخلیاهیک فیزیکدان انگلیسی بناام ویلیاام کاروک  باه هنگا5873در ساا 

 الکتریکی پیشنهاد کرد که نوع خاص گاز به عنوان حالت چهارم ماده نام گااری شود.

 

 

                                                           
7 -Saha 
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 اصوا کلی پلاسما 5-9

 معیار های پلاسما 5-9-5

برای اینکه یک گااز نظیار پلاساما عمال کناد مساتلزم وجاود شارایطی اسات کاه در اینجاا باه من هاا 

 کنی .چیز حفاظ دبای راتعری  می ال از هر  پردازی .می

 حفاظ وطوا دبای 5-9-5-5

از مشخصااات اساساای رفتااار پلاسااما، توانااایی من باارای ایجاااد حفاااظ در مقاباال پتانساایل هااای یکاای 

شاوند. در تواای  ایان مطلاب دو گلولاه بااردار متصال باه بااتری الکتریکی است که به من اعمااا مای

ایاا  بااا ایاان کااار یااک میاادان الکتریکاای در درون وارد کااردهریااد کااه بااه داخاال پلاسااما را در نظاار بگی

کنناد و تقریااا میاد. هار کادام از گلولاه هاا ذرات باا باار مخاال  خاود را جااب مایپلاسما بوجود مای

بلافاصااله ابااری از یااون هااا اطااراف گلولااه ی منفاای و ابااری از الکتاارون هااا اطااراف گلولااه ی مثااات را 

د و هینگوناه حرکات حرارتای وجاود نداشاته باشاد، تعاداد باار کند. اگار پلاساما سارد باشااحاطه می

در پلاساما در  شاود و هینگوناه میادان الکتریکایابر برابار تعاداد باار گلولاه باوده وحفااظ کامال مای

ها وجود نخواهد داشات. از طارف دیگار، اگار دماا معاین و محادود باشاد، ذراتای کاه خارج از ناحیه ابر

ان الکتریکای ااعی  اسات  ارار دارناد، انار  ی کاافی بارای فارار از در لاه ابر یعنی در جایی کاه میاد

شاود کاه در کنناد. در ایان صاورت لااه ابار در شاعاعی وا اع مایچاه پتانسیل الکتروستاتیکی پیدا مای

    [1] رارتی ذرات است و حفاظ کامل نیست.من انر ی پتانسیل تقریاا برابر انر ی ح
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 .حفاظ دبای5-5شکل

 

شااود و بااا شااان داده مااین  𝜆𝐷 نامند،کااه بااا ماای 8حفاااظ یااا اااخامت اباار را طااوا دبااایاناادازه ای از 

 مید.استفاده از فرموا زیر بدست می

(5-2                                 )𝜆𝐷 = (
𝜀0𝐾𝑇𝑒

𝑛𝑒2
)
1

2 

 𝑘تااوان فهمیااد هاار چقاادر پلاسااما چگاااا همااانطور کااه از فرمااوا بااالا ماای باشااد.من ماایثاباات بااولتز

مالاک پلاساما باودن یاک گااز یاونیزه ایان اسات کاه چگاالی ا  منقادر  یاباد.کاهش مای 𝜆𝐷ترباشد 

 شود. 𝐿بسیار کوچکتر از  𝜆𝐷باشد،که  بزرگ

             (5-9                                             )𝜆𝐷 ≪ L 

 باشد.در این معادله ابعاد دستگاه می 𝐿که 

تصویر ارائه شده از حفاظ دبای فقاط زماانی معتاار اسات کاه در ابار باار، ذرات باه تعاداد کاافی وجاود 

داشااته باشااند. اگاارفقط یااک یااادو ذره در ناحیااه غاالاف وجااود داشااته باشااد، حفاااظ دبااای از لحاااظ 

                                                           
8 -Debby length 
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ذرات دریاک کاره دباای از معادلاه زیار  مماری، مفهوم معتااری نخواهاد داشات. بارای محاسااه تعاداد

 گیری :بهره می

             (5-4                                     )𝑁𝐷 = 𝑛
4

3
𝜋𝜆3𝐷   

بدین ترتیب دومین ملاک برای پلاساما باودن یاک گااز یاونیزه کاه خاصایت رفتاار جمعای من ایجااب 

 :[1]کند، را بیان می کنی می

             (5-1                                      )   𝑁𝐷 >>> 1    

 𝜔سااومین شاارا باارای اینکااه یااک گاااز یااونیزه پلاسااما خوانااده شااود مربااوا بااه برخوردهاساات. اگاار

باین برخوردهاای انجااام شاده باا اتمهاای خنثاای  زمااان متوساط 𝜏و  رکاان  نوساانات ناوعی پلاساماف

         .ه که یک گاز نظیر پلاسما عمل کند این است کهاینکشرا لازم برای  باشد،

             (5-6                                            )τω > 1   

 پارامترهای پلاسما 5-9-5-2

رونااد. اغلااب دمااا و چگااالی بااالا را بااه دمااا وچگااالی از مهمتاارین پارامترهااای پلاسااما بااه شاامار ماای

شااوند. در پلاسااما دو پااارامتر دمااا و چگااالی نسااات بااه هاا  ساانجیده ماای دهنااد.پلاسااما نسااات ماای

فرمینااد ) 𝑘 108 تااا (ماننااد پدیااده هااای رعاادوبرق) 𝑘 102دمااای پلاسااماها در حاادود  یگسااتره

  𝑚−3 1036 تااا( پلاسااما هااای مزمایشااگاهی) 𝑚−3 107  چگااالی در حاادود و( همجوشاای هااای

شاود. حتای انار ی ذرات تاابعی از دماا باوده و بار هماین اسااس باین تعریا  مای( ی ستارگانهسته)

 .[1]متغیر است 𝑒𝑉 106تا  5/1
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 انواع پلاسما  5-4

در وا ع پلاسما ها را باا توجاه باه هماین دو پاارامترمه  چگاالی و دماا، و نیاز خاواص ماکروساکوپیکی 

 کنند.می و میکروسکوپیکی منها به دو نوع دسته بندی 

 3پلاسماهای کلاسیکی 5-4-5

دلیال  گیرناد.پلاسما های با دمای باالا و چگاالی کا  در محادودی پلاساما هاای کلاسایکی  ارار مای 

نامگااری این پلاساما هاا باه ایان عناوان توزیاع ذرات تشاکیل دهناده ایان ناوع از پلاساما هاا اسات. 

کننااد. یااروی ماایپ 51بااولتزمن-ایاان ذرات از توابااع توزیااع کلاساایکی، یعناای تااابع توزیااع ماکسااوا

کیلااو متااری 511زمااین اساات کااه از  55ملمااوس تاارین مثاااا باارای ایاان نااوع از پلاسااما هااا، یونیساافر

یاباد. لایاه هاای باالایی یونیسافر باه شاکل پلاساما شود وبه طرف بالا اداماه مایسط  زمین شروع می

هستند که توسط تابش اماواج کوتااه بارد در حاوزه ی وسایعی، از طیا  اشاعه ی فارابنفش گرفتاه تاا 

شاوند. مایپرتوهای ایک  و نیز پرتو هاای کیهاانی و الکترونای کاه باه من برخاورد مای کنناد، یاونیزه 

رون راکتورهااای همجوشاای هسااته ای از انااواع بادهااای خورشاایدی، تخلیااه الکتریکاای و پلاساامای د

 .[1]دیگر این نوع پلاسما ها هستند

 

 

 

                                                           
9 - Classical plasma 
10 -Maxwell Boltzmann 
11-Ionospheric 
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 پلاسما های کوانتومی 5-4-2

باه عناوان دو پاارامتر مها  بارای دساته بنادی پلاساماها، در اینجاا  با توجه باه توصای  دماا وچگاالی

نیز پلاسما هاای باا دماای پاایین و چگاالی باالا در رده ی پلاساماهای کوانتاومی  ارار مای گیرناد. باه 

بیااان دیگاار هنگااامی کااه طایعاات کوانتااومی ذرات اثاار  اباال تااوجهی باار روی خااواص ماکروسااکوپیکی 

-وانتاومی گویناد. در ایان ناوع پلاساما ذرات سااکتر مانناد الکتارونیک پلاسما داشاته باشاند من را ک

 ال  من(، دردماهااای نساااتا پااایین وبااار مخاا )ذراتاای باااجرم براباار بااا الکتاارون و هاااهااا وپااوزیترون

شاود انار ی من باه عااارت دیگار هنگاامی کاه یاک پلاساما سارد مای شوند.های بالا تاهگن میچگالی

هاا کاه الکتارونروناد. در پلاساما بخااطر ایانتااهگن شادن پایش مایکاهش یافته و ذرات باه سامت 

شااوند. در ایاان حالاات تااابع توزیااع ذرات رفتااار هااا زودتاار از ذرات ساانگین تاار تاااهگن ماایوپااوزیترون

باولتزمن -کساواهاا از تاابع توزیاع مادهد، به ایان معنای کاه تاابع توزیاع منمتفاوتی از خود نشان می

یاباد. در کاه یاک تاابع توزیاع بارای ذرات کوانتاومی اسات، تغییار مای 52دیاراک-به تابع توزیاع فرمای

شااود ماهیاات وا ااع کاااهش اناار ی ذرات و نزدیااک شاادن من بااه ساامت اناار ی فرماای باعااث ماای

شااان را تحاات تاااثیر  اارار دهااد. زان  اباال تااوجهی، خااواص ماکروسااکوپیهااا بااه میااکوانتااومی فرمیااون

ساما کوانتاومی شاده، یاا اثارات کوانتاومی درمن محساوس تاوانی  بگاویی  کاه پلااصطلاحاً می بنابراین

شده است. در این حالات فیزیاک حااک  بار پلاساما باا نظریاات کلاسایکی توجیاه پاایر نااوده و بایاد 

 .[1]از مفاهی  کوانتومی بهره بگیری 

 

 

                                                           
12 -Fermi Dirac 
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 محدوده ی حضور اثرات کوانتومی در پلاسما 5-1

چگااالی معمااولی  اباال صاارف نظاار کااردن هسااتند. امااا رفتارهااای کوانتااومی در پلاسااماهایی بااا دمااا و 

شاود ایان رفتارهاا پررناگ باکاهش دما هنگامی که دمای پلاساما باه سامت دماای فرمای نزدیاک مای

 شود:انر ی فرمی برای یک سیست  فرمیونی با رابطه ی زیر داده می گردند.تر می

             (5-7)                                      𝐸𝐹 =
ℎ2

3𝑚𝑒𝑘𝐵
(3𝜋2)2 3⁄ 𝑛𝑒

2
3⁄ 

 شود:و بنابراین دمای فرمی با این فرموا داده می

             (5-8   )                       𝑇𝐹 =
𝐸𝐹

𝑘𝐵
=

ℏ2

2𝑚𝑒𝑘𝐵
(3𝜋2)2 3⁄ 𝑛𝑒

2
3⁄ 

  نامند.دهند وپارامتر تاهگنی مینمایش می χ نسات دمای فرمی به دمای پلاسما را با

             (5-3         )            χ  =
𝑇𝐹

𝑇
=

ℏ2

2𝑚𝑒𝑘𝐵𝑇
(3𝜋2)

2
3⁄ 𝑛𝑒

2
3⁄ 

χ هر گاه این پارامتر بزرگتار یاا مسااوی یاک باشاد ≥ تماام ذرات در ساط  فرمای  ارار دارناد باه ، 1

 شود.عاارت دیگر کاملاً تاهگن شده اند، بنابراین پلاسما کوانتومی می

پلاسااما یااک کمیاات بساایار متغیاار اساات و اناادازه گیااری من کااار دشااواری اساات. امااا اگاار در  دمااای

نداشاته باشای ، چگاالی ذرات ثابات  ی چگاالی، یعنای عوامال افزایناده یاا کاهنادهپلاسما چشمه و چاه

 است. 

 59طوا موج دوبروی  5-1-5

                                                           
13 -De Broglie 
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مااوج گرمااایی دوبااروی ای بااا طااوا ی بااین ذرهزمااانی کااه چگااالی خیلاای زیاااد باشااد میااانگین فاصااله

𝜆𝐵 را بصااورت طااوا مااوج گرمااایی دوباارویشااود. توصاای  ماای =
ℏ

(2𝜋𝑚𝑘𝐵𝑇)
1
2⁄

دهنااد. نمااایش ماای 

𝑛−1ی بااین ذرات)ایاان پااارامتر در پلاسااماهای کلاساایکی نقشاای ناادارد چاارا کااه فاصااله ( در ایاان ⁄3

نتاومی شاود بناابراین شارا اینکاه پلاساما کوا پلاسماها از طاوا ماوج دوباروی بسایار کاوچکتر اسات.

𝜆𝐵ایان اسات کااه  ≥ 𝑛
−1 تاوانی  بگااوئی  کاه بااا . باه ایاان ترتیاب وبااا توجاه باه ایاان عااارت ماای⁄3

شااود. از ایاان رو پلاسااما هااای افاازایش چگااالی در یااک پلاسااما اثاارات کوانتااومی در من محسااوس ماای

 نامند.کوانتومی را گاهی پلاسماهای چگاا نیز می

کلاساایکی و کوانتااومی بااه ازای مقااادیر مختلاا  چگااالی و ی پلاسااما هااای بااه ایاان ترتیااب محاادوده 

(  باه 2-5میاد. ایان مطلاب در شاکل )( باه دسات مای3-5ی )دمای پلاسما از رسا  لگااریتمی رابطاه

هاای پلاساامایی بااا شاود باارای درک بهتار، پدیاادهنماایش درممااده اسات و همااانطور کاه مشاااهده ماای

 ست.چگالی و دمای متفاوت نیز درمن گنجانیده شده ا

 
 دماالی وگی تقسی  بندی پلاسماهای کوانتومی و کلاسیکی ، برخوردی یا غیر برخوردی بودن و نیز چمحدوده .2-5شکل 
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  54پارامتر جفت شدگی 5-6

ی برخااورد بااین ذرات، بخاااطر متحاارک بااودن ذرات پلاسااما همااواره در یااک پلاسااما وجااود پدیااده

هسااتند. ایاان برخوردهااا بااین ذرات همنااام و یااا غیاار دارد. برخوردهااا در یااک پلاسااما از نااوع کااولنی 

همنام صورت گیرناد. ایان کاه چاه هنگاام اثار برخوردهاا در یاک پلاساما مها  شاده و بار روی رفتاار 

گاردد. پاارامتر جفات شادگی نساات گاارد، توساط پاارمتر جفات شادگی تعیاین مایسیست  تاثیر می

باشااد و ماای 𝐸𝑘ی من ات تشااکیل دهناادهبااه متوسااط اناار ی جناشاای ذر 𝐸𝑖𝑛اناار ی داخلاای پلاسااما 

دهناد. انار ی داخلای بارای تماام پلاساما هاا بصاورت زیار باا چگاالی شاان رابطاه نشان می Γمن را با 

 دارد.

             (5-55 )                                          𝐸𝑖𝑛𝑡 = 𝑒
2𝑛𝑒

1
3 ⁄

 

 کلاسیکی بصورت زیر خواهد بود.در این صورت پارامتر جفت شدگی برای پلاسماهای 

             (5-52 )                                           Γ𝑐 =
𝐸𝑖𝑛𝑡

𝐸𝑘
=

𝑒2𝑛𝑒
1 3⁄

𝑘𝐵𝑇
 

اگاار ایاان پااارامتر در یااک پلاساامای کلاساایکی بزرگتاار از یااک شااود یعناای اناار ی داخلاای از اناار ی 

-صاورت از برخوردهاا صارف نظار مای شاوند در غیار ایانجناشی بزرگتار باشاد، برخوردهاا مها  مای

پلاسامای کااملا  ک( نماایش داده شاده اسات. بارای یا2-5ی ایان برخوردهاا در شاکل )کنی .محدوده

تااهگن تمااام ذرات در سااط  فرماای باوده و دارای اناار ی فرماای هسااتند. پاارامتر جفاات شاادگی باارای 

 شود.ی زیر داده میرابطه این پلاسما های کوانتومی با

                                                           
14 - Coupling Parameter 
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             (5-59      )             Γ𝑄 =
𝐸𝑖𝑛𝑡

𝐸𝑓
=

2

(3𝜋2)2 3⁄

𝑚𝑒𝑒
2

ℏ2𝑛𝑒
1 3⁄ ~(

ℏ𝜔𝑝

2𝑘𝐵𝑇𝑓
)2 

کناد. یعنای هار گااه پاارامتر جفات شادگی بارای یاک این پارامتر نیز مشابه کلاسیک خاود عمال مای

برجسااته تاار شااده و بایااد در معااادلات 51پلاساامای کوانتااومی بزرگتاار از یااک شااود، نقااش برخوردهااا 

 ی  پلاسماهای کوانتومی در نظر گرفته شود.توص

 ارورت و اهداف پایان نامه 5-7

میناد لازم اسات کاه یاک شاناخت برای پایدار تر کردن پلاسما هاایی کاه در مزمایشاگاه هاا پدیاد مای

کلاای از ایاان ماااده بدساات موریاا . مااثلا یکاای از راه هااای شااناخت ایاان حالاات از ماااده ایاان اساات کااه 

ناپایااداری هااایی ممکاان اساات درون من وجااود داشااته باشااد و چااه پارامترهااایی ایاان باادانی  چااه نااوع 

دهنااد. طایعتااا بعااد از اینکااه پاای بااردی  چااه ناپایاداری هااای درون پلاسااما را افاازایش یااا کاااهش ماای

تاوانی  راه هاایی بارای ایجااد شارایطی شاود، مایپارامتری باعاث کااهش ناپایاداری درون پلاساما مای

و یاا افازایش من پاارامتر یافتاه و باه پایاداری هرچاه بیشاتر پلاساما کماک کنای .  برای  وی تر کردن

هدف از این پایان ناماه اینسات کاه اثار پارامترهاای مختلا  فیزیکای را روی نارخ رشاد یکای از اناواع 

تاوان ناپایداری های موجود درپلاسما بناام ناپایاداری ریلای تیلاور مطالعاه کارده و بفهمای  چگوناه مای

 این ناپایداری را کاهش داده و پلاسما را پایدار تر کرد.نرخ رشد 

 ساختار پایان نامه 5-8

. در فصل اوا پ  ازمقدمه و تعری  پلاسما به توصی  انواع باشادفصال می پنجاین پایان نامه مشاتمل بر

بطور  پلاساااما و ویژگی های من پرداخته ای  در فصااال دوم با مروری بر مفهوم کلی ناپایداری و انواع من،

                                                           
15 -Collisions 
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اخص ناپایداری ریلی تیلور را توصاای  کرده ای  و سااس  در فصاال سااوم به تعری  کلی مدا ساایالی از 

مدلهای توصاای  پلاسااما پرداخته ونیز معادلات مگنتو هیدرودینامیک را معرفی کرده ای . بعد از من و در 

لاساامای لایه ای، ی پاشااندگی و نرخ رشااد معادلات ساایالی برای یک پفصاال چهارم  به بررساای  رابطه

پردازی  و همننین اثر ی کوانتومی در ناود وساس  در حضور یک میدان مغناطیسی خارجی میمغناطیده

چناد پاارامتر فیزیکی از جملاه نفوذپایری، تخلخل، میدان مغناطیسااای و اثرات کوانتومی در پایداری یا 

نی . کمطالعه کرده و نتایج را بررسی میناپایداری پلاساما در محیط متخلخل رابرای ناپایداری ریلی تیلور 

سااس  در فصاال پنج  یک نتیجه گیری موردی از اثر این پارامترها درنرخ رشااد ناپایداری ریلی تیلور و 

 درنهایت پایداری پلاسما را مورده ای .

 

 ساختار پایان نامهفلوچارت  .9-5شکل 

فصل پنج 
نتیجه گیری و پیشنهادات

فصل چهارم
بررسی ناپایداری ریلی تیلور در حضورو عدم حضور میدان مغناطیسی خارجی

فصل سوم
معرفی مدا سیالی ومعادلات مگنتو هیدرودینامیک 

فصل دوم
و ناپایداری ریلی تیلورمفهوم ناپایداری

فصل اوا
معرفی پلاسما
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 فصل دوم:
 

 مفهوم ناپایداری و
 ناپایداری ری ی تدلور 
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 فصل دوم: مفهوم ناپایداری و ناپایداری ریلی تیلور

 مقدمه 2-5

چناد نموناه از ناپایاداری  در این فصل با مفهاوم ناپایاداری و اناواع من مشانا شاده و ساس  باه بررسای

 . پردازی به طور اخص به بررسی ناپایداری ریلی تیلور می های موجود در پلاسما و

  ناپایداری مفهوم 2-2

ی مختصااری بااه تعااادا و انااواع من داریاا . در وا ااع تعااادا ناپایااداری ابتاادا اشااارهباارای تعریاا  

تعااادا را بسااته بااه اینکااه یااک حااالتی اساات، کااه در من تمااامی نیروهااا در حالاات موازنااه باشااند. 

تولیاد ناپایاداری،  اختلاا کوچاک در من مساتهلک یاا تقویات گردد،پایادار یاا ناپایادار مای نامناد.

-5باشاد. شاکل)مجادد انار ی انااشاته شاده در یاک حالات نامتعاادا مایروشی عمومی از پخش 

(، یک نظیار مکاانیکی سااده از یاک جسا  کاروی، کاه در یاک میادان پتانسایلی خاارجی وا اع 2

تواننااد پایاادار یااا دهااد. ایاان جساا  در مو عیاات هااای متفاااوتی کااه ماایشااده اساات، را نشااان ماای

یان مو عیات هاا، حالات تعاادا اسات کاه در من شاود. اولاین ماورد از اناپایدار باشاند، یافات مای

جساا  کااروی در پااایین تاارین نقطااه از یااک فرورفتگاای پتانساایلی باای نهایاات باازرگ  اارار گرفتااه 

تواناد نوساان هاایی اطاراف مو عیات تعاادلی خاود  است. در این واعیت جس  کروی فقاط مای

رفتگای پتانسایلی اجرا کند، اصطکاک منجر باه میرایای خواهاد شاد تاا اینکاه جسا  در  عار فارو 

ی پتانساایلی شااود(. در مو عیاات معکااوس جساا  در بااالای تسااهشااود)ته نشااین ماایجایگزیااده ماای

 اارار دارد، کمتاارین اعوجاااج خطاای از من مو عیاات بااه جساا  اجااازه غلتیاادن بااه پااایین تسااه را 

شاود. خواهد داد. این یک مورد ناپایدار اسات، یاک ناپایاداری خطای کاه خودباه خاود تنظای  مای
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ای  بااه شااکل مسااط   اارار شاااه پایاادار، حااالتی اساات کااه در من جساا  کاروی بااالای تسااهحالات 

تواند به اطاراف منحارف شاود تاا و تای کاه باه  سامت انتهاای  لاه رسایده وباه پاایین دارد و می

کوچااک -بغلتااد. در مثاااا اخیاار ناپایااداری غیاار خطاای، جساا  کااروی در مقاباال اخااتلالات دامنااه

 شود.های بزرگتر ناپایدار می پایدار است، اما برای دامنه

 پیکربندی های مختل  عدم تعادا منجر به ناپایداری .5-2شکل 

در فیزیک پلاسما فرو رفتگی پتانسیلی و چشمه ها بوسیله منابعی از انر ی مزاد جایگزین شده اند، و جس  

ت از پلاسما است. کروی سانگین مشابه با یک حالت موج وا عی بوده، و حتی در اغلب موارد یک ویژه حال

هینکدام سیست  های  56گروهی از منابع انر ی مزاد در محیط زمین وجود دارند، یونیسافر و مگنتوساافر 

د شااونبسااته در تعادا گرمایی نیسااتند، انر ی، تکانه و جرم از بیرون به داخل این ساایساات  ها رانده می

ر مقیاس میکروسکوپیک این ورودی، گرادیان توان نام برد. دبادهای خورشیدی را نمونه ای از این مورد می

کند که منجر به تغییر شااکل و اعوجاج توابع توزیع جایگزیده ها و ناهمگنی هایی از پلاسااما را تولید می

 .[3]کندشود. منابع انر ی مزاد پیشین موجاات ماکرو ناپایداری های بزرگ مقیاس را فراه  میمی
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 ناپایداری های خطی  2-9

شاود، در تئوری امواج خطی، دامنه امواج، بساایار ناشای می 57توجه جدی به تابع موج  ناپایداری ازمفهوم 

توان یک اختلاا کوچک موج را بررسی کرد. برای مثاا، کوچکتر از بردار حالت ایساتا است، تا جاییکه می

,δ𝑛(𝑥داشااته و  nاز چگالی  δn کوچک اگر موج یک اختلاا 𝑡) ≪ 𝑛0 ،درحالیکه که  باشااد𝑛0  میتواند

 یرد،گتغییرات بسیار کندتر از مننه دراختلاا صورت میکه  فرض شده ا ست، تابعی از مکان و زمان باشد

 τ(𝑘)های امواج تخت در فرکان  تواند توسااط یک بره  نهی از نوسااان، تابع موج میبرای مثاا. باشااد

,𝐷(𝜔ی پاشااندگی خطی رابطه جواب τنشاان داده شااود که  𝑘) = هر یک از اجزای میدان  .باشاادمی 0

,δA(xموج  t) توان به صورت زیر تادیل فوریه زد:را می 

(2-5                )δA = ∑ 𝐴𝑘exp (𝑖𝑘. 𝑥 − 𝑖𝜔𝑡)𝑘 

کاه  فرکانسای داردراه حال ی مخاتلط اسات و تعادادی ی پاشاندگی یاک معادلاهبطور عماومی رابطاه

τمنهاا نیاز مخاتلط هساتند  = 𝜔𝑟 + 𝑖𝛾 .( وااا  اسات کاه، بارای  سامت حقیقاای 5-2ی )از معادلاه

τ هساتند )بصاورت سینوسای یاا کسینوسای(. ازساویی دیگار، بارای جاواب نوساانی  ،اختلالات اماواج

γ(ω𝑟ی مااوج بااه شاادت بااه بخااش موهااومی فرکااان  رفتااار دامنااههااای مخااتلط،  , k)  .بسااتگی دارد

γاگاار بطوریکااه،  < کااه تااابعی از زمااان اساات را تجربااه بخااش حقیقاای دامنااه یااک کاااهش نمااایی ، 0

γشاود. باه طاور متفااوت، بارای کرده، و ماوج میارا مای > ی ماوج بصاورت نماایی باا زماان دامناه 0

نارخ  ،γ میازان کااهششاوی . در ایان ماورد ماا باا یاک ناپایاداری خطای روبارو مای کناد، ورشد مای

ناپایاداری تنهاا  شاید کاه،جاه داشاته باشاود. تونامیاده مای)حالات خااص( حالات ویژه رشد متناظر با 

را رشاد اماواج وجاود داشاته باشاند کاه  در پلاساما یی مزاد کاه مناابع انار دهاد، ختواناد رزمانی می
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مثاات یاک جاواب سااختگی  γ ، پا  یاک جاواب باا. اگر این ماورد اتفااق نیفتادتشدید)فراه ( کنند

بااه عاااارت دیگاار، اگاار منااابع اناار ی مزادی در  کنااد.ی و علیاات را نقاا  ماای اساات کااه پایسااتگی اناار

مثاات، باا توجاه باه منناه در باالا ذکار  γپلاسما وجود نداشته باشاد، در نظار گارفتن یاک جاواب باا 

 شود نق   انون پایستگی و علیت است.ی موج، و بروز ناپایداری میشد که موجب رشد دامنه

 نرخ رشد 2-9-5

 یابدافزایش میی یک موج ناپایدار بصورت زیر دامنه

             (2-2                 )𝐴𝑘(𝑡) = 𝐴𝑘exp [𝛾(𝜔𝑟 , 𝑘)𝑡] 

 شاکند.ی میادان  ابال مقایساه باشاد، تقریاب خطای را مایبنابراین، زمانیکاه دامناه باا مقادار زمیناه

𝐴𝑘(𝑡)باه ایان معنای اسات کاه مطلاب این  𝐴0⁄ ≈ -و تای تقریاب خطای نقا  شاود، فرمیناد . 1

فرمینادها شاامل باره  کانش اماواج باا یکادیگر و باا  ایانبه این خااطر کاه  .دهندرخ میهای دیگری 

-غیاار خطاای نامیااده ماای ،تواننااد شااایه رو  خطاای رفتااار کنناادباشااند، و نماایی پلاسااما ماایزمینااه

 . شوند

𝛾شااود،  من مااوج بزرگتاار از فرکااان کااه ناارخ رشااد هنگااامی  > 𝜔ی مااوج فراگسااترده تاار ، دامنااه

کناد. هیچ فرصتی بارای اجارای حتای یاک نوساان طای یاک دوره تنااوب را پیادا نمایشود و موج می

 بااه ایان معناای اسات کااهعااارت ایاان  (.شاودمنسااوخ مایرود)از بااین مایمفهاوم ماوج در ایاان ماورد 

شود کاه ماوج در زماان مااکور فرصات اجارای حتای یاک نوساان طای ی موج منننان بزرگ میدامنه

 باا نارخ باه نساات ی اوا تنهاا ناپایاداریهاییطقای اسات کاه در وهلاهمن و کناد.یک دروه را پیدا نمای

کناد، را در بارمورده مای تنااوب ماوجهاای  بسایاری از دوره که شرایط خطای باودن طای ،رشد کوچک

 نظر بگیری . بدین منظور داری :
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              (2-9                             )𝛾 𝜔⁄ ≪ 1 

شاود. در وا اع، یکای ناپایاداریهای باا نارخ رشاد بزرگتار از فرکاان  ماوج، نمایاین بیان مانع از وجود 

از ایان پا  از ناپایاداری روباه  از اولین مثالها برای ناپایداری با ایان ماورد باالا در ارتاااا خواهاد باود.

هاایی کنای . چناین ناپایاداری( نزدیاک صافر صاحات مایω𝑟رشد یا غیر نوسانی باا فرکاان  وا عای )

-ی مادا پلاساما هاای مگنتوهیادرودینامیک باا پاایین تارین  فرکاان  هاا ظااهر مایمحدده تنها در

 .[3]شوند

 ناپایداری اعی  2-4

-2توانند اعی  یاا  اوی باشاند. ناپایاداری هاای  اوی نارخ رشادی دارناد کاه شارایط )ناپایداریها می

نوساانی منطااق اناد. بارای بناابر ایان در بسایاری از ماوارد باا ناپایاداریهای غیار  ،کناد( را نق  مای9

 .کند( را برمورده می9-2ی )ناپایداریهای روبه رشد اعی  نرخ رشد، معادله

,𝐷(𝜔ی پاشااندگی رابطااه 𝑘) = ی مطلااق )باای شاارا( بااین فرکااان  و عاادد مااوج ، یااک رابطااه0

,𝐷(𝜔اساات. عاادد مااوج داده شااده، ممکاان اساات فرکااان  را تعیااین کنااد. بطااور معمااوا،  𝑘)  یااک

 باشد. تابع مختلط بصورت زیر می

             (2-4        )                𝐷(𝜔, 𝑘) = 𝐷𝑟(𝜔, 𝑘) + 𝑖𝐷𝑖(𝜔, 𝑘) 

، را 𝜔تااوان باارای هریااک از معااادلات فرکااان  بنااابراین، ایاان تااابع دو معادلااه مهیااا کاارده کااه ماای

حقیقای  𝑘یا وابسته باه من تعیاین کارد ویاا بارعک . راحات تار اسات کاه فارض کنای   𝑘مستقل از 

 است. پ  فرکان  موهومی بوده و داری :

            (2-1     )                               𝜔(𝑘) = 𝜔𝑟(𝑘) + 𝑖𝛾(𝜔𝑟 , 𝑘) 
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,𝐷(𝜔تااوان بااا بسااط دادن ( ایاان بیااان را ماای9-2ی)جهاات باارمورده شاادن معادلااه 𝑘)  حااوا بخااش

 ی اوا، ساده تر کرد. داری :، تا مرتاه𝜔𝑟حقیقی فرکان  

(2-6  )𝐷(𝜔, 𝑘) = 𝐷𝑟(𝜔, 𝑘) + (𝜔 − 𝜔𝑟)
𝜕𝐷𝑟(𝜔,𝑘)

𝜕𝜔
⋮𝛾=0+ 𝑖𝐷𝑖(𝜔, 𝑘) = 0 

𝜔تااا زمانیکااه  −𝜔𝑟 = 𝑖𝛾ی پاشااندگی باارای سااازد کااه یااک رابطااه، ایاان معادلااه مااا را  ااادر ماای

 شد بصورت زیر بدست موری :بخش حقیقی فرکان  و همزمان یک بیان برای نرخ ر

              

             (2-7          )                                                           𝐷𝑟(𝜔, 𝑘) = 0 

             (2-8      )                                      𝛾(𝜔𝑟 , 𝑘) = −
𝐷𝑖(𝜔,𝑘)

𝜕𝐷𝑟(𝜔,𝑘) 𝜕𝜔⁄ ⋮𝛾=0
    

را مشااخص  𝛾ی دوم ناارخ رشااد خطاای پاشااندگی باارای فرکااان  هااای حقیقاای و رابطااهرابطااه اوا 

 .[3]کنندمی

 حالت های جریان الکترونی 2-1

کنای . شاود را بررسای مایی پاشاندگی الکترواساتاتیک کاه منجار باه ناپایاداری مایساده ترین رابطه

یاک پلاسامای سارد را شاوند برای رد کاردن هرگوناه پینیادگی کاه بعلات اثارات حرارتای ایجااد مای

ی کاافی فرکاان  بالاسات تاا جاییکاه  از اثارات کنای  کاه باه انادازهگیاری . و فارض مایدر نظر مای

کنای  ی( فاراه  کاردن یاک منااع انار ی مزاد، فارض مایتوان چش  پوشید. باه منظور)تهیاهیونی می

 𝑛𝑒0زمیناه باا چگاالی  ازمیاان  الکتارون 𝑣𝑏0و سارعت  𝑛𝑒𝑏ی الکترونای سارد باا چگاالی یک باریکه
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𝑣𝑒0و ساارعت  = کنااد. واااا  اساات کااه ایاان سیساات  در حالاات عاااور ماای 58، بصااورت جریااانی0

تعااادا نیساات و واکاانش الکتروسااتاتیکی بااین دو پلاسااما ساارانجام منجاار بااه اتاالاف اناار ی ااااافی 

ون ی الکترونهااا درشااود. باریکااه کنااد شااده و باریکااهانااشااته شااده در حرکاات جریااانی باریکااه ماای

شاوند. طای ایان فرمیناد پلاساما گارم خواهاد شاد. احتاراق ایان فرمیناد ی پلاسما ممیختاه مایزمینه

 .[3]پینیده منجر به تعادا ترمودینامیک شده که موجب ناپایداری خواهد شد

 ی پلاسمای پاشندگی باریکهرابطه2-1-5

,ϵ(𝜔باا یاادموری اینکاه تاابع پاسام پلاساما  ،ی پاشندگی یاک سیسات  باریکاه پلاساما رابطه 𝑘) از ،

شاود، و باا در نظار گارفتن اینکاه دو ی)مشارکت( جمعای از مولفاه هاای پلاساما ، سااخته مایمداخله

𝑘𝑇𝑒مولفااه یااون و الکتاارون ساارد بااوده ) = 𝑘𝑇𝑖 = ( و پلاسااما همسااانگرد )دارای خااواص فیزیکاای 0

ی میاادان مغناطیساای نااداری . همننااین مولفااه مشااابه در هاار نقطااه مسااتقل از جهاات( اساات، ونیااز

 شوند، داری :نمایش داده می 𝑣𝑏0یی باریکه با سرعت اولیهزمینه با اندی  صفر و مولفه

             (2-3                                                             )𝑀𝑛0
𝜕𝑣𝑒0

𝜕𝑡
= 𝑒𝑛0𝐸      

             (2-51     )                            𝑚𝑛0[
𝜕𝑣𝑒𝑏

𝜕𝑡
+ (𝑣𝑏0. ∇)𝑣𝑒𝑏 = −𝑒𝑛0𝐸 

 ما در جستجوی امواج الکتروستاتیکی به شکل

             (2-55                                                      )𝐸 = 𝐸𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)𝑋̂ 

 شوند:(چنین می51-2( و )3-2معادلات ) دهد.را نشان می 𝑘و  𝑣𝑏امتداد  𝑋̂هستی  که در من 

                                                           
18- stream 
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             (2-52            )𝑣𝑒0 =
𝑖𝑒

𝑀𝜔
𝐸𝑋̂                −𝑖𝜔𝑀𝑣𝑒0 = 𝑒𝐸      

             (2-59   )𝑣𝑒𝑏 = −
𝑖𝑒

𝑚

𝐸𝑋

𝜔−𝑘𝑣𝑏0
           𝑚[−𝑖𝜔 + 𝑖𝑘𝑣𝑏0]𝑣𝑒𝑏 = −𝑒𝐸 

را  از معادلااه حاااف کناای  معادلااه پیوسااتگی  𝑋̂تااوانی  هسااتند و ماای 𝑋در امتااداد  𝑣𝑒𝑏ساارعت هااای 

 دهد:مولفه زمینه چنین نتیجه می

             (2-54           )
∂n𝑒0

∂t
+ 𝑛0∇. 𝑣𝑒0 = 0      𝑛𝑒0 =

𝑘

𝜔
𝑛0𝑣𝑒0 =

𝑖𝑒𝑛0𝑘

𝑀𝜔2
𝐸 

.∇ساایر عااارات  (𝑛𝑣𝑒0) بخااطر اینکاه∇𝑛0 = 𝑣𝑒0 = پیوساتگی باریکاه ی شاوند. معادلاهصافر مای 0

 الکترون بصورت:

             (2-51                              )
∂n𝑒𝑏

∂t
+ 𝑛𝑒𝑏∇. 𝑣𝑏0 + (𝑣𝑒𝑏 . ∇)𝑛𝑒𝑏 = 0 

             (2-56                               )(−𝑖𝜔+𝑖𝑘𝑣𝑏0)n𝑒𝑏 + 𝑖𝑘𝑛𝑒𝑏𝑣𝑒𝑏 = 0 

             (2-57                               )𝑛𝑒𝑏 =
𝑘𝑛𝑒𝑏

𝜔−𝑘𝑣𝑏0
𝑣𝑒𝑏 =

𝑖𝑒𝑘𝑛𝑒𝑏

𝑚(𝜔−𝑘𝑣𝑏0)
2
𝐸 

𝑛𝑒چااون امااواج ناپایاادار، نوسااانات فرکااان  بااالای پلاسااما هسااتند، تقریااب پلاساامایی)      = 𝑛𝑖 )

 کنی :استفاده میی پواسون توانی  از معادله ابل استفاده نخواهد بود، ولی می

            (2-58                                        )𝜀0∇. 𝐸 = 𝑒(𝑛𝑒0 + 𝑛𝑒𝑏) 

            (2-53                            )𝑖𝑘𝜀0𝐸 =
𝑖𝑒2𝑛𝑒0𝑘𝐸

𝑀𝜔2
+

𝑖𝑒2𝑛𝑒𝑏𝑘𝐸

𝑚(𝜔−𝑘𝑣𝑏0)
2

 

                  𝜔𝑝0
2 =

𝑒2𝑛0

𝑀𝜀0
    ,  𝜔𝑝𝑏

2 =
𝑒2𝑛𝑏

𝑚𝜀0
                                   (2-21)     

             (2-25                             )ϵ(𝜔, 𝑘) = 1 −
𝜔𝑝0
2

𝜔2
−

𝜔𝑝𝑏
2

(𝜔−𝑘𝑣𝑏0)
2
= 0 
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ی پلاسااما در غیاااب باریکااه بااوده، حاصاال زمینااه الکترونهااای مشااارکت چااپاولااین عاااارت ساامت 

اساات. عاااارت دوم ساااختار مشااابهی دارد، امااا فرکااان  پلاساامای زمینااه بااا  53نوسااانات لانگمیاار

𝜔𝑝𝑏ی پلاساااما، فرکاااان  باریکاااه
2 = 𝑒2𝑛𝑏 𝑚𝜀0⁄ ی نوساااانات  بوسااایله 21، و جابجاااائی دوپلاااری

𝑣𝑏0سارعت جاایگزین شاده اناد. باا جایگاااری  = ی پاشاندگی شاود کاه رابطاه، براحتای دیاده مای0

𝜔𝑝𝑒کنااد، فرکااان  اصاالی پلاسااما بازتولیااد ماایبااالا نوسااانات لانگمیاار را در 
2 = 𝜔𝑝0

2 + 𝜔𝑝𝑏
. باارای 2

𝑣𝑏0 ≠ ی چهااار باارای فرکااان  اساات کااه میتوانااد جااواب ی درجااه( یااک معادلااه25-2ی )، معادلااه0

های مازدوج مخاتلط داشاته باشاد. یکای از ایان جاواب هاا باا یاک بخاش موهاومی مثاات منجار باه 

شاود و باه هار خاش موهاومی منفای دارد و بناابراین میارا مایشاود، جاواب دیگار یاک بناپایداری می

رود. اگار پلاسامای زمیناه را نادیاده بگیاری  یعنای ی زماانی طاولانی ازباین مایحاا در یک محادوده

𝜔𝑝0
2 =  شود:ی پاشندگی برای بخش جریانی بصورت زیر حاصل میرابطه 0

           (2-22                       )τ = 𝑘. 𝑣𝑏 ±𝜔𝑝𝑏 

شاود مادهای باریکاه هساتند. ایان مادها فقاط در حضاور دوموجی که توسط ایان رابطاه توصای  مای

باریکه وجود داشاته و پاشاندگی منهاا کااملاً خطای اسات.  عالاوه بار ایان، اگار علامات منفای کاه در 

بزرگتااراز  کنااار فرکااان  باریکااه پلاسااما درایاان رابطااه وجااود دارد رادر نظاار بگیااری  مااد باریکااه

τان فرکاا < 𝑘. 𝑣𝑏 شااود وشااود، درحالیکااه باارای علاماات مثااات فرکااان  بزرگتاار ماایماای τ >

𝑘. 𝑣𝑏. ی زیاار ی اناار ی منفاای امااواج از رابطااهباشااند ومعادلااهامااواج ماااکور حاماال اناار ی منفاای ماای

 مید:بدست می

                                                           
19 -Langmuir  
20  -Doppler shifted 
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             (2-29             )𝑊𝜔(𝜔, 𝑘) =
𝜖0

2
〈|𝛿𝐸(𝜔, 𝑘)|2〉

𝜕[𝜔𝜖(𝜔,𝑘)]

𝜕𝜔
          

𝑊𝐸و  = 𝜖0|𝛿𝐸|
2 ( 25-2ی)ی انر ی امواج در دو حالت تغییر کند)از معادلهتواند با محاساهاین می 25 ⁄2

 استفاده کنید (:

            (2-24                  )
𝑊𝜔

𝑊𝐸
=

𝜕[𝜔𝜖(𝜔,𝑘)]

𝜕𝜔
= 𝜔

𝜕𝜖(𝜔,𝑘)

𝜕𝜔
=

2𝜔𝑝0
2

𝜔2
+

2𝜔𝜔𝑝𝑏
2

(𝜔−𝑘𝑣𝑏0)
3

 

بخااش اوا فرمااوا اناار ی لانگمیاار اساات، در حالیکااه بخااش دوم اناار ی اساات کااه باریکااه بااه امااواج  

ی جالااب در مااورد ایاان انتقاااا )مشااارکت( اینساات کااه من بااه تااوان سااوم کنااد. نکتااهمنتقاال ماای

جابجااائی دوپلااری نوسااانات در مقسااوم علیااه وابسااته اساات. بنااابراین، هنگااامی کااه جابجااائی دوپلااری 

شاود، کاه ایان بیاانی بارای ماد باریکاه باا فرکاان  اشد، انر ی ماد باریکاه منفای مایفرکان  منفی ب

شود. گارفتن انار ی از ایان حالات باه ناپایاداری منجار خواهاد شاد، کاه ایان عمال پایین محسوب می

 ی این موج است.در موج و رشد دامنه "انر ی منفی"در حضور مورد ماکور به معنی  انااشتگی 

 دوجریانیناپایداری   2-1-2

-حامال انار ی منفای و ماد لانگمیار پلاساما نتیجاه مای ناپایداری ای که از جفت شادگی ماد باریکاه

( نشااان 2-2شااود. جفاات شاادگی ایاان دو حالاات در شااکل )شااود ، ناپایااداری دو جریااانی نامیااده ماای

,τ)داده شااده اساات. درنمااودار 𝑘)  ماادهای باریکااه  اطااراف محااور𝑘 = )ساارعت( 𝑣𝑏بااا شاایب  0

τمتمرکزشااده اساات، در حالیکااه حالاات لانگمیاار یااک خااط ثاباات در = 𝜔𝑝0 باشااد. جااایی کااه ماای

شاوند. شاان باا ها  جفات مایکنناد، منحنای هاای پراکنادگیمدهای باریکه، مد لانگمیاررا  طاع مای

ی جفات شادگی ماد باریکاه یاک ناحیه)فضاایی( وجاود دارد، کاه در برای فرکان  هاای پاایین نقطاه

                                                           
21 -Both equation from companion book of Advanced space plasma physics 
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جااواب حقیقاای وجااود ناادارد. بااه عاااارت دیگاار جااواب هااا در ایاان ناحیااه  τیااا  kایاان نااواحی باارای 

 شود.ی( مزدوج مختلط منجر به ناپایداری میی)ناحیهموهومی اند. این حوزه

 
 در ناپایداری دو جریانی جفت شدگی مدلانگمیر و مد باریکه .2-2شکل 

ی پاشااندگی حاال شااود. بطااور ی ناارخ رشااد ناپایااداری دو جریااانی، بایااد رابطااهبااه منظااور محاساااه

 مید:ترسیمی این رابطه بصورت زیر بدست می

             (2-21                                            )1 −
𝜔𝑝0
2

𝜔2
=

𝜔𝑝𝑏
2

(𝜔−𝑘𝜈𝑏)
2

 

این رابطه در بخش  ال بصورت مفصال مماده اسات. حااا دوطارف ایان معادلاه را باه صاورت دو تاابع 

ϵجدا در 
𝑙

1و   − 𝜖𝑏   برحسب فرکانτ کنی .  رس  می 

 
 ی پاشندگی برای ناپایداری دو جریانیجواب های رابطه.9-2شکل 
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ϵدهاد، ( جزئیاات ایان تواباع را نشاان مای9-2شکل )
𝑙

ωدر   = بارای  5یاک  طاب منفای دارد و در 0

|𝜔| 1شااود، درحالیکااه هااای باازرگ بااه خااط افقاای نزدیااک ماای − 𝜖𝑏 همیشااه مثااات بااوده و  طااب

τهااایش در  = ±𝑘 باشااند. ماای𝑣𝑏  باارای نقاااطی کااه|𝜔| → ωناپدیااد شااده و در ∞ = یااک 0

ی میناایم  دارد. دونقطااه  طااع بیاارون از  طاهااا، جااواب هااای حقیقاای بااا فرکااان  بااالا، باارای رابطااه

باشاند. دو ی درجاه چهاار پاشاندگی مایهاا دو تاا از چهاار جاواب بارای معادلاهپاشندگی هستند. این

جواب با یمانده مازدوج مخاتلط هساتند و متناظرباا  طاع هاای موهاومی فرکاان  پاایین در فرکاان  

τ < 𝑘𝑣𝑏 باشند. یکای از ایان چهاارجواب، ناپایادار هساتند. اگار فارض کنای  کاه مخارین عااارت می

τ ( باارای فرکااان  هااای نزدیااک بااه 22-2ی )در رابطااه ≈ 𝑘𝑣𝑏  باشااد. باارای ایاان 5خیلاای بزرگتاار از

 مید:توان یافت ، که به صورت زیر بدست میمورد یک جواب تحلیلی می

             (2-26                          )
𝜔𝑝0
2

𝜔2
=

𝜔𝑝𝑏
2

(𝜔−𝑘𝜈𝑏)
2

 

 (2-27                         )𝜔𝑝0
2 (τ− 𝑘𝑣𝑏 )

2 +𝜔𝑝𝑏
2 𝜔2 = 0              

 نشان داد که جوابی به صورت زیر دارد:توان می

             (2-28                       )τ =
𝑘𝑣𝑏 

1+𝑛𝑏 𝑛0⁄
[1 ± 𝑖 (

𝑛𝑏

𝑛0
)
1 2⁄

]  

 دهد.را به ما می 𝑘𝑣𝑏 ازکه یک نوسان برحسب مد انر ی منفی با فرکانسی ک  تر 

 (2-23                                               )τ
𝑡𝑠
=

𝑘𝑣𝑏 

1+𝑛𝑏 𝑛0⁄
 

 مید:پایداری این حالت با نرخ رشد زیر به دست میو نا

 (2-91                                           )𝛾𝑙𝑠 = τ
𝑡𝑠
(
𝑛𝑏

𝑛0
)
1 2⁄
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ناپایداری دو جریاانی سااده تارین ناپایاداری شاناخته شاده اسات. من یاک ناپایاداری سایاا الکترونای 

دهاد، چاون دیگار ناپایاداری هاای جناشای  اال از شاروع باشد که در عمل به نادرت رخ مایسرد می

 یابند.می این ناپایداری، توسعه

 ناپایداری بونمان 2-1-9

ناپایاداری بونماان یاا دوجریاانی  ،ناپایداری دیگری کاه وابساتگی نزدیکای باا ناپایاداری دوجریاانی دارد

ایان ناپایاداری ناشای از یاک جریاان عااوری از یاک پلاسامای نامغناطیاده  باشاد.الکتارون مای -یون 

تواناد درتصاویر سایالی اتفااق بیفتاد.جریان هاا باا حرکات نساای الکتارون و یاون است و این رفتار می

-الکتاارون معمااولی را نشااان ماای-( یااک ناپایااداری بونمااان اخااتلاا یااون2-4ماارتاط هسااتند. شااکل )

 دهد.

 

 
 ناپایداری بونمان برای اختلاا توزیع سرعت. 4-2شکل
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 نرخ رشد و فرکان   2-1-9-5

هااای زمینااه را باارای ناپایااداری دوجریااانی در نظاار بگیریااد. بااا باارای ناپایااداری بونمااان مشااارکت یااون

تاوان باه صاورت زیار ی پاشاندگی را مایهاای پلاساما سارد هساتند، رابطاهی مولفاهفرض اینکه همه

 نوشت:

             (2-95                                          )𝑀𝑛0
𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑡
= 𝑒𝑛0𝐸      

             (2-92                    )𝑚𝑛0[
𝜕𝑣𝑒

𝜕𝑡
+ (𝑣0. ∇)𝑣𝑒 = −𝑒𝑛0𝐸 

 باشند:زیر می امواج الکتروستاتیکی به شکل

             (2-33                              )𝐸 = 𝐸𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)𝑋̂ 

 شوند:دهد. معادلات حرکت چنین نوشته میرا نشان می 𝑘و  𝑣0امتداد  𝑋̂که در من 

             (2-94            )𝑣𝑖 =
𝑖𝑒

𝑀𝜔
𝐸𝑋̂                −𝑖𝜔𝑀𝑣𝑖 = 𝑒𝐸      

             (2-91   )𝑣𝑒 = −
𝑖𝑒

𝑚

𝐸𝑋

𝜔−𝑘𝑣0
           𝑚[−𝑖𝜔 + 𝑖𝑘𝑣0]𝑣𝑒 = −𝑒𝐸 

را حاااف کنای  معادلااه پیوساتگی یااون چنااین  𝑋̂تااوانی  هسااتند و مای 𝑋در امتاداد  𝑣𝑖سارعت هااای 

 دهد:نتیجه می

             (2-96           )
∂n𝑖

∂t
+ 𝑛0∇. 𝑣𝑖 = 0      𝑛𝑖 =

𝑘

𝜔
𝑛0𝑣𝑖 =

𝑖𝑒𝑛0𝑘

𝑀𝜔2
𝐸 

.∇ساایر عاااارات  (𝑛𝑣𝑖) بخااطر اینکااه∇𝑛0 = 𝑣𝑖0 = ی پیوسااتگی الکتاارون شااوند. معادلاهصاافر مای 0

 بصورت:
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             (2-97                              )
∂n𝑒

∂t
+ 𝑛0∇. 𝑣𝑒 + (𝑣0. ∇)𝑛𝑒 = 0 

             (2-98                               )(−𝑖𝜔+𝑖𝑘𝑣0)n𝑒 + 𝑖𝑘𝑛0𝑣𝑒 = 0 

             (2-93                               )𝑛𝑒 =
𝑘𝑛0

𝜔−𝑘𝑣0
𝑣𝑒 =

𝑖𝑒𝑘𝑛0

𝑚(𝜔−𝑘𝑣0)
2
𝐸 

از منجاییکه امواج ناپایادار، نوساانات فرکاان  باالای پلاساما هساتند، تقریاب پلاسامایی  ابال اساتفاده 

 کنی :ی پواسون استفاده مینخواهد بود، ولی باید از معادله

            (2-41                      )                             𝜀0∇. 𝐸 = 𝑒(𝑛𝑖 + 𝑛𝑒) 

            (2-45                 )                       𝑖𝑘𝜀0𝐸 =
𝑖𝑒2𝑛0𝑘𝐸

𝑀𝜔2
+

𝑖𝑒2𝑛0𝑘𝐸

𝑚(𝜔−𝑘𝑣0)
2

 

                  𝜔𝑝𝑖
2 =

𝑒2𝑛0

𝑀𝜀0
    ,  𝜔𝑝𝑒

2 =
𝑒2𝑛𝑒

𝑚𝜀0
                                   (2-42)     

 (2-49               )             𝜖(𝜔, 𝑘) = 1 −
𝜔𝑝𝑖
2

𝜔2
−

𝜔𝑝𝑒
2

(𝜔−𝑘𝜈0)
2
= 0 

فارض شاده اناد  𝜈0 ی الکترونهاا بصاورت جریاانی باا سارعتها ثابت اناد، درحالیکاه هماهدر اینجا یون

کنناد، وااا  اسات کاه ایان عمال موجاب یاک جریاان شاناور در که از میاان سایاا یاونی عااور مای

شااد. بخاااطر اینکااه فرکااان  یااونی پلاسااما خیلاای کااوچکتر از فرکااان  الکتروناای پلاسااما خواهااد 

باشاد. ناپایااداری بااا مااد اناار ی منفاای کنااد پلاساما اساات عاااارت غالب)حاااک (، عاااارت الکتروناای ماای

 روبرو خواهد شد.

 (2-44                                                  )𝜔𝑛 ≈ 𝑘𝜈0 −𝜔𝑝𝑒 22 

                                                           
 .شودمدی که به ازای من انر ی منفی می -22 
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𝜔𝑝 اج بااا اناار ی مثاااتدر حالیکااه امااو = 𝑘𝜈0 + 𝜔𝑝𝑒 ی شااوند. پاا  رابطااهبااا ناپایااداری جفاات نماای

 کنی :بالا را بصورت زیر باز نویسی می

 (2-41)                                   (ω − ωn)ω
2 =

ωpi
2 (ω−𝑘𝜈0)

2

ω−ωp
 

kی عاادد مااوج محادوده ≈ 𝜔𝑝𝑒 𝜈0⁄  اساات. چااون باارای یاک ناپایااداری دوجریااانی ایاان عاادد مااوج بااا

شاود. در مقایساه باا ناپایاداری دوجریاانی الکترونای، فرکاان  کاوچکتر از موج انر ی منفی جفات مای

τفرکاان  پلاساامای الکترونای اساات ≪ 𝜔𝑝𝑒ی پاشااندگی باه صااورت زیاار . بااا ایان تقریااب هاا رابطااه

 مید:بدست می

              (2-46              )           (ω − 𝑘𝜈0 +𝜔𝑝𝑒)ω
2 =

ωpi
2 (ω−𝑘𝜈0)

2

ω−𝑘𝜈0−𝜔𝑝𝑒
 

k بااا اسااتفاده از دوشاارا ≈ 𝜔𝑝𝑒 𝜈0⁄ وτ ≪ 𝜔𝑝𝑒 و در نهایاات ااارب یااک𝜔𝑝𝑒 مخاارج  در صااورت و

 ( داری :42-2طرف دوم ونیز استفاده از)

 (2-47                                                     )𝜔3 ≈ −
𝑚𝑒

2𝑚𝑖
𝜔𝑝𝑒
3 

 باشد:ی سه یک فرکان  منفی و وا عی موج به صورت زیر میهای این معادله درجهیکی از ریشه

 (2-48                                               )τ = −(
𝑚𝑒

2𝑚𝑖
)1 3⁄ 𝜔𝑝𝑒 

هساتند، و یکای از منهاا بخاش موهاومی مثاات دارد. بارای یاافتن ایان  مزدوج مخاتلط دو جواب دیگر

τدو جواب فرکان  را به صورت  → 𝜔𝑟 + 𝑖𝛾 مید:ی زیر بدست مینویسی ، دو معادلهمی 

(ω2 − 3𝛾2)ω = −
𝑚𝑒

2𝑚𝑖
𝜔𝑝𝑒
3  
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 (2-43                                   )𝛾2 = 3𝜔2  

γی دوم معادلاااه = ±√3𝜔  ( بااارای 43-2ی اوا )دهاااد. ایااان مقااادار را  در معادلاااهمااایرا بدسااات

 دهد.کنی ، حالت ناپایدار بونمان را میبیشترین فرکان  )ماکسیم ( جایگااری می

 (2-11                          )29𝜔𝑏𝑢𝑛 = (
𝑚𝑒

16𝑚𝑖
)1 3⁄ 𝜔𝑝𝑒 ≈ 0.03𝜔𝑝𝑒 

، را جایگااری کرده و نرخ  𝛾 (43-2ها در معادله اوا ) 𝜔برای بدست موردن نرخ رشد ایناار به جای تمام

 مید:رشد به صورت زیر بدست می

 (2-15                              )𝛾𝑏𝑢𝑛 = (
3𝑚𝑒

16𝑚𝑖
)1 3⁄ 𝜔𝑝𝑒 ≈ 0.05𝜔𝑝𝑒 

ی فرکاان  ایان ناپایاداری اسات. از ایان رو، ناپایاداری بونماان این نرخ رشاد بسایار بازرگ و از مرتااه

ی ساریعی از الکترونهاایی کاه از پلاساما عااور ی حرکات تاودهناپایاداری  اوی اسات کاه بوسایلهیک 

 شود.کنند، استخراج میمی

تواناد ایان باشاد کاه، ایان ناپایاداری اثارات بسایار شادیدی را روی شاار جریاان یک پایش بینای مای

را درون پلاساامای  اناادازد و اناار ی منموجااب خواهااد شااد، از جملااه اینکااه جریااان را بااه تاااخیر ماای

 کند. حرارتی فراه  می

 )طرز کار(:مزمکانی 2-1-2-2

ی پاشندگی را به صورت تابعی از فرکان  مانند زیر در مکانیس  ناپایداری بونمان، رابطهبرای بدست موردن 

 گیری :نظر می

                                                           
 .دهدکمترین فرکانسی است که ناپایداری در من رخ می -29 



99 
 

 (2-12                                  )1 =
𝜔𝑝𝑖
2

𝜔2
+

𝜔𝑝𝑒
2

(𝜔−𝑘𝜈0)
2
= 𝐹(𝜔) 

τ( نشان داده شده است. این شکل در 1-2در شکل ) 𝐹(𝜔)تابع  = τو  0 = 𝑘𝜈0  .دو  طب دارد 

 
 ی پاشندگی برای ناپایداری بونمانجواب های رابطه.1-2شکل 

F(ω)∂ در بااین ایاان دو  طااب یااک میناایم  وجااود دارد، کااه ایاان میناایم  از محاساااه

∂ω
= بدساات  0

 مید.می

 
∂F(ω)

∂ω
=
2𝜔𝑝𝑖

2

𝜔2
+

2𝜔𝜔𝑝𝑒
2

(𝜔 − 𝑘𝜈0)
3
= 0   →   𝜔𝑝𝑖

2 (𝜔 − 𝑘𝜈0)
3 = −𝜔3𝜔𝑝𝑒

2  

→ 𝜔3(𝜔𝑝𝑖
2 +𝜔𝑝𝑒

2 ) − 3𝜔𝑝𝑖
2 𝜔2𝑘𝜈0 − 3(𝑘𝜈0)

2𝜔𝜔𝑝𝑖
2 = 0 

ز جاواب هاای من حقیقای اسات در این عاارت شایه یک معادلاه درجاه ساه اسات کاه همیشاه یکای ا

 نهایت داری : 

(2-19                 )                    𝜔𝑏𝑢𝑛 =
𝑘𝜈0

1+(𝑚𝑖 𝑚𝑒⁄ )1 3⁄
 

𝐹(𝜔𝑏𝑢𝑛)کناای  ومطماائن هسااتی  کااه میناایم  جایگااااری ماای 𝐹(𝜔)ایاان مقاادار را در  > -ماای 1

 باشد:شود(، شرا ناپایداری به صورت زیر میباشد)همانطور که در شکل ه  دیده می
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 (2-14                          )𝑘2𝜈0
2 < 𝜔𝑝𝑒

2 [1 + (
𝑚𝑒

𝑚𝑖
)
1 3⁄

]
3

 

کنااد بااه عالاوه هاار ماوج دامنااه بلنااد در مقابال شااار الکتاارون توجیااه مایکاه عاادد ماوج ناپایاادار ، را 

بارای ناپایاداریهای جزئای کاه  نارخ رشاد منهاا باه سامت صافرمیل  24ناپایدار خواهد شد. مقدار مستانه

γکنااد، ماای → علاماات ( بااه جااای 14-2ی )، را، بااا جااایگزین کااردن علاماات مساااوی در معادلااه0

 پایدار به طور جزئی طوا موج بونمان دارند:کنی . امواج پیدا می ،کوچکتر

𝑘 =
2𝜋

𝜆
 

 (2-11                          )λ
𝑏𝑢𝑛

=
2𝜋𝜈0

𝜔𝑝𝑒
[1 + (

𝑚𝑒

𝑚𝑖
)
1 3⁄

]
−3 2⁄

   

( اساات. 14-2ی )ی پاشااندگی بونمااان، مسااتقل از شاارایط ناپایااداری در معادلااهحاال عااددی رابطااه

 ( نشان داده شده است.6-2این مطلب در شکل )

 
 نرخ رشد و فرکان  ناپایداری بونمان .6-2شکل 

                                                           
24 - threshold 
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افتااد، ( ناپایااداری تنهااا در نااواحی بااا مقااادیر بیشااتر از مسااتانه اتفاااق ماای6-2بااا توجااه بااه شااکل ) 

( باارای 15-2ی )فرکااان  درماارز مسااتانه بااالاترین مقاادار را دارد. بیشااترین ناارخ رشااد در معادلااه

-نزدیااک اساات، یافاات ماای 5ایاان پااارامتر بااه  ای کااه، در ناحیااهنرمالایزشااده 𝜔𝑏𝑢𝑛 فرکااان  بونمااان

شااود کااه  یابااد. جااالاتر اینکااه مشاااهده ماایهااای بزرگتاار ناارخ رشااد کاااهش ماایشااود. باارای ساارعت

𝜔ی ناپایااداری بونمااان فرکااان  نرمااالایز شااده
 𝜔𝑏𝑢𝑛⁄ بطااور شاایاداری بااه مقااادیر خیلاای پااایین ،

عااارت بهتار فرکاان  در مساتانه بیشاترین یاباد، باه ( کااهش مای11-2ی )فرکان  بونمان در معادلاه

 .[3]دیابمقدار را دارد و با افزایش سرعت مقدار من کاهش می

 

 )افت ناپایداری( ستنفرونش 2-1-2-9

کناای . بخاااطر یااک چشاا  انااداز باارای تکاماال بیشااتر ناپایااداری بونمااان را معرفاای ماایبخااش در ایاان 

𝑘𝑇𝑒 شااود یعناایماای داریاا  کااه در پلاسااما، الکتاارون و یااون هاار دو ساارد فاارض = 𝑘𝑇𝑖 = . از ((0

ی الکتروساتاتیک کوچاک در پلاساما  اادر خواهاد باود مسایر حرکات اینرو، حتای هار طغیاان باالقوه

ذرات الکترونی را تحریا  کناد )خا  کناد(. و بناابراین ایان طغیاان جریاان الکتریکای را، کاه محارک 

انار ی شاار الکتارون بصاورت زیار  دهاد. در چاارچوب ماوجمناع ناپایاداری بونماان اسات، تغییار مای

 است:

 (2-16                                   )𝑊𝑒 =
𝑚𝑒

2
(𝜈0 −

 𝜔𝑏𝑢𝑛

 𝑘𝑏𝑢𝑛
)
2

 

 مید:بنابراین شرایط برای مسیر خمیدگی)انحراف( الکترون به صورت زیر در می

 (2-17                             )𝑊𝜔(𝑡) > 𝑛𝑊𝑒 =
1

2
𝑛𝑚𝑒𝜈0

2 
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تاوان ساریع تار از ماوج باه حسااب مورد. حااا، از منجاییکاه ناپایاداری بونماان را مای حرکت الکتارون

ی ماوج باه سارعت باه مقادار بسایار بزرگای یک ناپایاداری ساریع پایش روناده اسات. بناابراین دامناه

-خواهد رسید بطوریکاه مقادار من بارای باه دام اناداختن الکتارون هاا کاافی باوده و منهاا را کناد مای

ی سارعت منهاا باه مقادار سارعت فااز ماوج کاه در پاایین مساتانه نهفتاه اسات، ه انادازهکند، تاا اینکا

کناد)جریان الکترونای ناگهاان برسند. با این حساب جریاان مختال شاده و ناپایاداری ناگهاان افات مای

زماانی کاه طاوا تاوانی  مایرساند(. باا توجاه باه مطالاب باالا کند چون الکترونها باه  لاه مایافت می

ی اماواج از ساط  حرارتای رشاد کنای  دامناهبازنی ، فارض مایتخماین  افت اتفاق بیفتد راکشد تا می

-ی دباای( بصاورت زیار بدسات مای)انار ی یاک الکتارون در یاک کاره 21یابد، انر ی نوسانات حرارتی

 مید:

 (2-18                                           )𝑊𝑡𝑓 ≈ 𝑘𝐵𝑇𝑒 𝜆𝐷
3⁄  

 ه است:که به شکل زیر داده شد

 (2-13                               )𝑊𝐸(𝑡) ≈ 𝑊𝑡𝑓exp (2𝛾𝑏𝑢𝑛𝑡) 

 

 کنی :الکتریک بونمان پیدا میچگالی انر ی را از تابع پاسم دی

 (2-61                                       )𝑊𝜔(𝑡) ≈ (
16𝑚𝑖

𝑚𝑒
)2 3⁄ 𝑊𝐸(𝑡) 

                                                           
25 - Thermal fluctuation 
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تقریااا باا ساط  حرارتای اماواج لانگمیار کاه  االا توانی  فارض کنای  کاه ساط  حرارتای مااکور می

( جایگااااری کاارده و 16-2ی )نشااان داده شااد، متناااظر اساات. تمااام ایاان معااادلات را در معادلااه

 موری :، بدست می𝑡𝑐𝑑جوابی برای زمان اختلاا فعلی 

 (2-65                   )𝜔𝑝𝑒𝑡𝑐𝑑 ≈ (
2𝑚𝑖

3𝑚𝑒
)1 3⁄ ln [(

16𝑚𝑖

𝑚𝑒
)2 3⁄ 𝜈0

2

𝜈𝑡ℎ𝑒
2 𝑛𝜆𝐷

3 ] 

این بیان بطور بسایار کمای باه سارعت جریاان الکتارون باالاتر از مساتانه بساتگی دارد. عادد دامناه در 

𝑁𝐷باشاد. چارچوب لگاریتمی عادد دباای مای = 𝑛𝜆𝐷
-. کاه یاک عااارت لگااریتمی معماولی از مرتااه3

( 65-2ی )باشاااد. از اینااارو، در عااااارت فرکاااان  پلاسااامای الکترونااای معادلاااهمااای 91الااای51ی 

دوره 211یااون حاادود -خااوداختلالی جریااان، بعلاات ناپایااداری بونمااان در یااک پلاساامای الکتاارون

بارد. بناابراین، ناپایاداری بونماان در پیاک نوساان بونماان زماان مای 51پلاسمای الکترونای یاا حادود 

  منفاای نوسااان هااای جریااان و در انتشااار انفجاااری امااواج الکتروسااتاتیک پااایین و بااالای فرکااان

ωبونمان مشکار خواهد شد < 𝜔𝑏𝑢𝑛 ≈ 0.03𝜔𝑝𝑒 [3]. 

Ω𝑝، و فرکااان  طایعاای نوسااانات ساایاا یااونی 𝜔𝑝فرکااان  طایعاای نوسااانات ساایاا الکتاارون براباار =

(
𝑚

𝑀
)
1
2⁄ 𝜔𝑝 .اگاارتعایاار فیزیکاای ناپایااداری بونمااان اینساات کااه، ، اساات 𝑘𝑣0  مقاادار مشخصاای داشااته

در ساایاا الکتروناای متحاارک، ایاان دو فرکااان  در  𝜔𝑝باشااد، بااه علاات جابجااائی دوپلااری نوسااانات 

شاوند. در ایان صاورت افات وخیاز چگاالی الکترونای و چارچوب مرجع مزمایشگاهی باره  منطااق مای

تاوان نشاان داد کاه نوساانات الکترونای ی پواساون تاعیات کناد. همنناین مایتواند از معادلهیونی می

اناار ی جناشاای کاال الکترونهااا در حضااور نوسااان، دارای اناار ی منفاای هسااتند. بااه ایاان معناای کااه، 

ی غیار مختال، انار ی در هار متار باشاد. در باریکاهکمتر از انر ی جناشای کال در غیااب نوساان مای

1مکعب برابر

2
𝑛0𝑚𝑒𝜈0

 است. و در حضور نوسانات انر ی جناشی به صورت 2
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 1

2
(𝑛0 + 𝑛1)𝑚𝑒(𝑣0 + 𝑣1)

ناار ی گرفتااه شااود، بااا باشااد. هنگااامی کااه میااانگین فضااائی ایاان اماای 2

ی پیوسااتگی بر اارار اساات، مقاادار  از کااه بااه ا تضااای معادلااه 𝑣1و  𝑛1ی فاااز بااین توجااه بااه رابطااه

1

2
𝑚𝑒𝑛0𝜈0

گااردد، در نتیجااه نوسااانات الکتروناای دارای اناار ی منفاای و نوسااانات یااونی کمتاار ماای 2

 ی کال دساتگاه، باا ها  توانناد باا ثابات نگاه داشاتن اناردارای انر ی مثات هستند. هار دو ماوج مای

 .[1]رشد کنند

 ناپایداری های  ماکروسکوپیک 2-1

توانناد در پلاساما توساعه مایهاا بخاطر وجود گروهای از مناابع انار ی مزاد، شامار زیاادی از ناپایاداری

یابند که بعضی او ات تقسی  منهاا باه دو گاروه بازرگ برطااق مقیااس هاای فضاایی کاه در ناپایاداری 

هاای عظیماای از اسات. اگاار انادازه ایاان مقیااس ماکروساکوپیک باشااد باا مقیاااس نقاش دارناد، راحاات

شاود. از ساویی هاا، ناپایاداری ماکروساکوپیک نامیاده مایپلاسما  ابال  مقایساه اسات، ایان ناپایاداری

ی لختاای دوراناای ذره ی ناپایااداری میکروسااکوپیک باشااد مقیاااس، اناادازهدیگاار، اگاار مشخصااه اناادازه

 شود.اپایداری میکروسکوپیک نامیده میاست و ناپایداری، ن

هااای هااای میکروسااکوپیک مهاا  تاار از ناپایااداریطایعاای اساات کااه اثاارات جناشاای در ناپایااداری

انااد در حالیکااه هااا معمااولا ناپایااداری جناشاایباشااند. بنااابراین میکاارو ناپایااداریماکروسااکوپیک ماای

د اینگونااه رفتااار کننااد. در برخاای تواننااماکروناپایااداری هااا در چااارچوب تئااوری ساایالی پلاسااما ماای

هااا مفیااد اساات، بخااش حاااار مهمتاارین مااوارد در نظاار گاارفتن اثاارات جناشاای در ماااکرو ناپایااداری

 .[1]دهدشوند را توای  میهایی که در پلاسما ظاهر میماکرو ناپایداری
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 ناپایداری ریلی تیلور 2-1-5

کاارد و گرادیااان پلاسااما موجااب هااای پلاسااما چشاا  پوشاای تااوان از ناااهمگنیدر مقیاااس کلاای نماای

هاایی، ناپایاداری ریلای تیلاور  شاود. سااده تارین ماورد از چناین ناپایاداریچندین ماکرو ناپایداری می

یاا ناپایااداری ماادلااه ای اساات، کااه در من ماارز پلاسااما تحات تاااثیر میاادان گرانشاای اساات بااه همااین 

باه عااارت دیگار اماواج گرانشای در یاک پلاسامای لایاه  یناد.گودلیل منرا ناپایداری گرانشای نیاز مای

ناپایدارنااد، اگاار گرادیااان چگااالی در جهاات مخااال  گاارانش باشااد، ایاان ناپایااداری، ناپایااداری ریلاای  ای

 شود.تیلور نامیده می

از منجا کاه نیاروی گریاز از مرکاز روی ذره در حااا حرکات در طاوا منحنای خطاوا میادان در یاک 

تواناد منجار باه اثارات مشاابه شاود. ایان کناد و ماییک نیروی گرانشی عمال مای رو  مشابه بعنوان

 .[1]شودنیز نامیده می 26ناپایداری، ناپایداری فلوتی

 :)طرز کار(مزمکانی 2-1-2

ی یاک میادان مغناطیسای نگاه داشاته یک پلاسامای سانگین کاه در مقابال نیاروی گرانشای بوسایله

,𝑥)کنای . مارز باین پلاساما و میادان مغناطیسای در صافحه افقای بررسی مای شده است، را 𝑦)  اسات

𝐵0 هسااتند بنااابراین  𝑥 و نقاااا میاادان مغناطیساای در جهاات = 𝐵0𝑒̂𝑥 شااتاب گرانشاای روبااه پااایین

𝑔کندعمل می = 𝑔𝑒̂𝑧  در حالیکه گرادیان چگالی پلاسما رو به بالاست∇𝑛0 =
𝜕𝑛0

𝜕𝑧
𝑒̂𝑧 و 

           (2-62                                             )𝛻𝑛0. 𝑔 < 0 

                                                           
26 -Flute Instability 
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، و تای مارز پلاساما اگر اثرات گرماایی را نادیاده بگیاری  و فارض کنای  پلاساما غیار برخاوردی باشاد

,𝑥)توسط یک اخاتلاا الکتروساتاتیکی خاالص کاوچکی در صافحه  𝑦) .باه عااارت بهتار  مشافته شاود(

,𝑥)ی توساط اخاتلاا الکتروساتاتیکی خاالص در مارز پلاساما در صافحهو تی یاک اعوجااج  𝑦)  ایجااد

دهااد کااه چگااالی توانااد توسااعه یابااد. بررساای اعوجاااج ماارزی نتیجااه ماای(، یااک ناپایااداری ماایشااود

کناد. میادان گرانشای موجاب ایجااد یاک ساوق ایجااد مای 𝑧پلاسما یک انحاراف سینوسای در جهات 

 شود.می (𝑦−) یونی و جریان در جهت

کننااد. از ایان رو، در مناااطقی کااه هااا بخااطر جاارم ناااچیز شاان در ایاان حرکاات شارکت نماایالکتارون

باشاد. حرکات یاون منجار اختلاا چگالی ناشی از افزایش چگالی در زیار مارز باین پلاساما و خالا مای

موجاب ، را 𝛿𝐸𝑦شاود در نتیجاه جادایی باار میادان الکتریکای به جادایی باار و تجماع باار مثاات مای

اسات کاه موجاب ساوق رو باه باالای  𝑦  ،+δ𝐸𝑦+شاود. میادان الکتریکای مختال افقای در جهات می

δ𝑣𝐸𝑧 .شااودمیاادان الکتریکاای ماای = +δ𝐸𝑦 𝐵0⁄  در−δ𝐸𝑦 ی میاادان مغناطیساای کااه در ناحیااه

δ𝑣𝐸𝑧، خارجی   ارار دارد. ساوق، رو باه پاایین اسات. = −δ𝐸𝑦 𝐵0⁄ باا توجاه باه شاکل، ایان حرکات  

خلاف جهات، هار دو اعوجااج اولیاه از پیکار بنادی متعاادا چگاالی در مارز پلاساما و میادان  های در

 کند.مغناطیسی )خلاء( را تقویت می
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 در پلاسما ریلی تیلوری پیکربندی ناپایدار .7-2شکل

از این رو ر یق شادگی پلاساما موجاب شاده، ناحیاه باا چگاالی کا  درون پلاساما شاروع باه افازایش 

کند)باه ایان معنای کاه یاباد و باه پاایین ساقوا مایحالیکه، چگالی اولیه زیر مرز افزایش مایکند. در 

کناد و پلاساما باه درون نقااا میادان مغناطیسای(. ایان میدان مغناطیسی به درون پلاساما نفاوذ مای

شود کاه ر یاق شادگی حاااب هاای کوچاک درون پلاسامای چگااا افازایش یاباد و مکانیزم، باعث می

ی میادان مغناطیسای ساقوا شاود کاه پلاساما باه منطقاهگرانش، که گارانش موجاب مایتحت تاثیر 

( 7-2شاود ایان موااوع در شاکل )کند. بناابر ایان موجاب خاورده شادگی مارز و اتالاف پلاساما مای

دهناد. هاا خودشاان را در مرزهاای پلاساما بطاور شایب دار، توساعه ماینشان داده شده اسات. حاااب

شاود. وایان امار در طای ناپایاداری بیشاتر و افات وخیاز تیلاور، ناپایادارمی مرز، شایه ناپایاداری ریلای

ی نهاایی غیار خطای، ناپایاداری مرزهاا یاباد. در مرحلاههاای کاوچکتر اداماه مایها، درون حاابحااب

ای از شاود، شاامل دساتهمنتشر خواهند شد و طی  طوا ماوج حالات ریلای تیلاور، پهناای بانادی مای

 رسند.طوا موج بلند اولیه به کوچکترین مقیاس ممکن میها که از یک طوا موج
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 روابط پاشندگی 2-1-9

ی حرکاات یااون ساارد کااه شااامل نیااروی گرانشاای جداسااازی بااه منظااور ساانجش بحااث، معادلااه

 کنی .باشد، را خطی میمتغیرهای موج تخت برای سرعت یون و میدان الکتریکی می

𝑣𝑖 = δ𝑣𝑖(𝜔, 𝑘)exp [i(𝑘. 𝑥 − 𝜔𝑡)] 

(2-69                                          )= −𝑖𝑘𝛿𝜑(𝜔, 𝑘)exp [i(𝑘. 𝑥 − 𝜔𝑡)] 𝛿𝐸 

 موری :ی حرکت را بدست میمعادله

 (2-64)                   (𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
) 𝛿𝑣𝑖⊥ =

𝑒

𝑚𝑖
(𝑘⊥𝛿𝜑 − 𝑖𝐵0𝑒̂𝑥 × 𝛿𝑣𝑖⊥) 

τتازمانیکااه فرکااان  اخااتلاا کااوچکتر از فرکااان  چاارخش یااون باشااد ) ≪ 𝜔𝑔𝑖 جااواب اخااتلاا ،)

 مید:سرعت به صورت زیر بدست می

(2-61  )                   𝛿𝑣𝑖⊥ = 𝛿𝜑 [
𝑖

𝐵0
𝑒̂𝑥 × 𝑘⊥ +

𝑘⊥

𝐵0𝜔𝑔𝑖
(𝜔 +

𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)]  

 کنی ، داری :اختلالی از معادله پیوستگی یون استفاده میسرعت برای حاف این معادله از 

             (2-66                                       )𝜔𝛿𝑛𝑖 = 𝑛0kδ𝑢𝑖 − 𝑖δ𝑢𝑖∇𝑛0 

 شود:یکی از جوابهایی که برای چگالی اختلالی یافته می

             (2-67               )δ𝑛𝑖 = 𝑛0𝛿𝜑 [
𝑒

𝑚𝑖
(
𝑘∥
2

𝜔2
−

𝑘⊥
2

𝜔𝑔𝑖
2) +

𝑘⊥

𝐵0𝐿𝑛
(𝜔 +

𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)
−1

]     

 کنی :مقیاس گرادیان چگالی غیر اختلالی معکوس را معرفی می ما در اینجا
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             (2-68                                             )𝐿𝑛
−1 =

𝑑 𝑙𝑛 𝑛0(𝑧)

𝑑𝑧
> 0 

𝑘𝑇𝑒 لی کااه در نظاار گاارفتی  سااردند در مااد بخاااطر اینکااه الکترونهااا = ندارنااد، معااادلات  و سااوق0

 :27میدصورت زیر بدست می حرکت و پیوستگی منها به

             (2-63                                         )δ𝑛𝑒 = −𝛿𝜑
𝑛0

𝐵0
(
𝜔𝑔𝑒

𝜔

𝑘∥
2

𝜔
−

𝑘⊥

𝜔𝐿𝑛
) 

δ𝑛𝑖تااوان فاارض کاارد کااه شاارا شاااه خنثائیاات پااایین ماایباارای ایاان فرکااان  هااای  = 𝛿𝑛𝑒  بر اارار

 شود:ی پاشندگی میاست. مساوی  رار دادن این دو چگالی نوسان کننده منجر به رابطه

 (2-71                 )
𝜔𝑔𝑖

𝜔

1

𝐿𝑛𝑘⊥
(1 −

𝜔

(𝜔+
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)

) −
𝜔𝑔𝑖

2

𝜔2

𝑘∥
2

𝑘⊥
2 (1 +

𝑚𝑖

𝑚𝑒
) + 1 = 0 

 .[3]باشدی عمومی پاشندگی برای ناپایداری ریلی تیلور میرابطهکه این معادله، 

 نرخ رشد و فرکان : 2-1-4

 ،تریکیالک ی میدانبیشترین نرخ رشد این ناپایداری صرفا برای انتشار عمود بر اختلاا، در این مورد دامنه

∥𝑘 مد طولی منجر خواهد شد. بنابراینسما برای لاکه به بزرگترین سوق عمودی پ .شودیافت می =  رار  0

𝜔کنی  یک اثر اعی  گرانشی وجود دارد به طوریکه دهی  و فرض میمی ≫
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
توان عاارت داخل ، می

 : موری ی اوا این پارامتر کوچک بسط داده و بدست می( را برای مرتاه71-2ی )پرانتز در معادله

            (2-75                                                              )𝜔2 = −
𝑔

𝐿𝑛
 

                                                           
 محاساات در پیوست ال  ممده است -27 
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 موری : که صرفا دارای جواب موهومی است بنابراین با راه حل زیر، مقدار نرخ رشد را بدست می

𝜔 = 𝜔𝑟 + 𝑖𝛾    ⟹    (𝑖𝛾)2 = −
𝑔

𝐿𝑛
   ⟹ −𝛾2 = − 

𝑔

𝐿𝑛
       ⟹ 

             (2-72                                    )𝛾 = (
𝑔

𝐿𝑛
)1 2⁄     

موهومی باشد.  𝜔منفی برابر شده است این در صورتی ممکن است که توان دوم یک عاارت با یک عاارت 

شود. مشخصه غیر نوسانی این این مورد شایه حالتی است که برای سیالات تحت عمل گرانش پیدا می

𝑘⊥𝑔ناپایداری ازخیلی کوچک  فرض کردن 

𝜔𝜔𝑔𝑖
 شود.ناشی می 

 دهی :ی دوم بسط میمرتاهتا (را 71-2ی )در اینجا معادله

            (2-79                                                    )𝜔3 +𝜔
𝑔

𝐿𝑛
−

𝑔2𝑘⊥

𝐿𝑛𝜔𝑔𝑖
= 0     

 :[3]این معادله یک جواب حقیقی و دو جواب مزدوج مختلط دارد. جواب ناپایدار فرکان  زیر را دارد

            (2-74                              )𝜔𝑟𝑡 = 𝛾0𝑟𝑡 cosh [
1

3
𝑐𝑜𝑠ℎ−1 (

𝑘⊥𝐿𝑛𝛾0𝑟𝑡

2𝜔𝑔𝑖
)] 

ی ایاان حالاات نوسااانی ریلاای ناارخ رشااد تصااحی  شااده .𝛾0𝑟𝑡ی صاافر،  بااا ناارخ رشااد مرتاااه متناسااب

 :[3]بصورت زیر است تیلور

             (2-71)                    𝛾𝑟𝑡 = √3𝛾0𝑟𝑡 sinh [
1

3
𝑠𝑖𝑛ℎ−1 (

𝑘⊥𝐿𝑛𝛾0𝑟𝑡

2𝜔𝑔𝑖
)] 

τتواناد باا سااختار مخاتلط فرکاان  ( مای79-2)یاز معادلاهیک تقریاب د یاق  → 𝜔𝑟𝑡 + 𝑖𝛾  .باشاد

 مید:( به صورت زیر بدست می79-2ی  )های حقیقی  و موهومی معادلهجداسازی بخش
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                               𝛾2 − 3𝜔2 =
𝑔

𝑙𝑛
                                

          τ (𝜔2 − 3𝛾2 +
𝑔

𝑙𝑛
) =

𝑔2𝑘⊥

𝑙𝑛𝜔𝑔𝑖
(2-76                                                  )  

𝛾𝑟𝑡ی اوا از ایاان دو معادلااه لازم اساات کااه ( و معادلااه72-2ی )از معادلااه ≫ √3𝜔  باشااد و دومااین

 معادله برای فرکان  نتیجه زیر را در بر دارد:

             (2-77                                                             )τ
𝑟𝑡
= −

𝑔𝑘⊥

4𝜔𝑔𝑖
 

𝑘⊥𝑙𝑛سااازگاری بااا شاارایط بااالا نیازمنااد بر ااراری شاارا  ≪ 4𝜔𝑔𝑖(
𝑙𝑛
𝑔⁄ )1 ، یااا در عاااارت طااوا ⁄2

 باشد:موج ریلی تیلور که به صورت زیر می

              (2-78                                                            )
𝜆𝑟𝑡

𝑙𝑛
≫

𝜋

2

𝛾0𝑟𝑡

𝜔𝑔𝑖
     

هاای بلناد را در تماام ماوارد سمت راست ایان نامسااوی کوچاک اسات بناابر ایان شارایط طاوا ماوج

 کند.)مورد بررسی( به مسانی برمورده می

∥𝑘برای انتشار ماورب اخاتلاا،  ≠ ، بخشای از میادان الکتریکای عماود بار میادان مغناطیسای اسات  0

توانااد توسااط حرکاات سااریع الکتاارون در طااوا میاادان مغناطیساای اتصاااا کوتاااه، داشااته باشااد، و ماای

شاود، الاتاه در زماان مشاابه بدین ترتیب باعث ایجااد یاک میادان ها  راساتا باا جریاان الکتارون مای

ی پاشاندگی را بارای ایان ماورد کاه شایند. اجاازه دهیاد رابطاهن)همزمان( ناپایداری تاحادی فارو مای

 شود را بنویسی :( می71-2ی )شامل عاارت دوم معادله

             (2-73                                                   )𝜔2 = −
𝑔

𝑙𝑛
+𝜔𝑔𝑖

2 𝑘∥
2

𝑘⊥
2

𝑚𝑖

𝑚𝑒
 

 و تی شرایط 
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              (2-81          )
𝑘∥

𝑘⊥
> (

𝑚𝑖

𝑚𝑒

𝑔

𝜔𝑔𝑖
2𝑙𝑛
)1 2⁄ = (

𝑚𝑖

𝑚𝑒
)1 2⁄ 1

𝜔𝑔𝑖
(
𝑔

𝑙𝑛
)1 2⁄ = (

𝑚𝑖

𝑚𝑒
)1 2⁄ 𝛾0𝑟𝑡

𝜔𝑔𝑖
           

شاود. بناابراین شاود و ناپایاداری متو ا  مای( مثاات مای81-2ی )برمورده شود، طارف راسات معادلاه

بار جهات  ای پیراماون عماودی حاشایه، شارایط  الای یاک زاویاه𝑙𝑛برای یک مقیاس گرادیان چگاالی 

ای، یابااد ایاان محاادوده زاویااهکنااد، اطااراف ایاان زاویااه ناپایااداری ریلاای تیلااور تکاماال ماایتعریاا  ماای

بار ایان  عماودباریک است، در یونیسفر معماولاکمتر از یاک درجاه اسات و حالات ریلای تیلاور تقریااا 

 .[3]زاویه است
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 فصل سوم:
 معرفی مدل سدایی پلاسما

 کو معادلا  مگنتو هددرودندامد                                   
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 : معرفی مدا سیالی پلاسما  و معادلات مگنتو هیدرودینامیک9فصل
 مقدمه  9-5

انجاام روی معاادلات مگنتوهیادرودینامیک در ایان پایاان ناماه بخااطر اینکاه بررسای ماا در این فصل، 

ابتادا باه تعریا  مختصاری از مادا هاای د، نشاووایان معاادلات در مادا سایالی ظااهر مای شاودمی

داده و اشاااره ای گااارا بااه من ماادا ساایالی را مااد نظاار  اارار توصاای  پلاسااما پرداختااه و در ادامااه، 

 پردازی .سس  به تعری  معادلات مگنتو هیدرودینامیک می .داری 

 مدلهای توصی  پلاسما 9-2

شااود کااه معروفتاارین منهااا بااه سااه دسااته پلاسااما از ماادلهای مختلفاای اسااتفاده ماایباارای توصاای  

 توان چنین نام برد:شوند که میتقسی  می

: مطالعااه رفتااار تااک تااک ذرات و دنااااا کااردن مساایر من هااا بااه صااورت انفاارادی. ایاان  ماادا ذره ای

برخاای مااوارد رو  بااا توجااه بااه تااراک  ذرات در داخاال پلاسااما بساایار مشااکل ودر عااین حاااا در 

ی دانای  کاه تااکنون کاامسیوتر هاایی طراحای شاده اناد کاه حافظاهکاربردی است. پیرو این مطلب می

ذره کااافی اساات و غیاار از  104منهااا باارای ذخیااره کااردن مکااان و مولفااه هااای ساارعت تنهااا حاادود 

  توانند مساله را در یک یا دوبعد حل کنند.چند مورد استثنائی، فقط می

ه ترین شاکل توصای  پلاساما اسات الاتاه ایان تقریاب بارای توصای   سامت اعظا  : سادمدا سیالی

ناوع توزیاع  پدیده های مشااهده شاده از د ات کاافی برخاوردار اسات. توزیاع سارعت در ایان مادا از

,xماکسااولی اساات همننااین متغیرهااای وابسااته در ایاان ماادا توصاایفی فقااط چهااار متغیاار  y, zوt 

 .[1]شودمشخص می Tباشند، این توزیع منحصراً توسط یک عدد یعنی می
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کنناد : در پلاسما های باا دماای کا  وچگاالی باالا برخوردهاا اهمیات بیشاتری پیادا مایمدا جناشی

میاد درنتیجاه توزیاع را باا ابعااد بیشاتر و ی تشاری  مساائل بار نمایو توزیع سرعت ماکسولی از عهاده

، معاادلات حرکات در ایان 23و فاوکر پلاناک 28نناد معاادلات ولاساوفدر انواع دیگاری توصای  مای ک

گیرناد. ذرات تشادیدی)ذراتی کاه سارعت منهاا باا سارعت فااز برابار اسات( و میرائای مدا را در برمای

شااود متغیاار هااای وابسااته در ایاان ماادا بیشااتر از ماادا در ایاان ماادا توصاایفی بررساای ماای 91لاناادائو

 باشند.سیالی می

 سیالی در پلاسمابررسی مدا 9-2-5

باشااد کااه در من نیروهاای مختلاا ، میاادانهای داناای  کاه پلاسااما یااک محایط بساایار پینیااده مایمای

,𝐵متفاااوت، امااواج و... وجااود دارنااد. میاادان هااای  𝐸 ی مو عیاات هااا و معااین نیسااتند وبااه وساایله

یا  کاه بایاد شاوند. در وا اع در اینجاا باا یاک مسااله خودساازگار سارو کاار دارحرکت بارها تعیین می

من را حل کنی ، یعنای بایاد چناان مجموعاه ای از مسایرهای ذرات و طارح هاای میادان را پیادا کارد 

کااه ذرات بااه هنگااام حرکاات باار روی مداراتشااان، من میاادانها را بااه وجااود مورناادو میاادانها نیااز ساااب 

هاا   حرکاات ذرات باار روی من ماادارات د یااق گردنااد. همننااین ایاان اماار بایااد در شاارایطی کااه زمااان

 کند صورت گیرد.تغییر می

باشد. اگر هرکدام از  𝑐𝑚3جفت یون الکترون بر  1012چگالی یک پلاسمای نوعی ممکن است در حدود 

این ذرات مسایر پینیده ای را طی کند و پیگیری هرکدام از این ذرات اروری باشد، امیدی بر پیشگوئی 

ی توان گفت اکثریت وحتمیشه لازم نیست، زیرا میرفتار پلاساما وجود ندارد. خوشاختانه، این پیگیری ه

توان توسط یک شوند را میدرصاد پدیده های پلاسما هایی که در مزمایشهای وا عی مشاهده می81حدود

                                                           
28 -Velasov 
29 -Fokker-Planck 

  30- یکی از مشخصات پلاسماهای بی برخورد است. توای  بیشتر من در کتاب  مقدمه ای بر فیزیک پلاسما ،اف. چن ممده است
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مدا نساااتا خام تشااری  کرد. این مدا در مکانیک ساایالات کاربرد دارد. که در من از هویت و رفتار یک 

شااود. الاته درحاالت پلاسما، سیاا  حرکت عناصار سایاا بررسای میی تنها صارف نظر شاده و فقط ذره

باشاد. در یک سیاا معمولی، ذرات در اثر برخوردهای متعدد بین خودشان، مشاتمل بر الکترون و یون می

کنند. با کماا تعجب، یک چنین مدلی در پلاسما در یک عنصار سیاا نگه داشته شده و با ه  حرکت می

افتد نیز کاربرد دارد. الاته دلایلی نیز برای این اتفاق وجود تری در من ها اتفاق میهاا کاه برخوردهای کم

 دارد که بعدا به من اشاره خواهی  کرد.

 ی حرکت سیاامعادله 9-2-5-5

دهنااد. باارای حاال مربااوا بااه یااک حالاات معااین از پلاسااما را بااه مااا ماای 𝐸 و 𝐵معااادلات ماکسااوا، 

  𝐸 و𝐵ای هاا  داشااته باشاای  کااه پاساام پلاسااما را بااه کااه معادلااهی خااود سااازگار، لازم اساات مساااله

، کااه 95معااین بدهااد. در تقریااب ساایالی پلاسااما را متشااکل از دو یااا چنااد ساایاا بااه هاا  نفااوذ کننااده

گیرناد. در سااده تارین حالات کاه فقاط یاک ناوع یاون هرکدام مربوا به یاک ذره اسات، در نظار مای

اریاا ، یکاای باارای ساایاا یونهااای باااردار مثااات، و دیگااری ی حرکاات نیاااز دوجااود دارد بااه دو معادلااه

مربوا به سیاا مربوا به الکترونهای بااردار منفای. در یاک گاازی کاه باه صاورت جزئای یاونیزه اسات 

ی دیگر برای سیاا مربوا باه اتا  هاای خنثای نیاز نیازمناد خاواهی  باود. سایاا خنثای به یک معادله

شاود. درحالیکاه، سایالات مرباوا ونهاا وارد باره  کانش مایفقط از طریق برخوردهاا باا یونهاا و الکتر

کاه خاود باه وجاود  𝐸 و𝐵به یونها و الکترونهاا حتای در غیااب هار ناوع برخاورد، باه علات میادانهای 

 شوند.مورند، با ه  وارد بره  کنش میمی

 نویسی :ی تنها رامیی حرکت یک ذرهی حرکت سیاا ابتدا معادلهبرای بدست موردن معادله

                                                           
31 -Interpenetrating Fluids 
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             (9-5                                        )𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑞(𝐸 + 𝑣 × 𝐵)  

موریا . الاتاه ی سایاا را بدسات مایاارب کارده ومعادلاه nس  دوطرف ایان معادلاه را در چگاالی س

این معادله شاکل مناساای بارای بکاارگیری نیسات . پا  در ایان معادلاه مشاتق زماانی در چاارچوبی 

شااود کااه بااا ذره در حرکاات اساات. همننااین باارای  اباال  اااوا شاادن ایاان معادلااه باارای ماایگرفتااه 

کنای  عنصاری از گیاری . بادین صاورت کاه فارض مایعناصر سیاا، من را درفضای ثابات در نظار مای

ساایاا در محاال ثااابتی از کاال فضااا  اارار دارد و علاای رغاا  اینکااه ذراتاای مرتااااً بااه من وارد یااا از من 

کناد. ایان تغییرخاصایت، بازماان درچاارچوب متحارک باا یات خاود را حفای مایشاوند، هوخارج مای

 شود:ظاهر میی حرکت نامند وبه صورت زیر درمعادلهمی 92سیاا، را مشتق همرفتی

             (9-2    )                        𝑚𝑛 [
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ (𝑢. ∇)𝑢] = 𝑞𝑛. (𝐸 + 𝑣 × 𝐵) 

.𝑢)کااه در من  ∇)𝑢 ی ثاباات در فضااای سااه بعاادی اساات و نمایااانگر تغییااری در یااک نقطااه
𝜕𝑢

𝜕𝑡
 

باشاد )الاتاه ایان عااارت مشاتق زماانی نساات باه نشانگر تغییار خاصایت عنصار از دیادگاه نااظر مای

 یک چارچوب ثابت است(.

ار در ادامه و تای حرکاات حرارتای و برخوردهاا و... را نیاز در نظار بگیاری  عاااراتی مثال گرادیاان فشا

−∇𝑝  باارای ساایاا هااای همسااانگرد و تانسااور تاانش باارای ساایالات ناهمسااانگرد وهمننااین عاااارت

𝑚𝑛
(𝑢−𝑢0)

𝜏
برای زمانی کاه گااز خنثاائی وجاود داشاته باشاد کاه سایاا بااردار از طریاق برخوردهاا  

 شوند.ی حرکت سیاا افزوده میکند، به طرف دوم معادلهی اندازه حرکت میبا من ماادله

 

                                                           
32 -Convective Derivative 
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 ی پیوستگیمعادله 9-2-5-2

فقاط و تای  ابال تغییار اسات 𝑉 دریاک حجا   𝑁کند کاه تعاداد کال ذرات انون بقای ماده ایجاب می

وجاود داشاته باشاد. باا توجاه باه اینکاه چگاالی  𝑆یکه شار خالصای از ذرات از ساط  محصاور کنناده

 داری : 𝑉ی استوک  برای هر حج است و بنابر  ضیه 𝑛𝑢 شار ذرات

             (9-9              )
𝜕𝑁

𝜕𝑡
= ∫

𝜕𝑛

𝜕𝑡𝑣
𝑑𝑉 = −∮𝑢 . 𝑑𝑆 = ∫ ∇. (𝑛𝑢)

𝑣
𝑑𝑣 

             (9-4                                                             )
𝜕𝑛

𝜕𝑡
+ ∇. (𝑛𝑢) = 0 

راساات من ااافه  این معادله مربوا به یکی از انواع ذره اسات و هرنوع نشات)اتلاف( یا مناع باید به طرف

 شود.

ی حالاات اساات کااه باارای تکمیاال مجموعااه معااادلات لازم اساات. باارای ایاان ی بعاادی معادلااهمعادلااه

پا  ساازد اساتفاده کارد مرباوا مای 𝑛را باه  𝑝ی حالات ترمودیناامیکی کاه توان از معادلاهمنظور می

 ی حالت را به صوررت زیر داری :معادله

              (9-1            )                                                     𝑃 = 𝐶𝜌𝛾 

𝐶𝑝نسات گرماهای ویژه 𝛾یک ثابت و 𝐶 که در من  𝐶𝑣⁄ است. 

 فیزیک پلاسما و الکترو مغناطی رابطه  9-9

 معادلات ماکسوا 9-9-5

 (9-6)                                                           𝜀0∇. 𝐸 = 𝜎 

              (9-7                        )                                ∇ × 𝐸 = −𝐵̇       
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 (9-8                                                              )∇. 𝐵 = 0 

              (9-3 )                                         ∇ × 𝐵 = 𝜇0(𝑗 + 𝜀0𝐸̇)     

شااامل تمااام بارهااا و  σو  𝑗( معااادلات خاالاء کااه در منهااا 4-9( و )5-9در فیزیااک پلاسااما عمومااا بااا)

,𝐵. در اامن در معاادلات خالاء از [1]کننادباشاند کاار مایجریانهای داخلی و خاارجی مای 𝐸  بخااطر

𝑗 و qEوابستگی نیروهای  × 𝐸 [1]  شود تا معادا های منها یعنیاستفاده می Dو H  . 

توانی  بگوئی  که، با توجاه باه برخای رواباط کاه در اینجاا مجااا اشااره باه منهاا را ناداری . ادامه میدر 

پلاسما یک محیط مغناطیسی نیسات. در ماورد میادانهای الکتریکای کاه توساط جریاان باار باه وجاود 

خاارجی ی توانی  بگاوئی  کاه ایان میادانها اختلافاات زیاادی باا میادانهای اعمااا شادهمیند نیز میمی

باازرگ در مقاباال  𝜀تااوان اینننااین تشااری  کاارد کااه یااک پلاسااما بااا ثاباات دی الکتریااک دارنااد. ماای

کوچااک کااه 𝜆𝐷دهااد. درساات نظیاار پلاسااما هااایی بااا میاادانهای متناااوب یااک حفاااظ تشااکیل ماای

 کند. ایجاد می dcحفاظی در میدان

εکااه در اینجااا ثاباات دی الکتریااک = 𝜀0 +
𝜌

𝐵2
εیااا   = 𝜀0 +

𝐽𝑝

𝐸̇
در ایاان معادلااه همااان  𝐽𝑝بااوده و  

 شود.جریان  طاشی است که در صورت ناود میدان الکتریکی در پلاسما، ظاهر نمی

 مگنتو هیدرو دینامیک 9-4

، رفتااار ماکروسااکوپیک یااک ساایاا معمااولی  𝑀𝐻𝐷مگنتااو هیاادرودینامیک یااا بااه بیااان کوتاااهتر 

شاود. ماکروساکوپیک باه ایان پلاساما نامیاده مایباشاد، کاه رسانای الکتریکی یا یک گااز یونیاده مای

و  𝜆𝐷 94پلاساما اسات، مانناد طاوا دباای 99معنی کاه مقیااس فضاایی بزرگتار از مقیااس طاوا ذاتای

 .[4]ذرات باردار 𝜌𝑗 91شعاع لارمور

                                                           
33 -Intrinsic Scale Length of the Plasma 
34 -Debye length 
35 -Larmor radii 
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 معادلات مگنتو هیدرودینامیک 9-4-5

امکاان پاایر نیسات همانطور که  ال نیز اشاره شد بادلیل اینکاه دناااا کاردن مسایر تاک تاک ذرات 

شااود، معااادلات حرکاات و پیوسااتگی  همااراه بااا معااادلات ی ساایالی پلاسااما در نظاار گرفتااه ماایجناااه

دهناد. در یاک پلاسامای چناد مولفاه ای یعنای ی خودساازگار را تشاکیل مایماکسوا یاک مجموعاه

وان تااباشااد، معااادلات حرکاات را ماایماای 96پلاساامایی کااه شااامل یااون، الکتاارون، و ذرات گاارد و غاااار

بطور جداگانه برای هر کدام از مولفاه هاا نوشات. یاون، الکتارون و گردوغااار سایاا هاایی هساتند کاه 

کنناد. باره  کانش شاوند، باره  کانش مایکاه توساط خودشاان تولیاد مای E وBهاای بدلیل میدان

شااوند اوا از همااه ظهااور هااای الکترومغناطیساای کااه در یااک مقیاااس ماکروسااکوپیک بسااط داده ماای

دهنااد کااه یااک تعااداد بساایار زیااادی از ذرات بااه طااور ه ای از نوسااانات را نشااان مااییااک مجموعاا

تاوان همزمان در من شرکت دارند. برای ساادگی کاار باا ترکیاب معاادلات حرکات یاون و الکتارون مای

ی ی یاک سایاا تنهاا باا چگاالی جرمای و هادایت ویاژهای کاه نشاان دهنادهبه معاادلات سااده شاده

شااود کااه یااک مجموعااه ای گفتااه ماای 𝑀𝐻𝐷یاان معااادلات، معااادلات معااین اساات، رسااید. بااه ا

 ازمعادلات با مشتقات جزئی هستند.

ساارعت الکتاارون  𝑣𝑒ساارعت یااون و  𝑣𝑖بجااای اینکااه  𝑀𝐻𝐷باارای بدساات موردن مجموعااه معااادلات 

𝑣𝑖بطور جداگاناه مجهاوا باشاند،  − 𝑣𝑒  مجهاوا خواهاد باود. در ایان صاورت پلاساما ناه باه عناوان

شاود کاه ایان هماان چاارچوب ترکیای از دوسیاا بلکه به عنوان یاک سایاا تنهاا در نظار گرفتاه مای

تاوانی  باشد. برای یاک پلاسامای شااه خنثای باا یاون هاای تاک بااردار مایمگنتو هیدرودینامیک می

 کنی :ا مطابق زیر تعری  میر 𝑗و جریان   𝑣وسرعت جرمی  ρچگالی جرمی 

             (9-51             )                                𝜌 = 𝑛𝑖𝑀 + 𝑛𝑒𝑚 ≈ 𝑛(𝑀 +𝑚) 

                                                           
36 - dust 
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             (9-55                                      )𝑣 =
1

𝜌
(𝑛𝑖𝑀𝑣𝑖 + 𝑛𝑒𝑚𝑣𝑒) ≅

𝑀𝑣𝑖+𝑚𝑣𝑒

𝑀+𝑚
 

            (9-52                                       )𝑗 = 𝑒(𝑛𝑖𝑣𝑖 + 𝑛𝑒𝑣𝑒) ≅ 𝑛𝑒(𝑣𝑖 − 𝑣𝑒)   

تااوان از جمااع و تفریااق معااادلات پیوسااتگی یااون و را ماای σو بااار  ρمعااادلات پیوسااتگی باارای جاارم 

 مطابق زیر خواهد بود: 𝑀𝐻𝐷الکترون بدست مورد. در این صورت مجموعه معادلات 

            (9-59                 )                                ρ
∂v

∂t
= 𝑗 × 𝐵 − ∇𝑝 + 𝜌𝑔 

            (9-54                                                              )𝐸 + 𝑣 × 𝐵 = 𝜂𝑗  

            (9-51                                                      )      
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇. (𝜌𝑣) = 0 

            (9-56                                                                  )
𝜕𝜎

𝜕𝑡
+ ∇. 𝑗 = 0         

همراه با معاادلات ماکساوا اغلاب بارای توصای  حالات تعاادا پلاساما باه کاار  ،این مجموعه معادلات

د اتش بطاور  ابال ملاحظاه تاوان از من بارای اماواج پلاساما اساتفاده کارد ولای همننین می .دنرومی

ای از معااادلات دوساایالی کمتاار اساات. در مسااائلی کااه مشااتمل باار مقاوماات ویااژه اساات سااادگی 

بااه طااور گسااترده توسااط متخصصااین  𝑀𝐻𝐷چربااد. معااادلات باار معایااب من ماای 𝑀𝐻𝐷معااادلات 

و  𝑀𝐻𝐷نجاااوم در الکترودینامیاااک کیهاااانی ، متخصصاااین هیااادرودینامیک در تاااادیل انااار ی 

 .[1]شودمیمتخصصین نظریه های همجوشی در بررسی اشکاا مغناطیسی پینیده بکار برده 

 میکی ناناپایداری مگنتو هیدرودی  9-1

-یاک حالات تعاادا ترمودیناامیکی کامال محساوب مایدر بررسی امواج پلاسما حالات غیار اختلالای 

 باشاد.و چگاالی و میادان مغناطیسای یکنواخات مای شود. در این حالات ذرات توزیاع ماکساولی دارناد

منتروپااای بیشاااترین مقااادار را دارد. هینگوناااه انااار ی مزادی بااارای در چناااین حاااالتی  همنناااین،

نظار بگیاری  کاه توساط عوامال خاارجی  برانگیختن امواج وجاود نادارد و ماا مجااوری  اماواجی  را در
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گیاری  کاه در تعاادا ترمودیناامیکی کامال نیساتند شوند. اکناون حاالاتی را درنظار مایبرانگیخته می

هر چند از لحاظ وجود موازناه باین تماامی نیروهاا  و داشاتن جاواب مساتقل از زماان در حااا تعاادا 

امااواج گااردد بنااابراین تعااادا یااک توانااد ساااب خااود برانگیختگاای هسااتند. اناار ی مزاد موجااود ماای

باشاد. ناپایاداری همیشاه حرکتای اسات کاه انار ی مزاد را کااهش داده و پلاساما را تعادا ناپایدار مای

 .[3]سازدبه تعادا ترمودینامیکی وا عی نزدیکتر می

 معادلات مگنتوهیدرودینامیک کوانتومی 9-6

نناد برخوردهاا، حرکات دورانای سیسات ، تواناد باه اثراتای مادر شرایط وا عی یک سیسات  سایالی مای

ی جناشاای، پخااش گرمااایی، اناادازه و جهاات میاادان مغناطیساای، ااارایب پخااش یااا همااان ویسااکوزیه

پخش مغناطیسی و اخیارا ها  باه اثارات کوانتاومی وابساته باشاد. بناابراین بسایار شایساته اسات کاه 

 بنویسی . 𝑀𝐻𝐷مجموعه معادلات حاک  بر سیاا مغناطیده را در مدا مگنتو هیدرودینامیک 

 سیاا مگنتو هیدرو دینامیک در حضور یک میدان مغناطیسی خارجی 9-7

ی ساارعت سااه مولفااه یاار مسااتقل دینااامیکی کااه عاارتنااد ازمگنتوهیاادرودینامیک هفاات متغمعااادلات 

.∇ی میدان )باه خااطر دو مولفه 𝐵 = گیرناد. بارای یاک پلاسامای ( و چگاالی و فشاار، را در بار مای0

ی ساارعت )بااه یابااد دو مولفااههمگاان وهمسااانگرد مجمااوع معااادلات بااه چهااار معادلااه کاااهش ماای

.∇)خاااطر 𝑣 = اعماااا شااده  𝐵𝑧ی میاادان مغناطیساای. یااک میاادان مغناطیساای  ااوی و دو مولفااه (0

 .شودبه پلاسما منجر به کاهش معادلات مگنتو هیدرودینامیک می
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 فصل چهارم:
 بررسی ناپایداری ری ی تدلور

 در حضور و یا عدم حضور مددان
 مغداطیسی خارجی 
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 مغناطیسی خارجی : بررسی ناپایداری ریلی تیلور در حضور میدان4فصل

 مقدمه 4-5

به بررسای معاادلات حااک  بار پلاسامای مغناطیاده کوانتاومی در محایط متخلخال، ابتادا در این فصل 

در غیاااب و سااس  در حضااور میاادان مغناطیساای خااارجی پرداختااه ایاا  و سااس  تاااثیر هاار کاادام از 

نارخ رشاد ناپایاداری پارامتر هاای میادان مغناطیسای، اثارات کوانتاومی، تخلخال و نفاوذ پاایری روی 

 کنی .ریلی تیلور پلاسمای لایه ای را بطور جداگانه بررسی می

𝑩در غیاب میدان مغناطیسی خارجی ی کوانتومیبررسی پلاسمای مغناطیده 4-2 = 𝟎 

 پردازی :در اینجا ابتدا به تعاریفی از کلماتی که در این بخش استفاده کرده ای  می

 𝐵: یااک پلاساامای مغناطیااده، پلاساامایی اساات کااه میاادان مغناطیساای محاایط، پلاساامای مغناطیااده

کناد. باه عااارت بهتار در ایان بطاور  ابال تاوجهی مسایر ذرات را عاوض مایدر من بسیار  وی باوده و

-نوع پلاساما هاا الکترونهاا مغناطیاده اناد درحالیکاه، یونهاا ایان خاصایت را ندارناد. بطاور خااص مای

یده ناا همساانگرد اسات. باه ایان معنای کاه، پاسام متفااوتی باه نیروهاایی توان گفت، پلاسمای مغناط

دهاد. توجاه داشاته باشاید کاه پلاسامای که عمود و موازی بر جهات میادان مغناطیسای هساتند، مای

𝐸حرکاات کاارده و شااامل میاادان الکتریکاای 𝑢 مغناطیااده باساارعت متوسااط = 𝑢 × 𝐵  اساات، کااه

، در چااارچوب ساااکن میاادان الکتریکاای اساسااا صاافر گیاارد. الاتااهتحاات تاااثیر حفاااظ دبااای  اارار نماای

 است.

: هماانطور کاه در فصال اوا باه طاور کلای باه من پارداختی  در اینجاا نیاز تواای  پلاسمای کوانتومی

دهای . تماام ذرات در ایان ناوع پلاساما هاا در ساط  مختصاری دربااره پلاسامای کوانتاومی ارائاه مای

منناین ذرات در دماهاای نسااتا پاایین وچگاالی هاای گیرناد وکااملا تااهگن هساتند. هفرمی  رار می
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-دیاراک مای-شاوند. توزیاع سارعت درایان ناوع از پلاساما هاا باه صاورت توزیاع فرمایبالا تاهگن می

-ی باین ذرات بااطوا ماوج گرماایی دوباروی توصای  مایباشد. زمانی کاه چگاالی زیااد باشاد فاصاله

از یااک بااوده و از نااوع پلاسااما هااای شااود. پااارامتر جفاات شاادگی در ایاان نااوع پلاسااما هااا بیشااتر 

 برخوردی هستند مانند کوتوله های سفید.

: در حالاات عااادی تخلخاال یااا کساار تهاای، مقیاساای از تهی)یعناای خااالی( بااودن، یااا محاایط متخلخاال

نامنااد. همااان فاصااله در مااواد را گوینااد. مااواد شااامل ایاان کساار تهاای را یااک محاایط متخلخاال ماای

تواناد مثااا مای ”فاوم ”باشاد و بارای محایط  متخلخالاماد مایمواد معمولا بصورت ج 97بندیاسکلت

باشاد. رفتاار سایاا در محایط متخلخال باه صاورت جریاان یاافتن در خلال و فارج محایط جالای مای

یابااد در حالیکااه  ساامتی از من باشااد. مشاااهده شااده کااه،  ساامتی از سایاا درمحاایط جریااان ماایمای

 شود. در خلل وفرج های محیط ذخیره می

(: در مکانیاک سایالات و علاوم زماین، مقیاساای از  شاودنماایش داده مای 𝐾کاه معماولا باا نمااد)ینفوذپاایر

ی متخلخال بارای عااور مایعاات از درون من را گویناد. نفوذپاایری یاک سیسات  ناه توانایی یک مااده

 تنها به تخلخل من ، بلکه به شکل خلل و فرج محیط و سط  ارتااا منها نیز  وابسته است. 

در غیااب میادان مغناطیسای خاارجی درمحایط متخلخال و پلاسامای مغناطیاده کوانتاومییاک ابتدا  

ی یااک پلاسااما بااا همااان شاارایط ولاای ایناااار در حضااور یااک کاارده و در ادامااه بااه مطالعااهبررساای  را

 پردازی .می مغناطیسی خارجیمیدان 

 

 

 معادلات حاک  و مشفتگی های خطی 4-2-5

                                                           
37-Skeletal 
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مومنتوم در پلاسمای کوانتومی بعنوان سیالی متشکل از یونهای ثابت و  با معادلاتی برای حرکت و

 :[6]کنی الکترونها در محیط متخلخل شروع می

(4-5)                 
ρ

𝜀
(
∂

∂𝑡
+ (

𝑢

𝜀
. ∇)) 𝑢 = −∇𝑃 + 𝜌𝑔 −

𝜇

𝑘1
𝑢 + 𝑄               

(4-2                   )                                               ∇. 𝑢 = 0      

            (4-9        )                                          (
∂

∂𝑡
+ (

𝑢

𝜀
. ∇)) ρ = 0       

𝑢 کااه = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧)  سااارعاات اساااات ρ ، ،چگااالیP   ،فشااااارحرارتیg  گرانشااای،  شاااتاااب𝜇 

   ،ی( ساایااچساااندگی)ویسااکوزیته
1

𝑘1
0)که درمن باشااند،می تخلخل 𝜀نفوذپایری محیط و  < 𝜀 < 1) 

𝜀توجه کنید که و تی است. → 𝑘1و 1 → بدست مربوا به یک محیط بدون تخلخل ی( )معادلهسیست  ∞

 ی عاارت پتانسیل بوه بوسیله وارد شده،( 5-4ی )در معادلهکه  𝑄، اثرات کوانتومیمیدمی

𝑄 =
ℏ2

2𝑚𝑒𝑚𝑖
𝜌∇(

∇2√𝜌

√𝜌
جرم الکترون  𝑚𝑒جرم یون و  𝑚𝑖ثابت پلانک ،  ℏکه در من شود نمایش داده می (

 د.نباشمی

،  P فشااارحرارتی، 𝑢مشاافتگی در من با ساارعت  که، کنی اعماا میحاا مشاافتگی کوچکی به ساایساات  

𝑢 به صورت به ترتیبکه باشد می ρ چگالیو   Q،فشار کوانتومی 𝜇ی ویسکوزیته = 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 ،𝜇 = 𝜇0(𝑧) + 𝜇1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑃 = 𝑃0(𝑧) + 𝑃1(𝑥, 𝑦, 𝑧)، ρ = 𝜌0(𝑧) + 𝜌1(𝑥, 𝑦, 𝑧) و𝑄 = 𝑄0 + 𝑄1 

 :شااوندبه فرم زیراسااتخراج می (9-4تا ) (5-4هسااتند. پ  معادلات خطی شااده براحتی از معادلات )

            (4-4)                               
𝜌0

𝜀

∂𝑢1

∂𝑡
= −∇𝑃1 + 𝜌1𝑔 −

𝜇0

𝑘1
𝑢1 + 𝑄1 

            (4-1                           )                                           ∇. 𝑢1 = 0 
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             (4-6                       )                             
∂𝜌1

∂𝑡
+ (

𝑢1

𝜀
. ∇) 𝜌0 = 0 

  رسی :بعداز خطی سازی عاارت کوانتومی به معادله زیر می همننین

       (4-7                  )𝑄 =
ℏ2

2𝑚𝑒𝑚𝑖
[
1

2
∇(∇2𝜌1) −

1

2𝜌0
∇𝜌0∇

2𝜌0
1

2𝜌0
∇𝜌0∇

2𝜌1 +

𝜌1

2𝜌0
2 ∇𝜌0∇

2𝜌0 −
1

2𝜌0
∇(∇𝜌0. ∇𝜌1) +

𝜌1

4𝜌0
2 ∇(∇𝜌0)

2 +
1

2𝜌0
2 ∇𝜌1(∇𝜌0)

2 +

1

𝜌0
2 ∇𝜌0(∇𝜌0. ∇𝜌1) −

𝜌1

𝜌0
3 (∇𝜌0)

3]           

𝑢اکنون،  = (𝑢1𝑥, 𝑢1𝑦, 𝑢1𝑧)  و𝜇0 = 𝜌0𝜐0  که𝜐0 باشدچساندگی می 

 𝑔 = (0,0, −𝑔)و𝑄1 = (𝑄1𝑥, 𝑄1𝑦, 𝑄1𝑧), ماارز  بااه ایاان نکتااه کااه. توجااه کناای را جایگااااری ماای

,𝑥ساایاا ومیاادان مغناطیساای در صاافحه ) 𝑦) اارار دارد و اینکااه  𝜌0 تنهااا تااابعی از مختصااات عمااودی 

𝑧 بصووورت   𝜌0 = 𝜌0(𝑧) ( تااا 4-4حاااا سیسااتمی از معااادلات )باشااد، اااروری اساات. در هرماای

 :موری بدست میزیر ی ای شدهتجزیه مولفه( را بصورت 4-7)

 داری :( 4-4)ی از معادله

              (4-8                       )           
𝜌0

𝜀
(
∂

∂𝑡
+
𝜀𝜐0

𝑘1
)𝑢1𝑥 = −

∂𝑃1

∂x
+ 𝑄1𝑥 

              (4-3)                                  
𝜌0

𝜀
(
∂

∂𝑡
+
𝜀𝜐0

𝑘1
)𝑢1𝑦 = −

∂𝑃1

∂x
+ 𝑄1𝑦 

              (4-51      )                
𝜌0

𝜀
(
∂

∂𝑡
+
𝜀𝜐0

𝑘1
)𝑢1𝑧 = −

∂𝑃1

∂x
− 𝜌1𝑔 + 𝑄1𝑧 

 ( 1-4)ی از معادلههمننین 

 (4-55)                                         
∂𝑢1𝑥

∂x
+
∂𝑢1𝑦

∂y
+
∂𝑢1𝑧

∂z
= 0                                           

𝜌0و با توجه به ( 6-4)ی از معادلهو  = 𝜌0(𝑧)  داری: 
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 (4-52)                                       
∂𝜌1

∂𝑡
 +

1

𝜀
𝑢1𝑧

d𝜌0(𝑧)

d𝑧
= 0                                

 ( داری :7-4از تجزیه مولفه ای معادله )همننین 

  (4-59          )𝑄𝑥1 =
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒

∂

∂𝑥
[
1

2

𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
−

1

2𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧

𝑑𝜌1

𝑑𝑧
+ [

1

2
(
𝑑2

𝑑𝑥2
+

𝑑2

𝑑𝑦2
) −

1

2𝜌0
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) +

1

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

] 𝜌1] 

  .میدبدست میx ه  مولفه ندارد بنابراین این مولفه نیز مثل  yدر جهت  𝜌0از منجائیکه 

      (4-54              )𝑄𝑦1 =
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒

∂

∂𝑦
[
1

2

𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
−

1

2𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧

𝑑𝜌1

𝑑𝑧
+ [

1

2
(
𝑑2

𝑑𝑥2
+

𝑑2

𝑑𝑦2
) −

1

2𝜌0
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) +

1

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

] 𝜌1] 

بدست نیز این معادله را از  z یوجود دارد مولفه zدر جهت  تنها 𝜌0که  با توجه به این فرضدر نهایت 

 :موری می

            (4-51                )𝑄𝑧1 =
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒
[
1

2

𝑑3𝜌1

𝑑𝑧3
−

1

𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧

𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
+ [

1

2
(
𝑑2

𝑑𝑥2
+

𝑑2

𝑑𝑦2
) −

1

𝜌0

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
+

3

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

]
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
− [

1

2𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2

𝑑𝑥2
+

𝑑2

𝑑𝑦2
) +

1

𝜌0
2

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) −

1

𝜌0
3 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
3

] 𝜌1]      

,x)که به مختصات ( 52-4تا )( 8-4در اینجا جواب معادلات ) y, z)  و زمانt  را جستجو  ،وابسته هستند

 به فرم تواندمی این جوابکنی . می

           (4-56  )                                      exp(𝑖𝑘𝑥𝑥 + 𝑖𝑘𝑦𝑦 − 𝜔𝑡) 

𝑘2بصورت 𝑘2چنان که ،هستند 𝑘⃗ مولفه های افقی عدد موج بردار 𝑘𝑦و 𝑘𝑥باشد، که در من = 𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2 
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حالت اولیه  سمت تعادا بهکه سایست  را ازحالت   عاملی اساتهمان  یا  فرکان  اختلاا، 𝜔و باشاد. می

𝜔باشاد نیز ممکن اسات موهومیفرکان  )کندنزدیک می = 𝜔𝑟 + 𝑖𝛾) ( در سایست  56-4) یمعادله. از

 داری :کرده، ( استفاده 52-4( تا )8-4معادلات )

 داری :(8-4ی )با استفاده از معادله

            (4-57      )                    
𝜌0

𝜀
(−𝑖𝜔 +

𝜀𝜐0

𝑘1
) 𝑢𝑥1 = −𝑖𝑘𝑥𝑃1 + 𝑄̅𝑥1 

 :میدی زیر بدست میمعادله (3-4)ی بهمین ترتیب از معادلهو 

            (4-58                            )
𝜌0

𝜀
(−𝑖𝜔 +

𝜀𝜐0

𝑘1
) 𝑢𝑦1 = −𝑖𝑘𝑥𝑃1 + 𝑄̅𝑦1 

 zی و برای مولفه

(4-53   )                      
𝜌0

𝜀
(−𝑖𝜔 +

𝜀𝜐0

𝑘1
) 𝑢𝑧1 = −

𝜕𝑃1

𝜕𝑧
− 𝜌1𝑔 + 𝑄̅𝑧1 

            (4-21   )                                           𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥1 + 𝑖𝑘𝑦𝑢𝑦1 +
∂𝑢1𝑧

∂z
= 0 

            (4-25                     )                               −𝑖𝜔 𝜌1 +
1

𝜀
𝑢𝑧1

d𝜌0(𝑧)

d𝑧
= 0 

 :به معادلات زیر برسی جایگزین کرده  𝑄1های را بدست موری  و در مولفه 𝜌1توانی  که از اینجا می

           (4-22         )𝑄̅𝑥1 =
ℏ2𝑘𝑥

2𝑚𝑖𝑚𝑒𝜀𝜔
[
1

2

𝑑2𝑢𝑧1

𝑑𝑧2
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
+ [

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
−

1

2𝜌0
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

]
𝑑𝑢𝑧1

𝑑𝑧
+

[
1

2

𝑑3𝜌0

𝑑𝑧3
−

1

𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) −

 𝑘2

2

𝑑𝜌0(𝑧)

𝑑𝑧
+

1

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
3

] 𝑢𝑧1] 

            (4-29  )                                                                           𝑄̅𝑦1 =
𝑘𝑦

𝑘𝑥
𝑄̅𝑥1 
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            (4-24       )𝑄̅𝑧1 =
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒

1

𝑖𝜀𝜔
[
1

2

𝑑3𝑈𝑧

𝑑𝑧3
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
+ {

3

2

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
−

1

𝜌0
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

}
𝑑2𝑢𝑧1

𝑑𝑧2
+

[
3

2

𝑑3𝜌0

𝑑𝑧3
−

3

𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
−
𝑘2

2

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
+

3

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
3

]
𝑑𝑢𝑧1

𝑑𝑧
+ [

1

2

𝑑4𝜌0

𝑑𝑧4
−

1

𝜌0
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
𝑑3𝜌0

𝑑𝑧3
−

𝑘2

2

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
−

1

𝜌0
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
)
2

+
5

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2 𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
+

𝑘2

2𝜌0
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2
−

1

𝜌0
3 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
4

] 𝑢𝑧1] 

نیز زیر ی از معادله ،بالا تمعادلا zی مولفهاز حاف برخی از متغیر هابا انجام عملیات ریاای و حاا، 

 کنی :استفاده می

            (4-21                                                         )𝜔′ = {
𝜀𝜐0

𝑘1
− iω} 

 :موری بدست می 𝑢1𝑧بدین ترتیب یک معادله دیفرانسیل برای و 

              (4-26            )[𝜌0 {
𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ +  𝑘2𝐴]

𝑑2𝑢𝑧1

𝑑𝑧2
+ [{

𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
) +

 𝑘2𝐵]
𝑑𝑢𝑧1

𝑑𝑧
−  𝑘2 [{

𝜀𝜐0

𝑘1
− 𝜔′}𝜔′ − (𝐶 − 𝑔)

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
] 𝑢𝑧1 = 0   

 که در من 

A = −
ℏ2

4𝑚𝑖𝑚𝑒

1

𝜌0
(
𝑑𝜌0
𝑑𝑧
)
2

 ، 𝐵 =
ℏ2

4𝑚𝑖𝑚𝑒

1

𝜌0
2

𝑑𝜌0
𝑑𝑧

{(
𝑑𝜌0
𝑑𝑧
)
2

− 2𝜌0
𝑑2𝜌0
𝑑𝑧2

}، 

            (4-27)                                        𝐶 =
ℏ2

4𝑚𝑖𝑚𝑒

 𝑘2

𝜌0
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
) 

ε → 𝑘1و  1 → ( یک معادله دیفرانسیل 26-4ی ))مورد محیط نامتخلخل(، معادله کنی تنظی  می ∞

 .باشددر غیاب میدان مغناطیسی می،   yی دوم در جهت مرتاه

 ی پاشندگی و نرخ رشدرابطه 4-2-2

باارای یااک لایااه بااا اااخامت محاادود از یااک پلاساامای تااراک  ناپااایر کااه درون محاایط متخلخاال 

𝑧ی یااک ماارز سااخت )صاالب( در مرزبناادی شااده و از مرزمشااترک دیگااری بوساایله = 0, 𝑧 = ℎ  
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𝜌0(𝑧) کناای مرزبناادی شااده اساات، فاارض ماای = 𝜌0(0)exp (
𝑧

𝐿𝐷
مقیاااس  شاادت  𝐿𝐷باشااد، کااه ماای (

 گیرد:فرم زیر را به خود می (26-4ی )معادلهاز اعماا شرایط ماکور پ   چگالی است.

              (4-28        )[{
𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ − 𝜔𝑞

2]
𝑑2𝑢𝑧1

𝑑𝑧2
+

1

𝐿𝐷
[{
𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ −

𝜔𝑞
2]

𝑑𝑢𝑧1

𝑑𝑧
−  𝑘2 {[{

𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞

2] + 𝑔
1

𝐿𝐷
} 𝑢𝑧1 = 0 

𝜔𝑞در من 
2 =

ℏ2 𝑘2

4𝑚𝑖𝑚𝑒
(
1

𝐿𝐷
 𝐿𝐷به ترتیب جرم الکترون و یون بوده و   𝑚𝑒 و𝑚𝑖کرده ای  و  را جایگااری 2(

𝑢𝑧1بصورت  عمومی حاا جواب .مقیاس سنجش شدت چگالی است = sin (
𝑛𝜋

ℎ
𝑧)exp (𝜆𝑧)  ی معادلهرا برای

-ی پاشندگی به شکل زیر بدست میکنی ، رابطهدر داخل این معادله جایگااری میحدس زده و ( 4-28)

 :مید

            (4-23   )                      𝜔′2 −
𝜀𝜐0

𝑘1
𝜔′ + [𝜔𝑞

2 −
 ℎ24𝑘2𝑔𝐿𝐷

𝑛2𝜋2+ℎ2+4𝐿𝐷
2ℎ2 𝑘2

] = 0 

رو  دلتا  در نظر گرفته وجواب های من را ازیک معادله درجه دو ی پاشندگی را مانند توان رابطهمی

 :موردبدست 

            (4-91          )𝜔′ =
𝜀𝜐0

2𝑘1
±√(

𝜀𝜐0

2𝑘1
)2 − (𝜔𝑞

2 −
 ℎ24𝑘2𝑔𝐿𝐷

𝑛2𝜋2+ℎ2+4𝐿𝐷
2ℎ2 𝑘2

)             

 داری : موری  سمت موهومی این معادله را بدست خواهی  چون می( 21-4) با استفاده از تعری 

 𝜔 = 𝑖𝜔′ −
𝑖𝜀𝜐0

𝑘1
 

            (4-95         )𝜔 = 𝑖 {−
𝜀𝜐0

2𝑘1
∓√(

𝜀𝜐0

𝑘1
)2 − (𝜔𝑞

2 −
 ℎ24𝑘2𝑔𝐿𝐷

𝑛2𝜋2+ℎ2+4𝐿𝐷
2ℎ2 𝑘2

)} 

 : کنی حاا کمیت های بی بعد را معرفی می
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ℎ∗2 =
ℎ2

𝐿𝐷
2   , 𝑘

∗2 = 𝑘∗2𝐿𝐷
2   ,   𝑔∗ =

𝑔

𝜔𝑝𝑒
2 𝐿𝐷

   ,     𝜔∗ =
𝜔

𝜔𝑝𝑒
 ,                            

𝜔𝑞
∗2 =

ℏ2

4𝑚𝑒𝑚𝑖𝜔𝑝𝑒
2 𝐿𝐷

4  , 𝜔𝜀
∗ =

𝜀

2𝜔𝑝𝑒
 ,   𝜔𝜐0

∗ =
𝜐0

𝐿𝐷𝜔𝑝𝑒
,   𝜔𝑘1

∗ =
𝑘

𝑘1𝜔𝑝𝑒
 

 𝜔𝑝𝑒 = (
𝜌0𝑒

2

𝑚𝑒
2𝜀0
)
1
-اینننین بدست میبصورت بی بعد ( 95-4ی )معادله در نتیجهفرکان  پلاسما است ⁄2

 :مید

    (4-92 )𝜔∗ = 𝑖 {−
𝜔𝜀
∗𝜔𝜐0

∗

𝜔𝑘1
∗ 𝑘∗ ∓√

𝜔𝜀
∗2𝜔𝜐0

∗2

𝜔𝑘1
∗2 𝑘∗2 − (𝜔𝑞

∗2𝑘∗2 −
4ℎ∗2𝑘∗2𝑔∗

ℎ∗2+4𝑛2𝜋2+4ℎ∗2𝑘∗2
)}                                  

𝜔 فرکان  مجموعی از یک بخش حقیقی و یک بخش موهومی است = 𝜔𝑟 + 𝑖𝛾  در اینجا برای بدست

 موردن نرخ رشد باید بخش موهومی فرکان  را بدست موری :

𝜔∗ = 𝑖𝛾 ،     𝛾 =
𝜔∗

𝑖
 

𝛾 =
𝜔𝜀
∗𝜔𝜐0

∗

𝜔𝑘1
∗ 𝑘∗ ±√

𝜔𝜀
∗2𝜔𝜐0

∗2

𝜔𝑘1
∗2 𝑘∗2 − (𝜔𝑞

∗2𝑘∗2 −
4ℎ∗2𝑘∗2𝑔∗

ℎ∗2 + 4𝑛2𝜋2 + 4ℎ∗2𝑘∗2
) 

 مید:بنابر این مجاور نرخ رشد نرمالایز شده بصورت زیر بدست می

                  (4-99                     ) 𝛾2 =
2𝜔𝜀

∗2𝜔𝜐0
∗2

𝜔𝑘1
∗2 𝑘∗2 − (𝑘∗2𝜔𝑞

∗2 −

4ℎ∗2𝑘∗2𝑔∗

ℎ∗2+4𝑛2𝜋2+4ℎ∗2𝑘∗2
) ∓ 2

𝜔𝜀
∗𝜔𝜐0

∗

𝜔𝑘1
∗ 𝑘∗√

𝜔𝜀
∗2𝜔𝜐0

∗2

𝜔𝑘1
∗2 𝑘∗2 − (𝑘∗2𝜔𝑞

∗2 −
4ℎ∗2𝑘∗2𝑔∗

ℎ∗2+4𝑛2𝜋2+4ℎ∗2𝑘∗2
) 
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 موارد خاص 4-9

مید.بصورت زیر در می (94-4ی )در غیاب دو اثر کوانتومی و تخلخل معادله    (i) 

 (4-94)                                                     𝛾2 =
4ℎ∗2𝑘∗2𝑔∗

ℎ∗2+4𝑛2𝜋2+4ℎ∗2𝑘∗2
                                            

خواهاد تنهاا متااثر از مجااور عادد ماوج نرماالایز شاده ( وااا  اسات کاه سیسات  94-4ی )از معادله

 ماوج مقادار مجااور عاددیاا کااهش باا افازایش  بود، تاا جاایی کاه مجااور نارخ رشاد نرماالایز شاده

 د.کنمی تغییرنرمالایز شده 

مید:( بصورت زیر در می99-9ادله )و محیط نامتخلخل مع  𝜔𝑞
∗ ≠ 0 برای    (𝑖𝑖) 

    (4-91)                                       𝛾2 = −(𝜔𝑞
∗2𝑘∗2 −

4ℎ∗2𝑘∗2𝑔∗

ℎ∗2+4𝑛2𝜋2+4ℎ∗2𝑘∗2
)                                  

𝑘∗2−یابی  کاه( در می91-4ی )از معادله =
𝜕𝛾2

𝜕𝜔𝑞
دهاد کاه عااارت نشاان مای مطلاب  ایانباشاد مای 2∗

𝜔𝑞کوانتاومی 
𝜔𝑞باا افازایش پایاداری  و ایان کنادمایپایادار سیسات  ماورد بررسای را  ∗

-افازایش ماای ∗

 98ی اعاداد مااوج بااین رنااجباارای همااه 𝛾2شااوی  کاه ( متوجاه ماای91-4ی )همننااین از معادلااه یاباد.

0 < 𝑘∗2 < 𝑘𝑐
 :ناپایدار است و داری   2∗

            (4-96  )                                                  𝑘𝑐
∗2 = [

𝑔∗

𝜔𝑞
∗2 −

1

4
−
𝑛2𝜋2

ℎ∗2
] 

𝑘∗2ی مقاادیر اخاتلاا باا بارای هماه 𝛾2 به هار حااا < 𝑘𝑐
𝑘𝑐پایادار اسات ) 2∗

مقادار بحرانای بارای  2∗

𝑘𝑐پایداری است، توجه داشته باشید که 
 برد(.صفر میسمت نرخ رشد را به  ∗

                                                           
38 - Rang 
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(𝑖𝑖𝑖)  باارای مااوردی کااه𝑘 ≫ 𝑛و  1 = ( را بااه فاارم زیاار 99-4ی )تااوانی  معادلااهماایباشااد،  0

 بنویسی :

    (4-97   )                                          𝛾2 =
2𝜔𝜀

∗2𝜔𝜐0
∗2

𝜔𝑘1
∗2 𝑘∗2 − (𝜔𝑞

∗2𝑘∗2 − 𝑔∗) ∓

(
2𝜔𝜀

∗𝜔𝜐0
∗

𝜔𝑘1
∗ 𝑘∗)√

𝜔𝜀
∗2𝜔𝜐0

∗2

𝜔𝑘1
∗2 𝑘∗2 − (𝜔𝑞

∗2𝑘∗2 − 𝑔∗) 

لایاه ماورد بررسای، در ( ∗ℎ)بای بعاد ااخامت هی نارخ رشاد بامرباع نرماالایز شادهواا  اسات کاه، 

𝜔𝜀)وابسااته نیساات. باارای محاایط نامتخلخاال
∗ = 𝛾2 ( ممکاان اساات بااه فاارم97-4معادلااه ) (0 +

𝜔𝑞
∗2𝑘∗2 − 𝑔∗ = بااا  𝛾2ی دهااد کااه، مربااع ناارخ رشااد نرمااالایز شاادهنوشااته شااود، ایاان نشااان ماای 0

  ، بصورت خطی مرتاط است. 𝑘∗2یمربع عدد موج نرمالایز شده

 بحث  4-4

𝜔𝑞حاااا، باارای تحقیااق اثاار
∗ , 𝜔𝜀

𝜔𝜐0اثااردر اینجااا ) ∗
𝜔𝜀شااایه اثاار نیااز  ∗

𝜔𝑘1( و اساات ∗
روی سیساات   ∗

( باارای مقاادارهای متفاااوتی از پارامترهااای 99-4، مربااع ناارخ رشااد نرمااالایز شااده )مااورد بررساای

نمااایش داده شااده  (1-4تااا ) (5-4هااای )فیزیکاای بصااورت عااددی حاال شااده اساات. نتااایج در شااکل

 𝑘∗2ی مرباع عادد ماوج نرماالایز شاده حساب بار 𝛾2 ی مربع نرخ رشاد نرماالایز شادهدرمن است، که 

 .رس  شده است

درایاان  ،( نشااان داده شااده اساات5-4)روی سیساات  در شااکل بااه تنهااایی  نقااش عاااارت کوانتااومی

شاده بارای مقادار  مرباع عادد ماوج نرماالایز 𝑘∗2برحسابشاده  93بای بعادمربع نارخ رشاد  𝛾2 شکل

                                                           
39 -Normalized 
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𝜔𝑞 هااای متفاااوتی از
∗ (𝜔𝑞

∗ = تااوان ، ماای(5-4)شااکل بااا توجااه بااه، رساا  شااده اساات (0/5,0/6,0/7

𝜔𝑞مشاهده کرد که، افازایش 
. ایان نشاان شاودموجاب کااهش نارخ رشاد ناپایاداری ریلای تیلاور مای ∗

𝜔𝑞دهد که افزایش می
 گردد.رح شده میمنجر به پایداری بیشتر سیست  مط ∗

 

𝑘𝑐مربع عدد موج  برحسب  𝛾2مربع نرخ رشد .  5-4شکل 
         برای مقادیر متفاوتی  بصورت بی بعد شده 2∗

𝜔𝑞از)
𝜔𝜐0( با پارامترهای 0,0.5,0.6,0.7=∗

∗ = 0 ،𝜔𝜀
∗ = 0 ،𝜔𝑘1

∗ = 1،ℎ∗ = 1 ،𝑛 = ∗𝑔و 1 = 10 

𝜔𝜀)اثاار تخلخاال محاایط  (2-4)شااکل
سیساات  مطاارح  ریلاای تیلااور باارای روی ناپایااداری( 0.1,0.5=∗

𝜔𝑞)شااده در غیاااب و حضااور اثاارات کوانتااومی 
∗ = 0, 𝜔𝜐0باارای (0.5

∗ = 𝜔𝑘1و  1
∗ = -را نشااان ماای 1

رساا  شااده  𝑘2ی عاادد ماوج مربااع نرماالایز شااده برحسااب γ2 یدهاد. مربااع نارخ رشااد نرمااالایز شاده

𝜔𝑞)، در غیاااب اثاارات کوانتااومیبیناای اساات. همااانطور کااه ماای
∗ = 𝜔𝜀درحضااورو  (0

کمتاار  γ2مقااادیر ∗

𝜔𝜀همزمااان اثاارات کوانتااومی واز مقادیرشااان در غیاااب 
باشااند)مورد کلاساایکی(، یعناای اینکااه بااا ماای ∗

𝜔𝜀افزایش 
افتاد. بارای عادد ماوج هاای بازرگ اتفااق مای یابند و ایان اثار اغلابکاهش می γ2مقادیر  ∗
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𝜔𝑞)در حضااور اثاارات کوانتااومی 
∗ = رود و ماای هااا لااه، سیساات  بااه ساامت بیشااترین ناپایااداری در (0.5

kcسس  باه سامت ماورد پایاداری کامال در
∗ = مقادار عادد ماوج بارای و تای اسات کاه نارخ  ∗kc)رودمای 30

𝜔𝑞 در حضااور هااردو  .(رساادرشااد بااه صاافر ماای
𝜔𝜀و ∗

𝜔𝜀، توجااه داریاا  کااه، ∗
، نقااش پایاادار فااوق الاااکر را ∗

kcمقااادیر بحراناایاز منجائیکااه  .کناادبااازی ماای
∗ = 𝜔𝜀باارای پایااداری در حضااور ویااا غیاااب 10

ثاباات  ∗

𝜔𝜀 توان گفت که است، می
kcروی  ∗

 گاارد، تاثیر نمی ∗

 
𝑘𝑐مربع عدد موج  برحسب  𝛾2مربع نرخ رشد . 2-4شکل        

𝜔𝜀از متفاوتیبصورت بی بعد شده برای مقادیر  2∗
∗ =

𝜔𝑞، با پارامترهای 0.1,0.5
∗ = 0.5،𝜔𝜐0

∗ = 1 𝜔𝑘1
∗ = 1،ℎ∗ = 1، 𝑛 = ∗𝑔و 1 = 10 

𝜔𝑘1)اثاار نفوذپااایری )گاااردهی( محاایط ( 9-4شااکل )
∗ = 1 × 109, 15, روی پایااداری سیساات   (5

𝜔𝑞)و غیاااب اثاارات کوانتااومی مطاارح شااده در حضااور = 0.5, 𝜔𝜀 باارای، (0
∗ = 𝜔𝜐0و  0.5

∗ = کااه ، 1
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، را رسا  شاده اسات 𝑘∗2ی عادد ماوجمرباع نرماالایز شاده برحساب γ2مرباع نارخ رشاد نرماالایز شاده

 .دهدنشان می

𝜔𝑘1در  γ2واااا  اساات کااه مقاادار 
∗ = 𝜔𝑘1کمتاار از مقاادارمن در  5

∗ = و مقاادار باشااد، ماای 15

پایااداری  یعناای، نفوذپااایری محاایط،من هااا کمتاار از مااورد کلاساایکی هسااتند. ایاان  هااردوی منهااا

یاباد. ایری کااهش مایباا افازایش نفاوذ پاپایاداری ایان  یعنای، دهادرا تحت تااثیر  ارار مای سیست  

𝜔𝑘1)نفوذپااایری محاایط از باارای مقااادیر خیلاای باازرگ 
∗ = 1 × باار روی ناپایااداری سیساات ،  (109

باه ایان معنای کاه مقاادیر  ناپایداری کلاسایک در غیااب اثارات کوانتاومی، متلا ای )همرویاده( اسات،

باازرگ نفوذپااایری محاایط باارای پلاساامای کوانتااومی وکلاساایکی مقااادیر مشااابهی ازناپایااداری را در 

دهااد یعناای در غیاااب اثاارات کوانتااومی نفوذپااایری تاااثیر چناادانی غیاااب اثاارات کوانتااومی ارائااه ماای

kcمقااادیر بحراناای روی ناپایااداری نخواهااد داشاات. 
𝜔𝑘1جااا نیااز، در حضااور باارای پایااداری ، در این ∗

∗ 

kcکند. تا منجائیکه تغییر نمی
∗ = 𝜔𝑘1در حضور و عدم حضور  30

 کند.تغییر نمی ∗
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𝑘𝑐مربع عدد موج  برحسب  𝛾2. مربع نرخ رشد 9-4شکل

 برای مقادیر متفاوتی ازبصورت بی بعد شده  2∗

𝜔𝑘1
∗ = 1 × 109, 𝜔𝜐0با پارامترهای  15,5

∗ = 1𝜔𝑞
∗ = 0.5 ،𝜔𝜀

∗ = 0.5،ℎ∗ = 1 ،𝑛 = ∗𝑔و 1 = 10 

مربااع ناارخ رشااد  در منهااا نشااان داده شااده اساات، کااه (1-4)و ( 4-4)در شااکل  (𝑖𝑖𝑖)مااورد خاااص 

𝜔𝑞رسا  شاده اسات. در حضاور  𝑘∗2ی عادد ماوج مرباع نرماالایز شاده برحساب γ2نرمالایز شاده
یاک  ∗

ی یاک باا رابطاه 𝑘∗2شاود و باا افازایش از بیشاترین مقادار مغااز مای γ2 دهاد. پایاداری کامال رخ مای

𝜔𝑞یابااد. در حضااور هااردویخااط راساات، کاااهش ماای
𝜔𝜀و  ∗

را باینیااد(، مربااع نرمااالایز  4-4، ) شااکل ∗

دهاد)یک خاط راسات نیسات(، و حضاور من باا اثارات کوانتاومی تغییار رفتاار مای γ2ی نرخ رشاد شده
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𝜔𝜀کناد، اماا حضاورپایاداری بیشاتری ایجااد مای
kc، نقااا بحرانایباه تنهاایی  ∗

تااا  ،را بارای پایاداری 2∗

kc هنوز زمانیکه
∗2 =  دهد.است، تغییر نمی 4

 
𝑘𝑐مربع عدد موج  برحسب  𝛾2. مربع نرخ رشد 4-4شکل              

مقادیر پارامتر هایی با برای بصورت بی بعد شده  2∗

𝜔𝑘1
∗ = 1 𝜔𝜐0

∗ = 1،𝜔𝑞∗ = 0.5 ،𝜔𝜀
∗ = 0،ℎ∗ = 0،𝑛 = ∗𝑔و 0 = 1 

𝜔𝑘1رفتار نفوذپایری محیط  (1-4)در شکل 
تحت نفوذ مربع تازمانیکه  مشاهده شد (9-4)که در شکل  ∗

𝜔𝑘1که با افزایش  ،است γ2نرخ رشد نرمالایز شده 
ی خطی بین مربع نرخ رشد هنوز رابطه، یابدافزایش می ∗

𝜔𝑘1نرمالایز شده و مربع عدد موج نرمالایز شده در مقادیر بزرگ 
∗ = 1 × 𝜔𝑞ا عدم حضور در حضور ی 109

∗ 

𝜔𝑘1مقادیر کوچک  برایبر رار است. در حالیکه 
∗ (=  کند.این رفتار تغییر می (5،10
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𝑘𝑐مربع عدد موج  برحسب  𝛾2. مربع نرخ رشد 1-4شکل

 پارامتر های بابرای بصورت بی بعد شده  2∗

𝜔𝑘1مقادیر 
∗ = 5,15,1 × 109 𝜔𝜐0

∗ = 1،𝜔𝑞
∗ = 0.5 ،𝜔𝜀

∗ = 0.5،ℎ∗ = 0 ،𝑛 = ∗𝑔و 0 = 1 

تیلااور در یاک پلاساامای -، ماا اثاار عااارت کوانتااومی را روی ناپایاداری ریلایگفاتتااوان در نهایات، مای

بعنااوان را  γ2ی ناارخ رشااد محاایط متخلخاال بررساای کااردی . مربااع نرمااالایز شااده یااک درون ،ایلایااه

بعضاای و ه، کاارد( اسااتخراج 99-4ی )تااابعی از پارامترهااای فیزیکاای سیساات  مطاارح شااده در معادلااه

 . [6]موارد خاص خلاصه و تحلیل عددی شد

 در حضور میدان مغناطیسیبررسی پلاسمای مغناطیده کوانتومی  4-1

 میکنی  یحاا این مساله را در حضور میدان مغناطیسی خارجی بررس

محاایط بااا رسااانایی بااالا و تااراک  ناپااایرفرض شااده اساات. ارتااااا معااادلات مگنتااو در اینجااا نیااز 

هیاادرودینامیک کوانتااومی بوساایله اسااتفاده مناسااب از شاارایط ماارزی محاساااه شااده و روابااط 
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روابااط پاشااندگی باارای مااوردی کااه پلاسااما بوساایله دو صاافحه ثاباات  .میاادماایپاشااندگی بدساات 

تیلاور و شارایط پایاداری محایط -ریلای ناپایادار شاد حالات، اساتخراج گردیاده و نارخ رمرزبندی شده

ساایاا تخلخاال و نفوذپااایری در ،بااه صااورت تحلیلاای بااا اثاارات پااارامتر کوانتااومی، میاادان مغناطیساای

 لایه ای ارزیابی شده است.

 مدا ریاای 4-6

𝑧کااه بوساایله دو صاافحه را  hتااراک  ناپااایر ساایاا لایااه ای بااا عمااقیااک پلاساامای  = ℎ و𝑧 = 0  

,𝑥)جهات هاای  ،در صافحه افقایولای مرزبندی شده اسات  𝑦)  نادارد، را در نظار  مرزبنادیهینگوناه

، چساانده و متخلخال در نظار گرفتاه شاده اسات. سایاا یاا به عناوان رساانای نامحادود. سگیری می

,𝐵(𝐵𝑥(𝑧)در یااک میاادان مغناطیساای متغیاار  ,𝑔(0,0و میاادان گرانشاای  (0,0 −𝑔)  جاسااازی شااده

 باشد:است. در اینجا معادلات اساسی کوانتوم هیدرودینامیکی به صورت زیر می

            (4-98    )         
𝜌

𝜀

∂U

∂t
= −∇𝑃 + 𝜌𝑔 −

𝜇

𝑘1
𝑈 + 𝑄 + (

∇×𝐵

𝜇0
) × 𝐵 

            (4-93  )                                                  𝜀
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝛻. (𝜌𝑈) = 0 

            (4-41  )                                                                  ∇.𝑈 = 0 

            (4-45        )                                         𝜀
𝜕𝐵

𝜕𝑡
= ∇ × (𝑈 × 𝐵) 

,ρ  𝑘1کااه در اینجااا  𝜀, 𝜇, 𝑃, 𝑈,  ساایاا، ی چگااالی ساایاا ، ساارعت بااه ترتیااب نشااان دهناادهنیااز

𝑄باشاااند. (، تخلخااال و نفوذپاااایری مااای)گرانرویفشاااار ویساااکوزیته =
ℏ2

2𝑚𝑒𝑚𝑖
𝜌∇(

∇2√𝜌

√𝜌
فشاااار  (

جارم  𝑚𝑒ثابات پلاناک اسات ، ℏشاود، کاه کوانتومی است که باه عناوان پتانسایل باوه  شاناخته مای

 باشد.جرم  یون می 𝑚𝑖الکترون و 
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 معادلات خطی سازی 4-7

-ی اوا از معادلااه بااالا بوساایله رو  حالاات معمااولی، فاارض ماایباارای بدساات موردن اخااتلاا مرتاااه

-ی کمیات هاای فیزیکای ترکیاای از بخااش هاای تعاادلی اختلالای هساتند. بناابراین ماایکنای  هماه

 نویسی  :

        (4-42)      𝑄 = 𝑄0 + 𝑄1, 𝑈 = 𝑈0 + 𝑈1, 𝐵 = 𝐵0 + 𝐵1, 𝜌 = 𝜌0 + 𝜌1 

, 𝑃 = 𝑃0 + 𝑃1,  𝑈0 = 0 

ی مقاادیر غیار اختلالای اناد، در حالیکاه نشاان دهناده 0)انادی (در اینجا کمیت هاای  باا زیرناوی  

, 𝐵1(𝐵𝑥, 𝐵𝑦, 𝐵𝑧), 𝜌1, 𝑃1 𝑄1(𝑄1𝑥, 𝑄1𝑦, 𝑄1𝑧)و 𝑈1(𝑈𝑥, 𝑈𝑦, 𝑈𝑧)  ی اخااااااتلاا نشااااااان دهنااااااده

کااوچکی از حالاات تعااادا فشااار، چگااالی ساایاا، میاادان مغناطیساای ، ساارعت ساایاا و فشااار خیلاای 

توانااد در فاارم ( ماای45-4)-(98-4(، معااادلات)42-4معادلااه )کوانتااومی هسااتند. بااا اسااتفاده از 

 ا  به صورت زیر نوشته شود:خطی

  داری : پ  از خطی سازی

            (4-44                 )
𝜌0

𝜀

∂U1

∂t
= −∇𝑃1 + 𝜌1𝑔 −

𝜇

𝑘1
𝑈1 + 𝑄1 +

1

𝜇0
[(∇ × 𝐵1) ×

𝐵0 + (∇ × 𝐵0) × 𝐵1]     

            (4-44      )                                                              𝜀
𝜕𝜌1

𝜕𝑡
+ ∇. (𝜌0𝑈1) = 0 

            (4-41      )                                                                                ∇.𝑈1 = 0 

            (4-46)                                                      𝜀
𝜕𝐵1

𝜕𝑡
= (𝐵0. ∇)𝑈1 − (𝑈1. ∇)𝐵0 
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 کنی ، بدین ترتیب داری :حاا جمله کوانتومی را خطی سازی می

           (4-47                  )𝑄 =
ℏ2

2𝑚𝑒𝑚𝑖
[
1

2
∇(∇2𝜌1) −

1

2𝜌0
∇𝜌1∇

2𝜌0 −

1

2𝜌0
∇𝜌0∇

2𝜌1 +
𝜌1

2𝜌0
2 ∇𝜌0∇

2𝜌0 −
1

2𝜌0
∇(∇𝜌0. ∇𝜌1) +

𝜌1

4𝜌0
2 ∇(∇𝜌0)

2 +

1

2𝜌0
2 ∇𝜌1(∇𝜌0)

2 +
1

𝜌0
2 ∇𝜌0(∇𝜌0. ∇𝜌1) −

𝜌1

𝜌0
3 (∇𝜌0)

3] 

,x) ی کمیت های اختلالی در فضای کنی  همهفرض می y, z) و زمانt کنند:به صورت زیر تغییر می 

            (4-48   )              𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑓1(𝑧) exp(𝑖𝑘𝑥𝑥 + 𝑖𝑘𝑦𝑦 + 𝑖𝜔𝑡) 

𝑘2بوده و   𝑦و 𝑥ی اعداد موج در جهت های نشااان دهنده 𝑘𝑦 و𝑘𝑥  که  = 𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦 

عدد موج اختلالی  2

τ (𝜔  اسات، در حالیکه = 𝜔𝑟 + iγ) با استفاده از اختلاا تعری   باشد.فرکان  اختلالات هارمونیک می

(  معادلات مولفه ای منها را 47-4( تا )44-4( و جایگااری در معادله های )42-4ی معادله )شاده بوسیله

 موری :بدست می

            (4-43    )                 
𝜌0

𝜀
(−𝑖𝜔 +

𝜀𝜐

𝑘1
) 𝑣𝑥 = −i𝑘𝑥𝑃1 + 𝑄1𝑥 +

𝐵1𝑧

𝜇0

 𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
 

            (4-11)            
𝜌0

𝜀
(−𝑖𝜔 +

𝜀𝜐

𝑘1
)𝑣𝑦 = −i𝑘𝑦𝑃1 + 𝑄𝑦 +

𝐵0𝑥(𝑧)(𝑖𝑘𝑥𝐵1𝑦−𝑖𝑘𝑦𝐵1𝑥)

𝜇0
 

           (4-15      )
𝜌0

𝜀
(−𝑖𝜔 +

𝜀𝜐

𝑘1
)𝑣𝑧 = −∇𝑃1 + 𝑄𝑧 − 𝜌1𝑔 +

𝐵0𝑥(𝑧)(𝑖𝑘𝑥𝐵1𝑧−
𝜕𝐵1𝑥
𝜕𝑧

)

𝜇0
−

𝐵1𝑥

𝜇0

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
  

            (4-12  )                                                        −𝜀𝑖𝜔𝜌1 + 𝑈𝑧
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
= 0 

            (4-19)                                                         𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥 +  𝑖𝑘𝑦𝑢𝑦 +
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
= 0 
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            (4-14)                                                                  (𝐵1𝑥, 𝐵1𝑦 , 𝐵1𝑧) =

(−
(𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥−𝑢𝑧

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
)

𝑖𝜔𝜀
,
[𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑦]

𝑖𝜔𝜀
,
[𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑧]

𝑖𝜔𝜀
) 

            (4-11            ) 𝑄̅𝑥 =
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒

𝑘𝑥

𝜀𝜔
[
1

2

𝜕𝜌0

𝜕𝑧

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
+ {

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
−

1

2𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2

}
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
+

[
1

2

𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
−

1

𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
) (

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
) −

𝑘2

2

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+

1

2𝜌0
2 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
3

] 𝑢𝑧] 

          (4-16)                                                                             𝑄̅𝑦 =
𝑘𝑦

𝑘𝑥
𝑄̅𝑥 

         (4-17)                  𝑄̅𝑧 =
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒

1

𝑖𝜀𝜔
[
1

2

𝜕3𝑢𝑧

𝜕𝑧3
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+ {

3

2

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
−

1

𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2

}
𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
+

{
3

2

𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
−

3

𝜌0

𝜕𝜌0

𝜕𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
−
𝑘2

2

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+

3

2𝜌0
2 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
3

}
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
+ [

1

2

𝜕4𝜌0

𝜕𝑧4
−

1

𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
−

𝑘2

2

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
−

1

𝜌0
(
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
)
2

+
5

2𝜌0
2 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2 𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
+

𝑘2

2𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2
−

1

𝜌0
3 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
4

] 𝑢𝑧] 

و این دو معادله را با یکدیگر  ارب کرده( 11-4( و )43-4ی )به ترتیب در معادله هارا  𝑖𝑘𝑦و  𝑖𝑘𝑥 حاا

-مولفه(  رار داده و با انجام یک سری عملیات ریاای 15-4ی )کنی  و سس  نتایج رادر معادلهجمع می

 موری : سرعت را به صورت زیر بدست می  zی

              (4-18                                )(𝜌0𝜔
∗ + 𝑘2𝐴 −

𝐵0𝑥
2(𝑧)𝑘𝑥

2

𝜇0
)
𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
+

[𝜔∗
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+ 𝑘2𝐵 −

2𝐵0𝑥(𝑧)𝑘𝑥
2

𝜇0

 𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
]
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
− [𝜌0𝜔

∗𝑘2 −
𝐵0𝑥

2(𝑧)𝑘2𝑘𝑥
2

𝜇0
−

(𝐶 − 𝑔)𝑘2
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
] 𝑢𝑧 = 0 

, Aکه دراینجا نیز  B , C و𝜔′ .بصورت زیر تعری  شده اند 
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𝐵 =
ℏ2

4𝑚𝑖𝑚𝑒

1

𝜌0
2

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
((

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2
− 2𝜌0

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
)   ,    𝐴 = −

ℏ2

4𝑚𝑖𝑚𝑒

1

𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2

 

            (4-13                                                     )  𝐶 =
ℏ2

4𝑚𝑖𝑚𝑒

𝑘2

2𝜌0

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
 

            (4-61)                                                    𝜔′ = 𝑖𝜔 (−𝑖𝜔 +
𝜀𝜐

𝑘1
) 

 در حضور یک میدان مغناطیسی خارجی ایرابطه پاشندگی پلاسمای لایه 4-8

z از، پلاساامای لایاه ای بااا ااخامت محاادود بااا توجاه بااه فارض اولیااه کاه در منحااا  = zتااا 0 = h 

فاارض کاارده ایاا  کااه چگااالی و میاادان مغناطیساای بااه صااورت  اینجااا نیااز درمرزبناادی شااده اساات. 

ترتیاب باه صاورت زیار داده  وابسته اناد. بناابراین، چگاالی و توزیاع میادان مغناطیسای باه z نمایی به 

 شده اند:

            (4-65)        𝜌0(𝑧) = 𝜌0 exp (
𝑧
𝐿𝐷⁄
) ;  𝐵0𝑥(𝑧) = 𝐵0𝑥(𝑧)exp (

𝑧
2𝐿𝐷⁄ ) 

( باا اساتفاده از شارایط 18-4معادلاه )بارای عماومی  یاک جاوابمقیاس ارتفااع چگاالی اسات.  𝑙𝐷که 

𝑈𝑧مرزی  = 𝑧در  0 = 𝑧و  0 = ℎ زنی :را اینطور حدس می 

            (4-62)                                                         𝑢𝑧 = 𝑢0sin (
𝑛𝜋𝑧

ℎ
)exp (𝜆𝑧) 

𝜆یک عدد صحی  و  𝑛در اینجا  = (−
1

2𝐿𝐷
 باشند.می (

 :دهدمقدار زیر را نتیجه میو ( حل شده 62-4( و )65-4ی )( با کمک معادله18-4ی )معادله

             (4-69    )                𝜔′ = 𝜔𝑞
2𝑘2 + 𝑘𝑥

2𝑣𝐴
2 − [

4𝑔𝑘2ℎ2𝑙𝐷

ℎ2+4𝑛2𝜋2𝐿𝐷
2+4ℎ2𝑘2𝐿𝐷

2] 
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𝜔𝑞کااه
2 =

ℏ2

4𝑚𝑖𝑚𝑒𝑙𝐷
𝑣𝐴کنااد و اثاارات کوانتااومی را توصاای  ماای  2

2 =
𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0𝜌0
کااه بااا عنااوان ساارعت  

تیلااور در پلاساامای -ی پاشااندگی ناپایااداری ریلاای( رابطااه69-4ی )شااود. معادلااهملفااونی شااناخته ماای

ی پاشااندگی ترکیااای از اثاارات کوانتااومی و میاادان دهااد. رابطااهکوانتااومی مغناطیااده را نشااان ماای

دگی عمااومی ی پاشاانرابطااه، ( 69-4ی )ای را در خااود دارد. معادلااهپلاساامای لایااهمغناطیساای روی 

 در غیاب محیط متخلخل نیز هست.

 بحث 4-3

 ترکیب اثرات کوانتومی و میدان مغناطیسی در محیط متخلخل 4-3-5

ر تیلور پلاسمای لایه ای د-ی پاشندگی عمومی برای ناپایداری ریلیبرای راحتی در عملیات ریاای، رابطه

τتواناد بااساااتفاده از میادان مغنااطیسااای در محیط متخلخال می و یکوانتوماثرات حضاااور  = iγ   و 

𝑘𝑥 = 𝑘𝑐𝑜𝑠𝜃  نوشته شود که𝜃  تمایل)انحراف( بردار موج𝑘 میدان مغناطیسی  جهت بهH :است، مانند 

            (4-64       )𝛾2 + 𝛾 (
𝜀𝜐

𝑘1
) + 𝜔𝑞

2𝑘2 + 𝑘𝑥
2𝑣𝐴

2 −
4𝑔𝑘2ℎ2𝐿𝐷

ℎ2+4𝑛2𝜋2𝐿𝐷
2+4ℎ2𝑘2𝐿𝐷

2 = 0 

راج مانند زیر استخیا ناپایداری است. نرخ رشد برای این پیکربندی  ی( مانای تحلیل پایدار64-4معادله )

 شود:می

             (4-61                                                                        ) 𝛾 = −
𝜀𝜐

2𝑘1
±

1

2
√(

𝜀𝜐

𝑘1
)
2
+ 4 {

4𝑔𝑘2ℎ2𝐿𝐷

ℎ2+4𝑛2𝜋2𝐿𝐷
2+4ℎ2𝑘2𝐿𝐷

2 −𝜔𝑞
2𝑘2 − 𝑘𝑥

2𝑣𝐴
2𝑘𝑐𝑜𝑠𝜃} 

در موارد خاص مورد بحث  را (64-4ی )معادله ،ی نقش فاکتورهای متفاوت در ناپایداریبرای مشااااهاده

 . این موارد خاص در زیر بررسی شده است.دهی می
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 در حضور میدان مغناطیسی و اثرات کوانتومی و در محیط متخلخل 4-3-2

کنای . باا توجاه باه ایان (اساتفاده مای61-4( و )64-4ت )برای بررسای نقاش ایان فاکتورهاا از معاادلا

یاا ناپایاداری سیسات  ماورد بررسای تحات تااثیر عوامال توان گفت کاه وااعیت پایاداری معادلات می

( هار چاه 7-4( و )6-4هاای )کناد. باا توجاه باه شاکلمیدان مغناطیسی و اثرات کوانتومی، تغییار مای

یاباد و باه عااارت یاباد نارخ رشاد ناپایاداری ریلای تیلاور کااهش مایمقدار این پارامترها افازایش مای

 گردد.بهتر، سیست  پایدارتر می

 

∗ℎ برحسب عدد موج بصورت بی بعد شده رشد نرخ. 6-4شکل = 1, 𝑛 = 1, 𝑔∗ = 10, 𝑘1 = 0.1 

, 𝜀 = 0.1 , 𝜐∗ = 0.5, 𝑉𝐴
∗ = 0.2  , 𝜃 = 450, 𝜔𝑞

∗ = 0.1,0.2,0.3 
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∗ℎ برحسب عدد موج بصورت بی بعد شده رشد رخن .7-4شکل = 1, 𝑛 = 1, 𝑔∗ = 10, 𝑘1 = 0.1, 

, 𝜀 = 0.1 , 𝜐∗ = 0.5, 𝑉𝐴
∗ = 0,0/1,0.2,0/3  , 𝜃 = 450, 𝜔𝑞

∗ = 0.4 

 

 در غیاب میدان مغناطیسی، اثرات کوانتومی و تخلخل 4-3-9

𝜔𝑞عاااارات  
2 = 0  ،𝑣𝐴

2 = 0 ،𝜀 = 1  ،𝑘1 = بااه کناای  و ( جایگااااری ماای64-4ی )را در معادلااه ∞

 :رسی نتیجه زیر می

            (4-66 )                                  𝛾2 −
4𝑔𝑘2ℎ2𝐿𝐷

ℎ2+4𝑛2𝜋2𝐿𝐷
2+4ℎ2𝑘2𝐿𝐷

2 = 0 

 و ناارخ رشااد من تیلااور کلاساایک اساات. -ی پاشااندگی باارای ناپایااداری ریلاای( رابطااه66-4ی )معادلااه

 د:میمیبدست  بصورت زیر

            (4-67  )                         𝛾𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠𝑖𝑐𝑎𝑙 = √
4𝑔𝑘2ℎ2𝐿𝐷

ℎ2+4𝑛2𝜋2𝐿𝐷
2+4ℎ2𝑘2𝐿𝐷

2 
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( تحات تااثیر میادان 64-4ی )داده شاده توساط معادلاه ی پاشاندگیوااا  اسات کاه رابطاه ،بنابراین

و در غیاااب عواماال  کناادتغییاار ماای مغناطیساای، اثاارات کوانتااومی، تخلخاال و نفوذپااایری محاایط

 دهد.تیلور را بدست می-ناپایداری کلاسیکی ریلی با ماکور نتایج مشابهی

 در غیاب میدان مغناطیسی ودر محیط نا متخلخل 4-3-4

𝑣𝐴تخلخااال و نفوذپاااایری )، ان مغناطیسااایحااااا از اثااارات میاااد
2 = 0 ،𝜀 = 1  ،𝑘1 = ( چشااا  ∞

 یابد.ی زیر کاهش می( به معادله64-4ی )معادله . در نتیجهکنی پوشی می

            (4-68 )                 𝛾2 +𝜔𝑞
2𝑘2 −

4𝑔𝑘2ℎ2𝐿𝐷

ℎ2+4𝑛2𝜋2𝐿𝐷
2+4ℎ2𝑘2𝐿𝐷

2 = 0 

اثاارات تنهااا تیلااور درحضااور -ی پاشااندگی باارای ناپایااداری ریلاای( یااک رابطااه68-4ی )معادلااه

 د:باشبصورت زیر میمن کوانتومی است. نرخ رشد 

            (4-63)           𝛾𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑢𝑚 = √
4𝑔𝑘2ℎ2𝐿𝐷

ℎ2+4𝑛2𝜋2𝐿𝐷
2+4ℎ2𝑘2𝐿𝐷

2 −𝜔𝑞
2𝑘2  

𝛾𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑢𝑚یاااابی  کاااه ( در مااای63-4) و (67-4ی )از معادلاااه < 𝛾𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠𝑖𝑐𝑎𝑙 دهااادکاااه نشاااان مااای 

 .[5]دهدناپایداری ریلی تیلور را کاهش و پایداری سیست  را افزایش میاثرات کوانتومی  افزایش

 اگر محیط متخلخل نااشد 4-3-1

𝜀 (،64-4ی )در معادلااه = 𝑘1و  1 = ی پاشااندگی را بصااورت کناای  و رابطااهرا جایگااااری ماای ∞

 کنی :زیر پیدا می

            (4-71)                 𝛾2 +𝜔𝑞
2𝑘2 + 𝑘𝑥

2𝑣𝐴
2 −

4𝑔𝑘2ℎ2𝐿𝐷

ℎ2+4𝑛2𝜋2𝐿𝐷
2+4ℎ2𝑘2𝐿𝐷

2 = 0 
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تیلااور پلاساامای -یلاایرتاااثیرات میاادان مغناطیساای باار روی ناپایااداری تااوانی  ماایایاان رابطااه در 

 بررسی کنی .کوانتومی را 

 :دیممینرخ رشد مانند زیر بدست همننین، 

            (4-75                ) 𝛾𝑞,𝐴 = √
4𝑔𝑘2ℎ2𝐿𝐷

ℎ2+4𝑛2𝜋2𝐿𝐷
2+4ℎ2𝑘2𝐿𝐷

2 − (𝜔𝑞
2𝑘2 + 𝑘𝑥

2𝑣𝐴
2)  

 :یابی  که( در می75-4( و)63-4) و (67-4از معادلات )

𝛾𝑞,𝐴 < 𝛾𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑢𝑚 < 𝛾𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠𝑖𝑐𝑎𝑙  

دهاد کاه یاباد. ایان نشاان مایمیزان نرخ رشد باا معرفای میادان مغناطیسای در سیسات  کااهش مای

دهاد و سیسات  را باه راکااهش مایای تیلاور پلاسامای لایاه-میدان مغناطیسی اثارات ناپایاداری ریلای

 .[5]بردسمت هرچه پایدار شدن پیش می

 در غیاب میدان مغناطیسی 4-3-6

من معادلااه بصااورت زیاار  .کناای حاااف ماای (64-4ی )اکنااون اثاارات میاادان مغناطیساای را از معادلااه

𝑣𝐴یابااد )حاااف اثاارات میاادان مغناطیساای یعناای باتوجااه بااه معادلااهکاااهش ماای
2 =

𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0𝜌0
ساارعت  

 .الفونی نداشته باشی (

            (4-72)              𝛾2 + 𝛾 (
𝜀𝜐

𝑘1
) + 𝜔𝑞

2𝑘2 −
4𝑔𝑘2ℎ2𝐿𝐷

ℎ2+4𝑛2𝜋2𝐿𝐷
2+4ℎ2𝑘2𝐿𝐷

2 = 0 

تیلااور در محاایط متخلخاال بااا -ی ناپایااداری ریلاایدهنااده( نشااان 72-4ی )ی پاشااندگی معادلااهرابطااه

تخلخال ثابات اسات نارخ رشاد  کاه نارخ رشاد باه علات وجاود ثابت شادهاثرات فشار کوانتومی است. 

 شود:میاین ساختار بصورت زیر داده 
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          (4-79          )𝛾 = −(
𝜀𝜐

𝑘1
) ±

1

2
√(

𝜀𝜐

𝑘1
)
2
+ 4 {

4𝑔𝑘2ℎ2𝐿𝐷

ℎ2+4𝑛2𝜋2𝐿𝐷
2+4ℎ2𝑘2𝐿𝐷

2 −𝜔𝑞
2𝑘2}   

ی بوساایلهسیساات  و اینکااه  ،تیلورپلاساامای لایااه ای-( ناارخ رشااد ناپایااداری ریلاای79-4ی )معادلااه

پایاداری یاا ناپایاداری  .دهادرا نشاان مای اسات، تحات تااثیر  ارار گرفتاه تخلخل و نفوذپایری محیط

 شود.دیده می (3-4)و ( 8-4)درشکلهای منها 

 

 

 
∗ℎ موج بصورت بی بعد شدهبرحسب عدد  رشد نرخ: 8-4شکل = 1, 𝑛 = 1, 𝑔∗ = 10 

𝜀 = 0.1,0.2,0.3   , 𝑘1 = 0.1 , 𝜐∗ = 0.5 , 𝑉𝐴
∗ = 0.2  , 𝜃 = 450, 𝜔𝑞

∗ = 0.4 
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∗ℎ برحسب عدد موج بصورت بی بعد شده رشد نرخ: 3-4شکل = 1, 𝑛 = 1, 𝑔∗ = 10 

, 𝑘1 = 0.1,0.2,0.3   , 𝜀 = 0.1 , 𝜐∗ = 0.5, 𝑉𝐴
∗ = 0.2  , 𝜃 = 450, 𝜔𝑞

∗ = 0.4 

ای در تیلاور پلاسامای لایاه-ی پاشاندگی عماومی ناپایاداری ریلایاسات کاه رابطاهازتحلیل بالا وااا  

نتااایج کلاساایکی ناپایااداری ریلاای  ،محاایط متخلخاال در حضااور میاادان مغناطیساای و اثاارات کوانتااومی

  کنی .را بررسی می دهد. در بخش بعد دو مد متمایز از انتشار اختلااتیلور را تغییر می

 𝒌𝒙اختلاا در طوا جهت  4-1

𝑘𝑦برای مد طولی ) = 𝑘𝑥 و 0 = 𝑘 )شود:( بصورت زیر نوشته می64-4ی )معادله 

            (4-74       )𝛾2 + 𝛾 (
𝜀𝜐

𝑘1
) + 𝜔𝑞

2𝑘2 + 𝑘2𝑣𝐴
2 −

4𝑔𝑘2ℎ2𝐿𝐷

ℎ2+4𝑛2𝜋2𝐿𝐷
2+4ℎ2𝑘2𝐿𝐷

2 = 0 
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  .کنی می( اعماا 74-4ی )روی معادله )یک معیار ریاای است(را41شرایط روث هورویتز

و ازمنجاایی ( منفای اسات، 74-4سیست  ما به این خااطر ناپایادار اسات کاه عااارت ثابات در معادلاه )

 دهد و در نتیجه یک ریشه مثات دارد.ی تغییر علامت را میاین عاارت اجازهکه 

 ( کااه مااورد بحااث وا ااع شااده اساات ماننااد زیاار74-4ی )واااعیت ناپایااداری از عاااارت ثاباات معادلااه

 : میدبدست می

            (4-71         )                       𝑘𝑐 = √
𝑔

(𝜔𝑞
2+𝑣𝐴

2)𝐿𝐷
− (

1

4𝐿𝐷
2 +

𝑛2𝜋2

ℎ2
) 

رانای وابساته اسات حی عدد موج بحرانای اسات. پایاداری سیسات  باه عادد ماوج بنشان دهنده 𝑘𝑐که 

𝑘سیساات  باارای و  < 𝑘𝑐 ی ( واااا  اساات کااه ناپایااداری بوساایله71-4ی )ناپایاادار اساات. از معادلااه

گیاارد، در حالیکااه تخلخاال و نفوذپااایری میاادان مغناطیساای و اثاارات کوانتااومی تحاات تاااثیر  اارار ماای

 مغناطیسی مستقل از شرایط ناپایداری است.

 𝒌𝒚اختلاا در امتداد جهت  4-6

𝑘𝑥برای حالت متقاطع ) = 𝑘 و 0 = 𝑘𝑦) مید.ورت زیر در میص( به 64-4ی )معادله 

            (4-76 )       𝛾2 + 𝛾 (
𝜀𝜐

𝑘1
) + 𝜔𝑞

2𝑘2 −
4𝑔𝑘2ℎ2𝐿𝐷

ℎ2+4𝑛2𝜋2𝐿𝐷
2+4ℎ2𝑘2𝐿𝐷

2 = 0 

تیلااور پلاساامای لایااه ای -را روی سیساات  ناپایااداری ریلاای 45حاااا شاارایط بحااران روث هااورویتز

-( را باه صاورت زیار بدسات مای76-4ی )کنی  و شارایط ناپایاداری از عااارت ثابات معادلاهاعماا می

 موری :

                                                           
40 -Ruth  Hurwitz 
41 -Routh Hurwitz criterion 
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            (4-77             )                                  𝑘𝑐
′ = √

𝑔

𝜔𝑞
2 − (

1

4𝑙𝐷
+
𝑛2𝜋2

4ℎ2
) 

𝑘𝑐در اینجا
و پایاداری سیسات   ، باودهاسات 𝑘𝑦اخاتلاا در جهات کاه و تای  بارای عدد ماوج بحرانای ′

𝑘 سیساات  باارایدر اینجااا،  عاادد مااوج بحراناای دارد.ایاان بسااتگی بااه  > 𝑘𝑐
> پایاادار و باارای ′ 𝑘𝑐

′ 𝑘 

میاادان  توسااطتیلااور -کناای  کااه ناارخ رشااد ناپایااداری ریلاایناپایاادار اساات. همننااین مشاااهده ماای

، در حالیکااه تخلخاال و نفوذپااایری روی ناارخ رشااد متاااثر شااده اسااتمغناطیساای و اثاارات کوانتااومی 

- ارار نمایپارامترهاا تحات تااثیر نقااا بحرانای پایاداری  گاارناد اماا ایانتیلور اثر می-ناپایداری ریلی

 د.نگیر

بخاااطر مسااان تاار ساااختن محاساااات ریاااای و یااافتن اثاار میاادان مغناطیساای، اثاارات کوانتااومی، 

در زیاار تیلااور، برخاای متغیرهااای باای بعااد را -تخلخاال و نفوذپااایری روی ناارخ رشااد ناپایااداری ریلاای

 کنی .استفاده می

𝛾∗ =
𝛾

𝜔𝑝𝑒
 ;  𝜐∗ =

𝜐

𝜔𝑝𝑒
 ;  𝑔∗ =

𝑔

𝐿𝐷𝜔𝑝𝑒
2
   ;   𝑘∗ = 𝑘𝐿𝐷  

ℎ∗ =
ℎ

𝐿𝐷
    ;  𝜔𝑞

∗2 =
ℏ2

4𝑚𝑒𝑚𝑖𝐿𝐷
4𝜔𝑝𝑒

2
 ;     𝑉𝐴

∗2 =
𝑉𝐴
2

𝐿𝐷
2𝜔𝑝𝑒

2
 

𝜔𝑝𝑒کااه 
2 =

𝜌𝑒2

𝑚𝑒
2𝜀0

( اسااتفاده 64-4ی )فرکااان  پلاسااما اساات، ایاان متغیاار هااای باای بعااد را در معادلااه 

 :موری را به صورت زیر بدست می ی منی نرمالایز شدهکنی  و رابطهمی

   (4-78    )   𝛾∗2 + 𝛾∗ (
𝜀𝜐∗

𝑘1
) + 𝜔𝑞

∗2𝑘∗2 + 𝑉𝐴
∗2𝑘∗2𝑐𝑜𝑠2𝜃 −

4𝑔∗𝑘∗2ℎ∗2

ℎ∗2+4𝑛2𝜋2+4ℎ∗2𝑘∗2
= 0 
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-4ی )برای یافتن نرخ رشاد باا توجاه باه عادد ماوج، میادان مغناطیسای و اثارات کوانتاومی از معادلاه

گیاری  باا توجاه باه میادان مغناطیسای، اثارات کوانتاومی و عادد ماوج باه صاورت ( دیفرانسیل می78

 زیر داری :

            (4-73)                                                               
𝑑𝛾∗

𝑑𝑉𝐴
∗ = −

2𝑉𝐴
∗𝑘∗2𝑐𝑜𝑠𝜃

2𝛾∗+(
𝜀𝜐∗

𝑘1
)

 

            (4-81        )                                                         
𝑑𝛾∗

𝑑𝜔𝑞
∗ = −

2𝜔𝑞
∗𝑘∗2

2𝛾∗+(
𝜀𝜐∗

𝑘1
)

 

            (4-85   )                               
𝑑𝛾∗

𝑑𝑘∗
=

2𝑘∗{
𝑔∗(

1
4
+
𝑛2𝜋2

ℎ∗2
)

(
1
4
+
𝑛2𝜋2

ℎ∗2
+𝑘∗2)

−𝜔𝑞
∗2−𝑉𝐴

∗2𝑐𝑜𝑠2𝜃}

2𝛾∗+(
𝜀𝜐∗

𝑘1
)

 

( 73-4ی )رفتار نرخ رشاد باا توجاه باه میادان مغناطیسای و اثارات کوانتاومی تحلیال شاد. از معادلاه

در یااک محاایط  میاادان مغناطیساای و اثاارات کوانتااومی افاازایشبااا کااه  ( مشاااهده شااد81-4و )

-4ی )بطاور مشاابه نارخ رشاد باا توجاه باه عادد ماوج از معادلاه .یابادمای کاهشنرخ رشد  متخلخل،

یاباد و در یاک عادد دهد که نرخ رشاد باا افازایش عادد ماوج بطاور خطای افازایش مای( نشان می85

-یاا عادد ماوج  طاع شاناخته مای 𝑘𝑚𝑎𝑥شود. ایان عادد ماوج خااص بعناوان موج خاص ماکزیم  می

-مای 𝑘𝑚𝑎𝑥بزرگتار از  𝑘یاباد )و تای یاباد نارخ رشاد کااهش مایافزایش مای 𝑘شود. و همننانکه که 

-شود(. ایان تغییار در طایعات نارخ رشاد باه علات اثارات کوانتاومی و میادان مغناطیسای اتفااق مای

 افتد.

همننااین  ( تاییااد شااده اساات.7-4)و ( 6-4)ایاان رفتااار ناارخ رشااد در رابطااه بااا عاادد مااوج در شااکل 

 دهد.مشاهده کردی  که تخلخل رفتار نرخ رشد را تغییر نمی
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ی تاااثیر پارامترهااایی ماننااد تخلخاال و نفااوذ پااایری روی ناارخ رشااد ناپایااداری بااه منظااور مشاااهده

( 8-4)( بصاورت عاددی حال شاده و نتاایج در شاکل 78-4ی )ای، معادلاهتیلاور پلاسامای لایاه-ریلی

 باارای مقااادیر ( ∗𝑘و عاادد مااوج )( ∗𝛾ناارخ رشااد) برحساابانااد. شااکل هااا را نمااایش داده شااده( 3-4)و 

  بااا جااایگزین کااردن پااار امترهااای (8-4)تخلخاال و نفااوذ پااایری رساا  کااردی . در شااکل ی ازمتفاااوت

, 𝜃 = 450 ℎ∗ = 1, 𝑛 = 1, 𝑔∗ = 10, 𝜔𝑞
∗ = 0.4, 𝑉𝐴

∗ = 0.2 , 𝜐∗ = 0.5 

𝜀 = 0.1,0.2,0.3   , 𝑘1 = داده ایاا  کااه ناارخ رشااد بااا افاازایش مقااادیری از تخلخاال، نشااان  0.1

را کااهش تیلاور -ریلایی اینسات کاه تخلخال نارخ رشاد ناپایاداری یابد. واین نشان دهنادهکاهش می

∗ℎ  بطاااور مشاااابه مقاااادیر .کنااادداده وسیسااات  را پایااادار مااای = 1,𝜔𝑞
∗ = 0.4, 𝑉𝐴

∗ = 0.2 , 𝜀 =

0.1 , 𝜐∗ = 0.5  , 𝑛 = 1, 𝑔∗ = 10, 𝑘1 = 0.1,0.2,0.3   , 𝜃 = -4ی )را در معادلااااااااااااااه 450

ایان شاکل دریاافتی   باا توجاه باهبدسات مماد. ( 3-4در شاکل)نشان داده شاده ایج ( گااشتی  و نت78

سیسات  را  یاباد بناابراین نفاوذ پاایری محایطکه با افزایش مقدار نفوذ پایری نارخ رشاد افازایش مای

 .بردبه سمت هرچه ناپایدارتر شدن پیش می
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 فصل پنجم:
 

 گیری و پیشنهادا نتیجه 
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 : نتیجه گیری و پیشنهادات 1فصل

 مقدمه 1-5

ی کوانتااومی در هاادف از ایاان تحقیااق بررساای ناپایااداری ریلاای تیلااور باارای یااک پلاساامای مغناطیااده

باشاد. باه منظاور دساتیابی باه ایان هادف، پا  از معرفای حضور یک میدان مغناطیسای خاارجی مای

ی ناپایااداری ریلاای تیلااور در حضااور و عاادم حضااور یااک بااه مطالعااهپلاسااما و بیااان مفهااوم ناپایااداری 

میدان مغناطیسی خاارجی پرداختاه و نتاایج بدسات مماده را بررسای کارده ایا . بطاور کلای منناه در 

 باشد.این پایان نامه بررسی شده و نتایج حاصله از من به شرح زیر می

پلاساما و دلیال بوجاود ممادن ابتدا یک مفهوم کلی در ماورد ناپایاداری هاای موجاود در یاک  -

 ها در پلاسما ارائه شدیا وجود داشتن این ناپایداری

سااس  توصاایفی کلاای از ماادا ساایالی و معااادلات مگنتوهیاادرودینامیک باارای یااک پلاسااما را  -

 بیان نمودی .

با اساتفاده از رو  هاای حال عاددی رواباط پاشاندگی و نارخ رشاد ناپایاداری ریلای تیلاور را   -

ی کوانتااومی در غیاااب یااک میاادان مغناطیساای خااارجی را مغناطیااده باارای یااک پلاساامای

 بدست موردی 

ی همننااین بااا اسااتفاده از همااان رو  حاال عااددی و باارای همااان پلاساامای مغناطیااده -

کوانتومی ایناار در حضاور یاک میادان مغناطیسای خاارجی رواباط پاشاندگی و نیاز رابطاه ی 

 نرخ رشد را محاساه کردی .
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نمودارهاایی کاه بارای هار کادام از ایان وااعیت هاا ط پاشاندگی ، نارخ رشاد و روابابا استفاده از 

یااک سااری نتااایج باارای ناپایااداری ریلاای تیلااور در حضااور یااا ناااود برخاای پارامترهااا بدساات ممااد 

 بدست ممد که به صورت موردی در زیر به منها پرداخته ای .

 نتیجه گیری  1-2

ی کوانتاومی در یاک محایط متخلخال و طیادهابتدا نتاایج بدسات مماده بارای یاک پلاسامای مغنا

 کنی : بررسی می را بدون حضور یک میدان مغناطیسی خارجی

(𝑖)  عاااارت کوانتااومی𝜔𝑞
دارد در را ( بحراناای باارای متو اا  کااردن ناپایااداری یدیتوانااایی )شااد ∗

𝜔𝜀حااالی کااه دو عاااارت 
∗(𝜔𝑣0

𝜔𝑘1( و∗
∗ ایاان توانااایی را ندارنااد، بنااابراین ، باارای اثاارات کوانتااومی،   

𝑘𝑐𝑡𝑞 طع کوانتومی را به شکلسیست  ممکن است  = √
𝑔∗

𝜔𝑞
∗2 −

1

4
−
𝑛2𝜋2

ℎ∗2
 .دکن تجربه 

 (𝑖𝑖)  محاایط متخلخاال یااک  در تخلخاال𝜔𝜀
، روی ناپایااداری سیساات  مطاارح شااده دارد ثااابتیر یاثتاا ∗

𝜔𝜀با افزایش  بطوریکه 
 .یابدافزایش میست  پایداری سی  ∗

(𝑖𝑖𝑖) ( نفوذپااایری محاایط𝜔𝑘1
روی ناپایااداری سیساات  مطاارح شااده دارد. متقاباال تخلخاال را ر یاثتاا( ∗

𝜔𝑘1افاازایش  چنانکااه پایااداری سیساات  بااا
یابااد. بااه عاااارت دیگاار ، نفوذپااایری محاایط کاااهش ماای ∗

نقاش دو جانااه ای روی پایاداری سیسات  مطارح شاده دارد باه ایان معنای کاه ، ثااات )بارای مقااادیر 

𝜔𝑘1کوچک 
)یعنای هماان انادازه کاه سیسات   باشاد)بارای مقاادیر بازرگ( مای بای ثاااتیبه خاوبی  (∗

𝜔𝑘1برای مقاادیر کوچاک 
مقابال مقاادیر بازرگ ایان پاارامتر ناپایادار پایادار اسات باه هماان انادازه در ∗

𝜔𝑞کاه در غیااب   γ2عالاوه بار ایان، مقاادیر شاود(.می
نیاز در بار مقاادیر کلاسایک را  داده شاده اناد ∗
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-اندازد)حاااف نماایضااور عاااارت کوانتااومی داده شااده را از لاا  نماایحکااه در  ایو پایااداریگیرنااد ماای

 کند(.

  (𝑖𝑣) ( حضااور دو عاااارت 97-4ی )باار طاااق معادلااه𝜔𝜀
∗(𝜔𝑣0

𝜔𝑘1( و∗
ی نااتاااثیری روی نقاااا بحرا ∗

kcپایداری )
𝜔𝑞 اثر ی( که بوسیله∗

 افتد، ندارد. اتفاق می ∗

 (𝑣)  تاااثیر دو عاااارت𝜔𝜀
𝜔𝑘1و  ∗

در  γ2بررساای شااد، کااه مقااادیر سطحی)صااوری(باارای اثاارات  ∗

𝜔𝜀حضااور 
𝜔𝑘1و  ∗

𝜔𝜀کمتاار از مقااادیر شااان در غیاااب  ∗
𝜔𝑘1و  ∗

در ایاان مطلااب باشااند. در حالیکااه ماای ∗

𝜔𝑞حضااور 
حضااور در شااود. بااه عاااارت دیگاار، کاماال حاصاال نماایبطورباارای سیساات  مطاارح شااده ،  ∗

𝜔𝜀اثرات کوانتومی، انار ی هار اخاتلاا بیشاتر از زماانی کاه 
𝜔𝑘1و  ∗

شاود. حضاور دارناد، پراکناده مای ∗

 ت کوانتاومی بارای سیسات  مطارح شاده اسات.تسالی  اثارات عااار γ2دهاد کاه، رفتاار این نشان مای

همننااین باارای همااان ساایاا و بااا همااان شاارایط  ااال و ایناااار در حضااور یااک میاادان مغناطیساای 

 خارجی نتیجه زیر بدست ممد:

مشااخص شااد کااه سیساات  پایااداری ا  را در حضااور اثاارات کوانتااومی ، میاادان  باارای ایاان شاارایط،

و تاای انتشااار مااوج در متوجااه شاادی  کااه مورد. عاالاوه باار ایاان ، مغناطیساای و تخلخاال بدساات ماای

( اساات، عاادد مااوج بحراناای توسااط اثاارات کوانتااومی و میاادان مغناطیساای متاااثر 𝑘𝑥امتااداد جهاات )

اسات، عادد ماوج بحرانای تنهاا تحات تااثیر اثارات  (𝑘𝑦شاود. در حالیکاه و تای انتشاار در جهات )می

 گیرد.کوانتومی  رار می

دهااد کااه اثاارات کوانتااومی، میاادان مغناطیساای، تیلااور نشااان ماای-ناارخ رشااد ریلاایمحاساااات عااددی 

در دهنااد. حالاات ناپایاادار، ناارخ رشااد ناپایااداری ریلاای تیلااور را تغییاار ماایی شاایب تخلخاال و زاویااه

ناپایااداری بنااابراین،  کنااد.ایاان حالاات ناپایاادار را تقویاات ماایحالیکااه نفااوذ پااایری محاایط متخلخاال 
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ای در حضااور اثاارات کوانتااومی همااراه بااا میاادان مغناطیساای در محاایط لایااهتیلااور پلاساامای -ریلاای

 رود.متخلخل به سمت پایداری بیشتر پیش می

 یک بیان خلاصه از نتایج 1-9

اثاارات پارامترهااای متفاااوتی از  ایاال تخلخاال نفااوذ پااایری ، اثاارات بااه دنااااا بررساای  جااادر ایاان 

ی کوانتااومی ابتاادا در غیاااب و سااس  در مغناطیاادهکوانتااومی و میاادان مغناطیساای در یااک پلاساامای 

 حضور یک میدان مغناطیسی دریافتی  که :

رود. یعناای بااا افاازایش مقاادار پااارامتر تخلخاال پایااداری سیساات  مااورد بررساای بااالا ماای -5

 گاارد. تخلخل محیط در پایداری سیست  تاثیر مستقیمی می

ی کوانتااومی غناطیاادهبااا افاازایش مقاادار پااارامتر نفااوذ پااایری در یااک پلاساامای م -2

تاوان گفات بارای پایادار کاردن یاباد در نتیجاه مایناپایداری ایان سیسات  افازایش مای

 سیست  این گزینه باید تضعی  شود.

تااوان گفاات مننااه در اینجااا مشاااهده و بااا توجااه بااه فرمولهااای بدساات ممااده هاا  ماای -9

ن معنای کاه اینست که اثارات کوانتاومی تااثیری ثابات در پایاداری سیسات  دارد. باه ایا

ی کوانتااومی چااه در حضااور یااا درغیاااب یااک میاادان در یااک پلاساامای مغناطیااده

مغناطیسی خاارجی، هرچاه مقادار پاارامتر کوانتاومی سیسات  افازایش یاباد پایاداری من 

 یابد. نتیجه اینکه سیست  های کوانتومی پایدارترند.نیز افزایش می

پلاساما دارد. منناه کاه در اینجاا میدان مغناطیسی نیاز تااثیر ثاابتی روی پایاداری یاک  -4

دهاد کاه وجاود یاک میادان مغناطیسای خاارجی در پایاداری مشاهده کردی  نشان مای

هرچااه بیشااتر یااک پلاسااما مااوثر اساات. بااه ایاان معناای کااه هرچااه میاادان مغناطیساای 
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ی کوانتااومی  ااویتر باشااد سیساات  مااورد بررساای کااه یااک پلاساامای لایااه ای مغناطیااده

 شود.است پایدار تر می

تااوان چنااین نتیجااه گرفاات کااه هاار چااه پلاسااما کوانتااومی تربااوده و میاادان نهایاات ماایدر 

مغناطیسای خاارجی کاه من را احاطاه کارده  ااویتر باشاد پلاساما پایاداری بیشاتری از خااود 

 دهد.نشان می

 پیشنهادات  1-4

دراین تحقیق باه بررسای رفتاار خطای معاادلات مگنتاو هیادرودینامیک کوانتاومی بارای یاک  -5

ی کوانتااومی در حضااور یااا عاادم حضااور میاادان مغناطیساای خااارجی پلاساامای مغناطیااده

کنای  در میناده بارای بررسای ناپایاداری ریلای تیلاور باه روشاهای پرداخته شد. پیشانهاد مای

ی ایان رو  هااا بدسات موردن معااادلات کورتااه وگ غیار خطاای نیاز پرداختااه شاود. از جملااه

 باشد.می kdvده وری یا همان 

در  و اثاارات کوانتااومی پایااان نامااه بااه بررساای پارامترهااایی چااون تخلخاال و نفوذپااای در ایاان -2

نااابر ایاان پیشاانهاد پرداختااه شااد. ب حضااور یااا عاادم حضااور یااک میاادان مغناطیساای خااارجی

 شود اثر ویسکوزیته در ناپایداری ریلی تیلور بررسی شود.می

ری بونمااان ارائااه شااد در کااار حاااار معرفاای مختصااری از ناپایااداری دوجریااانی و ناپایاادا -9

شود در مینده باه ایان ناپایاداری هاا و نیاز ناپایاداری هاای غیار خطای درون یاک پیشنهاد می

 پلاسما پرداخته شود.
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 پیوست ال :

محاساات عددی برای معادلات فصل دوم برای دستیابی به روابط پاشندگی و نرخ رشد ریلی 

 تیلور 

𝑣 = 𝑣0 + 𝑣1, 𝑛 = 𝑛0 + 𝑛1, 𝐵 = 𝐵0𝑥̂, 𝑔 = −𝑔𝑘̂, 𝐸 = 𝛿𝐸 

 نویسی :ی حرکت را میابتدا معادله

𝑚𝑛(
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ (𝑣. ∇)𝑣) = 𝑒𝑛(𝑣 × 𝐵 + 𝐸) +𝑚𝑛𝑔 

   𝑚(
𝜕(𝑣0+𝑣1)

𝜕𝑡
+ ((𝑣0 + 𝑣1). ∇)(𝑣0 + 𝑣1)) = 𝑒((𝑣0 + 𝑣1) × 𝐵 + 𝛿𝐸) +𝑚𝑔 

 بعد از خطی سازی 

𝑚(
𝜕𝑣1
𝜕𝑡

+ (𝑣0. ∇)𝑣1) = 𝑒((𝑣0 + 𝑣1) × 𝐵 + 𝛿𝐸) + 𝑚𝑔 

 نویسی :ابتدا جملات تعادلی را می

0 = 𝑒𝑣0 × 𝐵 +𝑚𝑔,           0 = 𝑒𝑣0𝑦̂ × 𝐵𝑜𝑥̂ − 𝑚𝑔𝑘̂                                           

𝑚𝑔𝑘̂ = −𝑒𝑣0𝐵𝑜𝑘̂ ⟹ 𝑣0 =
−𝑚𝑔𝑘̂

𝑒𝐵0𝑘̂
= −

𝑚𝑔

𝑒𝐵0
 

𝜔𝑔𝑖از طرفی  =
𝑒𝐵0

𝑚𝑖
𝑣0            توان گفت:باشد در نتیجه می)فرکان  چرخش( می = −

𝑔

𝜔𝑔𝑖
 

 کنی :( بررسی می2-1ی )حاا جملات غیر تعادلی را از معادله

𝐸 = −∇𝜑 = −
𝜕𝜑

𝜕𝑥
;    𝛿𝑣𝑖 = 𝛿𝑣𝑖(𝜔, 𝑘⃗ )𝑒

𝑖(𝑘⃗ .𝑘⃗ −𝜔𝑡);  
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       𝛿𝐸 = −𝑖𝑘⃗ 𝛿𝜑(𝜔, 𝑘⃗ )𝑒𝑖(𝑘⃗ .𝑘⃗ −𝜔𝑡)      𝑣 = 𝑣0 + 𝑣1 ,      𝑛 = 𝑛0 + 𝑛1;  𝐸 = 𝛿𝐸 

𝑚𝑖 (
𝜕𝛿𝑣𝑖
𝜕𝑡

+ (𝑣0. ∇)𝛿𝑣𝑖) = 𝑒(𝛿𝑣𝑖 × 𝐵0𝑒̂𝑥 + 𝛿𝐸) 

𝑚𝑖(−𝑖𝜔𝛿𝑣𝑖 + 𝑣0𝑖𝑘𝛿𝑣𝑖) = 𝑒(𝛿𝑣𝑖 × 𝐵0𝑒̂𝑥 − 𝑖𝑘𝛿𝜑) 

−𝑖𝑚𝑖(𝜔 − 𝑘𝑣0)𝛿𝑣𝑖 = −𝑖𝑒(𝑘𝛿𝜑 − 𝑖𝐵0𝑒̂𝑥 × 𝛿𝑣𝑖) 

               (𝜔 +
𝑘𝑔

𝜔𝑔𝑖
) 𝛿𝑣𝑖 =

𝑒

𝑚𝑖
(𝑘𝛿𝜑 − 𝑖𝐵0𝑒̂𝑥 × 𝛿𝑣𝑖) 

   𝛿𝑣𝑖 گیری  در جهت عمود بر میدان مغناطیسی است انتشار موج را نیز در جهت عمود در نظر می 

𝜔)(           5-ال -)پ  +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
) 𝛿𝑣𝑖⊥ =

𝑒

𝑚𝑖
(𝑘⊥𝛿𝜑 − 𝑖𝐵0𝑒̂𝑥 × 𝛿𝑣𝑖⊥)       

--------------------------------------------------------------------------------- 

(ω + 𝑖𝛾)3 = −
𝑚𝑒

2𝑚𝑖
𝜔𝑝𝑒
2  

𝜔(𝜔2 − 3𝛾2) + 𝑖𝛾(3𝜔2 − 𝛾2) = −
𝑚𝑒

2𝑚𝑖
𝜔𝑝𝑒
3  

𝛾2:       سمت موهومی برابر صفر است چون طرف دوم چنین عاارتی ندارد = 3𝜔2 

 دهی می  سمت های حقیقی دوطرف را مساوی  را

𝜔(𝜔2(              2-ال -)پ       − 3𝛾2) = −
𝑚𝑒

2𝑚𝑖
𝜔𝑝𝑒
3 

 

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)𝛿𝑣𝑖⊥ =

𝑒

𝑚𝑖

(𝑘⊥𝛿𝜑 − 𝑖𝐵0𝑒̂𝑥 × 𝛿𝑣𝑖⊥) 
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𝑒̂𝑥ی بالا را از سمت چپ در کل معادله  کنی :ارب می ×

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
) 𝑒̂𝑥 ×  𝛿𝑣𝑖⊥ =

𝑒

𝑚𝑖

(𝑒̂𝑥 × 𝑘⊥𝛿𝜑 − 𝑒̂𝑥 ×  𝑖𝐵0𝑒̂𝑥 × 𝛿𝑣𝑖⊥) 

 کنی ی بک کب استفاده میی مخر از  ائدهبرای جمله

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
) 𝑒̂𝑥 ×  𝛿𝑣𝑖⊥

=
𝑒

𝑚𝑖

(𝑒̂𝑥 × 𝑘⊥𝛿𝜑 − (𝑖𝐵0𝑒̂𝑥( 𝑒̂𝑥. 𝛿𝑣𝑖⊥) − 𝛿𝑣𝑖⊥(𝑖𝐵0𝑒̂𝑥. 𝑒̂𝑥)) 

  ((𝑖𝐵0𝑒̂𝑥( 𝑒̂𝑥. 𝛿𝑣𝑖⊥  صفر است چون𝛿𝑣𝑖⊥  در راستایy باشدمی 

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
) 𝑒̂𝑥 ×  𝛿𝑣𝑖⊥ =

𝑒

𝑚𝑖

(𝑒̂𝑥 × 𝑘⊥𝛿𝜑 +  𝑖𝐵0𝛿𝑣𝑖⊥) 

    𝑒̂𝑥 ×  𝛿𝑣𝑖⊥ =
𝑒

𝑚𝑖
(𝑒̂𝑥 × 𝑘⊥𝛿𝜑 +  𝑖𝐵0𝛿𝑣𝑖⊥) (𝜔 +

𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)
−1

 

 دهی (  رار می1-2ی )ی بالا را در معادلهمعادله

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
) 𝛿𝑣𝑖⊥ =

𝑒

𝑚𝑖
(𝑘⊥𝛿𝜑 − 𝑖𝐵0(

𝑒

𝑚𝑖
(𝑒̂𝑥 × 𝑘⊥𝛿𝜑 +  𝑖𝐵0𝛿𝑣𝑖⊥) (𝜔 +

𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)
−1

)). 

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)𝛿𝑣𝑖⊥ =

𝑒𝑘⊥𝛿𝜑

𝑚𝑖
−
𝑖𝐵0𝑒

2

𝑚𝑖
2

𝑒̂𝑥 × 𝑘⊥𝛿𝜑

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔
𝜔𝑔𝑖

)
+
𝑒2𝐵0

2

𝑚𝑖
2

𝛿𝑣𝑖⊥

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔
𝜔𝑔𝑖

)
 

𝜔𝑔𝑖
2 =

𝑒2𝐵0
2

𝑚𝑖
2
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[(𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
) −

𝜔𝑔𝑖
2

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔
𝜔𝑔𝑖

)
] 𝛿𝑣𝑖⊥ = 𝛿𝜑 [

𝑒𝑘⊥
𝑚𝑖

−
𝑖𝐵0𝑒

2

𝑚𝑖
2

𝑒̂𝑥 × 𝑘⊥

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔
𝜔𝑔𝑖

)
] 

τاگر  ≪ 𝜔𝑔𝑖 ی ودرجمله(𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
خواهد داشت در نتیجه اثر من ک  ی دوم مخرج بزرگی جمله (

 کنی  داری :توان از من صرف نظر کرد، در نتیجه ابتدا تمامی جملات را ه  مخرج میشود و حتی میمی

[(𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
) −

𝜔𝑔𝑖
2

(𝜔+
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)

] 𝛿𝑣𝑖⊥ = 𝛿𝜑 [

𝑒𝑘⊥
𝑚𝑖

(𝜔+
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)−

𝑖𝐵0𝑒
2

𝑚𝑖
2 𝑒̂𝑥× 𝑘⊥

(𝜔+
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)

]. 

↳    [(𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
) −

𝜔𝑔𝑖
2

(𝜔+
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)

] (𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
) 𝛿𝑣𝑖⊥    = 𝛿𝜑 [

𝑒𝑘⊥

𝑚𝑖
(𝜔 +

𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
) −

𝑖𝐵0𝑒
2

𝑚𝑖
2 𝑒̂𝑥 × 𝑘⊥] ⟹. 

  ↳    [(𝜔 −
𝜔𝑔𝑖

2

𝜔
)𝜔]𝛿𝑣𝑖⊥    = 𝛿𝜑 [

𝑒𝑘⊥
𝑚𝑖

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
) −

𝑖𝐵0𝑒
2

𝑚𝑖
2 𝑒̂𝑥 × 𝑘⊥] 

−(𝜔𝑔𝑖
2 −𝜔2)𝛿𝑣𝑖⊥    = −𝛿𝜑 [

𝑖𝐵0𝑒
2

𝑚𝑖
2 𝑒̂𝑥 × 𝑘⊥ +

𝑒𝑘⊥
𝑚𝑖

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)] 

τ وباز ه  با شرا ≪ 𝜔𝑔𝑖 کنی :ی کوچکتر چش  پوشی میجملهاز در نتیجه 

𝜔𝑔𝑖
2𝛿𝑣𝑖⊥ = 𝛿𝜑 [

𝑖𝐵0𝑒
2

𝑚𝑖
2 𝑒̂𝑥 × 𝑘⊥ +

𝑒𝑘⊥
𝑚𝑖

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)] 

𝜔𝑔𝑖
2

𝜔𝑔𝑖
2
𝛿𝑣𝑖⊥ =

𝛿𝜑 [
𝑖𝐵0𝑒

2

𝑚𝑖
2 𝑒̂𝑥 × 𝑘⊥ +

𝑒𝑘⊥
𝑚𝑖

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔
𝜔𝑔𝑖

)]

𝜔𝑔𝑖
2
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𝛿𝑣𝑖⊥ = 𝛿𝜑 [
𝑖𝐵0𝑒

2

𝑚𝑖
2

𝑚𝑖
2

𝑒2𝐵0
2 𝑒̂𝑥 × 𝑘⊥ +

𝑚𝑖
2

𝑒2𝐵0
2

𝑒𝑘⊥
𝑚𝑖

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)] 

𝛿𝑣𝑖⊥ = 𝛿𝜑 [
𝑖

𝐵0
𝑒̂𝑥 × 𝑘⊥ +

𝑚𝑖𝑘⊥

𝑒𝐵0
2 (𝜔 +

𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)] 

⊥𝛿𝑣𝑖           (9-ال -)پ             = 𝛿𝜑 [
𝑖

𝐵0
𝑒̂𝑥 × 𝑘⊥ +

𝑘⊥

𝐵0𝜔𝑔𝑖
(𝜔 +

𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)] 

--------------------------------------------------------------------- 

∂𝑛

∂t
+ ∇. (𝑛𝑢) = 0                                         𝑛 = 𝑛0 + 𝛿𝑛𝑖  ;    𝑢 = 𝑢0 + 𝛿𝑢𝑖 

∂

∂t
(𝑛0 + 𝛿𝑛𝑖) + ∇. ((𝑛0 + 𝛿𝑛𝑖)(𝑢0 + 𝛿𝑢𝑖)) = 0              

خطی سازی 
∂

∂t
𝛿𝑛𝑖 + ∇. (𝑛0𝑢0 + 𝛿𝑛𝑖𝑢0 + 𝑛0𝛿𝑢𝑖 + 𝛿𝑛𝑖𝛿𝑢𝑖) = 0 

𝑢0چون  = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡    پ∇. 𝑢0 = .𝑛0∇واز منجایی که  0 𝑢0 = چون بر ه  عمودند درنتیجه  0

ی خطی سازی منافات ی مخر بخاطر توان بیشتر از یک با  ائدهشود، همننین جملهی اوا صفر میجمله

 شود داری :دارد پ  حاف می

∂

∂t
𝛿𝑛𝑖 + 𝑛0∇δ𝑢𝑖 + δ𝑢𝑖∇𝑛0 = 0 

 با تادیل فوریه داری :

−𝑖𝜔𝛿𝑛𝑖 + 𝑛0𝑖𝑘𝛿𝑢𝑖 + 𝛿𝑢𝑖𝛻𝑛0 = 0           

𝜔𝛿𝑛𝑖(          4-ال -)پ         = 𝑛0𝑘𝛿𝑢𝑖 − 𝑖𝛿𝑢𝑖𝛻𝑛0 

-------------------------------------------------------------------------- 

δ𝑛𝑖با توجه به شرا شاه خنثائیت  = 𝛿𝑛𝑒  داری 
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𝑛0𝛿𝜑 [
𝑒

𝑚𝑖
(
𝑘∥
2

𝜔2
−

𝑘⊥
2

𝜔𝑔𝑖
2
) +

𝑘⊥
𝐵0𝑙𝑛

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)

−1

] = −𝛿𝜑
𝑛0
𝐵0
(
𝜔𝑔𝑒
𝜔

𝑘∥
2

𝜔
−
𝑘⊥
𝜔𝑙𝑛

) 

 پ  از جابجایی و فاکتورگیری 

𝑘∥
2

𝜔2
(
𝑒

𝑚𝑖
+
𝜔𝑔𝑒
𝐵0
) −

𝑘⊥
2

𝜔𝑔𝑖
2

𝑒

𝑚𝑖
=

𝑘⊥
𝜔𝐵0𝑙𝑛

(
1

𝜔
− (𝜔 +

𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)

−1

) 

𝜔𝑔𝑒 =
𝑒𝐵0
𝑚𝑒

 

𝑘∥
2

𝜔2
(
𝑒

𝑚𝑖
+

𝑒𝐵0
𝑚𝑒

𝐵0
)−

𝑘⊥
2

𝜔𝑔𝑖
2

𝑒

𝑚𝑖
=

𝑘⊥
𝜔𝐵0𝑙𝑛

(1 −
𝜔

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔
𝜔𝑔𝑖

)
) 

→→
𝑘∥
2

𝜔2
𝜔𝑔𝑖

2

𝑘⊥
2 (1 +

𝑚𝑖

𝑚𝑒
) − 1 =

𝑘⊥
𝜔𝐵0𝑙𝑛

𝜔𝑔𝑖

𝑘⊥
2

𝑒𝐵0
𝑚𝑖

𝑚𝑖

𝑒
(1 −

𝜔

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔
𝜔𝑔𝑖

)
) 

𝑘∥
2

𝜔2
𝜔𝑔𝑖

2

𝑘⊥
2 (1 +

𝑚𝑖

𝑚𝑒
) − 1 =

𝜔𝑔𝑖
𝜔

1

𝑙𝑛𝑘⊥
(1 −

𝜔

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔
𝜔𝑔𝑖

)
) 

𝜔𝑔𝑖
2

𝜔2
𝑘∥
2

𝑘⊥
2 (1 +

𝑚𝑖

𝑚𝑒
) − 1 =

𝜔𝑔𝑖
𝜔

1

𝑙𝑛𝑘⊥
(1 −

𝜔

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔
𝜔𝑔𝑖

)
) →→ 

(            1-ال -)پ    
𝜔𝑔𝑖

𝜔

1

𝑙𝑛𝑘⊥
(1 −

𝜔

(𝜔+
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)

) −
𝜔𝑔𝑖

2

𝜔2

𝑘∥
2

𝑘⊥
2 (1 +

𝑚𝑖

𝑚𝑒
) + 1 = 0 

--------------------------------------------------------------------------- 
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𝜔𝑔𝑖
𝜔

1

𝑙𝑛𝑘⊥
(1 −

𝜔

(𝜔 +
𝑘⊥𝑔
𝜔𝑔𝑖

)
) − (1 +

𝑚𝑖

𝑚𝑒
)
𝜔𝑔𝑖

2

𝜔2
𝑘∥
2

𝑘⊥
2 + 1 = 0 

∥𝑘     با توجه به فرض  = 0،   𝜔 ≫
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
   

∥𝑘 از فرض اولیه یعنی  =  با یمانده بصورت:عاارت  0

𝜔𝑔𝑖

𝜔

1

𝑙𝑛𝑘⊥
(1 −

𝜔

(𝜔+
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)

) + 1 = 0 →
𝜔𝑔𝑖

𝜔

1

𝑙𝑛𝑘⊥
(1 −

𝜔

(𝜔+
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)

) = −1. 

→→→
𝜔𝑔𝑖
𝜔

1

𝑙𝑛𝑘⊥
(

𝜔 +
𝑘⊥𝑔
𝜔𝑔𝑖

−𝜔

𝜔 +
𝑘⊥𝑔
𝜔𝑔𝑖

) = −1 

 موری :طرفین وسطین کرده بدست می

𝑘⊥𝑔 = −𝜔𝑙𝑛𝑘⊥(𝜔 +
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
) 

𝜔طاق فرض دوم  ≫
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
توان ازمن ی اوا است پ  میجمله دوم داخل پرانتز خیلی کوچکتر از جمله 

 صرف نظر کرد در نتیجه:

𝑔(                6-ال -)پ              = −𝜔2𝑙𝑛 →→ 𝜔2 = −
𝑔

𝑙𝑛
 

(𝜔𝑟𝑡 + 𝑖𝛾)
3 + (𝜔𝑟𝑡 + 𝑖𝛾)

𝑔

𝑙𝑛
−
𝑔2𝑘⊥
2𝜔𝑔𝑖𝑙𝑛

= 0 

(𝜔𝑟𝑡)
3 − (𝑖𝛾)3 + 3(𝜔𝑟𝑡)

2 − 3(𝑖𝛾)2𝜔𝑟𝑡 +
𝑔

𝑙𝑛
𝜔𝑟𝑡 +

𝑔

𝑙𝑛
𝑖𝛾 −

𝑔2𝑘⊥
2𝜔𝑔𝑖𝑙𝑛

= 0 
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τ بخش حقیقی:    (𝜔2 − 3𝛾2 +
𝑔

𝑙𝑛
) =

𝑔2𝑘⊥

2𝜔𝑔𝑖𝑙𝑛
  . 

 بخش موهومی :

γ(𝑖𝛾2−(          7-ال -)پ             − 3i𝜔𝑟𝑡
2 ) = −i

𝑔

𝑙𝑛
𝛾      →→ 𝛾2 − 3𝜔2 =

𝑔

𝑙𝑛
 

𝛾𝑜𝑟𝑡 = (
𝑔

𝐿𝑛
)

1
2⁄

  ;    𝛾2 − 3𝜔2 =
𝑔

𝐿𝑛
   ⟹ 𝛾𝑟𝑡

2 − 3𝜔2 = 𝛾𝑜𝑟𝑡
2     

⟹(                8-ال -)پ             𝛾𝑟𝑡 ≫ √3𝜔  ⟹ 𝛾𝑟𝑡
2 ≫ 3𝜔2  

τ (𝜔2 − 3𝛾2 +
𝑔

𝐿𝑛
) =

𝑔2𝑘⊥
𝐿𝑛2𝜔𝑔𝑖

    ⟹ τ(𝜔2−3𝛾2 +𝛾2 −3𝜔2) = (𝛾2−3𝜔2)
𝑔𝑘⊥
2𝜔𝑔𝑖

 

τ(−2𝛾2 − 2𝜔2) = (𝛾2 − 3𝜔2)
𝑔𝑘⊥
2𝜔𝑔𝑖

     ⟹ −2τ(𝛾2 +𝜔2) = (𝛾2 −3𝜔2)
𝑔𝑘⊥
2𝜔𝑔𝑖

 

2τ(𝛾2)−(   3-ال -داری :  )پ(8-ال -با استفاده از)پ = (𝛾2)
𝑔𝑘⊥

2𝜔𝑔𝑖
⟹ τ

𝑟𝑡
= −

𝑔𝑘⊥

4𝜔𝑔𝑖
 

𝑘⊥ =
2𝜋

𝜆𝑟𝑡
              ;         

2𝜋

𝜆𝑟𝑡
𝑙𝑛 ≪

4𝜔𝑔𝑖
𝛾0𝑟𝑡

  ;     
𝑙𝑛
𝜆𝑟𝑡

≪
4𝜔𝑔𝑖
2𝜋𝛾0𝑟𝑡

     

(                     51-ال -کنی  داری :      )پکسرهای طرفین نامساوی را بر عک  می
𝜆𝑟𝑡

𝑙𝑛
≫

𝜋

2

𝛾0𝑟𝑡

𝜔𝑔𝑖
 

𝜔𝑔𝑖

𝜔

1

𝑙𝑛𝑘⊥
(1 −

𝜔

(𝜔+
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)

) − (1 +
𝑚𝑖

𝑚𝑒
)
𝜔𝑔𝑖

2

𝜔2

𝑘∥
2

𝑘⊥
2 + 1 = 0. 

𝜔𝑔𝑖

𝜔

1

𝑘⊥𝑙𝑛
(

𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖

(𝜔+
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
)

)− (1 +
𝑚𝑖

𝑚𝑒
)
𝜔𝑔𝑖

2

𝜔2

𝑘∥
2

𝑘⊥
2 + 1 = 0. 
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∥𝑘 با  شرا های ≠ 0، 𝜔 ≫
𝑘⊥𝑔

𝜔𝑔𝑖
 شود، داری :ی داخل پرانتز حاف میجمله 

𝑔

𝜔2𝑙𝑛
− (1 +

𝑚𝑖

𝑚𝑒
)
𝜔𝑔𝑖

2

𝜔2
𝑘∥
2

𝑘⊥
2 + 1 = 0 ⟹ −(−

𝑔

𝜔2𝑙𝑛
+ (1 +

𝑚𝑖

𝑚𝑒
)
𝜔𝑔𝑖

2

𝜔2
𝑘∥
2

𝑘⊥
2) = −1 

1

𝜔2
(−

𝑔

𝑙𝑛
+ (1 +

𝑚𝑖

𝑚𝑒
)𝜔𝑔𝑖

2
𝑘∥
2

𝑘⊥
2) = 1 

𝜔2(                                55-ال -)پ             = −
𝑔

𝑙𝑛
+𝜔𝑔𝑖

2 𝑘∥
2

𝑘⊥
2 +𝜔𝑔𝑖

2 𝑘∥
2

𝑘⊥
2

𝑚𝑖

𝑚𝑒
  

𝜔2و تی شرا:      = −
𝑔

𝑙𝑛
+𝜔𝑔𝑖

2 𝑘∥
2

𝑘⊥
2 +𝜔𝑔𝑖

2 𝑘∥
2

𝑘⊥
2

𝑚𝑖

𝑚𝑒
 داری :  

𝜔2 = −
𝑔

𝑙𝑛

𝑚𝑒

𝑚𝑖

1

𝜔𝑔𝑖
2
+
𝑘∥
2

𝑘⊥
2  

(         52-ال -اگر       )پ
𝑘∥

𝑘⊥
> (

𝑚𝑖

𝑚𝑒

𝑔

𝜔𝑔𝑖
2𝑙𝑛
)1 2⁄ = (

𝑚𝑖

𝑚𝑒
)1 2⁄ 1

𝜔𝑔𝑖
(
𝑔

𝑙𝑛
)1 2⁄ =

𝛾0𝑟𝑡

𝜔𝑔𝑖
(
𝑚𝑖

𝑚𝑒
)1 2⁄      
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 پیوست ب:

(𝜌0+𝜌1)

𝜀

∂U

∂t
= −∇(𝑝0 + 𝑝1) + (𝜌0 + 𝜌1)𝑔 −

𝜇

𝑘1
(𝑈0 + 𝑈1) + (𝑄0 +

𝑄1) + (
∇×(𝐵0+𝐵1)

𝜇0
) × (𝐵0 + 𝐵1)      

 داری :ی اوا را نگه میدر هنگام خطی سازی تنها عاارت های مرتاه

.     
𝜌0

𝜀

𝜕𝑈1

𝜕𝑡
= −∇𝑃1 + 𝜌1𝑔 −

𝜇

𝑘1
𝑈1 + 𝑄1 +

1

𝜇0
[(∇ × 𝐵1) × 𝐵0 + (∇ × 𝐵0) × 𝐵1] 

 -----------------------------------------------------------------(5-ب-)پ

𝜀
𝜕𝐵

𝜕𝑡
= ∇ × (𝑈 × 𝐵) 

 کنی :ی زیر استفاده میبرای خطی سازی این عاارت از  اعده

∇ × (𝐴 × 𝐵) = (𝐵. ∇)𝐴 − (𝐴. ∇)𝐵 − 𝐵(∇. 𝐴) + 𝐴(∇.𝐵) 

𝜀
𝜕𝐵

𝜕𝑡
= (𝐵. ∇)𝑈 − (𝑈. ∇)𝐵 − 𝐵(∇.𝑈) + 𝑈(∇.𝐵) 

𝑈.∇طاق فرض   = 0 (∇. 𝐵) = 0           , 

𝜀
𝜕𝐵

𝜕𝑡
= (𝐵. ∇)𝑈 − (𝑈. ∇)𝐵 

𝜀
𝜕(𝐵0 + 𝐵1)

𝜕𝑡
= ((𝐵0 + 𝐵1). ∇)(𝑈0 + 𝑈1) − ((𝑈0 + 𝑈1). ∇)(𝐵0 + 𝐵1) 

𝜀
𝜕𝐵1
𝜕𝑡

= (𝐵0. 𝛻)𝑈0 + (𝐵0. 𝛻)𝑈1 + (𝐵1. 𝛻)𝑈0 + (𝐵1. 𝛻)𝑈1 − (𝑈0. 𝛻)𝐵0

− (𝑈0. 𝛻)𝐵1 − (𝑈1. 𝛻)𝐵0 − (𝑈1. 𝛻)𝐵1 

    (𝑈0 =  پ  داری : (0

(𝐵0. 𝛻)𝑈0 = (𝐵1. 𝛻)𝑈0 = (𝑈0. 𝛻)𝐵0 = (𝑈0. 𝛻)𝐵1 = 0 

.𝑈1)و عاارات  ∇)𝐵1 و(𝐵1. ∇)𝑈1 شوند پ  در نهایت داری :بخاطر خطی سازی حاف می 
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𝜀(                      2-ب-)پ            
𝜕𝐵1

𝜕𝑡
= (𝐵0. ∇)𝑈1 − (𝑈1. ∇)𝐵0 

 ,        خطی سازی عاارت کوانتومی

𝑄 =
ℏ2

2𝑚𝑒𝑚𝑖
𝜌∇(

∇2√𝜌

√𝜌
) 

𝑄 =
ℏ2

2𝑚𝑒𝑚𝑖
(𝜌0(𝑧) + 𝜌1(𝑥, 𝑦, 𝑧))∇(

∇2√(𝜌0(𝑧)+𝜌1(𝑥,𝑦,𝑧))

√(𝜌0(𝑧)+𝜌1(𝑥,𝑦,𝑧))

). 

1)با استفاده از بسط  + 𝑥)𝑛  واینکه جملات بعدی این بسط برای توان کوچکی مثل
1

2
بسیار کوچک و  

 شود داری : ابل صرف نظر می

→ (𝜌0 + 𝜌1)∇
∇2√(𝜌0 + 𝜌1)

√(𝜌0 + 𝜌1)
→  جمله اول         ∇2 (𝜌0

1
2⁄ +

1

2

𝜌1

𝜌0
1
2⁄
) →     ∗∗ 

∗∗→ ∇. ∇ (𝜌0
1
2⁄ +

1

2

𝜌1

𝜌0

1
2⁄
) = 𝛻. 𝛻𝜌0

1
2⁄ +

1

2
𝛻. 𝛻 (

𝜌1

𝜌0

1
2⁄
) = 𝛻. (

1

2
𝜌0
−1

2⁄ ∇𝜌0) +

1

2
∇. (

𝛻𝜌1

𝜌0

1
2⁄
) +

1

2
𝛻. (𝜌1 (−

1

2
𝜌0
−3

2⁄ 𝛻𝜌0)) +
1

2
𝛻𝜌0

−1
2⁄ 𝛻𝜌0 +

1

2
𝜌0
−1

2⁄ 𝛻. 𝛻𝜌0 +

1

2
𝛻𝜌0

−1
2𝜌⁄
𝛻𝜌1 +

1

2

𝛻.𝛻𝜌1

𝜌0

1
2⁄
−
1

4
(
𝛻𝜌1

𝜌0

3
2⁄
𝛻𝜌0) −

1

4
𝜌1𝛻𝜌0

−3
2⁄ 𝛻𝜌0 −

1

4

𝜌1

𝜌0

3
2⁄
𝛻. 𝛻𝜌0 =⟹. 

 :کسرداری ی بالاوسس  ارب من در مخرج پ  ازاعماا گرادیان و دیور ان  به معادله

⟹
∇2√𝜌

√𝜌
⟹ (−

1

4
𝜌0
−3

2⁄ (∇𝜌0)
2 +

1

2
𝜌0
−1 2⁄ ∇2𝜌0 −

1

4
𝜌0
−3

2⁄ ∇𝜌0∇𝜌1 +
1

2

∇2𝜌1

𝜌0

1
2⁄
−

1

4

∇𝜌0∇𝜌1

𝜌0

3
2⁄
+

3

8

𝜌1

𝜌0

5
2⁄
(∇𝜌0)

2 −
1

4

𝜌1

𝜌0

3
2⁄
∇2ρ0) . (𝜌0

−1
2⁄ −

1

2

𝜌1

𝜌0

3
2⁄
)= 

= −
1

4𝜌0
(∇𝜌0)

2 +
1

2𝜌0
∇2𝜌0 −

1

4𝜌0
2 ∇𝜌0∇𝜌1 +

1

2

∇2𝜌1

𝜌0
−
1

4

∇𝜌0∇𝜌1

𝜌0
2 +

3

8

𝜌1

𝜌0
3 (∇𝜌0)

2 −

1

4

𝜌1

𝜌0
2 ∇

2𝜌0 +
1

8

𝜌1

𝜌0
3 (∇𝜌0)

2 −
1

4

𝜌1

𝜌0
2 ∇

2𝜌0. 
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 مید:پ  ازجمع وتفریق و حاف جملات مشابه معادله به صورت زیر در می

⟹−
1

4𝜌0
2 (∇𝜌0)

2 +
1

2𝜌0
∇2𝜌0 −

1

2𝜌0
2 ∇𝜌0∇𝜌1 +

1

2𝜌0
∇2𝜌1 +

1

2

𝜌1

𝜌0
3 (∇𝜌0)

2 −

1

2

𝜌1

𝜌0
2 ∇

2𝜌0. 

 و در ادامه

∇ (
∇2√𝜌

√𝜌
) = −

1

4
∇𝜌0

−2(∇𝜌0)
2 −

1

4

1

𝜌0
2 ∇(∇𝜌0)

2 +
1

2
∇𝜌0

−1. ∇2𝜌0 +
1

2

1

𝜌0
∇(∇2𝜌0) −

1

2
∇𝜌0

−2(∇𝜌0. ∇𝜌1) −
1

2𝜌0
2 ∇(∇𝜌1. ∇𝜌0) +

1

2
∇𝜌0

−1∇2𝜌1 +
1

2𝜌0
∇(∇2𝜌0) +

1

2

∇𝜌1

𝜌0
3 (∇𝜌0)

2 +
1

2
𝜌1∇𝜌0

−3(∇𝜌0)
2 +

1

2

𝜌1

𝜌0
3 ∇(∇𝜌0)

2. 

−
1

2

∇𝜌1

𝜌0
2 ∇

2ρ0 −
1

2
𝜌0∇𝜌0

−2∇2𝜌0 −
1

2

𝜌1

𝜌0
2 ∇(∇

2𝜌0) 

 پ  از گرادیان گیری دوباره داری :

∇ (
∇2√𝜌

√𝜌
) =

1

2𝜌0
3 (∇𝜌0)

3 −
1

4𝜌0
2 ∇(∇𝜌0)

2 −
1

2𝜌0
2 ∇𝜌0∇

2𝜌0 +
1

2𝜌0
∇(∇2𝜌0) +

1

𝜌0
3 ∇𝜌0(∇𝜌0. ∇𝜌1) −

1

2𝜌0
2 ∇(∇𝜌0. ∇𝜌1) −

1

2𝜌0
2 ∇𝜌0∇

2𝜌1 +
1

2𝜌0
∇(∇2𝜌1) +

1

2𝜌0
3  
∇𝜌1(∇𝜌0)

2 −
3

2

𝜌1

𝜌0
4 (∇𝜌0)

3 +
1

2

𝜌1

𝜌0
3 ∇(∇𝜌0)

2 −
1

2𝜌0
2 ∇𝜌1∇

2𝜌0 +
𝜌1

𝜌0
3 ∇𝜌0∇

2𝜌0 −

1

2

𝜌1

𝜌0
2 ∇(∇

2ρ0). 

(𝜌0 + 𝜌1)∇ (
∇√𝜌

√𝜌
) =

1

2
∇(∇2𝜌1) −

1

2𝜌0
∇𝜌0∇

2𝜌0
1

2𝜌0
∇𝜌0∇

2𝜌1 +
𝜌1

2𝜌0
2 ∇𝜌0∇

2𝜌0 −

1

2𝜌0
∇(∇𝜌0. ∇𝜌1) +

𝜌1

4𝜌0
2 ∇(∇𝜌0)

2 +
1

2𝜌0
2 ∇𝜌1(∇𝜌0)

2 +
1

𝜌0
2 ∇𝜌0(∇𝜌0. ∇𝜌1) −

𝜌1

𝜌0
3 (∇𝜌0)

 (9-ب-)پ          3

,𝐵(𝐵𝑥(𝑧)با توجه به شرایط    0,0),          𝑔(0,0,−𝑔) 

𝜌0

𝜀

𝜕𝑣1

𝜕𝑡
= −∇𝑃1 + 𝜌1𝑔 −

𝜇

𝑘1
𝑈1 + 𝑄1 +

1

𝜇0
[(∇ × 𝐵1) × 𝐵0 + (∇ × 𝐵0) × 𝐵1]    . 
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  𝑖       𝑗          𝑘                                               

∇ × 𝐵1 =     
𝜕

𝜕𝑥
     

𝜕

𝜕𝑦
    
𝜕

𝜕𝑧
 

                                      𝐵1𝑧    𝐵1𝑦       𝐵1𝑥 

 

 

= 𝑖 (
𝜕𝐵1𝑧
𝜕𝑦

−
𝜕𝐵1𝑦
𝜕𝑧

) − 𝑗 (
𝜕𝐵1𝑧
𝜕𝑥

−
𝜕𝐵1𝑥
𝜕𝑧

) + 𝑘(
𝜕𝐵1𝑦
𝜕𝑥

−
𝜕𝐵1𝑥
𝜕𝑦

) 

 

                           𝑖                                𝑗                           𝑘 

∇ × 𝐵1 × 𝐵0 = (
𝜕𝐵1𝑧
𝜕𝑦

−
𝜕𝐵1𝑦
𝜕𝑧

)   − (
𝜕𝐵1𝑧
𝜕𝑥

−
𝜕𝐵1𝑥
𝜕𝑧

) ( 
𝜕𝐵1𝑦
𝜕𝑥

−
𝜕𝐵1𝑥
𝜕𝑦

) 

 

  𝐵0𝑥(𝑧)                      0                              0                    

  

 = 𝑖(0) − 𝑗 (0 − ( 
𝜕𝐵1𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝐵1𝑥

𝜕𝑦
)𝐵0𝑥(𝑧)) + 𝑘 (0—(

𝜕𝐵1𝑧

𝜕𝑦
−
𝜕𝐵1𝑦

𝜕𝑧
)𝐵0𝑥(𝑧)). 

= 𝑗 ( 
𝜕𝐵1𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝐵1𝑥

𝜕𝑦
)𝐵0𝑥(𝑧) − 𝑘 (

𝜕𝐵1𝑧

𝜕𝑦
−
𝜕𝐵1𝑦

𝜕𝑧
)𝐵0𝑥(𝑧). 

 ی بعدی داری : و همینطور برای جمله

 

                𝑖            𝑗         𝑘 

∇ × 𝐵0 =         
𝜕

𝜕𝑥
         

𝜕

𝜕𝑦
      

𝜕

𝜕𝑧
              

             𝐵0𝑥            0           0  
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= 𝑖(0) − 𝑗 (−
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
) + 𝑘 (−

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑦
)   . 

 

                                          𝑖                        𝑗                 𝑘 

∇ × 𝐵0 × 𝐵1 =            0         −
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
      −

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑦
                               

   𝐵1𝑥              𝐵1𝑦                     𝐵1𝑧 

   

 

= 𝑖 (
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
𝐵1𝑧 +

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑦
𝐵1𝑦) − 𝑗 (0 +

𝜕𝐵0𝑥𝑥(𝑧)

𝜕𝑦
𝐵1𝑥) + 𝑘 (0 −

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
𝐵1𝑥) =

𝑖 (
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
𝐵1𝑧 +

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑦
𝐵1𝑦) − 𝑗

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑦
𝐵1𝑥 − 𝑘

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
𝐵1𝑥. 

⟹ [(∇ × 𝐵1) × 𝐵0 + (∇ × 𝐵0) × 𝐵1] = 𝑗 ( 
𝜕𝐵1𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝐵1𝑥

𝜕𝑦
)𝐵0𝑥(𝑧) − 𝑘 (

𝜕𝐵1𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝐵1𝑦

𝜕𝑧
)𝐵0𝑥(𝑧) + 𝑖 (

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
𝐵1𝑧 +

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑦
𝐵1𝑦) − 𝑗

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑦
𝐵1𝑥 − 𝑘

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
𝐵1𝑥. 

 داری : ( را به صورت زیر6با حاف جملات مشابه تجزیه مولفه ای معادله )

𝜌0
𝜀

𝜕𝑣1𝑥
𝜕𝑡

+
𝜇

𝑘1
𝑣1𝑥 = −∇𝑃1 + 𝑄1𝑥 +

𝐵1𝑧
𝜇0

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
 ;     𝜇 = 𝜌0𝒱                  

 موری را بدست می 54تا 52سس  با تادیل فوریه معادلات 

---------------------------------------------------------------- 

𝜀
𝜕𝐵1
𝜕𝑡

= (𝐵0. 𝛻)𝑈1 − (𝑈1. ∇)𝐵0 
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−𝑖𝜔𝜀 (𝐵1𝑥, 𝐵1𝑦 , 𝐵1𝑧) = ((𝐵0𝑥(𝑧), 0,0). (𝑖
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑧
)) (𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) −

((𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧). (𝑖
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑧
)) (𝐵0𝑥(𝑧), 0,0) = 𝐵0𝑥(𝑧) (

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
) − 𝑢𝑧

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
. 

−𝑖𝜔𝜀 (𝐵1𝑥 , 𝐵1𝑦 , 𝐵1𝑧) = (𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥 − 𝑢𝑧
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
) + 𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
+

𝐵0𝑥(𝑧)
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
. 

                                                                   (𝐵1𝑥 , 𝐵1𝑦 , 𝐵1𝑧) =

(−
(𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥−𝑢𝑧

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
)

𝑖𝜔𝜀
,
[𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑦]

𝑖𝜔𝜀
,
[𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑧]

𝑖𝜔𝜀
)             

 (1-ب-)پ

------------------------------------------------------------------- 

 کنی :( شروع می7های  معادله )از تجزیه مولفه ای تک تک مولفه        

1

2
∇(∇2𝜌1) =  

1

2
(
𝑑

𝑑𝑥
𝑖 +

𝑑

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑

𝑑𝑧
𝑘) (

𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+

𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
) =

1

2
{
𝑑

𝑑𝑥
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+

𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
) ;

𝑑

𝑑𝑦
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+

𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
) ;

𝑑

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
)}. 

−
1

2𝜌0
∇𝜌1∇

2𝜌0 = −
1

2𝜌0
(
𝑑𝜌1

𝑑𝑥
𝑖 +

𝑑𝜌1

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑𝜌1

𝑑𝑧
𝑘) (

𝑑2𝜌0

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) =

−
1

2𝜌0
{(

𝑑𝜌1

𝑑𝑥
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
)) ; (

𝑑𝜌1

𝑑𝑦
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
)) ; (

𝑑𝜌1

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑥2
+

𝑑2𝜌0

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
))}. 
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−
1

2𝜌0
∇𝜌0∇

2𝜌1 = −
1

2𝜌0
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑥
𝑖 +

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
𝑘) (

𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
) =

−
1

2𝜌0
{(

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
)) ; (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
)) ; (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+

𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
))}. 

𝜌1

2𝜌0
2 ∇𝜌0𝛻

2𝜌0 =
𝜌1

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
𝑖 +

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
𝑘) (

𝑑2𝜌0

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) =

𝜌1

2𝜌0
2 {(

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
)) ; (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑥2
+

𝑑2𝜌0

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
)) ; (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑥2
+

𝑑2𝜌0

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
))}. 

−
1

2𝜌0
𝛻(𝛻𝜌0. 𝛻𝜌1) = −

1

2𝜌0
(
𝑑

𝑑𝑥
𝑖 +

𝑑

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑

𝑑𝑧
𝑘) ((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
𝑖 +

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
𝑘) . (

𝑑𝜌1

𝑑𝑥
𝑖 +

𝑑𝜌1

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑𝜌1

𝑑𝑧
𝑘))= 

= −
1

2𝜌0
{
𝑑

𝑑𝑥
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑥
) + (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑦
) + (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
)) ;

𝑑

𝑑𝑦
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑥
) +

(
𝑑𝜌0

𝑑𝑦
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑦
) + (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
)) ;

𝑑

𝑑𝑧
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑥
) + (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑦
) + (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
))}. 

𝜌1

4𝜌0
2 ∇(∇𝜌0)

2 =
𝜌1

4𝜌0
2 (

𝑑

𝑑𝑥
𝑖 +

𝑑

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑

𝑑𝑧
𝑘) (

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
𝑖 +

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
𝑘)

2
=

𝜌1

4𝜌0
2 (

𝑑

𝑑𝑥
𝑖 +

𝑑

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑

𝑑𝑧
𝑘) ((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

) =
𝜌1

4𝜌0
2 { (

𝑑

𝑑𝑥
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+

(
𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

) ;
𝑑

𝑑𝑦
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

) ;
𝑑

𝑑𝑧
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+

(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

))}. 
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1

2𝜌0
2 𝛻𝜌1(𝛻𝜌0)

2 =
1

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌1

𝑑𝑥
𝑖 +

𝑑𝜌1

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑𝜌1

𝑑𝑧
𝑘) ((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

) =

1

2𝜌0
2 {(

𝑑𝜌1

𝑑𝑥
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

) ;
𝑑𝜌1

𝑑𝑦
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+

(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

) ;
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

))}. 

1

𝜌0
2 𝛻𝜌0(𝛻𝜌0. 𝛻𝜌1)

=
1

𝜌0
2 (
𝑑𝜌0
𝑑𝑥

𝑖 +
𝑑𝜌0
𝑑𝑦

𝑗

+
𝑑𝜌0
𝑑𝑧

𝑘)((
𝑑𝜌0
𝑑𝑥

𝑖 +
𝑑𝜌0
𝑑𝑦

𝑗 +
𝑑𝜌0
𝑑𝑧

𝑘) . (
𝑑𝜌1
𝑑𝑥

𝑖 +
𝑑𝜌1
𝑑𝑦

𝑗 +
𝑑𝜌1
𝑑𝑧

𝑘)) 

=
1

𝜌0
2 {

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑥
) + (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑦
) + (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
)) ;

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑥
) +

(
𝑑𝜌0

𝑑𝑦
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑦
) + (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
)) ;

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑥
) + (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑦
) + (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
))}. 

−
𝜌1

𝜌0
3 (𝛻𝜌0)

3 = −
𝜌1

𝜌0
3 𝛻𝜌0(𝛻𝜌0)

2 = −
𝜌1

𝜌0
3 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
𝑖 +

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
𝑘) ((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+

(
𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

) = −
𝜌1

𝜌0
3 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

) ;
𝑑𝜌0

𝑑𝑦
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+

(
𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

) ;
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

)). 

𝜌0با توجه به شرا = 𝜌0(𝑧)  : به ترتیب مولفه ها را مرتب میکنی 

𝑄1𝑥 =
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒
{
1

2

𝑑

𝑑𝑥
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
) −

1

2𝜌0
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑥
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
)) +

𝜌1

2𝜌0
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑥
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
)) −

1

2𝜌0

𝑑

𝑑𝑥
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑥
) + (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑦
) +

(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
)) +

𝜌1

4𝜌0
2

𝑑

𝑑𝑥
((
𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2
) + 

1

2𝜌0

𝑑

𝑑𝑥
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+

(
𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

) +
1

2𝜌0
2

𝑑𝜌1

𝑑𝑥
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝜕𝑧
)
2

) +
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1

𝜌0
2

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑥
) + (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑦
) + (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
)) −

𝜌1

𝜌0
3

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+

(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

)}. 

𝑄𝑥1       )6-ب-پ(     =
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒

𝜕

𝜕𝑥
{
1

2

𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
−

1

2𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧

𝑑𝜌1

𝑑𝑧
+ [

1

2
(
𝑑2

𝑑𝑥2
+

𝑑2

𝑑𝑦2
) −

1

2𝜌0
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) +

1

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

] 𝜌1} 

𝑄𝑧1 =
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒
{
1

2

𝑑

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
) −

1

2𝜌0

𝑑𝜌1

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) −

1

2𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
) +

𝜌1

2𝜌0
2

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) −

1

2𝜌0

𝑑

𝑑𝑧
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑥
) + (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑦
) + (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
)) +

𝜌1

4𝜌0
2

𝑑

𝑑𝑧
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+

(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

) +
1

2𝜌0
2

𝑑𝜌1

𝑑𝑧
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

) +
1

𝜌0
2

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑥
) +

(
𝑑𝜌0

𝑑𝑦
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑦
) + (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
)) −

𝜌1

𝜌0
3

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
((

𝑑𝜌0

𝑑𝑥
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑦
)
2
+ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

)}. 

=
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒
{
1

2

𝑑

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
) −

1

2𝜌0

𝑑𝜌1

𝑑𝑧

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
−

1

2𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
+

𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
) +

𝜌1

2𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) −

1

2𝜌0

𝑑

𝑑𝑧
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
) +

𝜌1

4𝜌0
2

𝑑

𝑑𝑧
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2
+

1

2𝜌0
2

𝑑𝜌1

𝑑𝑧
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2
+

1

𝜌0
2

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
) −

𝜌1

𝜌0
3

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

}. 

𝑄𝑧1 =
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒
{
1

2

𝑑

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
) −

1

2𝜌0

𝑑𝜌1

𝑑𝑧

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
−

1

2𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
+

𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
) +

𝜌1

2𝜌0
2

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) −

1

2𝜌0

𝑑

𝑑𝑧
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
.
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
) {= −

1

2𝜌0
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
+
𝑑𝜌0

𝑑𝑧

𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
)} +

𝜌1

4𝜌0
2

𝑑

𝑑𝑧
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

{=
𝜌1

4𝜌0
2 2

𝑑𝜌0

𝑑𝑧

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
} +

1

2𝜌0
2

𝑑𝜌1

𝑑𝑧
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2
+

1

𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2 𝑑𝜌1

𝑑𝑧
−

𝜌1

𝜌0
3 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
3

}= 
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=
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒
{
1

2

𝑑3𝜌1

𝑑𝑧3
+
1

2

𝑑

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
) −

1

2𝜌0

𝑑𝜌1

𝑑𝑧

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
−

1

2𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧

𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
−

1

2𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
) +

𝜌1

2𝜌0
2

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) −

1

2𝜌0

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
−

1

2𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧

𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
+

𝜌1

2𝜌0
2

𝑑𝜌0

𝑑𝑧

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
+

1

2𝜌0
2

𝑑𝜌1

𝑑𝑧
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2
+

1

𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2 𝑑𝜌1

𝑑𝑧
−

𝜌1

𝜌0
3 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
3

}. 

𝑄𝑧1 =
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒
{
1

2

𝑑3𝜌1

𝑑𝑧3
+
1

2

𝑑

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
) −

1

𝜌0

𝑑𝜌1

𝑑𝑧

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
−

1

𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧

𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
−

1

2𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌1

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜌1

𝑑𝑦2
) +

𝜌1

𝜌0
2

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) +

3

2𝜌0
2

𝑑𝜌1

𝑑𝑧
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2
−

𝜌1

𝜌0
3 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
3
=

{
1

2

𝑑3𝜌1

𝑑𝑧3
−

1

𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧

𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
+ {

1

2
(
𝑑2

𝑑𝑥2
+

𝑑2

𝑑𝑦2
) −

1

𝜌0

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
+

3

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

}
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
+

{−
1

2𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2

𝑑𝑥2
+

𝑑2

𝑑𝑦2
) +

1

𝜌0
2

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) −

1

𝜌0
3 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
3

} 𝜌1}. 

𝑄𝑧1)                  7-ب-پ( =
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒
{
1

2

𝑑3𝜌1

𝑑𝑧3
−

1

𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧

𝑑2𝜌1

𝑑𝑧2
+ {

1

2
(
𝑑2

𝑑𝑥2
+

𝑑2

𝑑𝑦2
) −

1

𝜌0

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
+

3

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

}
𝑑𝜌1

𝑑𝑧
+ {−

1

2𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2

𝑑𝑥2
+

𝑑2

𝑑𝑦2
) +

1

𝜌0
2

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) −

1

𝜌0
3 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
3

} 𝜌1} 

 

 موری :جایگزین کرده چنین بدست می 𝑄1های و در مولفهرا بدست موری   𝜌1توانی  که از اینجا می

1

𝜀
𝑢1𝑧

d𝜌0(𝑧)

d𝑧
= 𝑖𝜔 𝜌1 ⟹ 𝜌1 =

𝑢1𝑧

𝑖𝜀𝜔

d𝜌0(𝑧)

d𝑧
. 

 (59جایگااری در معادله )

𝑄𝑥1 =
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒

∂

∂𝑥
{
1

2

𝑑2

𝑑𝑧2
𝑢1𝑧

𝑖𝜀𝜔

d𝜌0(𝑧)

d𝑧
−

1

2𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧

𝑑

𝑑𝑧

𝑢1𝑧

𝑖𝜀𝜔

d𝜌0(𝑧)

d𝑧
+ [

1

2
(
𝑑2

𝑑𝑥2
+

𝑑2

𝑑𝑦2
) −

1

2𝜌0
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) +

1

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

]
𝑢1𝑧

𝑖𝜀𝜔

d𝜌0(𝑧)

d𝑧
}. 

1

2

𝑑2

𝑑𝑧2
𝑢1𝑧
𝑖𝜀𝜔

d𝜌0
d𝑧

=
1

2

𝑑2𝑢1𝑧
𝑑𝑧2

1

𝑖𝜀𝜔

d𝜌0
d𝑧

+
1

2

𝑑2𝜌0
𝑑𝑧2

1

𝑖𝜀𝜔

d𝑢1𝑧
d𝑧

+
1

2

1

𝑖𝜀𝜔

d𝑢1𝑧
d𝑧

𝑑2𝜌0
𝑑𝑧2

+
1

2

𝑢1𝑧
𝑖𝜀𝜔

𝑑3𝜌0
𝑑𝑧3
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−
1

2𝜌0

𝑑𝜌0
𝑑𝑧

𝑑

𝑑𝑧

𝑢1𝑧
𝑖𝜀𝜔

d𝜌0
d𝑧

= −
1

2𝜌0

1

𝑖𝜀𝜔

𝑑𝑢1𝑧
𝑑𝑧

(
d𝜌0
d𝑧
)2 −

1

2𝜌0

𝑢1𝑧
𝑖𝜀𝜔

𝑑𝜌0
𝑑𝑧

d2𝜌0
d𝑧2

 

1

2
(
𝑑2

𝑑𝑥2
+
𝑑2

𝑑𝑦2
)
𝑢1𝑧
𝑖𝜀𝜔

d𝜌0(𝑧)

d𝑧
= −

1

2
(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2)
𝑢1𝑧
𝑖𝜀𝜔

d𝜌0(𝑧)

d𝑧

= −
1

2
𝑘2
𝑢1𝑧
𝑖𝜀𝜔

d𝜌0(𝑧)

d𝑧
 

−
1

2𝜌0

𝑢1𝑧
𝑖𝜀𝜔

d𝜌0
d𝑧

(
𝑑2𝜌0
𝑑𝑧2

) 

1

2𝜌0
2 (
𝑑𝜌0
𝑑𝑧
)
2 𝑢1𝑧
𝑖𝜀𝜔

d𝜌0
d𝑧

=
1

2𝜌0
2

𝑢1𝑧
𝑖𝜀𝜔

(
𝑑𝜌0
𝑑𝑧
)
3

 

𝑄̅𝑥1 =
ℏ2𝑖𝑘𝑥

2𝑚𝑖𝑚𝑒
{
1

2

𝑑2𝑢1𝑧

𝑑𝑧2
1

𝑖𝜀𝜔

d𝜌0

d𝑧
+
1

2

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
1

𝑖𝜀𝜔

d𝑢1𝑧

d𝑧
+
1

2

1

𝑖𝜀𝜔

d𝑢1𝑧

d𝑧

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
+
1

2

𝑢1𝑧

𝑖𝜀𝜔

𝑑3𝜌0

𝑑𝑧3
−

1

2𝜌0

1

𝑖𝜀𝜔

𝑑𝑢1𝑧

𝑑𝑧
(
d𝜌0

d𝑧
)
2
−

1

2𝜌0

𝑢1𝑧

𝑖𝜀𝜔

𝑑𝜌0

𝑑𝑧

d2𝜌0

d𝑧2
−
𝑘2

2

𝑢1𝑧

𝑖𝜀𝜔

d𝜌0(𝑧)

d𝑧
−

1

2𝜌0

𝑢1𝑧

𝑖𝜀𝜔

d𝜌0

d𝑧
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) +

1

2𝜌0
2

𝑢1𝑧

𝑖𝜀𝜔
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
3

} =
ℏ2𝑘𝑥

2𝑚𝑖𝑚𝑒𝜀𝜔
{
1

2

𝑑2𝑢1𝑧

𝑑𝑧2
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
+
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
𝑑𝑢1𝑧

𝑑𝑧
−

1

2𝜌0

𝑑𝑢1𝑧

𝑑𝑧
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2
+

1

2
𝑢1𝑧

𝑑3𝜌0

𝑑𝑧3
−

1

𝜌0
𝑢1𝑧

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) −

𝑘2

2
𝑢1𝑧

𝑑𝜌0(𝑧)

𝑑𝑧
+

1

2𝜌0
2 𝑢1𝑧 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
3

}. 

𝑄̅𝑥1(      8-ب-)پ =
ℏ2𝑘𝑥

2𝑚𝑖𝑚𝑒𝜀𝜔
{
1

2

𝑑2𝑢1𝑧

𝑑𝑧2
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
+ [

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
−

1

2𝜌0
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

]
𝑑𝑢1𝑧

𝑑𝑧
+

(
1

2

𝑑3𝜌0

𝑑𝑧3
−

1

𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
) −

 𝑘2

2

𝑑𝜌0(𝑧)

𝑑𝑧
+

1

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
3

) 𝑢1𝑧} 

1

2

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
) 𝜌1 =

1

2

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
)
𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
=

𝑢𝑧

2𝑖𝜔𝜀
(
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
)
𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
) =

𝑢𝑧

2𝑖𝜔𝜀
(
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
)
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
. 

1

2

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕2

𝜕𝑧2
(
𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)) =

1

2𝑖𝜔𝜀

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+ 𝑢𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
)). 

=
1

2𝑖𝜔𝜀

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
+
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
+ 𝑢𝑧

𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
) =

1

2𝑖𝜔𝜀
(
𝜕3𝑢𝑧

𝜕𝑧3
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
+ 2

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
+ 2

𝜕3𝜌0

𝜕𝑧4
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
+
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
+ 𝑈𝑧

𝜕4𝜌0

𝜕𝑧4
) =

1

2𝑖𝜔𝜀
(3

𝜕3𝑢𝑧

𝜕𝑧3
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+

3
𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
+
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
+ 𝑢𝑧

𝜕4𝜌0

𝜕𝑧4
). 
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−
1

2𝜌0

𝜕𝜌1

𝜕𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
= −

1

2𝜌0

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
𝜕

𝜕𝑧
(
𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
) = −

1

2𝜌0

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
(
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+ 𝑢𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
) =

−
1

2𝜌0

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
−

1

2𝜌0
𝑢𝑧 (

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
)
2

. 

−
1

2𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
(
𝜕2𝜌1

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜌1

𝜕𝑦2
)) = −

1

2𝜌0

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
(
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
) 𝜌1 = −

1

2𝜌0

𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀
(
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
) (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2

. 

−
1

2𝜌0

𝜕𝜌0

𝜕𝑧

𝜕2𝜌1

𝜕𝑧2
= −

1

2𝜌0

𝜕𝜌0

𝜕𝑧

𝜕2

𝜕𝑧2
(
𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
) = −

1

2𝜌0

𝜕𝜌0

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+ 𝑢𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
) =

−
1

2𝜌0

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
(
𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
+
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
+ 𝑢𝑧

𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
). 

𝜌1

2𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
(
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
)) =

1

2𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
(
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
)) (

𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
) =

1

2𝜌0

𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀
(
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
) (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2

. 

−
1

2𝜌0

𝜕

𝜕𝑧
((

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
.
𝜕𝜌1

𝜕𝑧
)) = −

1

2𝜌0

𝜕

𝜕𝑧
((

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
.
𝜕

𝜕𝑧
(
𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
))) =

−
1

2𝜌0

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
. (
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+ 𝑢𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
)) = −

1

2𝜌0
(
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
. (
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+ 𝑢𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
) +

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
(
𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
+
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
+ 𝑢𝑧

𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
)) = −

1

2𝜌0
((

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+

𝑢𝑧 (
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
)
2

) + (
𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+ 𝑢𝑧

𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)). 

𝜌1

4𝜌0
2

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2
=

1

4𝜌0
2 (

𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2
=

1

4𝜌0
2 (

𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
) 2(

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
=

1

2𝜌0
2

𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2 𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
. 

1

2𝜌0
2

𝜕𝜌1

𝜕𝑧
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2
=

1

2𝜌0
2 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2 𝜕

𝜕𝑧
(
𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
) =

1

2𝜌0
2 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2

(
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+ 𝑢𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
) =

1

2𝜌0
2 (

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
3
+ 𝑢𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2

). 
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1

𝜌0
2

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
((

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
.
𝜕𝜌1

𝜕𝑧
)) =

1

𝜌0
2

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
.
𝜕

𝜕𝑧
(
𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)) =

1

𝜌0
2

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
. (
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+

𝑢𝑧
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
)) =

1

𝜌0
2 (

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)3 + 𝑢𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2

). 

 

−
𝜌1

𝜌0
3 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
3
= −

1

𝜌0
3

𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
) (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
3
= −

1

𝜌0
3

𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
4

                                     

𝑄̅𝑧(       3-ب-)پ           =
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒

1

𝜀𝜔

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1

2

𝜕3𝑢𝑧

𝜕𝑧3
𝜕𝜌0

𝜕𝑧

+{
3

2

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
−

1

𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2

}
𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2

+{

3

2

𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
−

3

𝜌0

𝜕𝜌0

𝜕𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2

−
𝑘2

2

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+

3

2𝜌0
2 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
3}

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

+

{
 
 
 

 
 
 

1

2

𝜕4𝜌0

𝜕𝑧4
−

1

𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3

−
𝑘2

2

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
−

1

𝜌0
(
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
)
2

+
5

2𝜌0
2 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2 𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2

+
𝑘2

2𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2
−

1

𝜌0
3 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
4

}
 
 
 

 
 
 

𝑢𝑧

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

               

 

 موری بدست می𝑢1𝑧بدین ترتیب یک معادله دیفرانسیل برای 

𝑖𝑘𝑥(17) + 𝑖𝑘𝑦(18) →     
𝜌0
𝜀
(−𝑖𝜔 +

𝜀𝜐0
𝑘1
) (𝑖𝑘𝑥𝑢1𝑥 + 𝑖𝑘𝑦𝑢1𝑦)

= (𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2)𝑃1 + 𝑖𝑘𝑥𝑄̅1𝑥 + 𝑖𝑘𝑦𝑄̅1𝑦 
 

 (21نکته : طاق معادله )

 

𝑖𝑘𝑥𝑢1𝑥 + 𝑖𝑘𝑦𝑢1𝑦 =
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
               ,               𝑘2 = 𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2 



522 

 

𝜌0
𝜀
(−𝑖𝜔 +

𝜀𝜐0
𝑘1
)
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

=  𝑘2𝑃1 + 𝑖𝑘𝑥𝑄̅1𝑥 + 𝑖𝑘𝑦𝑄̅1𝑦 

=  𝑘2𝑃1 + 𝑖𝑘𝑥𝑄̅1𝑥 + 𝑖𝑘𝑦𝑄̅1𝑦 

𝑃1 = −
𝜌0
𝜀 𝑘2

(−𝑖𝜔 +
𝜀𝜐0
𝑘1
)
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

−
1

 𝑘2
{𝑖𝑘𝑥𝑄̅1𝑥 + 𝑖𝑘𝑦𝑄̅1𝑦} ⟹ 

𝑃1 = −
𝜌0

𝜀 𝑘2
(−𝑖𝜔 +

𝜀𝜐0

𝑘1
)
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
                                        −

1

 𝑘2

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

𝑖𝑘𝑥

{
 
 
 
 

 
 
 
 

ℏ2𝑘𝑥

2𝑚𝑖𝑚𝑒𝜀𝜔

{
 
 
 

 
 
 

1

2

𝑑2𝑢1𝑧

𝑑𝑧2
𝑑𝜌0

𝑑𝑧

+[
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
−

1

2𝜌0
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

]
𝑑𝑢1𝑧

𝑑𝑧

+(

1

2

𝑑3𝜌0

𝑑𝑧3
−

1

𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
)

−
 𝑘2

2

𝑑𝜌0(𝑧)

𝑑𝑧
+

1

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
3)𝑢1𝑧

}
 
 
 

 
 
 

}
 
 
 
 

 
 
 
 

+𝑖𝑘𝑦

[
 
 
 
 
 
 
 

ℏ2𝑘𝑦

2𝑚𝑖𝑚𝑒𝜀𝜔

{
 
 
 

 
 
 

1

2

𝑑2𝑢1𝑧

𝑑𝑧2
𝑑𝜌0

𝑑𝑧

+[
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
−

1

2𝜌0
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2

]
𝑑𝑢1𝑧

𝑑𝑧

+(

1

2

𝑑3𝜌0

𝑑𝑧3
−

1

𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
(
𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
)

−
 𝑘2

2

𝑑𝜌0(𝑧)

𝑑𝑧
+

1

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
3)𝑢1𝑧

}
 
 
 

 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 

}
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

. 

𝑃1 = −
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜌0

𝜀𝑘2
(−𝑖𝜔 +

𝜇

𝑘1
) −

ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒

1

𝑖𝜀𝜔

[
 
 
 
 
 
 
 

1

2

𝜕𝜌0

𝜕𝑧

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2

+{
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
−

1

2𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2

}
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

+{

1

2

𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
−

1

𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
) (

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
)

−
𝑘2

2

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+

1

2𝜌0
2 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
3 }𝑢𝑧

]
 
 
 
 
 
 
 

−

i𝑘𝑥
𝐵1𝑧

𝜇0𝑘
2

 𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
− i𝑘𝑦

𝐵0𝑥(𝑧)(𝑖𝑘𝑥𝐵1𝑦−𝑖𝑘𝑦𝐵1𝑥)

𝜇0𝑘
2

. 
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𝜌0

𝜀
(−𝑖𝜔 +

𝜇

𝑘1
)𝑢𝑧 = −∇

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

−
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜌0

𝜀𝑘2
(−𝑖𝜔 +

𝜇

𝑘1
)

+
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒

1

𝑖𝜀𝜔

[
 
 
 
 
 
 
 

1

2

𝜕𝜌0

𝜕𝑧

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2

+{
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
−

1

2𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2

}
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

+{

1

2

𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
−

1

𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
) (

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
)

−
𝑘2

2

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+

1

2𝜌0
2 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
3 }𝑢𝑧

]
 
 
 
 
 
 
 

−𝑖𝑘𝑥
𝐵1𝑧

𝜇0𝑘
2

 𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
− 𝑖𝑘𝑦

𝐵0𝑥(𝑧)(𝑖𝑘𝑥𝐵1𝑦−𝑖𝑘𝑦𝐵1𝑥)

𝜇0𝑘
2 )

 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

 

.+
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒

1

𝜀𝜔

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1

2

𝜕3𝑢𝑧

𝜕𝑧3
𝜕𝜌0

𝜕𝑧

+{
3

2

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
−

1

𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2

}
𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2

+{

3

2

𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
−

3

𝜌0

𝜕𝜌0

𝜕𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2

−
𝑘2

2

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
+

3

2𝜌0
2 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
3}

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

+

{
 
 
 

 
 
 

1

2

𝜕4𝜌0

𝜕𝑧4
−

1

𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3

−
𝑘2

2

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
−

1

𝜌0
(
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
)
2

+
5

2𝜌0
2 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2 𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
+

𝑘2

2𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2

−
1

𝜌0
3 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
4

}
 
 
 

 
 
 

𝑢𝑧

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− (
𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
) 𝑔 

+
𝐵0𝑥(𝑧)(𝑖𝑘𝑥𝐵1𝑧 −

𝜕𝐵1𝑥
𝜕𝑧

)

𝜇0
−
𝐵1𝑥
𝜇0

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
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.=

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(
𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
𝜌0

𝜀𝑘2
+

1

𝜀𝑘2
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
) (−𝑖𝜔 +

𝜇

𝑘1
)

−
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒

1

𝑖𝜀𝜔

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1

2

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
+
1

2

𝜕𝜌0

𝜕𝑧

𝜕3𝑢𝑧

𝜕𝑧3

+

{
 
 

 
 

𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
+
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2

+
1

2𝜌0
2 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
3 𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

−
1

𝜌0

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
−

1

2𝜌0

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2

}
 
 

 
 

+

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

1

2

𝜕4𝜌0

𝜕𝑧3
𝑢𝑧 +

1

2

𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

+
1

𝜌0
2 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2

(
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
) 𝑢𝑧 −

1

𝜌0
(
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
)
2

𝑢𝑧

−
1

𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
) (

𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
) 𝑢𝑧 −

1

𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
) (

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
)
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

−
𝑘2

2

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
𝑢𝑧 −

𝑘2

2

𝜕𝜌0

𝜕𝑧

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

−
1

𝜌0
3 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
4
𝑢𝑧 +

3

2𝜌0
2 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2 𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
𝑢𝑧

+
1

2𝜌0
2 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
3 𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧 }
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

−𝑖𝑘𝑥
1

𝜇0𝑘
2

𝜕𝐵1𝑧

𝜕𝑧

 𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
− 𝑖𝑘𝑥

𝐵1𝑧

𝜇0𝑘
2

 𝜕2𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧2

−𝑖𝑘𝑦
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧

(𝑖𝑘𝑥𝐵1𝑦)

𝜇0𝑘
2
− 𝑖𝑘𝑦

𝜕𝐵1𝑦

𝜕𝑧

(𝑖𝑘𝑥𝐵0𝑥(𝑧))

𝜇0𝑘
2

+𝑖𝑘𝑦
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧

(𝑖𝑘𝑦𝐵1𝑥)

𝜇0𝑘
2
+ 𝑖𝑘𝑦

𝜕𝐵1𝑥

𝜕𝑧

(𝑖𝑘𝑦𝐵0𝑥(𝑧))

𝜇0𝑘
2 )
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.+
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒

1

𝜀𝜔

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1

2

𝜕3𝑢𝑧

𝜕𝑧3
𝜕𝜌0

𝜕𝑧

+{
3

2

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
−

1

𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2 𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
}

+{

3

2

𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
−

3

𝜌0

𝜕𝜌0

𝜕𝑧

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

−
𝑘2

2

𝜕𝜌0

𝜕𝑧

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
+

3

2𝜌0
2 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
3 𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

}

+

{
 
 
 

 
 
 

1

2

𝜕4𝜌0

𝜕𝑧4
𝑢𝑧 −

1

𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
𝜕3𝜌0

𝜕𝑧3
𝑢𝑧

−
𝑘2

2

𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
𝑢𝑧 −

1

𝜌0
(
𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
)
2

𝑢𝑧

+
5

2𝜌0
2 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2 𝜕2𝜌0

𝜕𝑧2
𝑢𝑧 +

𝑘2

2𝜌0
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
2
𝑢𝑧

−
1

𝜌0
3 (

𝜕𝜌0

𝜕𝑧
)
4
𝑢𝑧 }

 
 
 

 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

−
𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀
(
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
) 𝑔 +

𝑖𝑘𝑥
𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0
(𝐵1𝑧) −

𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0
(
𝜕𝐵1𝑥

𝜕𝑧
) −

𝐵1𝑥

𝜇0

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
y 

 

 (57ی )ا استفاده از معادلهب

(𝐵1𝑥, 𝐵1𝑦 , 𝐵1𝑧)  = (−
(𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥−𝑢𝑧

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
)

𝑖𝜔𝜀
,
−[𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑦]

𝑖𝜔𝜀
,
−[𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑧]

𝑖𝜔𝜀
). 

 گنی :ی بالا را در عاارت بدست ممده جایگااری میمعادله

𝜌0

𝜀
(−𝑖𝜔 +

𝜇

𝑘1
)𝑢𝑧 = −

𝜕

𝜕𝑧

(

  
 

−𝑖𝑘𝑥
𝐵1𝑧

𝜇0𝑘
2

 𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧

−𝑖𝑘𝑦𝐵0𝑥(𝑧)
(𝑖𝑘𝑥𝐵1𝑦)

𝜇0𝑘
2

+𝑖𝑘𝑦𝐵0𝑥(𝑧)
(𝑖𝑘𝑦𝐵1𝑥)

𝜇0𝑘
2 )

  
 
+ 𝑖𝑘𝑥

𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0
(𝐵1𝑧). 

−
𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0
(
𝜕𝐵1𝑥
𝜕𝑧

) 

−
𝐵1𝑥
𝜇0

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
     ⟹⟹ 
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𝜌0

𝜀
(−𝑖𝜔 +

𝜇

𝑘1
)𝑢𝑧 = −

𝜕

𝜕𝑧

(

 
 
 

−
i𝑘𝑥

𝜇0𝑘
2 (

−[𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑧]

𝑖𝜔𝜀
)
 𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧

−i𝑘𝑦
𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0𝑘
2
𝑖𝑘𝑥 (

−[𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑦]

𝑖𝜔𝜀
)

+i𝑘𝑦
𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0𝑘
2
𝑖𝑘𝑦 (−

(𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥−𝑢𝑧
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
)

𝑖𝜔𝜀
)
)

 
 
 

. 

+𝑖𝑘𝑥
𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0
(
−[𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑧]

𝑖𝜔𝜀
) −

𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0

𝜕

𝜕𝑧
(−

(𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥−𝑢𝑧
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
)

𝑖𝜔𝜀
) −

1

𝜇0
(−

(𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥−𝑢𝑧
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
)

𝑖𝜔𝜀
)
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
. 

𝜌0

𝜀
(−𝑖𝜔 +

𝜇

𝑘1
)𝑢𝑧 = −

𝜕

𝜕𝑧

(

 
 
 
 
 

−
𝑘𝑥

2𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0𝑘
2

𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

 𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧

−i𝑘𝑦𝑢𝑦
1

𝜇0𝑘
2

𝑘𝑥
2

𝑖𝜔𝜀
(𝐵0𝑥(𝑧))

2

+𝑘𝑦
2 (𝐵0𝑥(𝑧))

2

𝜇0𝑘
2

𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥

𝑖𝜔𝜀

−𝑘𝑦
2 𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0𝑘
2

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧 )

 
 
 
 
 

+

𝑖𝑘𝑥
𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0
(
−[𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑧]

𝑖𝜔𝜀
). −

𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0

𝜕

𝜕𝑧
(−

(𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥−𝑢𝑧
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
)

𝑖𝜔𝜀
) 

−
1

𝜇0
(−

(𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥−𝑢𝑧
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
)

𝑖𝜔𝜀
)
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
. 

𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥 +  𝑖𝑘𝑦𝑢𝑦 + 
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
= 0,   − 𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥 =  𝑖𝑘𝑦𝑢𝑦 + 

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
(16          )  

.
𝜌0

𝜀
(−𝑖𝜔 +

𝜇

𝑘1
)𝑢𝑧 = −

𝜕

𝜕𝑧

(

 
 
 
 
 
 
 

−
𝑘𝑥

2𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0𝑘
2

𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

 𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧

+𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥
1

𝜇0𝑘
2

𝑘𝑥
2

𝑖𝜔𝜀
(𝐵0𝑥(𝑧))

2

+
1

𝜇0𝑘
2

𝑘𝑥
2

𝑖𝜔𝜀

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
(𝐵0𝑥(𝑧))

2

+𝑘𝑦
2 (𝐵0𝑥(𝑧))

2

𝜇0𝑘
2

𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥

𝑖𝜔𝜀

−𝑘𝑦
2 𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0𝑘
2

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧 )
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+𝑖𝑘𝑥
𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0
(
−[𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑧]

𝑖𝜔𝜀
) −

𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0

𝜕

𝜕𝑧
(−

(𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥−𝑢𝑧
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
)

𝑖𝜔𝜀
) −

1

𝜇0
(−

(𝐵0𝑥(𝑧)𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥−𝑢𝑧
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
)

𝑖𝜔𝜀
)
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
. 

𝜌0

𝜀
(−𝑖𝜔 +

𝜇

𝑘1
)𝑢𝑧 =

𝑘𝑥
2

𝜇0𝑘
2

𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀
(
 𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
)
2

+
𝑘𝑥

2

𝜇0𝑘
2

𝐵0𝑥(𝑧)𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

𝜕2𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧2
+

𝑘𝑥
2

𝜇0𝑘
2

𝐵0𝑥(𝑧)

𝑖𝜔𝜀

 𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
− 𝑘𝑥

2 2𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0𝑘
2

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧

𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥

𝑖𝜔𝜀
−

𝑘𝑥
2

𝜇0𝑘
2

2𝐵0𝑥(𝑧)

𝑖𝜔𝜀

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
−

𝑘𝑥
2

𝜇0𝑘
2

(𝐵0𝑥(𝑧))
2

𝑖𝜔𝜀

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
− 𝑘𝑦

2 2𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0𝑘
2

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧

𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥

𝑖𝜔𝜀
+

𝑘𝑦
2

𝜇0𝑘
2

𝐵0𝑥(𝑧)

𝑖𝜔𝜀

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
+

𝑘𝑦
2

𝜇0𝑘
2

𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀
(
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
)
2

+ 𝑘𝑦
2 𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0𝑘
2

𝜕2𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧2
+ 𝑘𝑥

2 (𝐵0𝑥(𝑧))
2

𝜇0

𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀
+

𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥

𝑖𝜔𝜀

𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
−

1

𝜇0

𝐵0𝑥(𝑧)

𝑖𝜔𝜀

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
−

𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀

𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0

𝜕2𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧2
+

𝐵0𝑥(𝑧)

𝜇0

𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥

𝑖𝜔𝜀

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
−

𝑢𝑧

𝜇0𝑖𝜔𝜀
(
𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧
)
2

. 

= −
𝑘𝑥

2

𝜇0𝑘
2

2𝐵0𝑥(𝑧)

𝑖𝜔𝜀

𝜕𝐵0𝑥(𝑧)

𝜕𝑧

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
−

𝑘𝑥
2

𝜇0𝑘
2

(𝐵0𝑥(𝑧))
2

𝑖𝜔𝜀

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
+ 𝑘𝑥

2 (𝐵0𝑥(𝑧))
2

𝜇0

𝑢𝑧

𝑖𝜔𝜀
. 

 مید:پ  از حاف و جمع و تفریق جملات مشابه  سر انجام معادله زیر بدست می

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

𝜌0

𝜀
(−𝑖𝜔 +

𝜀𝜐0

𝑘1
) 𝑢1𝑧 =

1

𝜀 𝑘2
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
(−𝑖𝜔 +

𝜀𝜐0

𝑘1
)
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

+
𝜌0

𝜀 𝑘2
(−𝑖𝜔 +

𝜀𝜐0

𝑘1
)
𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2

+
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒

1

𝑖𝜀𝜔

{
 
 
 

 
 
 −

1

2𝜌0
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2 𝑑2𝑢1𝑧

𝑑𝑧2

−
1

𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
𝑑𝑢1𝑧

𝑑𝑧

+
1

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
3 𝑑𝑢1𝑧

𝑑𝑧

+
𝑘2

2𝜌0
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2
𝑈𝑧1 }

 
 
 

 
 
 

−
𝑈𝑧1

𝑖𝜔𝜀

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
𝑔

}
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

× 𝑖𝜀𝜔 𝑘2. 

 

∗𝜔و اینکه  = {
𝜀𝜐0

𝑘1
− iω},  : را داخل معادله جایگااری کنی  ، داری 
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𝜌0
𝜀
𝑖𝜀𝜔 𝑘2 (−𝑖𝜔 +

𝜀𝜐0
𝑘1
) 𝑢1𝑧 =

1

𝜀 𝑘2
𝜕𝜌0
𝜕𝑧

𝑖𝜀𝜔 𝑘2 (−𝑖𝜔 +
𝜀𝜐0
𝑘1
)
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

 

+
𝜌0
𝜀 𝑘2

𝑖𝜀𝜔 𝑘2 (−𝑖𝜔 +
𝜀𝜐0
𝑘1
)
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑧2

 

+
ℏ2

2𝑚𝑖𝑚𝑒

1

𝑖𝜀𝜔
𝑖𝜀𝜔 𝑘2

{
 
 
 
 

 
 
 
 −

1

2𝜌0
(
𝑑𝜌0
𝑑𝑧
)
2 𝑑2𝑢1𝑧
𝑑𝑧2

−
1

𝜌0

𝑑𝜌0
𝑑𝑧

𝑑2𝜌0
𝑑𝑧2

𝑑𝑢1𝑧
𝑑𝑧

+
1

2𝜌0
2 (
𝑑𝜌0
𝑑𝑧
)
3 𝑑𝑢1𝑧
𝑑𝑧

+
𝑘2

2𝜌0
(
𝑑𝜌0
𝑑𝑧
)
2

𝑢𝑧1 }
 
 
 
 

 
 
 
 

− 𝑖𝜀𝜔 𝑘2
𝑢𝑧1
𝑖𝜔𝜀

𝑑𝜌0
𝑑𝑧

𝑔 =⟹ 

𝜌0𝑖𝜔 𝑘
2 (−𝑖𝜔 +

𝜀𝜐0
𝑘1
) 𝑢1𝑧  

=
𝜕𝜌0
𝜕𝑧

𝑖𝜔 (−𝑖𝜔 +
𝜀𝜐0
𝑘1
)
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

+ 𝜌0𝑖𝜔 (−𝑖𝜔 +
𝜀𝜐0
𝑘1
)
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑧2

 

+
ℏ2 𝑘2

2𝑚𝑖𝑚𝑒

{
 
 
 

 
 
 −

1

2𝜌0
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2 𝑑2𝑢1𝑧

𝑑𝑧2

−
1

𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
𝑑𝑢1𝑧

𝑑𝑧

+
1

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
3 𝑑𝑢1𝑧

𝑑𝑧

+
𝑘2

2𝜌0
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2
𝑢𝑧1 }

 
 
 

 
 
 

−  𝑘2𝑢𝑧1
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
𝑔 ⟹. 

عاارت کردن ک  و ااافه با
𝜀𝜐0

𝑘1
 :داری  

𝜌0 𝑘
2 (𝑖𝜔 −

𝜀𝜐0
𝑘1

+
𝜀𝜐0
𝑘1
) (−𝑖𝜔 +

𝜀𝜐0
𝑘1
)𝑢1𝑧  
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=
𝜕𝜌0

𝜕𝑧
(𝑖𝜔 −

𝜀𝜐0

𝑘1
+
𝜀𝜐0

𝑘1
) (−𝑖𝜔 +

𝜀𝜐0

𝑘1
)
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
+ 𝜌0 (𝑖𝜔 −

𝜀𝜐0

𝑘1
+

𝜀𝜐0

𝑘1
) (−𝑖𝜔 +

𝜀𝜐0

𝑘1
)
𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2
+

ℏ2 𝑘2

2𝑚𝑖𝑚𝑒

{
 
 
 

 
 
 −

1

2𝜌0
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2 𝑑2𝑢1𝑧

𝑑𝑧2

−
1

𝜌0

𝑑𝜌0

𝑑𝑧

𝑑2𝜌0

𝑑𝑧2
𝑑𝑢1𝑧

𝑑𝑧

+
1

2𝜌0
2 (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
3 𝑑𝑢1𝑧

𝑑𝑧

+
𝑘2

2𝜌0
(
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
)
2
𝑢𝑧1 }

 
 
 

 
 
 

−

 𝑘2𝑢𝑧1
𝑑𝜌0

𝑑𝑧
𝑔 ⟹. 

 

𝜌0](        51-ب-)پ  {
𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ +  𝑘2𝐴]

𝑑2𝑢1𝑧

𝑑𝑧2
+ [{

𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ (

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
) +

 𝑘2𝐵]
𝑑𝑢1𝑧

𝑑𝑧
−  𝑘2 [{

𝜀𝜐0

𝑘1
− 𝜔′}𝜔′ − (𝐶 − 𝑔)

𝑑𝜌0

𝑑𝑧
] 𝑢1𝑧 = 0      

 

𝑢1𝑧رابصورت  (51-ب-)پی حاا جوابی از معادله = sin (
𝑛𝜋

ℎ
𝑧)exp (𝜆𝑧)  در داخل این معادله

 :میدی پاشندگی به شکل زیر بدست میکنی ، رابطهجایگااری می

[{
𝜀𝜐0
𝑘1

−𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞
2]
𝑑2

𝑑𝑧2
sin (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧)exp (𝜆𝑧)

+
1

𝐿𝐷
[{
𝜀𝜐0
𝑘1

− 𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞
2]
𝑑

𝑑𝑧
sin (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧)exp (𝜆𝑧)

−  𝑘2 {[{
𝜀𝜐0
𝑘1

−𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞
2] + 𝑔

1

𝐿𝐷
} sin (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧)exp (𝜆𝑧) = 0 

 که

𝑑2

𝑑𝑧2
sin (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧)

=
𝑑

𝑑𝑧
(
𝑛𝜋

ℎ
𝑐𝑜 𝑠 (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧) + 𝜆 sin (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧))

= −(
𝑛𝜋

ℎ
)
2

sin (
𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧) + 𝜆

𝑛𝜋

ℎ
𝑐𝑜𝑠 (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧)

+ 𝜆
𝑛𝜋

ℎ
𝑐𝑜 𝑠 (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧) + 𝜆2 sin (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧) 
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.[{
𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ − 𝜔𝑞

2] (−(
𝑛𝜋

ℎ
)
2
sin (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧) +

𝜆
2𝑛𝜋

ℎ
𝑐𝑜 𝑠 (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧) + 𝜆2 sin (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧)) +

1

𝐿𝐷
[{
𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ −

𝜔𝑞
2] (

𝑛𝜋

ℎ
𝑐𝑜 𝑠 (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧) + 𝜆 sin (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧)) −  𝑘2 {[{

𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ −

𝜔𝑞
2] + 𝑔

1

𝐿𝐷
} sin (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧)exp (𝜆𝑧) = 0 

(− [{
𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞

2] (
𝑛𝜋

ℎ
)
2
sin (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧) + [{

𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ −

𝜔𝑞
2] 𝜆

2𝑛𝜋

ℎ
𝑐𝑜 𝑠 (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧) + [{

𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ −

𝜔𝑞
2] 𝜆2 sin (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧)) + (

1

𝐿𝐷
[{
𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ −

𝜔𝑞
2]

𝑛𝜋

ℎ
𝑐𝑜 𝑠 (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧) +

1

𝐿𝐷
[{
𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞

2] 𝜆 sin (
𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧)) −

 𝑘2 {[{
𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞

2] sin (
𝑛𝜋

ℎ
𝑧)exp (𝜆𝑧) + 𝑔

1

𝐿𝐷
sin (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧)exp (𝜆𝑧)} = 0. 

 کنی ارایب سینوس و کسینوس راجدا می

 

.− [{
𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞

2] {(
𝑛𝜋

ℎ
)
2
−  𝜆2} +

1

𝐿𝐷
[{
𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞

2] 𝜆 −

 𝑘2 {[{
𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞

2] + 𝑔
1

𝐿𝐷
}) sin (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧) + {(

1

𝐿𝐷
[{
𝜀𝜐0

𝑘1
−

𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞
2]

𝑛𝜋

ℎ
+ [{

𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞

2] 𝜆
2𝑛𝜋

ℎ
} 𝑐𝑜 𝑠 (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) exp(𝜆𝑧) = 0 

ارب کرده و سس   exp(−𝜆𝑧)توان طرفین من را به درطرف معادله صفر است میازمنجائیکه یک 

 ها اعداد صحی  باشند داری :nو تی  z=hشرایط مرزی را اعماا نمودبرای 

Sin (nπ) = 𝑐𝑜𝑠 (𝑛𝜋) یو برا 1 =  مانندپ  فقط جملاتی که ارایب سینوس هستند با ی می0

−[{
𝜀𝜐0
𝑘1

−𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞
2] {(

𝑛𝜋

ℎ
)
2

−  𝜆2} +
1

𝐿𝐷
[{
𝜀𝜐0
𝑘1

−𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞
2] 𝜆

−  𝑘2 {[{
𝜀𝜐0
𝑘1

−𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞
2] + 𝑔

1

𝐿𝐷
}) sin (

𝑛𝜋

ℎ
𝑧) = 0 ⟹ 



595 
 

−[{
𝜀𝜐0
𝑘1

−𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞
2] {(

𝑛𝜋

ℎ
)
2

−  𝜆2} +
1

𝐿𝐷
[{
𝜀𝜐0
𝑘1

−𝜔′}𝜔′ − 𝜔𝑞
2] 𝜆

−  𝑘2 {[{
𝜀𝜐0
𝑘1

−𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞
2] + 𝑔

1

𝐿𝐷
}) = 0 

−[{
𝜀𝜐0
𝑘1

− 𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞
2] {(

𝑛𝜋

ℎ
)
2

−  𝜆2 −
1

𝐿𝐷
𝜆 +  𝑘2} +  𝑘2𝑔

1

𝐿𝐷
= 0 

λداربا توجه به مق = −
1

2𝐿𝐷
 دهی :محاساات را ادامه می

−[{
𝜀𝜐0
𝑘1

−𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞
2] {(

𝑛𝜋

ℎ
)
2

−
1

4𝐿𝐷
2 +

1

2𝐿𝐷
2 +  𝑘

2} −
 𝑘2𝑔

𝐿𝐷
= 0 

−[{
𝜀𝜐0
𝑘1

−𝜔′}𝜔′ −𝜔𝑞
2] {

4𝑛2𝜋2 − ℎ2 + 2ℎ2 + 4𝐿𝐷
2ℎ2 𝑘2

ℎ24𝐿𝐷
2 } −

 𝑘2𝑔

𝐿𝐷
= 0 

 
 کنی ، داری :ی اوا تقسی  میبا توجه به اینکه طرف دوم معادله صفر است جملات را بر اریب جمله

[𝜔𝑞
2 − {

𝜀𝜐0

𝑘1
−𝜔′}𝜔′] −

 𝑘2𝑔

𝐿𝐷

{
4𝑛2𝜋2+ℎ2+4𝐿𝐷

2ℎ2 𝑘2

ℎ24𝐿𝐷
2 }

= 0                                 . 

[𝜔𝑞
2 − {

𝜀𝜐0
𝑘1

−𝜔′}𝜔′] −

 ℎ24𝐿𝐷
2𝑘2𝑔

𝐿𝐷
𝑛2𝜋2 + ℎ2+4𝐿𝐷

2ℎ2 𝑘2
= 0 

 

𝜔′2 −
𝜀𝜐0
𝑘1
𝜔′ +𝜔𝑞

2 −
 ℎ24𝑘2𝑔𝐿𝐷

𝑛2𝜋2 + ℎ2+4𝐿𝐷
2ℎ2 𝑘2

= 0 

 

𝜔′2   (      52-ب-)پ          −
𝜀𝜐0

𝑘1
𝜔′ + [𝜔𝑞

2 −
 ℎ24𝑘2𝑔𝐿𝐷

𝑛2𝜋2+ℎ2+4𝐿𝐷
2ℎ2 𝑘2

] = 0 

 

موری :در اینجا نیز یک معادله درجه دو داری  که به رو  دلتا جواب من را بدست می  

𝜔′ =
𝜀𝜐0

2𝑘1
±√(

𝜀𝜐0

2𝑘1
)2 − (𝜔𝑞

2 −
 ℎ24𝑘2𝑔𝐿𝐷

𝑛2𝜋2+ℎ2+4𝐿𝐷
2ℎ2 𝑘2

)                     (59-ب-)پ  
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Abstract 

Instability have turned out to be the most interesting and important phenomena in physics. 

They arise when free energy has accumulated in a system which the system want to get rid 

of. In plasma physics there is a multitude of reason for the excitation of instabilities. In 

homogeneities may evolve both in real space and in velocity space. These in homogeneities 

lead to the generation of instabilities as a first linear and straightforward reaction of the 

plasma to such deviations from thermal equilibrium. The instabilities have cover a 

representative selection of many macro-and micro instabilities in space plasma such as 

Rayleigh-Taylor instability, that the Rayleigh-Taylor instability is a macro instability type. 

We represented the general concept of instability and then we have specially pointed to the 

Rayleigh-Taylor instability. Also, after the introduction of one of the description model of 

the plasma as a fluid model, we have offer to the magnetohydrodynamic MHD equations as 

a dynamic model to introduce. The magnetohydrodynamic stratified plasma considered in 

absence of external magnetic field and then it have studied in presence of external magnetic 

field.  
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