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نامه تعهد
مهندسͬ و ΁فیزی دانش΄ده ΁فیزی رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی احمدی زهرا اینجانب
زمان کوانتومͬ ول·شت مطالعه ی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه هسته ای

ͬ شوم: م متعهد عنابستانͬ مصطفͬ راهنمایی تحت ، س΄ه بدون گسسته ی
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانش·اه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا

احمدی زهرا
١٣٩۵ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این ͬ باشد. م شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ح





چ΄یده

سپس ͬ کنیم. م معرفͬ س΄ه ΁ی از استفاده با را خط روی کلاسی΄ͬ ول·شت ابتدا تحقیق، این در
تعریف کوانتومͬ ول·شت برای را هیلبرت فضای ͬ پردازیم. م بعد ΁ی در کوانتومͬ ول·شت مطالعه به
س΄ه عمل·ر از س΄ه جای به کوانتومͬ ول·شت در ͬ باشد. م س΄ه فضای و م΄ان فضای دارای که ͬ کنیم م
با چ·ونه که داد خواهیم نشان ͬ کنیم. م بررسͬ ول·شت حالت بر را آن اثر بنابراین ͬ شود م استفاده
فوریه، تبدیل از استفاده با بسازیم. را بعد حالت ͬ توانیم م تحول عمل·ر از استفاده و حالت هر داشتن
ماتریس کردن قطری با که ͬ شود م تبدیل ٢ × ٢ ماتریس ΁ی صورت به ول·رد به مربوط م΄ان فضای
تبدیل عکس از استفاده با ͬ کنیم. م تعیین را خط روی کوانتومͬ ول·شت ویژه بردارهای و ویژه مقادیر
کوانتومͬ ول·شت مجانبی ویژگͬ ادامه در ͬ کنیم. م محاسبه م΄ان پایه در را ول·شت دامنه توزیع فوریه
تعداد برای را م΄ان پایه ی در کوانتومͬ ول·شت دامنه  توزیع ͬ کنیم. م بررسͬ زیاد گامها ی تعداد برای را
نام به کوانتومͬ ول·شت از دی·ر مدلͬ سپس ͬ زنیم. م تخمین پایا فاز روش از استفاده با زیاد گامهای
اولین کوانتومͬ ول·شت های از دسته این ͬ کنیم. م معرفͬ را بعد ΁ی در س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت
م΄ان فضای دارای فقط کوانتومͬ ول·شت به مربوط هیلبرت فضای شده است. ارائه ١ پاتل توسط بار
ͬ شود. م جای·زین فرد و زوج م΄ان های اندیس در س΄ه حالت دو ندارد. وجود س΄ه ای فضای و ͬ باشند م
و ویژه مقادیر فوریه تبدیل از استفاده با ساخت. کوانتومͬ ول·شت ͬ توان م تحول عمل·ر دو معرفͬ با
ͬ آوریم. م بدست k فضای در را کوانتومͬ ول·شت نوع این دامنه توزیع و کرده مشخص را ویژه بردارها
کرد. تعیین م΄ان پایه در را ول·شت دامنه ͬ توان م فوریه تبدیل عکس ΁کم با نیز ول·شت نوع این برای
انتگرال های در و است گردیده بررسͬ زیاد گامهای تعداد حد در کوانتومͬ ول·شت مجانبی ͬ های ویژگ
کوانتومͬ ول·شت پایان نامه این در است. شده زده تخمین پایا فاز روش از استفاده با را بی نهایت حد
آن ها تفاوتهای و شباهتها ضعف، قوت، نقاط ، کرده مقایسه عادی کوانتومͬ ول·شت با را س΄ه بدون

گردیده اند. بررسͬ
بدون کوانتومͬ ،ول·شت س΄ه دار، کوانتومͬ ول·شت ،΁کلاسی تصادفͬ ول·شت کلیدی: کلمات

پایا فاز احتمال، توزیع س΄ه،

١Patel

ی







مطالب فهرست

س تصاویر فهرست

ف جداول فهرست

١ ول·شت انواع ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلاسی΄ͬ ول·شت توصیف ١ . ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلاسی΄ͬ جذب نقطه ١ . ١ . ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعد ΁ی در گسسته کوانتومͬ ول·شت ١ . ٢
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعد ΁ی در کوانتومͬ ول·شت تحلیلͬ حل ١ . ٣
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١٧ . . . . . . . . . . . زیاد گامهای تعداد برای کوانتومͬ ول·شت مجانبی ویژگͬ ٢ . ١
١٧ . . . . . . . . . . . . . ریاضͬ قضیه از استفاده با حدی مجانبی رفتار تحلیل ٢ . ٢
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بی نهایت حد در انتگرال ٢ . ٣
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . زیاد گامهای تعداد برای کوانتومͬ ول·شت حل ۴ . ٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجانبی احتمال توزیع ۵ . ٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خط ΁ی روی عمومͬ ول·شت ۶ . ٢

٣٩ بعد ΁ی در س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت ٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س΄ه غیاب در ذره حرکت ٣ . ١
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س΄ه دار کوانتومͬ ول·شت با ارتباط ٣ . ٢
۴۶ . . . . . . . . . . . س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت تحول عمل·ر ی΄تایی بررسͬ ٣ . ٣
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت تحلیلͬ حل ۴ . ٣
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ول·رد مجانبی رفتار ۵ . ٣
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جاذب مرز حضور در ول·شت ۶ . ٣
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . س΄ه بدون و س΄ه دار کوانتومͬ ول·شت مقایسه ٣ . ٧
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه گیری ٣ . ٨
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۶٩ ͽمراج

٧١ روابط اثبات آ 
٧١ . . . . . . . . . . . . خط روی کلاسی΄ͬ ول·شت در معیار انحراف محاسبه آ  . ١
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . بعد ΁ی در کوانتومͬ ول·شت تحلیل مورد در حل آ  . ٢
٧۶ . . . . . . . زیاد گامهای تعداد برای کوانتومͬ ول·شت حل در مشتقات محاسبه آ  . ٣
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت تحلیل مورد در حل آ  . ۴
٧٩ . . . . . . . . . س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت در بالاتر مراتب مشتقات محاسبه آ  . ۵
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١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعدی ΁ی ول·شت ١ . ١
٣ . . . . . . t ثابت زمان سه برای ، ΁کلاسی ول·شت برای احتمال توزیع نمودار ١ . ٢
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁کلاسی ول·شت برای متقارن توزیع پهنای ١ . ٣

شروع نقطه ،٠ نقطه در جاذب مرز ΁ی با خط روی کلاسی΄ͬ متقارن تصادفͬ ول·شت ۴ . ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. x = ١ ول·شت

|ψ⟩ = اولیه حالت با گام صد از پس کوانتومͬ ول·شت برای احتمال توزیع نمودار ۵ . ١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . |٠⟩ |٠⟩

|ψ⟩ = اولیه حالت با گام صد از پس کوانتومͬ ول·شت برای احتمال توزیع نمودار ۶ . ١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . |١⟩ |٠⟩

| ψ(٠)⟩ اولیه= حالت با گام صد از پس کوانتومͬ ول·شت برای احتمال توزیع نمودار ١ . ٧
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . | ٠⟩ − i | ١⟩√

٢١٢ . . . . . . . . . . کوانتومͬ ول·شت و کلاسی΄ͬ ول·شت معیار انحراف مقایسه ١ . ٨
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . کوانتومͬ ول·شت احتمال توزیع دو مقایسه ٢ . ١
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . گام ١٠٠ از پس هادامارد ول·شت احتمال توزیع تابع ٢ . ٢
۵٣ . . . ψo نامتقارن کوانتومͬ تصادفͬ ول·شت برای گام ٣٢ از بعد احتمال توزیع تابع ٣ . ١

ψsاست. متقارن کوانتومͬ تصادفͬ ول·شت برای گام ٣٢ از بعد احتمال توزیع تابع ٣ . ٢
۵٧ . . . . . . . . . ͬ کند. م ٣ . ١۴٨مشخص معادله ی΄نواخت توزیع تیره، منحنͬ

حضور در متقارن، کوانتومͬ تصادفͬ ول·شت برای گام ٣٢ بعداز احتمال توزیع تابع ٣ . ٣
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n = ٠ چپ سمت در جاذب دیوار

که جذبی دیواره ی حضور در متقارن کوانتومͬ ول·شت نشدن جذب احتمال نمودار ۴ . ٣
گام دو از بعد فرار احتمال توجهͬ قابل صد در ΁ی با و دارد قرار مبداء چپ سمت در

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ دهد. م نشان را

س
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٢ . . . . . . . . . . . . . . . . t زمان در و n م΄ان در ذره شدن پیدا احتمال ١ . ١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . t زمان در و n م΄ان در ذره شدن پیدا احتمال ١ . ٢

ف





پیش گفتار
مانین یوری .[٢] [١] است کوانتومͬ ΁م΄انی قوانین تحت فیزی΄ͬ جهان شده انجام تحقیقات طبق
رایانه های توسط ͬ توان م که رسیدند نتیجه این به [۴] ٣ ١٩٨٢ سال در فاینمن و [٣] ٢ ١٩٨٠ سال در
کامپیوترهای کوانتومͬ قوانین اساس بر و کرد سازی شبیه استاندارد صورت به را فیزی΄ͬ جهان کوانتومͬ

کرد. تبدیل تحقیقاتͬ فعال حوزه های از ی΄ͬ به را کوانتومͬ
کوانتومͬ کامپیوتر های [۶] ۵ دویچ‐جوزا ال·وریتم و [۵] ۴ ١٩۵٨ سال در دویچ ال·وریتم طبق
که ال·وریتمͬ اولین کنند. محاسبه کلاسی΄ͬ غیراحتمالͬ کامپیوترهای از را خاص مسائل ͬ توانند م
سایمون ال·وریتم کند حل کلاسی΄ͬ ال·وریتم از سریع تر را ناشناخته تابع ΁ی مساله ͬ تواند م داد نشان
همتای از بیش نمایی سرعت با را صیحیح اعداد که کوانتومͬ ال·وریتم تنها ،١٩٩۴ سال در .[٧] ۶ بود
آغازگر ال·وریتم این دقیقا و .[٩] [٨] شد انجام ٧ شور توسط کرد تجزیه اول اعداد به ͬ اش کلاسی΄
و ریاضیات کامپیوتر، علوم کوانتومͬ ΁فیزی در کوانتومͬ محاسبات و اطلاعات حوزه  در تحقیقات
ال·وریتم ها دارند. فرق خود کلاسی΄ͬ همتاهای با کاملا که داد نشان تحقیق این نتایج است. مهندسͬ
داده های ͬ تواند م ٨ گروور ال·وریتم هستند. کوانتومͬ ول·شت در مسائل حل برای روش  بهترین
[١٠] کند جستجو کلاسی΄ͬ ال·وریتم نوع هر سرعت از زمان دوم توان سرعت با را نشده بندی طبقه
از نمونه ΁ی ٩ مارکوف زنجیره شبیه سازی ͬ اند. تصادف ول·شت های بر مبتنͬ ΁کلاسی ال·وریتم های
و است کلاسی΄ͬ تصادفͬ ول·شت یافته تعمیم ش΄ل کوانتومͬ ول·شت .[١١] است قوی ال·وریتمͬ ابزار
حالت ها برهم نهͬ از استفاده ام΄ان ͬ سازد م متمایز آن کلاسی΄ͬ نوع از را کوانتومͬ ول·شت که چیزی
دوم توان با خط ΁ی روی کوانتومͬ ول·شت واریانس است. ساختار این در حالت ها)  ͬ خط (ترکیب
تصادفͬ ول·شت .[١٣] [١٢] ͬ شود م مقایسه کلاسی΄ͬ تصادفͬ ول·شت با که است متناسب گام ها تعداد
توسط مسیر انتگرال از استفاده با گانه چند مسیرهای جستجوی شد. معرفͬ ١٠ آهارونف توسط کوانتومͬ

٢Yuri Manin
٣Feynman
۴Deutsch
۵Deutsch-Jozsa
۶Simon
٧Shor
٨Grover
٩Markov

١٠Aharonov

ق
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در کوانتومͬ ذره ΁دینامی مطالعه .[١۵] گرفت قرار مطالعه مورد ١٢ هیبز و فاینمن و [١۴] ١١ ریازانوف
ول·شت بر مبنͬ کوانتومͬ ال·وریتم های شد. انجام ١٣ میر توسط کوانتومͬ شب΄ه ای بندی فرمول ΁ی
کوانتومͬ ول·شت مفهوم بنابراین است زمان‐گسسسته کوانتومͬ ول·شت و زمان‐پیوسته کوانتومͬ
قرار مطالعه مورد زمان‐گسسسته کوانتومͬ ول·شت و زمان‐پیوسته کوانتومͬ ول·شت صورت دو به
زمان‐ کوانتومͬ ول·شت و [١۶] ١۵ گوتمن و ١۴ فرهͬ توسط زمان‐پیوسته کوانتومͬ ول·شت گرفت.
ول·شت عنوان به [١٧] ١٨ آمبینیس توسط ١٧ هادامارد ول·شت شدند. بیان ١۶ واتروس توسط گسسته
بررسͬ مورد را ول·شت نوع دو این [١٨] کمپه توسط مروری مقاله شد. معرفͬ زمان‐گسسته کوانتومͬ
سیستم های در گوناگون پدیده های درک برای قوی ابزار عنوان به کوانتومͬ ول·شت ͽواق در ͬ دهد. م قرار

ͬ باشد. م فیزی΄ͬ

١١Riazanov
١٢Hibbs
١٣Meyer
١۴Farhi
١۵Gutmann
١۶Watrous
١٧Hadamard
١٨Ambainnis





١ فصل
ول·شت انواع

کلاسی΄ͬ ول·شت توصیف ١ . ١
راست خط ΁ی روی بر و بعد ΁ی به محدود کرد، بیان ͬ توان م که کلاسی΄ͬ ول·شت نوع ساده ترین
جهت دو در تنها را خود گام های ول·رد حالت این در ͬ نامند. م بعدی ΁ی ول·شت را آن که ͬ باشد م
که س΄ه ΁ی توسط ͬ تواند م تصادفͬ جهت های انتخاب بنابراین ͬ دارد. م بر چپ یا و راست هم، مخالف
خط ΁ی روی بر را ول·رد م΄ان ͬ توان م سادگͬ به حالت این در شود. مشخص است ول·رد دست در

.[١٩] داد نشان راست

بعدی ΁ی ول·شت :١ . ١ ش΄ل

١



ول·شت انواع ٢

t زمان در و n م΄ان در ذره شدن پیدا احتمال :١ . ١ جدول

ول·شت بعدی ΁ی مسیر روی است قرار و دارد دست در س΄ه ای که ب·یرید نظر در را شخصͬ اگر مثلا
بود خواهد متقارن ول·شت بنابراین ͬ باشد. م ی΄سان بیاید خط یا شیر س΄ه که آن احتمال دهد. انجام
توزیع که داد نشان ͬ توان م ترتیب این به ندارد وجود چپ و راست به حرکت برای ترجیحͬ هیچ زیرا
ول·رد ابتدا که کنیم فرض اگر اول لحظه در بود. خواهد گاوسͬ مقدار ΁ی زیاد گام های برای احتمال
و بود خواهد ΁ی برابر t = ٠ حرکت، از قبل گام اولین در حضور احتمال بنابراین باشد صفر م΄ان در
موقعیت در ١

٢ احتمال با و n = ١ موقعیت در ١
٢ احتمال با t = ١ گام اولین از پس ول·رد بنابراین

ول·شت حضور احتمال ͬ شویم م دور مبداء از چه هر که ͬ بینیم م ١ . ٢ ش΄ل روی از ͬ باشد. م n = −١
است. مبداء به مربوط ول·شت حضور احتمال بیشترین و ͬ شود م کمتر مبداء از دور نقاط در

بدست زیر رابطه از ͬ توان م را t گام های تعداد ازای به n مختلف م΄ان های در ذره حضور احتمال
( آ  . ١ پیوست ) آورد.

p(t,n) =
١
٢t

 t
t+ n

٢

 (١ . ١)

که

(
a

b

)
=

a!

(a− b)!b!
(١ . ٢)

مثبت کمیتͬ احتمال باشد. زوج باید t+n پس باشد، صحیح باید پرانتز داخل عبارت معادله این برای
زوج گام های تعداد ازای به باشد. (n ≤ t) باید یعنͬ باشد، مثبت باید هم پرانتز داخل پس است
در ول·رد حضور احتمال فرد گام های تعداد ازای به و است. صفر فرد م΄ان های در ول·رد حضور احتمال
گاوسͬ منحنͬ صورت به جمله ای دو توزیع ΁ی p(t, n) ،t ثابت مقدار برای است. صفر زوج م΄ان های

است.
این ١ . ٢ ش΄ل دارد. مشخصه منحنͬ ΁ی n از تابعͬ عنوان به احتمال ثابت ،t بزرگ مقادیر برای
تعداد افزایش با ͬ بینیم م که طور همان ͬ دهد. م نشان ١٨٠ ، ١٢٠ ، ٨٠ برابر t های برای را ͬ ها منحن



٣ کلاسی΄ͬ ول·شت توصیف

t ثابت زمان سه برای ، ΁کلاسی ول·شت برای احتمال توزیع نمودار :١ . ٢ ش΄ل

مبداء به و شده اند پهن تر نقاط، توزیع ͬ های منحن و ͬ دهد م دست از را خود تیزی ش΄ل نمودار گام ها
.[١٩] ͬ شود م نزدی΄تر

معیار انحراف محاسبه ی
ͬ کنیم: م استفاده استرلینگ تقریب از معیار انحراف محاسبه برای

t! ≈
√

٢πttte−t (١ . ٣)
ͬ شود: م زیر صورت به احتمال توزیع تابع ب·یریم ln ΁کوچ nهای و بزرگ tهای ازای به

p(t, n) =
٢√
٢πt

e
(
−n٢

٢t ) (۴ . ١)

آ  . ١ در استرلینگ تقریب محاسبه ی ͬ باشد. م نرمال و گاوسͬ توزیع شبیه بسیار آمده دست به معادله
ͬ باشد. م

است عطف نقطه دو میان فاصله نصف گاوسͬ توزیع پهنای است. ثابت عدد ΁ی t گاوسͬ توزیع در
√
t با برابر معیار انحراف و است ٢

√
t عطف نقطه دو میان فاصله پس است. برابر معیار انحراف با و



ول·شت انواع ۴

نقاط آوردن بدست برای بنابراین است. برابر گاوسͬ توزیع پهنای با هم معیار انحراف طرفͬ از و است.
.[١٩] دهیم قرار صفر مساوی را آن و ب·یریم مشتق دوبار n به نسبت p(t, n) تابع از باید عطف

∂٢f

∂n٢ = −e
−
n٢

٢t√٢t−١ ١√
πt

+ n٢e
−
n٢

٢t√٢t−٢ ١√
πt

= ٠ (۵ . ١)

e
−
n٢

٢t√٢t−١ ١√
πt

= n٢e
−
n٢

٢t√٢t−٢ ١√
πt

(۶ . ١)

n٢

t
= ١ ⇒ n = ±

√
t (١ . ٧)

ͬ شود. م صفر n م΄ان داشتͬ چشم بنابراین است. متقارن احتمال توزیع کلاسی΄ͬ ول·شت در

⟨n⟩ =
∑

np(t, n) = ٠ (١ . ٨)
.[١٩] ͬ شود م محاسبه زیر صورت به ،΁کلاسی ول·شت برای معیار انحراف

σ =
√
⟨n٢⟩ − ⟨n⟩٢ =

√
t (١ . ٩)

کلاسی΄ͬ جذب نقطه ١ . ١ . ١
صورت هر در ول·شت باشیم داشته جذب نقطه ΁ی اگر کلاسی΄ͬ ول·شت مورد در که داد نشان ͬ توان م
کلاسی΄ͬ ول·شت های در که کرد تفسیر گونه ای به را مطلب این ͬ توان م شد. خواهد نقطه این جذب
x = ١ نقطه از ول·رد که ͬ کنیم م فرض اثبات برای گشت خواهد باز اولیه م΄ان به ول·رد حتما بعدی ΁ی
نقطه به ١

٢ احتمال با یا کلاسی΄ͬ ذره است شده تعبیه جاذب مرز ΁ی مبدا در ͬ کند. م حرکت به شروع
نقطه از آنکه احتمال ͬ رود. م ٢ نقطه به ١

٢ احتمال با یا و است شده جذب صورت این در که ͬ رسد م صفر
به ١ م΄ان از رفتن ) و ( ١ م΄ان به ٢ م΄ان از رفتن ) احتمال حاصلضرب صورت به گردد باز مبداء به دو
تعریف اینگونه p = p١٠ = p٢١ ͬ باشد م هم·ن فضا در ول·شت احتمال که آنجایی از ͬ شود م تعریف ( ٠
حرکت عقب سمت به و جلو سمت به برابر احتمال با زمانͬ گام هر در ول·شت که است مهم ͬ شود. م

کند.
p =

١
٢ +

١
٢p٢١p١٠ =

١
١)٢ + p٢) (١ . ١٠)

گذشت با باشد دور جاذب مرز از ذره هم قدر چه هر یعنͬ p =١ داشت: خواهیم معادله این حل با
.[١٨] افتاد خواهد مرزجاذب به حتما نهایت در زمان



۵ بعد ΁ی در گسسته کوانتومͬ ول·شت

΁کلاسی ول·شت برای متقارن توزیع پهنای :١ . ٣ ش΄ل

ول·شت شروع نقطه ،٠ نقطه در جاذب مرز ΁ی با خط روی کلاسی΄ͬ متقارن تصادفͬ ول·شت :۴ . ١ ش΄ل
است. x = ١

بعد ΁ی در گسسته کوانتومͬ ول·شت ١ . ٢
کوانتومͬ ول·شت که چیزی دانست. ΁کلاسی ول·شت از تعمیمͬ نوعͬ به ͬ توان م را کوانتومͬ ول·شت
این در حالت ها) خطͬ حالت ها(ترکیب هم نهͬ بر از استفاده ام΄ان ͬ سازد م متمایز آن کلاسی΄ͬ نوع از را
گسسته کوانتومͬ ول·شت بخش این در ͬ دهد. م نتیجه را متفاوتͬ رفتارهای امر این که است ساختار

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را بعد ΁ی در
این است. راست خط ΁ی روی بر کوانتومͬ ول·رد ΁ی حرکت [٢٠] کوانتومͬ ول·شت نوع ساده ترین



ول·شت انواع ۶

مشخص فضا دومین Hcو س΄ه به مربوط فضای اولین ͬ شود. م توصیف مجزا هیلبرت فضای دو با مدل
ͬ باشد. م Hs راست خط روی بر ول·رد م΄ان کننده ی

هستند. {|n⟩ |n ∈ z} صورت به فضا این محاسباتͬ های پایه که Hs هیلبرت فضای در |n⟩ بردار
΁ی شب΄ه ΁ی روی که ال΄ترونͬ مثلا ͬ شود. م تعیین س΄ه فضای توسط م΄ان فضای در حرکت جهت
ͬ توانیم م بعدی، دو فضای برای بنابراین است. ١

٢ اسپین با ذره ΁ی ال΄ترون است، حرکت حال در بعدی
یعنͬ کرد. معرفͬ س΄ه فضای عنوان به را ال΄ترون اسپین

{| s,ms⟩|s =
١
٢ ,ms = ±١

٢} (١ . ١١)

به گام ΁ی ال΄ترون باشد ms = −١
٢ اگر و راست سمت به گام ΁ی ال΄ترون باشد ms = +١

٢ اگر
΁ی و است بعدی n م΄ان فضای ΁ی شامل ال΄ترون هیلبرت فضای بنابراین ͬ کند. م حرکت چپ سمت
و م΄ان ( nبعدی ) هیلبرت فضای از کوانتومͬ ول·شت بنابراین است. بعدی دو ( س΄ه ) اسپین فضای

است: شده تش΄یل س΄ه ( بعدی (دو هیلبرت فضای

H = Hc ⊗Hp (١ . ١٢)

باشد ی΄انͬ عمل·ر این باید که ͬ شود م استفاده س΄ه عمل·ر از س΄ه جای به کوانتومͬ ول·شت در
خواهد حفظ احتمالات بنابراین ͬ شود نم تولید و ͬ رود نم بین از کوانتومͬ ول·رد که است ما فرض زیرا
وسیله به ول·شت م΄ان در تغییر ͬ باشد. م ی΄انͬ کوانتومͬ ول·شت اعمالͬ عمل·ر دلیل همین به و شد،
تش΄یل قسمت دو از شرطͬ جابه جایی عمل·ر که ͬ شود. م اعمال ( شرطͬ انتقال ) جابه جایی عمل·ر
این به شرطͬ جابه جایی عمل·ر اثر که م΄ان. فضای بر دی·ری و ͬ کند م اثر س΄ه فضای بر ی΄ͬ که شده
باشد |٠⟩ اولیه حالت اگر ͬ دهد. م تغییر را م΄ان فضای س΄ه اولیه حالت به توجه با که هست صورت
ͬ کند. م حرکت عقب به گام ΁ی ول·رد باشد |١⟩ اولیه حالت اگر و ͬ کند، م حرکت جلو به گام ΁ی ول·رد

S |٠⟩ |n⟩ = |٠⟩ |n+ ١⟩ (١ . ١٣)

S |١⟩ |n⟩ = |١⟩ |n− ١⟩ (١۴ . ١)

ͬ کنیم: م تعریف اینگونه را انتقال عمل·ر بنابراین

S = |٠⟩ ⟨٠| ⊗
∞∑

n=−∞

|n+ ١⟩ ⟨n|+ |١⟩ ⟨١| ⊗
∞∑

n=−∞

|n− ١⟩ ⟨n| (١۵ . ١)

در س΄ه پرتاب شبیه که کنیم. اعمال س΄ه اولیه حالت روی را س΄ه عمل·ر باید ابتدا کوانتومͬ ول·شت در
عمل·ر اعمال با که ͬ کند م ایجاد را س΄ه حالت دوران س΄ه عمل·ر ͬ باشد. م کلاسی΄ͬ تصادفͬ ول·شت
در را انتقال ΁ی برهم نهͬ این در جمله هر ͬ باشد. م حالات از برهم نهͬ نتیجه س΄ه حالت روی س΄ه
ول·شت ΁ی تولید برای را دلخواه س΄ه ΁ی ͬ خواهیم م مثال برای کرد. خواهد تولید جهات این از ی΄ͬ



٧ بعد ΁ی در گسسته کوانتومͬ ول·شت

اولیه ی حالت باشد داشته حضور |n = ٠⟩ مبداء در ول·رد اگر کنیم انتخاب مبدا اطراف در متقارن
صورت: به ول·شت

|ψ(٠)⟩ = |٠⟩ ⊗ |n = ٠⟩ (١۶ . ١)
باشد. مͬ

ول·شت های برای معمولا که س΄ه ای عمل·ر ͬ دهد. م نشان را t زمان در ول·شت حالت |ψ(t)⟩
صورت: به که است هادامارد عم·ر ͬ شود م استفاده بعدی ΁ی کوانتومͬ

H =
١√

٢

(
١ ١
١ −١

)
(١ . ١٧)

ول·شت م΄ان روی باید آوریم بدست اول گام از بعد را ول·رد م΄ان بخواهیم اگر کوانتومͬ ول·شت در
۵٠ و n = ١ م΄ان در ول·رد شدن پیدا شانس درصد ۵٠ گیری اندازه عمل با دهیم. انجام گیری اندازه

داریم. n = −١ در را کردنش پیدا شانس درصد
به م΄ان نهͬ برهم H ⊗ I اعمال با که است. س΄ه حالت روی هادامارد عمل·ر اعمال گام اولین

ͬ کنیم. م اعمال را S جابه جایی عمل·ر ادامه در و ͬ شود. م ایجاد س΄ه عمل·ر و سیله

H ⊗ I(|٠⟩ ⊗ |٠⟩) −→ S(
|٠⟩+ |١⟩√

٢
⊗ |٠⟩) (١ . ١٨)

−→ ١√
٢
(| ٠⟩ ⊗ |١⟩+ |١⟩ ⊗ |−١⟩) (١ . ١٩)

دامنه با راست قسمت دامنه اندازه که معنͬ این به ͬ باشد م متقارن س΄ه ΁ی H هادامارد عمل·ر
درستͬ به را مراحل اگر است. ی΄سان ͬ شود م اعمال آن روی H که حالتͬ از مستقل چپ قسمت
(٢ (مرحله کنیم اعمال را S جابه جایی عمل·ر بعد و (١ مرحله ) هادامارد عمل·ر ابتدا در کنیم اعمال
که است این ما هدف ͬ آوریم. م دست به را کلاسی΄ͬ ول·شت دوباره (٣ (مرحله کنیم اندازه گیری و
آن ها به ͬ توان نم کلاسی΄ͬ مفهوم با که برسیم جدیدی نتایج به تا گیریم کار به را کوانتومͬ خصوصیات
را مختلف م΄ان های بین برهم نهͬ ͬ کنیم، م گیری اندازه گام اولین از بعد را ذره م΄ان که وقتͬ رسید.
عمل·ر و ندهیم انجام اندازه گیری اگر ͬ بریم. م بین از است، کوانتومͬ های سیستم ͬ های ویژگ از ی΄ͬ که
مختلف م΄ان های بین کوانتومͬ برهم نهͬ این کنیم، اعمال درستͬ به نیز را جابه جایی عمل·ر و س΄ه
کلاسی΄ͬ مفهوم از متفاوت رفتاری که است اثر همین و شود منجر ویرانگر یا سازنده تداخل به ͬ تواند م
احتمال توزیع کوانتومͬ ول·شت در که ͬ بینیم م است. کوانتومͬ ول·شت خصوصیت این و ͬ کند م تولید

ͬ باشد. نم √t مرتبه از معیار انحراف و نیست نرمال توزیع دی·ر
صورت: به ͬ باشد م ی΄انͬ عمل·ری که کوانتومͬ ول·شت برای تحول عمل·ر بنابراین

U = S(C ⊗ I) (١ . ٢٠)



ول·شت انواع ٨

بار t اعمال با داد. خواهد نشان را ول·رد بعدی گام اعمال کنیم، را U عمل·ر اول گام روی اگر که
داد. خواهد نشان |ψ(t)⟩ = U t |ψ(٠)⟩ گام t از بعد را ول·رد حالت تحول عمل·ر

t زمان در و n م΄ان در ذره شدن پیدا احتمال :١ . ٢ جدول

.[١٨] [١٩] ͬ کنیم م محاسبه را کوانتومͬ ول·شت از گام چند ول·رد اولیه حالت به توجه با
ͬ گیریم. م نظر در اولیه شرایط عنوان به را |ψ(٠)⟩ = |٠⟩ |n = ٠⟩ معادله

|ψ(١)⟩ = ١√
٢
(| ٠⟩ |١⟩+ |١⟩ |−١⟩) (١ . ٢١)

|ψ(٢)⟩ = ١
٢(− |١⟩ |−٢⟩+ (|٠⟩+ |١⟩) |٠⟩+ |٠⟩ |٢⟩) (١ . ٢٢)

|ψ(٣)⟩ = ١
٢
√

٢
(|١⟩ |−٣⟩ − |٠⟩ |−١⟩+ (٢ |٠⟩+ |١⟩) |١⟩+ |٠⟩ |٣⟩) (١ . ٢٣)

تابع ͬ دهد. م نشان ( کردن گیری اندازه بدون ) پنجم گام از پس را احتمال توزیع (١ . ٢) جدول
ͬ شود. م متقارن کناره ها در و است نشده متمرکز مرکزی نقاط در احتمال توزیع

بود. نخواهد مفید محاسبه برای دستͬ روش بیابیم. ۵ از بیشتر گام های برای را احتمال توزیع اگر
΁ی کنیم. محاسبه را |ψ(١٠٠)⟩ باید ابتدا بخواهیم، را گام صد از بعد احتمال توزیع اگر مثال برای
دست به ادامه در که است بازگشتͬ روابط از استفاده دارد، وجود محاسباتͬ کار این انجام برای که روش

:[١٩] شود نوشته گونه این ͬ تواند م کوانتومͬ ول·شت کلͬ حالت آورد. خواهیم

|ψ(t)⟩ =
∞∑

n=−∞

(An(t) |٠⟩+Bn(t) |١⟩) |n⟩ (٢۴ . ١)

:( بهنجارش شرط ) کنند صدق زیر شرط در باید Bn و An ضرایب که
∞∑

n=−∞

|An(t)|٢ + |Bn(t)|٢ = ١ (٢۵ . ١)



٩ بعد ΁ی در گسسته کوانتومͬ ول·شت

هستند آن AnوBnدر ضرایب که بازگشتͬ روابط ͬ توانیم م ͬ کنیم، م اعمال |ψ(t)⟩ روی را S عمل·ر
بیاوریم. دست به را

داریم: H ⊗ I اعمال با ابتدا

∞∑
n=−∞

[
An(

|٠⟩+ |١⟩√
٢

) + Bn(
|٠⟩ − |١⟩√

٢
)
]
⊗ |n⟩ (٢۶ . ١)

داریم: (٢۶ . ١) رابطه در S انتقال عمل·ر اعمال با بعد و

S = |٠⟩ ⟨٠| ⊗
∞∑

n=−∞

|n+ ١⟩ ⟨n|+ |١⟩ ⟨١| ⊗
∞∑

n=−∞

|n− ١⟩ ⟨n| (١ . ٢٧)

∞∑
n=−∞

An(t)
|٠⟩ ⟨٠|٠⟩√

٢
⊗ |n+ ١⟩ ⟨n|n⟩

+Bn(t)
|٠⟩ ⟨٠|٠⟩√

٢
⊗ |n+ ١⟩ ⟨n|n⟩

+An(t)
|١⟩ ⊗ |n− ١⟩√

٢
⟨n|n⟩

−Bn(t)
|١⟩ ⊗ |n− ١⟩√

٢
⟨n|n⟩ (١ . ٢٨)

|ψ(t+ ١)⟩ =
∞∑

n=−∞

An(t) +Bn(t) |٠⟩√
٢

⊗ |n+ ١⟩

+
An(t)−Bn(t) |١⟩√

٢
⊗ |n− ١⟩ (١ . ٢٩)

داشت: خواهيم رابطه سمت دو در ضرايب دادن قرار مساوی با

An(t+ ١) = An+١(t)−Bn+١(t)√
٢

(١ . ٣٠)

Bn(t+ ١) = An−١(t) + Bn−١(t)√
٢

(١ . ٣١)

اولیه: شرایط به توجه با

An(٠) =

١ n = ٠

٠ n ̸= ٠
(١ . ٣٢)



ول·شت انواع ١٠

Bn(٠) = ٠ و
ͬ کنیم: م محاسبه را احتمال توزیع فرمول ها این کارگیری به با

p(t, n) = |An(t)|٢ + |Bn(t)
٢| (١ . ٣٣)

ͬ کند. م پیشروی راست و چپ سمت به و دارد را مبداء از شدن دور تمایل ول·رد کوانتومͬ ول·شت در
ش΄ل باشد، |٠⟩ س΄ه اولیه حالت اگر که طوری به بود خواهد وابسته اولیه حالت به احتمال توزیع تابع
به ول·رد (۶ . ١) ش΄ل باشد، |١⟩ س΄ه اولیه حالت اگر و ͬ کند. م پیشروی راست سمت به ول·رد (۵ . ١)
احتمال دامنه های بين مخرب و سازنده تداخل های از ناشͬ تقارن عدم اين ͬ کند. م پیشروی چپ سمت
و شده تداخلͬ آثار باعث |١⟩ حالات در منفͬ فاز وجود است. س΄ه روی هادامارد عمل·ر اثر ͽواق در و
توزیع تابع بنابراین دارد، بستگͬ اولیه حالت به منفͬ فاز این وجود داد. خواهد تغییر را حضور احتمال

بود. خواهد وابسته اولیه حالت به احتمال

|ψ⟩ = |٠⟩ |٠⟩ اولیه حالت با گام صد از پس کوانتومͬ ول·شت برای احتمال توزیع نمودار :۵ . ١ ش΄ل

صورت به احتمال توزیع تابع آن در که کرد پیدا نیز کوانتومͬ ول·شت از دی·ری ش΄ل ͬ توان م اما
اثر چون کرد. استفاده روش دو از ͬ توان م کار این برای (١ . ٧) ش΄ل مانند باشد، شده توزیع متقارن
عمل·ر تغییر با ͬ توان م پس ͬ شود، م تداخلͬ آثار باعث |١⟩ و |٠⟩ اولیه حالت روی بر هادامارد عمل·ر

مانند برد بین از را تداخلͬ آثار این س΄ه

C =
١√

٢

(
١ i

i ١

)
(٣۴ . ١)



١١ بعد ΁ی در گسسته کوانتومͬ ول·شت

|ψ⟩ = |١⟩ |٠⟩ اولیه حالت با گام صد از پس کوانتومͬ ول·شت برای احتمال توزیع نمودار :۶ . ١ ش΄ل

|ψ(٠)⟩ =
|٠⟩ − i |١⟩√

٢
|n = ٠⟩ اولیه حالت اگر است. متفاوت حالت ΁ی از استفاده دی·ر، راه

.[٢٠] [١٣] ͬ آید م در متقارن صورت به احتمال توزیع که ͬ شود م مشاهده باشد

| ψ(٠)⟩ اولیه= حالت با گام صد از پس کوانتومͬ ول·شت برای احتمال توزیع نمودار :١ . ٧ ش΄ل
| ٠⟩ − i | ١⟩√

٢

بر احتمال توزیع نمودار کوانتومͬ ول·شت در که ͬ یابیم م در کوانتوم و ΁کلاسي ول·شت تفاوت از
را احتمال توزيع شدگͬ پهن ميزان معيار انحراف است. نامتقارن نمودار ΁ی ΁کلاسی ول·شت خلاف



ول·شت انواع ١٢

خطͬ رابطه ی کوانتومͬ در ولͬ ͬ کند. م تغيير زمان دوم ريشه به کلاسي΄ͬ حالت در و ͬ دهد. م نشان
کمتر گام های تعداد ازای به دورتر نقاط به ول·رد دسترسͬ ام΄ان که معنͬ این به دارد. گام ها تعداد با

دارد. وجود ΁کلاسي ول·شت با مقايسه در

کوانتومͬ ول·شت و کلاسی΄ͬ ول·شت معیار انحراف مقایسه :١ . ٨ ش΄ل

خود کلاسی΄ͬ همتاهای از شده اند، بنا کوانتومͬ ول·شت های پایه بر که کوانتومͬ ال·وریتم های
ͬ باشند. م سریع تر بسیار

بعد ΁ی در کوانتومͬ ول·شت تحلیلͬ حل ١ . ٣
بهترین از ی΄ͬ که است شده ارائه مختلفͬ روش های بعدی ΁ی کوانتومͬ ول·شت تحلیلͬ حل برای
n ∈ Z ، f(n) گسسته تابع تبدیل این در .[٢٠] [١٣] ͬ باشد م فوريه تبديل از استفاده آن روش های
اعداد از تابعͬ که f : Z −→ C کنید فرض ͬ شود. م تبدیل f̃(k) مثل متناوبی پیوسته تابع به که است

است. f̃ : [−π, π] −→ C آن گسسته فوریه تبدیل صورت این در . است مختلط اعداد و صحیح

f̃(k) =
∞∑

n=−∞

f(n)eink (٣۵ . ١)

ͬ باشد. م زیر صورت به تبدیل این عکس و

f(n) =

∫ π

−π

f̃(k)

٢π e−ink dk (٣۶ . ١)
صورت به ( است گام با متناسب زمان ) t زمان در و n م΄ان در ول·رد به مربوط موج تابع حال

ͬ شود: م مشخص زیر ماتریس

ψ(k,٠) =
(
ψR(n, t)

ψL(n, t)

)
(١ . ٣٧)



١٣ بعد ΁ی در کوانتومͬ ول·شت تحلیلͬ حل

تعریف طبق است. ψ(n, t) = ψR(n, t) |٠⟩ + ψL(n, t) |١⟩ با معادل عمل·ری، ش΄ل به یا
ͬ گیرد. م صورت U عمل·ر توسط کوانتومͬ ول·شت تحول است. ،ψ(n, t) = ⟨n|ψ(n, t)⟩

در ترتیب به t زمان در و n م΄ان در ول·رد موج تابع ψL(n, t) و ψR(n, t) (١ . ٣٧) رابطه طبق
زیر صورت به n م΄ان در و t + ١ زمان در موج تابع ͬ دهد. م نشان را است |١⟩ و |٠⟩ س΄ه که حالتͬ

ͬ شود. م بیان

|ψ(n, t+ ١)⟩ = U |ψ(n, t)⟩ (١ . ٣٨)

را (S) انتقال عمل·ر بعد ͬ دهیم م اثر را H ابتدا ͬ گیرد، م صورت Uعمل·ر توسط ول·شت تحول
ͬ کنیم. م اعمال

|ψ(t+ ١)⟩ =
(∑

n

|n+ ١⟩ ⟨n|⊗|R⟩ ⟨R|+|n− ١⟩ ⟨n|⊗|L⟩ ⟨L|
)
(I⊗H) |ψ(t)⟩ (١ . ٣٩)

|ψ(t+ ١)⟩ =
(∑

n

|n+ ١⟩ ⟨n| ⊗ |R⟩ ⟨R|H + |n− ١⟩ ⟨n| ⊗ |L⟩ ⟨L|H
)
|ψ(t)⟩ (۴١ . ٠)

⟨n′ |ψ(t+ ١)⟩ =
(∑

n

⟨n′ |n+ ١⟩ ⟨n| ⊗ |R⟩ ⟨R|H

+ ⟨n′ |n− ١⟩ ⟨n| ⊗ |L⟩ ⟨L|H
)
|ψ(t)⟩ (۴١ . ١)

ψ(n
′
, t+ ١) = ⟨n′ |ψ(t+ ١)⟩ = |R⟩ ⟨R|H⟨n′ − ١ |ψ(t)⟩

+ |L⟩ ⟨L|H⟨n′
+ ١ |ψ(t)⟩ (۴١ . ٢)

ψ(n
′
, t+ ١) =M+ψ(n

′ − ١, t) +M−ψ(n
′
+ ١, t) (۴١ . ٣)

ψ̃(k, t+ ١) =
∑
n′

(M+ψ(n
′ − ١, t) +M−ψ(n

′
+ ١, t))eikn (۴۴ . ١)

= eikM+

∑
n

ψ(n− ١, t)eik(n
′−١)



ول·شت انواع ١۴

+ e−ikM−
∑
n

ψ(n+ ١, t)eik(n
′
+١)

= (eikM+ + e−ikM−)ψ̃(k, t) (۴۵ . ١)

ψ̃(k, t) =M t
kψ̃(k,٠) (۴۶ . ١)

داشت: خواهیم زیر صورت به Mk تعریف با حال

Mk = e−ikM+ + e−ikM− = eik |R⟩ ⟨R|H + e−ik |L⟩ ⟨L|H (۴١ . ٧)

Mk =
١√

٢

(
e−ik ٠

٠ −eik

)(
١ ١
١ −١

)
(۴١ . ٨)

Mk=
١√

٢

(
e−ik e−ik

eik −eik

)
(۴١ . ٩)

ψ(k, t+ ١) =Mkψ(k, t) (۵١ . ٠)

انجام مقادیر ویژه و توابع ویژه یافتن با را کار این است، ماتریس این کردن قطری ما بعدی هدف
sin k = جای·ذاری آن در و کرده محاسبه را مشخصه معادله مقادیر، ویژه آوردن بدست برای ͬ دهیم. م

داشت: خواهیم بنابراین ͬ دهیم. م انجام را √٢ sin k

λ٢ +
√

٢iλ sin k − ١ = ٠ =⇒

λ١
k = e−iwk

λ٢
k = −eiwk

(۵١ . ١)

ویژه محاسبه اندکͬ با ͬ آوریم. م بدست را φ− و φ+ حالت ویژه دو مقدار، ویژه دو این با متناظر
داشت: خواهیم λ١

k = e−iwk مقدار ویژه با متناظر حالت

|φ+⟩ =
١
N+

(
e−ik

√
٢e−iwk − e−ik

)
(۵١ . ٢)

داریم: λ٢
k = −eiwk مقدار ویژه با متناظر حالت ویژه و



١۵ بعد ΁ی در کوانتومͬ ول·شت تحلیلͬ حل

|φ−⟩ =
١
N−

(
e−ik

−
√

٢eiwk − e−ik

)
(۵١ . ٣)

هستند: زیر صورت به بهنجارش ضرایب و

|N±|٢ = ١)٢ + cos٢ k ∓ cos k
√

١ + cos٢ k) (۵۴ . ١)

ψ̃(k, t) =M t
kψ̃(k,٠) (۵۵ . ١)

ͬ شود: م گرفته نظر در زیر صورت به ول·رد اولیه شرایط

ψ(٠,٠) =
(

١
٠

)
(۵۶ . ١)

کرد. استفاده زیر فضایی فوریه تبدیل از ͬ توان م مسئله حل در پیشروی برای

ψ̃(k, t) =
∑
n

eiknψ(n, t) (۵١ . ٧)

ͬ دهد: م نتیجه k مقادیر تمام ازای به که داد نشان ͬ توان م ول·رد اولیه شرایط به توجه با

ψ(k,٠) =
(

١
٠

)
(۵١ . ٨)

M t
k = e−iwkt |φ+⟩ ⟨φ+|+ (−١)teiwkt |φ−⟩ ⟨φ−| (۵١ . ٩)

اولیه: شرایط به توجه با

ψ(k,٠) =
(

١
٠

)
(۶١ . ٠)

ψ̃(k, t) = e−iwkt
⟨
φ+

∣∣∣ψ̃(k,٠)
⟩
|φ+⟩+ (−١)teiwkt

⟨
φ−

∣∣∣ψ̃(k,٠)
⟩
|φ−⟩ (۶١ . ١)



ول·شت انواع ١۶

ψ̃(k, t) =
e−iwkt

١)٢ + cos٢ k − cos k
√

١ + cos٢ k)

[(
e−ik

√
٢e−iwk − e−ik

)

(
e−ik

√
٢e−iwk − e−ik

)( ١
٠

)]
(۶١ . ٢)

+
(−١)teiwkt

١)٢ + cos٢ k + cos k
√

١ + cos٢ k)

[(
e−ik

−
√

٢eiwk − e−ik

)

(
e−ik

√
٢e−iwk − e−ik

)( ١
٠

)]
(۶١ . ٣)

ψ̃(k, t) =
e−iwkt

١)٢ + cos٢ k − cos k
√

١ + cos٢ k)

(
١

√
٢e−i(wk−k) − ١

)

+
(−١)teiwkt

١)٢ + cos٢ k + cos k
√

١ + cos٢ k)

(
١

−
√

٢ei(wk+k) − ١

)
(۶۴ . ١)

ͬ باشد. م آ  . ٢ پیوست در حل به مربوط جزئیات

ψ̃(k, t) =

(
ψ̃R(k, t)

ψ̃L(k, t)

)
(۶۵ . ١)

ψ̃R =
١
١)٢ +

cos k√
١ + cos٢ k

)e−iwkt +
(−١)t

٢ (١ − cos k√
١ − cos٢ k

)eiwkt (۶۶ . ١)

ψ̃L =
eik

٢
√

١ + cos٢ k
(e−iwkt − (−١)teiwkt) (۶١ . ٧)

استفاده معکوس فوریه تبدیل از باشیم داشته حقیقͬ فضای در را موج تابع ش΄ل اینکه برای حال
:[١٣] صورت به م΄ان پایه در توابع این ͬ کنیم. م

ψR(n, t) =
١ + (−١)n+t

٢

∫ π

−π

dk

٢π (١ +
cos k√

١ + cos٢ k
)e−i(wkt+nk) (۶١ . ٨)

ψL(n, t) =
١ + (−١)n+t

٢

∫ π

−π

dk

٢π
eik√

١ + cos٢ k
e−i(wkt+nk) (۶١ . ٩)

بود: خواهد زیر صورت به نیز ول·رد حضور احتمال

p(n, t) = |ψR(n, t)|٢ + |ψL(n, t)|٢ (١ . ٧٠)



٢ فصل
کوانتومͬ ول·شت مجانبی ویژگͬ

زیاد گامهای تعداد برای کوانتومͬ ول·شت مجانبی ویژگͬ ٢ . ١
با قسمت این در که آوردیم. بدست تحلیلͬ صورت به کوانتومͬ ول·شت برای را موج توابع قبل فصل در
دهیم. قرار تحلیل مورد را کوانتومͬ ول·شت حدی مجانبی رفتار ͬ خواهیم م ١ پایا فاز قضیه از استفاده

ریاضͬ قضیه از استفاده با حدی مجانبی رفتار تحلیل ٢ . ٢
فرض . [١٣] کرد خواهیم محاسبه ریاضͬ قضیه ΁ی از استفاده با را فوریه تبدیل از آمده بدست نتایج ما

f ،f : Z −→ C که کنید
تعریف زیر صورت به f̃ : [−π, π] −→ C فوریه تبدیل است. مختلط اعداد و صحیح اعداد از تابعͬ

ͬ شود: م

f̃(k) =
∞∑

n=−∞

f(n)eink (٢ . ١)

ͬ باشد. م زیر صورت به تبدیل این عکس و

f(n) =

∫ π

−π

f̃(k)

٢π e−ink dk (٢ . ٢)
١Stationry phase



کوانتومͬ ول·شت مجانبی ویژگͬ ١٨

بیان فوریه تبدیل عکس و فوریه تبدیل روش از استفاده با را کوانتومͬ ول·شت تحلیلͬ حل قبل فصل در
زمان در را ذره ام n م΄ان که کردیم محاسبه م΄ان پایه در انتگرال هایی ش΄ل به را موج توابع کردیم.
با را انتگرال ها باشد زیاد گام ها تعداد یعنͬ ͬ کند م میل بی نهایت سمت به t وقتͬ ͬ کند. م مشخص t

شود. مراجعه [٢١] به بیشتر جزئیات برای زد. خواهیم تخمین پایا فاز قضیه از استفاده

بی نهایت حد در انتگرال ٢ . ٣
ول·شت رفتار که ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد بی نهایت زمان در را کوانتومͬ ول·شت رفتار قسمت این در

زیر ش΄ل به انتگرالهایی

I(t) =

∫ b

a

g(k)eitϕ(k) dk (٢ . ٣)
شرح را مهم شیوه ی ΁ی انتگرالهایی چنین دقیق حل برای میل کند بی نهایت به t وقتͬ ͬ باشد. م
بی نهایت حد در انتگرال ها نوع این در [٢٣ ،٢٢] ͬ شود. م شناخته پایا فاز روش عنوان به که داد خواهیم

زد. تخمین زیر رابطه با را نتیجه ͬ توان م (t→ ∞)

I(t) ∼ g(a)e
itϕ(a)±

iπ

٢p
[

p!

t|ϕ(p)(a)|

](١
p
)Γ(

١
p
)

p
(۴ . ٢)

(t→ ∞)

ϕ(p)(α) < ٠ اگر e−
iπ

٢p ،ϕ(p)(α) > ٠ اگر e
iπ

٢p ترتیب این به
پایا فاز نقطه ͬ شود. م محاسبه زیر صورت به که است آن مرتبه p و است پایا فاز نقطه a آن در که
صفر نیز ϕp−١ و ϕ′′′ و ϕ′′ پایا فاز نقطه همین در اگر ͬ شود. م صفر نقطه آن در ϕ′ که است نقطه ای
صفر c نقطه در ϕ′ باشد، پایا فاز نقطه c اگر مثال برای است. p آن مرتبه باشد ϕp ̸= ٠ اما باشند
با متناسب انتگرال ϕ′′′ ̸= ٠ اما ϕ′′

= ٠ اگر ، ١√
t

با متناسب انتگرال باشد ϕ′′ ̸= ٠ اگر بود. خواهد
این مورد بیشتردر جزئیات بررسͬ برای بزنیم. تخمین را انتگرال ͬ توانیم م بنابراین پس ͬ باشد. م ١

t١/٣

شود. مراجعه [٢٣ ،٢٢] به موضوع

زیاد گامهای تعداد برای کوانتومͬ ول·شت حل ۴ . ٢
آوردیم. بدست ۶١ . ٩ ۶١ . ٨ روابط صورت به را کوانتومͬ ول·شت موج توابع قبل فصل در

ψR(n, t) =
١ + (−١)n+t

٢

∫ π

−π

dk

٢π (١ +
cos k√

١ + cos٢ k
)e−i(wkt+nk) (۵ . ٢)



١٩ زیاد گامهای تعداد برای کوانتومͬ ول·شت حل

ψL(n, t) =
١ + (−١)n+t

٢

∫ π

−π

dk

٢π
eik√

١ + cos٢ k
e−i(wkt+nk) (۶ . ٢)

و ψR(n, t) که زد تخمین کوانتومͬ ول·شت مجانبی ویژگͬ براساس را آن ها ͬ توان م بنابراین
ͬ باشند. م زیر انتگرال شبیه انتگرال هایی ψL(n, t)

I(α, t) =

∫ π

−π

dk

٢π g(k)e
iϕ(k,α)t (٢ . ٧)

حالت سه بزرگ، t ازای به I(α, t) انتگرال برای ،α ∈ [−١,١] و ϕ(k, α) = −(wk + αk) که
،|α| > ١√

٢
+ϵ که وقتͬ برای را I(α, t) رفتارهای دارد. بستگͬ |α| اندازه ی به که دارد. وجود متفاوت

.[١٢] داد خواهیم نشان ،|α| < ١√
٢
− ϵ ،|α| = ١√

٢
فاز نقطه هیچ ϕ ،α مشخص محدوده ی به توجه با باشد، ١√

٢
+ ϵ از بزرگتر |α| که حالتͬ برای

قبل که کرد خواهیم محاسبه را دی·ر حالت دو ما پس ͬ  کند. م میل صفر به I(α, t) بنابراین ندارد پایای
k به نسبت ϕ از ،ϕ(k, α) = −(wk + αk) و است پایا فاز نقطه k ͬ دهیم. م انجام را محاسباتͬ آن از

( است شده بیان آ  . ٣ پیوست در مشتقات اثبات ) ͬ دهیم. م قرار صفر برابر و ͬ گیریم م مشتق

sinwk =
sin k√

٢
⇒
√

١ − cos٢ wk =
sin k√

٢
(٢ . ٨)

coswk =

√
١ − sin٢ k

٢ =

√
١ + cos٢ k

٢ (٢ . ٩)

d(sinwk)

dk
=
dwk

dk
coswk (٢ . ١٠)

d(sinwk)

dk
=

d(
sin k√

٢
)

dk
=

cos k√
٢

(٢ . ١١)

dwk

dk
=

d(sinwk)

dk
coswk

=
cos k√

١ + cos٢ k
(٢ . ١٢)

dϕ

dk
= −d(wk)

dk
− α = − cos k√

١ + cos٢ k
− α (٢ . ١٣)



کوانتومͬ ول·شت مجانبی ویژگͬ ٢٠

d٢ϕ

dk٢ =
d

dk
(− cos k√

١ + cos٢ k
− α) =

sin k

(١ + cos٢ k)٣/٢ (١۴ . ٢)

d٣ϕ

dk٣ =
d

dk
(

sin k

(١ + cos٢ k)٣/٢ ) =
٢ cos k(١ + sin٢ k)

(١ + cos٢ k)۵/٢ (١۵ . ٢)

ͬ کنیم: م تعیین را α محدوده ی

dϕ

dk
= ٠ ⇒ − cos k√

١ + cos٢ k
− α = ٠ (١۶ . ٢)

cos٢ k = α١)٢ + cos٢ k) ⇒ cos٢ k(١ − α٢) (٢ . ١٧)

cos٢ k =
α٢

١ − α٢ (٢ . ١٨)

(٠ ≤ cos٢ k ≤ ١)

٠ ⩽ α٢

١ − α٢ ⩽ ١ ⇒ ٠ ⩽ α٢ ⩽ ١ − α٢

٠ ⩽ α٢ ⩽ ١
٢ (٢ . ١٩)

|α| ⩽ ١√
٢

(٢ . ٢٠)

است. α ∈ [− ١√
٢
,

١√
٢
] بنابراین پس

است. ٢ مرتبه از k = ٠, π پایا فاز نقطه ΁ی دارای ϕ محدوده دراین |α| = ١√
٢

وقتͬ (١

dϕ

dk
= ٠ ⇒ − cos k√

١ + cos٢ k
− α = ٠ =⇒ − cos k√

١ + cos٢ k
= α (٢ . ٢١)

α =
١√

٢
اگر

− cos k√
١ + cos٢ k

=
١√

٢
(٢ . ٢٢)



٢١ زیاد گامهای تعداد برای کوانتومͬ ول·شت حل

مرتبه شد صفر غیر که جایی اولین ،ϕ مشتقات در k مقدار جای·ذاری با که ͬ باشد. م k = ±π
ͬ شود. م مشخص (p) مشتق

است. p = ٣ ،k = π وقتͬ

I(α, t) ∼ g(a)e
itϕ(a)±

iπ

٢p
[

p!

t|ϕ(p)(a)|

](١
p
)Γ(

١
p
)

p
(٢ . ٢٣)

wk = sin−١(
sin k√

٢
) ⇒ wk = ٠ (٢۴ . ٢)

ϕ = −kα ⇒ ϕ = − π√
٢

(٢۵ . ٢)

I١(
١√

٢
, t) ∼

g(π)Γ(
١
٣)

۶π
[١٢

√
٢

t

]١/٣
exp

−
iπt√

٢
−
iπ

۶ (٢۶ . ٢)

ͬ کنیم. م محاسبه را I٢(
١√

٢
, t) است p = ٣ و k = −π که وقتͬ برای اکنون

ϕ = −kα ⇒ ϕ =
π√

٢
(٢ . ٢٧)

I٢(
١√

٢
, t) ∼

g(−π)Γ(١
٣)

۶π
[١٢

√
٢

t

]١/٣
exp

iπt√
٢

+
iπ

۶ (٢ . ٢٨)

داشت: خواهیم

I(
١√

٢
, t) =

g(π)Γ(
١
٣)

۶π
[١٢

√
٢

t

]١/٣
(exp

−
iπt√

٢
−
iπ

۶ +exp

iπt√
٢

+
iπ

۶ ) (٢ . ٢٩)

I(
١√

٢
, t) =

g(π)Γ(
١
٣)

√
٢

٣π
[۶
t

]١/٣
cos(

πt√
٢
+
π

۶) (٢ . ٣٠)

α = − ١√
٢

وقتͬ



کوانتومͬ ول·شت مجانبی ویژگͬ ٢٢

− cos k√
١ + cos٢ k

= − ١√
٢

(٢ . ٣١)

است. p = ٣ ، k = ٠ پس

I١(−
١√

٢
, t) ∼

g(٠)Γ(١
٣)

۶π
[١٢

√
٢

t

]١/٣
exp

−
iπ

۶ (٢ . ٣٢)

I٢(−
١√

٢
, t) ∼

g(٠)Γ(١
٣)

۶π
[١٢

√
٢

t

]١/٣
exp

iπ

۶ (٢ . ٣٣)

داشت: خواهیم

I(− ١√
٢
, t) =

g(٠)
۶π Γ(

١
٣)

√
٣
٢
[۶
t

]١/٣ (٣۴ . ٢)

kα ∈ [٠, π] ،−kα و kα پایا فاز نقطه دو دارای ϕ ،− ١√
٢
< α <

١√
٢

محدوده در α وقتͬ (٢
است.

dϕ

dk
=

− cos kα√
١ + cos٢ kα

− α = ٠ ⇒ − cos kα√
١ + cos٢ kα

= α (٣۵ . ٢)

cos٢ kα = α١)٢ + cos٢ kα) (٣۶ . ٢)

cos٢ kα(١ − α٢) = α٢ (٢ . ٣٧)

cos kα =
∣∣∣ α√

١ − α٢

∣∣∣ (٢ . ٣٨)

kα و α محدوده ی به توجه با


٠ < kα < π/٢

− ١√
٢
< α < ٠

(٢ . ٣٩)



٢٣ زیاد گامهای تعداد برای کوانتومͬ ول·شت حل

و
π/٢ < kα < π

٠ < α <
١√

٢
(۴٢ . ٠)

داریم:

cos kα =
−α√

١ − α٢
(۴٢ . ١)

ͬ باشند. م زیر صورت به آن دوم مشتق و فاز

ϕ(±kα, α) = ∓(wk + αkα) (۴٢ . ٢)
و

d٢ϕ

dk٢ (±kα, α) = ∓w′′

k = ± sin k

(١ + cos٢ kα)٣/٢ (۴٢ . ٣)

d٢ϕ

dk٢ (±kα, α) = ±
√

١ − cos٢ kα
(١ + cos٢ kα)٣/٢ = ±

√
١ − α٢

١ − α٢

(١ +
α٢

١ − α٢ )
٣/٢

(۴۴ . ٢)

= ±

√
١ − α٢ − α٢

١ − α٢

(
١ − α٢ + α٢

١ − α٢ )٣/٢
= ±

√
١ − ٢α٢

١ − α٢

١√
(١ − α١)(٢ − α٢)

(۴۵ . ٢)

d٢ϕ

dk٢ (±kα, α) = ±(١ − α٢)
√

١ − ٢α٢

P = ٢

I١(α, t) = g(kα)e
iϕ(α)t+iπ/۴

[ ٢!
t|w′′

kα
|

]١/٢Γ(
١
٢)

٢ (۴۶ . ٢)

I٢(α, t) = g(−kα)e−iϕ(α)t−iπ/۴
[ ٢!
t|w′′

kα
|

]١/٢Γ(
١
٢)

٢ (۴٢ . ٧)



کوانتومͬ ول·شت مجانبی ویژگͬ ٢۴

g(−kα) = g(kα)

داشت: خواهیم

I١ + I٢ =
g١(kα)Γ(

١
٢)

√
٢

۴π
√
t|w′′

kα
|

(eiϕ(α)t+iπ/۴ + e−iϕ(α)t−iπ/۴) (۴٢ . ٨)

I(α, t) =
g١(kα)√
٢πt|w′′

kα
|
cos(ϕ(α)t+

π

۴) (۴٢ . ٩)

g(−kα) = −g(kα)
داشت: خواهیم

I١ + I٢ =
g٢(kα)Γ(

١
٢)

√
٢

۴π
√
t|w′′

kα
|

(eiϕ(α)t+iπ/۴ − e−iϕ(α)t−iπ/۴) (۵٢ . ٠)

I(α, t) =
g٢(kα)√
٢πt|w′′

kα
|
i sin k(ϕ(α)t+

π

۴) (۵٢ . ١)

I(α, t) ∼ g(kα)√
٢πt|w′′

kα
|
×


cos(ϕ(α)t+

π

۴)

i sin(ϕ(α)t+
π

۴)
(۵٢ . ٢)

ψR(n, t) =
١ + (−١)n+t

٢
√

٢πt|w′′
kα
|
g١(kα) cos(ϕ(α)t+

π

۴) (۵٢ . ٣)

cos kα =
−α√

١ − α٢
(۵۴ . ٢)

g١(kα) = ١ +
cos kα√

١ + cos٢kα
= ١ +

−α√
١ − α٢√

١ +
α٢

١ − α٢

(۵۵ . ٢)

g١(kα) = ١ +

−α√
١ − α٢√

١
١ − α٢

= ١ − α
√

١ − α٢
√

١ − α٢
= (١ − α) (۵۶ . ٢)



٢۵ زیاد گامهای تعداد برای کوانتومͬ ول·شت حل

کوانتومͬ ول·شت احتمال توزیع دو مقایسه :٢ . ١ ش΄ل

ψR(n, t) =
١ + (−١)n+t

٢
√

٢πt|w′′
kα
|
(١ − α) cos(ϕ(α)t+

π

۴) (۵٢ . ٧)

ψL(n, t) =
١ + (−١)n+t

٢
√

٢πt|w′′
kα|
g٢(kα)i sin(ϕ(α)t+

π

۴) (۵٢ . ٨)

g٢(kα) =
eik√

١ + cos٢ k
=

cos k + i sin k√
١ + cos٢ k

(۵٢ . ٩)

g٢(kα) =

−α√
١ − α٢√

١
١ − α٢

+ i

√
١ − cos٢ k√

١ +
١

١ − α٢

(۶٢ . ٠)

g٢(kα) =

−α√
١ − α٢√

١
١ − α٢

+ i

√
١ − ٢α٢

١ − α٢

١√
١ − α٢

(۶٢ . ١)

داریم: بنابراین پس
g٢(kα) = (−α+ i

√
١ − ٢α٢) (۶٢ . ٢)



کوانتومͬ ول·شت مجانبی ویژگͬ ٢۶

g٢(kα) = −g٢(kα)

ψL(n, t) =
١ + (−١)n+t

٢
√

٢πt|w′′
kα
|
(α− i

√
١ − ٢α٢)i sin(ϕ(α)t+

π

۴) (۶٢ . ٣)

ψR(n, t)

ψL(n, t)
∼ ١ + (−١)n+t

٢
√

٢πt|w′′
kα
|
×



(١ − α) cos(ϕ(α)t+
π

۴)

αi sin(ϕ(α)t+
π

۴)

+
√

١ − ٢α٢ sin(ϕ(α)t+
π

۴)

(۶۴ . ٢)

برآورد کنیم. محاسبه را P (α, t) مجانبی احتمال توزیع ͬ توانیم م ψR(n, t) و ψL(n, t) به توجه با
(٢ . ٢) ش΄ل و ͬ باشد. م شبیه سازی از آمده بدست نتایج با آن مقایسه (٢ . ١) ش΄ل در احتمال توزیع از ما
به را هادامارد ول·شت که است. ١√

٢
(|L⟩ + i |R⟩) متقارن اولیه حالت با احتمال توزیع تابع نمودار

ͬ دهد. م نشان متقارن صورت

مجانبی احتمال توزیع ۵ . ٢
را آن ها دو هر و کرد. تحلیل ش΄ل ΁ی به را آن ها ͬ توان م اول فصل در ψR و ψL محاسبه ی به توجه با

نوشت. I(α, t) نوع از انتگرال هایی صورت به ͬ توان م

I(α, t) =

∫ π

−π

dk

٢π g(k)e
iϕ(k,α)t (۶۵ . ٢)

بزنیم. تخمین پایا فاز روش از استفاده با را انتگرال ͬ توانیم م ͬ کند م میل  نهایت بی سمت به t وقتͬ
مجانبی رفتار ما بنابراین پس بود. خواهد متفاوت |α| اندازه به توجه با و بزرگ tازای به I(α, t) انتگرال
برای مجانبی رفتار ͬ باشد. م n

t
برابر α آن در که کرد خواهیم بیان |α| متفاوت مقدار برای را موج تابع

فاصله در موج تابع α ∈ [− ١√
٢
,

١√
٢
] وقتͬ صورت این به ͬ باشد، م توصیف قابل راحتͬ به موج تابع

محدوده از خارج در و ، ١√
t

با متناسب موج تابع که ͬ یابد، م انتشار ی΄نواخت طور به ∓١/
√

٢ بین
موج تابع که جایی دارد وجود O(t١/٣) مرتبه از قله دوتا ،∓ ١√

٢
مرز در ͬ شود. م میرا سریع خیلͬ

تابع از ،n = αt نقطه هر در ذره کوانتومͬ ول·شت مشاهده از احتمال توزیع است. t−١/٣ با متناسب
t که وقتͬ را ψ = (ψL, ψR) موج تابع حدی مجانبی رفتار ما بنابراین ͬ  باشد. م محاسبه قابل ψ موج

دادیم. قرار بررسͬ مورد را ͬ کند م میل بی نهایت سمت به
مقدار ازای به ، ١√

٢
− ϵ و − ١√

٢
+ ϵ بین α که وقتͬ α = n/t نقاط برای مجانبی احتمال توزیع

ͬ باشد. م زیر صورت به ϵ > ٠ ثابت



٢٧ مجانبی احتمال توزیع

p(α, t) = |ψL(α, t)|٢ + |ψR(α, t)|٢

ψR(n, t)

ψL(n, t)
∼ ١ + (−١)n+t√

٢πt|w′′
kα
|
×



(١ − α) cos(ϕ(α)t+
π

۴)

α cos k(ϕ(α)t+
π

۴)

+
√

١ − ٢α٢ sin k(ϕ(α)t+
π

۴)

(۶۶ . ٢)

بنابراین: پس

p(α, t) =
(١ + (−١)(α+١)t)٢

٢πt|w′′
kα|

[
(١ − α)٢ cos٢(ϕ(α)t

+π/۴) + α٢ cos٢(ϕ(α)t+ π/۴) + (١ − ٢α٢) sin٢(ϕ(α)t+ π/۴)

+ ٢α
√

١ − ٢α٢ cos(ϕ(α)t+ π/۴) sin(ϕ(α)t+ π/۴)
]

(۶٢ . ٧)

داریم:

α٢ cos٢(ϕ(α)t+ π/۴) + (١ − ٢α٢) sin٢(ϕ(α)t+ π/۴)

+٢α
√

١ − ٢α٢ cos(ϕ(α)t+ π/۴) sin(ϕ(α)t+ π/۴)

= (١ − α٢)

[
cos٢(ϕ(α)t+ π/۴) α٢

١ − α٢ − sin٢(ϕ(α)t+ π/۴) α٢

١ − α٢

+sin٢(ϕ(α)t+ π/۴)− ٢ cos(ϕ(α)t+ π/۴) sin(ϕ(α)t+ π/۴)

(
−α√

١ − α٢
)(١ − α٢

١ − α٢ )
١/٢

]
(۶٢ . ٨)

(ϕ(α)t+ π/۴) = x و cos kα =
−α√

١ − α٢
داریم

= (١ − α٢)(cos٢ x cos٢ kα + sin٢ x sin٢ kα − ٢ cosx cos kα sin x sin kα) (۶٢ . ٩)

= (١ − α٢)(cosx cos kα − sinx sin kα)
٢ (٢ . ٧٠)



کوانتومͬ ول·شت مجانبی ویژگͬ ٢٨

گام ١٠٠ از پس هادامارد ول·شت احتمال توزیع تابع :٢ . ٢ ش΄ل

(١ − α٢) cos٢(x+ kα) = (١ − α٢) cos٢(ϕ(α)t+ π/۴ + kα) (٢ . ٧١)

صورت: به مجانبی احتمال توزیع ۶٢ . ٧ معادله در جای·ذاری با

p(α, t) ∼ ١ + (−١)(α+١)t

πt|w′′
kα
|

×

[
(١ − α)٢ cos٢(ϕ(α)t+ π/۴) + (١ − α٢) cos٢(ϕ(α)t+ kα + π/۴)

]
(٢ . ٧٢)

(٢ . ١) ش΄ل در که گونه همان است. [٠, π] بازه ی در پایا فاز نقطه kα و ϕ(α) = −wkα − αkα

چپ که ͬ باشد م س΄ه حالت انتخاب از ناشͬ که شده رسم چپ سمت به احتمال توزیع است، مشخص
هر در احتمال توزیع تابع باشد ١√

٢
(|L⟩ + i |R⟩) صورت به ذره اولیه حالت اگر است. شده انتخاب

بود. خواهد متقارن ول·شت ΁ی هادامارد ول·شت ͽواق در است، متقارن صورت به زمانͬ
بنابراین گرفت نظر در کند و نوسانͬ قسمت دو به ͬ توان م را احتمال که ͬ دهد م نشان ٢ . ٧٢ رابطه ی
نمایش Pfast و Pslow با که تغییر تند و کند احتمال دو مجموع از احتمال توزیع تابع p(α, t) احتمال

.[١٣] ͬ دهیم م

P (α, t) = Pslow(α, t) + Pfast(α, t) (٢ . ٧٣)



٢٩ مجانبی احتمال توزیع

نوسانͬ ) تغییر تند تابع Pfast و ͬ باشد م α محدوده ی در ( نوسانͬ غیر ) تغییر کند تابع ΁ی Pslow

صرف نظر ͬ توان م و داشت خواهد ناچیزی سهم ممان ها و توزیع تابع در Pfast قسمت سهم که است. (
برای ͬ دهد م تش΄یل را کل احتمال بی نهایت t حد در Pslow که داد نشان ͬ توان م همچنین .[١٣] کرد

بنابراین است. ΁ی برابر α بازه ی در Pslow کل احتمال که ͬ دهیم م نشان کار این

Pslow(α, t) =
١

πt|w′′
kα
|

[
(١ − α)٢ cos٢(ϕ(α)t+ π/۴)

+ (١ − α٢) cos٢(ϕ(α)t+ kα + π/۴)
]

(٧۴ . ٢)

Pslow(α, t) =
١

πt|w′′
kα
|

[
(١ − α)٢ ١ + cos ٢(ϕ(α)t+ π/۴)

٢

+ (١ − α٢)
١ + cos ٢(ϕ(α)t+ π/۴ + kα)

٢

]
(٧۵ . ٢)

ͬ شود. م حذف پس است، نوسانͬ به مربوط cos(ϕ(α)t+ π/۴) که داشت توجه باید

Pslow(α, t) =
١

٢πt|w′′
kα
|

[
(١ − α)٢ + (١ − α٢)

]
(٧۶ . ٢)

Pslow(α, t) =
١

٢πt|w′′
kα
|

[
١ − ٢α + α٢ + ١ − α٢

]
=

١ − α

πt|w′′
kα
|

(٢ . ٧٧)

برابر کند احتمال بنابراین

Pslow(α, t) =
١ − α

πt|wk′′α
|

(٢ . ٧٨)

ͬ کنیم م فرض منظور این برای ͬ شود. م ساده خیلͬ زیر نکات گرفتن نظر در با ممانها محاسبه
که طور همان و است. ∓١/

√
٢ بین محدوه ی در احتمال توزیع تابع ΁ی p ،p(α) = tP (α, t)

بود. خواهد ΁ی با برابر انتگرال که داد خواهیم نشان و است، منفͬ غیر کمیت است ͹واض
پس ϕ(kα, α) = −wkα − αkα بنابراین

dϕ

dk
(kα, α) = ٠ = −w′

kα − α, (٢ . ٧٩)

|w′′

kα| ≡ −w′′

kα =
dα

dkα
(٢ . ٨٠)



کوانتومͬ ول·شت مجانبی ویژگͬ ٣٠

p(α) = tP (α, t) که احتمال توزیع تابع به توجه با

p(α) =
١ − α

π|w′′
kα
|

(٢ . ٨١)

پس

∫ ١/
√

٢

−١/
√

٢
p(α) dα =

∫ ١/
√

٢

−١/
√

٢

١ − α

π|wk
′′
α
|
dα =

∫ ١/
√

٢

−١/
√

٢

١ − α

π
dα

dkα

dα (٢ . ٨٢)

cos kα =
−α√

١ − α٢
(٢ . ٨٣)

ͬ گیریم. م مشتق kα به نسبت طرف دو از

− sin kα =
−
√

١ − α٢ + α١)٢ − α١/٢−(٢

(١ − α٢)

dα

dkα
(٨۴ . ٢)

− sin kα =
(١ − α٢) + α٢

(١ − α٢)
√

١ − α٢
dα

dkα
(٨۵ . ٢)

− sin kα = − ١
(١ − α٣/٢(٢

dα

dkα
(٨۶ . ٢)

dα

dkα
= sin kα(١ − α٣/٢(٢ (٢ . ٨٧)

dα

dkα
=
√

١ − cos٢ kα(١ − α٣/٢(٢ (٢ . ٨٨)

sin kα =

√
١ − α

١ − α٢ =

√
١ − ٢α٢

١ − α٢ (٢ . ٨٩)

dα

dkα
=

√
١ − ٢α٢

١ − α٢ ×
√

(١ − α١)٢(٢ − α٢) (٢ . ٩٠)



٣١ خط ΁ی روی عمومͬ ول·شت

p(α) =
(١ − α)

π(١ − α٢)
√

١ − ٢α٢
(٢ . ٩١)

p(α) =
١ − α

π(١ − α)(١ + α)
√

١ − ٢α٢
(٢ . ٩٢)

p(α) =
١

π(١ + α)
√

١ − ٢α٢
(٢ . ٩٣)

داریم: بنابراین

∫ ١/
√

٢

−١/
√

٢
p(α) dα =

١
π

∫ ١/
√

٢

−١/
√

٢
(١ − α)

dkα
dα

dα =

∫ ١/
√

٢

−١/
√

٢

(١ − ٢α١/٢−(٢

π(١ + α)
dα = ١ (٩۴ . ٢)

توزیع تابع در سهمͬ Pfast و بوده Pslow صورت به فقط ما احتمال بی نهایت tهای حد در بنابراین
ندارد. کوانتومͬ ول·شت ممان های همچنین و احتمال

خط ΁ی روی عمومͬ ول·شت ۶ . ٢
قسمت این در .[١٣] کردیم توصیف خط ΁ی روی را هادامارد ول·شت به مربوط جزئیات اول فصل در
به یا چپ سمت به که ب·یرید نظر در را ذره ای ͬ کنیم. م بررسͬ را خط روی عمومͬ ول·شت خاصیت
حرکت س΄ه حالت با مطابق ی΄انͬ، انتقال ΁ی تحت زمانͬ گام هر در و ͬ کند، م حرکت راست سمت
به گام ΁ی و باشد، راست س΄ه حالت اگر ͬ کند م حرکت راست به گام ΁ی ذره که صورت این به ͬ کند، م

باشد. چپ س΄ه حالت اگر ͬ کند م حرکت چپ
تعیین زیر صورت به که ͬ گیریم، م نظر در ول·شت ها از خانواده هر برای را تحول عمل·ر ΁ی ما لذا

ͬ شود. م

M(θ) = T.(I ⊗ Uθ) (٩۵ . ٢)
است.

T = T− ⊗ |L⟩ ⟨L|+ T+ ⊗ |R⟩ ⟨R| (٩۶ . ٢)
و

Uθ = ei
θ
٢ σy (٢ . ٩٧)



کوانتومͬ ول·شت مجانبی ویژگͬ ٣٢

نوشت. زیر ش΄ل به را آن ͬ توان م گام ΁ی برای که است تحول عمل·ر M(θ) عمل·ر

|ψ(t+ ١)⟩ =M(θ) |ψ(t)⟩ (٢ . ٩٨)

گام ΁ی را ول·رد T− و راست به گام ΁ی را ول·رد آن در T+ که ͬ شود م نامیده انتقال عمل·ر T عمل·ر
ͬ دهد. م انتقال چپ به

T+ |n⟩ = |n+ ١⟩ (٢ . ٩٩)

T− |n⟩ = |n− ١⟩ (٢ . ١٠٠)

همین از عضو ΁ی هادامارد ول·شت که ͬ شود. م اعمال س΄ه حالت روی که است ی΄انͬ تبدیل Uθ

زیرا است خانواده

ei
π
۴ σy = I cos

π

۴ + iσy sin
π

۴ (٢ . ١٠١)

ei
π
۴ σy =

١√
٢

(
١ ٠
٠ ١

)(
٠ i

−i ٠

)(
١ ١
−١ ١

)
(٢ . ١٠٢)

H = −iei
π
٢ σzei

π
۴ σy =

−i√
٢

(
i ٠
٠ −i

)(
١ ١
−١ ١

)
(٢ . ١٠٣)

H =
−i√

٢

(
i i

i −i

)
=

١√
٢

(
١ ١
١ −١

)
(١٠۴ . ٢)

H =
١√

٢

(
١ ١
١ −١

)
= −iei

π
٢ σze

i
π

۴σy

= −iei
π
٢ σzUπ

٢
(١٠۵ . ٢)

که دورانͬ عمل·ر که است مشخص اما ͬ سازد نم را هادامارد عمل·ر تنها به Uπ
٢

که ͬ رسد م نظر به
با بنابراین ندارد حالات در پایا فاز ΁ی جز به تاثیری س΄ه حالات تعریف باز با است شده ضرب Uπ

٢
در

نگرفت نظر در کوانتومͬ حالات در را اضافͬ فاز این ͬ توان م س΄ه عنوان به کوانتومͬ حالات تعریف باز
خواهد ی΄سان ͬ سازد م هادامارد ول·شت که توزیعͬ تابع با دقیقا ͬ سازد م Uπ

٢
که توزیعͬ تابع بنابراین



٣٣ خط ΁ی روی عمومͬ ول·شت

θ = ٠ که وقتͬ را ول·شت رفتار اکنون ͬ باشد. م حالات این مجموعه زیر جزء هادامارد ول·شت پس بود
ͬ دهیم. م قرار تحلیل و تجزیه مورد θ = π و

چرخشͬ بنابراین ͬ باشد م واحد ماتریس برابر که ͬ شود م انجام U٠ توسط دوران θ = ٠ که وقتͬ
این به ͬ یابد. م انتقال چپ یا راست سمت به فقط خود اولیه حالت به توجه با ذره و ͬ گیرد، نم صورت
باشد، راست اولیه حالت وقتͬ ͬ کند. م حرکت چپ سمت به ذره باشد، چپ ذره اولیه حالت وقتͬ صورت
حرکت راست یا چپ سمت به واحد t زمانͬ، گام t از بعد یعنͬ ͬ کند. م حرکت راست سمت به ذره
کلاسی΄ͬ ول·شت شبیه و نیست. آمیخته بنابراین است، طرفه ΁ی حرکت ول·شت نوع این در ͬ کند. م
با مطابق ذره که ͬ کند م تغییر ذره حالت زمانͬ گام هر در Uπ اعمال با است θ = π وقتͬ ͬ باشد. م
زی΄زاک صورت به ول·شت حرکت بنابراین پس ͬ کند م حرکت چپ یا راست سمت به شده ایجاد حالت

نیست. آمیخته ول·شت و بود خواهد
حرکت یا ماند خواهد باقͬ خود جای در یا کوانتومͬ ول·شت θ = π و θ = ٠ ازای به فقط بنابراین
ول·شت ها θ بقیه در داشت. نخواهیم را ول·شت توزیع بنابراین داشت خواهد مبداء اطراف زی΄زاک
ماتریس عمومͬ ول·شت برای داشت خواهیم را مختلف مسیرهای آمیختگͬ و شده دور مبداء از کوانتومͬ

.[١٣] بود خواهد زیر صورت به یونیتاری

Mk(θ) =

 eik cos
θ

٢ eik sin
θ

٢
−e−ik sin

θ

٢ e−ik cos
θ

٢

 (١٠۶ . ٢)

: صورت به آن مشخصه معادله که

λ٢ − ٢ cos
θ

٢ cos kλ+ ١ = ٠ (٢ . ١٠٧)

بود. خواهند زیر صورت به آن با متناسب مقادیر ویژه cos(wk(θ)) = cos
θ

٢ cos k جای·ذاری با و

λ١
k(θ), λ

٢
k(θ) = coswk(θ) ±

√
cos٢ θ

٢ cos٢ k − ١ = coswk(θ) ± i sinwk(θ) (٢ . ١٠٨)

λ١
k(θ), λ

٢
k(θ) = e±iwk(θ) (٢ . ١٠٩)

ͬ باشد. م wk(θ) ∈ [٠, π] که جایی
صورت: به آوردیم بدست ممان ها محاسبه به مربوط قسمت در که را Pslow

Pslow =
١

πtw
′′
kα
(θ)

(٢ . ١١٠)



کوانتومͬ ول·شت مجانبی ویژگͬ ٣۴

مشتق بود. خواهد α ∈ (− cos
θ

٢ , cos
θ

٢) هادامارد، ول·شت در شده انجام محاسبات مشابه
اول مرتبه

dwk(θ)

dk

∣∣∣
k=kα

= α (٢ . ١١١)

w
′

k(θ) =
sin k cos

θ

٢
sin(wk(θ))

(٢ . ١١٢)

صورت: به دوم مرتبه مشتق و پایا، فاز نقطه kα

w
′′

k(θ) =
d(w

′

k(θ))

dk
=

cos k cos
θ

٢ sinwk − sin k cos
θ

٢ coswkw
′

k

sin٢ wk

(٢ . ١١٣)

w
′′

k(θ) = cot(wk)[١ − (w
′

k(θ))
٢] (١١۴ . ٢)

kα ∈ [−π/٢, π/٢]
هستند. پایا فاز نقطه دو π − kα ، kα

dϕ

dk
(kα, α) = ٠ = −w′

kα − α, (١١۵ . ٢)

dϕ

dk
(kα, α) =

sin k cos
θ

٢
sin(wk(θ))

− α = ٠ (١١۶ . ٢)

sin k cos
θ

٢
sin(wk(θ))

= α⇒
sin٢ kα cos

٢ θ

٢
sin٢(wk(θ))

= α٢ (٢ . ١١٧)

sin٢ k cos٢ θ

٢
١ − cos٢(wk(θ))

= α٢ ⇒
sin٢ kα cos

٢ θ

٢
١ − cos٢ kθ cos٢ θ

٢

= α٢ (٢ . ١١٨)

sin٢ kα cos
٢ θ

٢ = α١)٢ − cos٢ θ

٢ + cos٢ θ

٢ sin٢ kα) (٢ . ١١٩)
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(١ − α٢) sin٢ kα cos
٢ θ

٢ = α١)٢ − cos٢ θ

٢) (٢ . ١٢٠)

sin٢ kα =
α٢

١ − α٢ tan٢ θ

٢ ⇒ sin kα =
α√

١ − α٢
tan

θ

٢ (٢ . ١٢١)

؟؟ معادله به توجه با

w
′′

k(θ) =
cos(wk(θ))

sin(wk(θ))
[١ − α٢] =

√
١ − sin٢(wk(θ))

sin٢(wk(θ))
[١ − α٢] (٢ . ١٢٢)

w
′′

k(θ) =

√
١

sin٢(wk(θ))
− ١]١ − α٢] =

√√√√√ α٢

sin٢ k cos٢ θ

٢

− ١]١ − α٢] (٢ . ١٢٣)

w
′′

k(θ) =

√√√√√ α٢

α٢

١ − α٢ tan٢ θ

٢ cos٢ θ

٢

− ١]١ − α٢] (١٢۴ . ٢)

w
′′

k(θ) =

√√√√√ α٢

α٢

١ − α٢ sin٢ θ

٢

− ١]١ − α٢] (١٢۵ . ٢)

w
′′

k(θ) =

√√√√√α١)٢ − α٢)

α٢ sin٢ θ

٢

− ١]١ − α٢] (١٢۶ . ٢)

w
′′

k(θ) =
١

sin
θ

٢

√
(١ − α٢)− sin٢ θ

٢ [١ − α٢] (٢ . ١٢٧)

w
′′

k(θ) =
١

sin
θ

٢

√
(١ − α٢)− ١ + cos٢ θ

٢ [١ − α٢]

w
′′

k(θ) =
١ − α٢

sin
θ

٢

√
cos٢ θ

٢ − α٢ (٢ . ١٢٨)



کوانتومͬ ول·شت مجانبی ویژگͬ ٣۶

صورت: این به بود. خواهد ΁ی برابر احتمال کل در w′′

kα
=

dα

dkα
به توجه با

t

∫
dαPslow(α, t) =

∫
dα

١
πw

′′
kα(θ)

=

∫ π/٢

−π/٢

dkα
π

= ١ (٢ . ١٢٩)

وقتͬ ͬ شود. م توزیع ٢ cos
θ

٢ طول در بنابراین پس است. ∓ cos
θ

٢ محدوده ی در احتمال توزیع
احتمال با یا و خودش م΄ان در ذره که این یعنͬ ͬ کند م حرکت زی΄زاک صورت به ول·شت θ −→ π که
٢ cos

θ

٢ با متناسب طول اینکه به توجه با بنابراین ͬ کند. م پیدا حضور خود ΁نزدی همسایه های در ١
وقت٢ͬ حالا ͬ یابد. م افزایش ی΄نواخت توزیع با فاصله بنابراین ͬ یابد، م افزایش وارتفاع ͬ شود م صفر است،

چپ سمت به یا و راست سمت به ول·شت که است این ͬ آید م پیش که حالات همه ی است، θ −→ ٠
توزیع در ارتفاع که این به توجه با داشت، خواهیم توزیع گام ها تعداد به بنابراین پس ͬ کند. م حرکت
افزایش طول و ͬ شود م کاسته ارتفاع از بنابراین ͬ کند م میل صفر به sin θ٢ پس است، sin θ٢ با متناسب

.[١٣] شد خواهد کم ی΄نواخت توزیع از آن فاصله پس ͬ یابد م
ذره موقعیت میانگین ممانها، محاسبه به مربوط قسمت در Pslow احتمال توزیع تابع به توجه با

شد. خواهد محاسبه زیر صورت به ⟨|α|⟩
∫ π/٢

−π/٢
dα|α|tPslow(α, t) = ٢

∫ π/٢

٠

dkα
π
w

′

kα(θ) =
٢
π

∫ π/٢

٠
dkαw

′

kα(θ) (٢ . ١٣٠)

که داشتیم قبل از

w
′

k(θ) =
sin k cos

θ

٢
sin(wk(θ))

(٢ . ١٣١)

داریم: بنابراین پس arccos(cos( θ٢)) =
θ

٢ که ͬ دانیم م

∫ π/٢

−π/٢
dα|α|tPslow(α, t) =

٢
π

∫ π/٢

٠

sin k cos
θ

٢√
١ − cos٢ wkα(θ)

dkα (٢ . ١٣٢)

=
٢
π

∫ π/٢

٠

sin k cos
θ

٢√
١ − cos٢ θ

٢ cos٢ k

dkα (٢ . ١٣٣)

∫ π/٢

−π/٢
dα|α|tPslow(α, t) =

٢(π٢ − arccos(cos(
θ

٢)))

π
(١٣۴ . ٢)
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=
(π − ٢ arccos(cos(

θ

٢)))

π
= ١ − θ

π
(١٣۵ . ٢)

مبداء از ذره فاصله متوسط باشد θ = ٠ وقتͬ است، ١ − θ

π
مبداء از ذره فاصله متوسط بنابراین

فاصله متوسط θ = π وقتͬ نیست. آمیخته و ͬ باشد م مبداء از دور ول·رد بنابراین بود خواهد ΁ی برابر
از ذره فاصله متوسط θ =

π

٢ وقتͬ اما ͬ ماند. م باقͬ خودش م΄ان در ول·رد بنابراین است صفر برابر
است. ١

٢ برابر مبداء





٣ فصل
بعد ΁ی در س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت

ول·شت و کنیم استفاده ١ موضعͬ ابر ی΄انͬ عمل·ر ΁ی از ͬ توان م چ·ونه که ͬ دهیم م نشان بخش این در
΁ی از خارج که هستند عمل·رهایی عنوان به موضعͬ ابر عمل·رهای بسازیم. س΄ه بدون کوانتومͬ
تعریف خط روی و بوده بعدی ΁ی ول·رد ͬ کنیم م فرض سادگͬ برای باشند. صفر مشخص محدوده ی
نوع ساده ترین از ی΄ͬ ͬ کنیم. م مشخص صحیح عدد با را ول·رد برای مجاز م΄ان های بنابراین ͬ شود م
این است مشخص که طور همان که کرد تعریف زیر ش΄ل به ͬ توان م را گسسته موضعͬ ابر انتقال عمل·ر
نواحͬ در و است صفر غیر نظر مورد ͽموض از عقب تر م΄ان ΁ی و جلو م΄ان ΁ی محدوده  در تنها عمل·ر

است. صفر مشخص محدوده ی از خارج

H |n⟩ ∝
[
− |n− ١⟩+ ٢ |n⟩ − |n+ ١⟩

]
(٣ . ١)

:H با متناسب تحول عمل·ر بنابراین

U(∆t) = exp(iH∆t) = ١ + iH(∆t) +O((∆t)٢) + . . . (٣ . ٢)

صورت به تحول عمل·ر (٣ . ٢) بسط و ،∆tمشخص محدوده به توجه با است مشخص که طور همان
ابر را تحول عمل·ر این ͬ توانیم م اما نیست. موضعͬ ابر بنابراین پس دارد جمله بی نهایت و است نمایی

١Ultralocal

٣٩



بعد ΁ی در س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت ۴٠

نخواهد ی΄انͬ دی·ر صورت این در که بعد، (٢(t∆))Oبه از جملاتͬ حذف با البته ب·یریم نظر در موضعͬ
بود.

داریم: صورت این در

U |n⟩ = a |n− ١⟩+ b |n⟩+ c |n+ ١⟩ (٣ . ٣)

برابر: ماتریسͬ صورت به تحول عمل·ر

U ≡


a ٠ ٠
٠ b ٠
٠ ٠ c

 (۴ . ٣)

است. UU † = ١ بودن ی΄انͬ شرط a٢ + b٢ + c٢ = ١

UU† =


|a٢| ٠ ٠

٠ |b٢| ٠
٠ ٠ |c٢|

 (۵ . ٣)

΁ی a٢ اگر U ماتریس بودن ی΄انͬ شرط و ماتریس مختلف سطرهای بین متعامد شرایط به توجه با
ترتیب همین به باشد. برقرار ͬ تواند م c٢ و b٢ برای مساله همین بود. خواهند صفر حتما c٢ و b٢ باشد
حتما b٢ و a٢ باشد، ΁ی c٢ اگر دارد. حضور خودش م΄ان در ول·رد و صفراند c٢ و a٢ باشد، ΁ی b٢ اگر
م΄ان در یا چپ سمت به یا ول·رد بنابراین پس ͬ کند. م حرکت راست به گام ΁ی ول·رد و هستند صفر
برای راه ΁ی شد نخواهد توزیع کوانتومͬ ول·شت بنابراین ͬ کند. م حرکت راست سمت به یا و خودش
فضایی ΁ی و کنیم بزرگتر را هیلبرت فضای که است این ی΄انͬ ماتریس ساختن و مش΄ل این بر غلبه
ابر و ی΄انͬ صورت به ماتریس ͬ شود م باعث س΄ه فضای داشتن کنیم اضافه آن به را س΄ه فضای نام به
به ما ول·شت دهیم انجام اندازگیری گام هر در اگر اما باشیم داشته کوانتومͬ ول·شت و باشد موضعͬ
کوانتومͬ ول·شت که ͬ شود م باعث س΄ه فضای وجود و اندازگیری عدم ͬ شود م تبدیل کلاسی΄ͬ ول·شت

حقیقت در دارد کوانتومͬ خواص و ͬ شود م توزیع سریع تر کلاسی΄ͬ ول·شت از که باشیم داشته

U =
∑
n

[
|↑⟩ ⟨↑|

⊗
|n+ ١⟩ ⟨n|+ |↓⟩ ⟨↓|

⊗
|n− ١⟩ ⟨n|

]
(۶ . ٣)

کوانتومͬ ویژگͬ بروز باعث آن ها تداخل ͬ کند م ایجاد درهم تنیدگͬ س΄ه و م΄ان فضای بین که
به کوانتومͬ ول·شت نهایی حالت توزیع که ͬ شود م باعث س΄ه فضای آوردن وجود این با اما ͬ شود م
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حالت اگر ͬ کند، م حرکت جلو گام ΁ی ول·رد باشد |↑⟩ س΄ه حالت اگر باشد. داشته بستگͬ اولیه حالات
م΄ان زمانͬ، گام هر در س΄ه حالت به توجه با یعنͬ ͬ کند. م حرکت عقب به گام ΁ی ول·رد باشد |↓⟩ س΄ه
کوانتومͬ ول·شت م΄ان، حالت و س΄ه حالت وابستگͬ به توجه با بنابراین ͬ شود. م تعیین ول·رد بعدی
حالت به هستند وابسته نهایی نتایج مورد این در اما ͬ شود. م انجام ی΄انͬ تحول عمل·ر ΁ی توسط
.[١١] نیست ٢ مارکوف زنجیره  قائده ی شبیه بنابراین پذیراست. برگشت کوانتومͬ عمل·ر زیرا س΄ه، اولیه
سیستم فعلͬ حالت به فقط بعد مرحله در سیستم برای احتمال توزیع که ͬ کند م بیان مارکوف خاصیت
ول·شت اما ͬ کند. م تغییر تصادفͬ صورت به سیستم چون ندارد بستگͬ قبل حالت های به و دارد بستگͬ
توزیع مثال، برای ͬ کند. نم تغییر تصادفͬ صورت به سیستم و دارد بستگͬ قبل حالتهای به کوانتومͬ
ترکیب یا و |↓⟩ یا |↑⟩ صورت به س΄ه اولیه حالت اینکه به است وابسته کوانتومͬ ول·شت نهایی حالت

است. موثر ول·رد بعدی م΄ان روی س΄ه اولیه حالت چون باشد. آنها از خطͬ

س΄ه غیاب در ذره حرکت ٣ . ١
عمل·رهای که داریم نیاز موضعͬ ابر عمل·رهای به بسازیم س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت اینکه برای
صورت این به ول·شت نوع ساده ترین بنابراین هستند صفر مشخص محدوده ی ΁ی از خارج موضعͬ
به گام ΁ی و خود م΄ان در ͬ تواند م ول·رد ول·رد، حالت روی موضعͬ ابر عمل·رهای اعمال با که ͬ باشد م
ش΄ل به ول·رد به مربوط م΄ان فضای بنابراین کند حرکت راست به گام ΁ی و خود م΄ان در و چپ سمت
عمل·ر و زوج عمل·ر دو مجموع از انتقال عمل·ر ول·شت نوع این ساخت برای ͬ باشد. م زیر ماتریس
این که ͬ دهیم م نمایش Ho با فرد عمل·ر و He با را زوج عمل·ر که صورت این به ͬ شود. م تش΄یل فرد

بنابراین پس .[٢۴] ͬ کنند نم تداخل هم با عمل·رها

H = He +Ho (٣ . ٧)

H =



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . −١ ٢ −١ ٠ ٠ ٠ . . .

. . . ٠ −١ ٢ −١ ٠ ٠ . . .

. . . ٠ ٠ −١ ٢ −١ ٠ . . .

. . . ٠ ٠ ٠ −١ ٢ −١ . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


(٣ . ٨)

٢ Marcove
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He =



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . −١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ . . .

. . . ٠ ٠ ١ −١ ٠ ٠ . . .

. . . ٠ ٠ −١ ١ ٠ ٠ . . .

. . . ٠ ٠ ٠ ٠ ١ −١ . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


(٣ . ٩)

Ho =



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . .٠ ١ −١ ٠ ٠ ٠ . . .

. . .٠ −١ ١ ٠ ٠ ٠ . . .

. . .٠ ٠ ٠ ١ −١ ٠ . . .

. . .٠ ٠ ٠ −١ ١ ٠ . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


(٣ . ١٠)

قطری بلوک ماتریس های صورت به آنها هستند. هرمیتͬ جداگانه طور به Ho و He قسمت دو
نوشتن با بنابراین ͬ شوند. م گرفته نظر در قطری صورت به و ٢×٢اند ثابت ماتریس های این که هستند
به ٢ مرتبه از ͬ توان م بنابراین بود. خواهد برقرار همچنان موضعͬ ابر اول شرط نمایی صورت به آنها

برود. بین از بودن موضعͬ ابر و ی΄انͬ شرط اینکه بدون شود نظر صرف تحول عمل·ر بعد

U(∆t) = exp i(He +Ho)∆t = Ue(∆t)Uo(∆t) +O((∆t)٢) (٣ . ١١)

،ψ(n, t) نظرگرفتن در با ساخت. Uo و Ue با ͬ توان م را کوانتومͬ تصادفͬ ول·شت بنابراین

ψ(n, t) = [UeUo]
tψ(n,٠) (٣ . ١٢)

همین ͬ شوند. نم جابه جا ی΄دی·ر با چون و ͬ سازد م م΄ان فضای روی ی΄انͬ انتقال ΁یUo Ueو ضرب
عمل·ر های چون شود. ظاهر کوانتومͬ ول·شت های در مم΄ن حالتهای تمام که ͬ شود م باعث موضوع
دارد وجود که مزیتͬ بنابراین ͬ دهند. م حرکت راست سمت و چپ سمت به را ول·رد کدام هر Uo و Ue

باشد. داشته حضور بعد گام دو در ͬ تواند م ول·رد که، است این
با متناسب و وجوددارد Ho و He در که ٢ایی × ٢ ماتریس روی از Uo و Ue تحول عمل·رهای
ش΄ل بنابراین ͬ باشد. م برقرار بودن موضعͬ ابر و ی΄انͬ شرط آن ها برای که ͬ کنیم، م تعیین ،١ − σ١

بنابراین ،|c|٢ + |s|٢ = ١ که بود. خواهد (c١ + isσ١) صورت به Uo = eiHo یا Ue = eiHe نمایی
اینکه وجود با بود. خواهد خود تحول عمل·ر از سطر هر در صفر غیر مولفه دو حداقل کوانتومͬ ول·شت
اما ͬ کند م عمل تعریف طبق فرد و زوج م΄ان های روی متقارن صورت به س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت
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Uo و Ue در ٢ × ٢ بلوک های انتخاب با البته آوریم بدست متقارن کوانتومͬ ول·شت ΁ی ͬ توانیم م ما
١√

٢

(
١ i

i ١

)
صورت به که

شوند: مͬ متحول زیر صورت به کوانتومͬ ول·شت احتمال توزیع دامنه ی تحول بنابراین است.

Ue |n⟩ =
١√

٢

[
|n⟩+ i |n+ (−١)n⟩

]
(٣ . ١٣)

Uo |n⟩ =
١√

٢

[
|n⟩+ i |n− (−١)n⟩

]
(١۴ . ٣)

: داریم |n⟩ حالت روی ترتیب به Ue و Uo اپراتور دو اعمال به توجه با که

Ue(Uo |n⟩) =
١√

٢

[
ue(|n⟩+ i |n− (−١)n⟩)

]
(١۵ . ٣)

بنابراین باشد n− (−١)n = N اگر
Ue(Uo |n⟩) =

١
٢
[
|n⟩+ i |n+ (−١)n⟩+ i |N⟩ −

∣∣N + (−١)N
⟩ ] (١۶ . ٣)

Ue(Uo |n⟩) =
١
٢
[
|n⟩+ i |n+ (−١)n⟩+ i |n− (−١)n⟩

−
∣∣n− (−١)n + (−١)n−(−١)n⟩ ] (٣ . ١٧)

گام دو و چپ سمت به گام ΁ی راست، سمت به گام ΁ی خودش، م΄ان در ول·رد باشد زوج n اگر
داشت. خواهد حضور چپ سمت در

UeUo |n⟩ =
١
٢
[
i |n− ١⟩+ |n⟩+ i |n+ ١⟩ − |n− ٢⟩

]
(٣ . ١٨)

گام دو و چپ سمت به گام ΁ی ، راست سمت به گام ΁ی خودش، م΄ان در ول·رد باشد فرد n اگر
داشت. خواهد حضور راست سمت در

UeUo |n⟩ =
١
٢
[
i |n− ١⟩+ |n⟩+ i |n+ ١⟩ − |n+ ٢⟩

]
(٣ . ١٩)

داریم: کلͬ حالت در بنابراین

UeUo |n⟩ =
١
٢
[
i |n− ١⟩+ |n⟩+ i |n+ ١⟩ − |n− (١−)٢n⟩

]
(٣ . ٢٠)

ول·شت در س΄ه حالت دو جای به بنابراین ندارد وجود س΄ه فضای س΄ه، بدون کوانتومͬ ول·شت در
توجه با ول·رد دامنه توزیع رفتار بنابراین ͬ کنیم. م جای·زین را فرد م΄ان و زوج م΄ان س΄ه دار، کوانتومͬ

بود. خواهد متفاوت فرد م΄ان در یا دارد قرار زوج م΄ان در که این به



بعد ΁ی در س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت ۴۴

س΄ه دار کوانتومͬ ول·شت با ارتباط ٣ . ٢
ول·شت در |↓⟩ و |↑⟩ حالت  های نقش فرد و زوج م΄ان های س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت های ساختار در

ͬ باشد. م مولفه ای دو نماد صورت به توزیع دامنه ی علت همین به س΄ه اند با کوانتومͬ

Ψ(n, t) ≡

(
ψ(٢n, t)

ψ(٢n+ ١, t)

)
(٣ . ٢١)

بود. خواهند زیر تحول معادل ٣ . ٢٠ معادلات

Ψ(N, t) = [UC]tΨ(N,٠) (٣ . ٢٢)

متقارن عمل·ر C که

C =
١√

٢

(
١ i

i ١

)
(٣ . ٢٣)

و

U |N⟩ = ١√
٢
|N⟩+ iσ١√

٢
∑
±

١ ± σ٣
٢ |N ∓ ١⟩ (٢۴ . ٣)

کرد. عمل زیر صورت به ͬ توان م ٣ . ٢٠ رابطه دیدن برای

Ψ(N, t) = UC

(
ψ(٢N, t)

ψ(٢N + ١, t)

)
(٢۵ . ٣)

Ψ(N, t)=
U√

٢

(
١ i

i ١

)(
ψ(٢N, t)

ψ(٢N + ١, t)

)
|N⟩ (٢۶ . ٣)

Ψ(N, t) =
U√

٢

(
ψ(٢N) + iψ(٢N + ١)
iψ(٢N) + ψ(٢N + ١)

)
|N⟩ (٣ . ٢٧)

داریم: ٢۴ . ٣ رابطه ی به توجه با

U |N⟩ =

[
١
٢

(
ψ(٢N) + iψ(٢N + ١)
iψ(٢N) + ψ(٢N + ١)

)
|N⟩



۴۵ س΄ه دار کوانتومͬ ول·شت با ارتباط

+
(iσ١)(١ + σ٣)

٢

(
ψ(٢N) + iψ(٢N + ١)
iψ(٢N) + ψ(٢N + ١)

)
|N − ١⟩

+
(iσ١)(١ − σ٣)

٢

(
ψ(٢N) + iψ(٢N + ١)
iψ(٢N) + ψ(٢N + ١)

)
|N + ١⟩

]
(٣ . ٢٨)

U |N⟩ =

[
١
٢

(
ψ(٢N) + iψ(٢N + ١)
iψ(٢N) + ψ(٢N + ١)

)
|N⟩

+
١
٢

(
٠ ٠
i ٠

)(
ψ(٢N) + iψ(٢N + ١)
iψ(٢N) + ψ(٢N + ١)

)
|N − ١⟩

+
١
٢

(
٠ i

٠ ٠

)(
ψ(٢N) + iψ(٢N + ١)
iψ(٢N) + ψ(٢N + ١)

)
|N + ١⟩

]
(٣ . ٢٩)

U |N⟩ = ١
٢

[(
ψ(٢N) + iψ(٢N + ١)
iψ(٢N) + ψ(٢N + ١)

)
|N⟩

+

(
٠

iψ(٢N)− ψ(٢N + ١)

)
|N − ١⟩

+

(
−ψ(٢N) + iψ(٢N + ١)

٠

)
|N + ١⟩

]
(٣ . ٣٠)

U |N⟩ = ١
٢

(
ψ(٢N) + iψ(٢N + ١) + iψ(٢N − ١)− ψ(٢N − ٢)
iψ(٢N) + ψ(٢N + ١) + iψ(٢N + ٢)− ψ(٢N + ٣)

)
(٣ . ٣١)

مولفه های Cحالت س΄ه متقارن عمل·ر است. شده گرفته نظر در ψ برای فضا پایه های اینجا در |N⟩
همسایه های و م΄ان خود بین مساوی صورت به را احتمال دامنه U عمل·ر ͬ کند. م ترکیب ψ از |↓⟩ ،|↑⟩
حرکت اطراف سمت به و ͬ ماند م باقͬ خودش م΄ان در ول·رد که صورت این به ͬ کند، م آن توزیع ΁نزدی
ͬ  کند. م جدا را ͬ شود، م عقب و جلو به انتقال باعث که مولفه هایی (١ ± σ٢/(٣ عمل·رهای ͬ کند. م
عنوان به [٢۵] مقاله در عمل این که ͬ کند. م جابه جا را ψ از |↓⟩ ،|↑⟩ مولفه های σ١ عمل·ر نهایت در

ͬ شود. م نامیده فیلیپ‐فلاپ ول·شت



بعد ΁ی در س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت ۴۶

س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت تحول عمل·ر ی΄تایی بررسͬ ٣ . ٣
را آنها نسبی فاز اما است. ی΄سان همسایه ها تمام در حضور احتمال که ͬ کنیم م فرض کلͬ حالت در

است. برقرار زیر روابطه بنابراین ͬ گیریم م نظر در دلخواه

U |n⟩ = ١
٢
[
|n⟩+ eiθ١ |n− ١⟩+ eiθ٢ |n+ ١⟩+ eiθ٣ |n− (١−)٢n⟩

]
(٣ . ٣٢)

⟨
n

′
∣∣∣U † =

١
٢
[
⟨n|+ e−iθ١ ⟨n− ١|+ e−iθ٢ ⟨n+ ١|+ e−iθ٣ ⟨n− (١−)٢n|

]
(٣ . ٣٣)⟨

n
′∣∣U †U |n⟩ = ١ ،n = n′ وقتͬ است. U †U = ١ که ی΄انͬ شرط به توجه با

⟨
n

′
∣∣∣U †U |n⟩ = ١

۴
[ ⟨
n

′
∣∣∣n⟩+

⟨
n

′
+ ١
∣∣∣n+ ١

⟩
+
⟨
n

′ − ١
∣∣∣n− ١

⟩
+
⟨
n

′ − (١−)٢n′
∣∣∣n− (١−)٢n

⟩ ]
= ١ (٣۴ . ٣)

وقتͬ اکنون است. ⟨n′∣∣U †U |n⟩ = ٠ ،n ̸= n′ وقتͬ
n = n′ + ١

⟨
n

′
∣∣∣U †U

∣∣∣n′
+ ١
⟩
=

١
۴
[
eiθ٢
⟨
n

′
∣∣∣n′
⟩
+ e−iθ١

⟨
n

′
+ ١
∣∣∣n′

+ ١
⟩

+e−i(θ٢−θ٣)
⟨
n

′ − ١
∣∣∣n′

+ ١ − (١−)٢n′+١
⟩

+ e−i(θ٣−θ١)
⟨
n

′ − (١−)٢n′
∣∣∣n′

+ ٢
⟩ ]

(٣۵ . ٣)
زوج n′ ازای ⟩به

n
′
∣∣∣U †U

∣∣∣n′
+ ١
⟩
=

١
۴
[
eiθ٢ + e−iθ١

]

١
۴
[
eiθ٢ + e−iθ١

]
= ٠ (٣۶ . ٣)

eiθ٢
۴
[

١ + e−i(θ١+θ٢)
]
= ٠

θ١ + θ٢ = (٢n+ ١)π ⇒ θ٢ = (٢n+ ١)π − θ١ (٣ . ٣٧)
فرد n′ ازای ⟩به

n
′
∣∣∣U †U

∣∣∣n′
+ ١
⟩
=

١
۴
[
eiθ٢ + e−iθ١ + e−i(θ٢−θ٣) + e−i(θ٣−θ١)

]
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١
۴
[
eiθ٢ + e−iθ١ + e−i(θ٢−θ٣) + e−i(θ٣−θ١)

]
= ٠ (٣ . ٣٨)

eiθ٢

۴
[

١ + e−i(θ١+θ٢) + e−i(٢θ٢−θ٣) + e−i(θ٣−θ١+θ٢)
]

=
eiθ٢

۴
[

١ − ١ + e−i(٢θ٢−θ٣) + e−i(θ٣−θ١+θ٢)
]

=
ei(θ٢+θ٣)

۴
[
e−i٢θ٢ + e−i(٢θ٣−θ١+θ٢)

]

=
ei(θ١+θ٣)

۴
[
e−i٢θ١ + e−i(٢θ٢−٣θ١)

]

=
ei(θ١+θ٣)e−i٢θ١

۴
[

١ + e−i(٢θ٣−۴θ١)
]

٢θ٣ − ۴θ١ = ۴kπ ⇒ θ٣ − ٢θ١ = ٢kπ (٣ . ٣٩)

ei(θ١+θ٣)e−i٢θ١

۴
[

١ − ١
]
= ٠

n = n′ − ١ وقتͬ

⟨
n

′
∣∣∣U †U

∣∣∣n′ − ١
⟩
=

١
۴
[
eiθ١
⟨
n

′
∣∣∣n′
⟩
+ e−iθ٢

⟨
n

′ − ١
∣∣∣n′ − ١

⟩
+e−i(θ٣−θ٢)

⟨
n

′
+ ١
∣∣∣n′ − ١ − (١−)٢n

′
+١
⟩

+ e−i(θ٣−θ١)
⟨
n

′ − (١−)٢n′
∣∣∣n′ − ٢

⟩ ]
(۴٣ . ٠)

فرد n′ ازای ⟩به
n

′
∣∣∣U †U

∣∣∣n′ − ١
⟩
=

١
۴
[
eiθ١ + e−iθ٢

]
زوج n′ ازای ⟩به

n
′
∣∣∣U †U

∣∣∣n′ − ١
⟩
=

١
۴
[
e−iθ٢ + eiθ١ + e−i(θ١−θ٣) + e−i(θ٣−θ٢)

]



بعد ΁ی در س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت ۴٨

١
۴
[
e−iθ٢ + eiθ١ + e−i(θ١−θ٣) + e−i(θ٣−θ٢)

]
= ٠ (۴٣ . ١)

=
eiθ١

۴
[

١ + e−i(θ٢+θ١) + e−i(θ١−θ٣) + e−i(θ٣−θ٢+θ١)
]

=
eiθ١eiθ٣

۴
[

١ − ١ + e−i٢θ١ + e−i(٢θ٣−θ٢+θ١)
]

=
eiθ١eiθ٣

۴
[
e−i٢θ١ + e−i(٢θ٣−θ٢+θ١)

]

=
ei٣θ١eiθ٣

۴
[

١ − e−i(٢θ٣−۴θ١)
]

٢θ٣ − ۴θ١ = ٢mπ ⇒ θ٣ − ٢θ١ = mπ (۴٣ . ٢)

ei٣θ١eiθ٣

۴
[

١ − ١
]
= ٠ (۴٣ . ٣)

n = n′ + ٢ وقتͬ
⟨
n

′
∣∣∣U †U

∣∣∣n′
+ ٢
⟩
=

١
۴
[
eiθ٣
⟨
n

′
∣∣∣n′

+ ٢ − (١−)٢n′+٢
⟩

+e−i(θ١−θ٢)
⟨
n

′
+ ١
∣∣∣n′

+ ١
⟩

+ e−iθ٣
⟨
n

′ − (١−)٢n
′ ∣∣∣n′

+ ٢
⟩ ]

(۴۴ . ٣)

زوج n′ ازای ⟩به
n

′
∣∣∣U †U

∣∣∣n′
+ ٢
⟩
=

١
۴
[
eiθ٣ + e−i(θ١−θ٢)

]
فرد n′ ازای ⟩به

n
′
∣∣∣U †U

∣∣∣n′
+ ٢
⟩
=

١
۴
[
e−iθ٣ + e−i(θ١−θ٢)

]

١
۴
[
eiθ٣ + e−i(θ١−θ٢)

]
=

١
۴
[
eiθ٣ + e−i٢θ١

]
(۴۵ . ٣)
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=
e−i٢θ١

۴
[
ei(θ٢−٣θ١) − ١

]
(۴۶ . ٣)

θ٣ − ٢θ١ = ٢kπ ⇒ θ٣ = ٢kπ + ٢θ١ (۴٣ . ٧)

e−i٢θ١

۴ [١ − ١] = ٠ (۴٣ . ٨)

١
۴
[
e−iθ٣ + e−i(θ١−θ٢)

]
=

١
۴(e−٢iθ١ − e−i٢θ١) = ٠ (۴٣ . ٩)

n = n′ − ٢ وقتͬ
⟨
n

′
∣∣∣U †U

∣∣∣n′ − ٢
⟩
=

١
۴
[
eiθ٣
⟨
n

′
∣∣∣n′ − ٢ − (١−)٢n′+٢

⟩
+e−i(θ٢−θ١)

⟨
n

′ − ١
∣∣∣n′ − ١

⟩
+ e−iθ٣

⟨
n

′ − (١−)٢n
′ ∣∣∣n′ − ٢

⟩ ]
(۵٣ . ٠)

زوج n′ ازای ⟩به
n

′
∣∣∣U †U

∣∣∣n′ − ٢
⟩
=

١
۴
[
e−iθ٣ + e−i(θ٢−θ١)

]
فرد n′ ازای ⟩به

n
′
∣∣∣U †U

∣∣∣n′ − ٢
⟩
=

١
۴
[
eiθ٣ + e−i(θ٢−θ١)

]
١
۴
[
e−iθ٣ + e−i(θ٢−θ١)

]
= ٠ (۵٣ . ١)

١
۴
[
− e−i٢θ١ + e−i(٢θ١)

]
=
e٢iθ١

۴ (−١ + e−۴iθ١)

۴θ١ = ٢jπ ⇒ θ١ =
π

٢ (۵٣ . ٢)

١
۴
[
eiθ٣ + e−i(θ٢−θ١)

]
=

١
۴(−e٢iθ١ + e٢iθ١) = ٠ (۵٣ . ٣)

انجام محاسبات طبق که است θ٣ = ٢kπ + ٢θ١ ،θ٢ = (٢n+ ١)π − θ١ ،θ١ =
π

٢ حقیقت در
که کوانتومͬ ول·شت باشد، ٣ . ٢٠ رابطه مشابه فازها بین روابط اگر ͬ باشد. م برقرار ی΄انͬ شرایط شده
شرایط همین هم متفاوت حالات برای که است. مجموعه همین مجموعه زیر شده معرفͬ ٣ پاتل توسط

است. ی΄سان آن ها همه ی احتمال توزیع که ͬ سازند م کوانتومͬ ول·شت و بود خواهد برقرار ی΄انͬ
٣patel
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س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت تحلیلͬ حل ۴ . ٣
ͬ کنیم. م استفاده فوریه تبدیل روش از ٣ . ٢٠ معادله در س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت تحلیلͬ حل برای

ψ̃(k, t) =
∑
n

eiknψ(n, t) (۵۴ . ٣)

ψ(n, t) =

∫ π

−π

dk

٢π e
−iknψ̃(k, t) (۵۵ . ٣)

ͬ آید. م بدست راحتͬ به آن فرد و زوج قسمت های کردن جدا با فوریه فضای در دامنه توزیع تحول

ψ(k,٠) =
(
ψe

ψo

)
(۵۶ . ٣)

ψ(k, t) = [M(k)]tψ(k,٠) (۵٣ . ٧)
به ول·رد م΄ان فضای فوریه تبدیل از استفاده با و ول·رد اولیه حالت روی تحول عمل·ر اعمال با

.[٢۴] ͬ آید م بدست Mk یونیتاری ماتریس صورت

M(k) =

(
−ieik sin k i cos k

i cos k ie−ik sin k

)
(۵٣ . ٨)

ویژه اثبات و ماتریس کردن قطری ) است. زیر صورت به Mk یونیتاری ماتریس مشخصه معادله
( ͬ باشد. م آ  . ۴ پیوست در بردارها ویژه و مقدارها

λ٢ + ٢(i sin k)٢λ+ ١ = ٠ =⇒

λ
+
k = sin٢ k + i cos k

√
١ + sin٢ k

λ−k = sin٢ k − i cos k
√

١ + sin٢ k
(۵٣ . ٩)

wk = cos−١(sin٢ k) (۶٣ . ٠)
ͬ باشد. م λ± ≡ e±iwk صورت به ویژه مقدار ها بنابراین

صورت: به (هنجارنشده) بردارها ویژه

e+ ∝

(
١

− sin k +
√

١ + sin٢ k

)
(۶٣ . ١)
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e− ∝

(
− sin k −

√
١ + sin٢ k

١

)
(۶٣ . ٢)

بهنجارش، ضریب به توجه با

١
N±

=
١√

١ + (− sin k ±
√

(١ + sin٢ k)٢

(۶٣ . ٣)

با: متناسب |ψ−⟩ و |ψ+⟩ بهنجار حالت ویژه دو

| ψ+⟩ =
١√

١ + (− sin k +
√

١ + sin٢ k)٢

(
١

sin k +
√

١ + sin٢ k

)
(۶۴ . ٣)

| ψ−⟩ =
١√

١ + (− sin k −
√

١ + sin٢ k)٢

(
− sin k −

√
١ + sin٢ k

١

)
(۶۵ . ٣)

.ψo(n,٠ ) = δn,٠ ول·رد اولیه حالت به توجه با

ψ̃o,+ (k,٠) = |ψ+⟩ ⟨ψ+|ψ٠⟩ (۶۶ . ٣)

ψ̃o,+ (k,٠)= ١
١ + (sin k +

√
١ + sin٢ k)٢

[(
١ sin k +

√
١ + sin٢ k

)
(

١
٠

)(
١

sin k +
√

١ + sin٢ k

)]
(۶٣ . ٧)

ψ̃o,+ (k,٠) = ١
١ + (sin k +

√
١ + sin٢ k)٢

[(
١

sin k +
√

١ + sin٢ k

)

× sin k −
√

١ + sin٢ k

sin k −
√

١ + sin٢ k

]
(۶٣ . ٨)

ψ̃o,+ (k,٠) = sin k −
√

١ + sin٢ k

(٢ + ٢ sin٢ k − ٢ sin k
√

١ + sin٢ k)(sin k −
√

١ + sin٢ k)
×



بعد ΁ی در س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت ۵٢
(

١
sin k +

√
١ + sin٢ k

)
(۶٣ . ٩)

ψ̃o,+ (k,٠) = sin k −
√

١ + sin٢ k

−٢
√

١ + sin٢ k

(
١

sin k +
√

١ + sin٢ k

)
(٣ . ٧٠)

ψ̃o,+ (k,٠) = ١
٢
√

١ + sin٢ k

(
− sin k +

√
١ + sin٢ k

١

)
(٣ . ٧١)

ψ̃o,− (k,٠) =| ψ−⟩⟨ψ− | ψ٠⟩ (٣ . ٧٢)

ψ̃o,− (k,٠)= ١
١ + (− sin k −

√
١ + sin٢ k)٢

[(
− sin k −

√
١ + sin٢ k ١

)

(
١
٠

)(
− sin k −

√
١ + sin٢ k

١

)]
(٣ . ٧٣)

ψ̃o,− (k,٠) = − sin k −
√

١ + sin٢ k

٢ + ٢ sin٢ k + ٢ sin k
√

١ + sin٢ k
×

[(
− sin k −

√
١ + sin٢ k

١

)
× ٢ + ٢ sin٢ k − ٢ sin k

√
١ + sin٢ k

٢ + ٢ sin٢ k − ٢ sin k
√

١ + sin٢ k

]
(٧۴ . ٣)

ψ̃o,− (k,٠) = −٢
√

١ + sin٢ k

۴(١ + sin٢ k)

(
− sin k −

√
١ + sin٢ k

١

)
(٧۵ . ٣)

ψ̃o,− (k,٠) = − ١
٢
√

١ + sin٢ k

(
− sin k −

√
١ + sin٢ k

١

)
(٧۶ . ٣)

خاصیت های بنابراین ͬ آید. م دست به ψ̃(k, t) فوریه تبدیل عکس از م΄ان موقعیت در دامنه توزیع
توزیع بنابراین آورد. بدست مناسب تقریب با صحیح عددی صورت به ͬ توان م کوانتومͬ تصادفͬ ول·شت

ͬ شود. م تعیین زیر صورت به بعدی گام در دامنه



۵٣ س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت تحلیلͬ حل

ψo نامتقارن کوانتومͬ تصادفͬ ول·شت برای گام ٣٢ از بعد احتمال توزیع تابع :٣ . ١ ش΄ل

ψ̃o,± (k,٠) = ±١
٢
√

١ + sin٢ k

(
− sin k ±

√
١ + sin٢ k

١

)
(٣ . ٧٧)

ψ̃(k, t) = eiwktψ̃+(k,٠) + e−iwktψ̃−(k,٠) (٣ . ٧٨)

ψ̃(k, t) =
١

٢
√

١ + sin٢ k


−eiwkt sin k + eiwkt

√
١ + sin٢ k

+e−iwkt sin k + e−iwkt
√

١ + sin٢ k

eiwkt − e−iwkt

 (٣ . ٧٩)

ψ̃(k, t) =
١

٢
√

١ + sin٢ k


−٢i sin k sinwk + ٢ coswkt

√
١ + sin٢ k

٢i sinwkt

 (٣ . ٨٠)

ψ̃(k, t) =
١√

١ + sin٢ k


−i sinwk sin k + coswk

√
١ + sin٢ k

i sinwkt

 (٣ . ٨١)

ͬ باشد. م زیر صورت به فوریه تبدیل عکس به توجه با دامنه توزیع

ψ٠(n, t) =
١

٢π

∫ π

−π

dke−iknψ̃(k, t)



بعد ΁ی در س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت ۵۴

ψ٠(n, t) =
١

٢π

∫ π

−π

dke−ikn√
١ + sin٢ k


−i sinwkt sin k + coswkt

√
١ + sin٢ k

i sinwkt

 (٣ . ٨٢)

از استفاده با را تقارن عدم ͬ توانیم م ما است. نامتقارن کوانتومͬ ول·شت ول·رد اولیه حالت به توجه با
n↔ (١−n)تبدیل تحت ول·شت ببریم. بین (٠,n)ψsاز = (δn,٠ +δn,١ )/

√
٢ که ول·رد اولیه حالت

ͬ آید. م بدست زیر صورت به دامنه توزیع ͬ شود. م متقارن

ψ̃s(k,٠) = ١√
٢
∑
n

eikn

[
=

(
١
٠

)
δn,٠ + =

(
٠
١

)
δn,١

]
=

١√
٢
=

(
١
eik

)
(٣ . ٨٣)

بنابراین

ψ̃s,+ (k,٠) = |ψ+⟩ ⟨ψ+ |ψ٠⟩ (٨۴ . ٣)

ψ̃s,+(k,٠) = ١
√

٢
[

١ + (sin k +
√

١ + sin٢ k)٢
]×

[(
١ sin k +

√
١ + sin٢ k

)( ١
eik

)(
١

sin k +
√

١ + sin٢ k

)]
(٨۵ . ٣)

ψ̃s,+(k,٠) = ١ + eik sin k + eik
√

١ + sin٢ k
√

٢
[

١ + (sin k +
√

١ + sin٢ k)٢
]
[(

١
sin k +

√
١ + sin٢ k

)

× sin k −
√

١ + sin٢ k

sin k −
√

١ + sin٢ k

]
(٨۶ . ٣)

ψ̃s,+(k,٠) = −eik + sin k −
√

١ + sin٢ k

−٢
√

٢
√

١ + sin٢ k

(
١

sin k +
√

١ + sin٢ k

)
(٣ . ٨٧)

ψ̃s,+(k,٠) = ١

٢
√

١)٢ + sin٢ k)


eik − sin k +

√
١ + sin٢ k

١ + eik sin k + eik
√

١ + sin٢ k

 (٣ . ٨٨)



۵۵ س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت تحلیلͬ حل

ψ̃s,− (k,٠) = |ψ−⟩ ⟨ψ− |ψ٠⟩ (٣ . ٨٩)

ψ̃s,− (k,٠) = ١
√

٢
[

١ + (− sin k −
√

١ + sin٢ k)٢
]×

[(
− sin k −

√
١ + sin٢ k ١

)( ١
eik

)(
− sin k −

√
١ + sin٢ k

١

)]
(٣ . ٩٠)

ψ̃s,− (k,٠) = eik − sin k −
√

١ + sin٢ k

٢
√

١)٢ + sin٢ k)

[(
− sin k −

√
١ + sin٢ k

١

)

× − sin k +
√

١ + sin٢ k

− sin k +
√

١ + sin٢ k

]
(٣ . ٩١)

ψ̃s,− (k,٠) = −١ − eik sin k + eik
√

١ + sin٢ k

٢
√

١)٢ + sin٢ k)

(
− sin k −

√
١ + sin٢ k

١

)
(٣ . ٩٢)

ψ̃s,−(k,٠) = − ١

٢
√

١)٢ + sin٢ k)


eik − sin k −

√
١ + sin٢ k

١ + eik sin k − eik
√

١ + sin٢ k

 (٣ . ٩٣)

است. زیر رابطه طبق دامنه توزیع تحول

ψ̃s,± (k,٠) = ±١

٢
√

١)٢ + sin٢ k)


eik − sin k ±

√
١ + sin٢ k

١ + eik sin k ± eik
√

١ + sin٢ k

 (٩۴ . ٣)

ψ̃(k, t) = eiwktψ̃+(k,٠) + e−iwktψ̃−(k, ) (٩۵ . ٣)

ψ̃s(k, t) =
١

٢
√

١)٢ + sin٢ k)



eiwkteik − eiwkt sin k

+eiwkt
√

١ + sin٢ k − e−iwkeik + e−iwkt

+e−iwkt
√

١ + sin٢ k

eiwkt + eiwkteik sin k

+eikeiwkt
√

١ + sin٢ k − e−iwkeik

−e−ike−iwkt sin k + e−iwkteik
√

١ + sin٢ k


(٩۶ . ٣)



بعد ΁ی در س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت ۵۶

ψ̃s(k, t) =
١

٢
√

١ + sin٢ k



eik(eiwkt − e−iwkt)− sin k(eiwkt − e−iwkt)

+
√

١ + sin٢ k(eiwkt + e−iwkt)

(eiwkt − e−iwkt) + eik sin k(eiwkt − e−iwkt)

+eik
√

١ + sin٢ k(eiwkt + e−iwkt)


(٣ . ٩٧)

ψ̃s(k, t) =
١

٢
√

١ + sin٢ k



i sinwkt(e
ik − sin k)

+ coswkt
√

١ + sin٢ k

i sinwkt(١ + eik sin k)

+ coswkte
ik
√

١ + sin٢ k


(٣ . ٩٨)

ͬ باشد. م زیر صورت به فوریه تبدیل عکس به توجه با دامنه توزیع

ψs(n, t) =
١

٢π

∫ π

−π

dkψ̃(k, t)e−ink (٣ . ٩٩)

ψs(n, t) =
١

٢π

∫ π

−π

dke−ikn√
١ + sin٢ k



i sinwkt(e
ik − sin k)

+ coswkt
√

١ + sin٢ k

i sinwkt(١ + eik sin k)

+ coswkte
ik
√

١ + sin٢ k


(٣ . ١٠٠)

تصادفͬ ول·شت برای را زمانͬ، گام ٣٢ از بعد احتمال توزیع عددی ارزیابی (٣ . ٢) و (٣ . ١) ش΄ل
محدوده ی در زمانͬ گام t از بعد احتمال توزیع ساختار ͬ دهد. م نشان متقارن و نامتقارن کوانتومͬ

است. [−٢t+ ١,٢t]
خواهد متفاوت رفتار احتمال توزیع تابع ول·رد اولیه حالت به توجه با ͬ شود م ملاحظه که طور همان
نامتقارن اولیه حالت اگر و است متقارن احتمال توزیع تابع باشد متقارن اولیه حالت اگر که طوری داشت.
و زوج م΄ان های در کوانتومͬ ول·شت دامنه توزیع  رفتار بود. خواهد نامتقارن احتمال توزیع تابع باشد
ازای به و زوج م΄ان های در زوج گام های تعداد ازای به ول·رد که صورت این به ͬ باشد. م متفاوت فرد

داشت. خواهد حضور فرد م΄ان در فرد گام های تعداد

ول·رد مجانبی رفتار ۵ . ٣
تخمین پایا فاز روش با را انتگرال هایی چنین ͬ توانیم م ٣ . ١٠٠ معادله به توجه با بزرگ، tهای ازای به

صورت به مجموع در و است، متناوب انتگرال .[١٣] بزنیم



۵٧ ول·رد مجانبی رفتار

منحنͬ ψsاست. متقارن کوانتومͬ تصادفͬ ول·شت برای گام ٣٢ از بعد احتمال توزیع تابع :٣ . ٢ ش΄ل
ͬ کند. م ٣ . ١۴٨مشخص معادله ی΄نواخت توزیع تیره،

I(n, t) =

∫ π

−π

dk

٢π g(k)e
iϕ(k,n,t) (٣ . ١٠١)

تابع ΁ی g(k) تابع که حالͬ است. در ϕ(k, n, t) = −kn±wkt تابع انتگرال نوسانͬ بسیار قسمت
ما ͬ شود م شدیدتر نوسانات تکرار است زیاد گام ها تعداد وقتͬ ͬ باشد. م k مرتبه از کران دار و ی΄نواخت
تبدیل نقطه سری ΁ی به انتگرال نقاط این کردن مشخص با و ͬ کنیم م محاسبه ϕ تابع از را ثابت نقاط
جایی اولین مشتقات در ثابت نقاط جای·ذاری با صفراند. نقاط این در آن مشتقات و ϕ که ͬ شود م
انتگرال پایا فاز فرمول از استفاده با بنابراین ͬ شود م مشخص p مشتق مرتبه شود صفر غیر مشتق که

ͬ شود. م زده تخمین
داریم:

wk = cos−١(sin٢ k) (٣ . ١٠٢)

coswk = sin٢ k =⇒
√

١ − sin٢ wk = sin٢ k (٣ . ١٠٣)

sinwk =
√

١ − sin۴ k (١٠۴ . ٣)

d(coswk)

dk
= −dwk

dk
sinwk (١٠۵ . ٣)



بعد ΁ی در س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت ۵٨

dwk

dk
= − ٢ cos k sin k√

١ − sin۴ k
(١٠۶ . ٣)

dwk

dk
= − ٢ cos k sin k√

١ − sin٢ k
√

١ + sin٢ k
(٣ . ١٠٧)

( ͬ باشد. م آ  . ۵ پیوست در مشتقات اثبات ) داریم: ساده جبری عملیات این طبق

dwk

dk
=

−٢ sin k√
١ + sin٢ k

(٣ . ١٠٨)

d٢wk

dk٢ =
−٢ cos k

(١ + sin٢ k)٣/٢
(٣ . ١٠٩)

d٣wk

dk٣ =
۴ sin k(١ + cos٢ k)

(١ + sin٢ k)۵/٢
(٣ . ١١٠)

ͬ دهیم. م قرار صفر برابر و ͬ گیریم م مشتق k به نسبت ϕ از است. k = k٠ انتگرال پایا فاز نقطه
dϕ

dk
= ٠ (٣ . ١١١)

dϕ

dk
= −n± dwk

dk
t (٣ . ١١٢)

dϕ

dk
= −n± −٢ sin k√

١ + sin٢ k
t = ٠

α ≡ n

t
=

∓٢ sin k٠√
١ + sin٢ k٠

(٣ . ١١٣)

n٢

t٢ =
۴ sin٢ k

١ + sin٢ k
(١١۴ . ٣)

sin٢ k =

n٢

t٢

۴ − n٢

t٢

(١١۵ . ٣)



۵٩ ول·رد مجانبی رفتار

(٠ ≤ sin٢ k ≤ ١)

٠ ≤ n٢

t٢ ≤ ۴ − n٢

t٢ (١١۶ . ٣)

٠ ≤ x ≤ ۴ − x =⇒ ٠ ≤ n٢ ≤ ٢t٢ (٣ . ١١٧)

n ≤ ±
√

٢t (٣ . ١١٨)

از استفاده با ثابت نقاط تعیین با n متفاوت محدوده ی در را انتگرال اکنون n ∈
[
−
√

٢t,
√

٢t
]

ͬ کنیم. م بررسͬ پایا فاز روش
،|dϕ(k)

dk
| > ϵ ،|n| = (

√
٢+ ϵ)tازای به ندارد. وجود پایا فاز نقطه مورد این در .|n| > √

٢ (١)
خیلͬ توزیع تابع بنابراین است صفر برابر I(n, t) انتگرال نتیجه شده تعیین محدوده ی از خارج چون

ͬ شود. م میرا سریع
n علامت به توجه با که دارد وجود ٢ مرتبه از پایا فاز نقطه ΁ی مورد این در .|n| = √

٢t (٢)
است. t−١/٣ با متناسب انتگرال رو این از است P = ٣ مشتق مرتبه است. k٠ = ∓π/٢

dϕ

dk
= ٠ (٣ . ١١٩)

dϕ

dk
= −n± dwk

dk
t (٣ . ١٢٠)

− n± −٢ sin k√
١ + sin٢ k

t = ٠ (٣ . ١٢١)

n

t
=

∓٢ sin k٠√
١ + sin٢ k٠

(٣ . ١٢٢)

ͬ آوریم. م بدست را پایا فاز نقاط فوق رابطه در جای·ذاری با ͬ باشد م |n| =
√

٢t اینکه به توجه با
n =

√
٢t وقتͬ

√
٢t
t

= ∓ ٢ sin k√
١ + sin٢ k

(٣ . ١٢٣)



بعد ΁ی در س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت ۶٠

٢ + ٢ sin٢ k = ۴ sin٢ k −→ sin٢ k = ±١ (١٢۴ . ٣)

k٠ = ±π٢ (١٢۵ . ٣)

n = −
√

٢t وقتͬ

√
−٢t
t

= ∓ ٢ sin k√
١ + sin٢ k

(١٢۶ . ٣)

٢ + ٢ sin٢ k = ۴ sin٢ k −→ sin٢ k = ±١ (٣ . ١٢٧)

k٠ = ±π٢ (٣ . ١٢٨)

.[٢۴] زد تخمین ۴ . ٢ پایا فاز فرمول از استفاده با ͬ توان م را ٣.١٠٠ معادله بنابراین

ψs(
√

٢t, t) = ct−١/٣


(١ +

١ − i√
٢

) cos(
πt√

٢
)

(١ − ١ − i√
٢

) sin(
πt√

٢
)

 (٣ . ١٢٩)

ψs(−
√

٢t, t) = ct−١/٣


(١ − ١ − i√

٢
) cos(

πt√
٢
)

(−١ − ١ − i√
٢

) sin(
πt√

٢
)

 (٣ . ١٣٠)

c =
١

٢π٣١/۶Γ(١/٣) ≈ ٠٫٣۵۵
k٠٢ = π−k٠١ و k٠١ ∈ (−π/٢, π/٢) دارد، وجود پایا فاز نقطه دو مورد این در .|n| < √

٢t (٣)

dϕ

dk
= ٠ =⇒ dϕ

dk
= −n± dwk

dk
t (٣ . ١٣١)

n

t
= ±dwk

dk
(٣ . ١٣٢)



۶١ ول·رد مجانبی رفتار

α ≡ n

t
=

∓٢ sin k٠√
١ + sin٢ k٠

(٣ . ١٣٣)

n٢

t٢ =
∓۴ sin٢ k٠

١ + sin٢ k٠
(١٣۴ . ٣)

n٢

t٢ +
n٢

t٢ sin٢ k = ۴ sin٢ k (١٣۵ . ٣)

sin٢ k =

n٢

t٢

۴ − n٢

t٢

(١٣۶ . ٣)

| sin k| = | n√
۴t٢ − n٢

| (٣ . ١٣٧)

٠ < k < π

−π/٢ < k٠١ < π/٢

−
√

٢t < n < ٠
(٣ . ١٣٨)

sin k٠ = − n√
۴t٢ − n٢

(٣ . ١٣٩)
و

− π < k < ٠

π/٢ < k٠١ < −π/٢

٠ < n <
√

٢t
(١۴٣ . ٠)

sin k٠ =
n√

۴t٢ − n٢
(١۴٣ . ١)

داریم: بنابراین

sin k٠ = ∓ n√
۴t٢ − n٢

(١۴٣ . ٢)

|d
٢wk

dk٢ |k=k٠ =
−٢ cos k

(١ + sin٢ k)٣/٢
(١۴٣ . ٣)



بعد ΁ی در س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت ۶٢

|d
٢wk

dk٢ |k=k٠ =
٢
√

١ + sin٢ k

(١ + sin٢ k)٣/٢
=

٢
√

١ − n٢

۴t٢ − n٢

(١ +
n٢

۴t٢ − n٢ )
٣/٢

(١۴۴ . ٣)

|d
٢wk

dk٢ |k=k٠ =

√
۴t٢ − ٢n٢(۴t٢ − n٢)

۴t٣ (١۴۵ . ٣)
است. t−١/٢ با متناسب انتگرال پس است P = ٢ مشتق مرتبه

ϕ٠ = −k٠١n+ wk٠t− (π/۴) (١۴۶ . ٣)
.[٢۴] زد تخمین پایا فاز قضیه از استفاده با ͬ توان م را دامنه توزیع

ψs =
١√

t(۴t٢ − ٢n١(٢/۴

[
cosϕ٠

([
(١ − i)n+ ٢t

]
/
√

۴t٢ − n٢
√

۴t٢ − ٢n٢)/٢t+ n)

)

+i sinϕ٠

( √
۴t٢ − ٢n٢/

√
۴t٢ − n٢[

(١ − i)n+ ٢t
]
/(٢t+ n)

)]
(١۴٣ . ٧)

صورت به احتمال توزیع تابع که ͬ شود م باعث متوسط، مقدار در شدید نوسانͬ قسمت های جای·زین
ی΄دی·ر نوسانات متوسط ͬ شود م زیاد نوسانات تکرار باشد زیاد t وقتͬ که صورت این به باشد. ی΄نواخت

شد. خواهد نرم تر توزیع تابع بنابراین ͬ کنند م خنثͬ را

|ψs|٢
smooth =

۴t٢

π
√

۴t٢ − ٢n٢(۴t٢ − n٢))
(١۴٣ . ٨)

صورت به توزیع تابع متوسط مقدار که ͬ دهد م نشان ͹واض طور به را توزیع تابع متوسط ٣ . ٢ ش΄ل
محاسبه راحتͬ به و است نوسانͬ صورت به توزیع تابع پایین مرتبه ممان های برای بود. خواهد ی΄نواخت

ͬ شود. م

∫ √
٢t

n=−
√

٢t
|ψs|٢

smoothdn = ١ (١۴٣ . ٩)

∫ √
٢t

n=−
√

٢t
|n||ψs|٢

smoothdn = t (١۵٣ . ٠)

∫ √
٢t

n=−
√

٢t
n٢|ψs|٢

smoothdn = ٢)٢ −
√

٢)t٢ (١۵٣ . ١)



۶٣ جاذب مرز حضور در ول·شت

کرد. استنباط فوق نتایج از راحتͬ به ͬ توان م را کوانتومͬ تصادفͬ ول·شت خاصیت
صفر سمت به توزیع پی΁ ها از خارج دارد. ±

√
٢t در مقدار بیشترین با ΁پی تا دو احتمال توزیع (١

اینکه دلیل به ͬ  شود م پی΁ ها)هموار (بین وسط ناحیه که حالͬ در ندارد. وجود پایا فاز نقطه زیرا ͬ رود م
هموارتر وسط ناحیه ی در توزیع تابع ͬ یابد، م افزایش t وقتͬ دارد. وجود ΁ی مرتبه از پایا فاز نقطه دو
به نسبت پی΁ ها ارتفاع کاهش زیرا هستند برجسته تر پی΁ ها ͬ یابند. م کاهش کمͬ پی΁ ها و ͬ شود م
t−١/٣ و ٢ مرتبه از پایا فاز نقطه ΁ی کنار ناحیه اینکه دلیل به ͬ گیرد. م صورت آهسته تر هموار ناحیه
t−١/٢ و ΁ی مرتبه از پایا فاز نقطه دو دارای که وسط ناحیه نسبت ͬ یابد م کاهش آهسته تر پی΁ ها است،

ͬ دهد. م نشان جسته تر بر را پی΁ ها دلیل همین به
.△n> = △(ϵt) = O(t١/٣) و است (ϵt)−١ ∼ t−١/٣ به محدود توزیع تابع دنباله ی (٢

پی΁ ها داخلͬ قسمت برای ͬ کند. م تبعیت |w′′

k t|−١/٢ ∼ t−١/٣ رابطه از پی΁ ها داخلͬ قسمت
از و ͬ باشد م δt اندازه به ΁پی پهنای و است △n< = △(δt) = O(t١/٣) و است |n| = (

√
٢ − δ)t

پوشͬ چشم قابل سهم احتمال توزیع در پی΁ ها این کند میل بی نهایت به t وقتͬ است Ot−١/٣ مرتبه
دارند.

و گرفت نادیده ͬ توان م را ͬ کند م میل بی نهایت به t وقتͬ احتمال توزیع تابع در سریع نوسانات (٣
ͬ شود. م حفظ احتمال توزیع تابع هموار قسمت فقط

حالتͬ از √٢ ضریب ΁ی با آن سرعت و ͬ شود م توزیع زمان در خطͬ صورت به کوانتومͬ ول·شت (۴
هر است آمیختگͬ خواص برای معیار ΁ی سرعت این است. کمتر دارد طرفه ΁ی حرکت ول·شت که
تا ͬ کشد م طول که است زمانͬ آمیختگͬ زمان ͬ شود. م ی΄نواخت زودتر توزیع باشد کمتر سرعت چه
بردارنده ی در نوعͬ به آمیختگͬ زمان شود. ΁نزدی ی΄نواخت توزیع به ول·شت متوسط احتمال توزیع
زودتر ی΄نواخت توزیع که است آن معنای به باشد کمتر آمیختگͬ زمان چه هر است، سرعت مفهوم
فاصله در ی΄نواخت توزیع تابع ΁ی مشابه کیفͬ صورت به احتمال توزیع تابع بنابراین ͬ آید. م بدست

است. tm با متناسب احتمال توزیع mام مرتبه ممان ویژه صورت به و ͬ باشد م [−
√

٢t,
√

٢t]

این ͬ دهد م نشان س΄ه بدون کوانتومͬ تصادفͬ ول·شت برای [١٣] در که آنچه با مطابق خواص این
مهم ͬ شود م استفاده Uo و Ue اپراتور دو از ول·شت از گام ΁ی برای و ͬ  شود نم ارائه س΄ه ای که است
در است. متفاوت کلاسی΄ͬ تصادفͬ ول·شت با کوانتومͬ ول·شت خواص که باشید داشته توجه که است
ͬ باشد م متقارن که است گاوسͬ) توزیع صورت (به جمله ای دو احتمال توزیع کلاسی΄ͬ تصادفͬ ول·شت

ͬ باشد. م t برابر واریانس و دارد وجود مبداء در ΁پی ΁ی تنها و

جاذب مرز حضور در ول·شت ۶ . ٣
n = −١ و n = ٠ بین جذب، دیوار ΁ی معرفͬ با ͬ توان م را کوانتومͬ تصادفͬ ول·شت فرار احتمال
داده نشان n ≥ ٠ برای طرح ریزی اپراتور ΁ی توسط ͬ تواند م جذب دیوار ریاضͬ، نظر از کرد. محاسبه

با متناسب ول·شت از نشده جذب قسمت شود.



بعد ΁ی در س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت ۶۴

ψ(n, t+ ١) = Pn≥٠UeUoψ(n, t)

= UeUoψ(n, t)−
١
٢δn,−١

[
iψ(٠, t)− ψ(١, t)

]
(١۵٣ . ٢)

جذب احتمال با
Pabs(t) = ١ −

∑
n≥٠

|ψ(n, t)|٢ (١۵٣ . ٣)

شود. جاذب دیوار وجذب برسد ‐١ به نتواند ول·رد که هستیم حالتͬ دنبال به ما دی·ر عبارت به
و n = ٠ که صورتͬ در (١۵٣ . ٢) معادله به توجه با ͬ دارد، م نگه را بی نهایت تا ٠ از Pn≥٠ اپراتور چون

کند. عبور جذب دیوار از و برسد ‐١ به ͬ تواند م ول·رد ١=n باشد
ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد موضوع این توزیع دامنه ی به توجه با

UeUo |n⟩ =
١
٢
[
i |n− ١⟩+ |n⟩+ i |n+ ١⟩ − |n+ (١−)٢n⟩

]
(١۵۴ . ٣)

n = ٠ اگر
UeUo |٠⟩ =

١
٢
[
i |−١⟩+ |٠⟩+ i |١⟩ − |٢⟩

]
(١۵۵ . ٣)

n = ١ اگر و
UeUo |١⟩ =

١
٢
[
i |٠⟩+ |١⟩+ i |٢⟩ − |−١⟩

]
(١۵۶ . ٣)

و n = ٠ کند پیدا حضور ‐١ م΄ان در ͬ تواند م ول·رد که حالاتͬ تنها ͬ کنید م ملاحظه که طور همان
است. n = ١

اولیه حالت با زمانͬ گام ٣٢ از بعد ، جذب دیوار حضور در احتمال، توزیع عددی ارزیابی ٣ . ٣ ش΄ل
تحول نفوذ ͽمان جذب دیوار که ͬ شود م داده نشان ٣ . ٢ ش΄ل با مقایسه در . ͬ دهد م نشان را متقارن
صفر، n = ٠ منطقه نزدی΄ͬ در احتمال توزیع ͬ شود م بینͬ پیش ͬ شود م مرزی قسمت های در ول·شت
برای فرار سرعت نتیجه در ͬ     یابد، م افزایش کمͬ n =

√
٢t منطقه نزدی΄ͬ در ΁پی ارتفاع که حالͬ در

است. بیشتر باشد، نداشته وجود دیوار که زمانͬ نسبت باشد داشته وجود دیوار که وقتͬ
ps,abs(t = ٢) = ٠٫٣٧۵ و ps,abs(t = ١) = ٠٫٢۵ اول زمانͬ گام دو در جذب احتمال ۴ . ٣ ش΄ل در
به مجانبی صورت به جذب احتمال متقارن ول·شت برای است. کم بسیار جذب احتمال که است،
p٠,abs(∞) ≈ مبداء، در نامتقارن ول·شت برای جذب احتمال ] ͬ شود. م ΁نزدی ps,abs(∞) ≈ ٠٫۴٠٩٨
تصادفͬ ول·شت برای pabs(∞) = ٢/π به مربوطه نتیجه از کوچ΄تر مقدار این است.] ٠٫٢٧٣٢

.[١٢] ͬ باشد م س΄ه بدون متقارن کوانتومͬ
و ͬ شود م متوقف ثابت سرعت با و ͬ شود م دور جذب دیوار از ول·رد کوانتومͬ تصادفͬ ول·شت در
ول·شت در است. متفاوت کلاسی΄ͬ تصادفͬ ول·شت با رفتار این که ͬ گردد. م بر مبداء به ندرت به
وقتͬ جذب احتمال بنابراین و ͬ گردد، م بر شروع نقطه به همیشه دیرتر، یا زودتر ول·رد کلاسی΄ͬ

ͬ باشد. م ΁ی برابر t −→ ∞



۶۵ س΄ه بدون و س΄ه دار کوانتومͬ ول·شت مقایسه

دیوار حضور در متقارن، کوانتومͬ تصادفͬ ول·شت برای گام ٣٢ بعداز احتمال توزیع تابع :٣ . ٣ ش΄ل
n = ٠ چپ سمت در جاذب

در که جذبی دیواره ی حضور در متقارن کوانتومͬ ول·شت نشدن جذب احتمال نمودار :۴ . ٣ ش΄ل
ͬ دهد. م نشان را گام دو از بعد فرار احتمال توجهͬ قابل صد در ΁ی با و دارد قرار مبداء چپ سمت

س΄ه بدون و س΄ه دار کوانتومͬ ول·شت مقایسه ٣ . ٧
مقایسه س΄ه دار کوانتومͬ ول·شت ساختار با را س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت ساختار بالا، نتایج طبق

.[١٢ ،١٣] ͬ کنیم م
کوانتومͬ ول·شت در عبارتͬ به کردیم ادغام فرد و زوج م΄ان های اندیس در را س΄ه حالت دو ما (١)
زوج، گام های تعداد ازای به ول·شت نوع این در ͬ شود م داده نسبت |R⟩ و |L⟩ اندیس م΄ان هر س΄ه با
تداخل هم با پس صفرهستند زوج م΄ان های فرد، گام های تعداد ازای به و هستند صفر فرد م΄ان های
دی·ر بیان به ͬ کنیم. م تبدیل فرد و زوج اندیس به را |R⟩ و |L⟩ و ͬ کنیم م استفاده حالت این از ͬ کنند نم
گام های تعداد ازای به است این به محدود دامنه توزیع ͬ کند م حرکت به شروع مبداء از که ول·شتͬ برای
از نصفͬ فقط پس دارد حضور فرد م΄ان های در فرد گام های تعداد ازای به و زوج م΄ان های در زوج



بعد ΁ی در س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت ۶۶

بدون ͬ شود م استفاده م΄ان فضای کل س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت برای اما ͬ شود. م استفاده م΄ان ها
شود. بزرگتر هیلبرت فضای و شود اضافه س΄ه فضای اینکه

خودش م΄ان در درصد ۵٠ احتمال با ψ زمانͬ گام هر در (۶ . ٣) و (٢۴ . ٣) معادلات به توجه با (٢)
سمت به و ͬ ماند نم باقͬ خودش م΄ان در ول·رد س΄ه حضور در کوانتومͬ ول·شت برای ͬ ماند. م باقͬ
(١۵٣ . ١) و (١۴٣ . ٩) معادلات طبق وجود این با متفاوت اند بنابراین پس ͬ کند م حرکت راست یا و چپ
در ͬ شوند. م توزیع سرعت ΁ی با دو هر پس است t٢ با متناسب واریانس کوانتومͬ ول·شت دو هر برای
احتمال توزیع تابع بنابراین دارد وجود م΄ان ها همه ی در حضور احتمال س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت

است. نوسانͬ کمتر و هموارتر ول·شت
م΄ان بین که ͬ گیریم م نظر در آزادی درجه ΁ی عنوان به را س΄ه س΄ه، با کوانتومͬ ول·شت در (٣)
س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت در اما ͬ شود. م ایجاد درهم تنیدگͬ متفاوت اند آزادی درجه ΁ی که س΄ه و
کننده ی مشخص که برهم نهͬ فقط ندارد وجود درهم تنیدگͬ بنابراین ندارد وجود س΄ه آزادی درجه
با کوانتومͬ ول·شت محاسن از ی΄ͬ درهم تنیدگͬ رفتن بین از .[٢۶] ͬ ماند م باقͬ است دامنه ها توزیع
درهم تنیدگͬ اینکه دلیل به باشد مفید ͬ تواند م کوانتومͬ ول·شت عملͬ آزمایش های در که است س΄ه
خیلͬ محیطͬ نوفه های مقابل در برهم نهͬ که حالͬ در ͬ رود م بین از محیطͬ نوفه تاثیر تحت کوانتومͬ
ناوردایی مزیت این وجود دلیل به نداریم درهم تنیدگͬ ولͬ داریم برهم نهͬ اینجا در که است مقاوم تر
بدون کوانتومͬ ول·شت در که حالͬ در ͬ افتد م اتفاق گام ΁ی در س΄ه با کوانتومͬ ول·شت های در انتقال

ͬ افتد. م اتفاق گام دو در س΄ه

نتیجه گیری ٣ . ٨
΁ی معرفͬ با که گردید معرفͬ س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت نام به ول·شت از جدیدی نوع نوشتار این در
خارج موضعͬ ابر عمل·رهای ساخت. س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت ͬ توان م موضعͬ ابر و ی΄انͬ عمل·ر
صورت به ول·شت نوع این با متناسب تحول عمل·ر بنابراین ͬ باشند. م صفر مشخص محدوده ی ΁ی از
م΄ان ΁ی و جلو م΄ان ΁ی محدوده ی در تنها موضعͬ ابر انتقال عمل·ر ͬ  باشد. م موضعͬ ابر و ی΄انͬ
هیلبرت فضای است. صفر مشخص محدوده ی از خارج و است. صفر غیر نظر مورد ͽموض از عقب تر
ندارد. وجود س΄ه فضای و ͬ باشد. م م΄ان فضای دارای فقط س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت مربوط
کوانتومͬ ول·شت در فرد و زوج م΄ان های به س΄ه با کوانتومͬ ول·شت در |R⟩ و |L⟩ حالت های بنابراین
ول·شت بنابراین گرفت. نظر در فرد م΄ان های |R⟩ و زوج م΄ان های را |L⟩ کرد. تغییر س΄ه بدون
فضای روی ی΄انͬ انتقال ΁ی Ue, Uo ضرب با ساخت. Uo و Ue عمل·ر دو با ͬ توان م را کوانتومͬ تصادفͬ
فرم ͬ کند م منتقل راست سمت و چپ سمت به را ول·رد کدام هر Uo و Ue عمل·رهای شد. ایجاد م΄ان
تحول ͬ شوند. نم جابه جا هم با بنابراین است. متفاوت م΄ان بودن فرد و زوج به بسته آن ها عمل کلͬ
و چپ، سمت در گام ΁ی و راست سمت در گام ΁ی خودش، م΄ان در ول·رد که صورت این به ول·رد
نوع این در داشت. خواهد حضور هم بعد و قبل گام دو در ول·رد م΄ان بودن فرد و زوج به توجه با
م΄ان فضای فوریه تبدیل از استفاده با شد. تش΄یل فرد و زوج مولفه دو از ول·رد برای موج تابع ول·شت
ͬ آید. م بدست ویژه بردارها و ویژه مقادیر ماتریس کردن قطری با که است Mk ی΄انͬ ماتریس صورت به



۶٧ نتیجه گیری

توزیع فوریه تبدیل عکس از استفاده با و شد. محاسبه k فضای در کوانتومͬ ول·شت توزیع دامنه ی و
انتگرال هایی صورت به م΄ان پایه در کوانتومͬ ول·شت دامنه توزیع شد. محاسبه م΄ان پایه در دامنه
تخمین پایا فاز روش عنوان با ریاضͬ، قضیه ΁ی از استفاده با بزرگ، t ازای به را انتگرال ها که هستند
دارد. ±

√
٢t در مقدار بیشترین با ΁پی تا دو احتمال توزیع که کرده مشخص تخمین این در زدیم.

(بین وسط ناحیه که حالͬ در ندارد، وجود پایا فاز نقطه زیرا ͬ رود م صفر سمت به توزیع پی΁ ها از خارج
نقطه نقطه ΁ی کنار ناحیه دارد. وجود ΁ی مرتبه پایااز فاز نقطه دو اینکه دلیل به ͬ  شود م پی΁ ها)هموار
مرتبه از پایا فاز نقطه نقطه دو دارای وسط ناحیه و است. t−١/٣ متناسب انتگرال و ٢ مرتبه از پایا فاز
به ͬ یابد م کاهش آهسته تر پی΁ ها ͬ یابد م افزایش t وقتͬ بنابراین است t−١/٢ متناسب انتگرال و ΁ی
س΄ه حالت دو جای به س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت در ͬ دهد. م نشان جسته تر بر را پی΁ ها دلیل همین
م΄ان هر ازای به س΄ه با کوانتومͬ ول·شت در عبارتͬ به است شده جای·زین فرد و زوج م΄ان های اندیس
تعداد ازای به و هستند صفر فرد م΄ان های زوج، گام های تعداد ازای به و داشتیم |R⟩ و |L⟩ اندیس
اندیس به را |R⟩ و |L⟩ بنابراین ͬ کنند. نم تداخل هم با پس هستند صفر زوج م΄ان های فرد، گام های
گام های تعداد ازای به و زوج م΄ان های در زوج گام های تعداد ازای به وقتͬ ͬ کنیم. م تبدیل فرد و زوج
و م΄ان ها همه گرفتن نظر در با ͬ شود م استفاده م΄ان ها از نصفͬ فقط دارد حضور فرد م΄ان های در فرد
هیلبرت فضای به س΄ه فضای اینکه بدون ساخت س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت ͬ توان م فرد و زوج اندیس
تابع دارد وجود م΄ان ها همه ی در حضور احتمال که آنجایی از شود. بزرگتر هیلبرت فضای و شود اضافه
احتمال با زمانͬ گام هر در ول·رد س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت در ͬ باشد. ی΄نواخت  ترم احتمال توزیع
۵٠ احتمال با ول·رد س΄ه با کوانتومͬ ول·شت در که صورتͬ در دارد حضور خودش م΄ان در درصد ۵٠
سرعت تفاوت این وجود با ͬ کند م حرکت راست سمت به درصد ۵٠ احتمال با و چپ سمت به درصد
΁ی عنوان به را س΄ه س΄ه، با کوانتومͬ ول·شت در است. t٢ با متناسب و است ی΄سان انتشارشان
کوانتومͬ ول·شت در اما ͬ شود. م ایجاد درهم تنیدگͬ س΄ه و م΄ان بین که ͬ گیریم م نظر در آزادی درجه
مشخص که برهم نهͬ فقط ندارد وجود درهم تنیدگͬ بنابراین ندارد وجود س΄ه آزادی درجه س΄ه بدون
کوانتومͬ ول·شت محاسن از ی΄ͬ درهم تنیدگͬ رفتن بین از ͬ ماند. م باقͬ است دامنه ها توزیع کننده ی
درهم تنیدگͬ اینکه دلیل به باشد مفید ͬ تواند م کوانتومͬ ول·شت عملͬ درآزمایش های که است س΄ه با
خیلͬ محیطͬ نوفه های مقابل در برهم نهͬ که حالͬ در ͬ رود م بین از محیطͬ نوفه تاثیر تحت کوانتومͬ
ناوردایی مزیت این وجود دلیل به نداریم درهم تنیدگͬ ولͬ داریم برهم نهͬ اینجا در که است مقاوم تر
بدون کوانتومͬ ول·شت در که حالͬ در ͬ افتد م اتفاق گام ΁ی در س΄ه با کوانتومͬ ول·شت های در انتقال

ͬ افتد. م اتفاق گام دو در س΄ه
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پیوستآ 

روابط اثبات

خط روی کلاسی΄ͬ ول·شت در معیار انحراف محاسبه آ  . ١

است: زیر صورت به احتمال توزیع تابع بعد، ΁ی در کلاسی΄ͬ ول·شت مورد در

p(t,n) =
١
٢t

 t
t+ n

٢

 = (
١
٢t
)

t!

((t+ n)/٢)!((t− n)/٢)! (آ  . ١)

شد. خواهد منجر (گاوسͬ) نرمال توزیع ΁ی به احتمال توزیع این ͬ کنیم م ثابت حال

ͬ کنیم. م استفاده استرلینگ تقریب از اثبات برای



روابط اثبات ٧٢

(آ  . ٢)
Ln p (t, n) = −tLn ٢ + tLn t− t+

١
٢Ln (٢πt)− ١

٢ (t+ n) Ln
١
٢ (t+ n)

+
١
٢ (t+ n)− ١

٢Ln (π (t+ n))− ١
٢ (t− n)Ln

١
٢ (t− n)

+
١
٢ (t− n)− ١

٢Ln (π (t− n)) = −tLn٢ + tLnt− t+
١
٢Ln (٢πt)

−١
٢ (t+ n) [−Ln٢ + Ln (t+ n)] +

١
٢t+

n

٢ − ١
٢Ln (π (t+ n))

−١
٢ (t− n) [−Ln٢ + Ln (t− n)] +

t

٢ − n

٢ − ١
٢Lnπ (t− n)

= −tLn٢ + tLnt+
١
٢Ln (٢πt) + t

٢Ln٢ +
n

٢Ln٢ − ١
٢ (t+ n)Ln (t+ n)

−١
٢Lnπ (t+ n) +

t

٢Ln٢ − n

٢Ln٢ − ١
٢ (t− n)Ln (t− n)− ١

٢Lnπ (t− n)

= tLnt+
١
٢Ln (٢πt)− ١

٢ (t+ n)Ln (t+ n)− ١
٢ (t− n)Ln (t− n)

−١
٢Lnπ (t+ n)− ١

٢Lnπ (t− n)

داشت: خواهیم ln (x+ ١) = x− x٢

٢ تیلور تقریب ΁کم به



٧٣ خط روی کلاسی΄ͬ ول·شت در معیار انحراف محاسبه

(آ  . ٣)
Ln p (t, n) = tLnt+

١
٢Ln (٢πt)− ١

٢ (t+ n)Lnt
(

١ +
n

t

)
− ١

٢ (t− n)Ln
(

١ +
n

t

)

−١
٢Lnπ (t+ n)− ١

٢Lnπ (t− n) = tLnt+
١
٢Ln (٢πt)− ١

٢ (t+ n)Lnt

−١
٢ (t+ n)

n

t
+

١
۴ (t+ n)

١
٢
(n
t

)٢
− ١

٢ (t− n)Lnt+
١
٢ (t− n)

n

t

+
١
٢ (t− n)

١
٢
(n
t

)٢
− ١

٢Lnπt
(

١ +
n

t

)
− ١

٢Lnπt
(

١ +
n

t

)

= tLnt+
١
٢Ln (٢πt)− t

٢Lnt−
n

٢Lnt−
t

٢
n

t
− n

٢
n

t
+
t

٢
١
٢
(n
t

)٢

+
n

٢
١
٢
(n
t

)٢
− t

٢Lnt+
n

٢Lnt+
t

٢
n

t
− n

٢
n

t
+
t

٢
١
٢
(n
t

)٢
− n

٢
١
٢
(n
t

)٢

−١
٢Lnπt

(
n

t
− ١

٢
(n
t

)٢
)
− ١

٢πt
(
−n
t
− ١

٢
(n
t

)٢
)

=
١
٢Ln (٢πt)− n٢

t

+
t

۴
(n
t

)٢
+
t

۴
(n
t

)٢
− ١

٢Lnπt−
١
٢Ln

(
١ +

n

t

)
− ١

٢Lnπt−
١
٢Ln

(
١ − n

t

)

=
١
٢Ln (٢πt)− n٢

t
+

١
٢
n٢

t
− ١

٢Lnπt−
١
٢

(
n

t
− ١

٢

(
n٢

t٢

))
− ١

٢Lnπt

−١
٢

(
−n
t
− ١

٢

(
n٢

t٢

))
=

١
٢Ln (٢πt)− n٢

٢t − Lnπt+
١
۴
n٢

t٢ +
١
۴
n٢

t٢

= Ln

√
٢πt
πt

− n٢

٢t = Ln
٢√
٢πt

− n٢

٢t = Ln (p (n, t)) = Ln
٢√
٢πt

− n٢

٢t

ͬ رسیم: م زیر رابطه  به آخر در که

p (n, t) ∼=
٢√
٢πt

e
−n٢

٢t (آ  . ۴)



روابط اثبات ٧۴

بعد ΁ی در کوانتومͬ ول·شت تحلیل مورد در حل آ  . ٢
به م΄ان پایه در ψL(n, t) و ψR(n, t) موج توابع که است. زیر به فوریه فضای در ψ̃(k, t) موج تابع

ͬ شود. م محاسبه زیر صورت

ψ̃(k, t) =
e−iwkt

١)٢ + cos٢ k − cosk
√

١ + cos٢ k)

(
١

√
٢e−i(wk−k) − ١

)

+
(−١)teiwkt

١)٢ + cos٢ k + cosk
√

١ + cos٢ k)

(
١

−
√

٢ei(wk+k) − ١

)
(آ  . ۵)

ͬ نویسیم. م ساده تری ش΄ل به زیر معادله ψ̃R(k, t) محاسبه برای

١
|N±|٢ =

١
١)٢ + cos٢ k ∓ cos k

√
١ + cos٢ k)

(آ  . ۶)

١
|N±|٢ =

١
١)٢ + cos٢ k ± cos k

√
١ + cos٢k)

× ١ + cos٢ k ∓ cos k
√

١ + cos٢ k)

١ + cos٢ k ∓ cos k
√

١ + cos٢ k)
(آ  . ٧)

=

(١ + cos٢ k)(١ ∓ cos k)√
١ + cos٢ k

٢
[
(١ + cos٢ k)٢ − cos٢ k(١ + cos٢ k)

] (آ  . ٨)

=

(١ + cos٢ k)(١ ∓ cos k)√
١ + cos٢ k

٢
[
(١ + ٢ cos٢ k + cos۴ k − cos٢ k − cos۴ k

] (آ  . ٩)

١
|N±|٢ =

(١ + cos٢ k)(١ ∓ cos k)√
١ + cos٢ k

١)٢ + cos٢ k)
(آ  . ١٠)

١
|N±|٢ =

١
١)٢ ∓ cos k√

١ + cos٢ k
) (آ  . ١١)

ψ̃R =
١
١)٢ +

cos k√
١ + cos٢ k

)e−iwkt +
(−١)t

٢ (١ − cos k√
١ − cos٢ k

)eiwkt (آ  . ١٢)



٧۵ بعد ΁ی در کوانتومͬ ول·شت تحلیل مورد در حل

ͬ کنیم. م استفاده معکوس فوریه تبدیل از باشیم داشته حقیقͬ فضای در را موج تابع ش΄ل اینکه برای
داریم: بنابراین k −→ k + π و ͬ گیریم م نظر در ψ̃R دوم جمله آن از قبل اما

(−١)t
٢ (١ − cos(k + π)√

١ − cos٢(k + π)
)e−iwkt =

(−١)t
٢ (١ +

cos k√
١ − cos٢ k

)e−iwkt (آ  . ١٣)

f(n) =

∫ π

−π

f̃(k)

٢π e−ink dk (آ  . ١۴)

ψR(n, t) =
١ + (−١)n+t

٢

∫ π

−π

dk

٢π (١ +
cos k√

١ + cos٢ k
)e−i(wkt+nk) (آ  . ١۵)

ͬ کنیم. م ساده تر را زیر معادله ψ̃L(k, t) محاسبه برای همچنین و

√
٢e−i(wk−k) − ١ =

√
٢e−iwk − e−ik (آ  . ١۶)

=
√

٢(coswk − i sinwk)− cos k + i sin k (آ  . ١٧)

sinw =
sin k√

٢
به توجه با

=
√

٢ − sin٢ k − i sin k − cos k + i sin k (آ  . ١٨)

=
√

١ + cos٢ k − cos k × ٢
√

١ + cos٢ k

٢
√

١ + cos٢ k
(آ  . ١٩)

=
١)٢ + cos٢ k)− ٢ cos k

√
١ + cos٢ k

٢
√

١ + cos٢ k
(آ  . ٢٠)

و

−
√

٢ei(wk+k) − ١ = −
√

٢eiwk − e−ik (آ  . ٢١)

= −
√

٢(coswk + i sinwk)− cos k + i sin k (آ  . ٢٢)



روابط اثبات ٧۶

sinw =
sin k√

٢
به توجه با

= −
√

١ + cos٢ k − i sin k − cos k + i sin k (آ  . ٢٣)

= −
√

١ + cos٢ k − cos k × −٢
√

١ + cos٢ k

−٢
√

١ + cos٢ k
(آ  . ٢۴)

=
١)٢ + cos٢ k)− ٢ cos k

√
١ + cos٢ k

−٢
√

١ + cos٢ k
(آ  . ٢۵)

ψ̃L =
eik

٢
√

١ + cos٢ k
(e−iwkt − (−١)teiwkt) (آ  . ٢۶)

داریم: بنابراین k −→ k + π و ͬ گیریم م نظر در را دوم جمله قبل مانند ψ̃L برای

−ei(k+π)

٢
√

١ + cos٢(k + π)
(−١)te−iwkt =

eik

٢
√

١ + cos٢ k
(−١)te−iwkt (آ  . ٢٧)

داریم: فوریه تبدیل عکس به توجه با

ψL(n, t) =
١ + (−١)n+t

٢

∫ π

−π

dk

٢π
eik√

١ + cos٢ k
e−i(wkt+nk) (آ  . ٢٨)

گامهای تعداد برای کوانتومͬ ول·شت حل در مشتقات محاسبه آ  . ٣
زیاد

d٢ϕ

dk٢ =
d

dk
(− cos k√

١ + cos٢ k
− α) (آ  . ٢٩)

d٢ϕ

dk٢ =
sin k

√
١ + cos٢ k − cos٢ k sin k(١ + cos٢ k)−١/٢

١ + cos٢ k
(آ  . ٣٠)

d٢ϕ

dk٢ =
sin k

(١ + cos٢ k)١/٢ − cos٢ k sin k

(١ + cos٢ k)٣/٢ (آ  . ٣١)



٧٧ س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت تحلیل مورد در حل

d٢ϕ

dk٢ =
sin k + sin k cos٢ k − cos٢ k sin k

(١ + cos٢ k)٣/٢ (آ  . ٣٢)

d٢ϕ

dk٢ =
sin k

(١ + cos٢ k)٣/٢ (آ  . ٣٣)

d٣ϕ

dk٣ =
d

dk
(

sin k

(١ + cos٢ k)٣/٢ ) (آ  . ٣۴)

d٣ϕ

dk٣ =
cos k(١ + cos٢ k)٣/٢ + sin k(٣ sin٢ k cos k(١ + cos٢ k)١/٢)

(١ + cos٢ k)٣ (آ  . ٣۵)

d٣ϕ

dk٣ =
cos k(١ + cos٢ k) + ٣ sin٢ k cos k

(١ + cos٢ k)۵/٢ (آ  . ٣۶)

d٣ϕ

dk٣ =
٢ cos k − cos k sin٢ k + ٣ sin٢ k + ٣ sin٢ k cos k

(١ + cos٢ k)۵/٢ (آ  . ٣٧)

d٣ϕ

dk٣ =
٢ cos k(١ + sin٢ k)

(١ + cos٢ k)۵/٢ (آ  . ٣٨)

س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت تحلیل مورد در حل آ  . ۴

M(k) =

(
−ieik sin k i cos k

i cos k ie−ik sin k

)
(آ  . ٣٩)

M(k)−

(
λ ٠
٠ λ

)
=

(
−ieik sin k − λ i cos k

i cos k ie−ik sin k − λ

)
(آ  . ۴٠)

∣∣∣∣∣−ieik sin k − λ i cos k

i cos k ie−ik sin k − λ

∣∣∣∣∣ = ٠ (آ  . ۴١)



روابط اثبات ٧٨

(−ieik sin k − λ)(ie−ik sin k − λ) + cos٢ k = ٠ (آ  . ۴٢)

λ٢ + ٢(i sin k)٢λ+ ١ = ٠ (آ  . ۴٣)

λ±k =
٢ sin٢ k ±

√
۴ sin۴ k − ۴

٢ =⇒

λ
+
k = sin٢ k + i cos k

√
١ + sin٢ k

λ−k = sin٢ k − i cos k
√

١ + sin٢ k
(آ  . ۴۴)

(
−ieik sin k i cos k

i cos k ie−ik sin k

)(
α

β

)
= λ±k =

(
α

β

)
(آ  . ۴۵)

λ±k = c± اگر

−ieik sin kα + iβ cos k = cα

iα cos k + iβe−ik sin k = cβ
(آ  . ۴۶)

− ieik sin kα + iβ cos k = cα (آ  . ۴٧)

α = ١ اگر

− ieik sin k + iβ cos k = sin٢ k + i cos k
√

١ + sin٢ k (آ  . ۴٨)

β =
sin٢ k + i cos

√
١ + sin٢ k + i(cos k + i sin k) sin k

i cos k

= − sin k +
√

١ + sin٢ k (آ  . ۴٩)

ͬ باشد. م زیر صورت به بردار ویژه بنابراین

e+ ∝

(
١

− sin k +
√

١ + sin٢ k

)
=

(
α

β

)
(آ  . ۵٠)



٧٩ س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت در بالاتر مراتب مشتقات محاسبه

iα cos k + iβe−ik sin k = cβ (آ  . ۵١)

β = ١ اگر

iα cos k + i cos k sin k + sin٢ k = sin٢ k + i
√

١ + sin٢ k cos k (آ  . ۵٢)

α =
sin٢ k − i cos k

√
١ + sin٢ k − sin٢ k − i cos k sin k

i cos k

= − sin k −
√

١ + sin٢ k (آ  . ۵٣)

ͬ باشد. م زیر صورت به بردار ویژه

e− ∝

(
− sin k −

√
١ + sin٢ k

١

)
=

(
α

β

)
(آ  . ۵۴)

س΄ه بدون کوانتومͬ ول·شت در بالاتر مراتب مشتقات محاسبه آ  . ۵

wk = cos−١(sin٢ k) → coswk = sin٢ k (آ  . ۵۵)

sin٢ k =

√
١ − sin٢ wk =⇒ sinwk =

√
١ − sin۴ k (آ  . ۵۶)

d(coswk)

dk
= −dwk

dk
sinwk =⇒

dwk

dk
= − ٢ cos k sin k√

١ − sin۴ k
(آ  . ۵٧)

dwk

dk
= − ٢ cos k sin k√

١ − sin٢ k
√

١ + sin٢ k
=

−٢ sin k√
١ + sin٢ k

(آ  . ۵٨)

d٢wk

dk٢ =
−٢ cos k

√
١ + sin٢ k + sin٢ k cos k(١ + sin٢ k)−١/٢

١ + sin٢ k
(آ  . ۵٩)



روابط اثبات ٨٠

d٢wk

dk٢ =
−٢ cos k

(١ + sin٢ k)١/٢
+

٢ sin٢ k cos k

(١ + sin٢ k)٣/٢
(آ  . ۶٠)

d٢wk

dk٢ =
−٢ cos k − ٢ cos k sin٢ k + ٢ cos k − ٢ cos٣ k

(١ + sin٢ k)٣/٢

d٢wk

dk٢ =
−٢ cos k

(١ + sin٢ k)٣/٢
(آ  . ۶١)

d٣wk

dk٣ =
٢ sin k(١ + sin٢ k)٣/٢ + ۶ cos٢ k sin k(١ + sin٢ k)١/٢

(١ + sin٢ k)٣
(آ  . ۶٢)

d٣wk

dk٣ =
٢ sin k

(١ + sin٢ k)٣/٢
+

۶ cos٢ k sin k

(١ + sin٢ k)۵/٢
(آ  . ۶٣)

d٣wk

dk٣ =
٢ sin k + ٢ sin٣ k + ٣ cos٢ k sin k

(١ + sin٢ k)۵/٢
(آ  . ۶۴)

d٣wk

dk٣ =
۴ sin k − ٢ sin k cos٢ k + ۶ cos٢ k sin k

(١ + sin٢ k)۵/٢
(آ  . ۶۵)

d٣wk

dk٣ =
۴ sin k(١ + cos٢ k)

(١ + sin٢ k)۵/٢
(آ  . ۶۶)





Aabstract

In this thesis, first the concept of classical randomwalk on the line has been introduced
and then quantum walk has been studied. Hilbert space of quantum walk which contains
coin space and position space defined. Coin operator instead of coin has been used for
quantum walk and its effects on quantum walk have been studied. In the following, we
showed that by knowing the initial state and using evolution operator, how the next state
can be constructed. It can be shown that by using Fourier transform, position space of
random walk can be writing into a two by two matrix. By applying inverse Fourier trans-
form, distribution of quantum walk amplitudes in basis of position has been calculated. In
the following asymptotic behavior of quantum walk have been investigated. Moreover,
by using the stationary phase theorem distribution of quantum walk amplitudes in basis of
position have been investigated.Then another type of quantum walks known as coinless
quantum walk has been introduced. This kind of quantum walks first proposed by Patel.
Its Hilbert space composed of only position space and the coin space is no longer exist.
Two states corresponding to the coin is dumped in to the index of odd and even position
indexes. By introducing two evolution operators a quantum walk can be described. By
using Fourier transform eigenvalues and eigenvectors and then amplitude distribution of
this kind of quantum walk in k-space has been estimated. Again by using inverse Fourier
transform, amplitude distribution of this kind of quantum walk in position space can be
determined. Asymptotic behavior of this kind of quantum walk have been investigated.
All, integral estimated by stationary phase approximation and. Finally, coinless quantum
walk compared to coin-based quantum walk and its advantage, weakness, similarities and
differences have been investigated.

Keywords : classical random walk- coin random walk- coinless quantum random
walk- probability distribution- stationary phase.
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