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 چکیده :

های در بخش های کوانتومی با وابستگی صریح پتانسیل به زمان به دلیل کاربردی سیستممطالعه

مختلف فیزیک، بسیار مورد توجه است. بسیاری از اثرات مكانیک کوانتومی جالب مانند فاز هندسی 

دینامیكی ذرات و اثر کوانتومی هال به این مفهوم مرتبط هستند. به موضعیت بری، اثر مولكولی بوهم، 

می میدان کوانتو کوانتومی، اپتیک کوانتومی و نظریه های وابسته به زمان در شیمیمیدان ر،تبیان کلی

ین و کاربردی در امدرن شبیه سازی مفاهیم  ،های وابسته به زمانمدلبه بیان دیگر، نیز حاضر هستند. 

های تجربی اهمیت بیشتری ها بویژه با در نظر گرفتن محدودیتسازد. این مدلا را ممكن میهشاخه

های ی شرودینگر به روشدر این پایان نامه، ابتدا ذرات غیر نسبیتی را با استفاده از معادلهیابند. می

ی ذرات نسبیتی هکنیم. سپس به مطالعرزنفیلد به صورت اجمالی بررسی میزمان و لوئیس و -انتقال فضا

ها را در حالات مختلف از جمله میدان گوردون پرداخته و آن–با استفاده از معادلات دیراک و کلاین

نسبیتی را در  همچنین ذرات فرا دهیم.الكتریكی یكنواخت و پتانسیل متحرک مورد تحلیل قرار می

 نمائیم.یو و هیون را حل میهای الكترومغناطیس بررسی کرده و برای این منظور معادلات متمیدان
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 مقدمه

مانند  های نوینهای مختلفی از علم، از گرانش گرفته تا مكانیک کوانتومی و فناوریدر حوزه

های استاتیكی و وابسته به زمان هستیم. بطور ، نیازمند بررسی حرکت ذرات در میدانلیزرهای پیشرفته

های با وابستگی زمانی رویكرد توانمندی در ارتباط با بسیاری از مفاهیم مهم فیزیک مشخص، میدان

، تولید هادرونی از طریق سنگینهای هسته، برخوردهای [2]ای مانند تولید و نابودی زوجذرات و هسته

 گذارد.در اختیار می[9]های اتمیتیوب شار، گلاسما، نوسانات پلاسمایی و برهم کنش های الكترون

 ی فرمی و تعمیمیک ذرات در مدل شتابدهندهو فیزارتباط دیگر چنین مفهومی به فیزیک هسته ای 

های کیهانی شتابدار یک ذره اشعه برمی گردد که فرمی 5343آن است. قدمت این ایده به اواخر سال 

 [.4ی باردار در برخورد با میدان مغناطیسی وابسته به زمان را مطالعه کرد]

پردازیم. در فصل دوم ذرات ابتدا به تعدادی از تعاریف مورد نیاز میفصل اول این پایان نامه در 

فصل سوم به بررسی ذرات نیم. کمیبه اجمال بررسی شرودینگر  نسبیتی را با استفاده از معادلهغیر 

ی در فصل چهارم ذرات فرانسبیتگوردن اختصاص دارد و –نسبیتی با استفاده از معادلات دیراک و کلاین

 کنیم.های الكترومغناطیس بررسی میرا در میدان

 .توصیف ذرات نسبیتی ،غیر نسبیتی و فرا نسبیتی1-1

ی از مرتبه ن گفت، انرژی کل این ذراتتوامیغیر نسبیتی ذرات بررسی  از نظر فیزیكی برای

یتی باشد. ذرات نسببزرگتر از انرژی سكون می ی نسبیتی به مراتبانرژی کل ذره انرژی سكون است و

و ذرات غیر نسبیتی با  5پتیا-کمر-گوردون و دافین-های دیراک، کلاینبسته به اسپینشان با معادله

ر ها بسیاگوییم که سرعت آنمیزیک به ذراتی فرا نسبیتی شوند. در فیشرودینگر توصیف می معادله

                                                           
1 Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) 
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نزدیک به سرعت نور است. ماکس پلانک نشان داد که انرژی نسبیتی ذرات با جرم سكون 
0m  و تكانه

p :به شكل 

(5-5)                                                                                        2 4 2 2

0

2E m c p c   

 باشد. می

2در ذرات فرا نسبیتی 

0pc m c باشد و بنابراین می توان تقریب زد که میE pc  که ،

و  Eبه مقدارهای بسیار بزرگ یا با ثابت نگهداشتن  pداشتن جرم و افزایش  تواند از ثابت نگهمی

2حالت حدی  نسبیتی نتیجه به بیان ساده، حد فراکاهش جرم به مقدار ناچیز به دست آید. 

0pc m c 

 .است

 بندی ذرات بر اساس اسپین . تقسیم1-2

ها از اصل فرمیون .شوندمیها تقسیم بندی ها و بوزونفرمیون بنیادی در دو دستهذرات  همه

 د.نند تابع موج یكسانی داشته باشنتواگوید هیچ دو فرمیونی نمیکنند که میطرد پائولی پیروی می

 کنند.انیشتین تبعیت می -ها از آمار بوزها از آمار فرمی دیراک و بوزونفرمیون

آن وجود دارد. حاکم بر ی مشهودی بین اندازه حرکت مداری ذاتی یا اسپین ذره و آمار رابطه

نیمه صحیح ی ها مقداربرای فرمیونشود و  این کمیت مشخص می sاسپین با عدد کوانتومی 

1 3
( , ,...)
2 2

 باشد.می (...,0,1,2)صحیح  ها مقداریو برای بوزون 

 1دیراک معادله. 1-3

                                                           
1 Dirac Equation 
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توسط یک فیزیكدان  5328ی موج نسبیتی است که در سال دیراک یک معادله معادله

1های الكترومغناطیسی تمام ذرات دارای اسپین کنشبه دست آمد، که برهم 5بریتانیایی پائول دیراک

2
 

شود و سازگار با دو اصل در آن حفظ میتقارن پاریته  کند،ها را توصیف مین و کوارکمانند الكترو

 ی نسبیت خاص است.مكانیک کوانتومی و نظریه

پاد ماده را نشان داد که قبلاً پیدا و مشاهده نشده بود  –این معادله همچنین شكل جدید ماده 

 و چندین سال بعد به صورت تجربی تأیید شد.

اک در ابتدا درک کاملی از اهمیت نتایجش نداشت، توصیف او از اسپین به عنوان هرچند دیر

ی از ی یكنشان دهنده احتمالی پوزیترون،و کشف اتحاد مكانیک کوانتومی و نسبیت،  یک نتیجه از

های فیزیک نظری بود. این دستاورد به طور کامل با کارهای قبل از او مثل نیوتن، بزرگترین پیروزی

نتومی های کوای کوانتومی برای تفسیر میداندیراک در نظریه معادله و انیشتین سازگار بود. ماکسول

1ی اسپین مربوط به ذره

2
 رود.به کار می 

 گوردون -کلاین  معادله .1-4

ی موج نسبیتی است که توسط فیزیكدانان اسكار گوردون نیز  یک معادله –کلاین  معادله

های تمام ذرات اسپین صفر مانند پایون را توصیف به دست آمد که برهم کنش 9و والتر گوردون 2کلاین

 کند.می

گوردون -کلاین  اسپین الكترون مشخص شد، معادله دیراک برای شرح با وجود آنكه معادله

( )KG ی ون هیگز یک ذرهبوز همچنینکند. ی مرکب توصیف میدقیقاً پایون فاقد اسپین را یک ذره

  شود.گوردون شرح داده می–کلاین که توسط معادلهاسپین صفر است 

                                                           
1 Paul Adrien Maurice Dirac 

2 Oskar Klein 

3 Walter Gordon 
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 وابسته به زمان 1اختلال .1-5

مكانیک ، همانند دند به طور دقیق حل شونتوان، می مكانیک کوانتومیتعداد مسائلی که در 

باشد. در بسیاری از موارد کاربردی مورد نظر ، استفاده از روشهای تقریبی و خیلی محدود می کلاسیک

بات کوانتومی را به یک صنعت بزرگ است. وجود کامپیوترهای سریع ، محاسناپذیر  عددی ، اجتناب

. ی شودم. علاوه بر مكانیک کوانتومی در مسائل دیگر نیز از روشهای تقریبی استفاده است تبدیل کرده

 ط دادهقوانین بسط متعددی وجود دارد که در صورت نیاز یک تابع را بس علوم ریاضیبه عنوان مثال در 

 د. کننمی و چند جمله اول را انتخاب

مورد استفاده قرار می گیرد. این نظریه در مواردی  فیزیکهای اختلال در بیشتر شاخه نظریه

تدا بسی قرار دهیم. بنابراین ، ارروی یک سیستم مورد بره ثیر عاملی را بأرود که بخواهیم تبه کار می

 .گیرندخود سیستم را در نظر گرفته و عامل موثر را به صورت یک جمله اختلالی در نظر می

آید، اختلال نوعی انحراف سیستم از حالت اولیه است. به از واژه اختلال بر می که همانگونه

ن ایکند. اما میزان یک سیستم اثر کرده و آن را مختل می برتوان گفت که عاملی عبارت دیگر می

ای کوچک باشد که بتوانیم نام اختلال را بر آن بگذاریم. در غیر این اختلال یا انحراف باید به اندازه

تغییر حالت نام ببریم. در نظریه اختلال  یصورت دیگر اعمال لفظ اختلال صحیح نبوده و باید از واژه

 .باشدم مینیز کوچک بودن میزان اختلال شرط اعمال این نظریه در مورد یک سیست

اگر عامل اختلال وابستگی زمانی نداشته باشد، در این صورت از نظریه اختلال مستقل از زمان 

. گردد. به عنوان مثال اگر یک سیستم فیزیكی تحت تاثیر یک پتانسیل خارجی قرار گیرداستفاده می

ل نیم. بنابراین عملگر کسی کرهای انرژی سیستم برثیر این عامل اختلال را بر حالتأخواهیم تحال می

گیریم. سپس حالت سیستم و نیز ی و عامل اختلال در نظر میژسیستم را به صورت مجموع عملگر انر

 .دهیمویژه مقدار سیستم را به صورت سری بسط می

                                                           
1 perturbation 

http://daneshnameh.roshd.ir/mavara/mavara-index.php?page=%D9%85%DA%A9%D8%A7%D9%86%DB%8C%DA%A9+%DA%A9%D9%88%D8%A7%D9%86%D8%AA%D9%88%D9%85%DB%8C
http://daneshnameh.roshd.ir/mavara/mavara-index.php?page=%D9%85%DA%A9%D8%A7%D9%86%DB%8C%DA%A9+%DA%A9%D9%88%D8%A7%D9%86%D8%AA%D9%88%D9%85%DB%8C
http://daneshnameh.roshd.ir/mavara/mavara-index.php?page=%D9%85%DA%A9%D8%A7%D9%86%DB%8C%DA%A9+%DA%A9%D9%84%D8%A7%D8%B3%DB%8C%DA%A9
http://daneshnameh.roshd.ir/mavara/mavara-index.php?page=%D9%85%DA%A9%D8%A7%D9%86%DB%8C%DA%A9+%DA%A9%D9%84%D8%A7%D8%B3%DB%8C%DA%A9
http://daneshnameh.roshd.ir/mavara/mavara-index.php?page=%D9%85%DA%A9%D8%A7%D9%86%DB%8C%DA%A9+%DA%A9%D9%84%D8%A7%D8%B3%DB%8C%DA%A9
http://daneshnameh.roshd.ir/mavara/mavara-index.php?page=%D8%B1%DB%8C%D8%A7%D8%B6%DB%8C%D8%A7%D8%AA
http://daneshnameh.roshd.ir/mavara/mavara-index.php?page=%D8%B1%DB%8C%D8%A7%D8%B6%DB%8C%D8%A7%D8%AA
http://daneshnameh.roshd.ir/mavara/mavara-index.php?page=%D9%81%DB%8C%D8%B2%DB%8C%DA%A9
http://daneshnameh.roshd.ir/mavara/mavara-index.php?page=%D9%81%DB%8C%D8%B2%DB%8C%DA%A9
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اگر عامل اختلال وابستگی زمان داشته باشد در این صورت نظریه اختلال وابسته به زمان به 

سی تغییر حالت سیستم در اثر یک اختلال وابسته به زمان ، یک عملگر تحول رررود. برای بکار می

ود. توان محاسبه نمیر این عملگر حالت سیستم در هر لحظه دلخواه را میأثکنیم. با تزمانی تعریف می

توانیم با انتخاب هر جمله می و شودسون بسط داده مییعملگر تحول زمانی با استناد از سری معروف دا

 دهیم.میاز بسط فوق اختلال را تا هر مرتبه معینی که مورد نظر ما باشد مورد مطالعه قرار 
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            فصل دوم:                   

 ذرات غیر نسبیتی
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 مقدمه:

فیزیكدانان را به خود جلب کرده از توجه بسیاری  [1،5مسائل کوانتوم مكانیک وابسته به زمان ]

زمان خمیده -های کوانتومی در فضابه طور گسترده در تجزیه و تحلیل میدانی این موارد است. مطالعه

 [ استفاده شده است.59] 2و اسپین ترونیک [53-52]5های پائولی[، تله8،3[، اپتیک کوانتومی ]7]

شده تا توابع موج تحلیلی نوسانگر های زیادی انجام ی گذشته، تلاشچند دهه در طول

4[، ثابت دینامیكی54] 9انتگرال مسیرهایی از جمله:ته به زمان به روشهارمونیک با جرم یا فرکانس وابس
 

 حل معادلهزمان،  پیدا شود. علاوه بر نوسانگر هارمونیک وابسته به [54] 1کوانتیزیشن دوم[ و 57-54]

با پتانسیل خطی وابسته به زمان، به ترتیب  [25،22] دیراک و معادله [58-23] شرودینگر یک بعدی

 بوده است.مورد توجه زمان  -و روش انتقال فضا با استفاده از تكنیک لوئیس، رزنفیلد

های جواب 5زمان -این است که از طریق انتقال فضا ر این فصل در بخش اول هدف اصلید

1شرودینگر با پتانسیل وابسته به زمان دقیق معادله 2 3
ˆ ˆ( , , ) ( ) ( ) ( )V z p t g t z g t p g t   (( )jg t  تابع

1,2,3jحقیقی از زمان است  ( را در )آوریم. علاوه بر این، حالات خاص بحث بعد به دست  (5+5

( بعد به روش 9+5شرودینگر وابسته به زمان با پتانسیل غیر مرکزی را در ) معادلهشود. در بخش دوم می

 آوریم.بررسی کرده و توابع موج و ویژه مقادیر را به دست می 7لوئیس و رزنفیلد

                                                           
1 Pauli trap 

2 Spintronic 

3 path integral 

4 dynamical invariant 

5 second quantization 

6 time-space transformation method 

7 technique of Lewis and Riesenfeld 
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از روش انتقال          های وابسته به زمانحل معادله شرودینگر برای پتانسیل. 2-1

 زمان -فضا

1)در  1) شرودینگر با جرم وابسته به زمان  بعد معادله( )m t [29]و پتانسیل وابسته به زمان 

1 2 3
ˆ ˆ( , , ) ( ) ( ) ( )V z p t g t z g t p g t    

 شود:به صورت زیر نوشته می

(2-5 )                                     
1 2 3

ˆ1 ˆ ˆ ˆ( ) ( , ) 0 , ( ) ( ) ( )
2 ( )

p
H z t H g t z g t p g t

t i m t



     


  

 دیم، با انجام انتقال یكانیقرار دا 1که 

( )
( , ) ( , )

i t z
z t z t e


                                                                                       )2-2( 

)که  )t توان به شكل زیر نوشترا می (5-2) تابع حقیقی از زمان است، رابطه 

( ) ( )

1 2 3

1
{ ( ( , )) ( ) ( , )} { ( ) ( )( ) ( )} ( , )

2 ( )

i t z i t zi z t z t z t e g t z g t i g t z t e
t m t z z z

    
   

      
   

 

(2-9) 

(2-4        )                                                          ( )( , ) ( ( , ) ( , ))   
 

 
 

i t zz t z t i z t e
z z

 

(2-1   )                          
2

2 ( )

2
( ( , )) [ ( , ) 2 ( ) ( , ) ( ) ( , )]      

   
  

   

i t zz t z t i t z t t z t e
z z z z

 

 داریم: (9-2)در رابطه  (1-2و ) (4-2) روابط با جایگذاری

 

2
2

12

2 3

1
( , ) ( ) ( , ) { ( , ) 2 ( ) ( , ) ( ) ( , )} ( )

2 ( )

( )( ( , ) ( , )) ( ) ( , )

i z t z t z t z t i t z t t z t g t z
t m t z z

ig t z t i z t g t z t
z
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(2-5          )

2 2

2 22

3 1

1 ( )
( , ) ( , ) ( ( ) ) ( , ) ( ( )

2 ( ) ( ) 2 ( )

( )) ( , ) ( ( ) ( )) ( , )

t
i z t z t i g t z t g t

t m t z m t z m t

g t z t g t t z z t

 
   

  

  
     

  

  

 

)حال باید این رابطه را حل کرده و تابع  )t  ی به معادله اخیر  رابطهرا تعیین کنیم، برای تغییر

 داریم کنیم.میپیروی  [24زمان ]-دیفرانسیل قابل حل، از روش انتقال فضا

(2-7                           )                                                
0

1
( ) ,

( )

t

y z t s d
m

 


     

)که  )t ( روابط زیر را خواهیم داشت7-2) ای از زمان است، با استفاده از رابطهتابع تعریف نشده 

(2-8                     )                                              

2 2

2 2

1
( )

( )

s y
t

t s t y t m t s y

z y

z y


      
   

      

 


 

 


 

  

)و این که  روابط اخیراز  , ) ( , )z t f y s  ( خواهیم داشت5-2) استفاده کرده، برای رابطه

2

22

2

2 3 1

1 1
( ( ) ) ( , ) ( , ) ( ( ) ) ( , )

( ) 2 ( ) ( )

( )
( ( ) ( )) ( , ) ( ( ) ( ))( ( )) ( , )
2 ( )

i t f y s f y s i g t f y s
m t s y m t y m t y

t
g t g t f y s g t t y t f y s

m t





  

   
    

   

     

 

(2-3             )

2

1 22

2

2 3 1

1
( , ) ( , ) ( ( ) ( )) ( , ) ( ( )

( ) 2 ( ) ( )

( )
( )) ( , ) ( ( ) ( )) ( , ) ( ( )

2 ( )

( )) ( ) ( , )

i
f y s f y s g t t yf y s i g t

m t s m t y m t

t
t f y s g t g t f y s g t

y m t

t t f y s





 

 

 
     

 


    





 

)ی زمانی، با توجه به اینكه در این مدل پتانسیل وابسته )jg t توانیمتابع نامشخصی از زمان است، می

( )t  و( )t دنای بسازیم که روابط زیر را برآورده کن 

(2-53                                           )                   
2 1

( )
( ) 0 , ( ) ( ) 0

( )

t
g t g t t

m t
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 خواهیم داشت: کنیم، بنابراین( جایگذاری می3-2( را در رابطه )53-2رابطه )

(2-55                     )
2 2

2 32

1 ( )
( , ) ( , ) ( ( ) ( )) ( , )

( ) 2 ( ) 2 ( )

i t
f y s f y s g t g t f y s

m t s m t y m t




 
    

 
 

 جملهبرای اینكه 
2

2 3

( )
( ( ) ( )) ( , )
2 ( )

t
g t g t f y s

m t


  ( حذف کنیم، فرض می55-2را در رابطه )کنیم 

(2-52                 )                                                     
0

( , ) ( , )exp( ( ) )
t

f y s F y s i G d     

                                                                                       هک

2

2 3

( )
( ) ( )

2 ( )

t
G g t g t

m t


  تحلیلی  یبرای اینكه بتوانیم به روشباشد. می( , )f y s  را بسازیم، باید

مطمئن باشیم که 
0

( )
t

i G d   و
0

1

( )

t

s d
m




  گیری هستند. به عبارت دیگر، قابل انتگرال( )m t 

)و  ) ( 1,2,3)jg t j  ( و 8-2ی )هاتوانند هر تابع دلخواهی از زمان باشند. با استفاده از رابطهنمی

 ( داریم55-2) ( برای سمت چپ رابطه2-52)

(2-59)
0

0 0

( , ) { ( , )exp( ( ) )}
( ) ( )

( , ) ( , )
exp( ( ) ) (exp( ( ) ))

( ) ( )

t

t t

i i
f y s F y s i G d

m t s m t s

i F y s iF y s
i G d i G d

m t s m t s

 

   

 
 

 

 
   

 



 

 

 خواهیم داشت: (59-2) رابطه ( در8-2) با جایگذاری رابطه

 
0 0

0

( , )
( , ) exp( ( ) ) ( , )[ ]exp( ( ) )

( ) ( )

( , )
{ ( , ) ( )}exp( ( ) )

( )

t t

t

i i F y s
f y s i G d iF y s i G d

m t s m t s t y

i F y s
F y s G t i G d

m t s

    

 

   
    

   


  



 



 

(2-54) 

 داریم: (55-2) ( در رابطه52-2با جایگذاری روابط )

 

2 2

220

3

( , ) 1 ( )
{ ( , ) ( )}exp( ( ) ) ( , ) ( ( )

( ) 2 ( ) 2 ( )

( )) ( , )

ti F y s t
F y s G t i G d f y s g t

m t s m t y m t

g t f y s
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)( و رابطه 52-2با توجه به رابطه ) )G t :داریم 

  

2

20 0

0

( , ) 1
{ ( , ) ( )}exp( ( ) ) ( , ) exp( ( ) )

( ) 2 ( )

( ) ( , ) exp( ( ) )

t t

t

i F y s
F y s G t i G d F y s i G d

m t s m t y

G t F y s i G d

   

 

 
    

 

 

 



 

(2-51                     )                                                           
2

2

( , ) 1
( , )

2

F y s
i F y s

s y

 
 

 
 

ی رهذشرودینگر یک بعدی  شبیه معادله حاصل ی مورد نظر حذف شد و معادلهجمله اًبینیم نهایتکه می

1mآزاد با جرم    1و  کوانتومی به شكل زیر داده شده استاست که حل آن در کتب مكانیک 

(2-55             )                                                           21
( , ) exp( ( ))

22

s
F y s i Ay A


   

 گردیم، با جایگذارییک عدد حقیقی دلخواه است. حال برای داشتن تابع موج تمام مسیر را بر می Aکه 

 داریم:( 55-2و ) (2-2)در روابط  (7-2روابط )

                                                     

( )( ) ( )0

2( ) ( )( ) 02

( , ) ( , ) ( , )

1

2

t
i G diz t iz t

s ti Ay A i G diz t

z t f y s e F y s e e

e e e

  

 





 

  

 



  

(2-57                                      ) 2

1

( )

2
0 ( )( )( ( )) 01

( , )
2

im

tAi d t i t zG diA z t
z t e e e e


  





 

  

 خواهیم داشت: G( و رابطه53-2با توجه به روابط )

    (2-58)                                             

2 2
0

1 1
0

2

2 3

( ) ( )
( ( )) ( ) ( ( ))

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

2 ( )

t

t

g t g d
m m

g t g d

G g g
m

   
    

 

    

 
   



      

    

  



  

)بنابراین به ازای  )m t  و( )jg t شرودینگر به همین سادگی قابل حل است. ، معادله 

 های خاصحالت -
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 کنیمدست آمده، چند مورد خاص را بررسی می نتایج بهبررسی درستی به منظور 

 

2به شكل ، اگر پتانسیل وابسته به زمانحالت اول 3 1 1( ( ) ( ) 0, ( ) 0) ( , ) ( )g t g t g t V z t g t z    

 ( داریم57-2) باشد، از رابطه

(2-53                                       )2

1

( )

2
0 ( )( )( ( )) 01

( , )
2

im

tAi d t i t zG diA z t
z t e e e e


  





 

  

 در آن که

                                                                                      

1
0

2

0

( ) ( )

( )
( )

2 ( )

( )
( )

( )

t

t

t g d

G
m

t d
m

  

 




 
 



 



 





  

 می باشد. [24]( در توافق با نتایج53-2ی )واضح است که نتیجه

1، اگر میدان خارجی میرا باشد حالت دوم 2 3( ( ) ( ) ( ) 0)g t g t g t   و جرم ذرات مستقل از زمان 

)0باشد ) )m t m  0باm شود(به شكل زیر می57-2) ، رابطه )ثابت 

                                                                                   2 1

2 (0)

0 0 0

1
( , )

2

iA
t

miAz

G

z t e e

 






    



 

(2-23               )                                                              1
( , ) exp[ ( )]

2
z t i Pz Et


  

A: که P  و
2 2

0 02 2

A P
E

m m
 . 
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و  Eبا انرژی آزاد  موج تخت ذرهمعادله معادله ای مانند مشهود است  (کاملا23ً-2در رابطه )

های کوانتومی وابسته به زمانی که اینجا در نظر باشد. بنابراین سیستممی zدر راستای  Pی تكانه

 شوند.آزاد تبدیل می دان خارجی میرا است، به شكل ذرهگرفتیم، هنگامی که می

به فرم را  یاگر پتانسیل وابسته به زمانحالت سوم، 
1 3 2

ˆ ˆ( ( ) ( ) 0) ( , ) ( )g t g t V P t g t P    در نظر

0G بگیریم،    (  داریم57-2) . در این مورد با توجه به رابطهشودمی 

  (2-25)                                      
2

2
0 0

1 1
( , ) exp[ ( ( ) )]exp[ ]

2 ( )2

t tA
z t iA z g d i d

m
   


     

که
2

0
( ) ( )

t

t g d    . 

2دهند هنگامی که نتایج نشان می 3( ) ( ) 0g t g t  ی ی کلی به نتیجهباشد، نتیجه

1که شود. هنگامی تبدیل می[24] 2 3( ) ( ) ( ) 0g t g t g t   آزاد  شرودینگر ذره ها معادلهباشد، جواب

1[هستند. همچنین هنگامی که 21] 3( ) ( ) 0g t g t باردار در یک  تواند حرکت ذرهمیشد، تابع موج با

 میدان مغناطیسی را شرح دهد.

. معادله شرودینگر وابسته به زمان با پتانسیل غیر مرکزی به روش لوئیس و 2-2

  رزنفیلد:

یعی ، کاملا طبباشند محدود هستندقابل حل دقیق می از آنجایی که مسائل وابسته به زمان که

 هامیلتونی پتانسیل غیر مرکزی که به وسیله ازاست که بپرسیم چگونه یک فرم کلی 

(2-22)                                                            
2

2 2

2

1 ( )
( ) ( ) ( )

2 ( ) 2 ( )

p U
H t M t t r

M t M t r


    

)) شود را مطالعه کنیمح داده میشر )U  دلخواه است(. یک معادله 
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ی ناوردای ترهای متغیر با زمان، روش عملگرسیستم های دینامیكی با پارام برای کامل کردن مطالعه

ستگی ب ای کههامیلتونی شرودینگر با دقیق معادلهبریم که برای حل لوئیس و رزنفیلد را به کار می

ررسی ه را بقبل از آنكه به کمک این روش سیستم با هامیلتونی داده شد مفید است.صریح زمانی دارد، 

 لوئیس و رزنفیلد را بیان می کنیم. مختصری از روشکنیم، 

( )I t عملگر هرمیتی†( )I I [1]هایزنبرگ صدق می کند اوردا، وابسته به زمان در رابطهن  

(2-29)                                                                                    ( ) 1
[ ( ), ( )] 0

I t
I t H t

t i


 


  

 ت بهتحول زمانی نداشته و ویژه مقادیرش مستقل از زمان خواهند بود ولی خود عملگر نسب Iعملگر 

 ویژه مقداری زیر را معرفی می کنیم کند، معادلهزمان تغییر می

(2-24)                                                                                             ( ) n nI t     

 اثر می دهیم n( را بر 29-2) مستقل از زمان است، رابطه خواهیم نشان دهیم می

                                                                ( )
( ) ( ) ( ) 0n n n

I t
i I t H t H t

t
   


  


  

 کنیمضرب می nبه دست آمده را در  هرابط

     (2-21)                                                      ( )
( ) ( ) 0n n n n

I t
i H t

t
     


    


 

به ازای     ،( )
0n n

I t

t
 


 


 خواهد شد. 

 ( نسبت به زمان مشتق جزئی بگیریم، خواهیم داشت24-2) اگر از رابطه

                                                                 ( )
( )n n n n

I t
I t

t t t t


    

   
  

   
  

 بنابراین

(2-25)                                                                                                  
( )

0n n

I t

t t
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 مستقل از زمان است. بنابراین ویژه مقادیر 

 شرودینگر وابسته به زمان فیلد نشان دادند که جواب معادلهلوئیس و رزن

 (2-27             )                                                                ( ) ( , ) ( , )H t x t i x t
t

 





  

 تواند به شكل زیر نوشته شودمی

(2-28         )                                                                             ( )( , ) ( , )i tx t e x t  

 ( داریم27-2( در )28-2) با جایگذاری رابطه

                                                             

( ) ( )( , ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )

i t i ti e x t H t e x t
t

t x t i x t H t x t
t

  

   







  



 

(2-23                                          )                      ( ) ( , ) ( ) ( , )
d

t x t i H t x t
dt t
  


 


 

)دهد که فاز ( نشان می23-2) رابطه )t تواند از این رابطه به دست آید.می 

( 22-2آن در رابطه) ریم که هامیلتونیگی( را در نظر می27-2شرودینگر وابسته به زمان ) اکنون معادله

)کلیدی روش لوئیس و رزنفیلد ساختن اپراتور ناوردایی  تعریف شده است. نكته )I t  ما آن را است که

 [.25] به شكل زیر در نظر می گیریم

(2-93      )                                                                                 
1 2 3

1
[ ]

2
I T T T      

 توابع حقیقی وابسته به زمان هستند. همچنین و و  که 

(2-95                           )                                  2 2

1 2 32

2 ( )
, , r r

U
T p T r T rp p r

r


        

1 که عملگر
( )rp i

r r


  


 ( روابط جبری زیر را دارد95-2) است و مجموعه 

(2-92           )                                      1 2 3 2 3 2 1 3 1[ , ] 2 , [ , ] 4 , [ , ] 4T T i T T T i T T T i T      
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( را به فرم اپراتور 22-2را بیابیم، به این منظور ابتدا هامیلتونی) Iخواهیم اپراتور  ناورداییحال می

 ( را برآورده کنند:29-2) ته، سپس با جایگذاری باید رابطه( نوش93-2)ناوردایی 

                                                                             

2

1 2

1 2

1 1
( ) ( ) ( )

2 ( ) 2

[ , ] 0

H t T M t t T
M t

i
I I H

t

 


 



 

                                                                                   
1 2 3

1
1 [ ]

2
I T T T

t
  


   


 

                                             2
2

3 1 2

2 [ , ]

( ) ( )
( ) ( ) ( )
2 ( ) 2 ( )

i
I H

M t t
T T M t t T

M t M t

   
 

 

   

 

 بنابراین

                      
2

2

1 2 3

1 ( ) ( )
( ) ( ( ) ( )) ( ) 0
2 ( ) 2 2 2 ( ) 2

M t t
T M t t T T

M t M t

     
         

 شود:که منجر به نتایج زیر می

(2-99                                                                                )2

2

2

( )

2 ( ) ( )

( ) ( )
( )

M t

M t t

M t t
M t

 

  


  

 



  

 

)برای حل این معادلات، مناسب است که تابع  )t را بسازیم که 

(2-94                )                                                                                     2( ) ( )t t   

2شود.  ( )t  ( خواهیم داشت99-2اول ) ( و رابطه94-2از زمان است. از )یک تابع حقیقی 

                                                                                                               2  

  (2-91                )                                                                                    M     
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(2-95        )                                                                          2M M M        

 ( داریم99-2سوم ) از رابطه

                                                                                                2( )M M      

(2-97                       )                                        2 2 2 2 2( )M MM M M            

 (:                      97-2) ( و رابطه99-2از رابطه دوم )

                                                                                              22 ( ) ( ) 0M t t    

                                       
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( )

2 2 2 0

d
M MM M M MM M

dt

MM M M

         

   

    

   

 

(2-98                           ) 2 2 2 2 2 2( ) 3 ( ) 0
d

M MM M M MM M
dt

               

 اگر

(2-93               )                                                            2 2 2

3

1
( )M MM M   


   

 ( خواهیم داشت97-2شود. بنابراین با جایگذاری در )برقرار می( 98-2) باشد، رابطه

(2-43                      )                                                               2 2

2

1
( ) ( )

( )
t M t

t
 


   

( 95-2وابط )( و همچنین استفاده از ر93-2) ( در رابطه43-2( و )91-2(، )94-2با جایگذاری روابط )

 اپراتور ناوردایی به شكل زیر به دست می آید

(2-45                                  ) 2 2 2 2 2

2 2

1 2 ( ) 1
[ ( ) ( ) ( )]

2
r r

U
I p M r M rp p r

r


  


       

 ( داریم99-2دوم ) ( در رابطه43-2از قرار دادن رابطه )

(2-42                           )                                                         2

2 3

1M

M M
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)قیدی برای  که یک رابطه )t  می باشد، یعنی تابع( )t ( را برآورده کند.42-2) باید رابطه 

است که از انتقال یكانی ( مناسب 45-2( با اپراتور ناوردایی )24-2ویژه مقداری ) برای حل کردن معادله

 استفاده کنیم، برای این منظور

(2-49                               )                                                    2exp( )
2

M
S i r


  


    

I† نیز طبق رابطه Iبنابراین اپراتور  S IS  کند :تغییر می 

2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 1 2 3 22

1 3

2

1 2 ( ) 1
exp( ) [ ( ) ( ) ( )]exp( )

2 2 2

1 1
exp( ( ) ) [ ( ) ]exp( ( ) )

2 2 2

r r

M U M
I i r p M r M rp p r i r

r

M M
i T T M T MT i T

  
  

  

 
  

  

       

      

)اگر   )
2

M
A




   هاسدروف داریم -بكر  نظر بگیریم، با استفاده از قضیهدر 

                                                               

2 2
2

1 2 1 2 2 1

2 2
2

1 3 2

2 2

22

3 2 3

2 2

3 2

1
1 { [ , ] ( )[ ,[ , ]]}

2 2

1

2 2 2

1 1
2 ( )

2

1
3 { [ , ]}

2

1

2

i A
T iA T T T T T

M M
T T T

M T

M T iA T T

M T M T



 







 

  

  

 

  

  

 بنابراین از مجموع این سه جمله

(2-44)                                                                                             
2 2 2

2 2

1 2 ( ) 1
[ ( ) ]

2

U
I p r

r





     

ای  و تغییر متغیر به دو بخش شعاعی و زاویه 2pآید. با باز کردن به دست می
r

R


 خواهیم داشت 
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2
2 2

2

2 2 2
2 2

2 2 2

2
2

2 2

2 2
( ) ( )

1
( ( ))

r

r

L
p p

r

p
r r r R R R

R
R R R





 

   
     

   

 
 

 

 

 در مختصات کروی به شكل 2Lکه اپراتور 

                                                                     2 2 2 2 2( cot( ) sin ( ) )L            

I  در رابطه( و روابط بالا44-2) بنابراین با جایگذاری رابطهست. ا     خواهیم داشت 

(2-41                      )                                      
2

2 2 2

2 2

1 2 ( )
{ ( ) (2 )} 0R

L U
R R R R

R


  

       

 به فرم با در نظر گرفتن تابع 

(2-45                                                                                             )1
( , , ) ( ) ( ) ( )R f R

R
         

 ( خواهیم داشت 41-2) و جایگذاری در رابطه

2
2 2

2 2 2 2 2

2
2

2 2

1 1 1 1 1 1 1
( )( ) {2 [ ( cot( )

1 1
) 2 ( ) ] } 0

sin ( )

f
R f f f

R R R R R R R R

f U R
R


 

  
 

    
        

   

 
     



 

 و در نظر گرفتن با اثر دادن تمام جملات و تقسیم رابطه بر 

(2-47     )                                                                                       ( ) 0, 1, 2,...
im

e m
      

 خواهیم داشت

                     
2 2 2

2

2 2 2 2 2 2

1 2

1 1 1 1 1 ( )
(2 ) [ cot( ) 2 ] 0

sin ( )

f U m
R

f R R
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مساوی قرار دادن عبارات بینیم که قسمت شعاعی و زاویه ای از هم جدا هستند. بامی
2

1



R

و  

2  شودبالا به شكل زیر جداسازی می رابطه 

(2-48                      )                                                          
2 2

2

2 2 2

( ) 1
(2 ) ( ) 0

f R
R f R

R R





   


 

(2-43                 )                                           
2 2

2 2 2

( )
[ cot( ) 2 ] ( ) 0

sin ( )

U m
  

  

 
     

 
 

 باشد.ثابت جداسازی می که  

)( که مستقل از 48-2بینیم که معادله شعاعی )می )U  باشد است، یک نوسانگر هماهنگ کروی می

2Rغییر متغیر های آن با استفاده از تکه جواب S  و سپس حل به روشNU [27 برحسب چند ،]

 های لاگر به شكلایجمله

(2-13)                                                                                                  

1 2 2

2( ) ( )exp[ ]
2

n

R R
f R R L






   

باشد که می
1

4
    بوده و ویژه مقادیر آیدزیر به دست می از رابطه 

(2-15          )                                                                                 (2 1 ) 0,1,2,...n n      

 را نیز محاسبه کنیم. توانیم (، می43-2) ای یعنی معادلهزاویهت با حل کردن قسم

)cosای تغییر متغیر برای حل کردن قسمت زاویه )S   را داده و با در نظر گرفتن( ) 0U  داریم ،

2 2

1 1 1 1 1 1 1 12 2 2 2 2 22 2 (2 ,2( 2 ) 2 2)
4 16 2 16 16 16 16 16( ) (1 ) (2 1)n

m m m m m m
S S S p S

          
    

(2-12) 

)که  , ) ( ) 

np x باشند:ای های ژاکوبی میچند جمله 

                                          ( , ) ( 1)
( ) (1 ) (1 ) [(1 ) (1 ) ]

2 !

n n
n n

n n n

d
p x x x x x

n dx
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 همچنین برای ثابت جداسازی

(2-19)                                                    2 2 2 23 1 1
(2 1)( 2 )

8 16 16
n n m n m m           

 پردازیم.حال به حل چند مثال در حالات مختلف میآید. به دست می

 حالت اول:

 کنیم کهابتدا حالتی را انتخابی می

(2-14                                                                                                       )2

0( ) , ( )M t t t    

را به شكل زیر تعریف  ( را حل نماییم. برای این کار ابتدا 42-2) باید معادله باشد. برای محاسبه

  [28کنیم]می

(2-11                                                                                                                            )  1
y

t
   

 کنیممحاسبه می tرا نسبت به  باشد. حال مشتق اول و دوم می نیز تابعی برحسب زمان yکه 

                                                                                               
2

2 3

1 1

1 2 2

y y
t t

y y y
t t t





  

  

 

 داریم (42-2) از جایگذاری این روابط در رابطه

(2-15                                                                                                                          )2

0 3

1
y y

y
   

 خواهیم داشت y( در 15-2) با ضرب کردن رابطه

                                                                     

2

0 3

2
2 2 20

2 2 2

0 2

0

1 1
( ) ( ) ( ) 0

2 2 2

1
( ) 0

y
yy yy

y

d d d
y y y

dt dt dt

d
y y

dt y
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 :گیریمدر نظر می 2aبنابراین عبارت داخل پرانتز برابر مقدار ثابتی است که ما آن را 

                                                                                              2 2 2 2

0 2

1
y y a

y
   

                                                                                         

1

2 2 2 4 2
0( 1)y a ydy

dt y

 
 

                                                                                  
1

2 2 2 4 2
0( 1)

y
dy dt

y a y



 
   

2uبا در نظر گرفتن  y داریم ، 

                                                                                

1

2 2 2 2
0

1

2 2 2 2
0

1

2( 1)

1

2 (1 )

du t

ua u

du t

i u ua









 

 

 

 





  

از طرفی 
2 4

2 2 2 2

0 0 2

0 0

(1 ) ( ) 1
2 4

a a
u ua u 

 
      باشد، همچنین با در نظر گرفتن می

4
2

2

0

1
4

a
b


  داریم 

                                                                           

12
2 2 2

0

0

2
2

0 1

0 2
2

1

2 (( ) )
2

1

( )
2

2 ( 1)

du t
a

i u b

du t
a

u

ib
b











 

 

 








 

 با استفاده از تغییر متغیر

(2-17   )                                                                                                                  
2

0

0

1
( )

2

a
u

b
 


  

 خواهیم داشت
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01

2 2

0

2 ( )

( 1)

Arcsinh( ) 2 ( )

d
i t

i t


 



  

 



 


  

(2-18        )                                                                                                        0sinh(2 ( ))i t    

 (17-2) ( در18-2با جایگذاری رابطه )

                                                                            2

0

0 0

1
sinh(2 ( )) ( )

2

b a
u i t 

 
    

)sinhآید. بنابراین با استفاده از تعریف به دست می )
2

x xe e
x


  

(2-13                              )                                                             2

0

0 0

1
sin(2 ( )) ( )

2

ib a
u i t 

 
   

 با بازگشت به روابط قبلی داریم:

                                                                           2

0

0 0

1
sin(2 ( )) ( )

2

ib a
y i t 

 
    

 و 

(2-53   )                                                                                2

0

0 0

1 1
sin(2 ( )) ( )

2

ib a
i t

t
  

 
    

0bاگر   باشد، بنابراین 

(2-55                                                                                                                            )      
1

0

t






  

( 14-2( و )19-2(، )12-2(، )15-2(، )13-2)(، 47-2به دست آمد. حال با استفاده از روابط ) تابع 

,0به ازای  0, 0n l m   داریم 
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1 3 2 2( )
2 08

0

1

2 2

7 3
,

8 8

( ) ( ) exp[ ]
2

( ) 1

( ) (1 cos ) cos

r tr
f r

t

 







  



 

 

 

  

  

 (45-2) با استفاده از رابطه

                                           
1 3 12 2( )

22 08 2

0 0

1
( )( ) exp[ ](1 cos ) cos

2

r tr

rt t


  

 



    

 ( نتیجه به شكل 48-2) و با استفاده از رابطه

(2-52            )                        
1 3 1 2( )

2 4 22 08 2

0 0

1
( )( ) (cos cos ) exp[ ( ) ]

2

it tr
r

rt t


  

 

 
   

)خواهد شد که ویژه تابع اپراتور ناوردایی  )I t باشد.می 

 حالت دوم:

 در این حالت، با انتخاب

(2-59                                                                                                    )4

0( ) , ( )M t t t   

 [ 28برابر است با] 

(2-54)                                                                                                          

12

2
2 2

00

1
(1 )

t

t






   

( به ازای 14-2( و )19-2(، )12-2(، )15-2(، )13-2(، )47-2با استفاده از روابط )

0, 0, 0n l m    داریم 
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1 31 2( )

2 2 12 82
0 02 2 2 2

0 0

1

2 2

7 3
,

8 8

1 1
( ) ( (1 ) ) exp[ (1 ) ]

2

( ) 1

( ) (1 cos ) cos

r
f r rt t

t t

 

 
 



  




 

   

 

  

                                                        

 (45-2) با استفاده از رابطه

  (2-59)                

1

2
1 312 2 2( )

2 2 120 82
0 02 2 2 22

0 00

1

2 4 2

1
(1 )

1 1
( (1 ) ) exp[ (1 ) ]

2

(cos cos )

t r
rt t

t trt


  

 

 






    

 

 

)( ویژه تابع اپراتور ناوردایی 49-2) و از رابطه )I t  

1

2 2 12
1 3 012 2 2 2 2( )

2 220 0 082
0 2 22

00

1

2 4 2

1 1
(1 ) 2 ( )(1 )

1
( (1 ) ) exp[( ) ]

2

(cos cos )

it
it t

t t
rt r

trt


  

 


 




    

 

 

 

(2-55) 

ی ، ویژه تابع اپراتور ناوردایباشدبرحسب مكان و زمان میکه آید که ویژه تابع به دست آمده به دست می

 است.

 حالت سوم:

 برای این حالت، 

(2-57                                                                                             )
0 0( ) , ( )

t
M t m e t

     

  ]28 [برابر است با  گیریم. تابع را در نظر می

(2-58                           )                                                            
2

2

0

0

2
( ) ,

4

t
e

t
m
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 مانند حالات قبل با استفاده از همان روابط 

                                                                
1 3 2( )
2 08

0

1

2 2

2

7 3
,

8 8

( ) ( ) exp[ ]
2

( ) 1

( ) (1 cos ) cos

t
t r m

f r r m e e


 



  



 


  

 

  

  

 داریم (49-2( و )45-2های )و با استفاده از رابطه

(2-53            )          
1 3 12( )

0 22 08 2
0

2 2( )( ) exp[ ](1 cos ) cos
2

t
t tm r m

e r m e e
r



 

  
 

     

 و بنابراین

(2-73          )
1 3 1( )

0 2 4 22 8 2
0 0

2 2
( )

2( )( ) (cos cos ) exp[ ]
2

t
t t im

e r m e m e r
r



 


  



    

0nکه در تمام حالات ویژه مقدار به ازای  l m   برابر 

(2-75                                                                                                                     )4
3

(1 )
8

   

 باشد.می

دیراک با پتانسیل وابسته به زمان را  باشد، در فصل بعد معادلهیتی میچون هدف ما بررسی ذرات نسب

 کنیم.به همین روش بررسی می
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               سوم:فصل 

 ذرات نسبیتی
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 مقدمه

فی های مختلحل تحلیلی، روشدر مكانیک کوانتومی برای یک شكل خاص از پتانسیل، برای 

ها، استفاده از راه حل ها وابسته به زمان هستند برای به دست آوردن جوابوجود دارد. هنگامی پتانسیل

با  های وابسته به زمانهای زیادی برای یافتن جواب دقیق سیستمتقریبی اجتناب ناپذیر است. تلاش

 2،روش ابر تقارن  [23،93]5مثال انتگرال مسیر های مختلف صورت گرفته است، برایاستفاده از روش

های وابسته به زمان، با این حال موضوع سیستم ….و  [92] 9ها، روش استاندارد جداسازی متغیر [95]

های دقیق با استفاده از معادلات کمكی به موضوع خیلی جالبی است، به ویژه برای کسانی که جواب

 آورند.دست می

 های دقیق برای مواردنتومی غیر نسبیتی با شرایط مرزی متفاوت جوابهای کوابرای سیستم

 . [99-91خاص پیدا شده است]

ین زمان مشهود است. اول–های نسبیتی با تغییر شرایط مرزی، جدایی قسمت فضابرای سیستم

  [.95ی تابش کیهانی توسط فرمی مطالعه شد]مدل با تغییر شرایط مرزی در زمینه

وابسته به زمان دیراک را حل نموده و انطباق آن با کوانتوم  بخش اول معادله در این فصل، در

–دیراک در پتانسیل وابسته به زمان را به روش لوئیس کنیم. در بخش دوم معادلهقیق میکلاسیک را تح

کنیم که از این روش در فصل دوم برای بررسی ذرات غیر نسبیتی نیز استفاده کردیم. رزنفیلد بررسی می

گوردون و دیراک وابسته به زمان برای یک میدان الكتریكی یكنواخت  -در بخش سوم معادلات کلاین 

ت، یتی دیگری اسوابسته به زمان نسب سیستم د. در  بخش چهارم هدفمان مطالعهرا بررسی خواهیم کر

)گوردون را با یک پتانسیل متحرک –کلاین در این مورد ذره )V x vt  که با یک سرعت ثابتv 

)کنیم. برای این کار از تبدیلات لورنتسکند، بررسی میحرکت می , ) ( , )x t y  کنیماستفاده می 

                                                           
1 path integral 

2 supersymmetry method 

3 separation of variables 
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کند و به عنوان یک مثال، تعیین اصلی را به یک سیستم مستقل از زمان تبدیل می که مسئله [97]

)در سیستم  Jو چگالی جریان  با چگالی)بار(ضرایب بازتاب و انتقال  , )y   نشان داده شده است و

 بررسی خواهیم کرد. Zبه عنوان آخرین بخش فرمیون ها را در میدان ثابت در راستای محور 

 معادلات وابسته به زمان دیراک و انطباق آن با کوانتوم کلاسیک. حل دقیق 3-1

زمانی و یک میدان مغناطیسی استاتیک یا یک  دیراک با یک جرم وابسته حل دقیق معادله

 ، تكانه و اپراتورهای ماتریس چارچوب مورد بحثاست. مؤلفه پتانسیل خطی وابسته به زمان داده شده

اعداد کوانتومی بزرگ، این عناصر ماتریسی  دهیم در محدودهمیهند شد. نشان سرعت محاسبه خوا

  دهند.های کلاسیكی میجواب

)باردار در حال حرکت در یک میدان مغناطیسی ) که سرعت نور هامیلتونی برای ذره )c  و ثابت پلانک

(  [98گیریم( به شكل زیر است]را یک در نظر می (

(9-5                                                                                              ).( ) ( )H p eA m t     

 ای پیدا کردن توابع موج، معادلهمیدان مغناطیسی است. برپتانسیل برداری  Aبار ذره است و  eکه 

 به شكل زیر هستند و تواند به یک فرم جدید تغییر کند. ماتریس دیراک می

(9-2                                                                 )
1 1

3 3

0 0 1

0 1 0

0 1 0

0 0 1

I
I

I


   



  

   
      
   

   
      

    

  

)های ماتریس واحد است. ماتریس Iکه  1,2,3)j j   با( 1,2,3)j j  ی پذیرند. با جایگذار جابجا

 ( داریم5-9( در )2-9)  رابطه

(9-9                                                                             )
1 3.( ) ( )H p eA Im t       

)بخش زمانی و مكانی , , ) x y t کنیمرا به شكل زیر جدا می 
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(9-4                                                                                          )( , , ) ( , ) ( )x y t g x y f t   

 دیراک به شكل زیر خواهد شد بنابراین معادله

                         
1 3[ .( )] ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

H i
t

p eA g x y f t m t g x y f t i g x y f t
t




  







   



 

(9-1                                                                                   ).( ) ( , ) ( , )p eA g x y g x y   

(9-5                                                                                  )
1 3( ( ) ) ( ) ( )m t f t i f t

t
 


 


 

4دیراک با ماتریس هامیلتونی  بینید معادلههمانطور که می 4 ( با 5-9) و (1-9) به دو معادله

2های ماتریس 2  کاهش یافت. میدان مغناطیسی را در راستای محورZ گیریم، پتانسیل در نظر می

 برداری 

(9-7                                                                                           )
0 , 0x y zA B y A A     

 دان مغناطیسی است. اکنون با تعریفقدرت می 0Bاست که 

(9-8                                                                                                 )1

2

( , )
( , )

( , )

g x y
g x y

g x y

 
  
 

  

 ( داریم1-9) در معادلهو جایگذاری آن 

                
1 1

0

2 2

1 1

2 2

.( ) ( , ) .( ) ( , ) .( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )0 1 0
( ) ( (0))

( , ) ( , )1 0 0

( , ) ( , )1 0
(0 0)

( , ) ( , )0 1

x x x y y y z z z

x y

p eA g x y p eA g x y p eA g x y g x y

g x y g x yi
p eB y p

g x y g x yi

g x y g x y

g x y g x y

   



     

      
        

      

    
      

    

  

(9-3                                                                                )0 2 1(( ) ) ( , ) ( , )x yp eB y ip g x y g x y   

(9-53                                                                     )0 1 2(( ) ) ( , ) ( , )x yp eB y ip g x y g x y   
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 کنیم( جایگذاری می3-9) ( را در رابطه53-9رابطه )

               

2

0 0 1 1

2 2 2

0 0 0 1 1

2 2 2

0 0 1 1

0

(( ) )(( ) ) ( , ) ( , )

[( ) ( ) ( ) ] ( , ) ( , )

[( ) [ , ] [ , ]] ( , ) ( , )

x y x y

x x y y x y

x y x y y

i

p eB y ip p eB y ip g x y g x y

p eB y i p eB y p ip p eB y p g x y g x y

p eB y p i p p ieB y p g x y g x y







 

    

      

    

  

(9-55                                                        )2 2 2

0 0 1 1[( ) ] ( , ) ( , )x yp eB y p eB g x y g x y    

 دانیممی ( را حل کنیم.55-9) اهیم معادلهخوحال می

xp i
x


 


 

 ( داریم55-9) با باز کردن رابطه

   

2 2
2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 1 12 2

2 2
2 2 2 2

1 0 1 0 0 12 2 2

[( ( ) ) ] ( , ) ( , )

2 1
( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) 0

i eB y i eB y e B y eB g x y g x y
x x x y

i
g x y eB y g x y e B y eB g x y

x y x





   
      

   

  
     

  

      

 ما به صورت کنیم که جواب معادلهفرض می

(9-52                                                                                  )
0

0
1

0

e
( , ) ( )

2

x
x

n

ixp
p

g x y y
eB




   

محاسبات زیر را نیاز بررسی این موضوع برای . جواب باید رابطه را برآورده کند باشد. در این صورت

 داریم:

                                                                                      

0

0

0

0

01

22

01

2

1

22

1

2 2

( , )

2

( , )

2

( , )

2

( , )

2

x

x

x

x

ixpx
n

ixpx
n

ixp

n

ixp

n

ipg x y
e

x

pg x y
e

x

g x y e

y y

g x y e

y y




























 




 

       

 بنابراین
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2 2 2 2 2
2 0 0

0 0 02 2 2 2

2 2
2 20 0

02 2

0 0

2
{ } 0

( ) { ( ) } 0
( )

n
x x n

n x
n

e B y eB
p eB yp

y

eB p
eB y

y eB eB

 


 



      



 
   



           

(9-59                                 )                                  
2

2 20
02

0

( ) { ( ) } 0n x
n

p
eB y

y eB


 


   


 

 که

(9-54                                                                                                   )
2

0

2

0( )

eB

eB





  

0با تغییر متغیر 

0

xp
s y

eB
   

                                                                                    
2

2 2

02
( ) { } 0n

neB s
s


 


  


     

2sشود. تغییر متغیر دیگری به صورت می t رسیمزیر می دهیم و به معادلهمی 

(9-51                                                                 )
2 2 22

0 0

2 2

( ) ( )1
( ) 0

2 4
n

eB t eB t

t t t t




 
  

 
  

 آیدبه دست می لاگروابسته ما بر حسب توابع  جواب معادله

(9-55                                                                                         )
1 1

2 2
0

0
2 ( )n n

eB
t

t e L eB t


 

 که

                                                                                            2 20

0

( )xp
t s y

eB
    

 همچنین ویژه مقادیر انرژی به صورت

(9-57                                                                    )                        02(2 1)n n eB     

 ( داریم5-9) شوند.حال برای قسمت زمانی معادلهتعیین می
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(9-58                                                                                                                )1

2

( )
( )

( )

f t
f t

f t

 
  
 

 

 ( خواهیم داشت5-9) جایگذاری در رابطهبا 

                                                         1 1

2 2

( ) ( )0 1 1 0
{ ( ) }

( ) ( )1 0 0 1

f t f t
m t i

f t f tt


       
       

        
  

(9-53                                                                                          )
2 1( ) ( ( )) ( )n f t i m t f t

t



 


  

(9-23                                                                                         )
1 2( ) ( ( )) ( )n f t i m t f t

t



 


 

 داریم (53-9( در )23-9) با جایگذاری معادله

                                                                     2

2 2( ( ))( ( )) ( ) ( )ni m t i m t f t f t
t t


 
  

 
     

(9-25                                                                      )
2

2 2

2 22

( )
( ( )) ( ) ( )n

m t
i m t f t f t

t t


 
   
 

  

 ( داریم5-9) ای هامیلتونی داده شده در رابطهبر

                                                 
.( ) ( )

( )x x y y z z x x y y

H p eA m t

p p p e A e A m t

 

     

  

     
  

 (7-9)با جایگذاری روابط 

                                                                     
0 ( )x x y y xH p p eB y m t       

 داریمهایزنبرگ  با استفاده از روابطمی شود. حال 

        
0

( ) ( ) 1 1
[ , ] {[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]}

( ) ( )
0

x n
x x x x x y y x z z x x

x n

d p t
p H p p p p p p p eB y

dt i i

d p t

dt

       



  

                                                              
0

0

( ) ( ) 1 1
[ , ] [ , ]

( ) ( )

y n

y y x

y n

x

d p t
p H p eB y

dt i i

d p t
eB

dt
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( ) 1 1
[ , ] [ , ]

( )
( ) ( )

n
x x

n
x n

dx t
x H x p

dt i i

dx t
t

dt





 



  

                                                                         

( ) 1 1
[ , ] [ , ]

( )
( ) ( )

n
y y

n
y n

dy t
y H y p

dt i i

dy t
t

dt





 



  

 بنابراین

(9-22                                                                                                           )( ) ( )
0x nd p t

dt
  

(9-29                                                                                          )
0

( ) ( )
( ) ( )

y n

x n

d p t
eB t

dt
   

(9-24                                                                                                      )( )
( ) ( )n

x n

dx t
t

dt
  

(9-21                                                                                                      )( )
( ) ( )n

y n

dy t
t

dt


 که شبیه معادلات کلاسیک حرکتند.

 آوریم( نتایج زیر را به دست می21-9( تا )22-9از روابط )

(9-25                                                               )
0 0( ) ( ) , ( ) ( ) ( )x n x y n np t p p t eB x t    

(9-27            )1, 1 1, 2, 1 2, 1, 1 1, 2, 1 2,

0

2 1 2 1
( ) { ( ) ( )}

2 22
n n n n n n n n n

i n n
x t f f f f f f f f

eB

   

   

 
    

(9-28                                              )
0 1, 1 1, 2, 1 2,

0

1, 1 1, 2, 1 2,

1 1
( ) {( )( )

2 22

1
( )( )}

2 2

n n n n n

n n n n

n n
y t y f f f f

eB

n n
f f f f

 

 

 

 


   


  

 

 را مستقل از زمان در نظر بگیریم، خواهیم داشت m( ،25-9) اگر در رابطه

                                                                                 
2

2 2

2, 2,2
( ) ( ) ( )n n nm f t f t

t



  


  



 37 

 

                                                                               
2

2 2

2, 2,2
( ) [ ] ( ) 0n n nf t m f t

t



  


        

2شد. با تعریف  ذره آزاد که شبیه معادله 2

n nE m   خواهیم داشت 

(9-23                                                                                                     )2, ( )
iE t

n
nf t Ae


  

با جایگذاری 
2, ( )nf t ( خواهیم داشت23-9) به دست آمده در رابطه 

                                                                         

1,

1
( ) [ ]( )

1
[ ( ) ]

1
( )

iE tn
n

n

iE t
n

n

n

iE t
n

n

n

f t i m Ae
t

i iE A mA e

E m Ae














 



  

 

  

 بنابراین

(9-93                                                                                                     )1, ( )
iE t

n
nf t Be


  

 که

(9-95                                                                                                      )( )n

n

E m
B A




  

2از طرفی طبق شرط بهنجارش داریم که  2 1A B  داریم 

                                                                                        2 2 2( ) 1n

n

E m
A A




   

 بنابراین

(9-92                                                                                            )
2 2( )

n

n n

A
E m






 
  

(9-99                                                                                            )
2 2( )

n

n n

E m
B

E m




 
  

 در نتیجه
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(9-94                                                                                 )
1,

2 2
( ) exp[ ]

( )

n
n n

n n

E m
f t iE t

E m


 

 
  

(9-91)                                                                         
2,

2 2
( ) exp[ ]

( )

n
n n

n n

f t iE t
E m




 

 
  

  ،n ،در حد کلاسیكی یعنی

(9-95                                                                                          )0

0

( ) sinn

n

eBn
x t t

eB E
 

(9-97                                                                                     )0
0

0

( ) cosn

n

eBn
y t y t

eB E
  

  نگر هماهنگ هستند که برای مختصهارسیم که عناصر ماتریسی مانند نوسهای کلاسیكی میبه جواب

y  کسینوسی و برایx باشند.سینوسی می 

. محاسبه معادله موج برای ذره دیراک در پتانسیل وابسته به زمان با روش 3-2

  لوئیس و رزنفیلد

 دهد به شكلای که تابع موج دیراک وابسته به زمان را شرح میمعادله

(9-98                                                                                                 )( )i H t
t


 


     

)ناوردای خطی  [  عملگر93روش لوئیس و رزنفیلد]باشد. با استفاده از می )I t سازیم تا توابع موج ا میر

 م.در فصل دوم صحبت کردی ن را بیابیم. راجع به این عملگردیراک در پتانسیل وابسته به زما رهیک ذ

)در هامیلتونی یک بعدی  1)c [43 ] 

(9-45                                                                                              )( ) ( )H t p m f t q    

 است که
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(9-42                   )                    
3

2 2

3

1 00
, , , 1

0 10


     



   
        

  
   

)و  )f t کنیم ناوردای خطی زیر را تعریف می دلخواه بر حسب زمان است. عملگر یک تابع 

(9-49                                                                                          )( ) ( ) ( ) ( )I t A t p B t q C t    

)زمانی هایزنبرگ را برآورده کند و در آن تحول که باید رابطه ), ( )B t A tو( )C t .ماتریس هستند 

                         2

1
[ , ] ( ) 0

[ , ] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ]

[ , ] [ , ] [ , ] ( ) 0

i i i i

Ap Bq C p m fq Ap Bq C
i t

p A pm A Af p q qp B B q p qm B

p C m C C fq i Ap Bq C

 

    

 

   


       



    

      

  

(9-44    )
2[ , ] { [ , ] [ , ] } { [ , ]} [ , ] [ , ]

0

p A p m A C iA q iB m B B qp iB m C

iC iAf

             

  
 

 ( برقرار باشد باید44-9) بنابراین برای اینكه رابطه

(9-41                                                                                                                  )[ , ] 0A    

(9-45                                                                                              )[ , ] [ , ] 0m A C iA     

(9-47                                                                                               )        [ , ] 0iB m B    

(9-48                                                                                                                )[ , ] 0B    

(9-43                                                                                       )[ , ] 0iB m C iC iAf      

 گیریم( نتیجه می48-9( و )41-9از روابط )

(9-13                                                                                         )                1 2( )A t a a   

(9-15                                                                                                           )1 2( )B t b b   

1که  2 1, ,b a a 2وb کنیم( جایگذاری می47-9)( را در رابطه15-9به زمان هستند. رابطه )بع وابسته توا 

                                                                            
1 2 1 2( ) [ , ] 0i b b m b b       
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 بنابراین

(9-12                                                                                                                         )
1 0b                        

(9-19                                                                          )                                            
2 0b    

 ( خواهیم داشت45-9)( در رابطه13-9با جایگذاری رابطه)

                                                               1 2 1 2[ , ] [ , ] ( ) 0m a a C i a a         

(9-14                                   )                                          2 1 2[ , ] [ , ] ( ) 0ma C i a a       

 به شكل زیر باشد و  برحسب  Cکنیم فرم کلی فوق، فرض می برای یافتن جواب معادله

(9-11                                                                                           )1 2 3 4C c c c c       

 ( داریم14-9بالا در ) با جایگذاری رابطه

                                           2 1 2 3 4 1 2

2 3 4 1 2

[ , ] [ , ] ( ) 0

[ , ] [ , ] [ , ] ( ) 0

ma c c c c i a a

ma c c i a a

      

       

      

    
  

 بنابراین

(9-15                                                                                                                    )1 0a   

(9-17                                                                                                    )                2 0a   

(9-18                                                                                                                 )2 3ma c 

(9-13                                                            )                                                          4 0c   

 کنیم( جایگذاری می43-9) ( را در معادله11-9معادله ) 2cو  1cبرای یافتن 

        1 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2( ) [ , ] ( ) ( ) 0i b m c c c c i c c c c i a a f                    

 بنابراین

(9-53                                                                                                                     )2 0a  
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(9-55                  )                                                                                                    1 0b  

(9-52                                                                                    )
1 1 1 1( ) ( )ic ia f t c a f t dt     

(9-59                                                                                                                      )2 0c   

(9-54                                                                                                  )                      3 0c    

 و

                                                                                        
1

1 1

( )

( ) 0

( ) ( )

A t a

B t

C t c a f t dt





  

 

 آید:ناوردایی به شكل زیر به دست می جه به مقادیر به دست آمده عملگرکه با تو

(9-51                                                                                                )
1( ( ) )I a p f t dt    

Iدیراک وابسته به زمان باشد، به طور مشابه برای تابع  جواب معادله اگر    تبر است. نیز مع

اگر     ،در نظر بگیریم  یک ویژه تابع( )I t ناوردایی  . از آنجایی که ویژه تابع عملگرباشدمی

)( به شكل 51-9) در معادله )t q
e


  ،دیراک وابسته به زمان  شود که جواب معادلهپیشنهاد می است

 برای سیستم به شكل 

(9-55                                                                                                   )( )( , ) ( ) t qq t M t e   

)باشد که  )M t  5ماتریس4  وابسته به زمان و( )t تابع وابسته به زمان دلخواه است. با جایگذاری    

 دیراک داریم ( در معادله9-55)

                                                ( ) ( ( ) ( )) ( )q qi M M q e i m qf t M t e
q

   


    


  

(9-57                                                    ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )iM iM q i M t t M t m qf t M t        

 که نتایج زیر را می دهد
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(9-58                                                                                                               )( )i f t   

(9-53                                                                                      )( ) [ ( ) ] ( )M t t i m M t     

 ( داریم58-9با استفاده از )

(9-73                                                                                                    )( ) ( )t i f t dt      

) یک که به ازای )f t شود.( حل می53-9) معادله ،مشخص 

 پردازیم.حال به بررسی چند حالت خاص می

 . حالات خاص3-2-1

 حالت اول

)وقتی هامیلتونی وابسته به زمان نباشد، در این صورت  )t C    کهC باشد.درمقدار ثابتی می 

 داریم (53-9) این صورت با جایگذاری در رابطه

                          

11

22

33

44

( )0 0 1 0 1 0 0 0( )

( )0 0 0 1 0 1 0 0( )
{ ( ) }

( )1 0 0 0 0 0 1 0( )

( )0 1 0 0 0 0 0 1( )

M tM t

M tM t
C im

M tM t

M tM t

      
      

        
      
               

  

الف(                                                                                                    -9-75)
1 1 3( )M t imM CM    

ب(                                                                                                   -9-75)
2 2 4( )M t imM CM   

پ(                                                                                                      -9-75)
3 3 1( )M t imM CM  

ت(                                                                                                     -9-75)
4 4 2( )M t imM CM  

 پ( داریم -75-9) از رابطه

(9-72                                                                                                  )3 3
1

imM M
M

C
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 بنابراین

                                                                                              3 3
1

imM M
M

C


  

 الف( داریم -75-9) بالا در رابطهبا جایگذاری روابط 

(9-79                                                                                          )2 2

3 3( ) 0M m C M    

 بنابراین

(9-74                                                                                )2 2 2 2

3

1 1

2 2

i m C t i m C tM e e     

 (72-9) با جایگذاری در رابطه و

(9-71                  )          
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

1 ( ) ( )
2 2

i m C t i m C t i m C t i m C tim i m C
M e e e e

C C

     
     

 ت( داریم: -75-9ب( و ) -75-9) هایرابطههمین ترتیب با استفاده از آید. به به دست می

(9-75                                                                              )2 2 2 2

4

1 1

2 2

i m C t i m C tM e e    

 و

(9-77                        )
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 ( ) ( )
2 2

i m C t i m C t i m C t i m C tim i m C
M e e e e

C C

     
     

)توانیم ( می55-9) که با توجه به رابطه , )q t .با توجه به اینكه هامیلتونی مستقل از  را محاسبه کنیم

)به فرم باید زمان است جواب نهایی  )

E
ni t

q e


  3باشد. مثلاً برای :داریم 

                                                                   2 2 2 2

3

1 1
[ ]

2 2

i m C t i m C t Cqe e e      

 بینیم به همان شكل تبدیل شد.که می

 حالت دوم
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در این حالت بخش زمانی هامیلتونی را به صورت
2

( )
iA

f t
t

  گیریم که در نظر میA ی مقدار ثابت

 (73-9) باشد. با استفاده از رابطهمی

(9-78                                                                                                              )( )
A

t
t

   

 ( 53-9) با جایگذاری در رابطه

الف(                                                                                         -9-73)
1 1 3

A
M imM M

t
    

ب(                                                                                        -9-73)
2 2 4

A
M imM M

t
   

پ(                                                                                          -9-73)
3 3 1

A
M imM M

t
  

ت(                                                                                         -9-73)
4 4 2

A
M imM M

t
  

 رسیمزیر می پ( به رابطه-73-9الف( و )-73-9) لاتاز ترکیب معاد

(9-83                                                                       )
2 2 2

3 3 32

1
( ) 0
m t imt A

M M M
t t

 
    

 با حل این معادله

(9-85                                                                                        )(2 )

3 (2 )A imt A

nM t e L imt  

 و

(9-82                                                                                                          )( 1)A n    

 باید کوانتیده باشد. Aآید، انگار که به دست می

0nبه ازای   1کنیم، مسئله را بررسی میA   شود، بنابراینمی 

(9-89                                                                                                           )
3

1 imtM e
t
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 پ( -73-9) شده و با استفاده از رابطه

(9-84                                                                                             )
1

1
( 2 ) imtM im e
t

    

 شود.می

4ت( -73-9ب( و )-73-9) با استفاده از رابطه 3M M  2و 1M M ذاری آید، که با جایگیبه دست م

 آیند.به دست می ( توابع 55-9) در رابطه

 

 . حل معادلات نسبیتی وابسته به زمان برای یک میدان الکتریکی یکنواخت3-3

رفتار نسبیتی حرکت یک  در اینجا، کنند.نیروهای الكترومغناطیسی تحت تبدیلات لورنتس رفتار می

برهمكنش یک ذره باردار با  [.45کنیم]الكترواستاتیک یكنواخت را بررسی میذره باردار در یک میدان 

 یک میدان کوانتیده جالب است.

توان به دلخواه انتخاب پیمانه را می گیریم.در نظر می xرا در جهت  Eمیدان الكتریكی یكنواخت 

معادلات ماکسول با پتانسیل اسكالر و برداری به  رابطه ها تأثیری ندارد.شونده کرد و این روی مشاهده

 شكل زیر است

(9-81                                                                                                            )1 A
E v

c t


  


  

A,0بالا  در پیمانه v Ex    برای یک میدان الكترواستاتیکˆE iE (E .است )اگر از  ثابت است

 به صورت زیر است نسبیتی برای یک ذره با جرم سكون و بار هامیلتونی این پیمانه استفاده کنیم،

(9-85                                                                             )
1

2 4 2 2 2 2 2[ ( )]x y z xH m c c p p p E      

 معادلات هامیلتون
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,x

x

H H
p x

x p

 
  

 
  

 باشندهای تكانه به شكل زیر میهستند و مؤلفه

(9-87                            )                                         
0 0 0, ,x x y y z zp p Et p p p p     

که 
0 0 0, ,z y xp p p  ثابت هستند. وابستگی زمانی خطی برایxp شبیه نتیجه غیر نسبیتی است و ،

 های الكتریكی یكنواخت هستند.دهد که میداناین واقعیت را نشان می

ˆتوان استفاده کرد دیگر که می پیمانه , 0A icEt v   است. مؤلفه x تكانه مكانیكی به شكل 

(9-88                                                                                   )
12

2
2

(1 )

x
xx x

mv
p A p Et

cv

c


   



 به شكل زیر خواهد شد یخواهد بود و هامیلتون

(9-83                                                                            )
1

2 4 2 2 2 2 2[ [( ) ]x y zH m c c p Et p p     

,که  ,x y zp p p 0اصلی،  های حرکت هستند. پیمانهثابت ,A v Ex   شود، زیرا پیشنهاد میp 

 ی مكانیكی است.تكانه

 گوردون برای ذره در یک میدان الکتریکی یکنواخت –.حل معادله کلاین 3-3-1

باردار، مناسب است. تابع موج با  برای نمونه یک مزون تابع موج اسكالر برای یک ذره با اسپین صفر،

 (85-9) شود. از رابطهکلاسیكی پیدا می در نظر گرفتن روابط

(9-33                                                                                               )2 2 4 2 2( )H Ex m c c p    

 بریمگوردون را به کار می -کلاین  شكل اپراتوری معادله

(9-35                                                                                   )2 2 4 2 2 2( ) ( )i Ex m c c
t

  

   


  

(9-32                                                                                                                     )ik re T  
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,که  xT k .توابعی بر حسب زمان هستند 

(9-39                                                                           )0 0 0, ,x x y y z z

Et
k k k k k k


     

0 0 0, ,z y xk k k  .وابستگی به زمان خطی برایثابت هستند xk لازم است اگرT  بر حسب زمان تابعی تنها

ik. تابعباشد re   ک ی کند کهاند را معرفی میکه در آن تكانه و انرژی جنبشی کاملا شناخته شدهحالتی

 انرژی جنبشی و تكانه است. ویژه تابع برای هر دو عملگر

 کنیم( جایگذاری می35-9) ( را در رابطه32-9ی )، رابطهTعادلهبرای پیدا کردن م

( ) , xkk E
T T t

t t


  

 
 

 بنابراین

 (9-34      )                               
2

2 2 2 2 2 4 2 2 2

2
( 2 ) ( )ik r ik rE x i Ex e T m c c e T

t t
    

     
 

 

 برای باز کردن رابطه به محاسبات زیر نیاز داریم

                                                   
2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

( ) ( )

{( ) ( )}

2
( )

ik r ik r

ik r

ik r

k T ix ET T
ix T e e

t t t t

ix E T T k ix ET T
ix e

t t t t t

T ix E T x E
T e

t t

 

  

 

 





   
   

   

    
   

    

 
  

 

  

 کنیم( جایگذاری می34-9نتایج را در سمت چپ رابطه )
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2 2 2 2
2 2 2 2

2 2

2 4 2 2 2

2
2 2 4 2 2 2

2

2
{ ( ) 2 ( )}

( )

( ( ))

ik r

ik r

ik r ik r

T i Ex T x E ix ET T
T x E T i Ex e

t t t

m c c e T

T
e m c c k e T

t

  
  



 

  
     

  

  


   



(9-31                                                                        )
2

2 2 4 2 2 2 2 2

2
( ( ))x y z

T
m c c k k k T

t


    


 

 های بدون بعدیابیم. اگر از کمیتمی Tیک جواب به صورت سری برای

(9-35)                                                      
1 1 1

02 2 2
0( ) ( ) ( ) ( ) ( )x

x x

kc E c c E
u t k k t

E E E

 

  
      

(9-37                                                                                                  )
2 3 2 2 2

2
( )y z

n

n

m c c k k
a

E

 
 

 ( خواهیم داشت34-9) برای معادله استفاده کنیم،

                                                                                               

1

2

2 2

2 2

( )
dT dT c E

dt du E

d T c E d T

dt du











  

 کنیم( جایگذاری کرده و ساده می34-9در رابطه )این روابط را 

                                                            

2
2 4 2 2 2 2 2

2

2 3 2 2 22
2

2

1
( ( ))

( )
( ) 0

x y z

y z

x

T
m c c k k k T

u c E

m c c k kT c
k T

u E E



 


    



 
  



  

(9-38                                                                                                 )
2

2 2

2
( ) 0

T
u a T

u


  


 

 شد. 2uشرودینگر غیر نسبیتی برای پتانسیل (شبیه معادله38-9) جالب است که معادله

 تواند به شكل زیر شرح داده شود( می38-9) حل معادله

(9-33                  )                                                                                            
2

0

exp( )
2

n

n

u
T i b u
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 بنابراین

                              

2
1

0 0

2 2
2 2

2
0 0 0

( )exp( )
2

[( ) 2 ( 1) ]exp( )
2

n n

n n

n n n

n n n

T u
iu b u nb u i

u

T u
u i b u i nb u n n b u i

u

 


  



   




      



 

  

  

 کنیم ( جایگذاری می38-9) رابطهدر 

2 2
2 2 2 2

0 0 0 0

2

2

0 0 2

2

2

0 0

2

0

[( ) 2 ( 1) ]exp( ) ( ) exp( ) 0
2 2

[( ) 2 ( 2)( 1) 0

( (2 1)) 0 0 ( 2)( 1) 0

{( (2 1)) ( 2)(

n n n n

n n n n

n n n

n n n

n n

n n

n

u u
u i b u i nb u n n b u i u a i b u

a i b u i nb u n n b u

a i n b u n n b u

a i n b n n

   


  





 





         

     

       

    

   

  

 

 21) } 0nb  

             

(9-533)                                                                                      
2

2 (2 1)

( 2)( 1)

n

n

b i n a

b n n

  
 

 
 

1ضرایب  0,b b مقادیر زوج و فرد  ازای همه ه هستند. این رابطه بهمقادیر دلخواn  برقرار

باشد. علائم در معادلات فوق همراه با بار مثبت و منفی هستند. به این معنی که اگر می
2

exp( )
2

u
i 

منطبق با بار مثبت مزون با انرژی جنبشی مثبت باشد، بنابراین
2

exp( )
2

u
i  منطبق با بار منفی مزون

 با انرژی جنبشی مثبت است.

 دهیم، بنابراین( را برابر صفر قرار می533-9) سری، نسبت به دست آمده در رابطهبرای محدود کردن 

(9-535)                                                                                             (2 1)na i n   

 ( انرژی به صورت37-9) . بنابراین با استفاده از رابطهآیدبه دست می

(9-532)                                                                        
2 3 2 2 2( )

(2 1)

y z

n

m c c k k
E

i n

 



 

 آید.به دست می
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 . حل معادله دیراک برای ذره در میدان الکتریکی یکنواخت3-3-2

دیراک برای یک ذره اسپین  معادله
1

2
 برای نمونه یک الكترون، است. برای بخش زمانی معادله ،

(9-539                                                                                                            )H i
t








  

 دیراک به شكل باشد. هامیلتونیمی

(9-534                                                             )2( )x y zH i c mc Ex
x y z

    
  

     
  

  

 است که نمایش مورد استفاده به صورت

(9-531          )
00 0 0

, , ,
00 0 0

yx z

x y z

yx z

I

I

 
   

 

      
         

     
 

 های پائولی معروف هستند.ماتریس iاست که 

 ها را به شكلجواب

(9-535                                                                                                           )

1

2

3

4

ik r

A

A
e

A

A

 

 
 
 
 
 
 

  

0xستند و از قبل داریم که ها توابعی از زمان ه Aدهیم، که نمایش می x

Et
k k


 .  برای ساده

0zkکردن معادلات اسپینوری   ( جایگذاری 539-9) ( را در معادله535-9گیرم. معادله )را در نظر می

 داریم کنیم،می

                                   

1 1

2 22

3 3

4 4

[ ( ) ] ik r ik r

x y z

A A

A A
i c mc e i e

A Ax y z t

A A

     

   
   

          
      
   
   

 



 01 

 

(9-537                          )                               
1 1

2 22

3 3

4 4

0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0
{ [ 0]

0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0
}

0 0 1 0

0 0 0 1

x y

i

i
i c ik ik

i

i

A A

A A
mc i

A At

A A

   
   
     
   
   
   

    
    

     
     
    

     

 

 بنابراین

(9-538                                                                          )

2

1 1 4

2

2 2 3

2

3 3 2

2

4 4 1

( ) 0

( ) 0

( ) 0

( ) 0

x y

x y

x y

x y

d mc
i A A c k ik A

dt

d mc
i A A c k ik A

dt

d mc
i A A c k ik A

dt

d mc
i A A c k ik A

dt


    


    

    


    


  

4بینیم همانطور که می 1,A A 3و همینطور 2,A A توانیم ترکیب خطی این توابع شده هستند، می جفت

 را در نظر بگیریم

(9-533                                      )1 1 4 2 2 3 3 2 3 4 1 4, , ,A A A A A A A A            

)حال از ترکیب  )  ( 533-9ده از روابط )با استفا و سپس(، مثلاً جمع اولی و آخری،538-9)معادلات

 خواهیم داشت

                      

2 2

1 1 4 4 4 4 1 1

2

1 4 1 4 1 4 1 4

2

1 1 4

0

( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) 0

x y x y

x y

x y

d mc d mc
i A A ck A cik A i A A ck A cik A

dt dt

d mc
i A A ck A A A A ick A A

dt

d mc
i ck ick

dt
  

        

        

    

  

 دهیم، بنابراینروابط انجام می و به همین ترتیب برای بقیه
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الف(                                                                         -9-553)
2

1 1 4( ) 0x y

d mc
i ck ick

dt
       

ب(                                                                        -9-553)
2

4 4 1( ) 0x y

d mc
i ck ick

dt
       

پ(                                                                        -9-553)
2

2 2 3( ) 0x y

d mc
i ck ick

dt
       

                                           ت(                             -9-553)
2

3 3 2( ) 0x y

d mc
i ck ick

dt
      

1با بررسی  .دارند گوردون شباهت -کلاین  ی معادلههای اسپینور به قسمت زمانمؤلفه 4,  موضوع این 

1 استفاده و (37-9و ) (35-9اگر از روابط ) را نشان خواهیم داد. 4, را به صورت 

(9-555                                                                            )
2 2

2 2
1 4,

u u
i i

e f e g    

 داریم تعریف کنیم،

                                                                             
2 2 1

2 2 2
1 ( )( )

u u
i id df c E

iue f e
dt du


    

 الف( داریم-553-9) با جایگذاری در معادله

                                      
2 2 2 21 2

2 2 2 2 2[ ]( ) ( ) 0
u u u u

i i i i

x y

df c E mc
i e iufe ck e f ick e g

du


       

بر سیمبا تق
1

2

2

2 ( )

ui c E
e

 رسیم بهمی 

                                                 

1 12

2 2

1 12

2 2

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

x y

x y

df mc
i uf ck f ick g

du c E c E

df c mc
i uf fk ick g

du E c E

 

 

     

     

  

الف(                                                                  -9-552)
1 2

22 ( ) ( ) 0y

df mc
i uf ick g

du c E
     

1حال به همین روش  4,  ( جایگذاری می -553را در )کنیمب 
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2 2 1

2 2 2
4 ( )( )

u u
i id dg c E

iue g e
dt du


    

 در نتیجه

                                     
2 2 2 21 2

2 2 2 2 2( )( ) ( ) 0
u u u u

i i i i

x y

dg c E mc
i e iue g ck e g ick e f

du


      

اکنون با تقسیم برآید. به دست می
1

2

2

2 ( )

ui c E
e

 داریم 

                                                    
1 1 2

2 2( ) ( ) ( ) 0x y

dg c mc
i ug gk ick f

du E c E 
       

ب(                                                                           -9-552)
1 2

2( ) ( ) 0y

dg mc
i ick f

du c E
    

 الف(-552-9با یک بار دیگر مشتق گیری از )

(9-559                                                               )
12 2

2
2

( )
2 ( ) ( ) 0y

d f d uf mc dg
i i ick

du du c E du
    

 ب( داریم-552-9) م داشت. از رابطهرا خواهی

                                                                                 
1 2

2( ) ( )y

dg mc
i ick f

du c E
    

dg

du
 کنیم( جایگذاری می559-9) را در رابطه 

                                                              
2 4

2 2

2 2

( )
2 ( )( ) 0y

d f d uf mc
i c k f

du du c E
     

الف(                                                                                    -9-554)
2

2

2

( )
2 0n

d f d uf
i a f

du du
   

 ب( داریم-552-9( معرفی شده است. با توجه به )37-9) در رابطه naکه 

                                                                                  
1 2

2( ) ( )y

dg mc
i ick f

du c E
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ب(                                                                      -9-554)
1 2

2
0( ) ( )y

mc
g i ick fdu g

c E
    

 می تواند به شكل سری زیر نمایش داده شود fالف( تابع -554-9)برای رابطه 

(9-551                                                                                                             )
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3های شوند. مؤلفهمی 2,A A آیند.نیز به همین روش به دست می 

و های الكتریكی ای ترکیب شده از میدانتوان به نمونهزمانی را می این بررسی معادلات وابسته

 ناوردایی لورنتس داریم مغناطیسی گسترش داد. در رابطه
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Eاگر میدان الكتریكی یا مغناطیسی وجود دارد. B ،)یک چارچوب وجود دارد که  )واحد های گوسی

Eاگر تنها یک میدان الكتریكی وجود دارد. B ،یک چارچوب وجود دارد که در آن تنها یک  باشد

 میدان مغناطیسی وجود دارد.

  گوردون با پتانسیل متحرک -. حل معادله کلاین3-4  

 [97گوردون با پتانسیل متحرک به شكل] –کلاین  برای ذره با اسپین صفر، معادله
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ییر تواند با توجه به تغوابسته به زمان، می ت و بنابراین حل مسئلهآن اما با پتانسیل غیر متحرک اس

 [97گیریم]ناپذیری لورنتس، بهبود یابد. تبدیلات لورنتس را به شرح زیر در نظر می
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 گوردون در پتانسیل متحرک –کلاین  برای ذره . حل مثال3-4-1

)در سیستم  , )y ( به 523-9) یابیم. برای حل معادلهون را میگورد –کلاین  های معادله، ابتدا جواب

 [97ها عمل کرده و تابع موجی به شكل]روش جداسازی متغیر
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 حال دو حالت پیش رو داریم:

q*حقیقی باشد، یعنی  qاگر  -الف q(:548-9) ، با استفاده از رابطه 
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i jD m D m     

 خواهیم داشت:  i=jبه ازای 

(9-511               )  1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 0 1 2 3 4 0[ ][ ] 0D D D D m D D D D m                  

  iهای همچنین با در نظر گرفتن نمایش دیراک برای ماتریس

                                                                  41,3 ,i i          

 که

0 0
;

0 0

I

I







 



  
    

   
  

 داریم( 515-9) از رابطههای پائولی هستند. ماتریس  و

1 2 0 3 0 4; ; ( ) ;x y z tD D iqB x D iq E t D             

 بنابراین

(9-515     )

1 2 2 1 2 1 3 1 4 1 2 1 2 2 2

1 1 2 1 3 1 4 0 1 2 1 2

2 3 2 4 2 3 1 3 2 3 2 2

2 3 2 4 0 2 3 1 3 2 3

3 4 3 4 1 4 2 4 3 4 2 2 4

3 4 0 3 4 1 4 2 4 3 4 0 4

1 2 3 4

0 1 0 2 0 3 0 4

[( ) ( )

( )

( )

D D D D D D D m D D D D

D D D D m D D D D D D

D D m D D D D D D D D m D

m D m D m D m D

          

         

          

   

     

     

      

    2

0 ] 0m  

  

  با توجه به اینكه

2( ) 1,3I     

4 2( ) I     

 و 

1 2 0 0

4 3 0 0

4 3 3 4

( )

( ( ))

x y

t z

D D iqB x iqB

D D iq E t iqE
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 شود( به صورت زیر می515-9) بنابراین رابطه

(9-517)               2 2 2 2 1 2 3 4 2

0 0 0 0 0[ ( ) ( ) ] 0x y z tiqB x iqE t iqB iqE m                

 کنیمتعاریف زیر استفاده میبرای ساده سازی شكل معادله از 

3

1 2

3 3

0

0
i


 



 
     

 
  )9-518-الف(                                                                                      

ب(                                                                    -9-518)
3

3 4 3

4 3

0
( )( )

0
i i


   



 
       

 
 

ر متناظر با ویژه مقادی
1,2 1    برای ویژه بردارها 

1 2

1 0

0 1
;

1 0

0 1

 

   
   
    
   
   
   

  

 را داریم. با یک جداسازی به شكل

(9-513                                                                       )
1,2 1,2 1,2 1,2( ) ( )exp[ ( )]y zx t i p y p z      

 ( خواهیم داشت514-9) و جایگذاری آن در رابطه

                      

3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 3

3

2

0 0 1,23

2
2 2

1,2 1,2 0 1,2 0 1,22

2

1,2 1,2 0 1,22

0
[ ( 2 ) ( 2 )

0

0
] 0

0

exp[ ( )] ( ( ) ) ( ( )

exp[ ( )]

x y y z z t

y z y z

y z

iqB x q B x iqE t q E t qB

iqE m

i p y p z qB x p qE t p
x

i p y p z qB
t











   


  

 
              

 

 
   

 


       




 



2

0 1,2 0 1,2 0iqE m  

 

رابطه را بر 
1,2 کنیمتقسیم می 

2 2

1,2 1,22 2 2

0 0 0 0 02 2

1,2 1,2

1 1
( ) ( ) 0y zqB x p qE t p qB iqE m

x t

 

 

 
       

 
  



45 

 

این رابطه را به دو قسمت بر حسب زمان و مكان تقسیم کرده و قسمت زمانی را برابر 
02mqB قسمت و

 ، بنابراین:ها صفر شودگیریم تا مجموع آناین در نظر می كانی را قرینهم

الف(                                                             -9-553)
2

1,2 2

0 0 1,22
[(2 1) ( ) ] 0ym qB qB x p

x





    


 

                             ب(                      -9-553)
2

1,2 2 2

0 0 0 0 1,22
[2 ( ) ] 0zmqB iqE m qE t p

t





     


 

 با یک تغییر متغیر به شكل زیر 

(9-555                                                )0 0

0 0

1 1
( ) ; ( )y zqB x p qE t p

qB qE
      

 خواهیم داشت

2 2

1,2 1,2

02 2
qB

x

 



 


 
  

 الف( خواهیم داشت-553-9با جایگذاری در رابطه )

22

01,2 0
1,22

0 0

( )(2 1)
[ ] 0

yqB x pm qB

qB qB






 
  


 

الف(                                                                               -9-552)
2

1,2 2

1,22
[2 1 ] 0m


 




   


 

 همچنین

2 2

1,2 1,2

02 2
qE

t

 



 


 
  

 ب( داریم-553-9با جایگذاری در رابطه )

                                ب(                                       -9-552)
2 2

1,2 20 0
1,22

0 0

[2 ] 0
B m

m i
E qE


 




    


  

 الف( به صورت-552-9جواب معادله )
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21 1

22 2
1,2 ( )ne L



  


   

 آید:و برای ضریب جداسازی دو رابطه زیر به دست می بوده

                                                                                                         
1

2( )
2

2( 1)

m n

m n

 

 

 

 ب( دارای شكل نوسانی-552-9معادله )

(9-559                                                                                                        )2( ) 0      

 با فرکانس متغیر موهومی 

2 2i       

 است که 

 (9-554                                                                                                  )
2

0 0

0 0

2
B m

m
E qE

    

 به صورت باشد. جوابمی

                                                                                               
21 1

( )
22 2

1,2 ( )
i

ne L i


    

 رسیم:به دو مقدار زیر می برای  آید وبه دست می

(9-551)                                                                                                             1

2

(4 2)

(4 4)

n i

n i





 

 
 

 دو مقدار به صورت 0B( برای 554-9با جایگذاری در رابطه )

(9-555)                                                                                            

2

0 0
0

0

2

0 0
0

0

{(4 2) }
2

{(4 4) }
2

E m
B n i

m qE

E m
B n i

m qE

  

  

  

 آید.به دست می
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                              :     فصل چهارم

 نسبیتی ذرات فرا
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 مقدمه 

 کنند،های استاتیک حرکت میای که در میداناگرچه مطالعات انجام شده روی ذرات نسبیتی

 های الكتریكی و مغناطیسی استاتیکای طولانی دارند، اماّ بعد از اینكه نشان داده شد که میدانتاریخچه

 –شود نامیده می 5حالتی که گلاسما  -شوند های سنگین تشكیل میاز برخورد هسته موازی تنها بعد

، که 2یند تولید زوجآدر نظریه دینامیكی فر. [49]ر مورد توجه محققین واقع شده استاین موضوع بسیا

سی به دقت برر أمجدد 9، مكانیسم شوئینگراستشده گوردون و دیراک متناظر آغاز  –ین با معادلات کلا

هایی با شدت بالا داشته اگر درک عمیقی از چگونگی تولید و تحول ذرات در میدان. [44]شده است

 تر به کار ببریم.های پیشرفتهبندی را برای موقعیتتوانیم این فرمولباشیم، می

 های تناوبیتعمیم مهم بعدی، که کاربردهایی در فیزیک و شیمی دارد، در نظر گرفتن میدان

هایش توابع یابد که جوابمعمولاً به معادلات دیفرانسیلی مرتبه دوم خطی خاتمه میاست، که 

 شده اند سببتعداد بسیار زیاد مقالاتی که نتایج مربوط به معادلات متیو را ارائه داده .[41]هستند4متیو

 . است که ارائه یک فهرست کامل از مقالات تقریباً غیرممكن باشد

 و تامپسون 1مینه ذرات نسبیتی با کار اولیه ارائه شده توسط دانكانبا شروع مطالعات در ز

موجود هستند مورد بررسی قرار گرفته  8که در مغنااخترها 7رفتار انواع مختلف ذرات نسبیتی [،45]5

مان زکه با گذشت  Z[. در هنگام کار با میدان مغناطیسی متناوب در راستای محور 47-43]است

 یابیهای پوسته مغنااختر را مشخصهدیراک سروکار داریم که فرمیون شود، ما با معادلهتضعیف می

                                                           
1 Glasma 

2 Pair creation 

3 Schwinger mechanism 

4 Mathieu’s functions 

5 Duncan 

6 Thompson 

7 Relativistic particles 

8 magnetar 
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ای دارند که نه تنها در زمان های الكتریكی و مغناطیسیهای نوترونی، میداناین رده از ستارهکند. می

 . [48]نیز متناوب هستند Zبلكه در مختصات 

 را برای ستارگان نوترونی تقریباً اصطلاح مغنااختر  [45الها پس از اینكه دونكان و تامپسون ]س

است  5برابر بزرگتر از یک ستاره نوترونی 953تا  253شان در حدود غیردوار که قدرت میدان مغناطیسی

یسی های مغناطارائه کردند، این رده از اشیای نجومی، به یک حوزه فعال تحقیقاتی تبدیل شد. با میدان

یک الكترون با انرژی جرم سكون برابر است، آنها انرژی سیكلوترونی بزرگتر از القای بحرانی که در آن، 

هستند که منشأ  2پیكرهای غولهتنها منبع موجود برای درخشانترین رویدادهای کیهانی معروف به زبان

آنها خارج از سامانه خورشیدی است. خصوصیات عجیب مغنااخترها منجر به ایجاد سوالات بدون پاسخ 

 [.13ست]ابسیاری به ویژه در ارتباط با پیكربندی میدان مغناطیسی داخلی و ساختار داخلی آنها گشته 

های الكترومغناطیسی یتی را در میدانهای  فرا نسبخواهیم رفتار فرمیوندر بخش اول می

ذرات  گیریم،بررسی کنیم. هنگامی که میدان الكتریكی را به صورت میدان هارمونیک زمانی در نظر ب

در اینجا ما از بسط  شوند.متیو با پارامترهای موهومی خالص شرح داده می نسبیتی به وسیله معادله فرا

كی ها در میدان الكتریدر بخش دوم به مطالعه فرمیونتابع متیو کمک گرفتیم تا معادله را حل نمائیم. 

 پردازیم.میهای پوسته مغنا اختر( فرمیون) مانند  و مغناطیسی وابسته به زمان عمود بر هم

                                                           
1 Neutron star 

2 Giant flare 
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ن الکتریکی نسبیتی در یک میدا فرا های. شرح معادله متیو برای فرمیون4-1

  هارمونیک زمانی موازی با القای مغناطیسی

ها را در یک میدان الكتریكی هماهنگ زمانی ،خواهیم فرمیونمی
0 0cos( )E t  موازی با القای ،

 0mذرات دیراک با جرم سكون ، بررسی کنیم.  Z، هر دو در راستای محور 0Bمغناطیسی استاتیكی 

 [42]شوندزیر شرح داده می توسط معادله

(4-5)                                                                                                                  
0[ ] 0i

iD m    

 که

(4-2                     )                                                             1,4i i iD iqA i    

 گیریمپتانسیل را به شكل زیر در نظر میبردار  4های مؤلفه

(4-9               )                                          0
2 0 3 0

0

( ) ; sin( )y

E
A A x B x A t


     

 با نوشتن اسپینور به شكل

(4-4)                                                                                                                        0[ ]j

jD m    

 رسیمدرجه دو زیر می ( به معادله2-4( و )5-4روابط ) و با استفاده از

(4-1                                                                                          )
0 0[ ][ ] 0i j

i jD m D m      

 (2-4) و از رابطه

(4-5     )                          0
1 2 0 3 0 4

0

; ; ( sin( ) ;x y z t

E
D D iqB x D iq t D


           

 و بنابراین

1 2 0 0

0
4 3 0 0 0

0

( )

( sin( )) cos( )

x y

t z

D D iqB x iqB

qE
D D i t iqE t 



     

    
                                                                 )7-4( 
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 رسیمزیر می و در نهایت به رابطه کنیمبررسی می( 1-9آید. این روابط را مانند بخش )به دست می

 (4-8)                                          
2 2 2 2 1 20

0 0 0

0

4 3 2

0 0 0

[ ( ) ( sin( ))

cos( ) ] 0

x y z t

qE
iqB x i t iqB

iqE t m

  


   

        

  

  

 شكلبا یک جداسازی به 

(4-3                                                                          )
1,2 1,2 1,2 1,2( ) ( )exp[ ( )]y zx t i p y p z      

 ( خواهیم داشت8-4) و جایگذاری آن در رابطه

2 2 2 20
0 0 0 3 0 4 0

0

2

0 1,2 1,2 1,2

[ ( ) ( sin( )) cos( )

] ( ) ( )exp[ ( )] 0

x y z t

y z

qE
iqB x i t qB iqE t

m x t i p y p z

 


  

           

  

  

 ب( در این رابطه  -518-9الف( و ) -518-9با جایگذاری روابط )

2 2
2 2 2 2 2 2 2 20 0

0 0 0 02

0 0

3 3

2

0 0 0 0 1,2 1,2 1,23 3

[ ( 2 ) ( 2 sin( ) sin ( ))

0 0
cos( ) ] ( ) ( )exp[ ( )] 0

0 0

x y y z z t

y z

qE q E
iqB x q B x i t t

qB iqE t m x t i p y p z

 
 

 
   

 

           

   
       

   

(4-53) 

 به محاسبات زیر نیاز داریم در این روند کنیم وآید. حال ماتریس یكانی را جایگذاری میبه دست می

1 1 2 2

3

3 3 1 1 3 2 23

3

4 4 1 1 4 2 23

1 0

0 1
;

1 0

0 1

0
;

0

0
;

0

I I   


   




   



   
   
      
   
   
   

 
       

 

 
       

 

  

 ( خواهیم داشت53-4با جایگذاری در رابطه )
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2

1,2 2 2 2 2

1,2 1,2 0 0 1,22

22 2
1,22 20 0

0 0 1,2 1,2 1,22 2

0 0

3 3

2

0 1,2 0 0 1,2 0 1,3 3

( ) exp[ ( )] ( 2 )

( 2 sin( ) sin ( )) ( ) exp[ ( )]

0 0
cos( )

0 0

y z y y

z z y z

t i p y p z p qB xp q B x
x

qE q E
p t p t x i p y p z

t

qB iqE t m


  


    

 

 
   

 


    




     



   
    

   
2 0

 

همه را بر
1,2 کنیمتقسیم می 

2 2

1,2 1,22 2 20
0 0 0 0 0 02 2

1,2 0 1,2

1 1
( ) ( sin( )) cos( ) 0y z

qE
p qB x p t qB iqE t m

x t

 
 

  

 
       

 
 

و قسمت 02nqB این رابطه را به دو قسمت بر حسب زمان و مكان تقسیم کرده و قسمت زمانی را برابر 

 ها صفر شود. بنابراینگیریم تا مجموع آنمكانی را قرینه این در نظر می

الف(                                                              -4-55)
2

1,2 2

0 0 1,22
[(2 1) ( ) ] 0yn qB qB x p

x





    


  

ب(                      -4-55)
2

1,2 2 20
0 0 0 0 0 1,22

0

[2 cos( ) ( sin( ) ) ] 0z

qE
nqB iqE t m t p

t


  




     


  

 الف( می باشد که حل آن در فصل قبل آمده است. -553-9الف( همان معادله ) -55-4معادله )

0تر اما با مفهوم کاملاً فیزیكی، برای یک ذره فرا نسبیتی، که با ساده به عنوان یک مثال

0

z

qE
p


  

0 ب(، با -55-4شود، معادله )مشخص می

2

t
z


تواند به شكل معادله متیو تقریب زده شود. ابتدا ، می

 محاسبه می کنیم: zمشتقات زمانی را بر حسب متغیر جدید 

 

1,2 1,20

2 22
1,2 1,20

2 2

2

4

t z

t z

 

 

 


 

 


 

  

0 جایگذاری کرده و از جمله ب(-55-4) این روابط را در
0

0

sin( )
qE

t


به دلیل شرط حالت خاص این  

 شود.کنیم. معادله به شكل زیر میمسئله، صرف نظر می
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(4-52                      )                                 
2

1,2 2 2

0 0 0 1,22 2

0

4
[2 cos(2 )] 0znqB m p iqE z

z







    


  

 شكل کانونیک معادله متیو به فرم زیر است

(4-59                                                                                          )[ 2 cos(2 )] 0u z u     

 مشخصه و مقدار باشد و جواب عمومی آن پارامتر معادله متیو می( )ir zu e f z  است که( )f z  

( 59-4و ) (52-4با مقایسه ) حقیقی یا موهومی است. و   وابسته به  r تابعی تناوبی است که

 با در نظر گرفتن بینیم کهمی

(4-54                  )                2 2 0
0 0 1,22 2

0 0

4
[ 2 ] ; 2 ,z

qE
p m nqB i   

 
      

( به 59-4های معادله )به وضوح در غیاب میدان الكتریكی، جوابباشد. ( معادله متیو می52-4معادله)

)cos صورت )z وsin( )z .هستند 

iیک پارامتر موهومی خالص، شامل توابع متیو  که در این مورد،
1,2 2  به ندرت در مقالات ،

ع متیو توان از سری فوریه توابمشابه برای توابع با پارامتر حقیقی، می یااند. با بكارگیری رویهبحث شده

 زوج استفاده کرد که تناوبی

(4-51                                                                              ) (2 )

2 2

0

( ) cos(2 )m

m r

r

MathieuC z A rz




 

 مشتق مرتبه اول این سری

(2 )

2

0

2 sin(2 )m

r

r

rA rz




  

 و مشتق مرتبه دوم آن 

2 (2 )

2

0

4 cos(2 )m

r

r

r A rz




  

 داریم( 59-4) با جایگذاری این روابط درباشد. می
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                                   2 (2 ) (2 )

2 2 2

0 0

4 cos(2 ) [ 2 cos(2 )] cos(2 ) 0m m

r m r

r r

r A rz i z A rz 
 

 

     

 کنیمجملات سری را باز میاکنون    

(2 ) 2 (2 ) (2 ) (2 )

2 2 2 0 2 2

2

(2 ) (2 ) (2 )

2 2 0 2

2

(2 ) (2 )

4 2

3

[0 4 cos(2 ) 4 cos(2 )] [ cos(2 )

cos(2 )] [ 2 cos(2 ) 2 cos(2 )cos(2 )

2 cos(2 )cos(4 ) 2 cos(2 ) cos(2 )] 0

m m m m

r m m

r

m m m

m r

r

m m

r

r

A z r A rz A A z

A z i z A i A z z

i A z z i z A rz

 

  

 













   

   

  







  

 دانیممی

cos( ) cos( )
cos( )cos( )

2

   
 

  
   

 بنابر این داریم

(2 ) 2 (2 ) (2 ) (2 )

2 2 2 0 2 0

2

(2 ) 2 2

2 2 0 2

2

2 (2 )

4 2

3

4 cos(2 ) 4 cos(2 ) cos(2 )

1 cos(4 )
cos(2 ) 2 cos(2 ) 2 ( )

2

cos(2 ) cos(6 )
2 ( ) 2 cos(2 ) cos(2 ) 0

2

m m m m

r m m

r

m m m

m r

r

m m

r

r

A z r A rz A A z

z
A rz i z A i A

z z
i A i z A rz

 

  

 













   


  


  







  

 باید صفر باشد ضریب جملات کسینوسی همانند هم

2الف(                                                                                               -4-55) 2

2 0 2 0m m

m A i A   

2ب(                                                                            -4-55) 2 2

2 2 4 0( 4) [ 2 ] 0m m m

m A i A A     

 

2 (2 ) 2 2

2 2 2 4

2

(2 )

2( 1)

2

( 4 ) cos(2 ) cos(4 ) cos(6 )

2 cos(2 ) cos(2( 1) ) 0

m m m

m r

r

m

r

r

r A rz i A z i A z

i z A r z

  













  

  





 

2 (2 ) (2 ) (2 )

2 2 2( 1) 2 2( 1) 3

2

(2 )

2( 1)

2

( 4 ) cos(2 ) cos(2 ) cos(2 )

(cos(2 )cos(2 4 )) 0

m m m

m r r r r r

r

m

r

r

r A rz i A rz i A rz i

A rz rz z
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2پ(       -4-55) 2 2 2

2 2 2( 1) 2( 1)

2 2 2

( 4 ) cos(2 ) cos(2 ) cos(2 ) 0m m m

m r r r

r r r

r A rz i A rz i A rz  
  

 

  

      

 پ( رامی توان به شكل زیر نوشت-55-4که رابطه )

برای

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2( 4 ) [ ] 0 : 2m m m

m R r rr A i A A r        

2کنیم به دست آوریم فرض می برای اینكه بتوانیم قیدی برای

4 0mA  الف(-55-4) باشد، از روابط 

 کنیمپیدا میرا  مقادیر  ب(-55-4)و 

2
2 2
0

2

2
2 2

2 2

2

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

( )
( 4) 2 0

( 4 2 ) 0

4 2 0

m
m

m

m
m

m

m

m

m m

m m

i A
A

i A
A i

A






 



  

  



  

  

  

  

(4-57                                                                             )

2 2

0

2 2

2

4 16 8
2[1 1 ]

2 2

4 16 8
2[1 1 ]

2 2

 


 


  
   




 
   



  

 حقیقی هستند در صورتی که 2و 0که

2
21 2 2

2

1
2

2


 

  

    

  

  

 کنند.رفتار می نمایی، به صورت Cباشد، بر طبق مدهای نوسانی تابع متیو 2√بزرگتر از  γ0اگر 

0طبق رابطه 

2

0

qE



   1برای

2
 

2

0
0 2

2
qE
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 بنابراین خواهیم داشت

12

2
0 2[1 (1 ) ]

2


    .  

1)با توجه به بسط1xبه ازای ) 1nx nx    داریم 

(4-58                                   )                                                                          
2

0
2


    

2)مقدار اولیه( و 55-4با توجه به روابط ) )

0 1mA   2)و با در نظر گرفتن اینكه )

4 0mA باشد، خواهیم می

 داشت

(2 ) (2 ) 2
2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2

2 2

2 2

0

2 2
( 4) 2 0

( 4) ( 4)

4 2 0

m m m
m

m m m
m

m m

m m

i A A
i

i i
A i A

i


 



 
 

  

  

   

      
 

   

  

2ها این دو مقدار آید که به ازای آن های قبل به دست میقبلی و همان رابطه

2

mA  با هم برابر

 شوند.می

0mبه ازای   خواهیم داشت: 

                                                                                              

0

0

0 00
2 2

0

4

1

2

0

A

i
A A

i

A

 





  



 

                                     0 0 0 0 0 0

0 4 6 2 6 2 62 ( 16) [ ] 0
2

r A i A A A A A i


            

          
2 2

0 0 0 0 0

0 6 8 4 8 83 ( 36) [ ] 0 ( 36)( ) 0 18
2 2 4

r A i A A i i A A
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2 2
0 0 0 0

0 8 10 6 10

4 2
2 0

10

3
0

10

3
0

10

4 ( 64) [ ] 0 ( 64)( 18) [ ] 0
2 4 2

25 1152 0
8 2

49 1152
( )

8 2

49 1152

8 2

r A i A A i A i

i A

A i

A i i i

  
  

 
 











           

    

   

   

 

0m( رفته و به ازای  51-4) حال سراغ معادله متیو  نویسیمشش جمله اول آن را می 

0 0 0 0 0 0

1,2 0 2 4 6 8 10cos(2 ) cos(4 ) cos(6 ) cos(8 ) cos(10 ) ...A A z A z A z A z A z         

02zو با توجه به اینكه داشتیم  tداریم ، 

(4-53)                                      

2

1,2 1,2 1,2

1,2 0 0 0

3

1,2

1,2 0

1,2

1 cos( ) cos(3 ) ( 18)cos(4 )
2 2 4

49 1152
( )cos(5 )

8 2

i i
t t t

i
i i t

  
   


 



    

   

شود که برای می
1,2 مقدار 

(4-23                                                                  )0 0
1,2 1,22 2

0 0

2
2 ,

qE qE
   

 
      

 آید.                                                             به دست می

میدان الکتریکی و مغناطیسی وابسته به نسبیتی در  ی فراهافرمیون . مطالعه4-2

 زمان عمود بر هم

.)در باشدمیکنیم. این معادله به صورت زیر برای بررسی این فرمیون ها از معادلات دیراک استفاده می

1cواحد  ) 

 (4-25                                                                                                                )0[ ] 0i
iD m    

 [15همچنین میدان الكتریكی و مغناطیسی را به صورت ]
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(4-22)                                     
2 2

0 0sin( )exp( ) , cos( )exp( )y x

k k k
E b kz t B b kz t

  
     

 را به شكل های چهار پتانسیل مؤلفهگیریم. نظر می در

(4-29                                                                                                               )0 sin( )y

tb
A kz e

k

   

که در نظر می گیریم 
2k




 .است 

 اسپینوری به صورت  با استفاده از تعریف یک 

(4-24                                                                                                         )0[ ]
j

jD m     

 رسیمزیر می دهیم و به معادله( ادامه می5-4مانند محاسبات بخش )

(4-21        )                                                     2 2 2 2 2

0 1[ ( ) ] 0x y y z t xiqA m q B           

 که در آن

                                                               
1 2 3 4; ; ;x y y z tD D iqA D D          

3و  2 xD D iqB باشد. برای بقیهمی i j، 0هاi jD D  .هستند 

ویژه بردارهای متناظر با ویژه مقادیر 
1,2 1   به شكل 

(4-25                                                                                                                  )1,2

1

11

12

1



 
 

 
 
 
 

 جداسازی متغیرها به صورت  هستند. به وسیله

(4-27                                                               )                          1,2 1,2 1,2( , )exp( )z t i p x  
   

xکه  yp x p x p y
    1برای حالت  2یا  5و اندیس 1  2و 1   ( 21-4) هستند، از معادله

 داریم



 53 

 

                 

2 2 2 2 2 2 2 3 2

0 ( , ) 1,2

13 2

1

1 13 2

1,2

2 2

[ ( 2 ) ] 0

0

0

0 1 0 0 1 1

1 0 0 0 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

x y y y y z t x z t

ip x
iqA q A m iq B e

i

i
i i i

i

   


 



 
  

 

            

 
   

 

     
                    
        
     

     

 

3الف(                                                                                              -4-28) 2

1,2 1,2iq q     

 و

ب(                                                                                       -4-28)
0 cos( )

y

x

tA
B b kz e

z


 


  

 خواهیم داشت (21-4ب( و )-28-4الف ( و ) -28-4با استفاده از روابط ) 

                   

2 2 0
( , ) 1,2 1,2 ( , ) 1,2

2 22
( , ) ( , )2 2 20

1,2 1,2 02 2 2

0 ( , ) 1,2

2

2 sin( )

sin ( )

cos( ) 0

z t x y z t y

z t z t

z t

ip x ip xip x t

ip x ip x
t

ip x
t

b
p e p e iq kz e ip e

k

b
q kz e e e m

k z t

qb kz e e







     

 
   

 

      

    

 

  

 
   

 

 

 

 داریمبا تقسیم بر

       

2 22 2
( , ) ( , )2 2 2 20 0

02 2 2

( , )

0 ( , )

2 1
( ) 2 sin( ) sin ( ) [ ]

cos( ) 0

z t z t

x y y

z t

z t

t t

t

b q b
p p q kz p e kz e m

k k z t

qb kz e

 



 





 



 
      

 

 

 

  بنابراین   

(4-23     )

2 2

( , ) ( , ) 2 2 2 20 0
0 ( , )2 2

0 ( , )

2[ 2 sin( ) ( ) sin ( ) ]

cos( ) 0

z t z t

y z t

z t

t t

t

qb qb
p m p kz e kz e

z t k k

qb kz e
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به حساب آیند، مشكل است، بنابراین به ساده سازی نیاز  جملات معادله بالا وقتی همهحل تحلیلی 

 داریم.

0در راستای میدان الكتریكی ،ای برای ذرات فرا نسبیتی با تكانه
y

qb
p

k
 بنابراینو 

(4-93                                                                     )                                       2 2( )y y yp qA p  

شود)جملات مربوط به باز کردن اتحاد درجه دوم ( به شكل زیر ساده می23-4) که معادله ،شودمی

 حذف می شوند(

(4-95         )                           
2 2

( , ) ( , ) 2 2

0 ( , ) 0 ( , )2 2
[ ] cos( ) 0

z t z t

z t z t

tp m qb kz e
z t

 
 

 
    

 
 

 کنیمفوریه استفاده می -ط لاپلاسبس اکنون از روش

(4-92                                                                                             ) 
( , )

0

( )
( )z t n

n

n i t
z e

 
 





 
 

2همچنین از تغییر متغیر  2 2 2

0p p m    نمائیم. بنابرایناستفاده می 

2
2 2 2

0 ( , ) 0 ( , )2

2
2 2 2 2 2

0 02

( ) ( )( )
( ) ( ) [ ] cos( ) 0

( )1
2 [ ] cos( ) 0

( )

n
n z t z t

n

n

n i t n i t t

t

z
e n i z e p m qb kz e

z

d z
n i p m qb kz e

z dz

    




    


    







    




     



      

 

(4-99)                                    
2

2 2 2

0 ( 1)2

( )
[ 2 ] ( ) cos( ) ( ) 0n

n n

d z
p ni n z qb kz z

dz


          

1nبه ازای  ودشدیفرانسیل خطی مرتبه دوم ناهمگن با ضرایب ثابت می یک معادله(، 99-4) ه، معادل 

(4-94   )                                         
2

2 2 2

0 02

( )
[ 2 ] ( ) cos( ) ( ) 0

d z
p ni n z qb kz z

dz


        

0n که برای   

(4-91                                                                                                                      )
0

ipzNe   

  است که از معادله دیفرانسیل اولیه
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(4-95                                                                                                                   )
2

20
02

0
d

p
dz


   

 آید.به دست می

 کنیماستاندارد زیر استفاده می ( از تجزیه94-4در معادله )

(4-97                                                                                              ) ( ) ( )i k p z i k p z
Ae Be

  
    

 ( خواهیم داشت94-4) ( در رابطه97-4با جایگذاری رابطه )

2 2 2 2

0

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) [ 2 ][ ]

( ) 0
2

i k p zi k p z i k p z i k p z

i k p z i k p z

A k p e B k p e p i Ae Be

qb
N e e

 
    

  

       

  
 

 بنابراین

2الف(                                                            -4-98) 2 2 0( ) [ 2 ] 0
2

qb
A k p p i A N        

2ب(                                                             -4-98) 2 2 0( ) [ 2 ] 0
2

qb
B k p p i B N        

 الف( -98-4) با استفاده از رابطه

                                

0 0

2 2 2 2 2 2 2

0
2 2

2 2 2 2

2 2

( ) [ 2 ] 2 2

( 2 ) 22

( 2 ) 2 ( 2 ) 2

qb qb
N N

A
k p p i k p kp p i

qb
N

k kp i

k kp i k kp i

   

 

   

 

 
        


  

 
     

 

     ف(                       ال-4-93)
2 2

0 0

2 2 2 2 2

( 2 ) 2

2 ( 2 ) 4( ) 4 ( ) ( )

qb qbk kp i kp i
A N N

k kp kp

  

  

   
   

   
  

 ب( -98-4) و با استفاده از رابطه
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0 0

2 2 2 2 2 2 2

0
2 2

2 2 2 2

2 2

( ) [ 2 ] 2 2

( 2 ) 22

( 2 ) 2 ( 2 ) 2

qb qb
N N

B
k p p i k p kp p i

qb
N

k kp i

k kp i k kp i

   

 

   

 

 
        


  

 
     

       

                          ب(    -4-93)
2 2

0 0

2 2 2 2 2

( 2 ) 2

2 ( 2 ) 4( ) 4 ( ) ( )

qb qbk kp i kp i
B N N

k kp kp

  

  

    
   

   
  

2آید که ساده سازی با در نظر گرفتن به دست می 2 2k kp  .به دست آمده است,B A  به دست

 کنیم( جایگذاری می97-4) آمده را در معادله

                          

0 0
1,2 2 2 2 2

0

2 2

( ) ( )

4 ( ) ( ) 4 ( ) ( )

[ ( ) ( )]
4 ( ) ( )

i k p z i k p z

ipz
ikz ikz

qb qbkp i kp i
N e N e

kp kp

qb e
N e kp i e kp i

kp

 


 

 


  



  
  

 

     


 

 ، داریمبر حسب توابع مثلثاتی ikzeنماییبا نوشتن قسمت 

(4-43                                                                       )0
1,2

2 2
sin( )

2 ( ) ( )

ipzqbN
kz e

kp
 


  


  

 شود کهمی

(4-45                                                                                                                  )tan( )
kp


   

در میدان مغناطیسی  های فرا نسبیتی دارای انرژی فاکتور فاز تابع موج فرمیون
0 cos( )t

xB b e kz 

 باشد.می

1nگردیم تا توابع موج را بیابیم، به ازای تمام مسیر را برمی  داریم 
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( , ) 1,2

0
( , )

2 2
0

1,2 1,2

0

2 2
0

1 2

0 1

( )

( )

( . )( )

( . )( )

( sin( ) )
2 ( ) ( )

1

11
sin( ) ( )

12 2( ) ( )

1

( ) (

z t

z t

j

j

n i t

i t ipz

ip xn i t

ip xi t ipz

e

qbN
kz e e

kp

e e

qbN
kz e e e

kp

D m D

 

 

 

 

 

 


  




   





 

 

   

   



  




 
 

   
 
 
 

    





3 4

2 3 4 0

1 2 3

0

)

( ( ) )x y y z t

D D D m

i i iqA i i m

  

    

  

          

 

 که 
yiqA شود. خواهیم داشت( حذف می93-4) طبق شرط رابطه 

                                                         1 2 3

0( )x y z ti i i i m               

  بنابراین

                 

0 1,2

( . )

0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0
(

0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0 1

0 0 0 1 0 1 0 0 11
)

1 0 0 0 0 0 1 0 12

0 1 0 0 0 0 0 1 1

x y

z t

i p x t t

i

i
i i

i

i

i i m e e
 
  

   
   
         
   
   
    

     
     

 
        
      
     

      

 

            

1,2 1,2

1,2

1,2

( . ) ( . )

( . )

( . ) ( .

1

11 1

12 2

1

1 1

1 11 1

1 12 2

1 1

(

x y

i p x t i p x tt t

i p x t t

i p x t i p xt

i

i
i ip e e i ip e e

i

i

i e e i
z

i e e e

  

 

 

 




 

     

  

    

   
   
      
   
   
    

   
   


    
    
   
   

   0 1,2 1,2

) ( . )
)

t i p x tt te m e e
  
  

 

 و
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(4-42)                        

1,2 1,2

1,2

1,2

1,2

1,2

1,2

( . ) ( . )

( . )

1 1

2 2

1

11 1

12 2

1

yx

yx

yx

yx

i p x t i p x tt t

i p x t it

pp

pp
e e i e e

pp

pp

z

z
i e e e

z

z

  

 

 





 




     

  

   
  
    
  
  
     

 
 


 

  
       
   

      
 

  

0

0

1,2 1,2

0

0

( . )

( . )( . )

1

11 1

12 2

1

t

p x t t

i p x ti p x t t

e

m

m
i e e e e

m

m



 

   

  

    

  
   
   
  
  
   

 

 ( داریم43-4) از رابطهشود. با استفاده می

1,2 0

2 2

0 0

2 2 2 2

1,2 1,2

( cos( ) sin( ) )
2 ( ) ( )

sin( ) sin( )
2 2 tan( )( ) ( ) ( ) ( )

tan( )

ipz ipz

ipz ipz

qbN
k kz e ip kz e

z kp

qb qbN N k
kz e kz e

kzkp kp

k
ip

kz


 



 
 

 



    

 

    
 

 


 

 ( داریم42-4) با جایگذاری این رابطه در رابطه
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tan( )

tan( )1 1 1 1 1 1
(
2 2 2 2 2 2

tan( )

tan( )

yx

yx

yx

yx

k
i

kz

ipp p ik
i

ipp p ikz

ipp p k i
i

kzipp p i

k
i

kz



 

 

 

  



 
 
 

          
                       

         
                      

 
  

0

0

1,2

0

0

( . )1
)

2

i p x t t

m

m
e e

m

m

 
  






 
 
 
 
 
 

 

 نویسیمرا می 1سطر اول و ستون اول  جمله

                                                           
1 0 cot( )x yp ip p i m ik kz            

)tan( و اینكه45-4) با استفاده از رابطه ) tan( )
tan( )

1 tan( ) tan( )

a b
a b

a b


 


 داریم 

                                                          cos( ) sin( )
( ) cot( )

sin( ) cos( )

kp kz kz
h z k kz k

kp kz kz







  


 

 بنابراین

(4-49         )                         

0

0

1 1

0

0

( . )

( )

( )1

( )2

( )

x y

x y

x y

x y

i p x t t

p ip p i m ih z

p ip p i m ih z
e e

p ip p i m ih z

p ip p i m ih z

 

 

 


 

 

  

      
 

     
  
       
 
        

 

 و به همین ترتیب  

 (4-44       )                         

0

0

2 2

0

0

( . )

( )

( )1

( )2

( )

x y

x y

x y

x y

i p x t t

p ip p i m ih z

p ip p i m ih z
e e

p ip p i m ih z

p ip p i m ih z

 

 

 


 

 

  

       
 

     
  
      
 
        

     

 شود. حال طبق اصل برهم نهی دو موجمی
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1 2

1
( )

2
     

 (43-4) می شود و با توجه به رابطه

(4-41                     )                                 0

1

0

( . )( )1

2

( )

x y

x y

i p x t t

p ip

p i m ih z
e e

p ip

p i m ih z

  


 

  

 
 
    
  
  
 

    

  

 شودبا استفاده از روابط زیر تعریف میو شار جریان های چگالی جریان آید. مؤلفهبه دست می

  (4-45                                                                                          )† 4 †,j q j Q q       

 با جایگذاری روابط و ساده سازی خواهیم داشت

(4-47                         )                              

2

1

2

1

22 2 2

0 1

22 2 2 2

0 1

2

2

2

2

[( ) ( ) ]

[( ) ( ) ]

[ 2 ( ) ]
2

[2 2 ( ) ]
2

x x y

y y x

z

t

t

t

t

j q p p h p e

j q p p h p e

q
j p m h e

q
Q p p m h e









  

  

   

   









    

    



    


      


 

میدان الکتریکی و نسبیتی در های . حل تابع هیون برای فرمیون4-2-1

 مغناطیسی وابسته به زمان عمود بر هم

0در موارد معكوس، متناظر با 
y

b
p q

k
1teکه تغییرات زمانی کم است، بنابراین     است که این

یک میدان میدان مغناطیسی قوی مگنتار است که به وسیلهبرای یک موقعیت نزدیک به واقعیت 

0

1510b G ،به شكل تواند می( 29-4) مؤلفه چهار پتانسیل رابطه مشخص شده است 

(4-48                                                                                                            )0 sin( )y

b
A kz

k
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)تابع  نوشته شود. , )z t ( به شكل 23-4عمومی ) در معادله( , ) ( ) i tz t z e    شود کهنوشته می 

های مؤلفه
1,2( )z  1متناظر با   یهستند که حل معادله  

(4-43                                                                        )
2 2 2

1,2 2

1,22 2 4 2
[ sin cos ] 0

d p b b

d k k k


  


               

kz,0باشد که می b qb  . 

cossبرحسب متغیر جدید  و با استفاده از رابطه  

(4-13                                                                                          )
1,2 1,22

( ) exp[ ] ( )
b

s s u s
k

    

 دهیمکنیم. برای این کار ابتدا محاسبات زیر را انجام می( جایگذاری می43-4) تابع موج را در معادله

                                                         

2

12 2
2 2 22

2 2

(1 )

(1 )[ (1 ) (1 ) ]

d d
s

d ds

d d d
s s s s

d ds ds







  

     

  

(4-15                           )                                              
2 2

1,2 1,2 1,22

2 2

( ) ( ) ( )
(1 )

d s d s d s
s s

d ds ds

  


     

(4-12                                             )

1,2 1,2

1,22 2 2

1,2

1,22 2

( ) ( )
exp[ ] ( ) exp[ ]

( )
[ ( ) ]exp[ ]

d s du sb b b
s u s s

ds k k ds k

du sb b
u s s

k ds k


    

   

  

     

2 2

1,2 1,2 1,2 1,2

1,22 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
[ ]exp[ ] [ ( ) ]exp[ ]

d s du s d u s du sb b b b b
s u s s

ds k ds ds k k k ds k


            

(4-19        )                            
2

1,2 1,2 2

1,22 2 2 2

( ) ( )2
[ ( ) ( )]exp[ ]
d u s du sb b b

u s s
ds k ds k k

     

 ( خواهیم داشت15-4) ( در رابطه19-4( و )12-4گذاری )با جای
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(4-14    )             

2

1,2 1,2

1,22 2

2

1,2 1,22 2

1,22 2 2 2

( ) ( )
{ [ ( ) ]

( ) ( )2
(1 )[ ( ) ( )]}exp[ ]

d s du sb
s u s

d k ds

d u s du sb b b
s u s s

ds k ds k k




   

    

   

 داریم (43-4)با جایگذاری این رابطه در 

(4-11   )                                        
2 2

1,2 1,22 2

1,22 2 2

( ) ( )2
(1 ) [ (1 ) ] ( ) 0

d u s du sb p
s s s u s

ds k ds k
        

1)2آید. رابطه را بربه دست می )s کنیمتقسیم می: 

(4-15             )                              
2 2

1,2 1,2

1,22 2 2 2 2

( ) ( )2 1
[ ] ( ) 0

(1 ) (1 )

d u s du sb s p
u s

ds k s ds s k
    

 
  

 کنیمکنیم، ابتدا فرض میمیحل  روش آنزاسبه است، [ 12، که معادله هیون]را این معادله

(4-17                                                                                                          )( ) ( ) ( )u s F s D s  

)تابع  )u s کنیم، خواهیم داشت( جایگذاری می15-4) را در رابطه 

(4-18)                            
2 2 2 2

2

2 2

2 2
{2 [ ]} { [ ]

( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )

1
} ( ) 0

(1 )

D b s D b s D
F F

D s k s D s k s D s

p
F s

s k

  
        

 

 


   

Fخواهیم مشتق اول یعنیمی  شود، بنابراین حذف 

(4-13                                                                                          )
1

2 4
2

( ) exp( )(1 )
b

D s s s
k



   

 کنیم( جایگذاری می18-4) به دست آمده را در رابطه Dحال تابع 

(4-53   )                                     

2 2 2 2
4 2

2 2 4 4 4

2 2 2

1 2 3
( )

2 4{ } ( ) 0
(1 ) (1 )

I II

b p b b b
s s s

k k k k kF F s
s s

      
   

 
  

 کنیم، داریمعبارات داخل کروشه را به صورت جداگانه به مجموع چند کسر تبدیل می
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2

2 2

2

2 2

2 2

1

2

(1 ) (1 ) (1 )

1 1
,

2 4 2 4

b p
s

A Bk kI
s s s

p b p b
A B

k k

  

  
  


   

  

(4-55                                                                                       )

2 2

2 2

1 1

2 4 2 4

(1 ) (1 )

p b p b

k kI
s s


 

 
 

  

 کنیمکسر تبدیل می 4عبارت دوم را به مجموع 

                   

2 2 2
4 2

24 4 4

2 2 4 2 2

2 3
( )

4

(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

3 3 3 3
, , ,

16 16 16 16

b b b
s s

b C D E Fk k kII
s k s s s s

C D E F

   

      
    

     

    

(4-52                                                                 )
2

4 2 2

3 3 3 3

16 16 16 16

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

b
II

k s s s s

 

     
   

  

 نمائیم( جایگذاری می53-4) ه( را در رابط52-4( و )55-4روابط )

(4-59)                              

2 2

22 2

2 2 4

1 1 3 3

2 16 2 16 16 16[ ] ( ) 0
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

p b p b

bk kF F s
s s s s k


 

      
   

  

 کنیم( جایگذاری می59-4) رت زیر پیشنهاد داده و در رابطهرا به صو Fتابع 

(4-54                                                                              )( ) ( )1( ) ( )
g s g slF s le F s e    

(4-51        )

2 2

22 2
2

2 2 4

( ) ( )

1 1 3 3

2 16 2 16 16 16[ ] [ ] 0
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

g s g s

p b p b

bk kg g e e
s s s s k


 

       
   

  

)تابع  )g s  شكلرا به 

(4-55                                                                                    )( ) ln(1 ) ln(1 )g s s s s        
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1باید بزرگتر یا مساوی  و  مقادیر  u برای میرا شدن اسپینور دهیم.هاد میپیشن

4
با جایگذاری  شود. 

 ( خواهیم داشت51-4) ( در رابطه55-4رابطه )

       

3 2 2 2
2

2 2

2 2 2 2

2 2

( )

(2 2 ) ( 2 2 2 )
[

(1 ) (1 )

( 2 2 2 2 2 2 ) 2 2 2
]

(1 ) (1 )

g s

s s

s s

s
e

s s

        


            

        
 

 

            


  

(4-57)                                       

2 2

22 2

2 2 4

( )

1 1 3 3

2 16 2 16 16 16[ ] 0
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

g s

p b p b

bk k e
s s s s k


 

    
   

  

 کنیمکسر می ( را تجزیه57-4ی اول رابطه )کروشه

     

3 2 2 2
2

2 2

2 2 2 2

2 2

2

2 2

(2 2 ) ( 2 2 2 )

(1 ) (1 )

( 2 2 2 2 2 2 ) 2 2 2

(1 ) (1 )

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

s s

s s

s

s s

I J K L

s s s s

        


            



        
 

 

            


 

   
   

  

 با مقداری محاسبه خواهیم دید که

                                                                                           
2

2

2

2

I

J

K

L

 

 

 

 

  

 

 

 

  

 (57-4) با جایگذاری در رابطه

(4-58                                    )

2 2
2

2 2

2 2

22 2

2 2 4

( )

( )

( 2 ) 2
[ ]

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

1 1 3 3

2 16 2 16 16 16[ ] 0
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

g s

g s

e
s s s s

p b p b

bk k e
s s s s k

       


    
    

   


 

    
   

 

 هم باشند، بنابراین د عبارات داخل کروشه باید قرینه( برقرار باش58-4) برای اینكه رابطه



 00 

 

الف(                                                                                                            -4-53)
2

2

4

b

k
  

ب(                                                                                 -4-53)
2

2

1
2 ( )

2 16

p b

k
 


      

پ(                                                                                         -4-53)
2

2

1
2 ( )

2 16

p b

k
      

2ت(                                                                                                            -4-53) 3

16
     

2ث(                                                                                                             -4-53) 3

16
     

 الف( -53-4) از رابطه

                                                                                                              
2

b

k
    

 ت(، داریم-53-4) از رابطه آید.دست می به

                                                                                                               
1

2

3

4

1

4









 


  

 ث(-53-4) و از رابطه

                                                                                                                
1

2

3

4

1

4









 


    

به این نتیجه خواهیم رسید که به ازای  پ(-53-4)و ب(-53-4) ست می آید. از کم کردن دو رابطهبه د

( خواهیم 55-4) با استفاده از رابطه برابر هم باشند. بنابراینتوانند نمی و   ،یک مقدار برای 

 داشت
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2

1 2

2 2

1 3
( ) ln(1 ) ln(1 )

4 4

3 1
( ) ln(1 ) ln(1 )

4 4

b
if

k

b
g s s s s

k

b
g s s s s

k

  


    


     


                                                 

 و

(4-73                 )                        

2

1 2

2 2

1 3
( ) ln(1 ) ln(1 )

4 4

3 1
( ) ln(1 ) ln(1 )

4 4

b
if

k

b
g s s s s

k

b
g s s s s

k

   


     


      


 

 (54-4از رابطه)

(4-75                                                                                   )

2

2

2

2

1 3

4 4
1

3 1

4 4
2

1 3

4 4
3

3 1

4 4
4

( ) (1 ) (1 )

( ) (1 ) (1 )

( ) (1 ) (1 )

( ) (1 ) (1 )

b
s

k

b
s

k

b
s

k

b
s

k

F s e s s

F s e s s

F s e s s

F s e s s






  


   



  


   

  

 ( داریم13-4( و )17-4آید. با استفاده از روابط )به دست می

                                                                     
2

2

1

2 4
1

1

2 4
2

( ) (1 )
( )

( ) (1 )

b
s

k

b
s

k

D s e s
D s

D s e s
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(4-72                                                           )

11 1 1
1

12 1 2

21 2 1
2

22 2 2

31 3 1

3

32 3 2

2 1
2 2

1
2

2 1
2 2

1
2

1
2

2 1
2

( ) ( ) ( ) (1 )
( )

( ) ( ) ( ) (1 )

( ) ( ) ( ) (1 )
( )

( ) ( ) ( ) (1 )

( ) ( ) ( ) (1 )
( )

( ) ( ) ( ) (1 )

b s
k

b s
k

b s
k

u s F s D s e s
u s

u s F s D s s

u s F s D s e s
u s

u s F s D s s

u s F s D s s
u s

u s F s D s e s



   

 


  


   

 


  

  


  

41 4 1

4

42 4 2

2

1
2

2 1
2 2

( ) ( ) ( ) (1 )
( )

( ) ( ) ( ) (1 )

b s
k

u s F s D s s
u s

u s F s D s e s









  

 


  

 

 

 ، تمام اسپینورهای به دست آمده قابل قبول هستند.  و  با توجه به مقادیر به دست آمده برای 

                     

 به ازای sبر حسب  12u. اسپینور 1-4شکل       

               1b   1وk  

 به ازای sبر حسب  11u. اسپینور 2-4شکل 

                1b   1وk  
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)cosبا توجه به اینكه  )s  ( می-5،5است، نمودارها در بازه ).باشند 

 به ازای sبر حسب  22u. اسپینور 3-4شکل 

               1b   1وk  

 به ازای sبر حسب  21u. اسپینور 4-4شکل 

                1b   1وk  

 به ازای 22uبر حسب  42u. اسپینور 5-4شکل 

                1b   1وk  

 به ازای 22uبر حسب  32u. اسپینور 6-4شکل 

                1b   1وk  
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 نتیجه گیری

شرودینگر با پتانسیل وابسته به زمان به شكل  بررسی ذرات غیر نسبیتی، معادله در ابتدا برای

1 2 3
ˆ ˆ( , , ) ( ) ( ) ( )V z p t g t z g t p g t    معادله  زمان حل کرده و آن را به –را به روش انتقال فضا

1mی آزاد با جرم شرودینگر یک بعدی یک ذره   1و یل کردیم که حل آن در کتب مكانیک تبد

های کوانتومی وابسته به زمانی که اینجا در نظر گرفتیم، هنگامی کوانتوم موجود است. دیدیم که سیستم

شوند. همچنین آزاد تبدیل می مستقل از زمان باشد، به شكل ذرهکه میدان خارجی میرا و جرم ذرات 

1هنگامی که  3( ) ( ) 0g t g t باردار در یک میدان مغناطیسی را  تواند حرکت ذرهتابع موج می شد،با

 شرح دهد.

در یک میدان الكترواستاتیک یكنواخت، با در  برای بررسی رفتار نسبیتی حرکت یک ذره باردار

اتور ، که ویژه تابع اپرنمایینظر گرفتن تابع موج به شكل حاصلضرب یک تابع زمانی در یک قسمت 

شرودینگر غیر نسبیتی شد و ویژه مقادیر انرژی به  باشد، تبدیل به معادلهتكانه میانرژی جنبشی و 

ن را با ه زماوابسته ب یهای نسبیتی در میدان الكترومغناطیسفرمیونراحتی محاسبه شدند. همچنین 

هامیلتونی مستقل از زمان است دیراک بررسی کردیم. مشاهده کردیم هنگامی که  استفاده از معادله

)اب نهایی به فرم جو )

E
ni t

q e


 شود که کاملاً با انتظار ما سازگار است.تبدیل می 

 با گوردون پرداختیم. این معادله –کلاین  تانسیل متحرک، به بررسی معادلهبا در نظر گرفتن پ

مشابه آن اما با پتانسیل غیر متحرک تبدیل کردیم. با یافتن تابع موج،  پتانسیل متحرک را به یک معادله

ضرایب بازتاب و عبور دیدیم که  به دست آوردیم و سپس با محاسبه چگالی بار و چگالی جریان را

 مجموع این ضرایب یک شد.

 4 هایهای نسبیتی در میدان الكترومغناطیسی ثابت، که ناشی از مؤلفهدر بررسی فرمیون

پتانسیل وابسته به مكان و زمان هستند، به روش جداسازی استاندارد عمل نموده و معادله را به دو 
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ها برای هر دو قسمت برحسب توابع لاگر بخش مكانی و زمانی تقسیم کردیم. مشاهده کردیم که جواب

 شده و ثابت جداسازی نیز به دست آمد.

ی هماهنگ زمانی موازی با القای مغناطیسی های فرانسبیتی را در یک میدان الكتریكفرمیون

ه معادلات معمولاً ب، های تناوبیمیدانبا در نظر گرفتن این  استاتیكی، هر دو در یک راستا بررسی کردیم.

تیو توابع م از سری فوریه هستند.هایش توابع متیو که جوابرسیم میدیفرانسیلی مرتبه دوم خطی 

ی اول سری جواب آن را به صورت تقریبی به دست زوج استفاده کردیم، با نوشتن شش جمله تناوبی 

ها در میدان الكتریكی و مغناطیسی هماهنگ زمانی، به روش آوردیم. با در نظر گرفتن همین فرمیون

 جداسازی استاندارد به حل آن پرداختیم و چگالی جریان مربوطه را محاسبه کردیم. در حالتی که

هیون  برای یک مگنتار باشد، به معادلهیعنی موقعیت خیلی نزدیک به واقعیت  ،تغییرات زمانی کم باشد

 و نمودارهای آن را رسم کردیم. استفاده کرده ل آن از روش آنزاسرسیدیم. برای ح
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Abstract 

The study of quantum systems with an explicit time-dependence has received great 

attention due to application in various fields of physics. Many of interesting quantum 

effects, including geometric Berry phase, molecular Bohm effect, dynamical locality of 

particles and Hall effect are related to this concept.  More generally speaking, the time-

dependent fields are also present in quantum chemistry, quantum optics and quantum 

field theory.  In other words, the time-dependent models enable us to simulate the modern 

and applied concepts in these branches. These models become particularly more 

important when we consider the experimental limitations. In this thesis, we first 

thoroughly investigate the nonrelativistic particles using Schrödinger equation via time-

space translation and Lewis-Riesenfeld approaches. Next, we study the relativistic 

particles using Dirac and Klein-Gordon fields and analyze them in various states 

including constant electric field and moving potential. In addition, we investigate ultra-

relativistic particles in electromagnetic fields and solve Heun and Mathieu equations in 

our calculations.   

 

 

Key words: Time-Dependent Potential, Schrödinger Equation, Dirac Equation, Klein-

Gordon Equation, Lewis-Riesenfeld technique, Time-Space Transformation method, 

Mathieu equation, Heun equation. 
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