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 تشکر و قدردانی

  »من لم یشکر المخلوق لم یشکر الخالق « داقبه مص  

کتر دذناب آقای ، تقدیم به محضر اس اد فرتانه ام را صمهمانه ترین مراتب ام نانم ،دانملاتم میبر خود  

ایشان در طول مراحل مص لف پایان  که نه تن ا ات رهنمودهای مفهد و پش هبانی حسن حسن آبادی

چراغ راه تندگی ام بودند. برای  مونه کامل اخلاق، اع ماد و ایمان،عنوان ننامه ب ره بردم، بلکه همواره به 

 .سلام ی، سعادت و سرافراتی را ات خداوند بزرگ آرتومندم و خانواده گرامهشان ایشان

که با شکهبایی در مراحل مص لف تحيهل مرا پش هبانی و یاری کردند ن ایت تشکر را  امخانوادهات 

 و سربلندی را خواهانم. یزرگ برای آن ا آرتوی سلام داش ه و ات خداوند ب

 دار داوری این کار بودند.که ع ده اساتید محترمیسپاسگزارم ات 

 اند.جام رساندن این تحقهق یاری نمودهتشکر خاليانه خدمت همه کسانی که به نوعی مرا در ان در ان  ا
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 خدای را که هر چه داریم از اوستسپاس 

 شیمکه توفیق یابیم جز خدمت به خلق او نکوبه امید آن

 تقدیم به

  پدر بزرگوارم و مادر مهربانم  

فرش ه گانی که ات خواس ه هایشان گ ش ند، سص ی ها را به ذان خریدند و خود را سپر بلای مشکلات 

ت بر اسو ناملایمات کردند تا من به ذایگاهی که اکنون در آن ایس اده ام برسم. بودنشان تاج اف صاری 

 سرم و نامشان دلهلی است بر بودنم.

 و

 عزیزم مهمسر  

 باشد. که راهنمایی ها و دلگرمی های ایشان حامی و راهگشای من در لحظه لحظه تندگهم می
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ود دانشگاه صنع ی شاهر فیزیک دانشکده ایهسته -فیزیک دانشجوی دوره کارشناسی ارشد رش ه فاطمه قباخلو   اینجانب 

استفاده از رهیافت  انتگرال مسیر  بوهم  با  -دیراک در حضور پتانسیل آهارونوف بررسی نوسانگر  یسنده پایان نامهنو

 شوم.م ع د می  حسن حسن آبادیتحت راهنمائی دک ر  فاینمن

 .تحقهقات در این پایان نامه توسك اینجانب انجام شده است و ات صحت و اصالت برخوردار است 

 ت ن ایج پژوهش ای محققان دیگر به مرذع مورد اس فاده اس ناد شده است.در اس فاده ا 

  مطالب مندرج در پایان نامه تاکنون توسك خود یا فرد دیگری برای دریافت ههچ نوع مدرن یا ام هاتی در ههچ

 ذا ارائه نشده است.

  اه دانشگ» س صرج با نام باشد و مقالات مکلهه حقوق معنوی این اثر م علق به دانشگاه صنع ی شاهرود می

 به چاپ خواهد رسهد.«  Shahrood  University  of  Technology» و یا « صنع ی شاهرود 

  حقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمدن ن ایح اصلی پایان نامه تأثهرگ ار بوده اند در مقالات مس صرج ات

 رعایت می گردد. پایان نامه

 ایان نامه ، در مواردی که ات موذود تنده ) یا باف  ای آن ا ( اس فاده شده است ضوابك در کلهه مراحل انجام این پ

 و اصول اخلاقی رعایت شده است.

  در کلهه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که به حوته اطلاعات شصيی افراد دس رسی یاف ه یا اس فاده

                                                                                 ی رعایت شده است .شده است اصل راتداری ، ضوابك و اصول اخلاق انسان

 تاریخ :

 امضای دانشجو:

 

 

 

 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

 ،نرم افزار ها و  کلهه حقوق معنوی این اثر و محيولات آن )مقالات مس صرج، ک اب، برنامه های رایانه ای

ر دباشد. این مطلب باید به نحو مق ضی تج هزات ساخ ه شده است ( م علق به دانشگاه صنع ی شاهرود می

 تولهدات علمی مربوطه ذکر شود.

 باشدبدون ذکر مرذع مجات نمی اس فاده ات اطلاعات و ن ایج موذود در پایان نامه. 
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 چکیده

باشد. مدت مکانهک کوان ومی یک نظریه اح مالی در حالی که مکانهک کلاسهک یک نظریه قطعی می  

ناب شد تا تمانی که فاینمن ات طریق نمایش معروف ان گرال تمان طولانی ات گف ن ارتباط این دو اذ 

مسهر خود با هس ه ای ات معادله شرودینگر این دو مکانهک را به هم رسانهد. سات و کار ان گرال مسهر 

باشد. باشد که اصل کنش کلاسهک را عمومهت میشرح حالی ات نظریه کوان وم در مکانهک کوان ومی می

های هرمجموع یا تابع ان گرالی ات مس کلاسهکی مسهر منحير بفرد یک سهس م را بهاین سات و کار تيور 

نامه پس ات بحثی همراه با ذزئهات ممکن را برای محاسبه دامنه کوان ومی ذایگزین نمود. در این پایان

 سانگروم فاوتی همچون معادله وابس ه به تمان شرودینگر، ن وکار ان گرال مسهر فاینمن، مسائلدرباره سات

وهم، نوسانگر دی کی پی و ذره آتاد با درنظر گرف ن طول ب - فودیران در حضور برهمکنش آهارون

 کار مورد بررسی قرار خواههم داد.هنه را  با اس فاده ات این سات وکم
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 :5تاریخچه انتگرال مسیر 5-5

دار و م بر رویه نام های ان گرال کاربردی و ان گرال )گاهی اوقات نهز بایده اولهه مف وم ان گرال مسهر  

شکلات ان شار و ان گرال وینر برای حل م .نسبت داد 2نوربرت وینربه شود( ان گرال پهوس ه نامهده می یا

 برای پاول دیراناست ات این رو آن را ان گرال وینر نامهدند. این ایده توسك  مطرح شده حرکت براونی

 1241او بهان شد و روش کامل در سال  1233اس فاده ات لاگرانژی در مکانهک کوان ومی در مقاله 

اس فاده  که ات آن برای فرمول بندی ذدید در مکانهک کوان ومی توسعه داده شد ریچارد فاینمنتوسك 

کوان ومی  مکانهک هایی که شرودینگر و هایزنبرگ گف ند به عنوان فرمول سوم درعلاوه بر آن چهز شد و

بندی مکانهک کوان ومی برای در این روش تمایل برای بدست آوردن فرمول. انگهزه اصلی معرفی شد

و نه هامهل ونی است. ایده اولهه فاینمن  لاگرانژی نقطه آغاتبا اس فاده ات   3فاینمن -نظریه ویلرتحلهل 

ریچارد  ات مقاله ای که دیران در این باره ارائه داده بود ال ام گرفت. 1233برای اولهن بار در سال 

به درن حهرت انگهزی  فاینمن 1241در بروکلهن نهویورن م ولد شد. در دهه  1211سال  در فاینمن

ات  یکی فاینمنات تفاوت بهن ذ ان کوان ومی و نهوتنی دست یافت. بعد ات ذنگ ذ انی دوم، ریچارد 

ه های نظریساتی پهچهدگیترین روش برای خلاصهقعمه ترین اما در عهن حالشاگردان ویلر به ساده

 .یکی ات ن ایج این ایده، برای او ذایزه نوبل را به ارمغان آورد 1235وان وم دست یافت که در سال ک

 3خلاتنهکف ،1254 5گلفند و مهلونس، 4نظریه مهدان کوان ومی در آثار بگولهواف های کاربردی درفرمول

همچنهن در  شد. و دیگران ارائه 1254 1فراد کهن ،1254 2سایمانزیک ،1255سلام و م هو  ، 1252

 1225،1213 11ویگل، 1252 2کهسفهزیک نظری در بررسی حرکت براونی در یک محهك ذ ب توسك  

های در فرم در ان  ا و .ارائه شد 1255 11و کهکوچی 1253توسعه نظریه ابرشارگی توسك فاینمن و

ک کوان ومی )به ات مکانه یبعنوان فرمول و ابداع شد 1242،1241مص لف توسك ریچارد فاینمن در سال 

 .[5]ارائه گردید ("فرمول سوم مکانهک کوان ومی"اصطلاح 

 

 

                                                           
1 Path integal 
2 Norbert Wiener 
3 Wheeler_Feynman           
4 Bogoliubov 
5 Gelfand and Minlos 
6 Khalatnikov 
7 Symanzik  
8 Fradkin 
9 Kac 
10 Wiegel 
11 Kikuchi 
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https://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D9%86%D8%B8%D8%B1%DB%8C%D9%87_%D9%88%DB%8C%D9%84%D8%B1-%D9%81%DB%8C%D9%85%D9%86%D9%85%D9%86&action=edit&redlink=1
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%86%D9%82%D8%B7%D9%87_%D8%A2%D8%BA%D8%A7%D8%B2
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%86%D9%82%D8%B7%D9%87_%D8%A2%D8%BA%D8%A7%D8%B2
https://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D9%84%D8%A7%DA%AF%D8%B1%D8%A7%D9%86%DA%98%DB%8C&action=edit&redlink=1
https://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D9%84%D8%A7%DA%AF%D8%B1%D8%A7%D9%86%DA%98%DB%8C&action=edit&redlink=1
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 اهمیت انتگرال مسیر: 5-2

ای کاربردی ه باشد. برنامه بحث برانگهزتواند اهمهت روش ان گرال مسهر در فهزیک نظری به سص ی می  

ائل ن ا برای حل مست نهدرن ثابت شده است این روش بسهار مفهد آن در بسهاری ات شاخه های فهزیک م

شی برای شرح پدیده عنوان یک راهنما برای تدوین و توسعه ایده های ذدید و در اصل روموذود بلکه ب

ک با وذود داش ن تقریبا یاش ه باشهد که روش ان گرال مسهر باشد. لاتم است توذه دهای فهزیکی می

حال توسعه است. این ایده در سال  ساله، نظریه و کاربرد آن همچنان در ذ ان به شدت در 11تاریخ

ان گرال مسهر یک فرمول  توسك خود فاینمن بکار گرف ه شد و توانست براساس ایده 1251و1251های

، ان گرال مسهر به شدت برای 1251ی اخ لال ایجاد کند. درو نظریهذدید ات الک رودینامهک کوان ومی 

معادلات شوینگر  ر گرفت ات آن ذمله  نظریه مهداناحل معادلات کاربردی در کوان ومی مورد مطالعه قر

ای ه پهشگامی در ارائه بسهاری ات برنامهبدست آمده در نظریه ان گرال مسهر آثار  بسهار مطرح بود.

عنوان مثال در فهزیک آماری در نظریه ان قال فات، ابرشارگی، ابررسانایی، ب ،این نظریهدر  شد کاربردی

روش  121232 پهک و اینوم ا آید.... روش کاربردی به حساب میو سمااپ هک کوان ومی، فهزیک پلا

ای  . کار این دو باعث گس رش راهدندبکار بر هماهنگان گرال مسهر را برای محاسبه ان شارگر نوسانگر 

فرموله نظریه  1224ویلسون ، )1221در سال های ان گرال مسهر در پی داشت. برای اس فاده ات مدل

( .ارائه داد تمان-( در یک شبکه فضا13ا و گلوئون ا )به عنوان مثال کرومودینامهک کوان ومیمهدان کوارک 

ر گرف ه نظردگسس ه ات این نظریه های کوان ومی به عنوان شکل مسهر در مبحث مهداننظریه ان گرال 

هف ناطهسی ضعو انفعالات الک رومغهای نظریه ات ذمله نظریه های واقع بهنانه فعل شد. در مطالعه مدل

کوان ومی هک کرومودینام در تمهنه شد و ارائه 1231، سلام 1232 15، واینبرگ1231 14که توسك گلشو

بکار گرف ه شد. در مهان برنامه های  1223 12،پله زر1223 13گروس ویلکزنتوسك  ،)نظریه کنش قوی(

گرفت.  مورد اس فاده قرار کاربردی دیگر، ان گرال مسهر در نظریه مهدان کوان ومی و فهزیک ذرات بنهادی

توان  فرمول مجانبی برای رف ار پرتو  مادون قرمز و فرابنفش را ات توابع لاتم به ذکر است که بگویهم می

نهز بکار گرف ه  12آن اس صراج کرد و همچنهن مطالعه مدل که ان شناخ ی و سهاه چاله ها 11گرین

و بطور خاص در  21و کوان ومی غهر نسبه ی شود. روش های ذدیدتر را می توان در فهزیک آماریمی

، و در بسهاری 21فهزیک حالت ذامد و توصهف پدیده بحرانی )فات ان قال(، فهزیک پلهمر و اپ هک کوان ومی

. در طول دو دهه گ ش ه، بهش ر آثار در فهزیک نظری و شاهده کردات شاخه های دیگر ات فهزیک م

                                                           
12 Peak and Inomata 
13 Quantum chromodynamics 
14 Glashow 
15 Weinberg 
16 Gross Wilkes 
17 Politzer 
18 Green's function 
19 Cosmology and black holes 
20 Non-relativistic quantum 
21 Polymer physics and quantum optics. 
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همه این دس اوردها که ذکر شد منجر به این  .مسهر است ریاضی فهزیکی  شامل برخی ات روش ان گرال

 .[3]رال مسهر به یک ضرورت تبدیل شودواقعهت شد که روش ان گ
 

 :فاینمن فرضیات اولیه انتگرال مسیر 5-9

در  دارد، به چالش کشهد. خود را خاصتمان و ذایگاه او فرض بنهادی کلاسهک را که هر ذره یک  

 کلاسهک هکمکان کنشاصل  گرال مسهر توصهفی ات نظریه کوان وم است که مکانهک کوان ومی فرمول ان

فرد برای یک  بصشد. در این توصهف، مف وم کلاسهک ات وذود یک مسهر منحيربهرا عمومهت می

ن ایت مسهر ممکن برای محاسبه ، با توصهفی شامل وذود بیان گرال تابعیسهس م دارای مجموع یا 

به نقطه  Aبراساس فهزیک نهوتن، هر ذره مسهر مشصيی را ات نقطه  گردد.ذایگزین می دامنه کوان ومی

B ان کند، مکان حرکت میه بهن نقاط آغات و پایگوید که ذره تمانی ککند. نظریه کوان وم میطی می

من دریافت معنی این عبارت لزوما این نهست که ذرات هنگام طی مسافت بهن دونقطه، اینقطعی ندارد. ف

توان اینگونه توضهح داد که ذرات تمام مسهرهای ممکن کنند، در عوض میههچ مسهری را دنبال نمی

ه ق را بپهمایهد. ات نظر نهوتون بسهار سادخواههد عرض اتاکنهد که می رضف پهمایند.بهن دو نقطه را می

کند که ، خك راس ی است که این دو نقطه را به هم وصل می Bبه  Aترین مسهر ات نقطه است. کوتاه

را در  Bبه  Aمن، در اب دا باید تمام مسهرهای ممکن ات نشود. اما ات نظر فایمسهر کلاسهک نامهده می

اند و رسمی ح ی س اره ها سهارات گوناگون وهایی که شما را گرف ن مسهر نظرید. یعنی درنظر بگهر

این مسهرها هرچقدر هم  گردند.روند و به انفجار بزرگ برمیح ی مسهرهایی که در تمان به عقب می

 به هر مسهر عددی اخ ياص فاینمندر مرحله بعد  نظر گرف ه شوند.عجهب و غریب باشند، باید در که

 آسایی با ذمعطور معجزهشد. بگهری میقوانهن انداتکمک مجموعه دقهقی ات دهد که این اعداد با می

 مکانهک حاصل  Bبه نقطه  Aکردن تمام اعداد مربوط به مسهرهای ممکن، اح مال رف ن ات نقطه 

اد اعد هک دریافت است. فاینمن توذه واقعا قابلمسئله به نوبه خود  این. بود خواههد اس اندارد کوان ومی

به مسهرهای عجهب یا مسهرهایی که با قوانهن حرکت نهوتون در تناقض هس ند، اغلب یکدیگر مربوط 

را خنثی کرده و حاصل ذمع کوچکی دارند. همهن مسهرهایی که حاصل ذمع آن ا بسهار کوچک بود، 

 دمنشأ افت و خهزهای کوان ومی بودند. اما او همچنهن دریافت که مسهر معقول نهوتونی، تن ا مسهری بو

ساب آمده حب یعنی مسهری با بالاترین اح مال ه اندکه ح ف نشده و بنابراین بهش رین مجموع را داش 

ترین حالت در بهن تعداد بنابراین درن معقول ما ات ذ ان فهزیکی، تن ا عبارت است ات مح مل .اند

به . یس ی داریمزهای ممکن، هم. ولی ات طرفی ما با تمام حالتباشدمی های مص لفنامحدودی حالت

کنهد، بدن شما به نوعی تمام مسهرهای ممکن را ات بهان دیگر، هر بار که در عرض اتاق حرکت می

من با اس فاده ات ریاضهات قدرتمند ان گرال تابعی، اینف کند.و همه را با هم ذمع میکند شناسایی می

ار در یک شاهک ن ا مسهر ممکن.تفقك و نه باشد میترین مسهر نشان داد که مسهر نهوتون، مح مل

 با آور بوده، دقهقاًرسد حهرتتوانست نشان دهد که این تيویر همانقدر که به نظر می فاینمنریاضی 

https://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D8%A7%D8%B5%D9%84_%D8%B9%D9%85%D9%84_%D9%85%DA%A9%D8%A7%D9%86%DB%8C%DA%A9_%DA%A9%D9%84%D8%A7%D8%B3%DB%8C%DA%A9&action=edit&redlink=1
https://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D8%A7%D9%86%D8%AA%DA%AF%D8%B1%D8%A7%D9%84_%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9%DB%8C&action=edit&redlink=1
https://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D8%A7%D9%86%D8%AA%DA%AF%D8%B1%D8%A7%D9%84_%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9%DB%8C&action=edit&redlink=1
https://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D8%AF%D8%A7%D9%85%D9%86%D9%87_%DA%A9%D9%88%D8%A7%D9%86%D8%AA%D9%88%D9%85%DB%8C&action=edit&redlink=1
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و  22گات تورم ینظریهنک ه قابل توذه این است که امروته وق ی  مکانهک کوان ومی معمولی برابر است.

در  نهم.کاس فاده می” فاینمنان گرال مسهر “ات نظریه کنهم، بندی میها را فرمولح ی نظریه ریسمان

ترین دقدرتمن ترین ومناسببعنوان یکی ات کنون شود و تاحال حاضر این روش در تمام ذ ان تدریس می

من ات  نویسد:فهزیکدان نظری ژاپنی می23مهچهو کاکو  بندی نظریه کوان وم بوده استروش برای فرمول

ه کوان وم و نسبهت عام را به طور خلاصه ف مهدم. اما این ایده که من با عبور نظر عقلی، ریاضهات نظری

کنم، رساند شناسایی میرا به مریخ یا س ارگان دوردست میمات عرض اتاق به نوعی تمام مسهرهایی را که 

 لدهد. ناگ ان تيویر ذدید و عجهبی در ذهن من شکل گرفت که خود را در حابهنی مرا تغههر میذ ان

ت تر اریبجهب و غعبه این ترتهب دریاف م که نظریه کوان وم، بسهار  دیدم.تندگی در ذ ان کوان ومی می

 .[5]آور نسبهت استپهامدهای سرگهجه

 کوانتومی: مکانیک برای مسیر انتگرال بندی صورت 5-9

ه گ ار نضرب دام با توانگهریم مین ایی نقاط دیگری را در نظر می به عبارت دیگر بهن نقاط اولهه و  

ن ایی ثابت( ذمع  تمان )نقاط اولهه و - گهری ات آن مسهرهای ممکن در فضاهر نقطه در هم و ان گرال

) داریم که تحت تاثهر نهرویی که پ انسهل ایکردیم ذرهفرض می ببندیم در کلاسهک )V x   اگر لاگرانژی

کند را باشهم تن ا مسهر ممکن که نقطه اولهه و ن ایی را به هم م يل مین ایی را داش ه  و نقاط اولهه و

وی ان گرال گرف ن ر. مسهر یک استر با حرکت واقعی ذره، م ناظ در کوان وم عبارتیب آوریم.بدست می

گهرد با این تفاوت بارت که ان گرال مسهر فاینمن ذمع تمام مسهرها با ان گرال مسهر فاینمن صورت می

گوید باشد اما آنچه در کلاسهک میمامی مسهرهای ممکن با اح مالات مص لف برای هر مسهری میروی ت

اس صراج و یا در واقع رسهدن به چهزی ذدید نبود بلکه او تن ا  آنچه فاینمن طی کرد،. مسهر یک است

 .ت فرمول بندی ذدیدی را ارائه دهدتوانس

 رد:اصل را در مکانهک کوان ومی رعایت ک 3فاینمن 

 اصل بر همن ی )ذمع روی تمامی مسهرهای ممکن ( .1

 0تناظر کلاسهکی  .2

 خاصهت ترکهب دامنه ها .3

 در حل نوسانگر ،در کوان وم نک ه قابل توذه در مورد ان گرال مسهر فاینمن این است که این اصل

نهرض کنهد که ذره تحت هامهل ونفباشد. ها بسهار حائز اهمهت مییه مهدانهماهنگ ساده و در نظر

                                                           
22 Inflationary theory Gatt 
23 Michio Kaku 



 6   
 

Ĥ قرار دارد. در لحظهt این ذره درست در مکانqقرار دارد و حالت آنq.خواههممی است 

tتمان در که بدانهم نقطه در ذره که این اح مال دامنهq  مکانهک بندی درصورت چقدراست. باشد 

 :[3]با است برابر دامنه این که دانهممی کوان ومی

(1-1)                                                                     
 ˆi

H t t
q e q

 
 

 واقع در مشصص کنهم. کامل طور به را کوان ومی دینامهک که است این با معادل کمهت این دانس ن

دیگر دلصواه حالت یک به دلصواه  حالت یک ات گ ار اح مال آید:بيورت تیر بدست می 

(1-2)          

   

 
 

 *

i i
H t t H t t

i
H t t

q e q dq dq q q e q q

dq dq q q e q q

 

 

    

 

    

   




 

 :کنهممی مشصص را دخو قراردادهای  نصست، ادامه ات قبل

(1-3)0 0 0:N N kq q q q t t t t t t N t t k          

 بنویسهم: توانهممی حال

(1-4      )

   

     

0

1 2 1 1 1 2 1 0... ...

i i
H t t H t t

N

i i i
H t t H t t H t t

N N N N N

q e q q e q

dq dq dq q e q q e q q e q

    

       

   

  


 

 کنهم:می محاسبه را ماتریسی عناصر ات یکی

   

   
 1

1 1

2

1 1 1

1

1

1
2

1
2

k k

i
H

k k k k

k k k k k k k

i
p q q

k k k

i
q e q q H q

i i i p
q q q H q V q q q

m

i dp
q q V q e
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(1-5) 

 
 

   

1

2

1

2

2

1
2 2

2

k k

k k k

i
p q q

k

pi i
V q p q q

m

dp i p
V q e

m

dp
e















 
    

 
 

  
    

  
  





    

 :رابطه ات و گهریممی ان گرالpروی آخری درعبارت

(1-3                 )                   

2
21

2
2

i
i p i p

dp e e
i


 






 

 آوریم:می بدست و کنهممی اس فاده

(1-2)        
 

2

1

2

1

k k
k

q qi m
V qi

H

k kq e q C e



 


  
  

    
  

2که درآن 

m
C

i 
که  کنهد دقتC های ثابت به بس گی که است ثابت عدد یک ,m  و 

 ندارد. بس گی پ انسهل نوع تمان و و دینامهکی م غهرهای به ولی دارد آن نظایر

,حد  گرف ن و (1-1) معادله در (5-1) معادلهن قرارداد با 0 ,N N t t      در 

 که: یابهممی

(1-1             )
 ( ), ( ),

t

t

i i
H dt L q q

q e q Dq e
   




 


 

)مرتی  شرایك با هایمسهر تمام یرو شرط درآن که ) , ( )q t q q t q   شود.می گرف ه ان گرال 

 :Dq ات منظور عبارت دراین

(1-2    )  
1

0

lim

N
N

i

i

Dq C dq






 

 هنقط دو در آن ا ان  ای و اب دا شود کهمی گرف ه مسهرهایی تمام روی ان گرال این که کنهم دقت باید

t اگر .هس ند ثابت مص يات این ات مشصص t   کنش تحت این شرایك اینکه به توذه با ،دههم قرار 

 آوریم:می ( بدست1-1) معادله شود، اتمی صفر با برابر
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(1-11   )( )q q Dq   
 ذره یک اینکه آن و است ن ومیکوا مکانهک های پدیده به ذدید نگاه یک محاسبه این ن ایی حاصل

 دیگر نقطه یک بهqمثل نقطه یک ات رف ن برای نامهم،می الک رون را آن برای راح ی که کوان ومی

qمثل مثل مسهری هر و است طی کند ممکن را ممکن مسهرهای همه( )q t اح مال نهدام با را
1

exp i S q   این است. تمام اح مالات این تمامی مجموع ن ایی اح مال دامنه و کندمی مشصص 

q وqبا برابر  رتهبب و ها ثابتان  ا آن و اب دا نقطه نهز مسهرها   .دهد که نشان می (1-1) شکلاست

 را دیگری دلصواه حالت هر به دلصواه حالت هر ات گ ار اح مال توانهممی مسهر ان گرال مالهزمفر در

 :[3که] است این ن هجه کنهم. محاسبه

(1-11)   
 ( ) ( ), ( )*

t

t

i
H t t i dt L q q d

e Dq q q e
  

   


 

   


 
 .معهن اح مال یک  دامنه با هرکدامهر ذره،  مسهر ان گرال فرمالهزم (:1-1شکل)

 

 هر حرکت یا بعد سه در ذره یک حرکت به راح ی به ایم گف ه کنون تا در که آنچه که است بدی ی

 تعریف با توانهمکند. میمی پهدا تعمهم باشد داش ه کلاسهکی آنالوگ هم پهچهده که چقدر سهس م هر

 تیر: های حالت

(1-12               )

1

,
i Ht

q t e q


  

هر شوند رابطه اصلی ان گرال مسیر هایزنبرگ تعریف میهایی هس ند که معمولا در تيوکه در واقع حالت

 را بيورت تیر بنویسهم:

(1-13      )
 

 
    , ,

1, ,

t

t

i i
H t t L q q d

q t q t q e q D q q t e
   


       

 در این صورت واضح است شرط تیر برقرار باشد:

 
(1-14      ), , , , , , .q t q t dq q t q t q t q t          

 کنهم: خواههم عنير ماتریسی تیر را حسابحال فرض کنهد می
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(1-15   )               
   1 1

i i
H t t H t t

q e e q
   

 

1این عبارت به نوعی م وسك عملگر مکان در تمان
t  است وق ی که ذره ات حالتq در تمانt  به

qحالت  در تمانt  گهرد:رود. در فرمالهزم ان گرال مسهر این عبارت فرم ساده تری را بصود میمی 

(1-13 )     1 1

1
ˆ, ,

iH t t iH t t
q e e q q t t q t

       

که در آن  ˆ t  باشد یعنی:در تيویر هایزنبرگ میˆعملگر 

(1-12             )     1 1

1

iH t t iH t t
t e e

  
 

 توان نشان داد که :با محاسبه مشابه آنچه در بالا بهان شد می

(1-11      )
 

   
    1 , ,

1 1, ,

t

t

i i
H t t L q q d

q t e t q t D q q t e
   


      

ها ان گرال گرف ه شده است که شرط مرتیآن روی تمام مسهرکه در  q t q  و q t q  را برآورده

qبه  qکند که ذره وق ی که تمام مسهرهای ممکن را ات ان میکند. این رابطه در واقع بهمی ،  هر کدام

به طور م وسك در چه مکان هایی بوده است. 1t در تمان  ،شودبا اح مال مصيوص به خود پهموده می

توان ا میهك شده است. علاوه بر م وسكهای کلاسهکی مرتبم مسهربه این ترتهب یک م وسك روی تما

   ظر بگهریدنوان مثال توابع همبس گی تیر را دراین رابطه را بهن توابع همبس گی نهز برقرار کرد. به عن

(1در:)نظر بگهرید 

(1-12)         2 2 1 1

1 2
ˆ ˆ, ,

iH t t iH t t iH t t
q e e e q q t t t q t

       

اخ هار  1tهایی که ذره در لحظه که مقدار همبس گی بهن مکان کندهان میاین رابطه در واقع این را ب

توان به کند وذود دارد. این تابع همبس گی را میاخ هار می 2tهایی که در لحظه ی کند با مکانمی

 ن هجه عبارت است ات : روش ان گرال مسهر حساب کرد.

(1-21           )       
    , ,

1 2 1 2
ˆ ˆ, ,

t

t

i
L q q d

q t t t q t D q q t q t e
   



    

شود که شرط مرتیکه در آن روی تمام مسهرها ان گرال گرف ه می q t q و q t q   را برآورده

 ( با این فرض اولهه حساب شده12-1) معادلهکند. در عبارت فوق باید به یک نک ه دقت کنهم که می

2است  1t t ( را بایست به صورت تیر نوشت21-1) است. بنابراین عبارت: 

(1-21 )             1 2 1 2 2 1
ˆ ˆ, , exp , ,

t

t

i
q t T t t q t Dq q t q t L q q d t t   

 
    

 
       

 ( را می توان به توابع همبس گی تعمهم داد:21-1رابطه )

(1-22)                  2 1 2 1
ˆ ˆ ˆ, ... , .... exp , ,

t

n n
t

i
q t T t t t q t Dq q t q t q t L q q d   

 
    

 
     

 نظر ریاضی ات دارد، روشنی معنای فهزیکی و مف مومی نظر ات که وذودی با مسهر ان گرال اصلی رابطه

 تابع ممکن، مسهرهای تمام روی ان گرال نبودن تعریف خوش بر علاوه تیرا نهست تعریف خوش چندان

  کند.می روبرو دشواری با پهش ات بهش را ان گرال همگرایی که است خالص فات یک نهز ان گرال تیر
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 رفتار نیمه کلاسیکی: 5-1
 را هاسهس م کلاسهک نهمه رف ار وانتمی که است این مسهر ان گرال فرمالهزم م م مزایای ات یکی  

 بسهار آن ا کنش که چگونه اذسامی که بف مهم توانهممی فرمالهزم این در واقع، دید. در آن در بصوبی

 ف مهد توانمیکند. همچنهن کی را طی می ا مسهر کلاسهات مهان همه مسهرها  تن ،است تر ات بزرگ

 کلاسهک مسهر مسهرهای نزدیک ست،ا تر بزرگ و  مرتبه ات کنش آن ا که اذرامی برای چگونه که

 به نقطه یک ات رف ن برای ذره یک که گویدمی ما به مسهر ان گرال فرمالهزم. کنندمی ایفا س می نهز

 کند.می شود را طیاح مال مشصص می دامنه یک با کدام هر را که ممکن مسهرهای تمام دیگر نقطه

 بزرگ خهلی ولی آن ات کوچک ر خهلی یا و غبار و گرد ذره یک )مثل ماکروسکوپی ذرات که دانهممی اما

 معادله با که را کلاسهک مسهر همان یعنی مسهر یک تن ا و کنندنمی رف ار چنهن ها(الک رون ات تر

 [.4]کنندمی طی شودمی داده لاگرانژ یا هوتنن
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 فصل دوم

 

 

 

 ی مختلفاهتحت پتانسیلبررسی انتشارگر 
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  :29مقدمه بر سه روش محاسبه انتشارگر2-5

همچنهن  کنهم.در این قسمت ما ات سه روش برای محاسبه ان شارگر نوسانگر هماهنگ اس فاده می  

دست ب ت پ انسل کولنی و پ انسهل دو ذمله ای درذه دو است را به روش وردشان شارگر ذره را که تح

تواند باشد که میبه شرح تیر می کنهم کهآوریم. ات طرفی ان شارگر ذره آتاد را به دو روش محاسبه میمی

 توسك خواننده مورد مقایسه قرار گهرد.

شی در مبحث الک رودینامهک کوان ومی روش اول توسك شوینگر توسعه داده شد و به منظور اثر بص  

مکان و انداته حرکت  ت روابك ذابجایی بهن اپراتورهای بود که براساس معادلات حرکت هایزنبرگ و ا

 .ست آوردن ان شارگر اس فاده شدبرای بد

شود که باشد که به تولهد ان شارگر منجر میروش دوم محاسبه ان شارگر براساس روابك باتگش ی می  

ات همهن نظریه ال ام گرف ه است که ما به  و برای سه بعد آن ک بعد مورد بررسی قرار گرف ه استدر ی

 .[2]آن نپرداخ هم

 تحت پ انسهل هایم که منجر به بدست آمدن ان شارگر کنهات روش وردش اس فاده می  در روش سوم  

 شود.مص لف می

 محاسبه انتشارگر ذره آزاد به روش انتگرال مسیر: 2-2

 کنهم:اب دا رابطه ان شارگر را تعریف می 

(2-1)                          1 1 1

1
, , exp ( , )

( )
n n n n n n

i
x t x t S t t

W t
  

 
    

 

 آید:با داش ن لاگرانژی بدست می کنش تابع طرفی ات

(2-2)2

1
2 1 2 1( , ) ( , )

t

t
dt L t t S t t

 :[1]شودلاگرانژی برای هرسهس م بطورکلی بيورت تیر تعریف می

(2-3)     2

2 1

1
( , ) ( )

2
L t t m x V x

 
  
 

 

                                                           
24 propagator 
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 :در آن که

1

2

2 1 1
1

1
( , ) ( )

2 2 2

n

n

t
n n n n

n n
t

x x x xm
S t t dt m x V x t V

t

 


      
                 
 

 برای ذره آتاد:

(2-4)         
1

2

1

1

1
( ) 0 ( , )

2

n

n

t
n n

n n
t

x x
V x S t t dt m

t





 
    

  
 

 شود:ان شارگر برای ذره آتاد به فرم تیر باتنویسی می(، 4-2( و )1-2) با اس فاده ات معادلات

(5-2)          
2

1

1 1

1
, , exp .

( ) 2

n n

n n n n

x xi
x t x t m

W t t



 

 
  

   

 

 گهریم:ظر مین رابطه  تیر را در وتنیب برای بدست آوردن ضری

(2-3)                 1 1,n n n nx x t t t          

 آوریم:را بدست می ضریب وتنیات رابطه تیر 

(2-2)     1 ( )d  



     

 ات این رو داریم:

 
2

1 1 1 1

1
, , exp

( ) 2
n n n n

im
x t t x t d d

W t t


  

 

   
 

 
     

   
  

(2-1    ) 

1 2

( )

1

( ) 2

0

i t

W t m

m

W t i t

t











 

 

 :شودحاصل می( 5-2) ( در معادله1-2اری معادله )ذایگ ات ان  ا ان شارگر ذره آتاد  و در

(2-2)              
 

2

1

1 1 1, ; , exp ,
2 2

n n

n n n n n n

im x xm
K x t x t t t t

i t t
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در مکانهک کوان ومی است و ات نظر آموتشی برای  هماهنگ ساده یکی ات م م رین مسائلنوسانگر   

م هگهرد. ات نظر علمی می مورد اس فاده قرار میروشن کردن مفاههم و روش های اصلی مکانهک کوان و

در شاخه های مص لف فهزیک مدرن، نظهر طهف سنجی ملکولی، فهزیک حالت ذامد، ساخ ارهای هس ه 

مکانهک آماری کوان ومی و غهره کاربرد دارد. ات نظر  ای، نظریه مهدان های کوان ومی، اپ هک کوان ومی،

 اشد. وبهای تابشی مربوط میی به نوسانگرهای گسس ه انرژاحدصی هم پلانک پهشن اد کرد که وتاری

رای های کوان ومی بات این رو ف م دقهق خواص نوسانگراین پهشن اد به تولد مفاههم کوان ومی انجامهد. 

 باشد.هر دانشجو فهزیک کوان ومی ضروری می

 (2-11)   
2

21

2 2

p
H kx

m
                          

برقراری یک رابطه کلی برای ان شارگرها براساس عملگر تحول تمانی و اپراتور هامهل ونی در یک برای 

 کنهم :نمایش تیر را ان صاب می نسبه ی سهس م غهر

(2-11)                            ( , ; ) ( ) ( ) , 0 ,K x x x U x t t            

 باشد:اپراتور تحول تمانی به فرم تیر می

(2-12)       ˆ
ˆ ( ) exp( )

H
U i


    

( )  دههمکنهم که به فرم تیر نمایش میعنوان تابع گام تعریف میب:  

      
1 0

( )
0 0

if

if


 







 

 محاسبه انتشارگر نوسانگر هماهنگ به روش شوینگر: 2-9

 رو ات آن دی شد عرفتوسك شوینگر در معرفی نظریه مهدان های نسبه ی م 1251این روش در سال   

 .بوتون در مهدان های خارذی -نند محاسبه توابع گرین فرمهون. ماحل مسائل نسبه ی اس فاده کردند

باشد اما به  این روش قدرتمند و در عهن حال بسهار خوب و مناسب در حل مسائل غهر نسبه ی می

س فاده کردند بعبارتی ات روش ندرت ات آن در محاسبه ان شارگر ات روش ان گرال مسهر غهر نسبه ی ا

اما ما در اینجا این روش ساده و تیبا  ه تعداد نامحدود اس فاده شده است،شوینگر به غهر ات بحث اخهر ب

رای تر و ب  ر بگهریم چرا که این روش قابل ف مرا در محاسبه ان شارگر نوسانگر هماهنگ در پهش می

 .[2]باشددانشجویان و اساتهد می
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0برایشرط اول:   ( ظاهر می11-2معادله )ن منشود که به آن معادله دیفرانسهل برای ان شارگر فای

 .گویندنهز می

(2-13    )
ˆ

ˆ( , ; ) ( ) exp( )
H

i K x x x H i x


  



    


 

 با اس فاده ات رابطه عمومی بهن اپراتور هایزنبرگ و تيویر شوینگر داریم: 

(2-14                  )
ˆ ˆ

ˆ ˆ( )
H H

i t i t

H SO t e O e


 

(2-15        )ˆ ( ) , ,X t x t x x t 

ˆمقداری تیر برای اپراتور  ات طرفی رابطه ویژه ( )X t باشد.برقرار می 

x,که در این رابطه t  ویژه تابع وx اشدبویژه مقدار م ناظر با آن می 

 که:بطوری

(2-13                      )
ˆ ˆ

ˆ ˆ( )
H H

i t i t

X t e X e


 

x,و ات طرفی  t شود:به فرم تیر تعریف می 

(2-12            )
ˆ

,
H

i t

x t e x 

 :کنهمات این رو ان شارگر را بات نویسی می

(2-11                )( , ; ) , ,0K x x x x     

     که:

(2-12    )                 
ˆ ( ) , ,

ˆ (0) ,0 ,0

X x x x

X x x x

     




  

  

 باشد.( به شکل تیر می4-2من برگرف ه ات معادله )نمعادله دیفرانسهل برای ان شارگر فای

(2-21  )             ˆ, ,0 , ,0 0 .i x x x H x  
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قطه شروع برای اس فاده ات روش شوینگر باشد که نله مطرح در این بصش مید( یک معا21-2معادله )  

در سمت راست  Ĥباشد. ایده اصلی در این روش این است که برای بدست آوردن عناصر ماتریسیمی

ˆهای ات اپراتور ( )X  وˆ (0)X .اس فاده کنهم 

(2-21         )      ˆ ˆ ˆ ˆ, ,0 , ( ), (0) ,0

( , ; ) , ,0

ordx H x x H X X x

H x x x x

  

 

   

   
 

)ˆمعادله هایزنبرگ برای اپراتورهای گام اول:  )p  وˆ ( )X  شود.به فرم تیر تعریف می 

(2-22   )ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ), , ( ) ( ),
d d

i X t X t H i p t p t H
dt dt

    
   

ˆدنبال باتنویسی هامهل ونهن برحسب اپراتورهای  بهگام دوم:  ˆ( ), (0)X X  هس هم. اپراتورˆ ( )X   ات

ˆ و اپراتورکند سمت چپ عمل می (0)X که ات این رو هامهل ونهن ذدید ، ات سمت راست

 ˆ ˆ ˆ( ), (0)ordH X X  برحسبˆ ˆ( ), (0)X X شود. باتنویسی می 

(2-23)
ˆ, ,0 , ,0 , ,0 ( , ; ) , ,0

, ,0 exp ( , ; )

i
i x x x H x d x x H x x x x d

i
x x H x x d

     


  


               



 
       

 

 



 

)در این رابطه  که , )C x x  گهری دلصواه نهزثابت ان گرالکه به آن باشد نه یک اپراتور، یک عدد می 

 گویند.می

)شود به محاسبه گام سوم: اخ ياص داده می , )C x x ات طرفی وابس گی .x  وx  تواند شرایك یم

 تیر را به وذود آورد که:

(a2-24   )ˆ, ( ) ,0 , ,0x P x i x x
x

  


    


(b2-24      )ˆ, (0) ,0 , ,0x P x i x x
x

 


    


با 

)ˆ( و رابطه ذابجایی معمولی بهن 12-2توذه به معادله ) )P  و ˆ ( )X   در هر تمان  روابك تیر برقرار

 د:باشمی

(2-25 )        ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ( ) (0), (0)X P X P i     
   

 

)ات طرفی برای تعههن  , )C x x  .شرط تیر باید برقرار باشد 

(2-23 )        
0

lim , ,0 ( )x x x x
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من برای نوسانگر هماهنگ نمحاسبه ان شارگر فایآن  و را داریمتر حال ما آمادگی حل مسائل ذالب 

 شود.هل ونی برای یک نوسانگر هماهنگ به فرم تیر نوش ه می. هاماست

(2-22 )                 
2

2 2
ˆ (0) 1ˆ ˆ (0)
2 2

P
H m X

m
   

 یا 

(2-21 )                 
2

2 2
ˆ ( ) 1ˆ ˆ ( )
2 2

P
H m X

m


   

)ˆ، اشد چرا که این واقعهت وذود داردبکه این اپراتور هامهل ونی تحت تحول تمانی می )P  وˆ ( )X  

 ات کدام هامهل ونی اس فاده کنهم، شود کهیاف ه هس ند. اکنون این موضوع مطرح میاپراتور های تحول

 .کنهمبرای سادگی کار ات اولی اس فاده می

 :کنهمن معادلات حرکت هایزنبرگ میدر گام اول شروع به نوش 

(a2-22      )
ˆ( )ˆ ( )

d P t
X t

dt m
  

(b2-22        )2ˆ ˆ( ) ( )
d

P t m X t
dt

  

tبرای لحظه  کنهممعادله دیفرانسهلی که در بالا معرفی کردیم را حل می: 

ˆ( )ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
d P t d

X t P t m X t
dt m dt

   

2

2
2

2

ˆ ˆ( ) ( )
ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( )

d
P t m X t

ddt
m X t m X t

d dt
P t m X t

dt






 

  
 


 

2
2

2
ˆ ˆ( ) ( ) 0

d
X t X t

dt
  

 است:باشد که ذواب آن به فرم تیر یی ممعادله بالا همان معادله نوسان

(2-31)                    ˆ(0)ˆ ˆ( ) (0) ( ) ( )
P

X X Cos Sin
m
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)ˆتوان همچنهن می )P   بدست آورد. (22-2) ( و31-2)را ات دو معادله     

ˆ ˆ( ) ( )
ˆ ( )ˆ ˆ( ) (0) ( ) ( )

ˆ ( )ˆ ˆ( ) (0) ( ) ( )

d
P t m X t

d Pdt
P t m X Cos Sin

dt mP
X X Cos Sin

m


 


  




  

   
   



 

(2-31        )ˆ ˆ ˆ( ) (0) ( ) (0) ( )P m X Sin P Cos     

ˆبرحسب  P(0)ˆم به باتنویسی در گام دو (0)X وˆ ( )X  :نهات داریم 

(2-32 )
ˆ ˆ(0) (0)ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( )

ˆ ˆ ˆ(0) ( ) (0) ( )
( )

P P
X X Cos Sin Sin X X Cos

m m

m
P X X Cos m

Sin

     
 


 



    

  
 

  آوریم:را بدست می Ĥ(،11-2با حل معادله )

(2-33)

2
2 2 2

2

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) (0) ( )
2 ( )

1 ˆ (0)
2

m
H X X Cos m X X Cos m X X Cos m

Sin m

m X


     





    
 



 

 ( را به فرم تیر باتنویسی کرد و در معادله قرار دارد:33-2ترم سوم در معادله ) توانکه می

(2-34     )            ˆ ( )ˆ ˆ ˆ ˆ(0), ( ) (0), (0) ( ) ( ) ( )
P i

X X X X Cos Sin Sin
m m


   

 

 
      

 

 

 :گهریمکه ن هجه می

(2-35               )ˆ ˆ ˆ ˆ(0) ( ) ( ) (0) ( )
i

X X X X Sin
m

  


  

 اری کنهم:( ذایگ 33-2( را در معادله )35-2)حال اگر معادله 

 (2-33)      
2

2 2

2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0) 2 (0) ( ) ( ) ( )

2 ( ) 2
ord

m i
H X X X X Cos m Cot

Sin

 
   


     
  

ˆتوان تابع ات طرفی با داش ن هامهل ونی بدست آمده می ( , ; )H x x   :را محاسبه کرد 

         
2

2 2 2
ˆ, ,0ˆ ( , ; ) 2

, ,0 2 2

x H x m i
H x x x x Csc x x Cot Csc Cot

x x

  
    



 
          
  

(2-32) 
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 توان ان شارگر را اینگونه محاسبه کرد:( می23-2با بکارگهری معادله )

           
2

2 2 2

0
, ,0 , exp 2

2 2

i m i
x x C x x d x x Csc x x Cot Csc Cot

  
     

                        
   



(2-31) 

( برحسب31-2گهری ات معادله )با ان گرال  ( می32-2به معادله ):رسهم 

 

   
       2 2 2,

, ,0 exp 2
2

C x x im
x x x x Csc x x Cot Csc

SinSin


   



 
         
 

(2-32    ) exp
2

i
Cot




 
 
 

 

(2-41)ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) (0) ( ) (0) ( )P m Cot X X Cos m X Sin         
 

 

یابهم کهمیات طرفی در ,C x x  گهری معادلاتباشد. با بکارعدد ثابت می طه یکدر معالات مربو 

(2-a24 ) ،(2-32)  کنهم:( معادله تیر را اثبات می41-2)و 

 

   
   2 2 2

ˆ ˆ ˆ, ( ) ( ) (0) ( ) (0) ( ) ,0

,
exp 2

2

x m Cot X X Cos m X Sin x

C x x im
i x x Csc x x

x SinSin

      






    
 

                

  

 

   
   2 2 2

( ) ( ) ( )

,
exp 2

2

m Cot x x Cos m x Sin

C x x im
x x Csc x x

SinSin

    






    

           
  

    

   
   2 2 2

, ( ) ( ) ( )

1
exp 2

2

C x x m Cot x x Cos m x Sin

im
x x Csc x x

SinSin

    






      

          
  

 

(2-41                 ) 
 

,
0 ,

C x x
C x x C

x

 
   


 

ات این رو ,C x x  باشد و مس قل ات برابر یک عدد ثابت می,x x  باشد.می 

با محاسبات تیر مقدار ثابت ,C x x  کنهم:را پهدا می 
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2

0
0

2

2
lim , ,0 lim exp

2

exp
2

C im i
x x x x C x x

m

x x u

C im
u du x x





 

 















 
         

 

  

 
   

 


 

(2-42    )
   

2

2C i

m
x x x x

m
C

i

 







     



 

با بدست آوردن ثابت  ,C x x  به شکل تیر بدست  هماهنگمن برای نوسانگر نقدار ان شارگر فایم

 آید:می

(2-43)
   

   2 2( , ; ) , ,0 exp 2
2 2

m im
K x x x x x x Cos x x

i Sin Sin

 
  

  

               
  

 

 محاسبه انتشارگر نوسانگر هماهنگ به روش انتگرال مسیر فاینمن: 2-9

معرفی شد و دیران با پهروی ات ایده های قبلی  1241توسك فاینمن در سال فاینمن ان گرال مسهر   

در  یک شهوه  بسهار محبوبرا توسعه داد. در چند دهه اخهر روش ان گرال مسهر بعنوان   خود آن

در تمهنه مکانهک کوان ومی، فهزیک آماری، نظریه مهدان های مص لف فهزیک ات آن ذمله شاخه

 .[2] شناخ ه شد است غهره..ده چگال و فهزیک ما ،کوان ومی

یک روش ساده را  خواههم و همچنهن می باشدمسهر می ارتیابی صریح ان گرال قسمتاین  هدف ما در

 :اشدبشود به فرم تیر میان گرال مسهری که برای ان شارگرهای کوان ومی داده می .ذایگزین کنهم

(2-44    )                         1 1
( , )

, , exp
2

n n n n
m i S x t

x t x t dx
i 

 
 

  
  

)که در این رابطه )S x باشد:ام دارد به فرم تیر مین 25کنشبع اکه ت 

(2-45)      
0

21
( , ) ( ) ( ( ))

2

nt

t
S x t mx t V x t dt

 
  

  

                                                           
25 Function action 
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نهد که . حال فرض کنظر بگهریماید مسهر مشصيی را دروذه داش ه باشهد که برای محاسبه ان گرال بت 

توذه خود را به قطعه کوچکی ات این مسهر مثلا بهن کنهم. مسهر معهنی را تعقهب می 1 1,n nx t 

 ,n nx t1کنهم. با توذه به عبارت دیران،معطوف میexp ( , )n n
i

S t t 
 
 
 

دههم را به آن قطعه نسبت می

کنهم و عبارت تیر را  بدست و با حرکت در ام داد این مسهر معهن عبارتی ات این نوع را در هم ضرب می

 :آوریممی

(2-43  ) 1 1 1

22

exp ( , ) exp ( , ) exp ( , )

N N

n n n n N

ni

i i i
S t t S t t S t t 



 
             

 



(2-42)          
 

 
2

1
1

2

1
( ) ( )

2 2

N
j j

j j j
j

j

m x x
S V x V x









   

 باشد:ات این رو ان شارگر برای تحول تمانی بی ن ایت کوچک به فرم تیر می

(2-41  ) 
 

2
11

1

( ) ( )
, ; exp

2 2 2

j jk k
j j j j

j j

V x V xm x xm i
K x x

i
 

  




           
     

 نظر بگهریم:رای نوسانگر هماهنگ بيورت تیر دراگر لاگرانژی را ب

(2-42                           )2 2 21 1
( ( ), ( )) ( ) ( )

2 2
L x t x t mx t m x t 

 شود:به همهن ترتهب ان شارگر در تحول تمانی بی ن ایت کوچک به فرم تیر باتنویسی می

(2-51)

 
 

   

   

2
11

1

2 2 2 2
1 1

2
1

( ) ( )1
, ; exp

2 2 2

1 1
exp

2 2 4

1
exp

2 2 2

j jk k
j j j j

j j

k k j k k
j j

k k j
j j j

V x V xx xm im i
K x x

m im i
x x m x x

m im im
x x

 
 

  

 
 

  

  


   




 



           
     

           
     

 

 
 

 

 
 

2 2 2
1

2

2 2 2 2
11 1

2

2 2
11

1 1

2 2

1
exp 2

2 2 2 2

1
exp 1 2

2 2 2

k k

j
j jj j j j

j j j

j
j jj j

j j

x x

m im im
x x x x x x

m im
x x x x
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 :کنهمبرای ان شارگر بدست آمده تغههر م غههر ذدید را اعمال می

   
2 4

1 ...
2! 4!

j j

j j

j j
j

Sin

Cos

 

 

 






   

  

 رسهم:ت ان شارگر میبا توذه به تعاریف ذدید به فرم ذدیدی ا

(2-51 )                               
 

1

2 2
1 1

1
( , ; ) exp

2 ( ) 2 ( )

( ) 2

j j j
j j

j j j j j

m im
K x x

Sin Sin

x x Cos x x

 


  





 

 
  
  

       

 

 وردش: استفاده از محاسبه انتشارگر با 2-1

 ،ان شارگر تحت سه پ انسهل  کولنی به محاسبه ان شارگر ذره آتاد و در این بصش ات روش وردش  

 .پرداتیمهماهنگ می پ انسهل دو ذمله ای درذه دو و پ انسهل نوسانگر

 روش وردش: با استفاده ازمحاسبه انتشارگر نوسانگر هماهنگ  2-1-5

لب ه  حالت ا شارگر،گرف ن ان در اصل، به صراحت با درنظر توانهم با داش ن پ انسهل نوسانیحال ما می  

توانهم ان شارگر میها بدست آوریم. ات این رو ما مانی را برای هر یک ات ویژه حالتتحول ت اولهه عمومی

 پ انسهل درذه دو و پ انسهل کولنی محاسبه کنهم.   را  با روش وردش  برای ذره آتاد، پ انسهل نوسانی،

 گهریم:نظر مینوسانگر را بيورت تیر در پ انسهل

(2-52                              )                                               
21

( )
2

V x m x  

 گرف ن رابطه بهن نهرو و پ انسهل با درنظر

(2-53               )                    ( )F V x 

,x xآوریممیبدست  را: 
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 در اینجا با حل معادله دیفرانسهل درذه دوم  به ذواب رسهدیم:

(2-54)

2

2

2
2

2

2
2

2
0

d x
F ma m

dt

d x
m m x

dt

d x
x

dt





 

 

 

      

     

     

x t ASin t BCos t

x t ACos t BSin t

 

 

 

 
 

)، (54-2)معادله با اس فاده ات ذواب  ،B و A برای بدست آوردن )x t 0را در لحظهt  وt  

 کنهم:محاسبه می

(2-55)                  

     
 

 
 

   

0 (0)

( )

a

b a
a

b

b a
a

t x x

x x Cosx ASin BCos
A and B x

t x x

x x Cos
x Sin x C

Si

Sin
s

n

o

 



 


 








 
      

      
    
  

 
  
 
 

 

 داریم:x،xدر رابطه ان شارگر  نهات به چرا که

(2-53)          

 
 
1

, ; , exp ( , )

( , ) ( , )
t

t

i
K x t x t S t t

W t

S t t L t t dt




 
       

  

    
  

 .آوریممی با تعریف لاگرانژی بيورت تیر ان شارگر ذره آتاد را بدست

(2-52)  

 
" '

" '

" ' 2

" '

2

( )
( , ) .

( )

( )
( , ) . ( )

2( )

( , ) ( )
2

x x
L t t p H x

t t

x x p
L t t p V x

mt t

p
L t t V x

m
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(2-51)                  
2 22

0 0

[ ] [ ] d [ ] [( ] d
2

)
m

ACos t BSin t t ASin t BCos tS t

 

    
 
   
 





      

 داریم:ا محاسبه ان گرال ب

(2-52)          

    

   

2 2

2

2 2 2 2

2

2 2 2 [2 ] [2 ]1

2 4

2 2 2 [2 ] [2 ]1

4

)

2

(
AB A B ABCos A B A B Sin

m

AB A B ABCos A B Sin
m

S
  









  

       
  
  
 

      
 
  
 



 

 رسهم:( می31-2( و ثابت های بدست آمده به معادله )52-2) گرف ن معادلهبا درنظر

 
 

b a
a

Sin

x x Cos
A and B x





   
    

   
 

  
 

 

        

 

        

2 2

2

2

2

2

2

2

4 4 21

4

1

21

2 4

4 4 2 21

2 44

a b a b a b

a b a b a b

x x Cos x x Sin

S

x x Sin
S m

x x Cos x x Sin x x

in

Sin

Sin
m

       

 

 

 


     






 

    
  
  

 
 
 
 

 
 
 
 

 

     
 
  
 

(2-31) 

 تیم:پرداحال به ساده ساتی تابع کنش در معادله ان شارگر می

 
 

      

      

 

2

2

2 2

2

28 2 21

8 4

1

8 2 2

4

a b a b

a b a b

x x Sin x x Sin

Sin
S m

x x Sin x

Si

x Sin
m

n

 



 

 
 








   
  
 

 
 
 
 

 

   
  
  
 



 

(2-31)           
   

 

2 2 2

2

a b a bx x Cos x

Sin

x
S m
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 رسهم:ه رابطه اصلی ان شارگر نوسانگر هماهنگ می( ب31-2)و ( 53-2) س فاده ات معادلاتابا 

(2-32)          
   

 

2 2
1

, ; ,0 exp
( )

2

2

a

a

b

b

a bx
i

K x x
W S

x Cos x
m

in

x


 


   
 
 
 

 
 

  
  
 

 

کنهم. با اس فاده ات رابطهاس فاده می ضریب وتنی( برای بدست آوردن 2-2) معادلهات 

1 1,n n n nx x t t t      و  ( ) 1d  



 :داریم 

 
 

2

1 1 1 1

1
, , ex

) 2
p

(
n n n n

i
x t x t d d

W S
m

in



   

 

 

   
 

 


 
   
 
 


 
 

  

                 
 
 

 

20

2

1
1 ( ) lim

( )

1

( ) 2

t
d

W i

Sin
m

m

W t i Sin


  

 








 



    
 
 
 

 





 

 با درنظر گرف ن ضریب وتنی برای ان شارگر نوسانگر هماهنگ داریم:

(2-33)         
 

   

 

2 2 2

2
, ; ,0 exp

2
b

b a b

a

ax x Co
m i

K x x
i Sin S

s x

i

x

n
m










 




   
 
 

 
 

  
 

 


 

 پ یرد:در این مرحله حل نوسانگر هماهنگ با اس فاده ات تغههر م غههر صورت می

تغههر م غههر و اعمال ( 54-2با باتنویسی معادله )
dx

u
dt

 داریم: 

2

2

d x
F ma m

dt
  

 
2

2

2

d x du
m u m x

dxdt
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(2-34       )   

   

i t i t

Ln x i t

x A e B e

x A B Cos t i A B Sin t

x A B Sin t i A B Cos t

 



 

 



 

 

         

          

  

 :سهس م داریم لاگرانژی(، 52-2در نظر گرف ن معادله )با 

 
" '

" '

2

( )
( , ) .

( )

( , ) ( )
2

x x
L t t p H x

t t

p
L t t V x

m


   



   
 

 کنهم:باتنویسی می شکل تیر ان شارگر را به

   
2 22

0

1 1
( ) d

2 2
S m x m x t



 
 

  
  

      

0 ( 0 )
2 2 2

( )
2 2 2

a a b
a

a a b
b

x x x
A i Cos it x x

Sin Sin
x A B Cos A B Sin

x x x
B i Cos it x x

Sin Sin


 

 

 
 

 
        

         
            

                 

    

 :داریمxو xبا توذه به تعریف

    

0

2

1 [ ] i 2 i 1 [ ] 1 [ ] i 2 i 1 [ ]
[ ]

2 [ ] 2 [ ]

1 [ ] i 2 i 1 [ ] 1 [ ] i 2 i 1 [ ]
i [ ]

2 [ ] 2 [ ]

)
1

2
(

x Sin x x Cos x Sin x x Cos
Sin t

Sin Sin

x Sin x x Cos x Sin x x Cos
Cos t

Sin Sin

mS


   


 

   


 



     
    

  
 

        
      

    






2

2

0

d

1 [ ] i 2 i 1 [ ] 1 [ ] i 2 i 1 [ ]
[ ]

2 [ ] 2 [ ]
d

1 [ ] i 2 i 1 [ ] 1 [ ] i 2 i 1 [ ]
i [ ]

2 [ ] 2 [ ]

t

x Sin x x Cos x Sin x x Cos
Cos t

Sin Sin
t

x Sin x x Cos x Sin x x Cos
Sin t

Sin Sin


   


 

   


 




            
 

         
      

     




 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  

 

(2-35) 

 رسهم:می ( 33-2) با ان گرال گهری ات مجموعه بالا به ذواب
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2 2 2

2

2 2 2

[ ] 4 [ ] 4 [ ] 2 [2 ]

1 4

2
[ ] 4 [ ] 4 [ ] 2 [2 ]

4

a b a b a b

a b a b a b

Csc x x Cos x x Sin x x Sin

S m

Csc x x Cos x x Sin x x Sin

     


 

     



        
 

 
  
        

   
 

 

(2-33)              
 2 2( ) [ ] 2

2 [ ]

a b a bx x Cos x x
S m

Sin


 



   
  

 
 

 

 برای ان شارگر نوسانگر هماهنگ داریم: (33-2) ( و53-2در ان  ا با اس فاده ات معادله ) و

                                                                                
0 a

b

t x x

t x x

 


 
 

 
   

 

2 2
1

exp
2

,
(

; ,0
2)

a b a b

b a

x x Cos x x
x x m

i
K

W Sin



 
 



   
 
 
 

 
 

  
  
 

 

 .کنهم( اس فاده می4-2ات بصش ) وتنیبرای بدست آوردن ضریب 

(2-32) 
 

   

 

2 2 2

, ; ,0 exp
22

a a bb
b a

x x Co
m i

K
i Sin S

s x x

x x
i

m
n


 





 

   
 
 
 

 
 

  
  
 

  

 

 وردش: استفاده ازبا محاسبه انتشارگر ذره آزاد  2-1-2

 :گهریمنظر میبيورت تیر در را پ انسهل ذره آتادپرداتیم و ( می54-2اب دا به بات نویسی معادله )  

2

2

( ) 0V x

d x
f ma m

dt



  

xوx  کنهمآن را محاسبه می: 
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(2-31         )

C dt d

x

t

x

x A

C

C 





 
  

 

 گهریم:نظر میرا در (53-2ان شارگر )معادله رابطه  

 
1

, ; ,0 exp ( )
( )

( ) ( , )

b a

t

t

i
K x x S dx

w

S L t t dt

 







 
  

 

 




 

 ( برحسب هامهل ونی داریم:52-2) برای لاگرانژی ات معادله

 
" '

" '

2

( )
( , ) .

( )

( , )
2

x x
L t t p H x

t t

p
L t t

m


   



  

 

(2-32       )                      
2

2

0

( )
2 2

1
d

mC
mC t S

 


 
  

  

) ،Cو Aبرای بدست آوردن )x tرا در لحظه 

0 (0)

( )

a

b

t x x

t x x 

 


  

 کنهم:محاسبه می 

 (2-21)                                                                                   
 

2

2
( )

b am x x
S





               

 کنهم:( اس فاده می2-2بصش ) ات وتنی ت آوردن ضریببرای بدس
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 ات این رو داریم:

(2-21                          )

 
2

1 1 1 1

1
, , exp

( ) 2

1 2

( )

1

( ) 2

0

n n n n

im
x t t x t d d

W t t

i t

W t m

m

W t i t

t


  





 

   
 

 
     

   







 

 

 

 

 شود:باتنویسی می (21-2) ( و21-2و در ان  ا ان شارگر ذره آتاد با معادله )

 
 

2

1

1, ; ,0 exp ,
2 2

n n

n n

im x xm
K x x t

i
 

  





 
   

  

      

 

 پتانسیل دو جمله ای درجه دو به روش وردش: محاسبه انتشارگرتحت 2-1-9

 کنهم:( شروع می53-2اب دا با باتنویسی فرمول ) 

 گهریم:نظر میپ انسهل درذه دو را بيورت تیر در

2( )V x a x b x  

x, ،ن رابطه بهن نهرو و پ انسهل  نظر گرفبا در xبدست آورده: 

 فرانسهل درذه دو  به ذواب رسهدیم.ادله دیدر اینجا با حل مع

2

2

1
2

22

dp
F

dt

dp dp
a x b x b

d p adt a dt
p

mdx p dt

dt m
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2 2 2 2

( )
a a A a B a

p t ASin t BCos t x t Sin t Cos t
m m m m m m

       
              

          
 

(a2-22) 

                    باشد:به فرم تیر می ذواب معادله

(b2-22)   

 

 
 

2
1 2 2

2 2 2 2

dp
ax b

dt a a b
x t B Sin t A Cos t

a a a m m m a
p t ASin t BCos t

m m


                                      

   
   

 

 

)،BوAبرای بدست آوردن )x t 0را در لحظهt  وt  کنهم:محاسبه می 

(2-23)       

0 (0)

( )

2 2
2 2

2

2 2

2 2

a

b

b a

a

t x x

x ASin BCos

t x x

a a
b a x b a x Cos Csc

m mb a x
A and B

a a
a m

a a

m m

a m













 


   
         

    

 

     
        

           
   

 
 
  

 

 داریم:x،xچرا که در رابطه ان شارگر نهات به

 رانژی داریم:( برای لاگ52-2با باتنویسی معادله )

2

( , ) ( )
2

p
L t t V x

m
    

 

2

0

2

0

0

1 1 2 1 2
d

2

1 2 1 2
d

2 2 2

1 2 1 2
d

2 2 2

a a
S m ASin t BCos t t

m m m m

a a b
a BSin t ACos t t

am m am m a

a a b
b BSin t ACos t t

am m am m a
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 م:داری (23-2رف ن معادله )با محاسبه ان گرال و با درنظر گ

(2-24)

 

2

3/2 2

2 2
2

2 2 2 ( 2 ) [ 2 ] [2 2 ] [ 2 ]

( 2 )( 2 ( 2 ) [ 2 ]) [ 2 ]
1

( ) 2
28( )

( 2 ( 2 ) [ 2 ]) [ 2 ]
( 2 )

2
2 2

a b a

a b a

b a
a

a a a
m b ax b ax b ax Cos Cos Csc

m m m

a a
m b ax b ax b ax Cos Csc

a m m
S b m

a m
m

m

a a
m b ax b ax Cos Csc

m b ax m m
a

a a

  

 

 

 

 
      

 

 
    

   
 
 
 


  






[2 2 ]
a

Sin
m


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

  
  
  

 

 

0bاگر   آنگاه ذواب معادله به فرم تیر است. 

(2-25)

 2 2 2 2 2 2
4 2 2 2

( )

4

a b a b
a a

a x x a x x Cos Csc
m m

S
a

a
m

 



   
      

   

 
 





  


 

اعمال تغههرات  با
21

2
a m 0وb  ( 25-2بر روی معادله ) نوسانگر هماهنگ  ارگران شبه معادله

 رسهم:می

 
  2 22 [ ] [ ]

2

a b a bx x x x Cos Csc
S m

 
 

  
 

(2-23)                
 

   

 

2 2

, ; ,0 exp
2

2

a b

b

a b

a

x x Cos x x
m

i
K x x

Sin

 





   
 
 
 

 
 

  
  
 

  

 ش وردش:محاسبه انتشارگر تحت پتانسیل کولنی به رو 2-1-9

 گهریم:نظر میاب دا پ انسهل کولنی را در

(2-21                                          )( )
c

V x
x

  

x, ( رابطه بهن نهرو و پ انسهل،54-2) ن معادله نظر گرفبا در x:بدست آورده 
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2

2

2

2 2

d x
F ma m

dt

d x c
m

dt x

 

 
  

 

 

تغههر م غههر گرف نبا درنظر 
dx

u
dt

: 

  پرداتیم:به حل مسئله می

(2-22                               ) 
2

2 2

1d x du c
u

dx mdt x

 
   

 

 آوریم:را بدست می xو گهریمان گرال می (22-2ات دو طرف معادله )

2

1c
duu dx

m x

 
   

   

با معرفی

1

39

2

c
A

m

 
  
 

،xآوریم:را بدست می 

(a2-11                                  )

2

3x A t B         

(b2-11  )                      1/3

2

3
x

A

t
 

 :یمرا بدست آورد کولنی ( ان شارگر11-2) ( و52-2) معادلات ،با تعریف مجدد لاگرانژی

2

( , ) ( )
2

p
L t t V x

m
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(2-11                     )

 

2

1/3 20
3

1/3

3 1/3

3/2

1 2
( ) d

2 3

3
9 2

( )
3

A c
S m t

t

At B

AT
BcArcTan

c A m T B
S

A A







 
 
 
  

   
   
  
    
  

 
 

    
 



 

0t( را در لحظه a11-2) معادله ،Bو Aبرای بدست آوردن  وt T کنهم:محاسبه می 

2

3
2

3

2

3
2

3

0 (0)

,

( )

a

b a
a

b

b a
a

t x x

x x
x At B A B x

t x x

x x
x x

 







 
   
     

       
    

    
 

 
 

  
  
 

 

(2-12  )           

 

 

1/3
2/3

3

2

3/2

2/3

32
9

( )
3

a b

aa b
a

a a
a b

x x

c x ArcTanm x x
xc

S
x x x x











  
 
                

 
    

 
 

 

0cنظر گرف ن با در  و
0 (0)

( )

a

b

t x x

t x x 

 

 

( بيورت تقریبی 12-2) و معادله

  .آوریمان شارگر ذره آتاد را بدست می

 
2

2
( )

3

a bm x x
S 



 
       

 گهریم:را بکار می وتنیهمهن فيل ضریب  (2-2) ات بصش
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1 2 1

( ) ( ) 2

0

i t m

W t m W t i t

t






  

  

 

  

 :کنهمباتنویسی میرا بشکل تیر  (53-2) و معادله

(2-13       )                               
 

2

1

1, ; ,0 exp ,
2 2

n n

n n

im x xm
K x x t

i
 

  





 
   

  

 

ل کار اصلی ما در این في، تدر این فيل محاسبه ان شارگر تحت سه پ انسهل مورد بررسی قرار گرف 

ذه دو بود که به هماهنگ و پ انسهل دو ذمله ای در نوسانگر، کولنی، محاسبه چ ار ان شارگر ذره آتاد

به  ،های محاسبه شدهروی ان شارگر های حدی بربا قرار دادن حالت روش وردش محاسبه گردید و

   .باشد دست پهدا کردیمتر میآشنا نوسانگر هماهنگ که برای ما ان شارگر ذره آتاد و ان شارگر
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 فصل سوم

 

 

 

 ،نحل تحلیلی معادله شرودینگر وابسته به زماراه

 یک بعدی
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  :مقدمه راه حل تحلیلی معادله شرودینگر 9-5

تر هشناخ ه شده و پهچهدمعادله شرودینگر یک بعدی که به خوبی  حل تحلهلی را برای حلن راهتوامی  

برای یک ذره آتاد و پ انسهل نوسانگر هماهنگ  ات نوسانات بس ه های موج منسجم است در پهش گرفت.

تی بعبار کند،ح ی در مدت تمان طولانی این ساخ ار را حفظ می 23هنسگائو - هن همبس ه موج هر

0Kیک سهس م با ثابت نوسانی  حل دقهق این است که برایراه  0 یاK  0وK   منجر به یک

 ب و آشنا همان موضوع مورد بحث ما،مثال خو .[2شود]تابع موج برای ذره آتاد و نوسانگر هماهنگ می

 هایباشد که اولهن بار توسك شرودینگر مورد بررسی قرار گرفت و در ک ابساده می نوسانگر هماهنگ

 وسهنضههه حفظ شکل بس ه های موج گائمکانهک کوان ومی ذکر شد. دانشجویان اغلب بر این باورند که ق

 هنئوسشکل بس ه موج گا بعبارتی ان،به عنوان مثال تحلهل تابع موج وابس ه به تم نوسانگر نادر است،

حل تحلهلی معادله د. به ندرت راهباشنوسانگر یک حالت خاص ات تحلهل تابع موج وابس ه به تمان می

تواند در واقع شود تیرا که میحل تحلهل میشرودینگر وابس ه به تمان باعث درن و بروت چنهن راه

های لب روشبراین چون اغبنا بهنشی را راذع به رف ار تمان در مکانهک کوان ومی غهر نسبه ی تولهد کند.

های اغلب ات روش عددی بدست های واقعی نهس ند توابع موج این سهس متحلهلی ذوابگوی سهس م

آید. برای اینکه بدانهم روش تحلهلی درست است یا خهر آن را با روش عددی مورد مقایسه قرار می

شود. که یک روش کاربردی ه میبراساس شهوه ان گرال مسهر ارائ ،روش مورد بررسی .[11،11]دههممی

دست ما درباره ب در این مبحثباشد. و گس رده در محاسبه هس ه نوسانگر مهرا در مکانهک کوان ومی می

های وابس ه به تمان که با اس فاده ات روش ان شارگر حلحالت ن ایی با اس فاده ات راهآوردن تابع موج 

 کنهم.اس صراج می برخی ات خواص مورد نظرمان را، آیدبدست می

 :[3]معادله شرودینگر وابس ه به تمان

(3-1                                        )     
2 2

2
, ,

2
V x x t i x t

m tx
 

  
   

  
 

 مقدار اولهه: 

(3-2            )                                                                    ,0x x  

 

                                                           
26 Hermite-Gaussian 
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 پ یرد:ردن تابع موج ن ایی ات روی ان شارگر سهس م طبق رابطه تیر صورت میبدست آو

(3-3          )                                                      0 0, , ; , ,x t k x t x t x t 



   

نک ه قابل توذه این است که در هر سهس م ان شاگر به پ انسهل بس گی دارد و مس قل ات تابع موج اولهه 

 باشد.یم

 باشد:پ انسهل نوسانگر هماهنگ ساده به فرم تیر می

(3-4)                                                                                      2 21

2
V x m x 

 با ان صاب:

(3-5  )                                                                                                 2 m
  

0اگر فرض کنهم که 0t   داریم: ان شارگر نوسانگر هماهنگ برای (3-2) بصشاست ات 

(3-3)                      
 

   

 

2 2 2 2

2 2

0, ; ,
2

i x x Cos t xx

Sin t

k x t x t e
i Sin t

 



 

   
 
 
 
   

 دههم. ما این اثر را توسك ان شارگرانی قرار میتحت اثر پ انسهل نوس در این مبحث تابع موج اولهه را 

 باشد.دههم چرا که ان شارگر هر سهس م وابس ه به پ انسهل آن سهس م مینوسانگر هماهنگ نشان می

 :ینگائوس -تینیارتعاشات تابع موج هرم نوسانات و 9-2

س ه ک کلهت ات بنوان ییکی ات اولهن مقالاتی که به بحث در مورد ارتعاشات)نوسان( بس ه موج، به ع  

ات طرفی . [12]باشدمی 21یوشیو می 22مقاله فوذهوارا، موج منسجم نوسانی پرداخ ه است

حل تحلهلی را در بدست آوردن هتوان راتمانی که تابع موج اولهه پهچهده است می ،نشان داد22مارههس

 .[13]پهش گرفت موج ن ایی درتابع 

 

                                                           
27 Fujiwara 
28 Miyoshi 
29 Marhic 
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 گهریم:نظر میحالت ایس ا را به فرم تیر در

(3-2                                               )     

2 2

2,

x

n nx N H x e



   



 

(3-1                                                                       ) 
2 2!

n n
N






 
  
 

 

 nH xباشدمی 31ای هرمهتچند ذمله. 

 باشد:ربوط به این حالت به فرم تیر میویژه مقدار م

(3-2                                                                       ) 
1

2
nE n 

 
  
 

های توان ویژه حالتبنابراین می کنهم.ما ات ثابت نوسانگر به عنوان یک پارام ردر تابع موج اس فاده می

- هنهحالت اولهه تابع موج هرم .درنظر گرفت های مص لفا با ویژه مقداررهای مص لف رنوسانگ

که با سرعت م وسك  هنگائوس
k

v
m

  گهریمنظر میکند را بيورت تیر درحرکت می: 

(3-11                                                         )    ikx
n nx x A e    

موج اولهه  اگر تابع .شودمشصص می کنهم که پ انسهل نوسانگر هماهنگ اصلی بادر اینجا تاکهد می

شود که ثابت های نوسانی م فاوتی دارند و ات این رو تابع موج ما مانند نوسانگری می ،م فاوت باشد

 ل نوسانیتحت اثر پ انسه هنگائوس - هنهتحول تمانی تابع موج هرمال حذابجایی مکانی م فاوتی داریم. 

 .کنهممحاسبه می

 شود:تابع موج ن ایی به فرم تیر نوش ه می

(3-11                               )
' ' " " ' '( , ; , ) ( , ) ( , ; , ) ;x t x t x t K x t x t dx 





  

0اگر  0t  .باشد 

                                                           
30 Hermite polynomials. 
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(3-12                              )              ( , ) ( ,0) ( , ; ,0) ;x t x K x t x dx 





   

تابع موج اولهه رااگر 
1 2

22( , ) ( ) exp( ( )
22 !n

x t x A ikx
n

 



      ان شارگر ونظر بگهریم در 

 :گهریمنظر بدر ،محاسبه کردیم (3-2) نوسانگر هماهنگ را که در بصش

(3-13         )
12 2

" " ' ' 2 ' 2 '2( , ; , ) ( ) exp[ ( ( ) )cos( ) 2 ];
2 sin( ) 2sin( )

K x t x t i x x wt xx
i wt wt

 


   

 آنگاه:

1 12 2
' ' ' 2 '2 2

2
2 ' 2 '

( , ; , ) ( ) ( ) exp[ ( ) ]
2 sin( ) 22 !

exp[ ( ( ) ) cos( ) 2 ].
2sin( )

n
x t x t x A ikx

i wtn

i x x wt xx
wt

  










    

 


                               )14-3( 

 :[2]کنهمان گرال تیر مسئله را حل می با اس فاده ات

(3-15                            )   
 

2 22 2 2
1

2 2

1

1

n

x xy y
n n

y
e H x dx H e


  




 



 
 
  
 

  

 

(3-13                                 )
 

    

 

   

1
1 12 2
2 2

1

4 2 4 2 4

2

, ,

1

4 2 4 2 2

( , ) ( ) ( )
2 !

.

i n

n

S x t i T x t
n

e
x t

n
Cos t Sin t

x A Cos t k Sin t
H e

Cos t Sin t



 



   

   

   

 
  

 



 



 
   
  

 
 
 

 

که به ترتهب  ,T x tو ,S x tو tشود:به فرم تیر تعریف می 
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2 4 4 2 2 4 2 4 4 2

4 2 4 2

2
2 2

4 2 4 2

2

2

2
,

2

,
2

arctan tan

x k A Sin t Cos t k xCos t A k Sin t x Sin t
T x t

Cos t Sin t

x A Cos t kSin t
S x t

Cos t Sin t

t t

           

   

   

   


 



        
  


  
  



  
    

   

(3-12) 

 نویسهم:تر میتابع موج ن ایی را به فرم ساده

(3-11            )          
 

 
 

 
2

11

2 22 ,
2

1

4

( , )
2 !

i n t
i x t

n nn

e
x t H e

n
f t

 
 

 


 
  
     

   
    

 

 :بنا به تعریف داریم

(3-12                )                                  

   
    

 

4 2 4 2

2

f t Cos t Sin t

x A Cos t k Sin t

f t

   

   


 

  
 

 

 آوریم:چگالی اح مال را بدست می

(3-21                            ) 
 

 

2
2

2

1

2

, ( , )
2 !

n
n n

H e
x t x t

n
f t

 
 



 
    

    

 

)بدست آمده ات روی حالت ن اییچگالی اح مال    , )n x t با مقداردهی به پارام رهای  باشد.بس ه موج می

ون رابطهدر ,x t، نمودار ,x t برحسبx 0توان در دو تمان را میt  و
2

t


 کنهم.رسم می 
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 گر نوسانگر هماهنگ تحت اثر  ان شار هنگائوس -چگالی اح مال بس ه موج هرمه هن (1-3شکل)

0tدر لحظه  xبرحسب . 

3, 1, 2, 1, 1, 3, 0, 1n f A k m          

 

در لحظه  xتحت اثر ان شارگر نوسانگر هماهنگ برحسب هنگائوس -چگالی اح مال بس ه موج هرمه هن  (2-3شکل)

2
t


. 

4, 1, 2, 1, 1, 3, 0, 1n f A k m          

 :95نوسانات و ارتعاشات تابع موج هویساید 9-9

اعداد  است که مقدارش برای ایطهچند ضابو  ناپهوس ه تابعیای یکّه ای هویساید یا تابع پلهتابع پله  

گ اری امن الهور هویساید انگلهسیمنفی صفر و برای اعداد نامنفی یک است. این تابع به نام دانشمند 

توابع ات  م ناهی ترکهب خطیبه صورت  قیاعداد حقهبر روی  تابعاگر ب وان یک  ریاضهاتشده است. در 

                                                           
31

 Heaviside 

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9_%D9%BE%DB%8C%D9%88%D8%B3%D8%AA%D9%87
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9_%D9%BE%DB%8C%D9%88%D8%B3%D8%AA%D9%87
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9_%DA%86%D9%86%D8%AF%D8%B6%D8%A7%D8%A8%D8%B7%D9%87%E2%80%8C%D8%A7%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%86%DA%AF%D9%84%DB%8C%D8%B3%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%86%DA%AF%D9%84%DB%8C%D8%B3%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%DB%8C%D9%88%D8%B1_%D9%87%D9%88%DB%8C%D8%B3%D8%A7%DB%8C%D8%AF
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%DB%8C%D9%88%D8%B1_%D9%87%D9%88%DB%8C%D8%B3%D8%A7%DB%8C%D8%AF
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%B1%DB%8C%D8%A7%D8%B6%DB%8C%D8%A7%D8%AA
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%B1%DB%8C%D8%A7%D8%B6%DB%8C%D8%A7%D8%AA
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9_(%D8%B1%DB%8C%D8%A7%D8%B6%DB%8C)
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9_(%D8%B1%DB%8C%D8%A7%D8%B6%DB%8C)
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D8%B9%D8%AF%D8%A7%D8%AF_%D8%AD%D9%82%DB%8C%D9%82%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%B1%DA%A9%DB%8C%D8%A8_%D8%AE%D8%B7%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%B1%DA%A9%DB%8C%D8%A8_%D8%AE%D8%B7%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AC%D9%85%D9%88%D8%B9%D9%87_%D9%85%D8%AA%D9%86%D8%A7%D9%87%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AC%D9%85%D9%88%D8%B9%D9%87_%D9%85%D8%AA%D9%86%D8%A7%D9%87%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9_%D9%85%D8%B4%D8%AE%D8%B5%D9%87
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9_%D9%85%D8%B4%D8%AE%D8%B5%D9%87
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 ایتکه ع ثابتتابتر، یک تابع پله یک شود. به تبان سادهپله خوانده مینوش ه شود تابع  فاصله ها مشصيه

 احدتابع وعنوان  که با،تابع پله، اس فاده ات ات لحاظ تاریصی .باشدهای م ناهی میاست که تعداد تکه

دیگر برای  اصطلاح  شد.اس فاده می پرتوانحراف  در ناپهوس گی رف ار ابدر برخورد  ،شناخ ه شده است

در ذاهایی  اشد.ب تعمهم یا یک تابع یاتکه تابع ثابت یک دتوانمی نماد آن باشد که می "گامتابع تعههن "

 ع تجمعیتوتی این تابع شود.میداده  ای هویساید تابع پله تعریف شده است، تکه ای تابع ثابت یک که

 ل ای دیرانتابع د اتنامعهن  ان گرال هویسایدتابع باشد. می مطمئن است که تقریبا یک م غهر تيادفی

 .است

   
x

H x t dt



                                                          )12-3( 

 فرم گسس ه:

 
0 , 0

1 , 0

n
H x

n


 


 

 باشد.یک عدد صحهح میnکه

 باشد:دیران برقرار است بشکل تیر می و هویسایدرابطه ای که بهن 

d

dx
Heaviside(x) =Dirac(x) 

ای دیران شوند. این تابع و تابع دل می اس فاده تبدیل ان گرال نهدر تمه غالبا دیرانتابع  و هویساید توابع

ساده در بدست آوردن برخی ات موارد شرایك مرتی در مکانهک کوان ومی اس فاده مفهدی دارند. در 

و  دیران تابع دل ای اس فاده ات تواند ات طریقمی محاسبات طولانی کاهش در تحلهل ووتجزیه ،ساتی

 .[2]اقدام کرد یدهویسا واحد تابع

 تابع موج اولهه :

(3-22                             )      1
( ,0)

2
x x H x a A H x a A

A
               

 H x  نامندمی ای یا همان تابع موج هویسایدپلهرا تابع موج. 

 آوریم:تابع موج حالت ن ایی را بدست می (11-3طبق معادله )

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9_%D9%85%D8%B4%D8%AE%D8%B5%D9%87
https://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D9%81%D8%A7%D8%B5%D9%84%D9%87_(%D8%B1%DB%8C%D8%A7%D8%B6%DB%8C)&action=edit&redlink=1
https://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D9%81%D8%A7%D8%B5%D9%84%D9%87_(%D8%B1%DB%8C%D8%A7%D8%B6%DB%8C)&action=edit&redlink=1
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9_%D8%AB%D8%A7%D8%A8%D8%AA
https://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D9%88%DB%8C%DA%A9%DB%8C%E2%80%8C%D9%BE%D8%AF%DB%8C%D8%A7:Piecewise&action=edit&redlink=1
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(3-23     ) 

 
 

      

2 2

21 2
( , ) , ,

4

i x Sin t

Cos t
x t e erf f x t erf f x t

A Cos t

 






 
 
 
 

    

 

(3-24                                     )

 
   

 
,

2

i x a A Cos t
f x t

iSin t

 




   


 

تابع erf z شود:به فرم تیر تعریف می 

(3-25                                                                   )
 

2

0

2 z
uerf z e du



 
 

 آوریم:بدست می چگالی اح مال را

(3-23) 
 

      
22 1 1

, ( , ) , ,
8

nx t x t erf f x t erf f x t
A Cos t

 


      

آید. با مقداردهی به پارام رهای رابطه    بدست می (23-3) چگالی اح مال بدست آمده ات روی معادله

(  نمودار3-23) ,x t برحسبx 0توان در دو تمان را میt  و
2

t


 کنهمرسم می. 

 

0tدر لحظه  xبرحسب تحت اثر ان شارگر نوسانگر هماهنگ(چگالی اح مال بس ه موج هویساید 3-3شکل) . 

1, 1, 2, 1, 1, 3, 2, 1f A a m          
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در لحظه  xحت اثر ان شارگر نوسانگر هماهنگ برحسب(چگالی اح مال بس ه موج هویساید ت4-3شکل)
2

t


. 

1 , 1 , 2 , 1 , 3 , 0 , 1a A k m        

باشد که بعد ات باته تمانی معهن به یک موج تابع موج ن ایی یک موج مربعی اولهه می (4-3شکل )

 دهد.هر باته تمانی نشان مینوسانی تبدیل شده که اح مال حضور ذره را در 

 تحول زمانی ذره در جعبه تحت اثر پتانسیل نوسانی: 9-9

در این مبحث تحول تمانی تابع موج ذره در ذعبه تحت اثر پ انسهل نوسانی را مورد بررسی قرار  

 دههم.می

 باشد:تیر می تابع موج اولهه ذره در ذعبه به فرم

(3-22                             )                                  2 2
( ,0)

nPi
Sin x

a a
x

 
 
 

 

 باشد.در این مبحث پ انسهل ما ات نوع نوسانی می

 ( داریم:22-3) و (11-3) ،(3-3) طبق معادله
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(3-21)

  2 2 2i [ ] 2

2
2 [ ]2 2

e d
2 i [ ]

( , ; , )

x y Cos wt xy

Sin wtnPi
Sin x x

a Sin wt a
x t x t








 






  
 
 
  

 
 

 
 

 

 

22 2i i 22i i 2

2i

2 4i 2 2 4i 22

2i i 2

1 e i e( 1 e ) i e
2

( i 1 e 2
2 1 e 1 ei [ ]

1 e i e

tw twtw tw

tw

tw tw

tw tw

n a yn a y
a Erf

a aCot tw

AC

n a y


  



 

 

   
                   
      
       
      

  
 
 
  
 

  

 
 

 
 

 

 

2 2
2i i 2 2i i 2

2i

2 4i 2 2 4i 22

2i i 2

1 e i e 1 e i e
2

i 1 e 2
2 1 e 1 ei

1 e i e

tw tw tw tw

tw

tw tw

tw tw

n a y n a y

a Erf
a aCot tw

A C

n a y


   



 

 

   
                         
         
       
      

  
 
 
  
 

 

 

 

2
2

2 2
2

2 2
2

2
2 2

i 2

2
2 2

2

i
i 2

n ay Csc tw Tan tw

a
Erf Sec tw ay n Sin tw

D A

Cot tw
n ay Csc tw Tan tw

a
a
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2
2
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2 2

22

i 2

i 2
i

2 2

2

2i

n ay Csc tw Tan tw

n ay Csc tw Tan tw
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a Erf
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D A
n ay Csc twCot tw
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2 2

2
2

2

i i

2

2
2

2

1
i [ ]

22

2i 4
i i [ ] [ ]

e e

2

2i
i i [ ] [ ]

2

1 1
e i [ ]

1
ie

2

1
ie

2

tw tw

y Cot tw

n y
y Csc tw Tan tw

a

n
y Csc tw Tan tw

a

Csc twA

D

a
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(3-22                                                         )   
2

, ; , , ; ,x t x t x t x t     

 تحت اثر انتشارگر ذره آزاد: ینوسائگ -تین یرمهتحول زمانی تابع موج  9-1

 باشد:قد پ انسهل میدانهم ذره آتاد فاهمان طور که می

           0V x  

 :آن را محاسبه کردیم (2-2)که در بصش گهریم نظر میدرات این رو ان شارگر ذره آتاد را به فرم تیر 

(3-31  )                                                                     

 
2

i

21 e
, ; ,0

2i

x y

K x x



 



  

 همان:  که

 0t t

m



 

دههم. ما این اثر را توسك ان شارگر ذره آتاد تحت اثر ذره آتاد قرار می در این مبحث تابع موج اولهه را

 .باشددههم چرا که ان شارگر هر سهس م وابس ه به پ انسهل آن سهس م مینشان می

 کنهم:باشد باتنویسی می( می11-3) ه فرم معادله تیر که همان معادلهب را تابع موج مربعی اولهه

    ( ), ik x A
n nx x A e      

که  ,n x  باشد وویژه مقدار نوسانگر هماهنگ میباشد.ثابت نوسانگر مربوطه می 
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 باشد:تحول تمانی تابع موج به فرم تیر می

 
2 2

2

'
0 0

( )

(

i

)2
21 e

( ) [ ( )]
2i

( , ) ( , ) ( , ; , ) ;

.

x y

n n

n

x A

ik x AN H x A

x t x t K x t x t dx

e e dx




 
 





 
















 






 

وب در یک نوسانگر هماهنگ خ هنگائوس - هنهکه این ان گرال در مورد ضربان و نوسانات بس ه موج هرم

 عنوان شده است.

 بعد ات محاسبه ان گرال داریم:

  
( ) 2 2

2
22

( , ) ( )exp
)

2

(

21

i x A

in n
n nx t e e H i

N

i


 


  




 
      

  
                  )31-3( 

 که:

2

4 2

[( ) ]
, arctan( )

1

x A k 
   

 

  
  


 

داد و چگالی اح مال توان مورد بررسی قراربدست آمده ات روی معادله شرودینگر را می همچنهن تابع موج

 را ات روی آن محاسبه کرد:

(3-32                                        )   
2

2
2

4 2

( )
, , ( )

1

n
n n

N
x t x t H e 

  
 

 


 

)چگالی اح مال بدست آمده ات روی حالت ن ایی  , )n x t باشد. با مقداردهی به بس ه موج می

پارام رهای درون رابطه ,x t، نمودار ,x t برحسبx 0تمانسه  توان دررا می ،5  و

10  کنهم.رسم می 
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0در لحظه  xبرحسب تحت ان شارگر ذره آتاد هنگائوس- هنهچگالی اح مال بس ه موج هرم (5-3ل)شک . 

4, 0.5, , 15, 15, 3, 1n a A k        

 

5در لحظه  xتحت اثر ان شارگر ذره آتاد برحسبهن گائوس- هنهچگالی اح مال بس ه موج هرم (3-3شکل) . 

4, 0.5, , 15, 15, 3, 1n a A k        
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10در لحظه  xتحت اثر ان شارگر ذره آتاد برحسب هنگائوس- هنهچگالی اح مال بس ه موج هرم (2-3شکل) . 

4, 0.5, 15, 15, 3, 1n a A k        

که بعد ات باته تمانی  دهدگائوسهن که  را نشان می -هرمه هن یک موج  اولهه تابع موج  (5-3شکل )

       کلکه در ش به یک موج نوسانی تبدیل شدهتحت تاثهر ان شارگر ذره آتاد قرار گرف ه است و  معهن

یاف ه  تغههر کنهم بعبارتی ذایگاه اح مالی ذره با ک شت تماناین تغههر را مشاهده می (2-3)و  (3- 3)

مال حضور ذره را در  باته اح  (2-3)و  (3-3)شکل  که و در باته ذدیدی ات مکان مشاهده شده است

 دهد.نشان می تمانی و مکانی ذدید

 تحول زمانی تابع موج هویساید تحت اثر انتشارگر ذره آزاد: 9-3

 [.2]آوریمتابع موج حالت ن ایی را بدست می (11-3طبق معادله )

 گهریم :نظر میتابع موج اولهه هویساید را در دااب 

     ( )1
( ,0) [ ]

2

ik x ax H x a A H x a A e
A

         
 

 آوریم:یاف ه را بدست میتابع موج تحول (31-3) ان شارگر ذره آتاد معادله با اس فاده ات

(3-33                         )
    

2

( )
2

1
( , ) ( , ) ( , )

2 2

ik
ik x a

x t e erf g x erf g x
A
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 که:

(1 )( )
( , )

2

i k x a A
g x







   


 

 :دههممورد بررسی قرار می (1-3ول یاف ه را در شکل )ربعی تحموج م

 

0در لحظه  xبرحسبتحت تاثهر ان شارگر ذره آتاد چگالی اح مال بس ه موج هویساید  (1-3شکل) . 

4, 3, 15, 3, 1, 1n A a k m       

 

5در لحظه  xحت اثر ان شارگر ذره آتاد برحسبچگالی اح مال بس ه موج هویساید ت (2-3شکل) . 

4, 3, 15, 3, 1n A a k      
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10در لحظه  xچگالی اح مال بس ه موج هویساید تحت اثر ان شارگر ذره آتاد برحسب (11-3شکل) . 

4, 3, 15, 3, 1, 1n A a k m       

هنگامی که ثابت نوسانگر بزرگ ر ات صفر باشد بس ه موج در مبدا شروع به نوسان )رو به ذلو یا رو به 

عد ات شود. بگردد تمام خواص اولهه آن باتیابی میق ی که بس ه موج به حالت اولهه برکند. ومی عقب(

برای  لفيتوابع موج در این  یاف ه را مشاهده کرد.توان تابع موج تحولدادیم که می یک باته تمانی نشان

تواند یکه مموارد یک بعدی  ات دیگر یکی ،های دقهقحلبررسی راهباشد. برای یک بعدی می هایسهس م

ر با گهمان طورکه یک نوسان بی ن ایت است.عمق  یک چاه مربعی به بس ه موج ،مورد بررسی قرار گهرد

ع موج توان با داش ن تابتواند نوسانات م فاوتی داش ه باشد در اینجا نهز میمیثابت نوسانی م فاوت 

عبارتی ب م فاوت باشد.، ها در لحظه های مص لفاولهه م فاوت به توابع موج ن ایی برسهم که نوسانات آن

واند منجر به تمی، منفی یا مثبت ،موج صفر توان ن هجه گرفت توابع موج سهس م با ثابت نوسان ساتمی

 .برای نوسانگر هماهنگ و ذره آتاد شودموج  توابع

 

 

 

 

 



 52   
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 فصل چهارم

 

 

 

بوهم به روش  -فونوسانگر دیراک تحت تاثیر اثر آهارون

 انتگرال مسیر فاینمن
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 92بوهم -فوای بر ساده شده انتگرال مسیر در اثر آهارونمقدمه 4-5

غناطهسی م شود که مهدان الک ریکی ومغناطهس کلاسهک خلاء در واقع به محهطی گف ه میالک رودر   

ه در کند کدر آن وذود ندارد. در چنهن محهطی یک ذره باردار مثل الک رون ههچ اثری را حس نمی

ای 33نهپهچ اس واسهمدر فضای خارذی) مثل بهن ایت(  .شودنظر گرف ه میواقع نهروی لورنس آن صفر در

مهدان  گهریم در این حالت مهدان الک ریکی ونظر میهسی درمغناطرا بيورت خلاء الک رو شکل

داریم که  ایپهچ اس وانهدر خارج سهم حالی که ما یک پ انسهل برداری غهر صفر رامغناطهسی نداریم در

ت ناسایی و بيورشود آن را بيورت مس قهم شگ ارد ات این رو نمیبيورت مس قهم بر ذرات اثر نمی

پهش بهنی کردند که یک مهدان  1252و بوهم در سال  فوداتگهری کرد. در حالی که آهارونکلاسهکی ان

تواند یک اثر کاملا مکانهک کوان ومی در فات تابع موج اعمال کنند که پدیده در اصل قابل برداری می

بی و آتمایشگاهی مشاهده جربيورت ت 1213رویت نهز هست این تغههر فات پهش بهنی شده تا سال 

هنی بای با توصهف ساده پهش پهچ اس وانهمبا اس فاده ات یک مهکرو سه 34تا تمانی که تونومورانشده بود. 

ف و بوهم را به وسهله ان گرال مسهر نشان داد. حضور یک مهدان الک ریکی و مغناطهسی برای واثر آهارون

کند چه رف ار دارد بسهار هه ثابت و یا ذره ساکن حرکت میاینکه ب وان یک ذره باردار را با سرعت اول

هر چه  .دار و یا منحرف کردتوان ذره را ش ابمغناطهسی می ساده است با اس فاده ات مهدان الک ریکی و

 ترکهبی ات آن ها و یا بيورت ،ومغناطهسیهای الک رمهدان .تر باشد انحراف آن بهش ر استقویمهدان 

م م ری تر و دهند که پدیده های عمهقمعادلات ماکسول در واقع نشان می  .[14]ندگ ارتکی اثر می

در اینجا ما سه پ انسل برداری و یک پ انسهل اسکالر  .که تجربی نهس ندشود حاصل میها با این مهدان

سول کدر واقع این را باید گفت که معادلات ما .باشندی هر دو وابس ه به تمان میداریم که بيورت کل

 .[55]شودبه کمک دو پ انسهل حاصل می

 :خلاء در دس گاه گوئسی عبارتند ات معادلات ماکسول برای

 .تمام عناصر به صورت دو قطبی هس ند و تک قطبی وذود ندارد (1-4در معادله )

       (4-1                                                                                )         . , 0B r t  

                                                           
32 the Aharonov-Bohm  Effect 
33 solenoid 
34 Tonomura 
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( قانون القای فاراده:                                                                                  2-4معادله )

(4-2                                                                        ) 
 ,1

, 0
B r t

E r t
c t


  

                                                                

 ( قانون گائوس: 3-4معادله )

(4-3      )                                                                                                 . , 4 ,E r t r t  

 یاف ه آمپر:( قانون تعمهم4-4معادله )

 (4-4                                                        ) 
 

 
,1 4

, ,
E r t

B r t j r t
c t c


  

                 

که در آن ا  tr ,


 بار و  چگالی trj ,
 های الک رومغناطهسی ریان و چشمه های مهدانذ چگالی

 هس ند.

 :دههمبه فرم تیر نمایش می کنهم ومیچ ار پ انسهل را باهم ترکهب 

 ,A A   

باشد. این چ ار پ انسهل در محاسبه مهدان الک ریکی و مغناطهسی که معروف به چ ار بردار لورنس می

ع هس هم در واقباشد که ات دوران دبهرس ان با آن آشنا همان پ انسهل اسکالر مینقش اساسی دارد. 

یک پ انسهل برداری Aباشد.این پ انسهل ناشی ات اخ لاف پ انسهل یا اخ لاف ول اژ در سرتاسر باتری می

هل ای نهست. دلهل اس فاده ات این پ انسشناسی پ انسهل معمولا شناخ ه شدهباشد که تا مقطع کارمی

های الک ریکی و مغناطهسی است که تن ا راه کار کردن با این هدانی ناشی ات تمایل به کار با مبردار

حل بسهاری ات مسائل ات ذمله بدست باشد چرا که برای می Aها پ یرف ن پ انسهل برداریمهدان

را ات  Bآوردن مهدان مغناطهسی ما نهات به داش ن پ انسهل برداری داریم تا ب وانهم مهدان مغناطهسی

Aطریق رابطه  B  ،گونه که ات پ انسهل برداری برای محاسبه مهدان همان محاسبه کنهم

کنهم. برای یک پ انسهل برداری مشاهده کلاسهکی غهر ممکن است. ات طرفی اس فاده می Eالک ریکی

ری مانند پ انسهل اسکالر با توذه به کاربرد آن نمایش منحير به فردی ندارد. به عنوان پ انسهل بردا

0Vمثال اگر V V    0ل پ انسه که آن داردبس گی به پ انسهل شارژ شده بر روی کره باشد اینV 

شود دو پ انسهل تن ا چهزی که انداتگهری می ( چگونه تعریف شده باشد. مانند انرژی)پ انسهل تمهن

 باشد.سطح انرژی می
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شکل  ای را بههای برداری و نردهتوان پ انسهل می ((2-4( و )1-4))باتوذه به دو معادله اول ماکسول

 :تیر تعریف کرد

 (4-3)                                                                 , ,B r t A r t    

 (4-2                             )                    
 

 
,1

, ,
A r t

E r t r t
c t


  


 

به معادلات موج یا  در ن ایتآوریم که ها به دست میچ ارم را برحسب پ انسهل در اینجا قانون سوم و

 رسهم. بارهای ساکن می

(4-1                                  )                , , ,A r t A r t f r t   

 

(4-2                            )   
 ,1

, ,
f r t

r t r t
c t


   


 

A,در دو معادله بالا   گویند. تحت تبدیلات می35ای هس ند، و به آن ا تبدیلات پهمانهمنحير به فرد ن

E,ای پهمانه B آیند.ییکسان به دست م 

 گهریم:در اینجا ما یک تقریب بيورت همزمان درنظر می

(4-11                 )                             
0

,A A
x





      


 

 ,x tباشد  با توذه به تعاریف ذدیدی که اتتمان می- یک تابع دلصواه در مص يات فضاA  و، 

B  وE  داریم:شودتعریف می ، 

(4-11                                                            )B A   

(4-12                                             )   
1 A

E
c t


   


 

Eدههم که نشان می  E  وB B  است.  

                                                           
35 Gauge transformaition 



 

57 
 

 B A A A

B B

       

 
 

 

 0 0

1 1 1

1

E A A
x c t x c t c t

A E E
c t

 
 

     
            

     


  


 

انند ممغناطهسی تحت تحول تمانی ناوردا باقی می های الک ریکی وتوان گفت که مهداناین رو می ات

 توانانداته ثاب ی دارند ات این رو میگهریم که معادلات ماکسول ابراین ن هجه میبن x را به فرم

توان با ان صاب هوشمندانه پارام ر ها میخهلی وقتدلصواه ان صاب کرد  x،E و B  را به سادگی

 محاسبه کرد.

                                      ( داریم:                     3-4معادله )(، در 2-4) معادلهبا قرار دادن 

(4-13       )                                 2 1
, . 4 ,r t A r t

c t



    


 

 ( داریم:4-4(، در معادله )2-4) معادلهبا قرار دادن 

(4-14                        ) 
 

 
 

2

2

2 2

.

,1 1 4
,

A A

A r t
A j r t

c t c t c



  

 
     

 
 

(4-15)                          
 

 
2

2

2 2

,1 1 4
, . ,

A r t
A r t A j r t

c t c t c

  
      

  
                                              

 باشد.ها میمهن معادله ماکسول برحسب پ انسهل( در واقع سومهن و چ ار15-4) ( و13-4) معادلاتدر 

 کنهم: میتر را ساده (15-4) ( و13-4) روابك

است پهمانه را طوری ان صاب  مس قل ات تمان باشد ب  ر باشد یعنی چگالی 33( اگر توتیع بار ایس ا1

 :کنهم که

                                                           
36 Stationary State   



 58   
 

                                                                                   

 . , 0A r t  

این ان صاب  trf ,
 نامند. ولن میرا پهمانه ک 

 :در این مورد داریم

     

   
 

 

2

2

2

2 2

13 : , 4

,1 4
15 : , ,

r t r

A r t
A r t j r t

c t c





   

 

  


 

 پهمانه را طوری ان صاب کنهم که      باشد در این صورت ب  ر است32( اگر توتیع بار غهر ایس ا 2

 .گوینداین ان صاب را پهمانه لورنس می

 
     

   
 

 

2
2

2 2

2

2

2 2

1
13 4 : , 4

,1 4
15 4 : , ,

r t r
c t

A r t
A r t j r t

c t c





  
     




     
 

 

 

 

 (b4-1(                                      شکل )a4-1شکل)

 

دهد حرکت الک رون در مهدان الک ریکی و مهدان مغناطهسی را نشان می (b4-5( و )a4-5)شکل 

EeFشود )الک رون( وارد می e( نهرویی که بر a4-1)طوری که در شکل ب


 خلاف  و ذ ت حرکت

باشد ( حرکت الک رون دارای دو مولفه عمودی و مواتی میb4-1باشد. اما در شکل )ذ ت مهدان می

                                                           
37 nonstationary State 
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که مولفه عمود بر مهدان باعث حرکت دایره ای با شعاع ثابت، و مولفه مواتی با مهدان باعث حرکت بالا 

 شود و مجموع این دو حرکت یک حرکت مارپهچ است. رف ن می

(4-13     )                                   
2

2
, ,

d r v
F e E r t B r t

dt c


 
     

 
 

ماکسول با معرفی چ ار بردار خود توانست نشان دهد که انداته گهری پ انسهل به عنوان ابزار بسهار   

شود یک ریاضهات عجهب و غریب با کم رین معنا را آید چرا که ح ی میمفهد محاسباتی به حساب می

ناسایی ششد آن را در واقعهت دید و بت داد. پ انسهل برداری چهزی بود که نمیتوان به پ انسهل نسمی

های حقهقی شناخ ه شده بودند. های مغناطهسی به عنوان مهدانها بود که  مهدانکرد و در همان تمان

اشد بای اشاره کرد که طول آن بهن ایت میپهچ اس وانهشود به سهممی یک مثال عهنی ات این بحث

ود یک شای فرس اده میریان توسك سهم حلقهپهچ روشن شود به عبارتی  وق ی یک ذنی که سهمتما

پهچ صفر است. حال اگر یک حالی که مهدان مغناطهسی خارج سهمشود درمهدان مغناطهسی حاصل می

 کند.یبهند که ذره ههچ انحرافی را تجربه نمپهچ دنبال کند میحرکت ذره باردار را در خارج سهم ناظر

 :در حضور مهدان مغناطهسی

 (4-12                                                      ) ,
e

P P A r t
c

 
  

 
   

 مهدان مغناطهسی هامهل ونی به صورت تیر است. روحضدر  شودمیثابت در این قسمت 

(4-11                                       )   
22 1

,
2 2

P e
H P A r t e r

c


 

 
    

 
 

 ضور مهدان مغناطهسی داریم :حدانهم که در می

(4-12                                )

   

 

2

, ,
2

m

e p e
P P A r t H V P P A r t

c m c

V e r





       


 

 

(4-21                    )               
   

2

1
, , ,

2

e
H P A r t e r P H E

c i
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(4-21                   )                             
        

1
, , ,

2

e
P A r t r t E e r r t

c
 



 
   

  

چون نهروی مغناطهسی عمود بر  ،مهدان مغناطهسی صفر است حضورمقدار تغههر انرژی ذنبشی ذره در

مهدان مغناطهسی فقك  است. 0Tل ا  دهدانجام نمی حرکت ذره است، ههچ کاری روی ذره )بار(

ه باعث ش اب است ک اههدهندان الک ریکی در ش ابمهدو اثر  شودت حرکت ذره میباعث تغههر ذ 

 .شودفقك باعث تغههر ذ ت می  B ،شوددادن به ذرات می

Aبا فرض اینکه 
c

e
PP


 نویسهممعادله شرودینگر را می: 

 : نداته حرکتا اپراتور

 (4-22                                     )                                                     A
c

e

i
pop


  

 شود: میگهرد مثبت مت پ انسهل قرار میتمانی که در سبار الک رون را منفی و 

     

   

2

2 2
2 2

2

1
, ,

2

1
. . .

2 2 2 2

e
A r t E e r r t

i c

e e i e i e e
A A A A A

i c c c c c

  


    
     

 
       

 

   
              

   

   

.0با اس فاده ات شرط پهمانه کولن   A


 داریم:

 (      trreEA
c

e
A

c

ie
,

2
.

2

)2(

2

2

2

)1(

2
2















 

دههم و یک گهریم. الک رون را در مهان تداخل دو شکاف قرار مینظر میرا در آل تیرآتمایش ایده  

 ه مهداندههم. کپهچ را به شکل اس وانه برای ایجاد مهدان مغناطهسی بهن دو شکاف قرار میسهم

ود قوی وذ طهسیپهچ یک مهدان مغناپهچ قابل اغماض است در داخل سهممغناطهسی در خارج ات سهم

پهچ به شکل اس وانه برای ایجاد مهدان ها در خارج سهمندارد در عوض آن دارد. اما الک رون وذود

 قراردارد. 2و1مغناطهسی در ام داد مسهر
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(4-24                                                                             )
22

2

a
a

A

a



 







 





 
  


 

 

 بوهم  -فو( طرح شماتهک ات اثر آهارون2-4شکل)

ف و واس دلال ریاضی که ما اس فاده کردیم برای تعبهر اح مال معادل ولی م فاوت با کاری که آهارون  

ن دو انجام دادند توانس ند بهنش عمهقی را در ذ ان  چ ار بردار اضافه آم دادند بود. کاری که بوهم انجا

کنند ما در اینجا یک شانس بزرگ داریم این شانس بزرگ همان اس فاده ات ابزار کوان ومی قوی به نام 
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بود.  بوهم  -فوونظریفی برای آتمایش ذهنی آهار ان گرال مسهر راه روشن و رویکرد ان گرال مسهر است.

را در  Bبه نقطه  A ان گرال مسهر راه ریاضی واری بود که در واقع دامنه اح مال حرکت ذره ات نقطه  

هر مسهر  Bتوان گفت که ذره برای رسهدن به نقطه کند. در واقع مییک دوره تمانی محدود توصهف می

تواند می Aکه ذره پس ات خروج ات نقطه  این بدان معناست تواند طی کند ومهانبر و یا اح مالی را می

آور این است که ذره بيورت برسد. بهنش شگفت Bبه تعداد نامحدود مسهر را ان صاب کند تا به نقطه 

هکی . این مسهر کلاسکلاسهکی ات همان مسهر عبور کند کند که ات دیدگاهمنطقی مسهری را ان صاب می

کند این است که آیا . سوالی که ذهن را درگهر خودش میباشدمی Bبه نقطه Aنقطه  مسهر مس قهم ات

 توان برایمیاین دیدگاه نامعقول نهست چرا که  . ات نظر ریاضیکنندرا طی می ذرات همه این مسهرها

مسهرهای غهر تواند ساتنده یا مصرب باشند. ها میح مال برگزید که این تداخلهر مسهر یک دامنه ا

هم تداخل ویرانگر داش ه باشند و در مقابل مسهرهای کلاسهکی  اشند که بابعقلانی آن مسهرهایی می

هم تداخل ساتنده داش ه باشند. ان گرال مسهر بهن ایت بعد دارد  آن دس ه ات مسهرهایی هس ند که با

نوسانگر هماهنگ  توان در اصل روابك ساده در مکانهک کوان ومی را حل کند ات ذمله ذره آتاد وکه می

ف وتوان به عنوان یک روش کاربری به حساب آورد. آهارون. ات این رو ان گرال مسهر را میباشدمی.. ساده و

 کندو بوهم آتمایش ذهنی را شرح دادند که مربوط به ذره بارداری است که ات یک تک شکاف عبور می

وان به شکل تیر ترسد ان گرال مسهر این ذره را میمی ()آشکارسات Bبه نقطه  )منبع( A نقطه و ات

 :[54]شتنو

(4-25                                                                     )
 ,

( ) exp
S x t

I Dx t i
 

  
 

 

باشد که مربع مزدوج آن یک عدد حقهقی کلی دامنه اح مال این است که آن یک عدد مص لك میروند   

عبارت  .است Bو رسهدن به نقطه  Aه ات نقطه باشد که این اح مال همان اح مال ترن ذرمی

1 2 3,..., ndx dx dx dx د:شواست که بيورت خلاصه شده نوش ه می یحاکی ات بهن ایت مسهر م وال 

(4-23                                                                    )
1 2 3( ) ,..., nDx t dx dx dx dx  

ا. هواقع یک ان گرال برای تمام مسهر باشد دران دهنده تعداد نامحدود مسهر میها نشکه تعداد ان گرال

شود که بيورت ان گرال ات چگالی لاگرانژی نسبت به شود کنش نامهده میکه در نما ظاهر می Sمقدار

باردار  نظر گرف ن ذرهبا در گهریم.نظر میا شکل غهر نسبه ی لاگرانژی را دراب دشود. تمان تعریف می

 :گهریمنظر میا شکل غهر نسبه ی لاگرانژی را درکند مکه با سرعت کم حرکت می
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(4-23                                                                                    )
2

0

1

2

dx
m

dt

 
  

 
 

 :باشدکه در حضور پ انسهل برداری قرار دارد به فرم تیر می qبهاد داریم که لاگرانژی ذره آتاد با بار 

(4-22                                                                               )0

i

i

q dx
A

c dt
  

0Aتوذه داش ه باشهد که    بوهم  -فول آهارونصصفر است تیرا این مهدان غایب است بر پایه ا 

 دههم:حال ان گرال مسهر را با فرم ذدیدی نشان می

0( ) ( )
i

i

q dx
S t dt t dt A dt

c dt
     

0 0
0

t

S dt  

(4-21)                   0

0
( )exp ( )exp exp

i
t

i

SS iq dx
I Dx t i Dx t i A dt

c dt

   
      

     
   

روی  بری به یک ان گرال خك ها بر روی پ انسهل برداری تبدیلگهری در همه تماندر ن ایت ان گرال

 .شودمکان می

0 0

i
t t

i

i i

dx
A dt A dx

dt
  

(4-22 )                       0

0
( )exp ( )exp exp

t
i

i

SS iq
I Dx t i Dx t i A dx

c

    
     

    
   

نظر در طرح بالا نمایی ات آتمایش دو شکاف .دههمادامه می بوهم را  - فوحال دوباره آتمایش آهارون

هس ند. یک صفحه نمایش   q ذرات یکسان که هر یک دارای بار و Pگرف ه شده است که شامل منبع 

گهریم. در ظر میدرن Qیک آشکارسات  غهر قابل نفوذ با دو شکاف باریک با یک صفحه نزدیک به هم و

کاف ش عمل عرض شکاف باید بهش ات چند مهکرو نباشد ات دیدگاه کوان ومی چنهن فاصله کوچک بهن دو

ذرات باردار  .شوداموشی ذریان خاموش میای داریم که با خپهچ اس وانهامری ضروری است. ما یک سهم

کنهم تا ذرات با یکدیگر یک سرعت ثابت که به انداته کافی آهس ه است شروع به شلهک می را با

( 2برخی ات شکاف دوم) کنند و( عبور می1برهمکنش نداش ه باشند برخی ات ذرات ات شکاف اول)
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غریب  کند این همان ماههت عجهب ورسد ات هر دو شکاف عبور میکنند. اما هر ذره بنظر میعبور می

 مکانهک کوان ومی است .

 :گهریم نظر میبرای هر شکاف یک ان گرال مسهر درما 

(4-31                                                                               )

0
1

1

0
2

2

exp

exp

S
I Dx i

S
I Dx i

 
  

 

 
  

 




 

 .نویس اشاره به مسهر های عبوری ات هریک ات شکاف ها داردکه تیر

این ان گرال مسهر در واقع ان گرال مسهر  کند.ها بس ه به این دارد که ذره ات کدام شکاف عبور میمسهر

 .شوددانهم که این ان گرال چگونه محاسبه میذرات آتاد هس ند و ما ات قبل می

(4-31   )                                                      
1 2
2

exp
2 2

B Aim x xm
I

i t

  
        

 

را بدست می  I. وق ی ما مربع مزدوج رودمی Bxبه نقطه  Axباشد و ات نقطه ای که مقهد نمیبرای ذره

  .تن ا در فات مص لف هس ند 2Iو1Iات طرفی شود.نمایی که یک عامل فاتی است ح ف می . ترمآوریم

(4-32                                                                 )
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1
1
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m
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m
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1ات این رو 2I I I  

(4-33            ) 
1 1

2 2
2 11 2 1exp exp exp 1 exp

2 2

m m
I i i i i

i i

   

 

          
            
            

 

 2 1 
 آشکارسات در نقطه معهن  .دهنده  اخ لاف فات بهن مسهرها ترکهب شده استعبارت نشان

بهندتمانی تداخل ساتنده می 2n    باشد و تمانی که 2 1n    خل مصرب باشد تدا

 در واقع همان دامنه اح مال است که خود یک ان گرال مسهر است. . Iخواهد بود. 
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 دامنه اح مال باید مربع مزدوج این مقدار را بدست آوریم: 

(4-34                                                            )
2 22 1

2

m
I I I Cos

t

 
    

 
 

دهد که آشکارسات الگوی تداخلی بنابراین روش ان گرال مسهر برای آتمایش دو شکاف نشان می  

ی طولیک مهدان مغناطهسی  انی درون اس وانه در حال اذراست.یک ذری کند،سهسونی را مشاهده می

 باشد. بنابراین ههچ مهدانمهدان مغناطهسی تن ا درون محدوده می شود،پهچ  ایجاد میدرون سهم

تحت خود قرار دهد.  کند راشکاف عبور می که ذرات بارداری راکه ار دوناطهسی خارذی وذود ندارد مغ

بهنهم یک ترم طور که میاما ات طرفی همان کنند.پهچ خاموش است خلاء را مشاهده میتمانی که سهم

ات تناسب اده کنهم. م ات حل ذرات آتاد اس فتوانه. حال دیگر نمیبهنهممی (33-4) اضافه در معادله

توانهم فرض کنهم خطای ناچهزی در ان گرالتنظهم شده در بالا  ما می
i iA dx  است. مس قل ات مسهر

 بهاریم و آن را به عنوان یک ضریب فاتیرال توانهم این ترم را به خارج ان گبنابراین ما میگرف ه شده. 

  .نظر بگهریمدر

برای مسهرهای  1,2n  :داریم 

0 0

0 0

1

2

1 0

( ) exp exp exp ( ) exp

exp exp
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t t
i i

n i i
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t
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S Siq iq
I Dx t i A dx A dx Dx t i
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i c





      
        

      

    
    
    

   

 

(4-35) 

1حال  2I I I  ای روشن پهچ اس وانهحاصل بدست آمده تمانی است که سهمکنهم، را حساب می

 :شودمی

 

1 1

2 2
1 2

1 2

1

2
1 2 1

1 2 1

exp exp exp exp
2 2

exp exp 1 exp exp
2
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i i

i i i

i i i
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I i A dx i A dx

i t c i t c

m iq iq
i A dx i A dx A dx

i t c c

 

 

  



          
           
          

         
          
         

 

  

(4-33) 
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آید. آخرین ذمله در رابطه م فاوت بدست می 2Iکنهم مقدار ای را روشن میاس وانه هچپتمانی که سهم

 [.12]باشددهد که ات سمت منبع به سمت آشکارسات میبالا مسهر بس ه حرکت ذره را نشان می

(4-32                                                            )
2 1

i i

i i i iA dx A dx A dx     

های ساعت که مسهر حرکت در خلاف ذ ت عقربه دهنده این استعبارت بالا نشانعلامت منفی در 

 باشد.می

 ات طرفی بنابر قضههه اس وکس داریم:

i iA dx A dS    د.باشای میهچ اس وانهپدر رابطه بالا سطح مورد بحث همان سطح مقطع سهم 

ˆ. BA dS B n dS      

B باشدپهچ میبدست آمده همان شار عبوری ات محور های سهم. 

(4-31     ) 

1

2
1

1
exp exp 1 exp exp

2

i

i B

m iq iq
I i A dx i

i t c c





       
          
        

 

 :توان محاسبه کردمربع ان گرال مسهر را می

(4-32                                                             )
1

2
2 22 1

2

Bqm
I Cos

t c

   
      
    

 

 :کنهمرا با هم مقایسه می تمانی که دو معادله تیر

1

2
2 22 1

2

Bqm
I Cos

t c

   
      
    

و       

1

2
2 22 1

2

m
I Cos

t

   
    
   

 

 رسهم که:به ن هجه تیر می

(4-41      )                                                                                     Bq

c


  

ور مهدان مغناطهسیحض معادله شرودینگر در


EeA
c

e

i




















2

1
 است. 
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 :اگر  یعنی اینکه مکنهمی صحبت موج در مورد خود تابعدر اینجا 

,A A f     

(4-41)                                    22
2

,
2

1

























 Eef

c

e
A

c

e

i


                                             

 ایاید رابطهبنابراین ب ،دنتحت این تبدیل کمهت فهزیکی نباید تغههر ک ای،یی پهمانهطبق اصل ناوردا

بهن  , وذود داش ه باشد.  c تیرا در این صورت اح مال حضور ،قابل قبول نهست , 

 یکی نصواهد بود.

 گهریم.می نظرا بطور فرضی درتابع تیر ر

 (4-44                                                                                       )   tre tri ,,   

اح مال حضور که اگرخودش را در مزدوذش ضرب کنهم، ا استاین خاصهت را داربالا  رابطه , 

 یکی خواهد بود. 

 .است fتابع بهن این فات وچه ارتباطی 

   trtrf ,, ?  

(4-45)                                                


 
























 ii eeEef
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 :کنهمساده ساتی می شروع به ات طرف اول

(4-43                             )2
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(4-42 )                                                            
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 داریم: (42-4) و (43-4)معادلات  ات مقایسه

(4-41                                                                                                )f
c

e


 

 شود. ای اخهر فقك تابع موج دارای یک فات اضافی میاثر تبدیل پهمانهدر 

(4-42                                                         )                c

e
i

efAA 
 

 

c

e
i

e 


باشد در آتمایش دو می ای برخوردارعامل فات در اپ هک ات اهمهت ویژهگویند. را عامل فات می 

مهدان نهروهایی که  شد.شکاف یانگ نواحی تاریک و روشن روی پرده  به علت اخ لاف فات مشاهده می

ر آن ا روی یک مسهر بس ه صف هایی مس قل ات مسهر دارند، یعنی ان گرالکرل آن ا صفر است ان گرال

ند ههچ راهی برای تست این تغههرات ف و بوهم این فرمول را اس صراج کردوهنگامی که آهاروناست. 

پهچ مورد اس فاده برای آتمایش دو شکاف باید کاملا محافظت شده . ات طرفی سهمبيورت تجربی نبود

این  تکه ساخ شد(بود )قطر آن ات چند مهکرون نباید بهش ر میبود و قطر آن نهز بسهار کوچک میمی

شد به آن نگاه ت طرفی به عنوان یک کشف بزرگ میدر آن تمان امری غهر ممکن بود. ولی ا پهچسهم

نگاه دیر به این پدیده بصاطر آن بود که اکثرا در ذامعه فهزیک در تشصهص پ انسهل برداری تردید  .کرد

پهچ بوهم تلاش های بسهاری در ذ ت ساخت سهم - فوهای پس ات ان شار مقاله آهاروندارند. در سال

ن حوالی بود که بنظر رسهد که یک مهکروسکوپ مغناطهسی با ای صورت گرفت. در همهاس وانه

وهم ب -فوهای آهنی کاربردی باشد ات طرفی هم ن ایج تجربی بدست آمده با پهش بهنی آهارونرش ه

همکارانش  و31مسلما بدست نهامده بود تا اینکه تونومورا  1213این ن ایج تجربی تا سال  خوانی داشت.هم

ن با تغههر فات پهش بهنی مده همساآن ایج بدست مهکرونی شدند.  3 ایاس وانهپهچ موفق به ساخت سهم

شصيی که این  ،تونومورا. بوهم بيورت تجربی نهز مشاهده شد - فوهارونآ. ات این رو اثر شده بود

ذایزه ، 32اذایزه نهشهن آن ذمله: یافت کرد اتتمایشات را به سرانجام رساند ذوایز م عددی را درآ

 .[11]باشدو... می 42آکادمی ژاپن،  41مپربالهسمذایزه آ، 41آساهی

 

                                                           
38 Tonomura 
39 Nishina 
40 Asahi 
41 Imperial 
42 the Japan Academy 
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 :به همراه نوسانگر هماهنگ ساده و محاسبه انتشارگر آن 99نوسانگر دیراک 9-2

ت در های ذرامدل قابل حل و دقهق در تمهنه مدلنوسانگر دیران به عنوان یک  [12]1225در سال   

ساتی رهمکنشی در مدل محيولی برت ذملهمکانهک کوان ومی نسبه ی معرفی شد. این مدل به صو

ل خوبی ات کاربرد نوسانگر شود که این مطلب مثا( ظاهر میQCDها در کرومودینامهک کوان ومی)کوران

ا در مکانهک هوسانگر دیران در تمهنه ابر تقارنن باشد. همچنهندر مکانهک کوان ومی نسبه ی میدیران 

ا درنظر گرف ن ناوردایی نسبه ی ب QCDيورساتی کوارن ها در مبحث مربوط به مح کوان ومی نسبه ی و

نگر ساات طرفی نوسانگر دیران ارتباط نزدیکی با نو ، بررسی شده است.[ 21]1212توسك مورنو و تن لا در

ان ریشه مربعی نوسانگر هماهنگ اند که نوسانگر دیرطوری که نشان دادههماهنگ غهر نسبه ی دارد ب

صورت  1212نهز در سال  های  نسبه ینوسانگر دیران در تمهنه چند ذسمیمدل و بررسی [. 12است ]

 [.21گرف ه است]

 :گهریمنظر میا در غهاب پ انسهل به فرم تیر درمعادله شرودینگر ر

2

( ) ( )

( )
2

( ) 0

H x E x

P
H V x

m

V x

 

 


 

 :[22]کنددر حضور نوسانگر دیران  انداته حرکت به فرم تیر تغههر می

(4-51             )                                                                         P P im x  

 :[23]ات این رو داریم 

                                                           
43 Dirac oscillator 
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(4-51) 

2باشد به همراه ذملهمده در بالا در واقع هامهل ونهن نوسانگر هماهنگ میآذمله بدست 


: 

 شود:به فرم تیر تعریف میسهس م  ات این رو لاگرانژی

(4-52)                                                
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 :[3]توان ان شارگر را محاسبه کردات طریق محاسبه لاگرانژی می

(4-53          )
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 ( داریم:3-2ات طرفی برای ان شارگر نوسانگر هماهنگ ات بصش )
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 با تعریف لاگرانژی بيورت تیر ان شارگر ذره آتاد را بدست آورده:
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(4-54            )   
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که ذمله یابهممیات روابطه بدست آمده در

2
2 21

exp
2 2

xPi
m x dt dx

m


       
      

   در

دارد برای محاسبه ان گرال روش تیر را در پهش را ( نقش ان شارگر نوسانگر هماهنگ مهرا 54-4) معادله

 گهریم:می

2
2 21

exp
2 2

xPi
m x dt dx

m


       
      

 
 

 :[2]برای همه مسهرها شرایك مرتی تیر حاکم است

(4-55                                      )                          ( ) , ( )i i j jx t x x t x  

 

 :مسهر کلاسهکی به فرم تیر است
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(4-53                                      )
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 باشد:مش ق مرتبه اول آن به فرم تیر می

(4-52   )                                
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 کنهم:( اس فاده می54-4) ( برای حل معادله55-4)و  (52-4ه )ات معادل
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 ان شارگر نوسانگر هماهنگ ساده :
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(9-18) 

 از این رو داریم:

(4-52)   
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اک ذره ای با اسپین دیر نوسانگر 9-9
1

 تحت تاثیر میدان مغناطیسی :2

من نبوهم قرار دارد را به روش ان گرال مسهر فای -فونگر دیران را که تحت اثر آهاروندر این فيل نوسا  

انی مآن پارام ر تحول ت ر نوسانگر هماهنگ کوان ومی که درتابع تیر ان گرال با ان شارگ. کنهمحل می

و با  شودحل میان گرال مسهر فاینمن   فاده روشان گرال بهان شده با اس مشابه است. شود،دیده می

گهرد. ن ایج بدست آمده مشابه با ن ایجی است اس فاده ات قطعه قطعه کردن تمان مورد بررسی قرار می

کوان ومی به ت مکانهک برای حل مشکلا .[24]( محاسبه شد2114)44و بونامهس  که توسك فرکس

هس هم که نمونه آن تعههن تابع موج  های ریاضیم فاوت در مدل های ذدید وفرمول ها ودنبال روش

 که همه اطلاعات سهس م ات ذمله انرژی و سهس م  است.45ان ومی با اس فاده ات تحول تمانیسهس م کو

یا  در فرمول هامهل ونهن ها یا همان خيوصهاتاین ویژگی کند.یا ح ی ان شارگر سهس م را مشصص می

در مکانهک کوان ومی غهر نسبه ی فرمول  که قابل  محاسبه هس ند. همان فرمول لاگرانژی ن ف ه شده

 گهرد.هم در معادله هایزنبرگ قرار می هامهل ونهن هم در معادله شرودینگر و

(4-31                               )                                   , ,i r t H r t
t
 





 

 نمشود که اولهن بار توسك فایندیگر فرمول لاگرانژی ات روش ان گرال مسهر فاینمن حاصل میات طرف 

من ( توسك خود فاین1241)این روش در سال  ،( مورد مطالعه قرار گرفت1235در سال)43و ههبس

ه به باشد ککوان ومی می ان شارگر در روش ان گرال مسهر فاینمن دامنه اح مال  همانمعرفی شده بود. 

 دهند.فرم تیر نشان می

 

(4-31                       )       
1

, , exp exp ,K r r r i H r iS r r d r r
A

            

های ممکن بهن نقطه اولهه ی روی تمام مسهرگهرکه ان گرال  0r r t   نقطه ن ایی  و

 r r t    نقش ضریب نرمالایز را دارد و( 31-4) در معادله .گهردصورت می ,S r r   همان

 باشد.عملگر کلاسهکی  تیر ان گرال می

(4-32                                                                            )   , ,S r r L r r dt    

  ,L r r باشد که در معادله کوان ش ظاهر شده است. در این بصش در واقع س م میهمان لاگرانژی سه

ه تحت یم کخواههم با اس فاده ات روش ان گرال مسهر فاینمن به حل معادله نوسانگر دیران بپرداتما می

 د.شوه دو حاصل میمعادله گرین درذ بوهم قرار دارد. که ات آن طهف انرژی و -فوتاثهر پ انسهل آهارون

1cاین بصش دو مسئله نپرداخ ه است. در تمام طول محاسبات باید در   ظر داشت. برای را درن

                                                           
44 Ferkous and  Bounames 
45 time-sliced method 
46 Feynman and Hibbs 
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کنهم. در واقع تابع درذه دوم گرین را ات من اس فاده مینحل نوسانگر دیران ات روش ان گرال مسهر فای

که قبل  دآیار گرف ه است بدست میبوهم قر -فوونهارنگر دیران که تحت تاثهر پ انسهل آمعادله نوسا

  42برنهدو 1222همکارانش در سال  و41برنالز 1222در سال و اینوم ا،  42کاید 1214های ات آن در سال

رار مورد بررسی ق ،های نسبه ینظر گرف ن سهس مبا درهمکارانش  برنالز و 2112همکارانش در سال  و

 گرف ه بود.

1ای با اسپهنبرای ذره

2
 :گهریمنظر میمعادله دیران را به فرم تیر در 

(4-33                                                               )     ,M D G           

 
ˆ ˆx i y j    و ,G    تابع گرین ذره دیران با ذرمM بار الک ریکی وe باشدمی.D̂ وسانگر ن

 شود.بوهم قرار گرف ه است به فرم تیر نوش ه می -فودیران که تحت اثر آهارون

(4-34                                                          ) ˆ .D p i Mf e A E       

انرژی ذره،  Eعملگر تکانه،pپ انسهل برداری،  Aباشد،فرکانس نوسانگر می f( 34-4) معادله در

.به همهن ترتهب  عملگر مکان هس ند و شود.باشند که به فرم تیر تعرف میماتریس دیران می 
0 1 0

0 0 1


 



   
    

   
 

 توان به فرم دیگری نوشت :( را می33-4معادله )

(4-35                                                                   )     , ,G M D g        

که در رابطه بالا  ,g    باشد. که بر طبق آن معادله مرتبه دوم دیران معادله گرین درذه دوم می

 .کنهمرا تعریف می

(4-33                                                          )     2 2ˆ , ,M D g          

 

 ,g    صر ماتریس عملگر عنا 
1

2 2ˆĝ M D


  باشد که میĝ توان به فرم ان گرالی را  می

 تیر تعریف شود:

(4-32                                                                ) 
0

ˆ exp
2

eff

i
g iH d

M



    

  وابس ه به تمان وپارام رeffH باشد که :هامهل ونی موثر سهس م می 

(4-31                                                                              ) 2 2ˆ

2
eff

M D
H

M


 

 

                                                           
147  Kayed 
48 Bornales 
49 Bernido 
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 شود:یکی ات عناصر این ماتریس به فرم تیر نوش ه می

(4-32           )                                 
0

, exp .
2

eff

i
g iH d

M
    



       

,با   که و باشد.اسپهنور می 
0

exp effiH 


    در معادله ان شارگر ظاهر

( برای 32-4باشد ات این رو معادله )می هامهل ونی موثرeffHو گونههمان پارام ر تمان شود کهمی

 .شودذمع روی تمام مسهرها به فرم تیر می

(4-21                              )       , , exp expeffK r r iH iS D           

 

 بوهم - فوبررسی نوسانگر دیراک تحت اثر آهارون 9-9

 م:( داری34-4برای نوسانگر دیران ات معادله )

(4-21                                                      ) ˆ .D p i Mf e A E       

 

 :[24]شوندعملگر تکانه به فرم تیر تعریف می ن وکاکه عملگر م

1 ˆˆ ˆ,p i i   
  

 
   

 
 

 پ انسهل برداری:

(4-22                                                          )                             ˆ
2

A





 

 .قرار دارد Zکه در راس ای Rشار عبوری غهر قابل نفوذ ات شعاع  که

با اس فاده ات روابك پایهن  به شکل ذدیدی ات معادله  ریم وآو( بدست می21-4را ات معادله ) D̂مربع 

 :مهرسنوسانگر دیران می
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(4-23                    )                                                      

2

2

1

1

0

i

i i





  

 



  


 

 و 

(4-24)                                                          . . . .A B A B i A B     

A وB را با̂  و̂ کنهمذایگزین می: 

       2ˆ . . , ,D p i Mf e A E p i Mf e A E z                

          

   

2 2. . . , ,

. , ,

p i Mf e A p i Mf e A E E p i Mf e A z

p i Mf e A E z

           

     

        

   

 

 

     

22 2
2

2 2 2 2 2

2 2 2

1
( ) , ,

2 2 2

1
, ,

2 2 2 2 2

i i i iMf i iMf e i e z

i i i i i z

Ep e E A E p e E A i Mf E

  
      

         

    
  

         

       

         
                        

    
        

    

           , ,z      

 که
zL i



 
   

 
 و 

2

e
a





 
  
 

0iو خاصهت  باشندمی  i    کنهم:اس فاده می 

 آید:بدست می 2D̂حال شکل صریحی ات 

 
2 2 2

2 2 2 2 2

2

2
ˆ 2

z z z z z

z z

L L a aL a
D M f Mf a L Mf E

 
   

 

              
 

(4-25) 

 آید:می( هامهل ونهن به فرم تیر بدست 25-4( در معادله )31-4معادله ) قرار دادنبا 

 
2 2 2

2 2 2 2 2

2

21
2

2

z z z z z

eff z z

L L a aL a
H M M f Mf a L Mf E

M

 
   

 

                        

(4-a23) 

2p نظر گرف نبا در


 
  

 
2و  2 2E M  . 
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2 2

2 2 2 2 2

2

21
2

2

z z z z z

eff z z

L L a aL a
H p M f Mf a L Mf

M


 
    



             
  

(4-b23) 

 :شودکه به شکل تیر تعریف می DOAB کنهم به اسمیک اپراتور ذدید تعریف می

(4-22           )                                                                 DOAB z z zL a     

        

          

        

2 2

2

2

1 1

z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z z z z z z z zz

z z z z z z z z z z z z DOAB DOAB

L L a aL a L L L a aL aL aa L L L a a L

a a L a L L a L L a a a L a

L a L a L a L a

           

             

       

             

       

              

:نویسهماساس اپراتور ذدید میحال هامهل ونهن را بر  

 
 2 2 2 2 2

2

11
2

2

DOAB DOAB

eff z zH p M f Mf a L Mf
M

     


            
  

  )21-4( 

 :فتنظر گرایی تیر را برای اپراتور ذدید مدتوان خواص ذابجمی

   , ,

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 12 2

1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 12

DOAB z z zL a

e e
i i

e
i i

   

 

   



  

    

                        
                         

                      

       
        

       

1 0
0

0 12

e



     
      
     

(4-22                                                                                        ) , 0DOAB   

(4-11                                                                                        )2, 0DOAB     

(4-11                                                               ) , 0DOAB zL  

توان ن هجه گرفت هامهل ونهن موثر با اپراتور ذدید به فرم تیر ذابجا شده می با خواص ذابجایی داده

 :شودمی

(4-12                                     )                                                  . 0DOAB effH  

 .با مقادیر تیر ذابجایی ندارد DOABنظر داشت اپراتور همچنهن باید در
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(4-13             )     
2

, . 2 0DOAB z z z z z z

i
p i L L       

  

 
     

 
 

(4-14                                         )      , . 2 0DOAB z z zp L        

(4-15                                                     ) 
2

, . 0DOAB z z z

a
eA L   


      

(4-13  )

     

   

2
, . 2

2
2 0

DOAB z z z z z z

z z z z z z

i
p iMf eA i L L

iMf L L

 

 

       
  


     



 
           

   

 

. که در آن   و. است: 

این معادله اولهن . است 1241 گلابر در سال_شبهه به اپراتور مارتهن (21-4معادله ) در DOABاپراتور 

 .برای حل مشکل سه بعدی کپلر اس فاده شد 1232در سال  51هارنبار توسك بهدن 

ر فرم تی برای این اپراتور به رابطه ویژه مقداری را ،را به عنوان یک اپراتور درنظر بگهریم DOABاگر 

 گهریم:نظر میدر

(4-12                                                          )   1 1DOAB DOAB         

 :باشدکه ویژه مقدار این اپراتور به فرم تیر می

(4-11                                                                                      )m a   

,1با 0, 1, 2,...,m     و
2

e
a




 

1با اس فاده ات رابطه تمامهت   ای ات قسمت ( و ذداساتی قسمت تاویه21-4) و معادله

 :تواند به فرم تیر نوش ه شودمیرا ( 32-4شعاعی معادله )

                                                           
50 Beidenharn 
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(4-12              )                 
   

 
0

, exp
2

,

i
g iH d

M

g






       

     



         

   




 

 .که در آن بصش شعاعی به شکل تیر داده شده است

(4-21                                            )   
0

, exp .
2

i
g iH d

M
    



       

 که ضریب نرمالهزاسهون آن :

(4-21                                                           )    
1

exp
2

im   


 

0, 1, 2, 3m      و ا اثر ها روی ویژه اسپهنورهامهل ونی موثر ر اشد.باسپهنور اپراتور اسپهن می

 شود:( به فرم تیر باتنویسی می21-4معادله ) ،دههم

(4-22         ) 2 2 2 2 2

2

11
2

2
zH p M f Mf a m Mf

M
 

 
    



 
       

 
 

 ها:ذمع آن روی تمامی تمان مت شعاعی وبررسی قس

 .من مورد بررسی قرار دههمن( با روش ان گرال مسهر فای22-4اذاته دههد که ما معادله )

(4-23    )         exp , , exp ,iH K r r iS R D                   

 R  کل به شپهچ رون ات محدوده غهر قابل نفوذ سهمبه ع گام که مقدار آن تمانی که ذرهیک تاب

اس وانه است R   دارای مقدار یک است و در درون این محدوده R  مقدار آن صفر

  باشد.می

 قسمت تقسهم کرده و داریم: Nگونه که ما آن را به پرام ر تمان در حال حاضر 

1 , 1, 2,3, 4,...,j j j j N
N

   


    

 :آید( به شکل تیر در می23-4معادله ) بعد ات باته باته کردن تمان، 
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(4-24           )     

1

2 1

1 1

1
, , lim exp

2

N N

j j j
N

j jj

M
K iS R d

i
   

  




 

 
           

  

که   0 ,j j N،          وj

j

  

jدر باته تمانی کوتاه  jS L داریم کهL باشدلاگرانژی می: 

(4-25                        )                                                        .L p H    

 2 2 2 2 2

2

11 1
. 2

2 2
zL p p M f Mf a m Mf

M M
 

 
     



   
         

   

 

Hکه   ( داده شده است.22-4همانی است که در معادله ) آیدلاگرانژی به فرم تیر بدست می ات: 

(4-23                    )  2 2 2 2

2

1

2 2 2 2

M M f
L f a m f

M M

   
  



 
       
 

 

بوط به کنش ذره در باته تمانی کوتاه است به فرم تیر ( که مر23-4با اس فاده ات رروابك بالا معادله )

 :شودباتنویسی می

0

( ) ( )
it

t
S L t dt   

(4-22  )

 
2

2 2 2 2

2

1

2 2 2 2 2

j

j j j j j j

j

M M f f
S f a m

M M

     
      

 

   
            

 

2 در این ذا

1 1,j j j j j           و 
2 2

12

2

j j 



، توذه داش ه باشهد که معادله 

باشد. ات این رو ان شارگر با اس فاده مشابه با کنش برای قسمت شعاعی نوسانگر هماهنگ می ( 4-22)

 آید.( بدست می22-4ات معادله )

(4-21)

 

 
 

 

2

1

1

2 2 2 2 1
2

2
1 1

1
, , lim exp

2 2

1
exp

2 2 2 2

N

j j j
N

j

N N

j j j j j

j jj j

f
K r r i f a m

M

M M f M
i R d

M i
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0Rتوذه به حد  با   پهچ به شکل اس وانه با حفظ شار غهر صفر برای شعاع سهم معادله ، در مبدا

که  اشد.بیک پ انسهل معکوس مربع می شبهه به شکل ان شارگر شعاعی نوسانگر هماهنگ و( 4-21)

(. ان گرال مسهر معادله 1222و اینوم ا حل شد) 51وسك پهکاین روش با یک پ انسهل معکوس مربع که ت

 :شودسپس ن هجه تیر حاصل می ( ارتیابی و4-21)

 

 
 

   

2

1

1

2 2 2 2 1
2

2
1 1

2

1
, , lim exp

2 2

1
exp

2 2 22

1
exp csc

2 2

N

j j j
N

j

N N

j j j j

j jj

f
K r r i f a m

M

M M f M
i d

iM

f
i f a m i iMf f

M

 
   

 

  
    

 

 


 






 

  
          

    

     
             

  
          

    



 

     2 2exp cot csc
2

i
Mf f I iMf f   

 
          

 

 

(4-22)         
     

     

2

2 2

1
, , exp csc

2 2

exp cot csc
2

f
K r r i f a m i iMf f

M

i
Mf f I iMf f

 


 

   

  
             

    

 
         

 

 

ظر نسهل نوسانگر را هم تمان با هم درشود که پ انسهل معکوس مربعی و پ اندیده می بصشدر این 

ها ان شارگر یک ات پ انسهلی برای آن بدست نهاورده بلکه ذداگانه برای هر  ه است و ان شارگر کلنگرف

 .محاسبه کرده استرا 

 :بوهم -فوتحت اثر آهارون دی کی پی12بررسی نوسانگر  9-1

1ای با اسپهنبرای ذره

2
 :گهریمنظر میرا به فرم تیر در دی کی پیمعادله  

(4-22                                                            )     ˆ ,m M G           

 ,G    تابع گرین ذره دیران با ذرم m بار الک ریکی و e باشدمی.M̂ ر دیران که تحت  اثر سانگنو

 شود.بوهم قرار گرف ه است که به فرم تیر نوش ه می -فوآهارون

1cات طرفی  دههمقرار می. 

بيورت تیر ارائه   دی کی پی بوهم  معادله -فوصفر  در حضور پ انسهل آهارونبرای بصش اسپهن 

 :[2]شودمی

                                                           
51 Peak 
52 Duffin-Kemmer-Petiau 
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(4-111                           )                   

   

   2 2

0 0 0 0

2 2

, ,
2

y x

H E

p im r e A m V E

x y
A A

r r

q h c
m m

c q

 

   

 

 


  





      

  

  

 

  :شودبه فرم تیر تعریف می ی بالامعادله ،دی کی پیمعادله های با اس فاده ات تعاریف ماتریس

  

P p im r  

(4-111                                                                   )
    

 

2
2 2

2
2 2

ˆ 0

ˆ

P e A E M

M E P e A

    

   

 

A ،پ انسهل برداریpعملگر تکانه وE باشد. می انرژی ذره 

 

که در رابطه بالا  ,g r r  باشد. که بر طبق آن معادله مرتبه دوم دیران معادله گرین درذه دوم می

 کنهم:می را تعریف

 

 

,

,

g r r r g r

G r r r G r

   

   
 

(4-112                                                     )     2 2ˆ , ,m M g r r r r     

 

 ,g r r   عناصر ماتریس عملگر 
1

2 2ˆĝ m M


  باشد که میĝ  گرالی تیر توان به فرم انمیرا 

 :کردتعریف 

(4-113                                                              ) 
0

ˆ exp
2

eff

i
g iH d

m



    

 پارام ر وابس ه به تمان وeffH باشد کههامهل ونی موثر سهس م می: 

(4-114                    )                                           

 

  

2 2

2
2 2

ˆ

2

2

eff

eff

m M
H

m

m E P e A

H
m




  



 

 

 ات طرفی داریم:

(4-115                                                     ) 
2

0 0 0, 2 1P p im       
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 :[24]شودیکی ات عناصر این ماتریس به فرم تیر نوش ه می

(4-113                      )                             
0

, exp .
2

eff

i
g r r r iH r d

M



       

r, با r  که باشد. و اسپهنور می 
0

exp effr iH r



    در معادله ان شارگر ظاهر

 ات این رو معادله باشد. هامهل ونی موثر می effHباشد وگونه میهمان پارام ر تمان شود کهمی

 :شود( برای ذمع روی تمام مسهرها به فرم تیر می4-115)

(4-112                        )       , , exp expeffK r r r iH r iS D r         

 

 شوند:عملگر تکانه به فرم تیر تعریف می ن وکاکه عملگر م

(4-111                      )                    

  

 

2
2 2

2 2 2

2

1
. . . .

2

eff

m E P e A

H
m

m E P P e A A eP A eA P
m

  



     

 

 بوهم: - فوتحت اثر آهارون دی کی پیمحاسبه نوسانگر 

1 ˆˆ ˆ,p i i   
  

 
   

 
 

 پ انسهل برداری:

(4-112                                                                             )ˆ
2

A





 

 .دقرار دار  Zکه در راس ای محور Rشار عبوری غهر قابل نفوذ ات شعاع  که

      2 2 0 01
. , ,

2
effH m E p i m e A p i m e A z

m
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2 2 0 0

2
2 2 0 0 0 2

22 2
2

2 2 0 0 2 2 0 2

2 2 2 2 2

1
. . . . , ,

2

1
. . . . . , ,

2

1 1 1

2 2 2 2

m E p p i m p ep A i m p z
m

m i e m A e A p i m e A e eA A z
m

e e
m E m ie m m i

m

      

          

 
     

       

      

    

     
           

     






که 
zL i
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نظر گرف نا درب وند باشمی 
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 با تعریف لاگرانژی بيورت تیر ان شارگر ذره آتاد را بدست آورده:

 

 

" '

" '

2" ' 2
2 2 2 0 0 2 2 0 2

" ' 2 2 2

2 2
2 0 0 2 0 2

2 2 2

( )
( , ) .

( )

( ) 1 1 1
( , ) .

2( ) 2

1 1 1 1 1 1
( , )

2 2 2 2 2 2 24

z z

z z

x x
L t p H

t t

x x a a
L t p p L m ie m m L

mt t

m e a a
L t L i m L

m m mm





       
   


       

   


 



 
   

             
    


         

 

2 
 

  
  

 (4-111) 

شود:در باته تمانی کوچک تابع کنش به فرم تیر تعریف می
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 پارام ر وابس ه به تمان وeffH باشد کههامهل ونی موثر سهس م می: 
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دیراک به روش انتگرال مسیر فاینمن و محاسبه انتشارگر مربوط حل نوسانگر  9-3

 :به آن

 :[23]( داریم21-4برای نوسانگر دیران ات معادله )

 ˆ .M P e A V E       

 

 شوند:عملگر تکانه به فرم تیر تعریف می ن وکاکه عملگر م

(4-112                                                                              )x y zp p p p   

 پ انسهل برداری:

(4-113                                                                                )
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, ,0
2 2

A By Bx
 

  
 

 

آوریم و با اس فاده ات روابك پایهن به شکل ذدیدی ات معادله ( بدست می111-4را ات معادله ) M̂مربع

 :مهرسنوسانگر دیران می
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(4-112) 

2کنهم میتعریف  2 2E m  .  در ذ ت محور قسمت اسپهنی با مهدانz  تعریف بيورت تیر

 شود:می

(4-111                                                                                )   .
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 بك تیر نهات داریم:در حل معادله فوق به دانس ن روا
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(4-121       )
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,
2

z y xL xp yp eB    باشد.می 

          

        

2 22 2 2 2

2 22 2 2 2

1
.

2

1
2 .

2

eff x x y y x y z

x y z y x

H p y yp xp p x p y x p p eB
m

p p p xp yp y x eB
m

     

    


           


        

(4-121) 

 نهات داریم: ات این رو به تعریف مجدد ان شارگر ،پرداتیمحال به بررسی ان گرال مسهر می
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 با تعریف لاگرانژی بيورت تیر ان شارگر ذره آتاد را بدست آورده:

" '

" '

( )
( ) .

( )

x x
L t p H

t t


 


 

    
   

 

2 2 2

2 2 2
2

2 2 0

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2
( )

21

2 2

i

m x m y mz eBxy eBxy

L t m x m y mz
k s

eB y x
m m



    
        

    
     

     
       

     

 

 

 

 کنهم:( را باتنویسی می121-4حال معادله )
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(4-122) 

 کنهم:( را به دو ان شارگر تجزیه می122-4) ان شارگر بدست آمده ات معادله
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 آید:تیر در میبه فرم ( 123-4معادله ) م سنژی سهبا تعریف لاگرا
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(4-124                                  ) 
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(4-125     )       2 2 2 2 2
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ر مربوط ان شارگبه محاسبه من نبه روش ان گرال مسهر فای دیرانگر حل نوسانبا در این بصش 

 (124-4) جزا تقسهم و آن را به فرم معادلهو ان شارگر را به دو بصش مهم  پرداخ به آن

 ان شارگر نوسانگر هماهنگ شهفت پهدا کرده، نمایش دادیم. (125-4) معادله ان شارگر ذره آتاد و

 

روش انتگرال مسیر فاینمن و محاسبه انتشارگر  دی کی پی بهحل نوسانگر  9-7

 :مربوط به آن

 (5-4نظر گرف ن هامهل ونی موثر در بصش )با در 

(4-123 )                                                     
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 گهریم:ظر می( را درن113-4)و  (112-4)معادلات 
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 ات طرفی داریم:

(4-122                                                      )

 
2

0 0 0, 2 1P p im r      
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 نویسهم:تر میشده فرم هامهل ونی را سادهنظر گرف ن تعاریف داده با در
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 دههم:هامهل ونی موثر را در معادله ان شارگر قرار می

(4-122  )  

     

  

       

2 2 2 2 0

2
0 2 2 2 2 2 2

exp exp

1
2 2 2 3 ( , , )

2

1 1
( , , ) ( , , )

2 2

eff

eff x y z x y z

r iH r iS D xyz

H p p p im p x p y p z i x y z
m

m x y z x y z y x x y z
m m

  

   

   

        

      


 

 گر را بيورت تیر بدست آورده:ربا تعریف لاگرانژی بيورت تیر ان شا
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 کنهم:به دو بصش مجزا تجزیه می  م راسسه ان شارگر
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(4-132) 

ن شارگر ابه محاسبه من ندی کی پی به روش ان گرال مسهر فایحل نوسانگر با در این بصش 

-4) جزا تقسهم و آن را به فرم معادلهو ان شارگر را به دو بصش مم ه پرداخ مربوط به آن

 ان شارگر نوسانگر هماهنگ شهفت پهدا کرده، نمایش دادیم. (132-4)معادله و  (131
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 :19یافتهاصل عدم قطعیت تعمیم ای بر مقدمه 1-5

 .ناسهمشباشد که آن را میل عدم قطعهت میشود اصکه در مکانهک کوان ومی دیده میمباحثی یکی ات   

دارد که اظ ار می ،اصل عدم قطعهت هایزنبرگدهد. در مورد خواص موذی ذرات اطلاعات می این اصل

با دق ی دلصواه معلوم گردد. به  تواند نمی ،تکانهو  مکان، مانند خواص فهزیکیهای مشصيی ات ذفت

ت خاصهت دیگر هعبارت دیگر، افزایش دقت در کمهت یکی ات آن خواص م رادف با کاهش دقت در کم

ات  .ت تمان اصلاح و یا نقض شده استدانهم که بسهاری ات فرضهات و اصول فهزیکی با گ شمی. است

 هایرژیدر ان رگ نهز نهات به اصلاح شدن دارد وشده است که اصل عدم قطعهت هایزنبمشاهده  این رو

ه انرژی ی کهنگام شود.می یاف هحالت حدی ات اصل عدم قطعهت تعمهم54بالا عدم قطعهت هایزنبرگ

 دهد. عدم قطعهتترین مقدار طول ممکن خبر میک کمشود و ات ییابد اثر گرانشی ظاهر میافزایش می

باعث باتنگری درمکانهک کوان ومی و ضرورت اس فاده ات مکانهک کوان ومی  (GUP) یاف هتعمهم

 .[23]ی اخهر استیاف ه شده است و یکی ات بروتترین موضوعات مورد توذه فهزیکدانان در سه دههتعمهم

رت یک عدم قطعهت توان آن را بيومکانهک کوان ومی بکنهم میرا وارد 55اگر بصواههم طول کمهنه 

ن تریگهری مکان حساب کرد. کوان ش گرانشی یکی ات م م رین و چالش آفرینکمهنه در انداته

پرداخ ه اند. این مسئله حدود نهم قرن است که در فهزیک های است که در فهزیک نوین به آن مسئله

ی کاملی را بهان کند. چرا که نظریهیک ست ولی همچنان ن وانس ه نظری مورد مطالعه قرار گرف ه ا

کنند که های اخهر تلاش میاند. اما در سالنداده هنوت که هنوته یک کار تجربه ای را به آن نسبت

های موثر به توصهف کوان ش گرانشی بپرداتند تا ب وانند ات این طریق وانند با اس فاده ات نظریه مهدانب 

پرداتان گرانش کوان ومی به این باور رسهده اند جربه ای را مشاهده کنند. در حال حاضر نظریهشواهد ت

 های گرانشی به دست ما دهد باید ب واندبصواهد توصهف ساتگاری ات اندرکنشکه هر نظریه کوان ومی که 

را با  ن مقهاس طولیگهری باته های مکانی باشد که ما اییک مقهاس طولی بنهادی در انداته برگهرندهدر

های رسهدن به طول کمهنه این است که تاثهر گرانشی فوتون را یکی ات راهشناسهم. نام طول کمهنه می

گرانش نقش بسهار موثری  ، 53انرژی های نزدیک به مقهاس پلانک ای بالا، در انرژی ه مد نظر بگهریم.

دهد. چرا د طول پلانک است را نشان میدر حدو 52که همان طول کمهنه انداته پ یر، در ساخ ار فضایی

وی به ن انرژی قای، کنهماده میکوتاه ات انرژهای سطح بالا اس فتمانی ما برای بررسی فاصله بسهارکه 

کند. تمان را مص ل می_فوق العاده بالای خود به طرت قابل توذ ی ساخ ار فضا علت اثرات گرانشی

                                                           
53 Generalized uncertainty principle. 
54 Heisenberg's uncertainty 
55 Minimal lengh 
56 Plank scale 
57 Minimal measurable lengh 

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AE%D9%88%D8%A7%D8%B5_%D9%81%DB%8C%D8%B2%DB%8C%DA%A9%DB%8C_%D9%85%D9%88%D8%A7%D8%AF
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AE%D9%88%D8%A7%D8%B5_%D9%81%DB%8C%D8%B2%DB%8C%DA%A9%DB%8C_%D9%85%D9%88%D8%A7%D8%AF
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%DA%A9%D8%A7%D9%86
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%DA%A9%D8%A7%D9%86
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%DA%A9%D8%A7%D9%86%D9%87
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%DA%A9%D8%A7%D9%86%D9%87
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 ه ذای یک. بشودظاهر میدر فرمولبندی ان گرال مسهر  کلاسهک به نظریه کوان ومی تعمهم اصل کنش

گهرند، یا ب  ر است بگویم که درنظر می ، تفسهر کوان ومی را با اس فاده ات ان شارگرتک مسهر کلاسهک

ی چه ایده اصلرگهریم. اگن ایت مسهر باشد ان گرال میمسهرهای اح مالی که ممکن است بی ات تمام

سك وینر، در تلاش برای حل مسئله ان شار و حرکت براونی من شر شد، اما این رویکرد ان گرال مسهر  تو

 حال حاضر  فرمولدر .ول لاگرانژی توسك دیران معرفی شدایده در در مکانهک کوان ومی به واسطه فرم

فهزیک نظری ات ذمله نظریه کوان ومی ر بسهاری ات تئوری های اساسی در فاینمن یک عنير ضروری د

حال حاضر تقریبا در  ات سوی دیگر، در .باشدانش کوان ومی، فهزیک انرژی بالا، و غهره میمهدان، گر

نظریه اساسی مانند نظریه ریسمان و گرانش کوان ومی در مکانهک کوان ومی عادی باید مجددا در مورد 

برگ، نفرمول نویسی آن مطمئن شویم. به عبارت ب  ر توانس ه اند یک کلهت ات اصل عدم قطعهت هایز

نظر رانرژی را ات مقهاس پلانک د ،های بالابصيوص در انرژی (GUP) یاف هبه نام اصل عدم قطعهت تعمهم

ارگر پرداتیم، اب دا ان شدر این فيل توذه داش ه باشهد که ما اب دا به دو موضوع می. [22-22گرف ه است]

کنهم. سپس با مفاههم ه بررسی میشرودینگر در فرمول حداقل طول کمهنله ذرات آتاد در چارچوب معاد

ر نویسهم و در ان  ا ان شارگبرای ذرات آتاد مییاف ه را آشنا شده ات این رو هامهل ونی تعمهم GUPاساسی

 آورد.را برای سهس م مورد نظر با مشصيات داده شده به دست می

 یافته و ارتباط آن با طول کمینه:اصل عدم قطییت تعمیم 1-2

 [:31]گهریمنظر میکل تیر دریاف ه را به شتعمهم اصل عدم قطعهت

(5-1                                                                     )
1

2
x p

p


 
    

 
 

هنگامی که هایزنبرگ به کمک مهکروسکوپ به بررسی مکان  ،آیداین رابطه این اینگونه بدست می 

و فوتون درنظر گرف ه نشده بود ات این ر ای ات گرانش بهن الک رون وگونه ذنبهپرداخت ههچ الک رون می

  .رابطه عدم قطعهت به فرم تیر نوش ه شده بود

(5-2                                                                             )
2

x p  

 .باشدقرار تیر می به سبب گرانش ذابجایی الک رون به

3G

G p
x

c
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 .نظر گرفت که تکانه الک رون و فوتون باید ات یک مرتبه باشندباید این موضوع را در

ات این رو با اس فاده ات طول پلانک
3p

G
L

c
   :داریم 

(5-3                                                          )                  
2

G p

p
x L


  

اف ه یطه ذدیدی با نام عدم قطعهت تعمهمبه رابطه هایزنبرگ به راب (3-5)معادله رو با اضافه کردن ات این 

 :یابهمدست می

(5-4                          )                      21x p p     

  .باشدپارام ر تعمهم یاف ه می که در آن 

 باشد:یاف ه به فرم تیر مییکی ات ن ایج بسهار م م حداقل طول کمهنه در مبحث اصل عدم قطعهت تعمهم

(5-5                                                             )
2
p

p
x l

p



  

 

های شود. در انرژیباشد که ات یک نظریه اساسی تعههن میمی  GUP پارام ر،(5-5) معادلهکه در 

( 5-5پایهن، به عنوان مثال انرژی بسهار کوچک ر ات ذرم پلانک، ذمله دوم در سمت راست معادله )

 شده است رسهم که برای ما شناخ ه ما به فرمول اصل عدم قطعهت هایزنبرگ می شود وناپدید می

 شود:رابطه ذابجایی تعمهم یاف ه به فرم تیر تعریف می

 :باشدبراین ذابجایی بهن عملگرهای مکان و تکانه به شکل تیر میبنا 

(5-3             )                    2[ , ] 1 0 1op opx p i p     

کند برآورده مینمایشی در فضای تکانه که رابطه بالا را در مرتبه اول  p̂و x̂حال برای عملگرهای

 شود.که بيورت تیر ارائه می

(5-2             )                                          
21op opx x p p p, ( ) 

 باشد.عملگرهای تکانه و مکان می pو xکه 
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 باشد.مربوط به گرانش کوان ومی قوی و مکانهک کوان ومی اس اندارد می رتهب که ب 0و 1

 محاسبه ان شارگر ذره آتاد براساس حداقل طول کمهنه:

(5-1                      )                                               
2

2

op
n n n

p
V x x E x

m
 

 
  
 
 

 

 :هامیلتونین اصلاح شده 1-9

 یاف ه در فرمول هامهل ونی:اپراتور انداته حرکت تغههر شکل

 
2

2
ff

p
H V x

m
  

 که:

(5-2                                              )   
4

ff

p
V x V x

m
  

یاف ه، هامهل ونی ههچ وابس گی صریح تمانی  م به ذکر است که در معادله شرودینگر تغههر شکللات

 :ندارند

 نظر بگهریم:حال اگر ما مسئله را ساده در

(5-11        )                               
  

  

2 (0)

2
4 2 (0)

2

4

n

n

p m E V x

p m E V x

 

 
 

 ات این رو در مورد ذره آتاد داریم:

(5-11       )                         
2 2

(0)4
2

n

p
H m E

m
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 :محاسبه انتشارگر ذره آزاد براساس حداقل طول کمینه 1-9

 گردیم:میاین بصش ما به مبحث ان شارگر بر در

)اگر ما تابع موج , ')x tرا در تمان'tتوانهم تابع موجداش ه باشهم می( , )x t را در تمانt    با

 کمک ان شارگر سهس م بدست آوریم:

(1-52                          )                          
 

 , exp , '
iH t t

x t x t 
  

   
 
 

 

"برای باته تمانی کوچک 't t t  :داریم 

 

 

2 2
(0)

2 2
(0)

1
exp exp exp 4

2 2

exp 4
2 2

n

n

iH t i p i
x x dp x t p p m E t x

m

dp i p
m E t

m







                                    

 
   
 
 




(5-13) 

t'مکانهک کوان ومی برای باته تمانی کوچکرا در ر ان شارگبنابراین  t t   برای هامهل ونی

 توان نوشت:می 51ذایگزیده نشده

(5-14    )                       
'

'

" " ' '( , ; , ) exp
2

t t

t

i dp
K x t x t L t dt



 
 
 
 

  

 

 کنهم:لاگرانژی سهس م را به فرم تیر تعریف می

(5-15       )                                      
 
 

" '

" '

22
(0)( ) . 4

2

x x

t t
n

p
L t p m E

m



 
 
 

   

 شود:بنابراین ان شارگر به فرم تیر باتنویسی می

                                                           
58  Nonlocal Hamiltonian 
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(5-13)   
 " '

(0)

2
2 2" " ' ' 1

( , ; , ) exp 4 exp
22 2n

x x mx x
E p

t

mi i t
K x t x t m t dp

t m




 
          

            
 


   

  

 یا

(5-12     ) 
 " '

" " ' ' 2

2
2

(0)
, ; ,

2

1
exp 4 exp

2 2

x x
i t

K x t x t t Un
m

m
i

m E dU
t




 
          

    
 
 


  

با تغههر م غههر
 " 'x x m

U p
t

  
  

 
 

تاد را برای حداقل طول کمهنه به تر ان شارگرذره آبه شکل صریح ،

 :نویسهمفرم تیر می

(5-11   ) 
 

 
 

" '

" '

" " ' '

2
2

(0) " ', ; , exp 4
2 2

x x

t t

K x t x t n

mm i
m E t t

i t




 
             
 
 

 
 

0که اگر در رابطه بالا   دهد:به ما فرمالهزم ان شارگر ذره آتاد را می 

(5-12              )           
 

 

" '

" '

" " ' '

2

, ; , exp
2 2

x x

t t

K x t x t
mm i

i t

 
  
  

    
 
 


 

ن شارگر ذرات آتاد برای یک باته تمانی محدودمنظور بدست آوردن اه ب t t  ما فاصله را بهNقسمت 

 کنهم:با طول برابر تقسهم می

که t t =N t:بنابراین برای ان شارگر در تمان محدود داریم . 

(5-21       )          
 

       exp
2

" " ' '
1 2 3 1

22 22 (0) " '
1 0 2 1 1

, ; , ...
2

4
... exp

im

t

N

N

nN N

m
K x t x t dx dx dx dx

i t

i m
x x x x x x E t t





 
 

 
 

 
           

 









     


 

 کنهم:که ان گرال را در معادله بالا به روش تیر حل می 
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(5-21    )

     

 

2 22
1 2 3 1 1 0 2 1 1

1 2
02

... exp ...

1
exp

N N N

N

N

dx dx dx dx i x x x x x x

i x xi

NN







 



       
 

    
      

 


 

 آوریم:( ان شارگر را بدست می21-5( در معادله )21-5) با ذایگزاری معادله

(5-22     )   
2

0

1
2

2 (0)" " ' ' 41
, ; , exp exp

2

N

NN
x x

tn
i i mm i

K x t x t E
i t NN

 

 


                           





 

که
2

m

t



 کنهمو ذایگزین میNx0وxرا ب رتهب با ′′x  و′x  کنهم اتاس فاده می"( )t t N t   

 شود:که در ن ایت عبارت تیر حاصل می

(5-23)
   

1 2
2

02 (0)1 4" " ' ' ) exp exp
2

( , ; ,

NN
N

n

i x xm i m
E t

i t i NN
K x t x t

 

 


                          

    

xکه به نقطه ن اییxه محدودحال اگر ما اح مال تشصهص ذرات در یک منطق  را شود مربوط می

 :( داریم23-5، ما به وسهله معادله )محاسبه کنهم

(5-24       )     
2

2
0 (0)4" " ' ' exp exp

2 2
, ; ,

N
n

im x xm i m
E t

i N t N t
K x t x t





         
          

 

0در حد  رسد:( به فرم تیر می24-5) معادله 

(5-25       )                  
" ' 2

" ' " '

" " ' ' ( )
exp

2 ( ) 2 ( )
, ; ,

m im x x

i t t t t
K x t x t



   
         

 

 باشد.در مکانهک کوان ومی ن هجه معمولی می بدست آمده که ن هجه
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  نتیجه گیری:

 باشد ای اخهر مورد توذه قرار گرف ه مبحث ان گرال مسهر میت ذمله موضطوعات ذالبی که در سطالا  

ود ذلب کرده اسطططت چرا که ان گرال مسطططهر به که توذه تیادی را در مباحث مکانهک کوان ومی به خ

آید. کاری که ما در اس فاده ات روش ان گرال عنوان یک روش کاربردی در مکانهک کوان ومی بحساب می

باشد. اهمهت ان شارگر ات آنجایی آشکار ه محاسطبه ان شارگر میمسطهر فاینمن در پهش گرف هم در حوت

شود و ما نهات به شناسایی مکان ن ایی سهس م تحت می شطود که سهس م تحت تحول تمانی ذابجامی

 هر به دلصواه حالت هر ات گ ار اح مال  مسططهر ان گرال فرمالهزم دراین تحول تمانی داریم. بعبارتی 

رابطه ان گرال مسهر فاینمن این واقعهت را بهان توان محاسبه کرد. در واقع می را دیگری دلصواه حالت

 ،را هر کدام اح مال مصيوص بصود را دارند سهرهای ممکن بهن دو نقطه معهنکند که ذره تمام ممی

ف های مص لم به روش های م فاوت تحت پ انسهلات طرفی به محاسطبه ان شطارگر سطهسط  پهماید.می

های پرداخ هم  و مشطططاهده کردیم با درنظر گرف ن حالت های حدی برای ان شطططارگر تحت پ انسطططهل

ارگر ذره آتاد رسطهد و دیدیم که محاسطبه ان شارگر به روش وردش نسبت به توان به ان شطمص لف می

توان برای حل  معادله شططرودینگر یک بعدی حل تحلهلی را میراهباشططد. تر میهای دیگر ملموسروش

که به خوبی شطناخ ه شطده و ات طرفی پهچهده تر ات نوسطانات بسط ه های موج منسجم است در پهش 

سهس م را محاسبه و اح مال حضور ذره که تحت تحول تمانی قرار گرف ه در هر گرفت و حالت ن ایی 

نقطه مشطاهده کرد. ان شطارگر نوسطانگر دیران که به همراه نوسطانگر هماهنگ بود را محاسبه کردیم. 

بوهم قرار داشطت محاسبه شد و ات همهن  -فوهمچنهن ان شطارگر نوسطانگر دیران که تحت اثر آهارون

ما به دو موضطططوع  به ان شطططارگر نوسطططانگر دی کی پی در پهش گرف هم. در ن ایتروش برای محاسططط

پرداخ هم، اب طدا ان شطططارگر ذرات آتاد در چارچوب معادله شطططرودینگر در فرمول حداقل طول کمهنه 

یاف ه را برای ذرات آشنا شده ات این رو هامهل ونی تعمهم GUPبررسطی کردیم. سپس با مفاههم اساسی

و در ان  ا ان شطارگر را برای سطهسط م موردنظر با مشصيات داده شده به دست آوردیم و  آتاد نوشط هم

مشطططاهده کردیم که با درنظر گرف ن حالت حدی برای سطططهسططط م موردنظر و تبدیل آن به ذره آتاد 

 شود.ان شارگر سهس م تحت این حالت حدی به ان شارگر ذره آتاد تبدیل می
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Abstract 
 

Quantum mechanics is a probabilistic theory while the classical mechanics is a 

deterministic one. The connection between the two, was  eluding for a long time till 

Feynman blended them through his famous path integral representation of the kernel o2f 

the Schrödinger equation.The path integral formulation of quantum mechanics is a 

description of quantum theory which generalizes the action principle of classical 

mechanics. It replaces the classical notion of a single, unique trajectory for a system with 

a sum, or functional integral, over infinity of possible trajectories to compute a quantum 

amplitude.In this thesis, after detail discussion on Feynman path integral formulation, we 

will investigate different problems such as time-dependent Schrödinger equation, Dirac 

oscillator in the presence of Aharonov-Bohm interaction, DKP oscillator and free particle 

considering minimal length formalism, using Feynman path integral formulation.    

   

 

Keywords: Path integral Feynman, Dirac oscillator, Aharonov -Bohm potential, DKP 

oscillator, Minimal length. 
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