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 تشكر وقدردانی

س پاس خدای را که سخنوران، در س تودن او بمانند و شمارندگان، شمردن نعمت های او ندانند و کوش ندگان، 

ن پاك او، طاهران معصوم، هم آ نان که وجودمان حق او را گزاردن نتوانند. و سلام و دورد بر محمدّ و خاندا

 …وامدار وجودشان است؛ و نفرين پیوس ته بر دشمنان ایشان تا روز رس تاخيز

بدون شک جايگاه و منزلت معلم، اجّل از آ ن است که در مقام قدردانی از زحمات بی شائبه ی او، با زبان 

 .قاصر و دست ناتوان، چيزی بنگاریم

لییل از معلم، س پاس از انسانی است که هد  و اایت آ فریش  را تامن  می کند و سلامت اما از آ نجایی که ت 

م من المخلیوقن  من لم یشکر المنع” امانت هایی را که به دست  سپرده اند، تضمن ؛ بر حسب وظیفه و از باب 

 من، کوتاهی و درش تی که همواره بر… اين دو معلم بزرگوارم…:ازپدر و مادر عزيزم” لم یشکر اللَّه عزّ و جلّ 

قلم عفو کش یده و کریمانه از کنار غفلیت هایم گذش ته اند و در تمام عرصه های زندگی یار و یاوری بی چشم 

تر حسن حسن آ بادی و دکدکتر  نبا کمالات و شایس ته؛ جناب آ قایا انداشت برای من بوده اند؛از اس تاد

وتنی، از هیچ کمکی در اين عرصه بر من دریغ که در کمال سعه صدر، با حسن خلیق و فر  صابر زرين کمر

علی تر فرزانه و دلسوز؛ جناب آ قای دک انننمودند و زحمت راهنمایی اين رساله را بر عهده گرفتند؛ و از اس تاد

 که زحمت داوری اين رساله را متقبل شدند؛ کمال تشکر و قدردانی را اکبر رجبی و خانم دکتر نسرين صالحی

 .دارم

  .خردترين، بخشی از زحمات آ نان را س پاس گویدباشد که اين 

 

 

 

 

 

 

 

 



 و
 

 

 

 

دانشگاه صنعتی  فیزیک دانشكده ایهسته –فیزیک دانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشته  نجفی زاده سیده آمنهاینجانب 

سن حر تحت راهنمائی دکتآنتروپی شانون برای سیستم های نسبیتی و غیر نسبیتی بررسی  شاهرود نویسنده پایان نامه

 شوم.متعهد می صابر زرین کمردکتر و حسن آبادی 

 .تحقیقات در این پایان نامه توسم اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است 

 .در استفاده از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مر ع مورد استفاده استناد شده است 

 ا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در مطالب مندرج در پایان نامه تاکنون توسم خود ی

 هیچ  ا ارائه نشده است.

   نشگاه دا» کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد و مقالات مستيرج با نام

 به چاپ خواهد رسید.«  Shahrood  University  of  Technology» و یا « صنعتی شاهرود 

 عنوی تمام افرادی که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان نامه تأثیرگذار بوده اند در مقالات حقوق م

 رعایت می گردد. پایان نامهمستيرج از 

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردی که از مو ود زنده ) یا بافتهای آنها ( استفاده شده است

 ضوابم و اصول اخلاقی رعایت شده است.

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات شيصی افراد دسترسی یافته یا استفاده

 شده است اصل رازداری ، ضوابم و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است .

 تاریخ :

 امضای دانشجو:

 

 

 

 

 

 

 

 مالكیت نتایج و حق نشر

  کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستيرج، کتاب، برنامه های رایانه ای، نرم افزار ها و

ر دتجهیزات ساخته شده است ( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد. این مطلب باید به نحو مقتضی 

 ات علمی مربوطه ذکر شود.تولید

 استفاده از اطلاعات و نتایج مو ود در پایان نامهبدون ذکر مر ع مجاز نمی باشد. 
 

 تعهد نامه

Article I.  

Article II.  

Article III.  

Article IV.  

Article V.  

Article VI.  

Article VII.  
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 چكیده :

ای هانتومی برای توصیف پدیدههای اطلاعات کودر این پایان نامه به بررسی نظریه سیستم

های پردازیم. یكی از کاربردهای مفاهیم و تكنیکای میکوانتومی در ساختارهای الكترونیكی و هسته

ای است که در این کار در هر دو محدوده نظریه اطلاعات در ساختارهای اتمی، مولكولی و هسته

گیرند. شرودینگر( مورد بررسی قرار میهای نسبیتی )معادله دیراک( و غیرنسبیتی )معادله سیستم

 های نسبیتی و غیرنسبیتی، که مكمل نمایش انرژیچنین روندی به نمایش آنتروپی اطلاعات سیستم

را  ترین نقششود. در این فرآیند، مهمهای تابعی چگالی و تابع موج است، منجر میبرمبنای نظریه

 کند. مفهوم اطلاعات بازی می

های اطلاعات شامل انحراف معیار، آنتروپی شانون و گیری، برخی اندازه̎اطلاعات̎مفهوم  در ابتدا

، این همچنینگیرند. ها مورد بررسی قرار میشوند و خواص مشيصه آناطلاعات فیشر، معرفی می

های غیرنسبیتی هیدروژنی )پتانسیل کولنی( و پتانسیل های اطلاعات را برای سیستمگیریاندازه

آوریم. در کنیم و روابم عدم قطعیت مربوطه را به دست میگ در سه بعد بررسی میشبه هماهن

تلر و در  – پوشلگوردون برای پتانسیل  کلینمعادله  ها در چارچوبگیری، همین اندازهادامه

، وه بر اینشود. علاربعی در یک بعد تعیین مینسبیتی دیراک برای چاه پتانسیل بینهایت م چارچوب

ای( های اطلاعات برای نوسانگرهای هماهنگ وابسته به زمان )نوسانگرهای لگاریتم دورهیریگاندازه

ی های تک فرمیون، خواص  هانی آنتروپی اطلاعات برای سیستمپایانگیرد. در مورد بررسی قرار می

 ( نسبیتی-شود. سپس، آنتروپی اطلاعات برای یک نوکلئون در هسته و نیز یک مدل )شبهبررسی می

 شود.شود و نتایج به صورت عددی نشان داده میتحلیلی از یک ابرهسته محاسبه می

 ، آنتروپی شانون، اطلاعات فیشر، روابم عدم قطعیت، سیستممعیارانحراف  کلمات کلیدی :

 معادله دیراک. گوردون، کلینمعادله  نسبیتی، سیستم غیر نسبیتی، معادله شرودینگر،

 



 ح
 

 از پایان نامه: لیست مقالات مستيرج شده

 

, H. Hassanabadi, and S. Zarrinkamar. "Nonrelativistic Shannon Najafizade S. A.[1] 

25.4 (2016): 040301. Chinese Physics B information entropy for Kratzer potential." 

c Shannon , H. Hassanabadi, and S. Zarrinkamar. "NonrelativistiNajafizade S. A.] 2[
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 تعاریف و مفاهیم -۱-۱

ها به شدت به گسترش چگالی احتمال که مشيصه ها و ملكولخواص فیزیكی و شیمیایی اتم

تواند درنظر می های مكانیک کوانتومی مجاز است، بستگی دارد. این گسترش  به طریقی دیگرحالت

مشهور یا مربع  معیارمتفاوت فراتر از انحراف  نظریگیری اطلاعات ندازهشود و با استفاده از ا گرفته

 آن، واریانس بیان گردد.

های محدود کوانتومی سیستمنظریه یک هدف اصلی اطلاعات نظری تعیین این مقادیر اطلاعات 

گیریهاین، این انداز بر [. علاوه۱ترین پشتیبانی از اطلاعات مدرن و محاسبات است ]است، که قوی

رو شدن با بهها و مفاهیم مرتبم عدم قطعیت، روش تصادفی، اختلال و موضعی بودن عناصر اولیه رو

های فیزیكی و های کوانتومی متعدد در سیستمیک نقش مناسب برای شناسایی و شرح برای پدیده

[، 2] 2لیسكیو میسی ۱بیرولا -در ابتدا توسم بكنرموضوع کنند. این فرآیندهای شیمیایی بازی می

-۱۵] ۷[ و گروه کینگروستن۹-۱2] ۶[ و اعضای گرانادا۸] ۵[، لوین۳-۷و همكارانش ] ۴و سیرز ۳گادر

و [ ۱۷] ۹و شانون[ ۱۶] ۸های فیشر[ نشان داده شده است، که در میان دیگران از عقاید و روش۱۳

تئوری اطلاعات کلاسیكی اند، پیش از این در آمار، مكانیک آماری، نظریه ارتباطات و ... سود  سته

 اند.توسعه داده شده

گیری اطلاعات تئوری واحد مورد استفاده در سراسر این کار را در نظر میدر این فصل، ما اندازه

شهور م انحراف معیارتوصیف گسترش توزیع احتمال در سراسر حوزه تعریف خود فراتر از گیریم که 

، 2-۱شده است. ابتدا در بيش  مطرحسه بيش در ان )یا مربع آن، واریانس(، تعاریف و تفاسیرش

                                                            
1 Bialynicki-Birula 
2 Mycielski 
3 Gadre 
4 Sears 
5 Levine 
6 Granada 
7 Kingston 
8 Fisher 
9 Shannon 
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های ميتلف با تو ه هایی از ویژگی  هانی، که تعیین میزان کل چگالی احتمال در شیوهگیریاندازه

به وسیله واریانس و لگاریتم  به بیان دقیق تر، گیریم.در نظر میاست، به ساختار تحلیلی متفاوتشان 

، اطلاعات فیشر مورد ۳-۱توصیفاتی و ود دارد. پس از آن در بيش )شانون( تابعی از چگالی است، 

گیرد. این مقدار کیفی متفاوت است چرا که تابعی از شیب چگالی احتمال است، بنابراین بحث قرار می

ای از ویژگی موضعی در این معناست. ، آن یک اندازهبسیار حساس استبه رفتار تحلیلی چگالی 

 ۵-۱انجام شده است. در نهایت در بيش  ۴-۱ها در بيش گیریاندازه مقایسه ا مالی میان این

های اطلاعات تعریف شده در این فصل ارائه شده گیریبرخی روابم عدم قطعیت مربوط به اندازه

های ميتلف شامل غیر ها برای سیستمگیریهای بعدی این اندازهاست. به این ترتیب در فصل

گوردون )پتانسیل  کلین، برای معادله [۱۸-22ه نوسانگر در سه بعد( ]نسبیتی )پتانسیل کولنی و شب

شود. در فصل چهارم های نسبیتی )چاه پتانسیل بینهایت( انجام میدر سیستم [ و2۳تلر( ] – پوشل

[ انجام شده است و در فصل آخر 2۵،2۴ها برای نوسانگرهای وابسته به زمان ]گیریهمین اندازه

[ ارائه شده است و در پایان هر فصل نتایجی از کار2۶-2۸ای ]ها در هستهگیریروندی از این اندازه

 ها گزارش شده است.

 های  هانیگیریاندازه  -۱-2

های گسترش ای در مورد غیر موضعی بودن فضای اصلی یا کمیتفرض ما در اینجا بحث خلاصه

و اندازه معیاروانتومی، یعنی انحراف های عدم قطعیت کگیریویژگی  هانی که اغلب به عنوان اندازه

روابم به طور ميتصر شود. همچنین، ما های واحد اطلاعات نظری چون شانون استفاده میگیری

کنیم. های کوانتومی در هر ابعادی بررسی میدر سیستم را گیریعدم قطعیت مربوط به این اندازه

کنیم، ستم فیزیكی از کل آن استفاده نمیکه برای تعریف یک مفهوم اطلاعات سی باید تاکید کنیم

های خاص واقعی از یک ای مناسب از عدم قطعیت و اطلاعات برای حالتخواهیم اندازهبلكه می

 سیستم کوانتومی داشته باشیم.
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 معیارانحراف  -۱-2-۱

مقدار ممكن  Nبا  Xبرای متغیر تصادفی  
1

N

i i
X


با احتمالات  

1

N

i i
p


، عدم قطعیت در نتیجه 

xگیری با انحراف استاندارداندازه   شود:شود که با  ذر مربع واریانس تعریف میداده می 

(۱-۱           )                                                                      
22V X X X  

 شودزیر تعریف می مقدار متوسم است که به صورتXهک

(۱-2     )                                                                                    
1

N

i i

i

X p X


 

2برحسب 2Xو به طور مشابه برای

iXشود.می مطرح 

توانیم ببینیم که واریانس برای همه مقادیر ممكن برحسب  معی از ضرب احتمالات آن می

به  یچنین رفتار ین مقادیر بدست آمده بستگی ندارد.ین به مرتبه اول اابنابرو  تعریف شده است

 شود.ویژگی  هانی آن مربوط می

قادیر پیوسته تعمیم داده شود. در واقع برای متغیرهای تواند به طور مستقیم به مواریانس می

پیوسته، یک چگالی احتمال  x با ,x a b شودمیآن  که واریانسداریم و  

 (۱-۳ )                                                                                     22V x x   

)مقدار متوسم تابع  و )f x  شود زیر داده می صورتبه 

(۱-۴   )                                                                          ( ) ( ) ( )

b

a

f x f x x dx  

xانحراف استاندارد V  اندازه ایندهد. ازگسترش چگالی احتمال حول مرکز میتعریف خوبی

باشد، نسبت به های متمرکز در یک نقطه خاص از توزیع )مقدار متوسم( میگیری از تمایز ناحیه

گیری این، این کمیت یک اندازه بر گیری که تا چه حدی توزیع در واقع متمرکز است. علاوهاندازه
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ه دارای واحدهای مشابه به عنوان متغیر تصادفی است و دارای مستقیم از گستردگی در حالتی ک

x  (yخواصی ثابت تحت انتقال و بازتاب، مقیاس پذیری خطی با axبرایy a x  باشد و ( می

برای یک ر انحراف معیاشود. بنابراین در حدی که متغیر تصادفی برخی مقادیر معینی دارد حذف می

یابد. در حالت شود و مقدار آن وقتی دور از آن پیش رود افزایش میتوزیع دلتای دیراک حذف می

شود. این مشاهدات استفاده از نسبتاً به عرض در نیم ارتفاع چگالی مربوط میانحراف معیار گاوسی، 

رده است. امروزه، این ها حمایت کای از  عدم قطعیت در تمام سالبه عنوان اندازهانحراف معیار 

 این آن اختیاری است به شود به علت اینكه آن نامناسب است و علاوه براستفاده به شدت سوال می

تقریب خوبی از عدم انحراف معیار این معنی که برمبنای بدیهات قرار ندارد. با تو ه به گذشته، 

حالات آن خوب نیست، به  باشد، اما در دیگرقطعیت برای توزیع های گاوسی و شبه گاوسی می

شوند را عبارت دیگر، فرض کنید توزیع مربع سینوسی و کوشی که به ترتیب به صورت زیر داده می

 در نظر بگیریم.

(۱-۵   )                                                                                 
2

sin1
( )

x
p x

x

 
  

 
 

 و

 
2 2

( , )p x t
x



  


 
                                                                            )۶-۱( 

باشد علی رغم این واقعیت واگرا می مه مقادیر ممكن غیر منفی پارامتربرای هانحراف معیار که 

0که این چگالی وقتی  0شود، یعنی وقتیرت اختیاری متمرکز میبه صو  باشد( )p x به

گیری نه ذاتی است و به طورکلی اندازه انحراف معیارواقع، کند. درتوزیع دلتای دیراک میل می سمت

باشد هایزنبرگ می-۳لوی-2یا بهتر، نابرابری کنارد ۱متناسبی از عدم قطعیت کوانتومی و هایزنبرگ

                                                            
1 Heisenberg 
2 Kennard 
3 Weyl 
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[۹2 ،]1

2
x p   .از طریق تصدیق ریاضیات، همیشه عبارت مناسبی از اصل عدم قطعیت نیست ،

های همواره وزن رو به رشدی به دنباله انحراف معیاردلیل این امر نارسایی ناشی از این امر است که 

، ممكن است توزیع قوی وابسته به انحراف معیار ین دنبالهواقع، به این دلیل ادهد. درتوزیع می

آن به صورت اختیاری بزرگ انحراف معیاراحتمال را به تابع دلتای دیراک نزدیک سازد، در حالی که 

دهد که خیلی دور از ماند. بنابراین یک توزیع خیلی سبک برای چگالی احتمال نشان میباقی می

کاهش یابد. این وابستگی انحراف معیار باعث شود که مقدار متوسم قرار گرفته است، ممكن است 

طور که برای توزیع گاوسی کنند؛ همانها به صورت نمایی سقوط میبه این موضوع که وقتی دنباله

انحراف های احتمالی مكانیک کوانتومی به طورکلی شود، اما برای توزیعافتد مربوط نمیاتفاق می

[. در ۳۰د که چه چیزی به عنوان عرض توزیع تفسیر شده است ]کنبه طور مستقیم بیان نمیمعیار 

ای که در آن بيش عمدهگیری مناسب از عرض که طول کوچكترین فاصله، یک اندازه۱زیر هیلگوود

. بنابراین مهم است تو ه داشته باشیم که روابم عدم باشدمیای از توزیع قرار داده شده است، 

 ۱۹۶۱[ در سال ۳۱] ۳و پولاک2و ود دارد که ابتدا توسم لانداقطعیت دقیقی برای این نوع عرض 

های اطلاعات نظری به دست آمد، به طور و سپس توسم نویسندگان دیگر با استفاده از کمیت

 مستقیم محتوای اصل عدم قطعیت را بیان کردند. 

برای چگالی بعد در روش مستقیمی گسترش داد. در واقع  Dتوان به عدد دليواه این تعریف را می

)بعدی،  D احتمال )r در حوزه ،D شود، آنگاه واریانستعریف می 

 (۱-۷       )                                                                                 22V r r   

rکه  r مداشتی تابع شو مقدار چ( )f r  شود داده میزیر به صورت 

                                                            
1 Hilgevoord 
2 Landau 
3 Pollak 
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(۱-۸        )                                                                     ( ) ( ) ( )f r f r r dr


  

 آنتروپی شانون -۱-2-2

های آن در زمینه اطلاعات ریشهکه پی شانون است، ترین مفاهیم در این کار آنترویكی از مرتبم

ای از مفروضات معقول پیشنهاد داد که کلود الوود شانون مجموعه ۱۹۴۰یابیم. در سال تئوری را می

وعه متناهی از حوادث گیری مناسب از متوسم عدم قطعیت برای یک مجمباید یک کاندید برای اندازه

گیری و یا تشيیص یک سیگنال در رده کند، یعنی نتایج اندازهبرآو ،شودرا شامل می قابل مشاهده

N ،نبا مقادیر ممك Xیک کانال ارتباطی. برای یک متغیر تصادفی  
1

N

i i
X


، توسم توزیع احتمال

 
1

N

i i
p


 شود، این شرایم به فرم زیر هستند:توصیف می 

 ه و متقارن از عدم قطعیت باید یک تابع پیوست 
1

N

i i
p


باشد، یعنی تغییرات کوچک از  

 احتمالات تنها باید باعث تغییرات کمی از عدم قطعیت شود.

 ی احتمالات برابر هستند، وقتی همه
1 2

1
Np p p

N
   گیری عدم ، یعنی اندازه

، در وضعیت احتمال Nایشی از قطعیت باید به حداکثر مقدار خود، به عنوان یک تابع افز

، عدم قطعیت بالاتر Xبا متغیر تصادفی  (N)مساوی برسد، برای تعداد بیشتری از احتمالات 

 است.

  عدم قطعیت در ارتباط با 
1

N

i i
p


شود باید برابر باشد نسبت به عدم قطعیتی که مربوط می

 
1

M

i i
p


1اگر   2 0N N Mp p p     یعنی اضافه کردن یک مجموعه دليواه از ،

 کند.گیری را حفظ میعدم قطعیت از اندازه X مقادیر ممكن با احتمال صفر به متغیر

 شوند [ که این فرضیات تنها با بیان زیر برآورده می۳2،۱۷شانون نشان داد ]

(۱-۹  )                                                                                
1

ln
N

i i

i

H X k p p


   
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lnکه در آن  0i ip p  0 برایip  و باk باشد، در ادامه انتياب یک ثابت مثبت دليواه می

1k مقدار  تاً به یک چگالی احتمال پیوسته تواند طبیعبه خاطر سادگی کار است. این تعریف می

xتعمیم داده شود،   همان طور که توسم خود شانون پیشنهاد شد، در شكل ، 

(۱-۱۰)                                                                                ( ) ln ( )H X p x p x dx


  

)ی وقتی که برا xکه برای این مقادیر  ) 0p x ،( ) ln ( ) 0p x p x  فرض شده است. این مفهوم اغلب

شده است. مقادیری از این کمیت برای یک لیست گسترده به عنوان آنتروپی دیفرانسیلی شناخته می

 ۱هاتری آوری شده است. بعدها، این نماد توسم[  مع۳۳های احتمال پیوسته در مر ع ]از چگالی

تواند با  داسازی همچنین می های گسسته بدست آمده است.[ در یک روش مشابه در نسيه۳۴]

هایی استنباط شود، با در نظر به زیربازههای معینی پارتیشن بندی بازهتوزیع پیوسته به وسیله

کند، ها به سمت صفر میل مییهگرفتن آنتروپی گسسته و بعد گرفتن حد آن وقتی عرض زیرلا

[ توضیح ۳۳در مر ع ] ۹.۳هرچند که باید نتیجه نهایی غیر بهنجارش باشد همان طورکه در قسمت 

)های احتمال چند بعدی داده شده است. بسم توزیع )rشود به صورتداده می 

(۱-۱۱   )                                                                             ( ) ln ( )S r r dr  


  

 ، در سمت راست است.dکه 

گیری برای اطلاعات و ها به عنوان یک اندازهشانون نام آنتروپی را برای این عبارات با اشاره به آن

توانند باشند و نمیتنیده میت درهمعدم قطعیت بیان کرد. نمادهای آنتروپی، اطلاعات و عدم قطعی

ک نتیجه یشدیداً متفاوت از هم باشند.در مقابل، آنتروپی توسم شانون به عنوان عدم قطعیت در 

یا عدم اطلاعات  آگاهیناگیری از شود. پس آن یک اندازهاحتمال داده میآزمایش براساس یک توزیع 

رسد، البته چون این توزیع احتمال ما را عیت به نظر میمربوط به نتایج آزمایش است، که از عدم قط

کند، بنابراین اصطلاحات آنتروپی و عدم همان چیزی که خواهد بود نمی بینی دقیقاًقادر به پیش

                                                            
1Hatree 
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ش شود وقتی آزمایباشند. از طرف دیگر، عدم قطعیت البته برداشته میقطعیت تا حدی مترادف می

ی دهد که روش دیگر فهمیدن دربارهشود. این نشان میته میانجام شود و در واقع خرو ی شناخ

گیری از مقدار اطلاعاتی است که ما انتظار داریم تا با انجام یک آنتروپی شانون به عنوان یک اندازه

واند تقریباً تاست )یعنی وقتی شيصی نمی مآزمایش احتمالی بدست آوریم. بنابراین وقتی اطلاعات ک

بینی کند(، اطلاعاتی که توسم عملكرد آزمایش ز توزیع احتمال داده شده را پیشنتایج یک آزمایش ا

گیری عدم قطعیت یک توزیع آید همچنین کوچک است. خلاصه، آنتروپی شانون ، اندازهبدست می

گیری از اطلاعات است. معمولاً، رشد عدم قطعیت با افزایش احتمال همچنین به عنوان یک اندازه

 شود.شود، که به عنوان اطلاعات از دست رفته تلقی میمیآنتروپی مشيص 

 های موضعی: اطلاعات فیشرگیریاندازه  -۱-۳

مقادیر تعریف شده در بيش قبل یک ویژگی  هانی دارد، یعنی آن به تغییرات قوی در توزیع 

مان های در دسترسگیریروی ناحیه در اندازه کوچک بسیار کم حساس هستند. پس آن در اندازه

تواند قادر به تشيیص این تغییرات موضعی از تراکم به منظور توصیف رسد که میمفید به نظر می

 بهتر سیستم در یک روش اطلاعات تئوری داشته باشد.

طور که اینجا از مفهوم شانون استفاده فرض کنید که ما این اطلاعات را در ذهن نگه داریم، همان

یجه یک آزمایش که توسم توزیع احتمال تحت کنترل است، اشاره در مورد نت ،به اطلاعات شودمی

دارد. این با مفهوم فنی اطلاعات در رابطه با استنباط آماری، به اصطلاح اطلاعات فیشر پارامتری 

ی اطلاعات فیشر پارامتری به اطلاعات درباره نالد فیشر معرفی شد در تقابل است.[، که توسم رو۱۶]

 شود.در توزیع احتمال اشاره دارد که از نتایج مشاهده شده تيمین زده می یک پارامتر ناشناخته

گیری در یک آزمایش اندازه Nرا که ا ازه دهید تا ما فرض کنیم که بيواهیم تا یک پارامتر 

دهد تيمین بزنیم. این اطلاعات، انجام می 
1

N

i i
y y


 از ،i iy x  کنند که پیروی می

 
1

N

i i
x x


 اند.به مقادیر اختلال اضافه شده 
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یک تعریفی دارد اما مقدار   گیری )تحت اندازه  فرض شده است تا به پارامتر xاختلال

ای است( محدود باشد. این سیستم توسم قانون احتمال شرطیاختهناشن

1 2( | ) ( , ,..., | )Np y p y y y   وˆ( | )y  مشيص شده است، به طور میانگین یک تيمین بهتری

)ˆای، ی قابل مشاهدههمچنین با هر دادهاز  )y  توانیم شود. در این حالت، ما میمقایسه می

 اطلاعات فیشر را تعریف کنیم به صورت

(۱-2۱ )                                                                
ln ( | )

( | )
p y

I p y d y







 
  

 
 

 [ شناخته شده را برآورده۳۳] 2رائو-که به عنوان نابرابری کرامر ۱شوارتز -که نتیجه نابرابری کوشی

 کند.می

(۱-۳۱)                                                                                               2 1I   

 شود به صورتخطای مربع متوسم داده می 2که

(۱-۴۱    )                                                                  
2

2 ˆ( ) ( )y p y d y    
  

اقل گیرند، که آن حدسپس اطلاعات فیشر پارامتری توانایی برای تيمین یک پارامتر را اندازه می

)در برآوردی از چگالی احتمال معین یخطا | )p y دهد.را می 

1N در حالت ویژه ،( | ) ( | )p y p y    و نوسانx یبه اندازه مانند،ثابت می

( | ) ( )xp y p y     باx y  باشد: ایی یكسان( که به صورت زیر می)یعنی  ابه 

(۱-۵۱      )                                                                     
ln ( )

( )
p x

I p x dx
x

 
   
 

                                                            
1 Schwartz 
2Cramér-Rao 
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شود. این کمیت مقدار شیب توزیع احتمال را اندازه که به اصطلاح اطلاعات فیشر خوانده می

 چگالی است و نظمیی بیدهنده کند، به طوری که آن نشانگیرد که سیستم را توصیف میمی

 های اختلالی است.ستمگیری از سیسپس آن یک اندازه

)بعدی  D هایتواند برای چگالیاطلاعات فیشر یک بعدی می )r با ،dr  در روش ،

 شود:زیر تعمیم داده می

(۱-۶۱  )                                           

2

2 ( )
ln ( ) ( )

( )

D

D

r
I r r dr dr

r


  

 


    

 شود به صورتبعدی که داده می Dگیری عملگر مشتقDکه 

(۱-۷۱   )                                   
2

1 2
1

1 1

1 1 1ˆ ˆˆ

sin sin

d

D ii d
i i

k i

k i

r
r r

r

 
 

 



 


 

  
   

  

 

 

 شود.کند که به ميتصات متناظر مربوط میبه بردار واحد اشاره میâکه نمادگذاری 

این، حاصل ضرب نرده ای دو  بر کند. علاوهسانگرد معرفی میاین فرمول یک تابع محدب و هم

[ خواص اساسی ۵۳] ۱ی فریدن[. رساله۴۳باشد که آن به چارچوب مر ع بستگی ندارد ]برابر می

های متفاوت فیزیک چون دهد، که از شاخهاطلاعات فیشر را در  زئیات بیشتری مورد بحث قرار می

و ترمودینامیک، نظریه کوانتومی و نسبیت عام  دینامیكیومكانیک کلاسیک و سیالات، الكتر

این، فریدن اطلاعات فیشر را با  بر باشد. علاوهآوری شده است،  که در این نظریه مشهود می مع

کند تا مقایسه کرد، که آن هم تلاش می ۳لیبلر-و کوکبک 2تعریفی از آنتروپی شانون، بولتزمن

ز اطلاعات تشيیص دهد. مقایسه براحتی با آنتروپی شانون انجام شده ای را اهای نردهگیریاندازه

                                                            
1 Frieden 
2 Boltzmann 
3 Kullback-Leibler 



12 
 

گیرد و به دلیل فرم تابع است. در مقابل آنتروپی شانون، که گسترش توزیع احتمال را اندازه می

رم گیرد و به دلیل فلگاریتمی آن یک کمیت  هانی است و اطلاعات فیشر نرمی توزیع را اندازه می

 واص موضعیتی دارد.تابع گرادیانی آن خ

در نهایت ملاحظه خواهیم کرد که آنتروپی شانون و اطلاعات فیشر متغیرهای اساسی دو روش 

[. ۳۵[ و اصل تشدید اطلاعات فیزیكی ]۳۶باشند: به ترتیب روش حداکثر آنتروپی ]حداکثر سازی می

گیری در تجربی قابل اندازه های بنیادی و یا( نسبتاً به کمیت۱ها )گیریاین هر دو اندازه بر علاوه

ها برای ( آن2شوند، )[ مربوط می۳۸،۳۷،۱۱،۱۰،۳های محدود الكترونی و نوکلئونی ]سیستم

ی های اتمی و ملكولاند که در طیفاستفاده شده های غیر خطی متمایزمشيص کردن بیشتر پدیده

 ترمودینامیكک  ایگزین فرمول دو هایپایه ها( آن۳اند و )[ موا ه شده۳۹های خار ی ]تحت میدان

 [.۴۰باشند ]لاسیک می

[ معرفی شده بود ۱۶های آماری ]این مفهوم ابتدا برای متغیرهای تصادفی یک بعدی در تيمین

های زیاد، هایی با الكترون[، به ویژه، برای سیستم۳۵های متعدد ]اما امروزه نقش افزایشی در میدان

کند. [ بازی می۴2،۱۱] [ و ایتسكر۴۱،۳۸،۳۵،۳های  نبشی ]یانرژ با آن شباهت دلیل به تاحدی

)گیری موضعی از گسترش چگالی اطلاعات فیشر برخلاف آنتروپی شانون، یک اندازه )rباشد می

)چرا که آن تابع گرادیانی از  )rگالی است، است. نتیجه مقدار بیشتر این کمیت در موضعیت چ

 نباشد. با ایبینی موضعیت )مكان( ذره میتر و بالاترین دقت در پیشمیزان عدم قطعیت کوچک

[ دارد همچنین رابطه 2۳،۳۴] ۱حال، آن یک رابطه ذاتی با آنتروپی شانون از طریق نابرابری برویج

]ای با دقت )واریانس ساده ]V [ 2۳،۳۴،۴۴رائو ]-رابری مشهور کرامر( تجربیات ناشی از ناب 

(۱-۸۱)                                                                                      2[ ] [ ]I V D   

                                                            
1 Bruijn 
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برای  همچنین [ و۳۵] حرکت کوانتومی معادلات تغییرات توصیف برای آن این، از بر علاوه

شود. می [ استفاده۴۵معمول آنتروپی بولتزمن ] مفهوم به نیاز لاسیک بدونک ترمودینامیک استيراج

فیزیكی  هایسیستم تكامل قوانین توصیف برای کارههمه ابزار همچنین، اطلاعات فیشر به عنوان یک

های های دینامیكی و برای مشيص کردن ایجاد سیگنال[، برای توصیف دقیق رفتار سیستم۴۶،۳۵]

 شود.می داده [ نشان۴۷ها ]این سیستم پیچیده به وسیله

 های اطلاعات گیریمقایسه بین اندازه -۱-۴

های گسترده  هانی و موضعی است که در گیریهدف از این قسمت متقابلاً مقایسه بین اندازه

های  هانی )واریانس و گیریهای روشن بین برخی اندازهبالا ذکر شد. ا ازه دهید به ما تا با تفاوت

ها به روش ساده شروع کنیم، تروپی شانون( و کمیت موضعی چون اطلاعات فیشر با محاسبه آنآن

)های احتمالی با چگالی نمایی اما متقابلاً توزیع )f x به شكلaxe شوند و یک چگالی داده می

)ی، تغییر شكل یافته مشابه توسم اغتشاش کوچک سینوس )g x 2، با معادلهsinaxe nx  داده

 شود.می

های چگالی کنیم که هر دو تابعاند، که ما تو ه می( به تصویر کشیده شده۱-۱ها در شكل )آن

 ا ما مشاهده آوری شده است. در آن(  مع۱-۱یک شكل  هانی مشابه دارند. نتایج در  دول )

که آنتروپی شانون برای دو تابع مقدار خیلی یكسانی دارد، که این به این معنی است که با  کنیممی

های ها چگالیکه آنها یک ویژگی  هانی دارند به دلیل اینگیریتو ه به این واقعیت که این اندازه

 رحسبها بکنند، این به این دلیل است که ساختار تحلیلی آناحتمال را به عنوان کل کمی می

 ( دیدید( دارند.۱۰-۱مانند )واریانس( و لگاریتمی ) آنتروپی شانون که در معادله ) چگالی شكلی توان
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): نمایش  (۱-۱شكل ) ) axf x e
و 

2( ) sinaxg x e nx  

 g(x)و  f(x)گیری اطلاعات تئوری اندازه ( :۱-۱ دول )

 عات فیشراطلا واریانس آنتروپی شانون تابع

f(x) 

g(x) 

1.3485 

1.3476 

0.07962 

0.07966 

19.3 10 

33.7 10 

 

)در مقایسه اطلاعات فیشر مقادیر عددی خیلی متفاوتی برای این دو تابع دارد، برای  )g x  خیلی

)تر ازگبزر )f xاین با تو ه به رفتار نوسانی بالا توانیم در شكل ببینیمطور که میهمان  .باشدمی ،

)های بزرگ کهnبرای  )g xری گیباشد. اطلاعات فیشر شكل گرادیانی دارد، که این اندازهداراست، می

طور که در مثال حاضر ملاحظه کردید ( دید از توزیع ) همانرا خیلی حساس به تغییرات موضعی ش

 سازد.می

توان های احتمال را انتياب کنیم که در آن میثانیاً، ا ازه دهید تا  فت دیگری از چگالی

 تری باز کرد.های میان آنتروپی شانون و واریانس را به طور مناسبنقش
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22: نمایش(2-۱شكل )
( ) cos ( )f x x


22و

( ) cos
4

g x x




 
  

 
 

 دو تابع چگالی متناهی متكی به بازه / 2, / 2x    یعنی تابع کسینوسی ،

22
( ) cos ( )f x x


  22و تابع کسینوسی انتقال یافته که با

( ) cos
4

g x x




 
  

 
-۱که در شكل )

، های یكسانی دارندکه که هر دو تابع آنتروپی کنیم( نشان داده شده است. بنابراین، مشاهده می2

ذکر کردیم، واریانس  ۱-۱طور که قبلا در قسمت ها برای این حالت واریانس متفاوتی دارند. همانآن

ند، کگیری میگسترش توزیع احتمال را با تو ه به مرکز آن )در شكل نشان داده شده است( اندازه

، واریانس مقادیر متفاوتی برای هر توزیع دارد. همچنین xارد،بنابراین به مكان این مرکز بستگی د

 برای هر دو تابع مقادیر یكسانی دارد. شانونکنیم که اطلاعات ملاحظه می

 هایزنبرگ، آنتروپی شانون و فیشر های عدم قطعیترابطه -۱-۵

گاریتمی که به آنتروپی شانون مربوط عدم قطعیت متناظر با  ملات توانی و ل ابدر این قسمت 

در  روابمبعدی سروکار داریم. این  Dهای کوانتومی عمومی شود و اطلاعات فیشر در سیستممی

های ریاضی اصل عدم قطعیت مكانیک کوانتومی که یک ویژگی خاص مكانیک کوانتومی را فرمول

ایی بر روی سیستم بدون از بین بردن هگیریهایی که محدود به انجام اندازهکنند و حالتتوصیف می
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های پذیر در رابطه ایی که دو ميتصه کانونی مشاهدهاین، از آن بر آن است، متفاوت هستند. علاوه

د، هر شون ا نمیبهشود که مكان و تكانه،  اعدم قطعیت درگیر هستند، در اینجا در نظر گرفته می

 انتومی سیستم به طور دقیق تعیین شوند.توانند در هر حالت کوپذیر نمیدو مشاهده

[ که ۴۸شود ]بعد شناخته میD رابطه عدم قطعیت هایزنبرگ مانند در فضای مكان و تكانه در 

 فرم زیر دارد

(۱-۱۹        )            
   

2

/ /

1
2

, , 0
1 1

D D D

d

r p e
         

 

 

 
  

  
   

 

/ شوند. برایگیری اطلاعات به دست آورده میهای اندازهکه با استفاه از روش 2D   ،

 کندبعدی را برآورده می Dاین عبارت شكل نابرابری هایزنبرگ 

(۱-۰2     )                                                                                   
2

2 2

4

D
r p  

 تعیین کمتری دقت تكانه با شود،می تعیین بیشتری دقت هر وقت مكان با که دهدمی نشان که

 رانحراف معیااست و برعكس. در واقع عدم قطعیت در فضای مكان و در فضای تكانه معمولاً به  شده

شوند. تعریف عدم قطعیت زمانی مناسب های مكان و تكانه مربوط میگیریای از اندازهدر مجموعه

طور قابل تو هی از توزیع گاوسی منحرف شود؛ است که توزیع تقریباً گاوسی باشد. اگر توزیع به 

 [. ۴۹گیری خوبی از عدم قطعیت نیست ]اندازه انحراف معیاریعنی بیش از یک پیک داشته باشد، 

 بعد شكل زیر را دارد Dرابطه عدم قطعیت آنتروپی شانون در 

(۱-۱2  )                                                                         [ ] [ ] (1 ln )S S D     
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[ استيراج شد و بعداً به طور مستقل توسم بكنر، بیرولا و ۰۵] ۱ابتدا توسم هیرچمنکه 

دهد که عدم قطعیت کل در مكان و تكانه [ بهبود بيشیده شد. این عبارت نشان می2میسیلیسكی ]

 .دکمتر باش(22-۱تواند از مقدار بالای داده شده در معادله )نمی

کند های عدم قطعیت که اطلاعات فیشر را درگیر میسرانجام، به ما فرصت دهید تا در مورد رابطه

 اند:معرفی شده 2های استم[ نابرابری۱۵] ۱۹۵۰بحث کنیم. از سال 

(۱-22 )                                                              2 24 ; 4I p I r   

)به ترتیب  2pفیشر مكان )تكانه( و مقدار چشمداشتی شعاعی تكانه )مكان( که اطلاعات 

2rکنید برای تعمیم آن به [ ملاحظه می2۵طور که در مر ع ]کند. همان( را به هم مرتبم می

 شر بر مبنای رابطه عدم قطعیت یافتشود. اخیراً اطلاعات فیهای الكترونی زیاد استفاده میسیستم

 [ به صورت۱۶شده است ]

(۱-۳2         )                                                                              24I I D   

بعدی D [ معتبر نیست بلكه همچنین برای توابع موج  حقیقی ۵۳که تنها برای یک بعدی ]

 شود.یسنجیده م

 

 

 

 

 

                                                            
1 Hirschman 
2 Stem 
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 فصل دوم

 

 نسبیتیهای غیربررسی نظریه اطلاعات برای سیستم
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 مقدمه  -2-۱

سیستم هیدروژنی )ذره باردار منفی متحرک حول یک هسته باردار مثبت که نیروی 

3Dبا ابعاد استاندارد ) را در مدار خود محصور ساخته است( الكترومغناطیسی آن  ،و غیر استاندارد )

ی های فیزیكانواع زیادی از سیستم در چنین مدلی. دارددر فیزیک کوانتومی و شیمی  مهمینقش 

ها و غیره(، ها، ملكولهای ریدبرگ، یونهای پاد ماده، اتم، اتمهای هیدروژنیها و یونبعدی )اتم سه

محاسبات همچنین و [ ۵۶،۵۵]و نقاط کوانتومی(  هاها، سیموساختارهای نیمه هادی )چاهنان

 شناسی کوانتومیعلاوه بر این موارد، حتی در کیهانشود. می مطرح[ ۵۸،۵۷]ها( کوانتومی )کیوبیت

 [ هم با این ساختار موا ه هستیم.۶۱،۶۰و نظریه میدان کوانتومی  ] ]۵۴]

حل پذیری دقیق معادله  به دلیل از نيستین روزهای مكانیک کوانتومی سیستم هیدروژنی

. علی رغم این قدمت، بسیاری از بازی کرده است مهمی در این نظریهنقش شرودینگر متناظرش 

 انددر فضای تكانه در این اواخر بررسی شدهمقادیر چشمداشتی شعاعی مباحث مرتبم با این مدل از 

[۶۳،۶2،۱۸]. 

اص میكروسكوپی و بعدی توصیفی از خوD های هیدروژنی نظریه اطلاعات سیستم

های فیزیكی کمیت شود.های تئوری اطلاعات شامل میها را با استفاده از روشاسپكتروسكوپی آن

های احتمال که توابعی از چگالیگیری اطلاعات نظری، هایی ممكن است توسم اندازهچنین سیستم

 . بیان شوند (،مانند آنتروپی شانون و اطلاعات فیشر) هستند مكان و تكانه

را ای در شیمی فیزیک بعدی تو ه قابل ملاحظه سههای اخیر، نوسانگرهای ناهماهنگ در سال

ترین مدل پتانسیلی است که در پتانسیل مورس یكی از محبوباز طرفی . خود اختصاص داده انده ب

راه  شود و[. تابع موج متناظر در مبدأ ناپدید نمی۶۵،۶۴رود ]های ملكولی به کار میمطالعه طیف

)ای های دقیقی برای هر تكانه زاویهحل 0)  چندین به همین دلیل ست. شده نیهنوز شناخته
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ها با پتانسیل مورس مقایسه شده است. برای پتانسیل دیگر به عنوان  ایگزین استفاده و عمكرد آن

 .رندهای دقیق دا وابهای کراتزر و شبه هماهنگ که مثال، پتانسیل

وده و بسیار مفید ب فیزیکگیریم. این پتانسیل در حوزه ما پتانسیل شبه هماهنگ را در نظر می

 ۱های دو اتمی استفاده شده است. سیجکنش برخی ملكولای برای توصیف برهمبه طور گسترده

امتری ربا استفاده از مدل پتانسیل سه پارا سطوح انرژی و توابع موج یک مولكول دو اتمی چرخشی 

فتار و متو ه شد که پتانسیل رشود، بررسی کرد که پتانسیل شبه گاوسی )شبه هماهنگ( نامیده می

 .داردای کوچک و بزرگ های بین هستهبرای هر دو  داسازی ایمنطقی

ای ارتعاشات هسته ، در بررسی[۶۷،۶۶های دو اتمی ]سیستم علاوه برپتانسیل شبه هماهنگ 

 . استنیز مفید بوده [ ۶۸]

یل های هیدروژنی )پتانسیل کولنی( و پتانسابتدا معادله شرودینگر را برای سیستم دراین فصل در 

یه ، تبدیل فوردست آمدهبا استفاده از تابع موج به  نماییم. سپس،شبه هماهنگ در سه بعد حل می

 هایكانه، چگالیتهای مكان و آوریم و با استفاده این توابع موج در فضاتابع موج را به دست می

، ابتدا در قسمت اول آنتروپی اطلاعات شانون و ۳. در قسمت می نماییماحتمال این دو را محاسبه 

در مورد روابم ،۴. سپس در قسمت می نماییمدر قسمت بعدی آنتروپی اطلاعات فیشر را محاسبه 

 شود.نهایت، برخی نتایج داده مینماییم. درعدم قطعیت مربوطه بحث می

 نسبیتی در دو فضای مكان و تكانههای غیرحل معادلات در سیستم  -2-2

 های هیدروژنی بررسی سیستم  -2-2-۱

های هیدروژنی در فضاهای مكان و تكانه در سه بعد های احتمال سیستمدر این قسمت، ابتدا چگالی

 م.کنیمی مطرح ها راروش نظری محاسبه اطلاعات شانون و فیشر برای این چگالی سپسرا داریم و 

                                                            
1 Sage 
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 چگالی احتمال در فضای مكان  -2-2-۱-۱

بعدی توسم  سههای ثابت سیستم هیدروژنی چگالی احتمال الكترونی حالت
2

( ) ( )r r   

)داده شده است، که تابع موج  )r فیزیكی معادله شرودینگر مستقل از زمان برای سیستم   واب

 :بعدی زیر است سه هیدروژنی

(2-۱      )                                                        
21

( ) ( )
2

Z
r E r

r

 
      
 

 

)ما در سراسر این فصل از واحد اتمی  1)eZ m  صریحا که مواردیکنیم مگر استفاده می 

ه باین تابع موج مربوطه کنیم و بنابرمی بررسیمعادله را در دستگاه کروی این،  بر . علاوهشودذکر 

 شود می بیان  صورت زیر

, , , ,( ) ( ) ( )n nr R r Y                                                                             )2-2(  

دله شرودینگر را به فرم اتوان مع، میبعد سه در با  ایگذاری قسمت شعاعی عملگر گرادیان

 زیر نوشت

(2-۳   )                                          
2 2

, , , , , ,2 2

1 2 1

2
n n n

d d
E

dr r dr r r
   

   
      
   

 

عدد کوانتومی عدد کوانتومی اصلی،  nباشد. در اینجا قسمت غیر شعاعی عملگر می 2که

)ایبه متغیرهای زاویه , اعداد صحیحی هستند.ای و زاویه , )  که شوند مربوط می

0   0و 2  .  برای قسمت غیرشعاعی معادله شرودینگر داریم 

(2-۴   )                                                                       2

, ,( ) ( 1) ( )Y Y      

 باشدبعدی به فرم زیر میسه بنابراین معادله شرودینگر برای سیستم هیدروژنی 
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(2-۵            )                    
 2

, , ,2 2

12 2
( ) ( )n n n

d d
R r E R r

dr r dr r r

   
     

   
 

 تغییر متغیر  با

(2-۶)                                                                                                       r



 

 شودبازنویسی میشرودینگر به فرم زیر قسمت شعاعی معادله 

(2-۷                )                           
2

2

,2 2

2 ( 1) 2
2 ( ) 0n

d d
E R

d d


 

    

 
     

 
 

 اکنون با معرفی 

(2-۸)                                        2 1 1
0 ;

8 2
E k

E



    

 زیر نوشت معادله را به شكل سادهتوان می

(2-۹           )                            
2 2

,2 2

2 4 4 ( 1)
( ) 0n

d d k
R

d d

 


   

    
   

 
 

تابع موج کل باشد. [ قابل حل می۶۹] اواروف-معادله فوق به سادگی با استفاده از روش نیكوورف

 برای این سیستم عبارتست از 

(2-۱۰    )                                              2 12
, , , 1 ,( )

r

n n n

r r
r N e L Y

 
 




 

   
    

   
 

 شودبه صورت زیر داده میو ثابت بهنجارش 

(2-۱۱)                                                                        
 

 

1

3 2

2
,

1 !

2 !
n

n
N

n n

   

    
 

 [ ۷۰] انرژیو 
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(2-2۱       )                                     
2

1
, , 1,2,3,...

2 2
E n





    

 آیدچگالی احتمال مربوطه به شكل زیر به دست می ،از این رواست. 

(2-۳۱)                                                              
2 2

2

, , ,( ) ( ) ( )n nr r R Y      

1Zهای هیدروژنی با این عبارت برای سیستم استزیر  به صورت 

(2-۴۱ )                                               
22

22 2 1

, 1 ,( )
r

n n

r r
r N e L Y


 




 

    
     

    
 

 چگالی احتمال در فضای تكانه -2-2-۱-2

)نه از طرف دیگر، چگالی احتمال در فضای تكا )p  بعدی ویژه تابع  سهبا مربع تبدیل فوریه

 [۷2،۷۱آید، یعنی تابع موج تكانه ]فضای مكان به دست می

(2-۵۱)                                                    . 2

, , , ,3/2

1
( ) ( )

(2 )

ip r

n np r e r drd  


  

نابراین تابع موج در فضای تكانه برای کنیم، ب[ استفاده می۰۷یافته فوک ] که از روش تعمیم

)حالت پایه  1, 0)n  باشدبه شكل زیر می 

(2-۶۱    )                            0

1
3 2

2 cos0
, , 1/2 0 0

(1)

1
( ) sin

(2 )

rp ipr

n

p
p r e dr e d




  
 


  

  
 

  

 شود( در معادله به فرم زیر حاصل می۱که مقدار انتگرال عبارت )

(2-۷۱   )                                                          cos

0

1
sinipr ipr ipre d e e

ipr


     

 توان نوشت(، می۱۶-2( در عبارت )۱۷-2در این حالت با  ایگذاری معادله )
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(2-۸۱                         )                     0 0

3

2
( ) ( )0

, ,
0

( )
2

p ip r p ip r

n

ip
p re re dr

p





   

  

 با استفاده از 

(2-۱۹  )                                                                                  
10

!r n

n

n
e r dr







 

 آیدبه دست می مطابق زیر تابع موج کل در فضای تكانه برای حالت پایه

(2-۰2        )                                                              
 

5/2

0
, , 2

1/2 2 2

0

4
( )

2
n

p
p

p p






 

 آیدال متناظر با این تابع موج در فضای تكانه به صورت زیر به دست میکه چگالی احتم

(2-۱2       )                                                    
5

2
0

, , 2 2 2 4

0

8( )
( ) ( )

( )
n

p
p p

p p



  


 

2که 2

0 2 np E    باشد. می 

بعدی در  Dنه اتم هیدروژن بیانی دیگر )اما معادل( برای توابع موج در فضای مكان و تكابه 

 [ منتشر شده است.۷۴،۷۳ اهای دیگر ]

 بعدی برای پتانسیل شبه هماهنگ سهمعادله شرودینگر   -2-2-2

 تابع موج در فضای مكان  -2-2-2-۱

 شود می  زیر نوشتهبه صورت پتانسیل شبه هماهنگ در فرم استاندارد 

(2-22      )                                                                          2

2
( )

B
V r Ar C

r
   

 :های زیر قابل تبدیل استه پتانسیلاین پتانسیل ب

 علاوه پتانسیل معكوس در ه دوم نوسانگر هماهنگ همسانگرد به *
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(2-۳2)                                                                                 
2

2

2
( )

2

r g
V r

r
  

2Aدر اینجا ،B g 0.وC  

 پتانسیل شبه هماهنگ*

(2-۴2)                                                                                 
2

( ) e
e

e

rr
V r D

r r

 
  

 
 

فاصله تعادل بین ملكولی است.  erانرژی  داسازی مربوطه بین دو اتم در یک  امد و  eDه ک

اینجا ما داریم 
2

e

e

D
A

r
،e eB D r 2.و eC D  

 شودنوشته میبه صورت زیر این پتانسیل بعدی برای سه معادله شرودینگر 

(2-۵2)                                
2

2 2

2 2
2 , , , ,

2

e e

e e

e

D D
r r D r E r

r r
     



 
      
 

 

   با فرض

(2-2۶       )                                                          , , , ,, , ( ) ( , )n m n mr R r Y     

)شود تبدیل می [۷۵]  دا ( به دو معادله دیفرانسیل۵2.2آنگاه معادله ) 1)  

(2-۷2)                
2 22

,2 2 2 2

2 ( 1)
2 2 2 ( ) 0e e e

e n

e

D r D rd d
E D R r

dr r dr r r r

     
         

    

 

(2-۸2  )                                                                2

, ,( , ) ( 1) ( , )m mL Y Y     

n...,1,2,3ای مداری کوانتومی،، اعداد تكانه زاویه...,0,1,2که   ،عدد اصلی کوانتومی ،

2ویژه مقادیر انرژی است. با  E و 2ثابت پلانک تقسیم بر  رم کاهش یافته و

2

2 E
K


 معادله ،

 نوشتتوان به فرم زیر ( را می2-2۷)
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(2-2۹          )
2 22

2

,2 2 2 2 2

2 2 42 ( 1)
( ) 0e e e e

n

e

D r D r Dd d
K R r

dr r dr r r r

     
        

   

 

 که

(2-۰۳)                                                          
2

2

?

81
1 (2 1)

2

e eD r


 
     

  

 

 :[۷۴] هستند لاگرفوق هندسی یا  بر حسب توابع (2۹-2معادله ) واب های 

(2-۱۳           )                                                      
2

1

22
, ,( ) (2 )r

n n nR r N r e L r


  


 

 که

(2-2۳   )                                                                                         
22

e

e

D

r
  

( )k

nL x  و باشند میتوابع لاگر
,nN بت بهنجارش است که از شرط بهنجارش ثا 

(2-۳۳      )                                                                     , , ,

0

( ) ( )n n n nR r R r dr 


  

 شودزیر تعیین می به صورت

(2-۴۳)                                                                        

1

2
1

(2 3)
2 4

,

2(2 ) !

3

2

n

n
N

n








 
 
 

  
      

 

 آید به دست می زیر به صورت یل شبه هماهنگسهای مقید برای پتانانرژی حالت

(2-۵۳)                                                               
2

, 2
(4 2 3) 2

2

e
n e

e

D
E n D

r



    

 ( بیان شده است.۳۰-2، در معادله )در آنکه 
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 تابع موج در فضای تكانه  -2-2-2-2

ه ببه صورت زیر ( تابع موج فضای مكان است. تابع موج فضای تكانه ۳۰-2تابع موج در معادله )

  ]۷۶[آید دست می

(2-۶۳)                                             
2

1

2
3

12 22 4
2

,

2 !(2 )
( )

3 2

2

p

n n

n p
R p p e L

n




 






 
 

 
   
   

          

 

 به ترتیب عبارتند از  های مكان و تكانههای احتمال در فضابنابراین چگالی

(2-۳۷    )                                                        
2

2
1

22 2 22
,( ) 2r

n nr N r e L r


  


  
  

 
 

 و 

(2-۸۳)                                              
2

3
2

1 22 2
2 2

2 !(2 )
( )

3 2

2

p

n

n p
p p e L

n




 







 
   

   
       
 

 

ه هماهنگ به دست آمده های اطلاعات فیشر و شانون برای پتانسیل شبدر این فصل، آنتروپی

 است.

 و شبه هماهنگ گونه روژنهیدهای  محاسبه آنتروپی اطلاعات شانون برای سیستم -2-۳

 آنتروپی شانون در فضای مكان برای سیتم هیدروژنی  -2-۳-۱

 سههای هیدروژن ای از چگالی احتمال مكان برای اتمی  هانی یا بيش عمدهاندازهبهتر است 

( ۰۳-2( و )۱۱-۱گیری شود. از معادلات )( اندازه۱۱-۱معادله ) Sروپی شانون بعدی به وسیله آنت

)[ را برای حالت ۷۷آنتروپی شانون ] , , )n  توان نوشتدر فضای مكان می 

(2-۹۳)                                                                                 , ,nS S R S Y   
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 که

(2-۰۴)                                                               2 2 2

, , ,

0

( ) ln ( )n n nS R r R r R r dr



  

 و قسمت شعاعی آنتروپی شانون است

(2-۱۴)                                                         
2 2

, , ,( ) ln ( )S Y Y Y d       

دد ع ژگی تقارن کروی پتانسیل کولنی به. این مقادیر به دلیل ویدهدرا می آنای ت زاویهقسم

ندارد.  بستگی ای()آنتروپی شعاعی( یا عدد کوانتومی اصلی )آنتروپی زاویه کوانتومی مغناطیسی

توان می( ۴۰-2قسمت شعاعی آنتروپی شانون داده شده در فضای مكان در معادله )برای  ،بنابراین

 نوشت:

(2-2۴   )                                              2 3 2

, , , 1 2 3ln ( 2 )n n nS R N N J J J    

,که  ملات  1,2,3iJ i مقادیر زیر را دارند ، 

(2-a۳۴        )                                       
1

( 2)! ( 1)! ( )!
4

( 1)! ( 2)! ( 3)!

n n n
J

n n n

    
  

     
 

(2-b۳۴)                                                                   
2

1

2
0

ln ( )t

kJ t e t L t dt 


      

(2-c۳۴)                                                        
2 2

1

3
0

( ) ln ( )t

k kJ t e L t L t dt  


          

1kدر آن  که n   2و 1   باشد.می 

توانند کاملاً دقیق به صورت های لاگر میایچند  مله با مرتبمی های آنتروپاگرچه انتگرال

های خاص هنوز ممكن نیست. به عنوان ها به  ز برای حالت[ حل شوند، حل تحلیلی آن۷۸عددی ]

) مثال آنتروپی شانون در فضای مكان برای حالت پایه 1, 0)n   های شعاعی و برای قسمت

 :دنشومی محاسبهزیر  مطابقای زاویه



30 
 

(2-۴۴     )                                                                       
1,0( ) 3ln ln 2 3S R    

(2-۵۴      )                                                                                  
0,0( ) ln(4 )S Y  

-2( از  مع  بری معادلات )۳۹-2تروپی شانون کل درفضای مكان با تو ه به معادله )که آن

 عبارتست ازصریح آن  و فرم آید( به دست می۴۵-2( و )۴۴

(2-۶۴      )                                                                   3( ) ln( ) 3ln 2 3S r    

 توان محاسبه نمود.های ميتلف با مقادیر ميتلف انرژی میحالت بنابراین آنترپی را برای

ای مقدار صریح برای آنتروپی زاویه ,S Y ( ۱۳-2داده شده در معادله )مقدار به ازای  ,

 یهندسی کارهای فوق ایند  ملهچرا که محاسبه آنتروپی شانون در حضور چشناخته شده نیست 

 انجام نشده است.  ،های اخیررغم تلاشعلیو  ،  ز برای برخی موارد خاصبسیار سيت است  و 

 آنتروپی شانون در فضای تكانه  -2-۳-2

)گالی احتمال فضای تكانهی مشابه، با استفاده از چدر روش )p (( ۳۱-2معادله)می ،) حالت توان

)گونه راهیدروژن أله مسبعدی  سه هانی  , , )n  با  پیدا کرد. به بیان دیگر،را در فضای تكانه

 استفاده از آنتروپی شانون در فضای تكانه

(2-۷۴)                                                3

, ,( ) ln ( ) ( )nS p p d p S M S Y      

 شودمحاسبه می( به صورت زیر ۴۷-2ه )در فضای تكانه با تو ه به معادلحالت پایه آنتروپی 

(2-۴۸)                                                                   10
2ln 2 3ln 2ln

3
S      

 آنتروپی اطلاعات شانون برای پتانسیل شبه هماهنگ -2-۳-۳

 :(، آنتروپی اطلاعات شانون در فضای مكان۱۱-۱با استفاده از معادله )
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(2-۴۹)                                                                    2

0

4 ( ) ln ( )S r r r dr   


   

 [۷۶،22]آید به دست میبه شكل زیر 

(2-۵۰)                                 

   

 

,

1 2 3

2 ! 3
ln 1 ln(2 ) 2

3 2

2

!

3

2

n

n
S n

n

n
I I I

n

  





 
 
      

      
  

  
 

   
 

 

 در آن که

 (2-a۵۱ )                                                        
3

1
2

23
1

2
1

0
ln ( )t

nI t e t L t dt



  

  
  

 
 

(2-b۵۱ )                                            
3 3

1 1
2 2

2 23
1

2
2

0
( ) ln ( )t

n nI t e L t L t dt
      

    
    

   
 

(2-c۵۱    )                                            
2 2

3 , ,( , ) ln ( , ) sinm mI Y Y d d        

 ، داریم3Iو2Iهای (، با  ایگذاری انتگرال۵۰-2مطابق با معادله )

(2-۵2)                              
 ,

1

2

3 2 !
2 log

32

2

3 3
log(2 )

2 2

n

n

n
S n

n

n E L


 



   


 
 
    

      
  

  
       

   

 

 به صورت زیر تواندهای متعامد لاگری است، که در یک بعد میایانتگرال آنتروپی چند  مله

 [22نوشته شود ]



32 
 

   (2-۵۳)                  

2 2
1 1 1 1

2 2 2 2

0

( ) ln ( )

3 1
2 log 2 log (2 ) (1)

2 2

t

n n nE L t e L t L t dt

n n o

   

  


   

     
     

     

   
           

   


 

 آنتروپی اطلاعات شانون فضای تكانه

   (2-۵۴)                                                              2

0

4 ( ) log ( )S p p p dp   


   

 [۷۶،22]آید ه دست میببه صورت زیر 

   (2-۵۵)                                        

   

 

,

1 2 3

2 ! 3
ln 1 ln(2 )

3 2

2

!
2

3

2

n

n
S

n

n
n I I I

n

 







 
 
    

      
  

    
 

   
 

 

 ، داریم3Iو2Iهای (، با  ایگذاری انتگرال۵۵-2بق با معادله )مطا

   (2-۵۶)                             
 ,

1

2

3 2 !
2 log

32

2

3 3
log(2 )

2 2

n

n

n
S n

n

n E L


 



   


 
 
    

      
  

  
       

   

 

( ۵2-2( شامل مقادیر عددی آنتروپی شانون در فضای مكان براساس معادله )2-2 دول )

یابد. مقادیر افزایش می  nبا افزایش کنیم که آنتروپی شانون در فضای مكان مشاهده میباشد. می

( نشان داده شده است. تغییرات آنتروپی شانون ۳-2عددی آنتروپی شانون در فضای تكانه در  دول )

کنیم که آنتروپی مشاهده می شده است. تمی نشان دادههای دو ا( برای ملكول۱-2در شكل ) با 

شانون S  کند.های بزرگ، به صفر میل مییابد و برایکاهش می  افزایش با 
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 [2۱] های دو اتمیهای طیفی برخی ملكولثابت (۱-2 دول )

 

 

در 0های دو اتمی با آنتروپی اطلاعات شانون برای پتانسیل شبه هماهنگ برای برخی ملكول (2-2 دول )

 .[2۱]فضای مكان 
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در 0های دو اتمی با آنتروپی اطلاعات شانون برای پتانسیل شبه هماهنگ برای برخی ملكول (۳-2 دول )

 .[2۱]نه فضای تكا

 

 

 

 تغییر آنتروپی اطلاعت شانون در فضای مكان  (:۱-2شكل )  S  برای با
2 2 2 2, , ,Na Cl O N وNO

[2۱.] 
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ه شبعدی و ب سه هیدروژن گونهنسبیتی غیرهای محاسبه اطلاعات فیشر برای سیستم  -2-۴

 هماهنگ

 اطلاعات فیشر در فضای مكان برای سیستم هیدروژنی  -2-۴-۱

)گیری چگالی احتمال در فضای مكان برخلاف گسترش اندازه )r که قبلًا بحث شد، اطلاعات

)تابعی از گرادیان ،( داده شده۶۱-۱که در معادله ) ،فیشر )rی دارد. خاصیت موضعبنابراین  است و

 بیان شود  به صورت زیر توانداین کمیت همچنین می

(2-۵۷)                                                                    
3

2
3

, ,( ) 4 ( )n
R

I r r d r   
  

 [ ۷۱( داریم ]۵۷-2( و )2-2(، )۱۷-۱) هایاز معادله

(2-۵۸)                                                                         2

, ,( ) ( )nI I R r I Y 

  

 عبارتست از که قسمت شعاعی 

(2-۵۹)                                                                    
2

2

,

0

( ) 4 ( )n n

d
I R R r r dr

dr


 

  
 
 

 ایکنیم. قسمت زاویهفاده می( در سه بعد است۱۷-۱در اینجا برای تساوی دوم از معادله )

(2-۶۰)                    

2

, ,1

0

1
( ) 4 ,0 4 ( 1) 2 (2 1)

sin k

k

I Y Y d   







 
 
      

 
  




 

)آنتروپی اطلاعات فیشر را برای حالت پایه 1, 0)n   کنیم و در فضای مكان محاسبه می

 آیند:دست می ( به صورت زیر به۶۰-2( و )۵۹-2(، )۵۸-2مقدار پارامترها در معادلات )

(2-a۶۱)                                                                                           2

2

1

2
r



  
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(2-b۶۱ )                                                                                            
0,0( ) 0I Y  

(2-c۱۶)                                                                                     
1,0 3

1
( ( ))

4
I R r


 

بعدی  سه گونههای هیدرروژن اطلاعات فیشر سیستم ،(۵۹-2با  ایگذاری روابم بالا در معادله )

 [۷۱]شود با برابر میدر فضای مكان 

(2-۶2)                                                                                            
3

1

4
I


 

 اطلاعات فیشر در فضای تكانه  -2-۴-2

 می دانیم

 (2-۶۳   )                                                                   2

, ,( ) ( )nI I M p I Y 

  

 [ ۷۱] مت شعاعی برای حالت پایه عبارتست ازکه قس

(2-۶۴)                                              
2

2

, ,

00

2
( ) 4 ( ) 4n n

d
I M M p p dp

dp p





 

   
 
 

ای و قسمت زاویه
 ,

( )I Y


( ۶۰-2معادلات )استفاده از ( بیان شده است. با ۶۰-2معادله )از  که 

 نیز این که( و ۶۴-2و )

(2-۶۵  )                                            2 2 2 2 3 3

, 3

00

5 1
( ) 20

2
Lp p M p p d p

p
  



    

) و برای حالت پایه اطلاعات فیشر در فضای تكانه 1, 0)n     برابر است با 

(2-۶۶)                                                                                                 4I  

 آنتروپی اطلاعات فیشر برای پتانسیل شبه هماهنگ  -2-۴-۳

 زیر نوشت به صورت توانرا می، آنتروپی اطلاعات فیشر در فضای مكان (۱۶-2از معادله )
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(2-۶۷ )                                                                      
22

0

4
( )

r
I dr

r r


 




 

  
 

 

)که  )r  به ( ۶۷-2، انتگرال معادله )( داده شده است. پس از کمی محاسبه۴۷-2)در معادله

 شود دست آورده میه بصورت زیر 

(2-۶۸)                                                      
(13 2 )/42

(4 3) (8 4)
1 2

I n n
 

 




   


 

 شود عیین میت اطلاعات فیشر به فرم زیر و

(2-۶۹)                                                                         
22

0

4
( )

p
I dp

p p


 




 

  
 

 

)که  )p ( داده شده است. برای حالت پایه ۸۳-2در معادله )( 0 , 0)n   ، 2معادله )از-

 ( داریم۶۷

(2-۷۰  )                                                                          
 

 

(7 6 )/42 3 4

1 2
I

 


 

 



 

ده دست آورده شهای دو اتمی به اطلاعات فیشر برای پتانسیل شبه هماهنگ برای برخی مولكول

و  داسازی تعادل  eD( داده شده است. مقادیر انرژی همبستگی ۵-2( و )۴-2نتایج در  داول ) و

اند. این ( داده شده۱-2های دو اتمی در این کار استفاده شده در  دول )ملكول erبین ملكولی 

که اطلاعات فیشر )  شودمیمشاهده  (۴-2)و  (۴-2). از  داول هستند[  ۷۹،۷۵از مرا ع ] مقادیر

های دو اتمی در نظر گرفته شده افزایش برای ملكول nافزایش  ه ( بادر هر دو فضای مكان و تكان

 یابد.می

0nه ازای( ب2-2در شكل ) ای مداری تكانه زاویهفیشر بر حسب تغییرات اطلاعات    ۵برای 

شود که اطلاعات ( مشاهده می2-2داده شده است. از شكل ) ملكول دو اتمی انتياب شده نشان
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های دو یابد. آنتروپی اطلاعات فیشر برای همه ملكولکاهش میفیشر در فضای مكان با افزایش

 کنند.به سمت صفر میل می 1 به ازای در نظر گرفته شده اتمی

 

در 0های دو اتمی با آنتروپی اطلاعات فیشر برای پتانسیل شبه هماهنگ برای برخی ملكول (۴-2 دول )

فضای مكان . واحد مربع I  ،2/ ( )eV A[2۱] است. 
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در 0های دو اتمی با ای برخی ملكولآنتروپی اطلاعات فیشر برای پتانسیل شبه هماهنگ بر( ۵-2 دول )

فضای تكانه .واحد مربع I  ،2( ) /A eV[2۱] است . 

 

 

 

تغییر آنتروپی اطلاعت فیشر در فضای مكان  (:2-2) شكل  I  رای ب با
2 2 2 2, , ,Na Cl O N وNO

[2۱.] 
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 روابم عدم قطعیت  -2-۵

عدی بهای هیدروژنی سه گیری سیستمین قسمت در مورد روابم عدم قطعیت مربوط به اندازهادر 

 کنیم. ، بحث میاندهای قبلی به دست آمده که در قسمت،و پتانسیل شبه هماهنگ 

 عدم قطعیت برمبنای آنتروپی شانون در سیستم هیدروژنی روابم  -2-۵-۱

( و ۴۶-2معادلات )طبق بعد،  سهبرای یک سیستم هیدروژنی در ها  مع عدم قطعیت آنتروپی 

  برابر است با (، 2-۴۸)

(2-۷۱)                                                                 10
3(1 ln ) 5ln 2

3
S S       

 کند که به طورکلی معتبر است.( را برآورده می2۱-۱ابطه عدم قطعیت )که ر

 ی پتانسیل شبه هماهنگاروابم عدم قطعیت برمبنای آنتروپی شانون بر -2-۵-2

برای به دست آوردن عدم قطعیت آنتروپی در سیستم غیر نسبیتی با پتانسیل شبه هماهنگ با 

 داریم ،(۵۶-2( و )۵2-2استفاده از روابم به دست آمده از معادلات )

(2-۷2)                                 
   , ,

1

2

2 !
4 2 3 2log

3

2

3
2 2

2

n n

n

n
S S n

n

n E L


  



  


 
 
     

      
  

  
      

   

 

 روابم عدم قطعیت بر مبنای اطلاعات فیشر برای سیستم هیدروژنی  -2-۵-۳

های صریحی برای اطلاعات فیشر مكان و تكانه یک حالت هیدروژنی از آنجایی که عبارت

( , , )n  ( داده شده است۶۶-2( و )۶2-2به ترتیب توسم معادلات )  عدم قطعیت فیشر در حالت و

)پایه  1, 0)n    [۷۹شود ]محاسبه میبه صورت زیر به 
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(2-۷۳)                                                                                               2
I I 




 

 روابم عدم قطعیت بر مبنای اطلاعات فیشر برای پتانسیل شبه هماهنگ -2-۵-۴

  داریم( ۷۰-2( و )۶۸-2برای عدم قطعیت فیشر با استفاده از )

(2-۷۴          )   
 

 
 

(7 6 )/4(13 2 )/4

?

2 3 42
(4 3) (8 4)

1 2
I I n n

 
  



  
          

 

 رائو در سیستم هیدروژنی-روابم کرامر -2-۵-۵

( و ۶2-2،که در معادلات )IوI، با اطلاعات فیشر 2pو2rترکیب مقادیر چشمداشتی 

 :رائو-دهد تا روابم کرامراند، با ما این ا ازه را می( داده شده2-۶۶)

(2-۷۵)                                                          2 21 ; 1r I p I   

های شویم که این دو عبارت نابرابری. متو ه میکنیمبه ترتیب در فضاهای مكان و تكانه ثابت را 

 [۷۹] حالت پایه در کنند وای در پتانسیل مرکزی برآورده میهای تک ذرهرائو را برای سیستم-کرامر

(2-۷۶   )                                                                                      2 3
1r I


  

(2-۷۷        )                                                                          2 2 24 1p I    

 گیرینتیجه -2-۶

لحاظ عددی و هم از لحاظ تحلیلی، برای پتانسیل شبه گیری اطلاعات تئوری را هم از اندازه

هماهنگ با استفاده از اطلاعات فیشر و آنتروپی اطلاعات شانون در هر دو فضای مكان و تكانه مورد 

گیری مقادیر اندازه های دو اتمی،برخی مولكولerو  eDبررسی قرار دادیم. با استفاده از مقادیر 

 یم.دآورپتانسیل شبه هماهنگ را به دست  اطلاعات تئوری برای



42 
 

یابد، در هر دو فضای مكان و تكانه افزایش میn  افزایش کنیم که اطلاعات فیشر بامشاهده می

نتروپی شانون همچنین یابد. آشده کاهش می بررسیهای دو اتمی برای همه مولكول اما با افزایش 

 .ی دارداهشرفتاری کافزایش یابد ولی بادر فضای مكان افزایش می n افزایش با
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 فصل سوم

 

 

 کلینهای ی آنتروپی اطلاعات نظری از معادلهگیراندازه

 دیراک  گوردون و
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 مقدمه  -۳-۱

ذرات کوانتومی  بررسیاست و برای  شرودینگر یمعادله حالت نسبیتی ،۱گوردون کلینمعادله 

 والتر گوردون و کلیناسكار  هایرود. این معادله به اسم دو فیزیكدان به نامصفر به کار می اسپین با

 .نامگذاری شده است

پدید آمد که خود دیراک این معادله  پل دیراک بریتانیایی ، توسم فیزیكدان2دیراک دیگر، معادله

های با تكانه گسترش داد. در این مسیر او نیاز به حالت گوردون-کلینمعادله  را بر مبنای

 های با انرژی منفی کاراییاین موضوع به ویژه در تعبیر حالت در طبیعت را کشف کرد. j=1/2ایزاویه

 [.۰۸] داشت

رم مثبت داشته باشد و هامیلتونی ظاهر شده در معادله موج هرمیتی  ای که دلهدر پی یافتن معا

معادله دیراک،  .باشد، مرتبه یک مییابیم که نسبت به مكان و زمانباشد به معادله دیراک دست می

 .کندمی توصیف (هاالكترون را )مانند هافرمیون یعنی ،نیم اسپین ات باذر

ای در چاه نقطه ذرهتک  یک آل متشكل ازیک سیستم ایده ،[۸۱] مدل ذره در  عبه یک بعدی

ست )انرژی پتانسیل نیروی بيش خطی ) عبه( نیرویی  باشد. در این مدل،پتانسیل بینهایت می

های غیر قابل نفوذی ن دیوارهبنابرای کند ودر نقاط انتهایی پتانسیل به بینهایت صعود می( و صفر

نگ های نوسانگر هماهاست و همراه با پتانسیل کوانتومی ترین مدلساده ،گیرد. این مدلشكل می

های فیزیكی سیستمهمسانگرد و کولنی،  زو مدل های مقدماتی کوانتومی هستند که برای بررسی 

شود تا مكانیک کوانتومی استفاده میدر هر متن مقدماتی در   عبه آل . سیستم ایدهروندبه کار می

د ) به عنوان مثال، انرژی کوانتیده های اصلی رفتار کوانتومی یک ذره را نشان دهبرای بار اول ویژگی

[. دلیل این امر این ۸2شود ]بینی مكانیک کلاسیک معلوم میبا پیش ( و تضادانرژی نقطه صفر و

. است حل قابلبا حساب دیفرانسیل مقدماتی و یلی به صورت تحلشرودینگر متناظر است که معادله 

                                                            
1Klein-Gordon 
2 Dirac 

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%86%D8%B8%D8%B1%DB%8C%D9%87_%D9%86%D8%B3%D8%A8%DB%8C%D8%AA
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%86%D8%B8%D8%B1%DB%8C%D9%87_%D9%86%D8%B3%D8%A8%DB%8C%D8%AA
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D9%87%D9%94_%D8%B4%D8%B1%D9%88%D8%AF%DB%8C%D9%86%DA%AF%D8%B1
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D9%87%D9%94_%D8%B4%D8%B1%D9%88%D8%AF%DB%8C%D9%86%DA%AF%D8%B1
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D8%B3%D9%BE%DB%8C%D9%86
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D8%B3%D9%BE%DB%8C%D9%86
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D8%B3%DA%A9%D8%A7%D8%B1_%DA%A9%D9%84%DB%8C%D9%86
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%88%D8%A7%D9%84%D8%AA%D8%B1_%DA%AF%D9%88%D8%B1%D8%AF%D9%88%D9%86_(%D9%81%DB%8C%D8%B2%DB%8C%DA%A9%D8%AF%D8%A7%D9%86)
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%88%D8%A7%D9%84%D8%AA%D8%B1_%DA%AF%D9%88%D8%B1%D8%AF%D9%88%D9%86_(%D9%81%DB%8C%D8%B2%DB%8C%DA%A9%D8%AF%D8%A7%D9%86)
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A8%D8%B1%DB%8C%D8%AA%D8%A7%D9%86%DB%8C%D8%A7
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A8%D8%B1%DB%8C%D8%AA%D8%A7%D9%86%DB%8C%D8%A7
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%BE%D9%84_%D8%AF%DB%8C%D8%B1%D8%A7%DA%A9
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%BE%D9%84_%D8%AF%DB%8C%D8%B1%D8%A7%DA%A9
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D9%87_%DA%A9%D9%84%D8%A7%DB%8C%D9%86-%DA%AF%D9%88%D8%B1%D8%AF%D9%88%D9%86
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D8%B3%D9%BE%DB%8C%D9%86
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D8%B3%D9%BE%DB%8C%D9%86
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%81%D8%B1%D9%85%DB%8C%D9%88%D9%86%E2%80%8C%D9%87%D8%A7
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%DA%A9%D8%AA%D8%B1%D9%88%D9%86
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[، ۸۴نانو ] [،۸۳های ميتلف در فیزیک اتمی و ملكولی ]برای تفسیر پدیدهتا کنون این مدل تئوری 

مورد استفاده قرار گرفته است. این [ ۸۷[و ریاضی فیزیک ]۸۶[، علم پلیمر ]۸۵ای ]فیزیک هسته

 [.۸۸] هم نسبتا موفق بوده استود انیشتین محد-چگال بوزمدل برای بررسی 

در این کار مدل ذره در  عبه برای نشان دادن عدم قطعیت و گسترش متغیرهای بنیادی نظریه 

های مكانیک کوانتومی استفاده شده است. با و ود این واقعیت این نظریه )الف( اطلاعات سیستم

و )ب( براساس محاسبات کوانتومی [ ۴2نسبتاً به سایر روش های نظری چون نظریه بنیادی چگالی ]

[، این نظریه در یک حالت شار است؛ که هنوز شامل سوالات باز ۱و اطلاعات کوانتومی قرار دارد ]

ع  هانی های اطلاعات نظری نوگیریاندازه بررسی مدل در ارتباط باباشد. هدف ما بسیاری می

 گیری ها همطعیت مربوط به این اندازهروابم عدم ق ،این . علاوه بر)شانون( و موضعی )فیشر( است

 .خواهند شدبحث 

-و در حضور پتاسیل پوشلگوردون در سه بعد -کلینمعادله های  وابابتدا قسمت بعدی، در 

ی از شبه دقیق واب های سپس پردازیم. میبررسی آنتروپی مكان  تلر بدست می آوریم و سپس به

 ،از طریق تبدیل فوریه، ابتدا ۵. در قسمت کنیمفی میمعرچاه پتانسیل بینهایت  برایمعادله دیراک 

های آنتروپی اطلاعات مكان و تكانه را آوریم و سپس چگالیتابع موج را در فضای تكانه به دست می

1,2nهای پایین . سپس آنتروپی اطلاعات شانون برای حالتکنیممحاسبه می   این سیستم نسبیتی

شده است. در قسمت بعدی اطلاعات  بررسی) به صورت عددی(  BBMیده و نابرابری محاسبه گرد

 .شوندتكمیلی مطرح میبرخی نتایج  مطالعه و رائو -های استم و کرامرفیشر و نابرابری

 تلر-گوردون با پتانسیل پوشل-کلینهای معادله حل  -۳-2

)گوردون در حضور پتانسیل برداری-کلینمعادله  )V r ای و پتانسیل نرده( )S r  به صورت زیر

)شودنوشته می 1)c  [۸۹] 

   
2 22ˆ ( ) ( ) ( ) 0p M S r E V r r     

 
                                                                    )۱-۳( 
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ل ای شكتلر دو حلقه -لتانسیل پوشپباشد. كون ذره می رم س Mانرژی و  E، عملگر تكانه p̂که

 [۸۹] گیریمرا در نظر میکولنی 

(۳-2      )                                                
2 2 2 2

( ) ( ) ( )
( , , ) ( )

sin

V V V
V r V r

r r r

  
      

 که

(۳-a۳                )                                                                              ( )V r
r


  

(۳-b۳         )                                                                  
2 2

( 1)
( )

sin cos

b A A
V 

 


  

(۳-c۳         )                                                       
2 2

2 2

( 1) ( 1)
( )

sin ( ) cos ( )

D D C C
V

 


 

 
  

,و , 1, 0, 0, 1,2,3,A C D b     هستند. با در نظر گرفتن  پارامترهای مثبت حقیقی

 شود:( به شكل زیر تبدیل می۱-۳ای، معادله )های برداری و نردهپتانسیل

   2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 2 2

1 ( 1)
ˆ 2

sin cos

1 ( 1) ( 1)
( ) 0

sin sin ( ) cos ( )

b A A
p M E M E

r r

D D C C
r

r



 

 


  

   
         

  

  
   

 

                           )۴-۳( 

 با در نظر گرفتن تابع موج به صورت زیر

(۳-۵    )                                                                      
1/2

( ) ( )
( ) ( )

sin

R r H
r K

r


 


 

های دیفرانسیلی  دا  داسازی متغیرها، معادله( و ۴-۳( در معادله )۵-۳ری معادله )و  ایگذا

)برای )R r،( )H  و( )K  [۰۹] آوریمبه صورت زیر به دست می: 
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   
2

, , 2 2 2

, , , , , , , ,2 2

( ) 1 1 1
2 ( ) ( )

4

n m

n m n m n m n m

d R r
M E R r E M R r

dr r r


  
        

  
 

(۳-۶) 

    
2

2 , ,
, , 2

2 2 2

1
2 2 1( ) 4 ( ) ( )

sin cos

n m
n m

m b M E A A M Ed H
H H

d


 

  

 
     

    
 
 

 

(۳-۷                                                                                                                )  

(۳-۸       ) 
   2 22

2

, ,2 2 2

1 1( )
2 ( ) ( )

sin ( ) cos ( )

m
n m m m

D D C Cd K
M E K m K

d

 
 

  

  
     

 
 

 های  داسازی هستند.ثابتوmکه

2sinz(، ۸-۳برای حل معادله )  تغییر ( را به شكل زیر ۸-۳کنیم که معادله )را معرفی می

 دهد:می

(۳-۹         )
   

 
 

 
 

 
 

2 2 21
22

, ,22 2 22

, , , ,

11

1 4 4 21

1 1
( ) 0

2 2

n m

n m n m m

D Dzd d m m
z M E

dz z z dz z z

C C D D
M E z M E K z

 

 
      

   

  
    

 

 

 باشد:، تابع موج متناظر به شكل زیر میاواروف-نیكوورف با استفاده از روش( ۹-۳با حل معادله )

(۳-۱۰ )                   

  

 
  

     

 

11 , ,, , 1 11 1
4 16 24 16 2

1 1, , , ,1 1
16 2 16 2

2 2

2 ,2
2

( ) sin ( ) 1 sin ( )

1 2sin ( )

C C M ED D M E n mn m

D D M E C C M En m n m

m

n

K

P

  



  

   

  

 
  

 
 


   

 

 

2sinxفرض با  ( تبدیل می۷-۳، معادله ) شود به 



48 
 

(۳-۱۱  )
    

 

  
 

2 22 21
, ,22

22

2

, ,

, , ,

21

1 4 41

21 1 1
1 ( ) 0

2 16 4 16

n m

n m

n m m

m b M Exd d
x

dx x x dx x x

m b M E
A A M E x H x

    
         

   
            

 

های ژاکوبی به صورت زیر ایقطبی برحسب چند مله با همان روش قبلی، ویژه توابع قسمت

 شوند:بیان می

 

(۳-۱2                  )     
 

 
 

 
 

 
 

 

 

21 1 1 1
, , , ,4 2 4 16

2 1
, , , ,16

1
2

2 2 2
,

1
2 ,2

2 2

( ) sin 1 sin

1 2sin

n m n m

n m n m

A A
m b M E M E

m

A A
m b M E M E

n

H

P

  




     

 
    
 
 


 

 

 

 باشد:همچنین معادله قسمت شعاعی به شكل زیر می

   
2

, , 2 2 2

, , , , , , , ,2 2

( ) 1 1 1
2 ( ) ( )

4

n m

n m n m n m n m

d R r
M E R r E M R r

dr r r


  
        

  
 

(۳-۱۳) 

 متناظر عبارتند از ویژه توابع و

(۳-۱۴       )                         
1
2 2 2 2 2 2

, , , , , ,( ) exp 2n m n m n n mR r r M E r L M E r


    

 

 های پایه و برانگیيتهبيش شعاعی تابع موج برای حالت (۱-۳شكل )
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 های پایه و برانگیيتهبيش قطبی تابع موج برای حالت (2-۳شكل )

 

 

 های پایه و برانگیيتهبيش سمتی تابع موج برای حالت (۳-۳شكل )

 

 

 گوردون-ینکلآنتروپی اطلاعات برای معادله  -۳-۳

را تلر -لگوردون با پتانسیل پوش-کلینبعدی  آنتروپی اطلاعات فضای مكان برای مسئله سه

های متفاوت توابع موج در حالت پایه و محاسبه نمود. بيش (۱۱-۱با استفاده از معادله )توان می

1m( با فرض۳-۳) –( ۱-۳های )برانگیيته در شكل  های . همچنین چگالیاندشده نشان داده

2عبارتست از آنتروپی اطلاعات مكان 2
( ) ( ) ln ( )s n nq q q   .نقشی شبیه به  هااین چگالی

2های احتمالچگالی
( ) ( )nr r های آنتروپی کنند. چگالیدر مكانیک کوانتومی بازی می

پایه و برانگیيته نشان داده شده است.  های( برای حالت۶-۳) –( ۴-۳های )اطلاعات مكان در شكل
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های پایه و برانگیيته برای حالت xSهای اطلاعات فضای مكان(، تغییرات آنتروپی۷-۳در شكل )

 های متفاوت نشان داده شده است.برای برحسب

 

 های پایه و برانگیيتههای آنتروپی اطلاعات برای حالتچگالی اعیبيش شع (۴-۳شكل )

 

 

 های پایه و برانگیيتههای آنتروپی اطلاعات برای حالتچگالی بيش قطبی (۵-۳شكل )

 

 

 های پایه و برانگیيتههای آنتروپی اطلاعات برای حالتچگالی بيش سمتی (۶-۳شكل )
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 های پایه و برانگیيتهمكان برای حالتتغییرات آنتروپی اطلاعات  (۷-۳شكل )

 

 معادله دیراک برای چاه پتانسیل بینهایت  واب -۳-۴

 [۹۱شود ]معادله دیراک به شكل زیر نوشته می

(۳-۱۵ )                                                                         0
V

p mcI
c




 

    
 

 

 که

(۳-۱۶  )                                               
0

;
0

p i


 







 
    
 

 

 عبارتست ازباشد و پتانسیل دهنده  رم ذره مینشان m، هستندهای دیراک ماتریس که 

(۳-۱۷  )                                                                                    sV A IV

  

پتانسیل مورد مطالعه در اینجا  باشند.های برداری و نرده ای میه ترتیب پتانسیلب sVو Aکه 

 شود:پتانسیل چاه مربعی در نظر گرفته می

0
( )s

a x a
V x

otherwise

  
 


                                                                   )۱۸-۳( 

0,1با انتياب ( بعد ۱+۱، هامیلتونی در ) شود داده میبه صورت زیر 
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5 0 21
1 0 ( )s

A
H c p IA mc V

c
 

 
     

 
                                                       )۱۹-۳( 

5که  0 1    ایگذاری. با 

0 5

1 3 1 00 , , , , , s

d
A p i A V

dx
   





 
        

 
 )2۰-۳( 

 

 شودمعادله به شكل زیر ظاهر می

 2 2 0s

d
i c mc V E

dx
                                                                  )2۱-۳( 

 

 داریم ینهایت،برای چاه پتانسیل ب

 

 2 0
d

i c mc E
dx

                                                                         )22-۳( 

 2 0
d

i c mc E
dx

                                                                         )2۳-۳( 

 (،2۳-۳از معادله )

2( )

i c d

mc E dx
    


                                                                      )2۴-۳( 

 

 آیدبه دست می زیر گونه (، معادله شرودینگر22-۳( در معادله )2۴-۳با  ایگذاری معادله )

 

 
2

2 2 2 2 2

2
( ) 0

d
c mc E

dx
                                                              )2۵-۳(  

 با انتياب

 2 2 2

2

2 2

( )E mc
k

c


                                                                                   )2۶-۳( 
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 شود:نوشته می ترساده( 2۵-۳معادله )

2
2

2
0

d
k

dx
                                                                                      )2۷-۳( 

 توان در شكل زیر نوشترا به آسانی می هاویژه حالت و

 

(۳-a2۸      )                                                                             Sinn

n
x

a

  
   

 
 

(۳-b2۸)                                                         
2

Cos
( )

n

i c a n
x

mc E n a





    
      

    
 

 

 

)آنتروپی فضای مكان هایچگالی (:۸-۳شكل ) )n x 1,2برایn   2وa . 

 

)های آنتروپی فضای مكان چگالی (:۹-۳شكل ) )n x 1,2برایn   2وa . 

 

 شودپتانسیل بینهایت در شكل زیر نوشته میتابع موج چاه  و
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2

Sin

( )

Cos
( )

n n

n

n
x

a
x N

i c a n
x

mc E n a







  
  
   

    
    

     

                                            )2۹-۳( 

 برابر است باثابت بهنجارش  که

 

(۳-۳۰          )                            
 

2

2
2 2 2 2 3

2
( )

( )
n n

n

N n mc E
n a mc E c a




 
 

 

 

 آیندبه صورت زیر به دست می( ویژه مقادیر انرژی 2۶-۳از معادله )

(۳-۳۱ )                                                                      
2 2

2 2 2 2

2
( )n

n
E c mc

a


  

 آنتروپی اطلاعات شانون -۳-۵

برای چاه پتانسیل را آنتروپی اطلاعات در فضاهای مكان و تكانه (، ۱۱-۱با استفاده از معادله )

ریح فرم صکلی، استيراج  آنتروپی اطلاعات  به طور توان محاسبه نمود. بهبعدی می بینهایت یک

استيراج عبارت تحلیلی برای طور مشيص، دشوار است. بهبسیار 
n

S ،طور که در کارهای همان

عات در فضای . برای به دست آوردن آنتروپی اطلااستاغلب غیر ممكن  داده شده،انجام شده نشان 

ه های آنتروپی اطلاعات در فضاهای مكان و تكانتكانه، بایستی از تبدیل فوریه استفاده کنیم. چگالی

2به ترتیب به صورت   2
( ) ( ) ln ( )s

n n nx x x    2و 2
( ) ( ) ln ( )s

n n np p p    نشان داده

)کنیمها را به صورت زیر معرفی میاز طرفی تبدیل فوریه مولفه .شوندمی 1)c m   

 

1
( ) ( )

2

a

ipx

n n

a

p e x dx


  



                                                                      )۳2-۳( 
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)های آنتروپی فضای تكانهچگالی(: ۱۰-۳شكل ) )n p  1,2برایn 2وa . 

 

 
 

)های آنتروپی فضای تكانه چگالی (:۱۱-۳شكل ) )n p 1,2برایn 2وa . 

 

 های متناظر در فضای تكانه بنابراین ویژه حالت

 

 

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2
Cos( )Sin( ) Cos( )Sin( )

( )
( )

2
Cos( )Sin( ) Cos( )Sin( )

(1 ) ( )

p

n n

n

ia n n ap ap ap n

p a n
p N

ap n ap n ap n
i a

E n p a n

  




  


 

 
  

 
 

   
 
 
   

)۳۳-۳( 

 

 شوندای مكان به صورت زیر نوشته میهای احتمال در فضمی باشند. بدین ترتیب چگالی
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(۳-۳۴)  
2

2 2 2

2

1
( ) ( ) ( ) S i n C o s

( 1 )
n n n n

n

n a n
x x x N x x

a E n a

 





      

                 

 

1nبرای حالت پایه   

2 22
2

2 2

1 22
2

2

2

1
2

2
2 2

2

Cos

( ) 1 1 Sin

1 1

1 1

x
a

xa
x

a a

a

a a
a



 
 









 
  

                   
   

  
  

  
     

  
  

)۳۵-۳( 

2nو برای اولین حالت برانگیيته   

 

2 22
2

2 2

2 22
2

2

2

1
2

2
3 2

2

2
Cos

4 2
( ) 4 1 1 Sin

4
4 1 1

4
4 1 1

x
a

xa
x

a a

a

a a
a



 
 









 
  

                   
   

  
  

  
     

  
  

                )۳۶-۳( 

 آوریمالت پایه تابع موج متناظر از طریق تبدیل فوریه به دست مینمایش ح

2
2

2

2

1 4
3 2 2 2 2

2 2 6 2 2 2 2

22 2 2 2
22

2 2 2 23 2 2 2 2
22

1 1

( )

2 2

2 Sin ( ) 2 Sin ( ) 4 Sin ( )

( )
( ) 1 1( ) 1 1

a
p

a a a
a

a ap a p ap a p ap

a p
a pa p

aa







  



    

  
   

  
   

   
 
 
 

 
 
 

  
    

             

 

(۳-۳۷             )                                                                                                  
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2nو برای اولین حالت برانگیيته  

 

 

  

2
2

2 2

2
6 2 2

2 22
2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2

2

2 2 2 2

2 2 2 2
2

2 2 2 2

2

4
4 1 1

Sin ( )
( )

4 8 4 4
2 ( 4 ) 1 1

8 Sin ( ) 4 Sin ( )

( 4 ) 4
( 4 ) 1 1

a
a a p ap

p
a a a a

a p
a

a ap a p ap

a p
a p

a





   

 



 
 

   
    

   
     

      
     

   
   





  
   

     
  

(۳-۳۸                                                                                                              )  

های اطلاعات مكان و تكانه رافرض کردیم که آنتروپی
n

S و
n

S۱. بر مبنای معادلات )بگیریم-

 ( لیست شده است.۱-۳(، نتایج به صورت عددی در  دول )2۱-۱( و )۱۱

 

1,2nهای آنتروپی اطلاعات شانون ویژه حالت (۱-۳ دول )   1,2,3برای مقادیرa . 

state a  
n

S  
n

S  
n n

S S   1 ln  

 

1n   

 

 

2n   

 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

 

0.3962 

1.1499 

1.6450 

0.3872 

1.0893 

1.5184 

 

2.2217 

1.4799 

0.9970 

2.4422 

1.7416 

1.3140 

 

2.6179 

2.6298 

2.6420 

2.8294 

2.8309 

2.8324 

 

2.1447 

2.1447 

2.1447 

2.1447 

2.1447 

2.1447 

 

 

)های اطلاعات مكان و تكانههای مشيصه آنتروپیویژگی )n x،( )n x،( )s

n x،( )n p،

( )n p  و( )s

n p 1,2هاترین حالت( برای پایین۱۳-۳)-(۸-۳های )در شكلn  1,2,3وa   نشان
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)ی های احتمال. چگالیشده استداده  )n x و( )n p اده نشان د (۱۵-۳)و  (۱۴-۳)های در شكل

1nهای چگالی برای حالتکه دامنه بینیمشده است. می  2تر از حالت بزرگn  برای . باشدمی

)های احتمال مكان و تكانه،چگالی )n x  و( )n p جزیه و توان با ترا به خوبی می مربوطه، خواص

 [. 2۹توضیح داد ]aم بین سطوح انرژی بر حسب پارامترتحلیل رواب

 

 

 

 

 

)چگالی های آنتروپی فضای مكان  (:۱2-۳شكل ) )s

n x1,2هایبرای حالتn  . 

 

 

 

 

)های آنتروپی فضای تكانه چگالی (:۱۳-۳شكل ) )s

n p1,2هایبرای حالتn  . 
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)چگالی های احتمال آنتروپی فضای مكان  (:۱۴-۳شكل ) )n x1,2برای حالت هایn  . 

 

 

)چگالی های احتمال آنتروپی فضای تكانه  (:۱۵-۳شكل ) )n p1,2برای حالت هایn  . 

 

های اطلاعات، نتایج عددی آنتروپی(۱۶-۳)و شكل  (۱-۳)در  دول 
n

Sو
n

S ها و مجموع آن

1,2nها ترین حالتبرای پایین 1,2,3با پارامترهای  برای چاه پتانسیل بینهایتa   نشان داده

بایستی  BBMها، در مطابقت با نابرابری شده است. بایستی تو ه داشته باشیم که مجموع آنتروپی

1دارای کران پایین ln .باشد 
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1,2nهایآنتروپی اطلاعات شانون برای حالت (:۱۶-۳شكل ) . 

 

 اطلاعات فیشر و اصل عدم قطعیت  -۳-۶

م. کنیمیمعادله دیراک بررسی و تحت به صورت تحلیلی برای ذره در  عبه  رااطلاعات فیشر 

های احتمال را بیابیم و سپس اطلاعات فیشر را آوریم تا چگالی، تابع موج سیستم به دست میابتدا

1nیشر در فضای مكان برایکمیت اطلاعات ف تجزیه و تحلیل نماییم.  گیریم:در نظر می 

 

  

 

1

2

2 2
1

( ) 1 1

1

22
2

1 2

( )
ln ( ) 4 ( )

( )

16
4 ( ) 4

a a

x

a a

a

a

xd d
I x dx x dx

dx x dx

x dx p
a




 






 



 
         
   

    
 

 



               )۳۹-۳( 

2nبرای حالت  

 

 
2

22
2

( ) 2 2

64
4 ( ) 4

a

x

a

I x dx p
a








    
                                                  )۴۰-۳( 

 

ن تریمتعلق است که وقتی چگالی بیش اینواحی( به ۳۹-۳انتگرال ) دری  ایی که سهم اصلاز آن

های نوسانی تابع موج و چگالی دارد، این کمیت )الف( تيمینی از ویژگی xگره را بر واحد آرگومان 

 ایی که متأثر به نقاط خاصی از فضای پیكر بندی بر روی سیستم سازد، و )ب( از آنفراهم می

یزهباشد، یعنی بامی ,a a باشد.ی میبرای این حالت، دارای خواص موضع 
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توان به دست آورد. برای روشی مشابه می را بااطلاعات فیشر در فضای تكانه یک ذره در  عبه 

1nحالت  داریم 

 

1

2

2
1

( ) 1

1

2
2

2

1 1

2
2 4 2 6 2 4 2 2

2

2
2 4 4 2 2

2

( )
ln ( )

( )

4 ( ) 4 ( ) 4

2 ( 3 2 ) (3 2 ) 2 ( 3 2 ) 1 1

3 2 1 1

p
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I p dp

dp p

d
p dp p dp x

dx

a a a
a

a a
a








 


    


  





 

 

 
     
 

         

  
          

  
  

  
     

  
  



       )۴۱-۳( 

2nو برای حالت  

 

 

2

2
2

( ) 2

2
2 4 2 6 2 4 2 2

2

2
2 4 4 2 2

2

4 ( ) 4

4
16 ( 3 8 ) (3 8 ) 8 ( 3 8 ) 1 1

6 16 8 1 1

pI p dp x

a a a
a

a a
a

 


    


  





  
 

 
         

 
 

  
     

  
  



)۴2-۳( 

 شودحاصل ضرب اطلاعات فیشر میو 

1 1

2
2 4 2 6 2 4 2 2

2

2
2 4 4 2 2

2

32 ( 3 2 ) (3 2 ) 2 ( 3 2 ) 1 1

3 2 1 1

a a a
a

I I

a a a
a

 


    


 

  
          

  
  

  
     

  
  

 )۴۳-۳(  

                                                                                                                                      

  

 و
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2 2

2
2 4 2 6 2 4 2 2

2

2
2 4 4 2 2

2

4
64 16 ( 3 8 ) (3 8 ) 8 ( 3 8 ) 1 1

6 16 8 1 1

a a a
a

I I

a a a
a

 


    


 

  
          

  
  

  
     

  
  

 

 (۳-۴۴)                                                                                                              

4Iکه رابطه عدم قطعیت I  [۳۵] های متقارن یک کند که برای همه پتانسیلرا برآورده می

 باشد.وانتومی صادق میبعدی مكانیک ک

با مقادیر توان اطلاعات فیشر را می[، ۳۴] رائو -[ و کرامر۳۹استم ] های نامساویمطابق با 

( و 2-۳نتایج در  دول ) (.(2۳-۱( و )۱۹-۱دلات )امعمرتبم نمود ) 2pو  2xچشمداشتی

این، اطلاعات فیشر را برای مقادیر چشمداشتی از طریق  بر . علاوهاند( نشان داده شده۱۷-۳شكل )

روابم 
2

4I p    24وI x می بینیمتوان به دست آورد. در فضاهای مكان و تكانه می 

 .دارد یافزایش رفتاری Iکه حالییابد در می کاهش aبا افزایش پارامتر  Iکه

 

 

 

1,2nآنتروپی اطلاعات فیشر برای حالت های (:۷۱-۳شكل ) . 
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1,2nهاینتایج عددی برای رابطه عدم قطعیت و آنتروپی اطلاعات فیشر برای ویژه حالت (2-۳ دول )  با

1,2,3aمقادیر  . 

 

 نتایج  -۳-۷

گوردون سه بعدی و -کلینپی اطلاعات شانون در فضای مكان برای معادله آنترودر این فصل، 

اه پتانسیل چ ومعادله دیراک  تحتآنتروپی شانون و اطلاعات فیشر  و نیزتلر،  –نسیل پوشلتحت پتا

. آنتروپی اطلاعات شانون مكانمحاسبه شدند ،بینهایت
n

S و تكانه
n

S اطلاعات فیشر مكان ،I و

1,2nهاترین حالتو همچنین عدم قطعیت های مكان و تكانه برای پایینIتكانه   با پارامترهای ،

1,2,3a  های آنتروپی اطلاعات های  الب چگالی. برخی ویژگیمحاسبه شدندبرای چاه پتانسیل

( )n x،( )n x،( )s

n x،( )n p،( )n p  و( )s

n pهای احتمال، همچنین چگالی( )n x  و

( )n p این، نابرابری  بر . علاوهبررسی شدندBBMهای استم و کرامرطعیت، نابرابری، اصل عدم ق- 

 .مطالعه شدندهای در نظر گرفته شده رائو برای حالت

 

 

 

 

State a 
2x  x  p  

2p  p  x p   I  I  

 

1n   

 

 

2n   

 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

 

0.2833 

1.1498 

2.6645 

0.3207 

1.2832 

2.8906 

 

0.5322 

1.0723 

1.6323 

0.5663 

1.1328 

1.7002 

 

0.4624 

0.6699 

0.7146 

0.2721 

0.4644 

0.5810 

 

39.478 

9.870 

4.3865 

157.91 

39.478 

17.546 

 

6.2661 

3.0694 

1.9687 

12.5633 

6.2667 

4.1505 

 

3.3347 

3.2913 

3.2136 

7.1144 

7.0989 

7.0566 

 

33.6613 

5.6860 

1.4162 

151.089 

33.6613 

12.6028 

 

1.1330 

4.5998 

10.6583 

1.2827 

5.1330 

11.563 
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 فصل چهارم

 

آنتروپی اطلاعات شانون و آنتروپی فیشر برای 

 نوسانگرهای هماهنگ وابسته به زمان

 

 

 

 

 

 

 مقدمه -۴-۱
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که  را تعریف کردیک موج مرتبم با آن هر ذره در حال حرکت برای  ۱، دوبروی۱۹2۴در سال 

 این، اروین شرودینگر در ادامه فرضیه بر ماده شناخته شده است. علاوه-ماهیت موجبه عنوان  اکنون

معادله موج دیفرانسیلی مرتبه دوم معرفی کرد تا ماهیت مو ی ماده و ذرات مرتبم با یک دوبروی، 

ره به عنوان که ذ کندمیفرض  وموج در اپتیک است موج را توضیح دهد. این معادله شبیه معادله 

شود. هنگامی که این معادله حل می بیانبرحسب یک تابع به نام تابع موج موج رفتار کند و رفتار 

، همه چیز در تابع موج توان ازمیشود. حاصل میEو انرژی شود، دو چیز، یعنی تابع موجمی

ترین چیز است، که به خودی خود هیچ اهمیت مهم مورد ذرات استنباط شود. بنابراین تابع موج

2، یعنیفیزیكی ندارد، با این حال مربع قدر مطلق
فتن ذره در یک ناحیه خاصی از ، احتمال یا

و شرایم  Vانرژی ذره بسته به پتانسیل ،در معادله Eدهد.  ملهفضا در یک لحظه از زمان را می

تواند پیوستار یا کوانتیده باشد. تعیین میزان انرژی ذره یكی از مرزی ) محدودیت بر روی ذرات( می

 و ای داشته باشدتواند هر انرژیهای قابل تو ه مكانیک کوانتومی است. یعنی یک ذره نمیویژگی

و شرایم مرزی  Vپتانسیل  و بسته بهمعادله شرودینگر را دارا باشد که از تواند انرژی مجازی تنها می

 [.۹۴] شودتعیین می

 های فیزیكی برحسب ویژه مقادیرکه در آن کمیتکرد یف هایزنبرگ یک مكانیک ماتریسی تعر

ارزی با مكانیک [. معادلات ریاضی به طور موفقیت آمیزی در هم۹۵شد ]ماتریس توضیح داده می

نشان داده شده  ۱۹2۶ماتریسی بودند که توسم شرودینگر در سری مقالات منتشر شده در سال 

و توصیف دبه عنوان هایزنبرگ و مكانیک مو ی شرودینگر مكانیک ماتریسی از این زمان به بعد،  بود.

 [.۹۶مكانیک کوانتومی شناخته شدند ]موفق 

ه و دیگری ک (وابسته به زمان): یكی شامل زمان بررسی می شوددو شكل در شرودینگر  معادله

 [.۹۷شود]مستقل از زمان نامیده میرو است و از این شده در آن عامل زمان حذف

                                                            
1 de-Broglie 



67 
 

یح شود و توضنمایان می فرم صریحزمان به  یكی که در دله شرودینگر دو فرم داردن معابنابرای

ای است که در آن وابستگی . دیگری معادلهوج ذره در زمان تكامل خواهد یافتدهد چگونه تابع ممی

 و اغلبشود زمان حذف شده است و از این رو به عنوان معادله مستقل از زمان شرودینگر شناخته می

. این دو، معادلات مستقل از زمان و معادلات وابسته به رودبه کار میمجاز  هایانرژی تعیین برای

 توان بدستزمان،  دای از هم نیستند. معادله مستقل از زمان را به آسانی از معادله وابسته زمان می

 آورد ) به  ز حالتی که پتانسیل وابسته به زمان باشد(.

[ استفاده کردند ۹۹] ۴دو رزنفیل ۳[ از روش ناوردایی لویئس۸۹] 2سو گود ۱، بیسا2۰۱۱در سال 

ای رهبرای نوسانگرهای لگاریتم دورا یكانی به دست آوردند تا توابع موج معادله شرودینگر  یو تبدیل

 دست آورند. وابسته به زمان به

کار، واریانس وابسته به زماندر این ,x p نون، آنتروپی شا ,x pS و اطلاعات فیشر ,x pI ،

ما  ،دها میرا هستنشود. به دلیل اینكه این سیستمای محاسبه میبرای سه نوسانگر لگاریتم دوره

وزیع گیری گستردگی ت. آنتروپی شانون نقش اندازهکنیممی را بررسیاطلاعات فیشر تغییر زمانی 

ات اطلاعرفتار زمانی و  که اطلاعات فیشر اندازه گیری موضعی استکند، در حالیا بازی میاحتمال ر

تا حد زیادی تحت تاثیر ترتیب موضعی توزیع احتمال است. عبارات کلی برای  فیشر
,x pSو ,x pI  در

0nحالت  برحسب کند. برای یک نوسانگر است، که معادله دیفرانسیلی غیر خطی را برآورده می

 ای رابطه عدم قطعیت هایزنبرگ حداقل است و لگاریتم دوره
,x pSو ,x pI  باشند، مینوابسته به زمان

دو نوسانگر  کنند. برایوابسته به زمان رفتار می نوان نوسانگرهای غیراین نوسانگرها به عبه بیان دیگر 

 ، x، pدیگر 
,x pS و ,x pI ای به زمان بستگی دارند. برای همه این نوسانگرهای لگاریتم دوره

x pS S و 
x pI I ایج نت ، ایی که هامیلتونی وابسته به زمان استستند. از آنوابسته به زمان نی

                                                            
1 Bessa 
2 Guedes 
3 Lewis 
4 Riesenfeld 
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4xدهند تا نابرابری  البی و ود دارد. نتایج به ما ا ازه می pI I   برای همه نوسانگرهای لگاریتم

در  ،ینبنابرا کنیم.را بررسی میرائو و استم -های کرامرنابرابریرقراری بهمچنین  ای بنویسیم.دوره

های نوسانی وابسته به زمان و ، آنتروپی اطلاعات شانون و فیشر برای این سیستم۵و  ۴ هایقسمت

 گردد. نتایج در قسمت آخر نشان داده شده است.همچنین روابم عدم قطعیت محاسبه می

 ملاحظات اولیه -۴-2

به ترتیب، برای فضاهای مكان و تكانه، در  ین فصل ما آنتروپی شانون و اطلاعات فیشر رادر ا

 کنیم. برایحالت کلی برای نوسانگری که  رم و فرکانس آن وابسته به زمان است، محاسبه می

مان ه به زکه صریحاً وابست ای کار، ابتدا باید تابع موج این سیستم را پیدا کنیم. برای هامیلتونیاین

[ و از آن برای محاسبه ۹۹است، با استفاده از روش لوئیس و رزنفیلد توابع موج سیستم را پیدا ]

 کنیم.آنتروپی شانون و اطلاعات فیشر استفاده می

 های نظریه کوانتومی وابسته به زمانویژگی -۴-۳

بررسی ، H(t)که هامیلتونی آن صریحاً وابسته به زمان است را خواهیم یک سیستم کوانتومی می

 شود داده میبه صورت  زیر نماییم. برای این سیستم معادله شرودینگر وابسته به زمان 

(۴-۱                             )                                                     ( )
( ) ( )

t
i H t t

t








 

 یمانز صریح که وابستگی، یعنی اینمیتی در زمان ثابت استعملگر هرکنیم که میاکنون فرض 

 دارد نو ود 

(۴-2)                                                                                
1

, 0
d I I

I H
dt t i


  


 

 و

(۴-۳)                                                                                                       †I I 
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)( را بر روی حالت 2-۴معادله ) )t بریم:بكار می 

 
1

( ) ( ) , ( ) 0

1 1
( ) ( ) ( )

dI I
t t I H t

dt t i

I
t IH t HI t

t i i

  

  


  



  


 

 داریم( ۱-۴با استفاده از معادله )

(۴-۴)                                                                            
 

( )
( ) ( )

I t
i H t I t

t








 

)بینیم که ما می )I t  در نتیجه برای هر ثابتی معتبر   واب از معادله شرودینگر است ویک

)کنیم که ثابت است. حال فرض می )I t برای سهولت در  عملگری با مشتقات زمانی نیست.حاوی

)های مراحل کار ویژه حالت )I t ها کنیم، سپس با حل معادله شرودینگر این ویژه حالترا انتياب می

ای هبنابراین مجموعه کاملی از ویژه حالت شوند.در یک عامل فازی دليواه وابسته به زمان ضرب می

,متعامد  ;k t  از( )I t  و ود دارد و 

(۴-۵   )                                                                             ( ) , ; , ;I t k t k t   

, ; , ; k kk t k t      
                                                                                 )۶-۴( 

دهنده عدد کوانتومی لازم برای مشيص کردن ویژه نشان kناوردا هستند و که در آن ویژه مقادیر 

,حالت های  ;k t باشد. این واقعیت کهمی( )I t دهد که ویژه مقادیر آن هرمیتی است نشان می

ستقل از زمان هستند. برای م ویژه مقادیرتوانیم نشان دهیم که حقیقی هستند. ما همچنین می

 آوریمبا در نظر گرفتن زمان به دست می( را ۵-۴کار ما معادله )این

(۴-۷)                                         , ; , ; , ; , ;
I

k t I k t k t k t
t t t t


    

   
  

   
 

,های ( بر ویژه حالت2-۴با استفاده از معادله ) ;k t گیریم که ، نتیجه می 
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, ; , ; , ; 0
I

i k t IH k t HI k t
t
  


  


 

 (، داریم۵-۴با استفاده از معادله )

(۴-۸)                                                     , ; , ; , ; 0
I

i k t IH k t H k t
t
   


  


 

,( را در ۸-۴دو طرف معادله ) اکنون ;k t کنیم و ضرب می 

, ; , ; , ; , ; , ; , ; 0
I

i k t k t k t IH k t k t H k t
t

      


       


 

 (۵-۴ز معادله )با استفاده ا

(۴-۹)                                      , ; , ; , ; , ; 0
I

i k t k t k t H k t
t

     


      


 

برای ( به صورت زیر می۹-۴، معادله )شود 

(۴-۱۰                )                                                            , ; , ; 0
I

i k t k t
t

 


 


 

,( در ۷-۴ای معادله )با در نظر گرفتن حاصل ضرب نرده ;k tآوریم، به دست می 

, ; , ; , ; , ; , ; , ; , ; , ;
I

k t k t k t I k t k t k t k t k t
t t t t


        

   
  

   
 

 داریم( ۵-۴و دوباره با استفاده از معادله )

(۴-۱۱     )                                                                        , ; , ;
I

k t k t
t t


 

 


 
 

 توان نشان دادمی (۱۱-۴( و )۱۰-۴) از معادلات

(۴-۱2    )                                                                                                0
t





 



71 
 

)های ویژه حالت ارتباط در این مرحله )I t کنیمرا بررسی میمعادله شرودینگر  واب های ه ب .

( باز نویسی ۱2-۴( را با استفاده از نتیجه به دست آمده در معادله )۷-۴کار ابتدا معادله )برای این

 کنیم، به طوری کهمی

(۴-۱۳         )                                                             , ; , ;
I

I k t k t
t t

  
 

 
 

 

,( در ۱۳-۴اکنون با در نظر گرفتن حاصل ضرب نرده ای معادله ) ;k t آوریم، به دست می 

(۴-۱۴   )                  
 

, ; , ; , ; , ; , ; , ;

, ; , ;

I
k t k t k t k t k t I k t

t t t

k t k t
t

      

   

  
      

  


   



 

 به شودمیتبدیل ( ۱۴-۴(، معادله )۹-۴بنابراین با استفاده از معادله )

(۴-۱۵   )                              , ; , ; , ; , ;i k t k t k t H k t
t

       


       


 

برای   ،دهد معادله اخیر نتیجه می 

(۴-۱۶    )                                                , ; , ; , ; , ;i k t k t k t H k t
t

   


   


 

(، برای ۱۵-۴معادله ) توانستیم بگوییم که حالتمیماند، اگر چنین بود معتبر باقی نمی

, ;k t ،حالت فاز  ،حالکند. با اینمی در معادله شرودینگر صدق, ;k t ما  ثابت نشده است و

,های فاز هنوز هم در ضرب کردن حالت ;k t ین در یک عامل وابسته به زمان آزاد هستیم. بنابرا

)های ای  دید از ویژه حالتمجموعه )I tیابند، ، که در زمان مطابق با معادله شرودینگر تحول می

,های قبلیحالترابطه بین مجموعه  دید و کنیم. تعریف می ;k t عبارتست از 

(۴-۱۷     )                                                                          ( )
( ) , ;ki t

k t e k t

  
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)که در آن  )k t های حالت تابع حقیقی وابسته به زمان است.یک( )k t متعامد  هایویژه حالت

)بهنجار از )I t های  دید، معادله ویژه مقداری تبنابراین برحسب ویژه حالو  باشندمی( )I t  به فرم

 باشدزیر می

(۴-۱۸    )                                                                             ( ) ( ) ( )k kI t t t   

 ( در حالت۱۵-۴معادله ) ماند. بنابراین اگر های  دید معتبر باقی میالت، برای این ویژه ح

( در۱۵-۴هایی را انتياب کنیم که معادله )فاز های  دید، ویژه را معتبر نگه دارد، ویژه حالت

(، به ۱۳-۴های  دید و معادله )های معادله شرودینگر هستند. سپس با استفاده از ویژه حالتحالت

 وریمآدست می

(۴-۱۹  )                                           , ; , ; , ;kd I
I k t i k t k t

t dt t

   
 

    
 

,( در ۱۹-۴ای معادله )حاصل ضرب نرده ;k t ۴کنیم و با استفاده از معادلات )، را محاسبه می-

 آوریم( به دست می۹-۴( و )۵

(۴-2۰)                                 , ; , ;k
k k

d
k t i H k t

dt t


 


        


      


 

برای   شود بهتبدیل می، معادله 

(۴-2۱)                                                         , ; , ;k
k k

d
k t i H k t

dt t

  


 


 

,های ما باید حالت ;k t  ( برای 2۱-۴)ای را انتياب کنیم به طوری که سمت راست معادله

k k   صدق کندمعادله در .i H
t





، به عنوان یک عملگر هرمیتی است، که قطری کردن آن 

 کنیمگیریم. از رابطه زیر شروع میرا پی میمراحل زیر اکنون همیشه ممكن است. 

(۴-22  )                                                             , ; , ;kd
k t i H k t

dt t

  


 

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)بنابراین چون هر ویژه حالت )k t ، وابتوانیم یک ، ما میکندصدق میمعادله شرودینگر در  

 ها بنویسیم: وابکلی به عنوان یک ترکیب خطی از 

(۴-2۳)                                                                        ( )

,

,

( ) , ;ki t

k

k

t C e k t




  

که 
,kC.ه  رم و فرکانس وابست بایک نوسانگر هماهنگ  اکنون ، ضرایب وابسته به زمان هستند

 عبارتست ازسیستم این  گیریم. هامیلتونیرا در نظر میبه زمان 

(۴-۴2           )                                                           
2 2 2( ) ( )

( )
2 ( ) 2

p m t t x
H t

m t


  

)که  )m t و( )tو  ، به ترتیب  رم و فرکانس نوسانگر هستندx   وp های مزدوج کانونی متغیر

 در هستند که 

(۴-2۵                )                                                                                ,x p i 

 داریمبا نوشتن معادلات هایزنبرگ برای این سیستم، کنند. صدق می

(۴-a2۶)                                                                                               
( )

p
x

m t
 

 (۴-b2۶  )                                                                                2( ) ( )p m t t x  

 آوریمبه دست میمطابق زیر معادله حرکت را  ،(2۶-۴معادلات ) از

(۴-2۷ )                                                                              2( ) ( ) 0x t x t x    

 و

 (۴-2۸)                                                                                             ( )
( )

( )

m t
t

m t
  

 است: کلاسیک هامیلتونیمشابه معادله حرکت 
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(۴-2۹              )                                                            2( ) ( ) 0cl cl clx t x t x    

  دهد متغیر کلاسیكی است.نشان می cl اندیسکه 

و  ، لوئیسهای هامیلتونی کوانتومی وابسته به زماندقیقی از سیستمهای برای یافتن  واب

)زنفیلد یک عملگر ناوردا برای سیستمی با  رم ثابت و فرکانس ر )t  به دست آوردند. پیش ،

ه ( به دست آورد2۴-۴یک عملگر متغیر برای هامیلتونی داده شده در معادله ) ۱از این روش، پدروسا

[ پدروسا، سیرا و گودس با استفاده از عملگر ناوردا به دست آمده در مر ع ۱۰۰. در مر ع ]بود

بدون اختلال به دست  س وابسته به زمان رابا  رم و فرکان [، تابع موج دقیق نوسانگر هماهنگ۹۹]

 آوردند.

 [ فرم زیر را دارد۹۹های ساخته شده توسم لوئیس و روزنفیلد ]ثابت

(۴-۳۰             )                                              2 21
( ) ( ) ( ) ( ) ,

2
I t t x t p t x p      

)که در آن )t،( )tو( )tو، توابع حقیقی وابسته به زمان ، ,x p  ایی  ابهبرای پاد معمولنماد 

x  وp هستند. 

 داریم( نسبت به زمان، ۳۰-۴با مشتق گرفتن از معادله )

(۴-۳۱     )           2 21
, 2

2

dI
x p x p xx pp xp px px xp

dt
               

 آوریم، روابم زیر را به دست می(b2۶-۴)و  (a2۶-۴)( و 2-۴ت )با استفاده از معادلااکنون  

(۴-a۳2         )                                                                      22 ( ) ( ) 0m t t         

 (۴-b۳2)                                                                                        2
0

( )m t


   

                                                            
1 Pedrosa 
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(۴-c۳2)                                                                       2( ) ( ) 0
( )

m t t
m t


     

تم معادله کمكی برای سیسیک که  ،یک معادله دیفرانسیل تكیناخیر، سه معادله با استفاده از 

 دهیمرای این منظور، ابتدا  ایگذاری زیر را انجام میآوریم. بمی، به دست است

(۴-۳۳)                                                                                            2( ) ( )t t  

 دهدنتیجه می (b۳2-۴)کار، معادله با انجام این

(۴-۳۴)                                                                                           ( )m t   

 نویسیمرا به صورت زیر می (c۳2-۴)معادله  (،۳۴-۴( و )۳۳-۴حال، با استفاده از معادلات )

(۴-۳۵)                                                         2 2 2 2 2 2m mm m m         

 دهدنتیجه می(، ۳۵-۴( و )۴-۳۴، )(a۳2-۴)معادلات ترکیب معادله اخیر با 

(۴-۳۶)                                   2 2 2 2 2 2 2 22 0
d

m mm m m m
dt

           

 یا

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

3 2 3 2

4 2 0

mm m mm m m mm

m m m mm

      

     

    

    
                              )۳۷-۴( 

 یا

(۴-۳۸   )
2

2 2 2

2
3 4 2 2 3 0

m m m m m

m m m m m
         
   

           
  

 

 نویسیم میبه صورت زیر ( را ۳۸-۴معادله )
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2
2 2

2
2 3 2 0

m m m m m

m m m m m
            
    

             
   

 

(۴-۳۹) 

 تو ه کنید که

(۴-۴۰)                         
2

2 2

2
2

m m m d m

m m m dt m
         

 
        

 
 

2( در ۳۹-۴سپس با ضرب معادله ) 2m  ( به دست می۴۰-۴و استفاده از معادله ،)آوریم 

(۴-۴۱)             2 3 2 2 2 3 23 2 0
d m m

m m mm
dt m m

          
   

         
   

 

 دانیم کهو می

(۴-۴2)                                                                   2 3 2 2 33 2
d

m m mm
dt

    

 توان نوشت ( می۴۱-۴) از معادله

(۴-۴۳)                                                                 3 3 2 0
d m

m
dt m

    
  

    
  

 

 آوریم(، به دست می۴۳-۴معادله ) ازگیری با انتگرال

(۴-۴۴)                                                                             
2

2

2 3

m C

m m
   


   

 گیری است.یک ثابت دليواه انتگرال 2Cکه  

 داریم( ۴۴-۴( و )۳۵-۴(، )۴۳-۴(، )۳۳-۴معادلات ) اکنون از

(۴-۴۵)                                                                
2

21
( )

2

Cx
I t p m x 



  
    

   
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)که در آن )t ( را برآورده می۴۴-۴معادله کمكی ) متغیرکند. با تغییر
1

2( ) ( )t C t   و با

1C( و قرار دادن۴۵-۴آن در معادله ) اری ایگذ  ،داریم 

(۴-۴۶  )                                                                
2

21
( )

2

x
I t p m x

p
 

  
    

   

 

 عبارتست از  و معادله کمكی  دید

(۴-۴۷ )                                                                                2

2 3

1m

m m
   


   

 .شودمی[ شناخته ۱۱۰،2۱۰] ۱پینر-که به عنوان معادله تعمیم یافته میلن

ثابت داده  عملگرتوان برای ایجاد یک ( را می۴۷-۴بنابراین، هرگونه راه حل خاصی از معادله )

 ( مورد استفاده قرار داد.۴۶-۴شده در معادله )

 2(، سیستمی از ارماکوو۴۶-۴( و ثابت )۴۷-۴( و )2۷-۴شویم که معادلات )و ه میمت

دهند. ثابت داده شده در معادله ( تشكیل می2۴-۴[ برای هامیلتونی داده شده در معادله )۱۰۴،۱۰۳]

ها به عنوان ثابت [ به دست آورده شده که در نوشته۱۰۶[ و لوئیس ]۱۰۵( توسم ارماکوو ]۴-۴۶)

 .شودمی لوئیس شناخته-ارماکوو

)با ایجاد عملگر ناوردا )I tها و ویژه مقادیر آن را تعیین کنیم. بدین منظور، ، ما باید ویژه حالت

)ما دو عملگر وابسته به زمان،  )a t و† ( )a tکنیم:، تعریف می 

(۴-a۴۸)                                                              

1

21

2

x
a i p m x

p
 

   
     
    

 

                                                            
1 Milne-Pinnery 
2 Ermakov 
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(۴-b۴۸)                                                            

1

2
† 1

2

x
a i p m x

p
 

   
     
    

 

 کندمیصدق   ایی زیررابطه  ابهدر که 

(۴-۴۹)                                                                                               †, 1a a    

 :بنویسیم، a†و aرا بر حسب  xو  p (،۴۸-۴با استفاده از معادله ) فرض کنید

(۴-a۵۰)                                                                                      
1

2
†1

2
x a a

 
  
 

 

(۴-b۵۰)                                                 
1

2
†1 1 1

2
p i im a im a 

 

      
         

      
 

 داریم (،۴۶-۴( در )۵۰-۴با  ایگذاری معادلات )

(۴-۵۱)                                                                                    † 1
( )

2
I t a a

 
  

 
 

 کند:که عملگر  دیدی را معرفی می

(۴-۵2)                                                                                          † †N N a a  

 توان نوشت را می( ۵۱-۴معادله ) و

(۴-۵۳       )                                                                               1
( )

2
I t N

 
  

 
 

)های  ایی که ویژه حالتبنابراین از آن )I tهای ، ویژه حالت( )N t  هستند، داریمنیز 

(۴-۵۴)                                                         , , 0,1,2,...N n t n n t n  

 و

(۴-۵۵)                                                                                       , ,nI n t n t 
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 آوریم(، به دست می۵۵-۴( در معادله )۵۳-۴با  ایگذاری معادله )

1
, , ,

2
nN n t n t n t

 
  

 
 

)ویژه مقادیر  (،۵۴-۴با استفاده از معادله ) )I tآوریمرا به دست می:  

(۴-۵۶)                                                                                         1

2
n n

 
  

 
 

 یمدار بنابراین،

(۴-a۵۷)                                                                               1/2, 1,a n t n n t  

(۴-b۵۷)                                                                        
1/2† , 1 1,a n t n n t   

(۴-c۷۵         )                                                                             ,, , n nn t n t  
  

کنند کاهشی پیروی می عملگرهای، از همان  بر Nو a،†aتو ه داشته باشید که عملگرهای 

 د.وشیک عملگر هامیلتونی نوسانگر هماهنگ وابسته به زمان استفاده میکه برای قطری کردن 

)حال، توابع موج دقیقی برای )I t گیریمکنیم. معادله شرودینگر را در نظر میناوردا محاسبه می: 

(۴-۵۸)                                                                           , ( ) ,i x t H t x t
t
 





 

 با

(۴-۵۹)                                                             
2 2 2 2

2

( ) ( )
( )

2 ( ) 2

m t t x
H t

m t x


  


 

که در آن تابع موج   ,x t x t  .(را 2-۴(، معادله )۴۶-۴در این نمایش، ناوردایی )

  عبارتند از ( دیدید( ۵۵-۴( و )۵-۴درمعادلات )که طورکند و ویژه مقادیر ) همانبرآورده می

(۴-۶۰)                                                                                ( , ) ( , )n n nI x t x t   
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nکه در آن  n n n   
   و ویژه مقادیرnهایتوانیم  وابما می ، ثابت هستند. بنابراین 

) معادله شرودینگر را با ویژه مقادیر  , )n x t در( )I t مرتبم کنیم: 

(۴-۶۱            )                                                                  ( )
( , ) ( , )ni t

n nx t e x t
  

)که در آن فازهای  )n t((22-۴معادله ) طبق) شوندزیر داده می به صورت 

(۴-۶2 )                                                   ( )
( , ) ( ) ( , )n

n n

d t
x t i H t x t

dt t


 


 


 

 مطابق زیر نوشت ( را۵۸-۴کلی معادله شرودینگر برای معادله )  واب توانمی بنابراین،

(۴-۶۳)                                                                       ( )
( , ) ( , )ni t

n n

n

x t C e x t
  

شوند، از تبدیل ( توصیف می۵۹-۴، برای محاسبه توابع موج نوسانگر که توسم هامیلتونی )اکنون

 [۱۰۷،۱۰۰کنیم ]یكانی زیر استفاده می

 (۴-۶۴)                                                                               ( , ) ( , )n nx t U x t   

 که

(۴-۶۵)                                                                   
2

21
( )

2

x
I t p m x

p
 

  
    

   

 

 نوشتدر شكل زیر  ا( ر۶۰-۴معادله ) توانمی از این تبدیل،

(۴-۶۶)                                                                               ( , ) ( , )n n nI x t x t     

 که

(۴-۶۷   )                                                                                            †I UIU  

 داریم(، ۶۷-۴( و )۶۵-۴(، )۶۰-۴و با استفاده از معادلات )
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(۴-۶۸               )                                                             
2 2 2

2

2 22 2

x
I

x





   


 

)(، و تغییر متغیر ۶۶-۴( در معادله )۶۸-۴با  ایگذاری معادله ) )pI tآوریم، به دست می 

(۴-۶۹)                                                              
2 2 2

2
( ) ( )

2 2
n n n


    



 
   

 
 

 که

(۴-۷۰)                                                          
1/2 1/2

1 1
( , ) ( ) ( / )n n nx t x    

 
   

 وارد شده است: بهنجارش ( برای۷۰-۴، در معادله )/1/21 و  مله

(۴-۱۷)                                                                          * * 1n n n ndx d         

است که معادله شرودینگر نوسانگر هماهنگ مستقل از زمان یک بعدی مشابه (، ۶۹-۴معادله )

 های آن عبارتند از  واب

(۴-۷2)                                   
1/2 1/22

1/2 1/2

1 1
( ) exp

!2 2
n nn

H
n


  



     
        
       

 

 که در آن

(۴-۷۳        )                                                                                 1

2
n n

 
  

 
 

(، ۶۵-۴(، )۶۴-۴. بنابراین، با استفاده از معادلات )است nای هرمیت از مرتبه چند  مله nHو

 آوریم(، به دست می۷2-۴( و )۴-۷۰)

(۴-۷۴)                                                                               * * 1n n n ndx d         
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)فازهای  بایداکنون تنها  )n t( را برای دادن ۶2-۴، را بیابیم که معادله )ز دقیق ا های واب

(، ۶2-۴( در معادله )۶۴-۴( و )۵۹-۴با  ایگذاری معادلات ). ( برقرار کند۵۸-۴) معادله شرودینگر

 داریم 

(۴-۷۵  )                                   
22 ( )

n
n n

d I
i i x i

dt t x m t

  
 

  

 
    

 
 

 رسیم به(، می۷۵-۴( در معادله )۷۰-۴معادله ) گذاریحال با  ای

(۴-۷۶ )                                             
2 2( ) ( )

n n
n n n n

d I

dt m t m t

 
   

 


   

 ( داریم۷۶-۴و ) (۷۳-۴) از معادلاتبا استفاده 

(۴-۷۷   )                                                                
2

0

1 1
( )

2 ( )

t

n t n dt
m t




 
     

 

فرکانس و  رم وابسته به  (، برای نوسانگر هماهنگ با۵۸-۴معادله شرودینگر )  واب ،در نهایت

 (، عبارتست از ۷۴-۴( و )۶۱-۴ده از معادلات )با استفا ،زمان

(۴-۷۸)
 

1

2
2

1/2 1/2 2

1/2

1 ( )
( , ) exp ( ) exp

!2 2 ( ) ( )

1

n n n

n

m t i
x t i t i x

n m t t

x
H


 

   



   
    

    

    
     

     

 

)که فازهای  )n t( داده شده۷۷-۴در معادله ) کلی معادله   واباند. برای به دست آوردن

  کنیم.( وارد می۶۳-۴ا در معادله )( ر۷۷-۴( و )۷۴-۴(،معادلات )۵۸-۴شرودینگر )

این نتایج برای محاسبه آنتروپی اطلاعات شانون و آنتروپی فیشر برای از های زیر، در قسمت

در این روند، از از روش لوئیس و رزنفیلد  بهره می  کنیم.های وابسته به زمان استفاده مینوسانگر

 گیریم.
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 آنتروپی اطلاعات شانون و واریانس -۴-۴

نها تابع ما ت ترین مقدار را دارد. در محاسبات،ها برای حالت پایه کمصل ضرب عدم قطعیتحا

0n ( را به ازای۷۸-۴موج ) گیریم:، در نظر می 

(۴-۷۹)                               0

1

2
( ) 2

0 2

1 1 1 1 ( )
( , ) exp

2

i t im t
x t e x

 


  

       
       

      
 

0که  ( )t 0و به ازای( ۷۷-۴معادله ) ازn   است.قابل محاسبه 

 آوریمکنیم، بنابراین به دست می( تبدیل فوریه را محاسبه می۷۹-۴از طریق معادله )

(۴-۸۰)                                 
1

1 2 22
2 2

0

1 1
( , ) ( ) ( ) exp ( )

2

p
p t g t t t


   

 

   
        

    
 

 که

(۴-۸۱   )                                                                
2

0

1
( ) exp

2 ( )

t
i

g t dt
m t 

 
  

 
 

 و

(۴-۸2)                                                                                
2 2 2

1 ( )
( )

1 ( )

im t
t

m t




 





 

 (1توان یافت ) در واحد با استفاده از معادلات بالا روابم زیر را می

(۴-۸۳)                                                                                           0x p  

(۴-۸۴)                                                                                    2 2 1

2
x n

 
  

 
 

(۴-۸۵)                                                             2 2 2 2

2

1 1
1 ( )

2
p m t n 



 
   

 
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(۴-۸۶)                                                           
1

2 2 2 2
1

1 ( )
2n

x p m t n


 
 

     
 

 

ترین کم ،( به دست آمده۸۵-۴( و )۸۴-۴(، )۸۳-۴با استفاده از معادلات ) ، که(۸۶-۴معادله )

0nر رابطه عدم قطعیت هایزنبرگ برای مقدا   وconst های شانون دهد. آنتروپی، را نشان می

0nوابسته به زمان برای  (در فضاهای مكان( )xS t) ( وتكانه( )pS t( ۷۸-۴یلتونی )( برای هام

 عبارتند از 

(۴-۸۷  )                                        
2 2 2

0 0

1
( ) ( , ) ln ( , ) ln

2
xS t x t x t dx e     

(۴-۸۸)                      
2 2 2 2 2

0 0 2

1
( ) ( , ) ln ( , ) ln 1

2
p

e
S t p t p t dx m


   



  
     

  
 

 عدد اویلر است.e که 

)برای  )m t و( )t ( ۴۷-۴معین از معادله )کنیم تا مقادیر استفاده میx p ،xS و
pS از  را

[. بنابراین مطابق ۱۰۷به دست آوریم ] ،خطی استدیفرانسیل غیر معادلهکه یک  ،پینری-رابطه میلن

)حقیقی  های وابتنها  ،[۹۹روش لوئیس و رزنفیلد ] )t  قابل قبول است. برای این منظور

)0( ۱گیریم: ای زیر را در نظر میدورهلگاریتم نوسانگرهای  )m t m t،2)0( )m t m const  ۳و)

2

0. ( )m t m t 

1در تمام این سه مورد 

0( )t t  1/2، که

0 0m باشد.می 

 [ ۹۸] داریم( ۴۷-۴معادله ) ، از(۱برای نوسانگر )

(۴-۸۹            )                                                              
2

0

2 2 2 3

0

1 1

t t m t


  


   

(۴-۹۰         )                                                                                   
0 0

1

m



 
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 و
0 0

1

2
x

m
 ،0 0

2

m
p


  1اصل عدم قطعیت هایزنبرگ عبارتست از و

2
x p  .  با تو ه

 به 

(۴-۹۱)                                                 
0

1
2 2 2

4ln
0 0 0 02

0 ( , ) exp
2

i t m m x
x t e


 




   
   

   
 

 متناظر عبارتست از نتروپی شانون آ

(۴-۹2  )                                                                             
0 0

1
( ) ln

2
xS t e

m





 
  

 
 

(۴-۹۳)                                                                               0 0

1
( ) ln

2
pS t e m  

 آیده از این معادلات رابطه عدم قطعیت زیر به دست میک

(۴-۹۴)                                                                                     1 lnx pS S    

 داریم( ۴۷-۴(، از معادله )2برای نوسانگر )

(۴-۹۵)                                                                                    
2

0

2 2 3

0

1

t m


 


  

 عبارتست از حقیقی آن   وابو 

(۴-۹۶)                                                                          
 

1

2

1/2
2

0 0

2

4 1

t

m




 
 
 
 
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در این حالت، واریانس 
 

1/4
2

0
04 1

t t
x

m 
 


 و 

 
0 0

1/4
2

04 1

m
p

t




 


به زمان وابسته  

است، در حالی که رابطه عدم قطعیت هایزنبرگ
 

0

1/2
2

04 1
x p




  


وابسته به زمان نیست. 

 برابر است با این حالت درآنتروپی شانون 

(۴-۹۷)                                                               
 

1/2
2

0
0

1 2
( ) ln

2 4 1
x

t
S t e

m




 
 
 
 

 

(۴-۹۸)                                                            
 

2

0 0

1/2
2

0

41
( ) ln

2 2 4 1
p

e m
S t

t

 



 
       
 

 

 حقیقی   واب(، ۳برای نوسانگر )

(۴-۹۹)                                                                        
2

0

2 2 4 3

0

2 1

t t m t


  


   

 [۹۸به صورت ]

(۴-۱۰۰)                                                                            
 

1/4
2

0 0

2 1

4 1m t






 

و بنابرایناست 
 

1/4
2

0
0

1 1

4 1
x

m t 
 


،

 
0

0 1/4
2

04 1
p m t




 


و 

 
0

1/2
2

04 1
x p




  


 .

باشند. آنتروپی شانون برای این با نوسانگر دومی کاملاً متفاوت میpوxنتایج در این حالت برای 

 آیدزیر به دست می صورتبه نوسانگر 

(۴-۱۰۱)                                                          
 

2

0

1/2
2 2

0
0 0

1 2
( ) ln

2 4 1
x

t
S t e

m t t




 
 
 
 
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(۴-۱۰2   )                                                       
 

2 2

0 0 0

2 1/2
2 2

0
0 0

41
( ) ln

2 2 4 1
p

m t t
S t e

t t






 
 
 
 

 

2توان فهمید که می (b)و  (a)(۱-۴از شكل)

0 ( , )x t ( ۱-۴شكل( )۳برای نوسانگر(b) ) با

دقت  بیان دیگر شود، به تر می( موضعی (a)۱-۴شكل  ( )2نسبت به نوسانگر )زمان  افزایش

 یابد.افزایش می)اطلاعات( در موضعیت )مكان( ذرات 

)مقدار  ) ( )x pS t S t( یكسان و عبارتست از۳( و )2ای )ه، برای نوسانگر 

(۴-۱۰۳)                                                                  
2

0

2

0

41
1 ln ln

2 4 1
TS






 
    

 
 

، (۱۰۰-۴( و )۹۶-۴مقادیر حقیقی از معادلات )برای داشتن که 
0

1

2
 . 

)ها برای همه نوسانگرکنیم مشاهده میبنابراین  )xS t که حالیدرمی یابد  با افزایش زمان کاهش

( )pS t  ،ی داردافزایشرفتاری با افزایش زمان. 

 

 

ارزیابی (:۱-۴شكل.)
2

0 ( , )x t  برای(a) ( و 2نوسانگر )(b) ( در شكل ها از ۳برای نوسانگر .)0 5  استفاده

 .[2۴] ایمکرده
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 اطلاعات فیشر -۴-۵

)چگالی احتمال  و بر حسب اطلاعات فیشر در یک بعد )x  شود ( داده می۱۶-۱)با رابطه

[۱۰۹،۹۷]: 

2
ln ( )

( ) 0x

d x
I x dx

dx




 
  

 
 

)گیریم که توسم تابع موج نون یک سیستم کوانتومی را در نظر میاک , )n x tشود. توصیف می

2 به صورت چگالی احتمال در فضای مكان
( , ) ( , )nx t x t   بنابراین اطلاعات فیشر در است و

 عبارتست از ( ۱۵-۱معادله )

(۴-۱۰۴             )  
2

*
2*

*

( , ) ( , )
4 ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

n n
x n n n

n n

x t x t
I x t x t dx x t dx

x t x t

 
  

 


  

   
 

  

nکه

n

d

dx


   . برای مو ی از یک تابع نوسانگر هماهنگ با  رم و فرکانس وابسته به زمان که

0nبرای حالت و ( داده شده است ۷۸-۴در معادله )  اطلاعات فیشر برای فضای مكان که در ،

 آیدمیبه دست به فرم زیر ( داده شده، ۱۰۴-۴معادله )

(۴-۱۰۵)                                                                                          
2

2
( )xI t


 

 برابر است با به طور مشابه، اطلاعات فیشر برای فضای تكانه 

(۴-۱۰۶)               
2

*
2*

*

( , ) ( , )
4 ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

n n
p n n n

n n

p t p t
I p t p t dp p t dp

p t p t

 
  

 


  

   
 

  

)که  , )n p t  تابع موج در فضای تكانه است وn

n

d

dp


  (( ۸۱-۳معادله)). 

0n( با ۷۸-۴بنابراین برای تابع موج داده شده در معادله ) فیشر برای فضای تكانه  ، اطلاعات

 شود بامی برابر
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(۴-۱۰۷ )                                                                
2

2 2 2

2 1
( )

1 ( )
pI t

m t



 

 
  

 
 

x و حاصل ضرب pI Iفرم زیر را دارد 

(۴-۱۰۸)                                                            
2 2 2 2

4 1
( ) ( )

1 ( )
x pI t I t

m t  

 
  

 
 

)تا  تعیین می کنیمپینری را -معادله میلن  وابمجدداً، تنها  )xI t و( )pI t.را به دست آوریم ، 

 آیداطلاعات فیشر به دست می ،(۹۰-۴طبق معادله )، (۱برای نوسانگر )

 

 (۴-a۱۰۹)                                                                                      0 0( ) 2xI t m  

(۴-b۱۰۹  )                                                                                     
0 0

2
( )pI t

m 
 

(۴-c۰۹۱ )                                                                                      ( ) ( ) 4x pI t I t  

 آوریمبه دست می ،(۹۶-۴طبق معادله )، (2ای نوسانگر )همچنین بر

(۴-a۱۱۰)                                                                            
1

20 2
0( ) (4 1)x

m
I t

t
  

(۴-b۱۱۰)                                                                           

1

2 2
0

2

0 0

(4 1)4
( )

4
p

t
I t

m






 

 داریم( ۱۰۰-۴معادله ) ( از۳، برای نوسانگر )سرانجام

(۴-a۱۱۱)                                                                         
1

2 20 2
0 0

0

( ) (4 1)x

m t
I t t

t
  

(۴-b۱۱۱)                                                                        

1

2 2 2
0 0 0

2 2

0 0 0

4 (4 1)
( )

4
p

t t
I t

m t t






 
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)مقدار  ) ( )x pI t I t( یكسان و عبارتست از:۳( و )2، برای نوسانگرهای ) 

(۴-۱۱2)                                                                                
2

0

1
( ) ( ) 4x pI t I t


  

( )xI t و( )pI t (2-۴های )در شكل (a)  و(b) ( و در 2برای نوسانگر )( 2-۴شكل های) (c)  و(d) 

) کنیم که ( نشان داده شده است. مشاهده می۳برای نوسانگر ) )pI t( با افزایش 2برای نوسانگر )

 یابد.( افزایش می۳یابد، در حالی که برای نوسانگر )زمان کاهش می

 

)هایی از رسم (b)و   (a)(:2-۴شكل) )xI t و ( )pI t( و2برای نوسانگر ) (c)  و(d) هایی از رسم( )xI t و( )pI t 

0(. در شكل ها از ۳برای نوسانگر ) 0 1m   [2۴] ایمکردهاستفاده. 

[ و ۱۰2های استم ]نابرابری( می توان 2۳-۱( و )۱۹-۱از طریق عبارات مو ود در معادلات )

 مرتبم کرد. 2xو 2pچشمداشتی [ را به مقادیر۳۱۰رائو ]-کرامر

توانیم می (،22-۱( و )۴۷-۴با استفاده از معادلات ) 
2

x pI I x p


    های بیابیم. از نابرابریرا

،استم 
2

xI p  و 
2

pI x یابیم.را می 
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( این طور نیست، یعنی۱نوسانگر )( یكسان است ولی ۳( و )2وسانگرهای )رائو برای ن-روابم کرامر

 
2

x pI I x p


  و برقرار هستندهای استم . با این حال نابرابری 
2

4xI p   و 
2

4pI x 

 . 

 نتایج -۴-۶

ثابت است. در این حالت اصل عدم قطعیت  یابیم که( می۱ای )برای نوسانگر لگاریتم دوره

0nهایزنبرگ برای  های ، حداقل است. کمیتxS ،
pS، xIو 

pIنشان  همه ثابت هستند و این

دهد که دهد که بدون از دست دادن اطلاعات در این سیستم و ود دارد. این نتایج نشان میمی

 الب است بسیارکند. این نتیجه وابسته به زمان رفتار مینگ غیروسانگر هماهمانند ن( ۱نوسانگر )

رائو که-(، سیستمی وابسته به زمان است. همچنین روابم کرامر۱که نوسانگر ) چرا 
2

( )xI t x


  

و 
2

( )pI t p


  که روابم استم توسم، در حالیبررسی کردیمباشند را می  
2

4xI p و

 
2

4pI x   شوندمیداده. 

x. در این حالت،tبینیم کهمی( 2ای )برای نوسانگر لگاریتم دوره  t و
1

2p t


 اثر ،

دهد. این  فشردگی در ان مییابد را نشوقتی زمان افزایش می pفشردگی مشاهده شده در تكانه 

که رابطه عدم قطعیت هایزنبرگ  بران شده است، به طوری xبرای گستردگی در مكان  pتكانه 

1

2
x p  1 ( ، ۹۸-۴( و )۹۷-۴شود. مطابق با معادلات )، هنوز حفظ می

xI tو 
pI t نشان

 رفتار افزایشیکه در فضای تكانه د، در حالییاب، اطلاعات در مكان کاهش میزمان افزایشا بدهد می

0xSاست  . در وابستگی به زمان، ممكناست  0وpS معنی است. از ، هرچند از نظر فیزیكی بی

طرف دیگر، آنتروپی شانون کل، 
x pS S  و اطلاعاتی در مورد تحول زمانی  وابسته نیستبه زمان

 و xI رغم این که. علینمی دهدآنتروپی 
pI  به زمان بستگی دارند، حاصل

x pI I  وابسته به زمان

 نیست.
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 ،(۳برای نوسانگر )
1

2t


نتیجه و در
1

2x t


 و  p t( برخلاف نوسانگر ۳یعنی نوسانگر )

 . کندرفتار می ( 2)

1ای برابری بكنر، بیرولا و میسیلیسكی، برای تمام سه نوسانگر لگاریتم دوره lnx pS S   

1 (داریم۱سانگر )که برای نوثابت شده است، در حالی lnx pS S   . رابطه  در هر سه نوسانگر

 رائو-کرامر 
2

( ) ( )x pI t I t x p


   ( ۱کنند. با تو ه به نابرابری استم برای نوسانگر )میصدق

  
2

4xI p و 
2

4pI x ( مشاهده می۱۱۳-۴. از معادله ) 0کنیم که در حد ،

 ( ) ( )x pI t I t کند.میل می ۴به سمت 
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 فصل پنجم

های روند خواص  هانی آنتروپی اطلاعات برای سیستم

 تک فرمیونی
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 مقدمه -۵-۱

 میهای مكانیک کوانتوهای اخیر نقش مهمی در مطالعه سیستمهای اطلاعات نظری در سالروش

در دو مورد بازی کرده است: ابتدا در روشن سازی مفاهیم بنیادی مكانیک کوانتومی و دوم در به هم 

ی ها[ آنتروپی اطلاعات در فضا۱۱۰های احتمال در فضاهای مكان و تكانه. اخیراً ]پیوستگی چگالی

ها و اتم در ترون، توزیع چگالی الكمانند توزیع چگالی هسته یهای متفاوتمكان و تكانه برای سیستم

 های اتمی بررسی شده است. خوشه درتوزیع چگالی الكترون ظرفیت 

ای )به  ای های تک ذرهبرای توابع موج حالت وکنیم تا میزاندر این فصل تلاش می

ابرهسته  در یک نوکلئون در هسته و یک ذرههایی مانند [( برای سیستم۰۱۱چگالی کل در مر ع ]

سیستم کوانتومی یک درتحریک یک فرمیون در  ووابستگیکه  هدف این استمحاسبه کنیم. 

 تعداد ذرات را بررسی نماییم. بهو همچنین وابستگی 

 ملاحظات اولیه -۵-2

 آید:، از رابطه زیر به دست میNسازی به تعداد ذرات رابطه عدم قطعیت آنتروپی برای بهنجار

(۵-۱)                                      3 1 ln 2 ln 6.434 2 lnr kS S N N N N N N      

ت ها به دسهای الكترونی در اتمهای اطلاعات توزیع[ عبارت تقریبی زیر را برای آنتروپی۴۹] ۱گادر

 آورد:

(۵-2       )                                                                    6.65 lnr kS S N N N  

  نشان دادند ۳فوک-[ با محاسبات هاتری۱۱۱گادر و همكارانش ]،  2فرمی -با استفاده از نظریه توماس

(۵-۳      )                                                            6.257 0.993 lnr kS S N N N  

                                                            
1 Gadre 
2 Tomas-Fermi 
3 Hartee-Fock 

rSkS

rSkS
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بردن مدل نوسانگر هماهنگ  [ با بكار2۱۱] 2و ماسن ۱پانوس باشد.ها میتعداد الكترون Nدر اینجا 

 ای یافتند:های هستهها، عبارت زیر را برای توزیعساده از هسته

(۵-۴ )                                                                   5.287 1.13 lnr kS S N N N  

به دست kSوrSرای ب ی. با تو ه به روابم شكل تابعی یكساناستها در هسته تعداد نوکلئون Nکه 

r ،آید اما مقدار مهممی kS S.است 

 (۱-۵( با نابرابری عدم قطعیت آنتروپی در رابطه )۴-۵( و )۳-۵(، )2-۵روابم )شباهت قابل تو ه 

 دهد که شكل تابعینشان می

(۵-۵           )                                                                    lnr kS S aN bN N  

 برای سیستم های چند فرمی در میدان متوسم  هانی است. 

)با این حال رابطه بالا برای یک  )r و( )n k  بهنجار برای تعداد ذراتN ده شد. به دست آور

توان به یک بهنجار نمود. یک رابطه ساده بین دو حالت و ود تر میاین تابع را به شكل زیر راحت

 به دیگری تبدیل نمود:مطابق زیر توانیم یک حالت را می براحتی دارد و

(۵-a۶                 )                                           [ ]
[ 1] lnr

r

S norm N
S norm N

N


   

(۵-b۶ )                                                          [ ]
[ 1] lnk

k

S norm N
S norm N

N


   

)ای در فضای مكان برای یک تابع موج تک ذره از این رو، آنتروپی اطلاعات  )r  به صورت زیر

 شود تعریف می

(۵-۷)                                                                          
2 2

( ) ln ( )rS r r dr   

                                                            
1 Panos 
2 Massen 

rS
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 در فضای تكانهkSدر حالی که آنتروپی

(۵-۸)                                                                          
2 2

( ) ln ( )kS k k dk   

)باشد کهمی )k تبدیل فوریه( )r است. 

 رو با بهنجار کردن به یک، داریماز این

(۵-۹       )                                         6.65 ln (atoms,Tomas-Fermi)r kS S N  

(۵-۱۰  )                                     6.257 1.007ln (atoms,Hartee-Fock)r kS S N  

(۵-۱۱        )                                        5.287 0.875ln (nuclei-H.O.)r kS S N  

lnS دهیم که تابعی مشابهنشان می a b N   تابعی از تعداد ذرات  صورتبرای آنتروپی بهN ،

 ها ذکر خواهد شد. آن دو مورد ازکه در این فصل  شوندتعیین میهای ذکر شده برای سیستم

 روپی اطلاعات برای یک نوکلئون در هستهآنت -۵-۳

1های تک ذره ایرا برای حالت ودر این قسمت، ,1 ,1 ,s p dز یک نوکلئون در هسته، ا 

از عبارت شناخته  HOکنیم. برای پارامتر محاسبه می (HO)در چارچوب مدل نوسانگر هماهنگ 

1/341Aشده MeV کنیماستفاده می. 

rمقدار اطلاعات خالص ومهم است  وتنها برای که مقدار مشاهده می شود kS S S 

حالت مورد نظر و خصوصیات آن بستگی دارد. این است که به  Aاز  تابعی تنها و مستقل از

 باشند.می ۸.۳۰۱۵و  ۸.۶۶۵۱، ۷.۸۳۸2، ۶.۴۳۴۱به ترتیب  2sو  1s ،1p ،1dهای مقادیر برای حالت

 تر از میدانباشد. بنابراین، یک پارامتر واقعیمی ساده و مقدماتییک تنها HO با این حال مدل 

ها و بریم. در این مدل پروتون[ را بكار می۳۱۱]  (SkIII)۱یرماای یعنی تعامل اسكمتوسم هسته

                                                            
1 Skyrme 

rSkS

rSkS
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یابیم که میکنیم. ها را انتياب میبا پروتونکنند. کار ی متفاوتی حرکت میهاها در پتانسیلنوترون

 SkIIIای محاسبه شده با تو ه به های تک ذرهاز توابع موج حالت ومقادیر به دست آمده برای

 شودنشان داده می با عبارت زیر به خوبی

(۵-۱2                )                                                               1/3( )r kS or S a bN  

rکه kS Sاز  تغییر-یک تابع کندN باشد. مقادیر پارامترها در ( می۱2-۵تابع ) با همان ساختار

 ( نشان داده شده است.۱-۵ دول )

)1/3شده با برازش (SkIII)های ( عبارتa۱-۵در شكل ) )r kS or S a bN  هایبرای آنتروپی

rS،kSوr kS S1های از حالتs 1/3به عنوان تابعی ازNبرازشهای رسم شده است. خطوط با عبارت 

هایی ، دایرهrSبا مربعاتی برایکه مقادیر متناظر از محاسبات عددی حالیشده ما متناسب است، در

rهایی برای و مثلث kSبرای kS Sهای بالاترهای مشابهی برای حالتشود. شكلنشان داده می

1 ,1 ,2 ,p d s می(۵توان رسم کرد. از شكل-a۱می )ها به خوبی با آنتروپی بینیم که مقادیر

1/3(حاصل b۱-۵شوند. در شكل )شده ما نشان داده می برازشهای عبارت

r kS S a bN    را

rکنیم که  مع آنتروپیکنیم. مشاهده  میای متفاوت مقایسه میهای تک ذرهبرای حالت kS S با

rبینیم که بد. مییاای افزایش میهای تک ذرهتحریک حالت kS Sاز  تغییر-یک تابع کندN  .است

کندتر 3/21pیعنی حالت  ،مدار به درستی انجام شده است-تو ه داشته باشیم که شكافتگی اسپین

 .است( هرچند تفاوت آن ها کوچکمی باشد و غیره )1/21pاز 

rSkS
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rها( و)دایرهkSها(،)مربعrS( مقادیر آنتروپی اطلاعاتa) (:۱-۵شكل ) kS Sها(، به صورت عددی )مثلث

)1/3های فیت شده ما. خطوط مطابق با عبارتNشوند، برحسب تعداد ذرات محاسبه می )r kS or S a bN  

r( مقایسه  مع bباشند. )می kS S[2۸] ای پروتونهای متفاوت تک ذرهبرای حالت. 

 در یک ابرهسته آنتروپی اطلاعات برای یک ذره -۵-۴

[ که در آن ۱۱۵،۱۱۴]بریم را به کار می ( نسبیتی تحلیلی از یک ابرهستهشبهیک مدل ساده و )

)ایدیراک با پتانسیل نرده معادله )SU rو مولفه چهارم یک پتانسیل برداری( )VU r های در حالت

 :شودها با شعاع یكسان در نظر گرفته میمستطیل شكلی از این پتانسیل

(۵-۱۳)                                                                                               1/3

0 coreR r A 

در یک های بزرگ و کوچک برای یک ذره مولفه، معادله دیراکبا حل  ،[۴۱۱در مر ع ]

 [ یافت.۱۱۴( از ]۱۱( و )۱۰توان در روابم )ها را می. این مولفهاندابرهسته تعیین شده

)های بزرگ برحسب مولفه توانرا می اکاسپینورهای دیر )Gو کوچک( )F  :بیان کرد 

(۵-۱۴  )                                                                                          
( )

( )

iG r

F r


 
  
 

 

 عبارتست از  در فضای مكان توزیع چگالی از یک ذره
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(۵-۱۵         )                                                             
2 2

2 2

1 ( ) ( )
( )

4

G r F r
r

r r




 
  

 
 

 و ثابت بهنجارش 

(۵-۱۶ )                                                                                   2

0
4 ( ) 1r r dr 



 

 در فضای تكانه داریماست. 

(۵-۱۷            )                                                                            
( )

( )
( )

iX k
k

Y k


 
  
 

 

)که  )X k و( )Y k  به ترتیب تبدیل فوریه( ) /G r r و( ) /F r r باشند. بنابراین توزیع چگالی در می

 شود داده میبه صورت زیر فضای تكانه 

(۵-۱۸      )                                                                2 21
( ) ( ) ( )

4
n k X k Y k


    

 از  و ثابت بهنجارش

(۵-۱۹       )                                                                             2

0
4 ( ) 1n k k dk



 

 شود:با تو ه به روابم زیر محاسبه می آنتروپی اطلاعات یک ذره شود. تعیین می

(۵-2۰   )                                                                     24 ( ) ln ( )rS r r r dr     

(۵-2۱ )                                                                      24 ( ) ln ( )kS n k n k k dk   

)که )r و( )n k ( داده می۱۸-۵( و )۱۵-۵توسم معادلات ).شوند 

30.55Dبرای عمق پتانسیل ها از مقادیر  MeV ،300D MeV ،0 1.01r fm استفاده

1/3کنیم و پارامتر شعاعی می

0 coreR r A  های بستگی تجربی حالت پایه از ذره انرژی برازشبا به

coreA محاسبات ماد. در آیدست می N ، کهN  عبارت با برازش . سپساستتعداد ذرات
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1/3( )r kS or S a bN  مقادیر  ،(2۱-۵( و )2۰-۵از معادلات )وبا مقادیرa  وb  برای

 .اندشده تعیین (۱-۵لف در  دول )های ميتحالت

rوrS،kSشده برای برازشهای عبارت a2-۵در شكل  kS S  1/3به عنوان تابعی ازN  برای حالت

1s  شكل . شده استرسم( ۵در-a۱) یک ذره  این کمیت برای رسم شده استدر یک ابرهسته .

r(،  معb2-۵. در شكل )کردهای بالاتر رسم های مشابهی برای حالتشكلتوان می kS S  برای را

 کنیم. ( مقایسه میb۱-۵با شكل  )مشابه ای متفاوت از یک ذرههای تک ذرهحالت

 

 .[2۸] برای یک ذره در یک ابرهسته با بكار بردن یک مدل نسبیتی ۱-۵به همان صورت شكل  (:2-۵شكل )

 

 بحث و نتایج -۵-۵

ای، های تک ذرهشود با و ود متفاوت بودن پتانسیلمشاهده می، ۴ و ۳های با مقایسه نتایج بيش

)1/3به فرمشكل تابعی  )r kS or S a bN  های تک حالت وپی اطلاعات به خوبی آنترو

رفتار مشاهده کند. در یک ابرهسته را توصیف میای برای یک نوکلئون در هسته و یک ذره ذره

برای یک فرمون در یک میدان متوسم  ویک روند  هانی از آنتروپی اطلاعات  شده مانند

rSkS

rSkS

rSkS
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rکه مقدار اطلاعات خالص حالی، دراست kS Sای یک فرمیون در یک میدان های تک ذرهحالت

1/3Sازا به Nمتوسم تابع کند تغییری از  a bN  باشد. تو ه داشته میمذکور های برای سیستم

lnS[ خواص  هانی ۰۱۱باشید که در مر ع ] a b N  های عهای چگالی کل از توزیبرای توزیع

lnبه صورت خطی به Sباشد. در هر دو حالت روشن نیست که چرا متفاوت می N چگالی کل( یا به(

شویم که در فیزیک اتمی در ای( بستگی دارد اما متو ه میهای تک ذره)حالت1/3Nصورت خطی به

عات با آزمایش یعنی با مقادیر تجربی یا بنیادی و ود ای بین آنتروپی اطلاحال حاضر یک رابطه

 دارد.

)1/3که در عبارت  bو aمقادیر پارامترهای (۱-۵ دول ) )r kS or S a bN  برای یک نوکلئون )پروتون( در

 .[2۸] آیددر یک ابرهسته با مدل نسبیتی به دست میو یک ذره SkIIIهسته ها با تو ه به تعامل 
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 نتایج

ها به یک شكل برای و روابم عدم قطعیت مربوط به آن شانون و فیشرهای اطلاعات آنتروپی

ته شود که بسته به شرایم متفاوتی چون بعد، وابسهای نسبیتی و غیر نسبیتی استفاده میسیستم

 ند.توانند مقادیر متفاوتی داشته باشمی ،ودن به زمان و پتانسیل به کار رفته در معادلهیا وابسته نب

های گیریاغلب به عنوان اندازههای گسترش ویژگی  هانی، کمیت ،هادر هر یک از این سیستم

در های واحد اطلاعات نظری چون شانون گیریو اندازه انحراف معیارعدم قطعیت کوانتومی، یعنی 

گیرد و به آنتروپی شانون، که گسترش توزیع احتمال را اندازه می ،د. در مقابلنشومی ر گرفتهنظ

گیرد و دلیل فرم تابع لگاریتمی آن یک کمیت  هانی است، اطلاعات فیشر نرمی توزیع را اندازه می

 ی دارد.فرم گرادیانی آن خواص موضعبه دلیل 

ات گیری از اطلاعبه عنوان یک اندازه توزیع احتمال گیری عدم قطعیت یکآنتروپی شانون، اندازه

شود، که به عنوان اطلاعات از دست است. معمولاً، رشد عدم قطعیت با افزایش آنتروپی مشيص می

 شود.رفته تلقی می

 کنند وهای اطلاعات شانون در دو فضای مكان و تكانه عكس هم عمل میاین، آنتروپی علاوه بر

ها یابد ولی مجموع آنی مكان، آنتروپی نظیر آن در فضای تكانه افزایش میبا کاهش یكی در فضا

در شرایم فیزیكی یكسان بایستی مقدار یكسانی بدهد، که همان رابطه عدم قطعیت آنتروپی است 

 باشد.شبیه به رابطه عدم قطعیت هایزنبرگ میبه نوعی و 
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Abstract 

In this thesis we investigate the theory of quantum information systems in the 

description of electronic and nuclear structures. One of the applications of the concepts 

and techniques of information theory is in the atomic, molecular and nuclear structures 

which will be discussed in both relativistic (Dirac equation) and nonrelativistic 

(Schrödinger equation) cases here. Such a procedure, leads to the information entropy 

of representation of relativistic and nonrelativistic systems which is a complementary 

to energy representation arising from density functional and wavefunction theories.  In 

this procedure, the information concepts plays the most crucial role. The content of the 

thesis are in summary as following. In first, having discussed the information concept, 

some information measurements including standard deviation, Shannon entropy and 

Fisher information, are introduced and their characteristics are analyzed. Also, these 

measurements are studied for the nonrelativistic hydrogen (Coulomb potential) and 

pseudoharmonic systems in three dimensions and the corresponding uncertainty 

principles are obtained. In the following, the same measurements are determined in 

Klein-Gordon equation and framework in Dirac relativistic framework. Furthermore, 

the information measurements are investigated for time-dependent harmonic 

oscillators (Log-periodic oscillators). In the end, the global information entropy 

properties are studied for single-fermion systems. Next, the information entropy for a 

nucleon in nucleus and a particle in a (pseudo) relativistic analytical model of 

hypernucleus will be discussed.  

Keywords: Standard deviation; Shannon entropy; Fisher information; Generalized uncertainty 

principle; Relativistic system; Nonrelativistic system; Schrödinger equation; Klein-Gordon 

equation; Dirac equation.  
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