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චاری... ণپاس໋�
پژوهش این بتوانم او از استعانت با که داد توانایی من به که منان ایزد درگاه به ستایش و سپاس ضمن
مرا مجموعه این نگارش در که دوستان و اساتید تشویق و دلگرمی از بینم می لازم خود بر دهم، انجام را

نمایم: قدردانی نمودند، یاری
با مجموعه این نگارش طول در که عزیزم، راهنمای استاد موحدیان، حسین دکتر آقای جناب از

بوده�اند. پایان�نامه این هدایت در ای شایسته سکاندار بجایشان، و عالمانه راهنمایی�های
یابم. دست جایگاه این به تا بودند من مشوق که خانواده�ام اعضای یک یک از

یاری مرا مهم این نگارش و پژوهش و تدوین در که گرامی�ام همکلاسی اندیک تیمور آقای جناب از
رساندند.

در مرا که دوستانی دیگر و آرا گل معصومه خانم و ابراهیمی شیما خانم عزیزم دوستان از خاتمه در و
نمایم. می تشکر و قدردانی نمودند، یاری تحقیق این انجام

षख़ࢤودیঈورهکا࣌جاری બ۱۳۹۴ࡼورا



ଓฬ࠻ھدৎ
پایان�نامه نویسنده شاهرود، فیزیکدانشگاه رشته ارشد کارشناسی دانشجوی محمودی اینجانبصفورا
حسین دکتر راهنمایی تحت چند�طرفه، درهمتنیدگی از استفاده با گراور جستجوی الگوریتم عنوان با

موحدیان
می�شوم: متعهد

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

“بررسی نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
“ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه در چندطرفه درهمتنیدگی از استفاده با گراور جستجوی الگوریتم

رسید. خواهد چاپ به Shahrood University of technology “

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

षख़ࢤودیঈورهکا࣌جاری બ۱۳۹۴ࡼورا
وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت

رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می�باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
می�کنیم. بررسی کوانتومی حالت�های برای را طرفه چند درهمتنیدگی ویژگی�های نامه پایان این در

الگوریتم مثل کوانتومی الگوریتم�های از بعضی در طرفه چند همتنیدگی�های در که است شده معلوم اخیرا
حالت یک که این از است عبارت کوانتومی الگوریتم�های مسئله دارند. مهمی نقش گراور جستجوی

است. مسئله جواب همان خاص حالت این کنیم. پیدا موجود حالت�های کل بین در را خاص پایه�ی
تمامی هم�نهش بر حاصل که است حالت کت یک تشکیل مرحله اولین گراور جستجوی الگوریتم در

باشد. داشته برابری هم�پوشانی پایه�ها این تمام با باید کت این باشد. می بعدی n فضای پایه�های
تا می�باشد، جواب غیر دامنه کاهش و جواب دامنه تدریجی افزایش گراور الگوریتم روش در کلی ایده
اندازه�گیری با صورت این در شود. کم بسیار دیگر دامنه�های اندازه و زیاد بسیار جواب دامنه اندازه که جایی

می�آید. بدست بالایی احتمال با جستجو مسئله جواب سیستم، حالت
بررسی نیز را آن که است شده معلوم یکسان وزنی حالتهای همتنیدگی در خواص مطالعه با موضوع این
عملگر یک که اوراکل عملگر یا گراور چرخه تکراری کاربرد با که را بیشتری حالتهای سپس می�کنیم.
تحلیل و تجزیه را آنها طرفه چند همتنیدگی در خواص و گیریم می نظر در را می�آیند وجود به است یکانی
می�دهیم. ارائه گراور جستجوی الگوریتم در همتنیدگی در دینامیک از کمی و کیفی توصیفی نهایتا و می�کنیم



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇයج ࣂࡣت
درهمتنیدگی از استفاده با گراور جستجوی الگوریتم ”بررسی ح. موحدیان. ص. محمودی. .١
فناوری و کامپیوتر مهندسی در کاربردی پژوهش�های المللی بین کنفرانس سومین چندطرفه”.

٩۴ ماه بهمن ١۵ مدرس. تربیت دانشگاه اطلاعات.
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٢ مقدمه .١

مقدمه ١.١

خاص حالت دو در که ١ بیتها بکارگیری با داریم، سروکار آن�ها با امروزه که کلاسیکی کامپیوترهای
نمی�شوند. محدود خاص حالت دو به کوانتومی کامپیوترهای اما می�کنند. کار باشند داشته وجود می�توانند
حالت بی�نهایت می�توانند که می�کنند کدگذاری ٢ (کیوبیتها) کوانتومی بیتهای وسیله به را اطلاعات آنها
و ٣ برهمنهش همچون کوانتومی پدیده�های از اطلاعات پردازش برای کامپیوترها این بگیرد. خود به را

می�کنند. استفاده درهمتنیدگی۴

کوانتومی کامپیوترهای ٢.١

پردازش و بفهمد را یک و صفر تعدادی باید کارکردن برای ، داریم کار سرو آن با ما امروزه که کامپیوتری
متشکل بیت�های از مجموعه�ای با ما موس و مودم وضعیت یا اعداد و حروف از اعم اطلاعات همه کند.

شود. می داده کامپیوتر به یک�ها و صفرها از
می تعریف ساده خیلی اطلاعات، بیت�های است، حاکم کلاسیک فیزیک قوانین معمولی درکامپیوترهای
هم توانند می باشند، اینجا توانند می اشیا باشند، خاموش یا روشن توانند می الکتریکی های سوئیچ شوند،
،کامپیوتر شود نمی محدود کلاسیک فیزیک دودویی�های طبیعت با کوانتومی کامپیوترهای ولی نباشند!
منحصر صورت به کوانتومی فیزیک قوانین اساس بر را فیزیکی پدیده�ی یک که است دستگاهی کوانتومی
در دهد. تشخیص را اطلاعات پردازش از جدید حالت یک اساسی صورت به تا می�آورد در فردی به
می�باشد. کوانتومی فیزیک براساس رویمان پیش اطلاعات پردازش برای قدرتمندتر و بهتر روش واقع
برقراری نحوه و پردازیم می وکلاسیک کوانتومی کامپیوترهای تفاوت�های و تاریخچه بیان به بخش دراین

دهیم. می شرح کوانتومی کامپیوترهای در را ارتباط
در اطلاعات، ماشینی پردازش می�نامیم. ۵ دیجیتالی دنیای آنرا ما که است دنیایی از بخشی تنها کامپیوتر
اطلاعات پردازش برای بهتر روش اما می�شود. انجام کلاسیک محاسبات و دیجیتال مبنای بر شکلی، هر
محاسبات از آنرا که است همراه ویژگی�هایی با جدید روش این می�باشد. کوانتومی مکانیک اساس بر
اما بود، ریاضیات در آن تولد اساس که است دانشی محاسبات گرچه می�سازد. متمایز بسیار کلاسیک
داشت. خواهد کننده�ای تعیین نقش دانش این آینده در فیزیک و هستند فیزیکی سیستم�هایی کامپیوترها
گاهی بور» «نیلز قول به نیست. دیگری جایگزینی و یکی حذف معنای به دو این بین تفاوت وجود البته

١Bit

٢Qubit

٣Superposition

۴Entanglement

۵Digital



٣ کوانتومی کامپیوترهای تاریخچه .٣.١

محاسبات بنابراین شود. دیگری انکارناپذیر حقیقت به منجر انکارناپذیر حقیقت یک خلاف است ممکن
که مهم پدیده چند وجود می�کنیم. مطرح کارآمد بسیار و جدید روش و زمینه یک عنوان به را کوانتومی

سازد. می جدا کلاسیک دنیای از را آن است، کوانتومی فیزیک مختص
نمایش، قابل اطلاعات میزان کوچکترین نماینده که است اطلاعاتی پایه یک دارای محاسباتی سیستم هر
گزیده�ی که می�نامیم بیت را ساختاری واحد این کلاسیک محاسبات در است. خام چه و شده پردازش چه
به دارد. نگه خود در را یک و صفر مجاز رقم دو از یکی تنها تواند می زیرا است دودویی» واژه�ی«عدد
نمایش قابل اطلاعات میزان کوچک�ترین کلاسیک، محاسبات در شده یاد ارقام از یک هر دیگر عبارت

میشوند. محسوب
یک یا صفر کلاسیک درحالت�های است ممکن گردد) می اطلاق کیوبیت آن به (که کوانتومی بیت یک
داشته همزمان طور به را یک و صفر مقادیر واحد، درآن دو(یعنی این از ترکیبی یا باشد، داشته وجود
می�کند. تعیین یک و صفر بین جایی را آنها حالت که باشند عددی معرف حتی نهی)یا برهم حالت باشیم
توان می کرد. مشخص را ریز ذره یک وجود عدم یا وجود دقیقاً توان نمی کوانتومی، مکانیک به توجه با
هیچ اما کرد، تعیین مشخصی زمان و مکان در را ریز ذرههای این وجود امکان احتمال، و آمار وسیله به
کامپیوترهای در که آنچه البته ندارد. وجود نه یا هست آنجا ذره این آیا که این قطعی دانستن برای راهی

است. احتمالات همین است ارزش با کوانتومی

کوانتومی کامپیوترهای تاریخچه ٣.١

نخستین برای فاینمن ریچارد که زمانی از است. بوده مطرح ١٩٨٢ سال از کوانتومی کامپیوترهای نظریه
همچنین شود. کوانتوم به�نام جدیدی دنیای وارد دیجیتال دنیای از محاسبات باید که کرد پیشنهاد بار
که شد متوجه دویچ ١٩٨۵ سال در کنند. کار است ممکن چگونه کوانتومی کامپیوترهای که کرد بیان
١٩٩۴ سال در بالاخره شود. منجر کوانتومی کامپوترهای ساخت به تدریجا تواند می فاینمن اظهارات
کامپیوترهای زمان این در برداشت. کوانتومی کامپیوترهای ساخت جهت در را گام نخستین شور) (پیتر
مقاله�ای وی دادند. می نشان خود از معمولی کامپیوترهای به نسبت را بالاتری بسیار کارایی کوانتومی
در پیچیده�ای مشکل حل در کوانتومی کامپیوتر�های از استفاده برای روشی حاوی که نمود منتشر را
منحصرا که ریاضی عملیات از مجموعه یک چگونه که داد نشان او بود. فاکتورگیری ��نام به اعداد نظریه
اعداد از فاکتورگیری انجام به را دستگاهی چنین توانند می شده�اند طراحی کوانتومی کامپیوترهای برای
تحقیقاتی گروه�های بعد به موقع آن از سازد. قادر کلاسیکی کامپیوتر�های از بالاتر سرعت با بیشماری
ترتیب این به نمودند آغاز عملی سیستم یک ساخت در شدن پیش�قدم برای مسابقه�ای دنیا سراسر در
محاسبات را آن امروزه که کرد شکل�گیری به شروع کوانتومی فیزیک و اطلاعات نظریه بین نوینی ارتباط

می�نامند. ۶ کوانتومی

۶Quantum computation



۴ مقدمه .١

کلاسیکی یککامپیوتر و کوانتومی یککامپیوتر میان تفاوت�های ۴.١

کلاسیکی کامپیوترهای در می�شد تصور زمانی که مسائلی گفت می�توان کامپیوتر نوع دو این مقایسه در
واقعیت به گرفته صورت های سازی شبیه و شد خواهد حل کوانتومی کامپیوترهای در است حل قابل غیر
سال هر ترانزیستورها اندازه که است این کلاسیک و کوانتومی کامپیوترهای دیگر تفاوت می�شود. نزدیکتر
فیزیک بر حاکم قوانین دیگر می�شود نزدیکتر اتمی ابعاد به ترانزیستورها اندازه وقتی می�شود. کوچکتر
دقیقا مشخصی، زمان در الکترون، یک داند نمی کسی مثال طور به نیست حاکم اتم�ها رفتار بر کلاسیک
یعنی می�رود. کجا به سیم یک در الکترون که دهد تشخیص درستی به تواند نمی کسی یا دارد قرار کجا در
فیزیک قوانین دیگر و می�دهد توضیح را اتمی رفتار کوانتومی فیزیک می�شویم نزدیک اتمی ابعاد به وقتی
کار ذره�ها میکروسکوپی رفتارهای از استفاده با کامپیوترها از نوع این واقع در ندارد. کاربرد کلاسیک

می�کنند.

کوانتومی محاسبات ۵.١

: مانند محاسبات شده شناخته ادوات مجدد طراحی برای روش�هایی یافتن کوانتومی محاسبات هدف
بروز کوچکتر و نانومتری ابعاد محدوده در که کوانتومی اثرات تحت بتوانند که است گونه�ای به (گیت�ها)

: است مهم زمینه پیش دو نیازمند کوانتومی محاسبات دنیای به ورود کنند. کار می�کنند
مفهوم سپس کرد بررسی دقیق طور به را کوانتومی مکانیک مهم تعابیر برخی و اساسی اصول باید نخست

شود. درک باید آن کوانتومی جدید معنای در چه و کلاسیک صورت به چه فیزیک، در اطلاعات
کنند. می مطرح کارآمد بسیار و جدید روش و زمینه یک عنوان به را کوانتومی محاسبات بنابراین

عملگرها و براها و کت�ها ۶.١

بردار یک با شده، تعریف اسپین جهت با نقره اتم مثال برای فیزیکی حالت یک کوانتومی مکانیک در
می�نامیم کت را بردار این دیراک از تبعیت به می�شود. داده نمایش مختلط برداری فضای یک در حالت

می�دهیم. نشان |α⟩ کت با را آن و
در که را چیزی هر است، فیزیکی حالت یک اطلاعات تمام دارای کت این موضوعی، اصل یک به�عنوان

: شوند جمع هم با می�توانند کت دو دارد. وجود کت در بخواهیم حالت مورد
|α⟩+ |β⟩ = |γ⟩ (١.١)

نتیجه کنیم ضرب c مختلط عدد یک در را |α⟩ اگر است. کت یک همچنان |γ⟩ کت جمع حاصل و
دو این گیرد، قرار چپ یا راست سمت در می�تواند c عدد است. دیگری کت نیز c |α⟩ حاصل�ضرب

: ندارند تفاوتی
c |α⟩ = |α⟩ c (٢.١)



۵ کیوبیت و بیت .٧.١

می�نامند. پوچ کت را نتیجه کت باشد، صفر c که ویژه�ای حالت در
عملگر،مانند یک با می�تواند اسپین، یا تکانه مولفه�های نظیر پذیر مشاهده یک نظر مورد برداری فضای در
نتیجه و کند می عمل کت یک روی چپ سمت از عملگر یک عمومی، حالت در شود. داده نمایش A

: است کت یک همچنان

A(|α⟩) = A |α⟩ (٣.١)

به را آنها که خاصی کتهای وجود، این با نیست. |α⟩ در ثابت یک حاصل�ضرب برابر A |α⟩ کلی طور به
: هستند مهم می�شوند داده نشان زیر صورت به و می�شناسیم A عملگر ویژه�کت ⟨′α∣∣عنوان

,
∣∣α′′⟩

,
∣∣α′′′⟩

, ...

: خاصیت با

A
∣∣α′⟩

= α′
∣∣α′⟩

A
∣∣α′′⟩

= α
′′ ∣∣α′′⟩ (۴.١)

هستند[١]. عدد دقیقا α′
, α

′′
, α

′′′ که

کیوبیت و بیت ٧.١

صرف کلاسیک، بیت یک می�شود. ذخیره کلاسیکی بیتهای در داده�ای نوع هر کلاسیکی کامپیوترهای در
دو در می�تواند، که است فیزیکی سیستم یک است، رفته کار به آن در که افزاری سخت نوع از نظر
برای را دلخواهی توابع بتوانیم ما که معناست این به نهایت در پردازشی نوع هر بگیرد. قرار ٠,١ حالت

کنیم. محاسبه شده�اند ذخیره حافظه این در که داده�هایی
فضای این است بعدی دو آن ٧ هیلبرت فضای که می�شود گفته کوانتومی سیستم یک به کیوبیت یک

: می�دهیم نمایش زیر صورت به را هیلبرت

C٢ =


 α

β

 , α, β ∈ c

 (۵.١)

٧D. Hilbert



۶ مقدمه .١

: با را فضا این پایه�ی بردار�های که است معمول

|٠⟩ =

 ١

٠



|١⟩ =

 ٠

١


(۶.١)

: بگیرد قرار فوق حالت�های از ترکیبی در می�تواند کلاسیکی بیت خلاف بر کیوبیت یک می�دهند. نشان

|ψ⟩ = α |٠⟩+ β |١⟩ (٧.١)

: که شرط این با هستند، مختلط اعداد α, β که

∣∣α٢∣∣+ ∣∣β٢∣∣ = ١

|١⟩ حالت در
∣∣β٢∣∣ احتمال با و |٠⟩ حالت در

∣∣α٢
∣∣ احتمال با شود انجام کیوبیت روی بر اندازه�گیری اگر

می�شود. پیدا
کردن آشفته بدون و راحتی به می�توان را بیت که است این در کیوبیت و کلاسیکی بیت بین دیگر تفاوت
به آن حالت اندازه�گیری از بعد کیوبیت یک اما یافت، دست آن اطلاعات به و کرد اندازه�گیری آن حالت

آورد. بدست آن از را اضافی اطلاعات نمی�توان دیگر و می�شود تبدیل پایه حالت�های از یکی
پدیده�ها این می�سازد، جدا کلاسیک دنیای از را آن است کوانتومی فیزیک مختص که مهم پدیده چند وجود

ناموضعیت. درهمتنیدگی، تداخل، برهمنهی، : از عبارتند
به (یعنی دو این از ترکیبی یا باشد، داشته وجود ١ یا ٠ کلاسیک حالت�های در است ممکن کیوبیت یک

برهمنهی)). باشیم،(حالت داشته را ١ و ٠ مقادیر همزمان طور
این باشیم، داشته کیوبیتی ٣ سیستم یک اگر مثلا می�کند شماره�گذاری را شئ ٢n کیوبیتی n سیستم یک
می�تواند کیوبیت n با کوانتومی کامپیوتر یک کل در کند. گذاری اندیس را شئ ٢٣ = ٨ می�تواند سیستم
لحظه هر در که کلاسیکی کامپیوترهای برخلاف بگیرد، قرار همزمان طور به حالت ٢n از برهمنهی هر در

بگیرند. قرار می�توانند حالات از یکی در فقط
|↑⟩ اسپین با ذراتی از کوانتومی،استفاده کامپیوترهای در کیوبیت�ها پیاده�سازی نحوه�ی برای مثال یک
روی عملیات با و می�شود ذخیره سیستم فیزیکی حالت�های روی اطلاعات است. |١⟩ و |٠⟩ یا |↓⟩ و

می�یابند. تحویل اطلاعات سیستم،



٧ چگالی ماتریس .٨.١

چگالی ماتریس ٨.١

[٢]: مي�شود تعريف زير صورت به آن متناظر چگالی ماتریس |ψ⟩ ∈ H واحد بردار هر براي
ρ = |ψ⟩ ⟨ψ| (٨.١)

دارد: خاصیت دو ماتریس این
ρ ≥ ٠ .١

trρ = ١ .٢
که: است واضح |v⟩ ∈ H هر برای

⟨v| ρ |v⟩ = |⟨v | ψ⟩|٢ ≥ ٠ (٩.١)

trρ = tr |ψ⟩ ⟨ψ| = ⟨ψ | ψ⟩ = ١ (١٠.١)

ماتریس مثلا باشد. داشته را ٢ و ١ خواص اگر می�شود نامیده چگالی ماتریس یک ρ کلی حالت در
چگالی ماتریس و دارد را خاصیت دو این است، بعدي d فضاي یک در همانی ماتریس I آن در که ١

d
I

،|v⟩ هر براي یعنی (tr(ρ٢) ̸= ١) نیست « خالص » چگالی، ماتریس این ولی است.
١
d
I ̸= |v⟩ ⟨v| (١١.١)

حاصل که این احتمال کنیم، اعمال آن روي را {Mi} اندازه�گیری و باشد |ψ⟩ حالت در سیستم اگر
: با است برابر باشد i اندازه�گیری

pi = ⟨ψ|M †
iMi |ψ⟩ = tr(M †

iMi |ψ⟩ ⟨ψ|) = tr(M †
iMiρ) (١٢.١)

: می�آید دست به رابطه این از سیستم حالت تغییر همچنین

|ψ⟩ → |ψ⟩ = ١√
p(i)

Mi |ψ⟩ (١٣.١)

ρ → ρ′ =
∣∣∣ψ′

⟩⟨
ψ

′
∣∣∣ = ١

p(i)
Mi |ψ⟩ ⟨ψ|M †

i =
١
p(i)

MiρM
†
i (١۴.١)

صورت همین به هم زمانی تحول نوشت. چگالی ماتریس�های حسب بر می�توان را اندازه�گیری بنابراین
: است بیان قابل

|ψ⟩ → U |ψ⟩

ρ→ UρU †

(١۵.١)

تنها و اگر است معین نیمه مثبت Aماتریس ) است معین نیمه مثبت نیز M XM † آنگاه X ≥ ٠ اگر
پس باشد.) صفر مساوی یا بزرگتر آن مقادیر ویژه همه اگر

: داریم و است معین نیمه مثبت UρU †

tr(UρU †) = tr(ρU †U) = tr(ρ) = ١



٨ مقدمه .١

است. چگالی ماتریس یک نیز UρU † یعنی
نوشت. جدید بندي فرمول این برحسب می�توان را کوانتم مکانیک اصول لذا

: مثال

: با است برابر آن با متناظر چگالی ماتریس باشد |ψ⟩ = ١√
٠٠|)٢⟩+ |١١⟩) اگر

ρ = |ψ⟩ ⟨ψ| = ١
٠٠|)٢⟩ ⟨٠٠|+ |٠٠⟩ ⟨١١|+ |١١⟩ ⟨٠٠|+ |١١⟩ ⟨١١|)

= ١
٢



١ ٠ ٠ ١

٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠

١ ٠ ٠ ١


(١۶.١)

بلاخ کره ٩.١

نشان ρ با را ماتریس این می�شود، داده دو در دو چگالی ماتریس یک با کیوبیت یک حالت کلی�ترین
یکانی دو در دو ماتریس�های فضای برای پایه یک پائولی ماتریس�های و یک ماتریس که ازآنجا می�دهیم.

نوشت: زیر شکل به را ماتریس این می�توان دهند می تشکیل

ρ =
١
٢(r٠I +

→
r .

→
σ) =

١
٢

 r٠ + z x− iy

x+ iy r٠ − z

 (١٧.١)

. هستند پائولی های ماتریس →
σ = (σ١, σ٢, σ٣) آن در که

که: کنیم می دقت حال
هستند. حقیقی r٠,

→
r ضرایب بنابراین است. هرمیتی ρ : الف

.r٠ = ١ بنابراین tr(ρ) = ١ : ب
ساده محاسبه یک کنیم. حساب را ρ مقدارهای ویژه می�بایست شرط این تامین برای ρ ≥ ٠ : ج

: از عبارتند ρ ویژه�مقدارهای که می�دهد نشان

λ١,٢ =
١
١)٢± r) (١٨.١)

است. →r بردار اندازه r آن در که
.→r ≤ ١ یعنی باشد: کمتر یک از →r بردار طول که است کافی بودن مثبت برای بنابراین

برقرار یک به یک تناظر یک واحد شعاع به کره یک از نقطه یک و چگالی هرماتریس بین ترتیب این به



٩ بلاخ کره .٩.١

حالت�های با متناظر کره درون نقاط و خالص حالت�های با متناظر کره روی نقاط بلاخ. کره :١.١ شکل

هستند. آمیخته

بلاخ کره سطح روی نقاط است. شده داده نشان بالا درشکل که می�نامند. ٨ بلاخ کره را کره این می�شود،
نقاط این درنتیجه هستند. صفر و یک با برابر ρ مقادیر ویژه بنابراین و r = ١ درآنها که هستند نقاطی
r یعنی باشد r = ١ هرگاه که داد نشان می�توان �راحتی به درواقع هستند. خالص حالت�های با متناظر

: آنگاه باشد n یکه بردار یک با برابر

ρ ≡ ١
٢(I + n.σ) = |n⟩ ⟨n| (١٩.١)

r = ٠ یعنی کره مرکز دیگر طرف از است. n یکه بردار درجهت اسپین با ذره یک حالت |n⟩ درآن که
خلوص درجه به برویم پیش مرز طرف به کره مرکز از هرچه . است ρ = ١

٢I مخلوط کاملا حالت با متناظر
شود. می اضافه حالت�ها

زمانی تحول

، t٠ زمان در سیستم حالت می�شود.اگر مشخص یکانی عملگر یک با فیزیکی سیستم یک زمانی تحول
.σ = UρU † که دارد وجود U یکانی عملگر باشد σ ، t١ زمان در و ρ

ترکیبی سیستمهای

می�آید. بدست کوچک�تر فضاهاي تانسوري ضرب از ترکيبي، سيستم يک هيلبرت فضاي
است. چگالی ماتریس نیز ρ⊗ σ باشند چگالی ماتریس σ و ρ اگر که کنید توجه

٨Bloch sphere
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هیلبرت فضای

سیستم هر به می�گویند. هیلبرت فضای می�کنیم تعریف را بردارها و حالت�ها آن در که ریاضی فضای یک
هیلبرت فضای یک در مستقل بردارهای تعداد حداکثر می�شود. داده نسبت هیلبرت فضای یک کوانتومی
بردار آن بعد تعداد به توان می� هیلبرت فضای هر در می�دهند. نشان dimH با و می�نامند آن بعد را H

می�شود. تعیین کامل طور به پایه بردارهای حسب بر دلخواه بردار هر که کرد معرفی پایه

کوانتومی درهمتنیدگی ١٠.١

می�شود. نمایان برایمان فیزیک دنیای شگفتی�های شاید می�گوییم سخن کوانتومی درهمتنیدگی از وقتی
الکترون�ها، و فوتون�ها مثل ذرات، برخی که است معنا این با قدیمی پدیده یک کوانتومی درهمتنیدگی
نظیر کیفیت�هایی جدایی، از پس حتی همچنان ولی بگذارند متقابل اثر یکدیگر بر بار” “یک توانند می
مکانیک کند.”در تغییر نیز دیگری یکی، حالت تغییر “با و باشد مشترک قطبی�شدگی�شان یا چرخش
شکسته کلاسیک فیزیک قوانین آن در که است ذرات عجیب رفتارهای از یکی درهمتنیدگی کوانتومی،
“عمل عنوان با آن از انیشتین که درهمتنیدگی می�پیوندند. وقوع به ناممکن رویدادهای و می�شوند
می�کنند عمل سیستم یک عنوان به ذره دو آن در که است پدیده�یی می�کند، یاد فاصله” یک در شبح�وار

باشند. شده جدا هم از عظیم فواصل توسط که هنگامی حتی
مورد در عجیبی العاده فوق نکته که زمانی شد، شروع میلادی ١٩٣۵ سال در درهمتنیدگی داستان اما
نظریه نوین بندی فرمول از سالی چند که ای نکته کرد، جلب را انیشتین آلبرت توجه کوانتومی نظریه
براساس که دریافت انیشتین بود. مانده پوشیده فیزیکدان�ها تیزبین نگاه از همچنان گذشت می کوانتومی
اسرارآمیز ارتباط نوعی داشته�اند، کنش برهم یکدیگر با یکبار حداقل که ذراتی مابین باید کوانتومی نظریه
آنها مابقی دهیم، تغییر را ذرات این از یکی کوانتومی ویژگی�های اگر که گونه�ای به شود، برقرار درونی
نوری سال میلیارد یک یا متر یک مثلا گرفته�اند قرار اول ذره از فاصله�ای چه در اینکه از نظر صرف

پذیرد. می تاثیر تغییر، این از آنی بطور و بلافاصله دارند فاصله
و کرد منتشر روزن ناتان و پودولسکی بوریس نام�های به دیگر فیزیکدان دو با مشترکی مقاله انیشتین
نظریه » بنام دیگری نظریه کوانتومی، نظریه در مشکل وجود بر مبنی خود نظر اعلام ضمن مقاله آن در
شده گردآوری گونه�ای به نظریه این داد. ارائه کوانتومی نظریه جایگزین بعنوان موضعی» نهانی متغیرهای
بین لحظه�ای و آنی رابطه گرفتن نظر در بدون البته عینا را کوانتومی نظریه پیش�بینی�های تمامی که بود

داد. می نتیجه ذرات،
مکانیک تئوری بودن ناکامل بود تلاش در که فکری آزمایشی شد، پارادوکسEPRنمایان مطالعه، این در
توصیف که کنیم نتیجه�گیری چنین مجبوریم ما بود:”بنابراین آمده مقاله این در دهد. نشان را کوانتومی

باشد.” می غیرکامل موج، توابع فیزیکی واقعیت از کوانتومی مکانیک
ایشان بلکه بود نشده پیشنهاد و ساخته دانشمند سه این توسط درهمتنیدگی واژه تنها نه حال این با
برای شرودینگر اروین ،EPR مقاله انتشار از پس بودند. نداده تعمیم نیز را وضعیت این ویژه خواص
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که ذره دو بستگی توصیف برای درهمتنیدگی واژه از می�نویسد انیشتین برای که نامه�ای در بار نخستین
در را EPR اهمیت شرودینگر کرد. استفاده شده�اند جدا سپس و بوده اندرکنش در یکدیگر با موقتا
انیشتین همچون وی می�داد. نشان کلاسیک ذهن موازین از کوانتومی مکانیک انحراف که می�دید آن
سرعت بیشینه نور، سرعت آن در که را نسبیت نظریه آشکارا که چرا بود مخالف درهمتنیدگی مفهوم با
نامید وار شبح فاصله از تاثیر را درهمتنیدگی بعدها انیشتین کشید. می چالش به را بود اطلاعات انتقال

گرفت. سخره به را آن ترتیب این به و
جان کرد. پیدا میلادی ١٩۶۴ سال در بل جان نام به ایرلندی فیزیکدان یک را مهم سوال این پاسخ کلید
می�توانست که کند. پیدا یافت، شهرت « بل نامساوی » نام به بعدها که را ریاضی رابطه�ای توانست بل
در را موضعی نهانی متغیرهای نظریه و کوانتومی نظریه یعنی رقیب نظریه دو این پیش�بینی�های مابین
نقض خود، آزمایشات در می�شدند موفق فیزیکدان�ها اگر اساس این بر دهد. نشان خاصی آزمایشات
همتنیدگی در اسرارآمیز پدید وجود و کوانتومی نظریه صحت معنای به این کنند، مشاهده را بل نامساوی
نور سرعت از فراتر سرعتی با ارتباطی هیچ و بود انیشتین با حق صورت، این غیر در و بود کوانتومی

نداشت. وجود ذرات مابین

بل های پایه و قسمتی دو های سیستم ١.١٠.١

زمانی سیستم، این از مثال یک می�باشد. سیستم زیر دو شامل که است سیستمی قسمتی دو سیستم
دارند. اختیار در را شده درهمتنیده ذره جفت یک از بخشی کدام هر باب، و آلیس مشاهده�گر دو که است
سیستم که است هیلبرتی فضای دو از تانسوری حاصضرب صورت به سیستمی چنین هیلبرت فضای
HBتعریف و HA صورت به ترتیب به را آنها هیلبرت فضاهای چنانچه می�کند. توصیف را باب و آلیس

: شد خواهد زیر صورت به مرکب سیستم هیلبرت فضای کنیم،

H = HA ⊗HB (٢٠.١)

سیستم برای حالتها آنگاه بگیریم نظر در |bi⟩ و |ai⟩ صورت به باب و آلیس برای را پایه حالت�های اگر
می�شود. پایه حالت�های از تانسوری حاصلضرب صورت به مرکب،

|aij⟩ = |ai⟩ ⊗ |bj⟩ = |ai⟩ |bj⟩ = |aibj⟩ (٢١.١)

خواهیم مرکب سیستم�های برای بنابراین هستند، بهنجار راست دو هر باب و آلیس پایه�های اینکه دلیل به
: داشت

⟨αij | αkl⟩ = ⟨aibj | akbl⟩ = ⟨al | bk⟩ ⟨bj | bl⟩ = δikδjl (٢٢.١)

پایه حالت�های حسب بر می�تواند که می�گیریم نظر در را مرکبی سیستم از |ψ⟩ کوانتومی حالت حال
: شود داده بسط زیر صورت به

|ψ⟩ =
∑
i,j

Cij |αij⟩ =
∑
ij

|aibj⟩ ⟨aibj | ψ⟩ (٢٣.١)
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رو این از می�باشد. |aibj⟩ حالت در سیستم کردن پیدا برای احتمال دامنه�های ⟨aibj | ψ⟩ بسط ضرایب
: می�شود داده زیر صورت به حالت این در سیستم کردن پیدا احتمال
Pr(aibj) = |⟨aibj | ψ⟩|٢ (٢۴.١)

هستند. بل پایه�ای حالت�های قسمتی، دو سیستم برای بهنجار راست پایه حالت�های از نمونه یک
به�صورت می�شوند. نامیده EPR حالات یا بل حالت�های اوقات گاهی که بل پایه�های مجموعه�ی

: می�باشند زیر

|B٠٠⟩ = |١١|+⟨٠٠⟩√
٢

|B٠١⟩ = |١٠|+⟨٠١⟩√
٢

|B١٠⟩ = |١١|−⟨٠٠⟩√
٢

|B١١⟩ = |١٠|−⟨٠١⟩√
٢

(٢۵.١)

حالت دو |B٠١⟩ حالت بر علاوه می�شود. شناخته (سه�تایی) سه�تایه حالت عنوان به |B٠١⟩ حالت
حالتی ، سه�تایه .حالت�های است تک�تایه |B١١⟩ که حالی در دارد. وجود نیز |٠٠⟩ و |١١⟩ دیگر سه�گانه
را بل حالت�های است. صفر با برابر حالت اسپین تک�تایه حالات مورد در ولی هستند یک اسپین با

[٣]: کرد بیان زیر عبارت با خلاصه صورت به می�توان

|Bxy⟩ =
|٠y⟩+ (−١)x

∣∣∣∣١ −
y

⟩
√
٢

(٢۶.١)



٢ فصل

الگوریتم�های و کوانتومی و کلاسیکی گیت�های

کوانتومی

١٣



کوانتومی و کلاسیکی گیت�های ١.٢

در بیت�ها روی اطلاعات پردازش عملیات و می�دهند تشکیل را منطقی مدار یک اصلی اجزای گیت�ها
گیت�ها انواع با ادامه در دارند. عهده بر را کوانتومی کامپیوترهای در کیوبیت�ها و کلاسیکی کامپیوترهای

می�شویم. آشنا عملیاتشان نحوه�ی و
دهنده تشکیل اجزای از یکی عنوان به ٢ کوانتومی گیت�های به می�توان کلاسیکی١ گیت�های مقابل در
گیت هر می�رود، بکار ٣ یکانی عملگر برای کوانتومی گیت اصطلاح کرد. اشاره کوانتومی رایانه�های
تابع می�گیریم نظر در f میدان هر روی v و w برداری (فضاهای . است ۴ خطی تبدیل کوانتومی
ازای به T (v١ + v٢) = T (v١) + T (v٢) هرگاه می�شود. نامیده خطی تبدیل یک T : f → w

دلیل به که گرفت نتیجه می�توان و کرد توصیف یکانی ماتریس با را آن می�توان که (v١, v٢ ∈ V

گیت اگر کلی طور به است. معکوس�پذیر نیز کوانتومی گیت هر یکانی، عملگر هر بودن معکوس�پذیر
گیت را آن کند اثر کیوبیت n روی هرگاه و کیوبیتی تک گیت را آن کند اثر کیوبیت یک روی بر کوانتومی

می�نامند. کیوبیتی n

کوانتومی و کلاسیکی گیت�های تفاوت ٢.٢

کوانتومی گیت�های خروجی و ورودی که است آن در کوانتومی و کلاسیکی گیت�های میان عمده تفاوت یک
وجود برهم�نهش حالت کلاسیک دنیای در که صورتی در باشد هم کیوبیت یک برهم�نهش حالت می�تواند
یا اطلاعات پردازش به�ناچار کنیم، ذخیره کوانتومی حالتهای یعنی کیوبیت�ها در را اطلاعات اگر ندارد.
از نمونه چند ادامه در می�گیرد. انجام اندازه�گیری�ها با یا دهند می نشان را تحول که یکانی عملگرهای با

داده�ایم. نشان را کوانتومی و کلاسیکی گیت�های

کلاسیکی و کوانتومی گیت�های انواع ٣.٢

[٣]: می�دهیم نشان را کلاسیکی و کوانتومی گیت�های از نمونه چند زیر در

١Classical gates

٢Quantum gates

٣Unitary operator

۴Linear transformation
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NOT گیت

دهد: می انجام را بیت�ها انعکاس عمل که می�باشد کلاسیکی گیت یک NOT گیت

NOT کلاسیکی گیت :١.٢ جدول

x NOT x

٠ ١

١ ٠

AND گیت

این غیر در باشند ١ ورودی دو هر که است ١ زمانی تنها و می�باشد کلاسیکی گیت یک AND گیت
است. صفر صورت

AND کلاسیکی گیت :٢.٢ جدول

x y x AND y

٠ ٠ ٠

٠ ١ ٠

١ ٠ ٠

١ ١ ١

OR گیت

یک با برابر خروجی باشند، یک y یا x اگر که صورت این به می�باشد کلاسیکی گیت یک OR گیت
می�شود. صفر خروجی صورت این غیر در می�شود
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OR کلاسیکی گیت :٣.٢ جدول

x y x OR y

٠ ٠ ٠

٠ ١ ١

١ ٠ ١

١ ١ ١

XOR گیت

خروجی باشد، ١ ورودی�ها از یکی فقط اگر که صورت این به می�باشد کلاسیکی گیت یک XOR گیت
می�شود. صفر خروجی باشد ١ ورودی دو هر اگر اما است ١

XOR کلاسیکی گیت :۴.٢ جدول

x y x XOR y

٠ ٠ ٠

٠ ١ ١

١ ٠ ١

١ ١ ٠

NAND گیت

این به است، اهمیت دارای ۵ کلاسیکی محاسبات در که می�باشد کلاسیکی گیت یک NAND گیت
می NOT را حاصل سپس و کند می عمل AND گیت مثل ورودی بیت دو با ابتدا در که صورت
ورودی ...،NAND ، XOR ، AND مانند کلاسیکی گیت�های است. برگشت�ناپذیر گیت این کند،

۵Classical computing
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NAND کلاسیکی گیت :۵.٢ جدول

x y x NAND y

٠ ٠ ١

٠ ١ ١

١ ٠ ١

١ ١ ٠

با کوانتومی گیت یک اگر برگشت�ناپذیرند،اما وضوح به و شود می تبدیل بیتی تک خروجی به بیتی دو
داد تشکیل U † عملگر با گیتی توان می کند تبدیل |ψ⟩out حالت به را |ψ⟩in ورودی حالت ، U عملگر

برگشت�پذیرند. و یکانی کوانتومی گیت�های یعنی کند تبدیل |ψ⟩in به مجددا را |ψ⟩out کت تا
را خروجی و ورودی n با کوانتومی گیت یک داد. نمایش ماتریس با می�توان را کوانتومی عملگرهای
است. ۴×۴ کیوبیتی، دو گیت ماتریسی نمایش مثال عنوان به داد، نمایش بعدی ٢n ماتریس با می�توان

: می�شود انجام X پائولی ماتریس با که است NOT کوانتومی گیت X گیت

X = Unot =

 ٠ ١

١ ٠

 (١.٢)


Unot |٠⟩ = |١⟩

Unot |١⟩ = |٠⟩
(٢.٢)

می�شود: نوشته زیر صورت به |i⟩ دلخواه حالت هر روی بر NOT کوانتومی گیت اثر

X |i⟩ = |i⊕ ١⟩ (٣.٢)

باشد. می ٢ بر جمع تقسیم باقیمانده، معنای به ⊕ علامت جا این در که

Controlled− U گیت

شامل گیت�ها این ورودی هستند، کیوبیتی چند یا دو گیت�های مهمترین Controlled − Uگیت�های
عمل یک آیا که می�کند تعیین کنترل کیوبیت است. |y⟩ هدف کیوبیت یک و |x⟩ کنترل کیوبیت یک
اگر که است صورت این به گیت این عملگر خیر. یا می�شود انجام هدف کیوبیت روی مشخص یکانی



١٨ کوانتومی الگوریتم�های و کوانتومی و کلاسیکی گیت�های .٢

که صورتی در و نمی�دهد انجام هدف کیوبیت روی عملی هیچ گیت باشد |0⟩ حالت در کنترل کیوبیت
می�دهد. اثر هدف کیوبیت روی بر را یکانی عملگر گیت، باشد |1⟩ حالت در کنترل کیوبیت

Controled− U گیت هندسی شکل :١.٢ شکل

CNOT گیت

دو CNOT شده کنترل گیت است. CNOT گیت Controoled − U گیت�های مهم�ترین از یکی
است. هدف کیوبیت دیگری و کنترل کیوبیت یکی که می�کند دریافت ورودی حالت عنوان به را کیوبیت
حاصل و کرده جمع هدف کیوبیت با را کنترل کیوبیت که است این می�دهد انجام کیوبیت این که کاری
کنترل کیوبیت ارزش اگر می�دهد. بیرون هدف خروجی عنوان به را باقیمانده و می�کند تقسیم دو بر را
روی CNOT گیت باشد یک کنترل کیوبیت ارزش اگر اما نمی�دهد تغییر را هدف کیوبیت باشد، صفر

: می�کند. عمل NOT گیت یک مانند هدف کیوبیت

CNOT گیت هندسی شکل :٢.٢ شکل

|X⟩ |Y ⟩ C NOT→ |X⟩ |X ⊕ Y ⟩ (۴.٢)



١٩ کلاسیکی و کوانتومی گیت�های انواع .٣.٢

(H) هادامارد گیت

پایه�ی کت�های روی هادامارد یکانی عمل است. کوانتومی گیت�های مهم�ترین از یکی گیت این بی�شک
: می�شود تعریف زیر صورت به محاسباتی

H |٠⟩ → ١√
٢
(|٠⟩+ |١⟩) , H |١⟩ → ١√

٢
(|٠⟩ − |١⟩) (۵.٢)

H =
١√
٢

 ⟨٠|H |٠⟩ ⟨٠|H |١⟩

⟨١|H |٠⟩ ⟨١|H |١⟩

 =
١√
٢

 ١ ١

١ −١

 (۶.٢)

یک به را |٠⊗n⟩ بعدی n پایه�ی کت آن وسیله�ی به می�توان که است این گیت این کاربردهای از یکی
n = ٣ به�ازای مثال برای کرد. تبدیل بعدی n فضای پایه�ی کت�های از مساوی برهمنهش

H⊗٣
∣∣٣⊗٠⟩ = ١√

٠|)٢⟩+ |١⟩)⊗ ١√
٠|)٢⟩+ |١⟩)⊗ ١√

٠|)٢⟩+ |١⟩)

= ١√
٢٣
(|٠٠٠⟩+ |٠٠١⟩+ |٠١٠⟩+ |٠١١⟩+ |١٠٠⟩+ |١٠١⟩+ |١١٠⟩+ |١١١⟩)

(٧.٢)

Toffoli گیت

عمل صورت این به و است هدف بیت یک و کنترل بیت دو دارای که است Toffoli گیت بعدی گیت
می�شود. XOR هدف بیت با نتیجه سپس و می�شوند AND کنترل بیت دو ابتدا که که می�کند

Toffoli کلاسیکی گیت :۶.٢ جدول

C١ C٢ T T ′

٠ ٠ ٠ ٠

٠ ١ ٠ ١

١ ٠ ١ ١

١ ١ ١ ٠
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Z گیت

نامیده ۶ برگردان فاز که است Z پائولی ماتریس به مربوط کیوبیتی تک کوانتومی گیت�های از دیگر یکی
: زیرا می�شود

|ψ⟩ = α |٠⟩+ β |١⟩ →
∣∣∣ψ′

⟩
= α |٠⟩ − β |١⟩ (٨.٢)

Z |ψ⟩ = (|٠⟩ ⟨٠| − |١⟩ ⟨١|)α |٠⟩+ β |١⟩

= α |٠⟩ − β |١⟩
(٩.٢)

: است زیر صورت به |i⟩ مثل دلخواهی حالت هر روی بر Z گیت اثر کلی حالت در و

Z |i⟩ = (−١)i |i⟩ (١٠.٢)

Z،Y ،X گیت هندسی شکل :٣.٢ شکل

f − gate گیت

ورودی گیت، این هستند. f − gate گیت�های Controoled − U گیت�های مهمترین از دیگر یکی
کیوبیت بر ،f از تابعی صورت به (x ∈ {٠,١}n : است کیوبیت n اندازه به ریجستر یک (که را کنترل

۶Phase flip



٢١ کلاسیکی و کوانتومی گیت�های انواع .٣.٢

می�نگارد. (y ∈ {٠,١}m : است کیوبیت m اندازه به ریجستر یک (که هدف

f : {٠,١}n → {٠,١}m

|x⟩ |y⟩ f−gate→ |x⟩ |(y ⊕ f(x))⟩ (١١.٢)

: داشت خواهیم |y⟩ = |٠⟩ ازای به

|x⟩ |٠⟩ f−gate→ |x⟩ |f(x)⟩ (١٢.٢)

داریم: را زیر رابطه آنگاه باشد |x⟩ پایه�ی کتهای از برهمنهش یک صورت به کنترل ورودی که حالی ∑در
x

|x⟩ |٠⟩ f−gate→
∑
x

|x⟩ |f(x)⟩ (١٣.٢)

استفاده بار یک با تنها کوانتومی کامپیوتر باشیم داشته ورودی زیادی تعداد اگر حتی که دهد می نشان این
بزرگترین از یکی این کند محاسبه موازی طور به و جا یک را ورودی�ها تمام تابع می�تواند f − gate از

است. کلاسیکی کامپیوترهای به نسبت کوانتومی کامپیوترهای مزایای

f − gate گیت هندسی شکل :۴.٢ شکل

Phase− shift گیت

می�دهد. تغییر θ اندازه به را |١⟩ پایه�ی کت فاز گیت، این می�گیریم. نظر در را Phase−shift کلی گیت

Pθ =

 ١ ٠

٠ eiθ

 (١۴.٢)

نتیجه را Z گیت باشد θ = π وقتی |ψ⟩ = α |٠⟩ + β |١⟩ حالت روی بر گیت این اثر است واضح
می�دهد.



٢٢ کوانتومی الگوریتم�های و کوانتومی و کلاسیکی گیت�های .٢

کوانتومی الگوریتم�های ۴.٢

دویچ الگوریتم ١.۴.٢

است: مرحله سه شامل که می�رود کار به متوازن) یا (ثابت تابع نوع شناسایی برای ٧ دویچ الگوریتم
|٠⟩ , |١⟩ ورودی حالت روی بر هادامارد اپراتور ١.اعمال

Uf اپراتور ٢.اعمال
اول کیوبیت روی بر هادامارد اپراتور ٣.اعمال

(H ⊗H) |٠⟩ |١⟩ = ١
٠٠|)٢⟩ − |٠١⟩ − |١٠⟩+ |١١⟩) (١۵.٢)

Uf |٠٠⟩ = |٠,٠⊕ f(٠)⟩ = (١− f(٠)) |٠٠⟩+ f(٠) |٠١⟩

Uf |٠١⟩ = |٠,١⊕ f(٠)⟩ = (١− f(٠)) |٠١⟩+ f(٠) |٠٠⟩

Uf |١٠⟩ = |١,٠⊕ f(١)⟩ = (١− f(١)) |١٠⟩+ f(١) |١١⟩

Uf |١١⟩ = |١,١⊕ f(١)⟩ = (١− f(١)) |١١⟩+ f(١) |١٠⟩

∣∣ψ′⟩
= Uf (H ⊗H)

= (١− f(٠)) |٠٠⟩+ f(٠) |٠١⟩+ (١− f(٠)) |٠١⟩+ f(٠) |٠٠⟩

+(١− f(١)) |١٠⟩+ f(١) |١١⟩+ (١− f(١)) |١١⟩+ f(١) |١٠⟩

|ψout⟩ = (H ⊗ I)
∣∣ψ′⟩

(١− f(٠)− f(١)) |٠⟩ ( |١|−⟨٠⟩√
٢ ) + (f(١)− f(٠)) |١⟩ ( |١|−⟨٠⟩√

٢ )

: می�شود حاصل زیر صورت به خروجی باشد ثابت تابع اگر

|ψout⟩ = ± |٠⟩ ( |٠⟩ − |١⟩√
٢

) (١۶.٢)

: آمد خواهد دست به زیر صورت به خروجی باشد متوازن تابع اگر و

|ψout⟩ = ± |١⟩ ( |٠⟩ − |١⟩√
٢

) (١٧.٢)

٧Deutsch algorithm



٢٣ کوانتومی الگوریتم�های .۴.٢

متوازن تابع

خروجی باشد صفر ورودی اگر یعنی می�باشد، عدد یک آن خروجی و ورودی که (تابعی ٨ همانی تابع یک
را یک که (تابعی ٩ برگردان بیت و می�باشد) یک نیز خروجی باشد یک ورودی اگر و شد خواهد صفر نیز
ورودی�ها،خروجی از نیمی ازای به زیرا می�گویند ١٠ متوازن تابع را می�کند) تبدیل یک به را صفر و صفر به

می�دهد. را صفر خروجی ورودی�ها، از دیگر نیمی ازای به و یک

f(x) =


١ if x = ٠

٠ if x = ١
(١٨.٢)

ثابت تابع

می�دهد. را خروجی یک ورودی هر ازای به که است تابعی ١١ ثابت تابع

f(x) = {١ if x = ٠ or ١

f(x) = {٠ if x = ٠ or ١
(١٩.٢)

دویچ-جوزا الگوریتم ٢.۴.٢

x ∈ {٠,١}n که تفاوت این با است دویچ الگوریتم از یافته�ای تعمیم حالت ١٢ جوزا دویچ الگوریتم
تابعی یا است ثابت تابعی ،f(x) تابع یک که کنیم مشخص که می�دهد اجازه ما به الگوریتم این است.

′ψ∣∣∣متوازن.
⟩
= (H⊗n ⊗H)

∣∣٠⊗n
⟩
|١⟩ (٢٠.٢)∣∣∣ψ′

⟩
=

١√
٢n

∑
x∈{٠,١}n

|x⟩( |٠⟩ − |١⟩√
٢

) (٢١.٢)

Uf

∣∣∣ψ′
⟩
=

∣∣∣ψ′′
⟩
=

١√
٢n

∑
x∈{٠,١}n

(−١)f(x) |x⟩ ( |٠⟩ − |١⟩√
٢

) (٢٢.٢)

٨Identity

٩Bit flip

١٠Balanced

١١Constant

١٢Deutsch-jozsa algorithm
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: داریم |x⟩ حالت روی بر هادامارد اپراتور اعمال با

H⊗n |x⟩ =
١√
٢n

∑
x

∑
y

(−١)x.y |y⟩ (٢٣.٢)

: می�آید بدست زیر صورت به خروجی نتیجه در

|ψout⟩ =
١
٢n

∑
x

∑
y

(−١)x.y+f(x) |y⟩( |٠⟩ − |١⟩√
٢

) (٢۴.٢)

: دارد وجود زیر احتمالی نتیجه دو |ψout⟩ حالت در ورودی کیوبیت n اندازه�گیری از
است. ثابت تابع باشند صفر |y⟩ در کیوبیت�ها تمام ١.اگر

بود[٣]. خواهد متوازن تابع باشد یک |y⟩ در کیوبیت�ها از یکی حداقل ٢.اگر



٣ فصل

گراور جستجوی الگوریتم

٢۵



٢۶ گراور جستجوی الگوریتم .٣

کوانتومی جستجوی ١.٣

نام�ها این و است شده ثبت آنها روی نامنظم صورت به دانشجو نام N که داریم مهره N می�کنیم فرض
یک دنبال به نام�ها این میان از می�خواهیم حال شده�اند. گذاری اندیس N − ١ تا ٠ اعداد وسیله�ی به
پیدا را آن به مربوط اندیس فقط تا کافیست نام این کردن پیدا برای که است واضح بگردیم. خاص نام

کنیم.
کت�ها، این از کدام هر می�کنیم. اندیس�گذاری کیوبیتی n کت�های با را نام�ها کوانتومی، جستجوی برای

است. بعدی ٢n فضای یک از پایه�ای
کند. اندیس�گذاری را شماره N = ٢n می�تواند کیوبیتی n سیستم یک

برای کنیم. اندیس�گذاری آنها روی را نام�ها می�خواهیم و داریم مهره N = ٨ کنیم می فرض مثال برای
: داریم کیوبیتی سه سیستم یک به نیاز نام، هشت این اندیس�گذاری

|i⟩ : |٠٠٠⟩ |٠٠١⟩ |٠١٠⟩ |٠١١⟩ |١٠٠⟩ |١٠١⟩ |١١٠⟩ |١١١⟩ (١.٣)

حالت ٢n میان در خاص حالت یک کردن پیدا از است عبارت کوانتومی جستجوی مسئله بنابراین
موجود.

الگوریتم�های در ولی می�گیرد انجام جستجو این بار N
٢ در میانگین طور به کلاسیکی الگوریتم�های در

صورت کار این مرحله
√
N در کلی طور به یعنی می�گیرد. انجام سریعتر بسیار کار این کوانتومی

.[۵ می�گیرد[۴،

گراور جستجوی الگوریتم ٢.٣

اولین گراور جستجوی الگوریتم در است. ١ گراور جستجوی الگوریتم کوانتومی الگوریتم�های از یکی
می�باشد. |ψ⟩ مثل حالت کت یک تشکیل مرحله

|ψ⟩ = ١√
N

N−١∑
i=٠

|i⟩ N = ٢n

می�آید. بدست |٠⟩⊗n کت روی H⊗n عملگر اعمال با |ψ⟩ که

H = ١√
٢ [|٠⟩ ⟨٠|+ |٠⟩ ⟨١|+ |١⟩ ⟨٠| − |١⟩ ⟨١|]

H |٠⟩ = ١√
٢ [|٠⟩ ⟨٠|+ |٠⟩ ⟨١|+ |١⟩ ⟨٠| − |١⟩ ⟨١|] |٠⟩ = ١√

٢ [|٠⟩+ |١⟩]
(٢.٣)

١Grover’s search algorithm



٢٧ گراور جستجوی الگوریتم .٢.٣

گراور الگوریتم کلی ایده ١.٢.٣

است.[۵] جواب غیر دامنه کاهش و جواب دامنه افزایش اصلی ایده گراور جستجو الگوریتم در

گراور مدار یک کلی شکل ٢.٢.٣

گراور الگوریتم مدار :١.٣ شکل

زیر صورت به ساختارش و می�باشد گراور مدار یک است شده داده نشان G حرف با که مربع هر که
: می�باشد

گراور مدار کلی ساختار ٣.٢.٣

گراور مدار ساختار :٢.٣ شکل

: می�پردازیم گراور مدار اجزای بررسی به حال
باقی تغییر بدون را بقیه و منفی را است مسئله جواب که iهایی ضریب که است f − gateیک : fw

می�گذارد.
: f − gate

: می�دهیم زیر صورت به داده دو سیستم یک به کنیم می فرض



٢٨ گراور جستجوی الگوریتم .٣

f − gate گیت هندسی شکل :٣.٣ شکل

|x⟩ |y⟩ f−gate→ |x⟩ |y ⊕ f(x)⟩ (٣.٣)

: باشد زیر صورت به هدف کیوبیت کنیم فرض اگر

|u⟩ = ٢
−m
٢

٢m−١∑
y=٠

e
−٢πi
٢m y |y⟩ (۴.٣)

: داشت خواهیم f − gate اعمال ∑با
x

|x⟩ |u⟩ f−gate→
∑
x

(٢
−m
٢ |x⟩

٢m−١∑
y=٠

e
−٢πi
٢m |y ⊕ f(x)⟩)

=
∑
x

(٢
−m
٢ e

−٢πi
٢m f(x) |x⟩

٢m−١∑
y=٠

e
−٢πi
٢m (y+f(x)) |y ⊕ f(x)⟩)

(۵.٣)

∑
x

e
٢πi
٢m f(x) |x⟩ |u⟩ (۶.٣)

: با است برابر |u⟩ یعنی هدف کیوبیت و m = ١ گراور الگوریتم در

|u⟩ = ١√
٢
(|٠⟩ − |١⟩) (٧.٣)

.|١⟩ روی هادامارد عملگر اثر همان یعنی

∑
x

|x⟩ e ٢πi
٢ f(x) ١√

٠|)٢⟩ − |١⟩) =
∑
x

|x⟩ e(πi)f(x) ١√
٠|)٢⟩ − |١⟩)

eπi = cos π + i sin π = −١∑
x

(−١)f(x) |x⟩
[

١√
٢ (|٠⟩ − |١⟩)

]
fw(i)→ (−١)fw(i) |i⟩

[
١√
٢ (|٠⟩ − |١⟩)

] (٨.٣)

درجه π اندازه به مسئله جواب و می�ماند باقی تغییر بدون هدف کیوبیت که گیریم می نتیجه بالا روابط از
می�شود. منفی و می�دهد فاز تغییر

می��کنیم. خودداری آن نوشتن از مسیر بقیه در بنابراین می�ماند باقی تغییر بدون آخر تا هدف کیوبیت چون
می�دهیم. نشان Iw با را fw عملگری شکل

Iw = I − ٢ |w⟩ ⟨w| (٩.٣)



٢٩ گراور جستجوی الگوریتم .٢.٣

می�باشند. مسئله جواب ها w که
: یعنی می�کند منفی |٠⟩⊗n جز به را iها همه ضریب که است f٠ گراور الگوریتم دیگر جزء

|i⟩ → (−١)١+f٠ |i⟩

می�گذارد. تغییر بدون را بقیه و منفی را |٠⟩⊗n ضریب که می�دهیم نشان I٠ با را f٠ عملگر شکل

I٠ = I − ٢
∣∣٠⊗n

⟩ ⟨
٠⊗n

∣∣ (١٠.٣)

: می�باشد زیر صورت به درمی�آورد معکوس صورت به را جواب که نیز Is و

Is = ٢ |ψ١⟩ ⟨ψ١| − I (١١.٣)

می�دهیم: نمایش زیر صورت به حلقه اولین در را گراور عملگر کاربرد کلی حالت در
.[۵ می�شود[۴، کمتر جواب غیر دامنه و بیشتر جواب دامنه گراور عملگر تکرار با

است مساوی ضرایب با ممکن داده�های همه�ی از خطی ترکیب که ورودی حالت بردار :۴.٣ شکل

است خوانده را آن یک�بار تابع آن�که از بعد ورودی حالت بردار :۵.٣ شکل

متوسط حول انعکاس ز ا بعد حالت بردار :۶.٣ شکل
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بالا شکل�های توضیح

می�باشد. مسئله جواب W از منظور
با می�کنیم. انتخاب مسئله جواب عنوان به را حالت یک مختلف حالت چندین بین در ۴.٣ شکل در
با سپس .۵.٣ شکل در شده داده نشان مانند می�شود منفی جواب مسئله، جواب روی بر Iw عملگر تاثیر
جواب غیر حالت�های دامنه برابر دو اندازه به و کرده معکوس را جواب قبل حالت روی Is عملگر تاثیر
دامنه و افزایش به رو جواب دامنه نتیجه در .۶.٣ شکل در شده داده نشان مانند می�دهد افزایش را آن

می�باشد. کاهش به رو جواب غیر

دوران عملگر به گراور عملگر تغییر ٣.٣

است iهایی کت |α⟩ که بنویسیم |β⟩ و |α⟩ پایه�های با بعدی دو نمودار یک در را گراور عملگر توان می
هستند. جواب جزء که است iهایی کت |β⟩ و نیستند جواب جزء که

که
|α⟩ = ١√

N −M

∑ ′′ |i⟩ (١٢.٣)

و نیستند جواب که iهایی روی جمع یعنی
∑ ′′ که

|β⟩ = ١√
M

∑ ′ |i⟩ (١٣.٣)

هستند. جواب که iهایی روی جمع یعنی
∑ ′ می�باشد،که

: نوشت صورت این به می�توان را |ψ١⟩ حال

|ψ١⟩ = ١√
N

N−١∑
i=٠

|i⟩ = ١√
N
(
∑ ′′ |i⟩+

∑ ′ |i⟩) =
√

N−M
N

|α⟩+
√

M
N
|β⟩

= cos θ
٢ |α⟩+ sin θ

٢ |β⟩
(١۴.٣)

: دادیم قرار را زیر عبارات آن در که

sin
θ

٢ =

√
M

N
, cos

θ

٢ =

√
N −M

N

: بنابراین و می�شود منفی جوابها دامنه می�کند، اثر Iw عملگر اینکه از بعد

|ψ١⟩
Iw→|ψ٢⟩ = cos

θ

٢ |α⟩ − sin
θ

٢ |β⟩ (١۵.٣)

می�یابد. انعکاس |α⟩ حول |ψ١⟩ یعنی
می�یابد: انعکاس |ψ١⟩ کت حول کت این |ψ٢⟩ بر Is عملگر عمل با سپس



٣١ دوران عملگر به گراور عملگر تغییر .٣.٣

Is |ψ٢⟩ = (٢ |ψ١⟩ ⟨ψ١| − I) |ψ٢⟩ = ٢ ⟨ψ١ | ψ٢⟩ |ψ١⟩ − |ψ٢⟩

= ٢(cos٢ θ
٢ − sin٢ θ

٢)[cos
θ
٢ |α⟩+ sin θ

٢ |β⟩]− [cos θ
٢ |α⟩ − sin θ

٢ |β⟩]
(١۶.٣)

→ Is |ψ٢⟩ = cos(٣ θ٢) |α⟩+ sin(٣ θ٢) |β⟩ = |ψ٣⟩ (١٧.٣)

با حالت کت است. |ψ١⟩ حول |ψ٢⟩ یافته�ی انعکاس کت |ψ٣⟩ کت پیداست زیر شکل از که همانطور
نمی�شود. خارج آن از و می�ماند باقی بعدی دو صفحه این در همواره گراور عملگر اثر

|β⟩ پایه�ی سمت به درجه θ اندازه به دوران یک با است معادل متوالی انعکاس دو این از حاصل نتیجه
: دوران ماتریس یک با است معادل گراور عملگر بنابراین

G =

 cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 (١٨.٣)

زاویه�ی اندازه�ی به را حالت آن اینکه یعنی دهیم اثر بار k را گراور عملگر |ψ١⟩ اولیه�ی حالت روی هرگاه
|w⟩ مسئله جواب�های یعنی مطلوب حالت به مقدار چه حالت این ببینیم اینکه برای چرخانده�ایم. kθ

: با شد خواهد برابر که کنیم راحساب ⟨β|Gk |ψ١⟩ ماتریسی عنصر می�بایست است شده نزدیک

⟨β|Gk |ψ١⟩ =
١√
N

cos kθ +

√
N − ١
N

sin kθ (١٩.٣)

آن در که
cosα =

١√
N

(٢٠.٣)

و

sinα =

√
N − ١
N

(٢١.٣)

: داشت خواهیم آنگاه

⟨β|Gk |ψ١⟩ = cos(kθ − α) (٢٢.٣)

: با بود خواهد برابر گراور عملگر تکرار امین k در حالت کت

Gk |ψ١⟩ = cos(
٢k + ١

٢ θ) |α⟩+ sin(
٢k + ١

٢ θ) |β⟩ (٢٣.٣)
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دوران عملگر به گراور عملگر تغییر :٧.٣ شکل



۴ فصل

از استفاده با گراور جستجوی الگوریتم

چندطرفه درهمتنیدگی

٣٣



٣۴ چندطرفه درهمتنیدگی از استفاده با گراور جستجوی الگوریتم .۴

شامل که می�کنیم بررسی را کوانتومی حالتهای ١ چندطرفه درهمتنیدگی ویژگی�های ابتدا فصل این در
با گراور الگوریتم در چندطرفه درهمتنیدگی ویژگی�های بررسی می�باشد. ٢ اوراکل و گراور تکرار حالتهای
کیفی و کمی توصیفات سپس می�گیرد. صورت ۴ در�همتنیدگی اندازه و ٣ جدایی�پذیری درجه از استفاده

.[۶ می�دهیم[۵، ارائه را گراور جستجوی الگوریتم در ۵ درهمتنیدگی دینامیک درمورد
از بعضی کشف کوانتومی محاسبات در ویژه نتیجه یک دادیم توضیح پیشین فصل�های در که طور همان
یکی که می�باشند. کلاسیکی الگوریتم�های از سریعتر مسائل حل به قادر که است کوانتومی الگوریتم�های

می�باشد.[١۵] گراور جستجوی الگوریتم کوانتومی، الگوریتم�های این از
الگوریتم�های از بعضی در چندطرفه نقشدرهمتنیدگی ٧ ماچیاولو و ۶ براوس نام�های به فیزیکدان دو اخیرا
روی مطالعه با را کار این آنها کردند. کشف را است گراور جستجوی الگوریتم شامل که کوانتومی
دادند. انجام می�گویند ٨ REWS آن به که حقیقی یکسان وزنی حالت�های از همتنیدگی در ویژگی�های

(REWS) حقیقی یکسان وزنی حالت�های ١.٠.۴

زیر تعریف دو آنگاه می�باشد. کیوبیتی n محاسباتی پایه�های {|x⟩ |x = ٠, ...,٢n − ١} که کنیم فرض
[٧]: داشت خواهیم را

: باشد زیر شکل به |ψn
REWS⟩ کیوبیتی n حالت یک ١.اگر تعریف

|ψn
REWS⟩ =

١√
٢n

٢n−١∑
x=٠

ax |x⟩

کیوبیتی n حقیقی یکسان وزنی حالت یک |ψn
REWS⟩ سپس ax ∈ {١−,١} : داریم x هر برای که

می�باشد.

١Multipartite entanglement

٢Oracle

٣Separable degree

۴Entanglement measure

۵Entanglement dynamics

۶Bruß

٧Macchiavello

٨Real equally weighted states



٣۵

: باشد زیر صورت به |ψn
REWS⟩ کیوبیتی n حالت یک ٢.اگر تعریف

|ψn
REWS⟩ =

١√
٢n

٢n−١∑
x=٠

(−١)f(x) |x⟩

یکسان وزنی حالت یک |ψn
REWS⟩ است.آنگاه بولی تابع یک که می�باشد f : {٠, ...,٢n−١} آن در که
می�باشد. |ψn

REWS⟩ به وابسته تابع یک f(x) می�باشد.که کیوبیتی n حقیقی

پیوست در (که می�آید: بدست زیر حالت گراور تکرار بار K متوالی کاربرد از بعد گراور الگوریتم در
است) شده اثبات

∣∣ψG
K

⟩
=

cos[(٢k + ١) θ٢ ]√
٢n cos( θ٢)

∑
x∈f−(٠)١

|x⟩+
sin[(٢k + ١) θ٢ ]√

٢n sin( θ٢)

∑
x∈f−(١)١

|x⟩ (١.۴)

می�باشد. {٠,١}n → صورت{٠,١} به f(x) و می�دهد نشان را کیوبیتی n محاسباتی پایه�ی |x⟩ که
است) شده اثبات پیوست در :(که می�آید بدست زیر حالت اوراکل تکرار بار k متوالی کاربرد از بعد

|ψo
K⟩ =

cos[٢(k − ١) + ١) θ٢ ]√
٢n cos( θ٢)

∑
x∈f−(٠)١

|x⟩ −
sin[(٢(k − ١) + ١) θ٢ ]√

٢n sin( θ٢)

∑
x∈f−(١)١

|x⟩ (٢.۴)

: نوشت زیر صورت به می�توان را (٢.۴ )و( ١.۴ حالتهای( که

|ψ٢⟩ ≡ a
∑

x∈f−(٠)١

|x⟩+ b
∑

x∈f−(١)١

|x⟩ (٣.۴)

که
a, b ∈ R

و
a٢

∣∣f−(٠)١
∣∣+ b٢

∣∣f−(١)١
∣∣ = ١

جواب به متعلق که هستند هایی x ،x ∈ f−(٠)١ زیرا می�گویند ٩ حقیقی مقداری دو را بالا حالتهای که
مقادیری دارای آنها دوی هر و می�باشند جواب به متعلق که هستند هایی x ، x ∈ f−(١)١ و نمی�باشند

هستند.[١١] حقیقی

جدایی�پذیری درجه ٢.٠.۴

صورت به بتوانیم را |ψ⟩ اگر باشد. کیوبیتی n سیستم یک از خالص حالت یک |ψ⟩ کنیم می فرض
گفته ١٠k مرتبه جداپذیر |ψ⟩ به آنگاه بنویسیم منفرد سیستم زیر k از خالص حالتهای از تانسوری ضرب

٩Real 2-value states

١٠K-separable
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می�شود.
می�سازیم: روشن را مطلب این مثال یک ذکر با

: داریم باشد. می عضو هشت دارای سیستم این آنگاه داریم کیوبیتی سه سیستم یک می�کنیم فرض
|ψ⟩ = {|٠٠٠⟩ , |٠٠١⟩ , |٠١٠⟩ , |٠١١⟩ , |١٠٠⟩ , |١١٠⟩ , |١٠١⟩ , |١١١⟩}

: داریم بنویسیم را کیوبیتی سه سیستم این از خالص حالت یک بخواهیم اگر

|ψ١⟩ =
١√
٢
{|٠٠١⟩+ |٠١٠⟩}

: آنگاه بنویسیم خالص حالت این برای دو مرتبه جدایی�پذیر حالت یک خواهیم می اکنون

|ψ٢⟩ =
١√
٢
{|٠⟩ [|٠١⟩+ |١٠⟩]}

است. دو مرتبه جدایی�پذیر رابطه می�باشد.این خالص حالت دو از تانسوری ضرب صورت به که
|ψ⟩ از جدایی�پذیری درجات δ(|ψ⟩) به آنگاه k ∈ {١,٢, ......., n − ١} آن در که δ(|ψ⟩) ≡ k اگر

می�گویند.
می�گویند. ١١ همتنیده در ،کاملا |ψ⟩ به آنگاه باشد δ(|ψ⟩) = ١ اگر

می�شود. گفته ١٢ جداپذیر کاملا |ψ⟩ به آنگاه باشد δ(|ψ⟩) = n اگر و
می�گویند[٧]. ١٣ جداپذیر جزئی طور به |ψ⟩ به آنگاه باشد δ(|ψ⟩) ∈ {٢,٣, ...., n− ١} و n ≥ ٣ واگر

جدایی�پذیری درجه از استفاده با مقداری دو حالتهای کیفی تحلیل و تجزیه ٣.٠.۴

را است آمده (٣.۴) رابطه در که مقداری دو حالتهای از طرفه چند درهمتنیدگی ویژگی�های بخش این در
[١۵]: می�دهیم قرار بررسی مورد جدایی�پذیری درجات از استفاده با

(١)١−f∣∣اگر
∣∣ ∈ {٠,٢n}

می�باشند. جواب جز که هستند اعدادی (٣.۴) رابطه به توجه با
∣∣f−(١)١

∣∣ عبارت از منظور باشد،
: آنگاه

|ψ٢⟩ = ± ١√
٢n

٢n−١∑
x=٠

|x⟩

می�باشد. جدایی�پذیر کاملا که است برهمنهیده حالت یک حالت این که
[٣]: می�گیریم نظر در را زیر روابط

١١Fully entangled

١٢Fully separable

١٣Partially separable



٣٧

H =
١√
٢
(|٠⟩ ⟨٠|+ |٠⟩ ⟨١|+ |١⟩ ⟨٠| − |١⟩ ⟨١|)

(H ⊗H) |٠⟩ |٠⟩ = (H |٠⟩)(H |٠⟩) =
(

|١|+⟨٠⟩√
٢

)(
|١|+⟨٠⟩√

٢

)
= ١

٠٠|)٢⟩+ |٠١⟩+ |١٠⟩+ |١١⟩)
(۴.۴)

صورت به |x⟩ آنجا از که x ∈ {٠,١}٢ : دهیم نشان مقابل صورت به کلی طور به را |x⟩ می�توانیم ما
: شد خواهد زیر عبارت�های از یکی

|٠٠⟩ , |٠١⟩ , |١٠⟩ , |١١⟩

زیر عبارت�های از یکی صورت به |x⟩ که است معنی این به آنگاه x ∈ {٠,١}٣ بنویسیم ما اگر و
می�باشد:

|٠٠٠⟩ , |٠٠١⟩ , |٠١٠⟩ , |١٠٠⟩ , |١٠١⟩ , |١١٠⟩ , |١١١⟩

: بنویسیم زیر صورت به می�توانیم را (۴.۴) رابطه نتیجه در

(H ⊗H) |٠⟩ |٠⟩ = H⊗٢⊗⟨٠|٢ =
١√
٢٢

∑
x∈{٠,١}٢

|x⟩ (۵.۴)

: بنویسیم زیر صورت به را (۵.۴) رابطه توانیم می کلی حالت در

H⊗n(|٠⟩⊗n) =
١√
٢n

∑
x∈{٠,١}n

|x⟩ (۶.۴)

می�باشد. جدایی�پذیر کاملا (۶.۴) رابطه شده، گفته روابط به توجه با
(١)١−f∣∣اگر

∣∣ /∈ {٠,٢n}

: آنگاه a = و٠
|ψ٢⟩ =

١√
|f−(١)١|

∑
x∈f−(١)١

|x⟩ (٧.۴)

می�باشد.
: کند پیروی زیر شروط از اگر تنها و اگر است جدایی�پذیر کاملا صورتی در (٧.۴) (١)١−f∣∣رابطه

∣∣ = ١.١

: داریم آن در که باشد |ψ٢⟩ = ١√
٢m

٢m−١∑
x=٠

|x⟩ ⊗ |w⟩ و
∣∣f−(١)١

∣∣ = ٢m.٢

m ∈ {١,٢, ..., n− ١}

و
w ∈ {٠,١}n−m
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[١١]: شود نوشته زیر صورت به می�تواند باشد جدایی�پذیر کاملا (٧.۴) رابطه اگر که است واضح

⊗n
i=١(αi |٠⟩+ βi |١⟩)

بخش این ابتدای در شده گفته روابط به توجه با همچنین و ١و٢ شروط به توجه با رابطه این
است. آمده بدست

عبارت می�باشند. αi, βi ∈ R آن در (١)١−f∣∣که
∣∣ /∈ {٠,٢n}

یا i هر برای که می�دهد نشان
αi = βi

یا
αi.βi = ٠

می�باشد.
رابطه برای است (١)١−f∣∣واضح

∣∣ /∈ {٠,٢n}

داریم. را مشابهی نتایج b = ٠ و
: داریم a = −b اگر

|ψ٢⟩ =
١√
٢n

٢n−١∑
x=٠

(−١)f(x) |x⟩ (٨.۴)

جواب به متعلق که هایی x برای که می�آید بدست اوراکل مرحله اولین کاربرد از بعد حالت این که
می�باشد. f(x) = ٠ نیستند جواب به متعلق که هایی x برای و f(x) = ١ هستند

وزنی برهمنهیده حالت یک با مطابق (٨.۴) رابطه نتیجه در باشد
∣∣f−(١)١

∣∣ = ١ می�کنیم فرض
که داده یک جز به می�شوند ظاهر مثبت فاز با داده�ها همه آن در که می�باشد. حقیقی یکسان
کاملا حالت یک حالت این همچنین شود.[١١] می ظاهر منفی فاز با است مسئله جواب همان
حالات تعداد بود. خواهد منفی علامت دو حداقل شامل جداپذیر حالت یک زیرا است. درهمتنیده
داده ٢n از یک هر جلوی می�تواند یک منفی فاز زیرا است. ٢n برابر

∣∣f−(١)١
∣∣ = ١ با ممکن

شود. ظاهر
: مثال

|ψ⟩ = |٠٠⟩+ |٠١⟩ − |١٠⟩+ |١١⟩

= |٠⟩ (|٠⟩+ |١⟩)− |١⟩ (|٠⟩ − |١⟩)
بنابراین است. شده ظاهر منفی فاز با داده�ها از یکی یعنی می�باشد جواب یک دارای بالا رابطه

است. درهمتنیده کاملا نتیجه در بنویسیم، جداپذیر صورت به کلی حالت در نمی�توانیم
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کاملا (٨.۴) رابطه�ی اینکه برای ضروری و لازم شرط باشیم داشته خاطر به باید کلی طور به
متوازن. تابعی یا باشد ثابت تابعی یا f(x) خروجی که است این باشد جداپذیر

حالت�ها از تانسوری ضرب صورت به نمی�توانیم (٨.۴)را رابطه هرگز فرد های
∣∣f−(١)١

∣∣ برای
جواب�ها از تعدادی وقت هر بنابراین شد. خواهد منفی فازهای از تعدادی یک به منجر زیرا بنویسم

است.[١١] درهمتنیده کاملا (٨.۴) رابطه باشند فرد
: می�کنیم (١)١−f∣∣فرض

∣∣ /∈ {٠,٢n}

: می�باشد زیر صورت به باشد ٢ مرتبه جدایی�پذیر |ψ٢⟩ اگر صورت این در αi.βi ̸= ٠ و a ̸= −b

|ψ٢⟩ = [
١√
٢
(|٠⟩+ |١⟩)]⊗k ⊗

√
٢k[a

∑
x∈s

|x⟩+ b
∑
x∈T

|x⟩ (٩.۴)

|T | = |f−(١)١|
٢K و S ∩ T = Φ و S ∪ T = {٠,١}n−k و k ∈ {١,٢, ......n− ١} آن در که

می�باشد.
دارد وجود k ∈ {١,٢, ......n−١} یک می�باشد،بنابراین ٢ مرتبه جدایی�پذیر |ψ٢⟩ که آنجایی از

: باشد زیر به�صورت |ψ٢⟩ که طوری به

|ψ٢⟩ = [
٢k−١∑
i=٠

αi |i⟩]⊗ [
٢n−k−١∑
j=٠

βj |j⟩] (١٠.۴)

i, j هر برای است باشد.واضح αi, βj ∈ R می�کنیم فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون
αi.βj ̸= ٠

زیرا می�باشد
a.b ̸= ٠

است.
نبودند، یکنواخت برهمنهی حالت شکل به

٢n−k−١∑
j=٠

βj |j⟩ و
٢k−١∑
i=٠

αi |i⟩ رابطه دو که کنیم فرضمی

که است این دهنده نشان مورد این که
i١, i٢ ∈ {٠,١, ...,٢k − ١}

و
j١, j٢ ∈ {٠,١, ...,٢n−k − ١}

می�باشد. βj١ ̸= βj٢ و αi١ ̸= αi٢ که طوری به
آنگاه است، مقداری دو حقیقی حالت |ψ٢⟩ که آنجایی از
αi١βj١ = αi٢βj٢

و
αi١βj٢ = αi٢βj١
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بنابراین است، βj١ = −βj٢ می�دهد نشان که
αi١βj١ = −αi١βj٢

می�باشد. a ̸= −b با تضاد در که است
هر برای بالا روابط طبق (١)١−f∣∣بر

∣∣ /∈ {٠,٢n}

[١١] صورت: به ٢ مرتبه جدایی�پذیر حالتها تعداد

nB(٢n−١,

∣∣f−(١)١
∣∣

٢ )

اگر می�شود.بنابراین (١)١−f∣∣داده
∣∣ < ٢

n
٢

[١١] رابطه از استفاده با ٢ مرتبه جدایی�پذیر حالتهای از مجموعه�ای باشد،

lim
n→∞

nB(٢n−١,
|f−(١)١|

٢ )

B(٢n, |f−(١)١| ≃ ٠ (١١.۴)

و مطالب به توجه با می�باشد. ای جمله دو ضریب دهنده نشان بالا رابطه در B که می�آید. بدست
هر برای که می�گیریم نتیجه شده گفته (١)١−f∣∣روابط

∣∣ ∈ (٠,٢
n
٢ )

هستند[١۵]. درهمتنیده کاملا موارد اکثر در (٣.۴) رابطه در حالتها
: می�گردد حاصل نیز زیر نتایج این، بر علاوه

: کنیم فرض

∣∣f−(١)١
∣∣ = ٢n−١

a ̸= −b

a.b ̸= ٠

(١٢.۴)

: می�آید بدست زیر نتایج آنگاه
باشد زیر روابط از یکی فرم به |ψ٢⟩ و

∣∣f−(١)١
∣∣ = ٢n−١ اگر

[
١√
٢
(|٠⟩+ |١⟩)]⊗(n−١) ⊗

√
٢n−١(a |٠⟩+ b |١⟩)

و

[
١√
٢
(|٠⟩+ |١⟩)]⊗(n−١) ⊗

√
٢n−١(b |٠⟩+ a |١⟩)

درهمتنیده کاملا |ψ٢⟩ آنگاه باشد فرد ،
∣∣f−(١)١

∣∣ اگر می�باشد. جداپذیر کاملا |ψ٢⟩ آنگاه
آنگاه باشد q ∈ Z+ و p ∈ N آن در که باشد

∣∣f−(١)١
∣∣ = ٢q(٢p + ١) اگر . می�باشد
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باشد. k ≥ ٢ که شرطی به می�باشد k مرتبه جدایی�پذیر یا است درهمتنیده کاملا یا |ψ٢⟩
: می�شود تبدیل زیر فرم به |ψ٢⟩ و k ≤ q + ١ آنگاه باشد k مرتبه جدایی�پذیر |ψ٢⟩ اگر

[
١√
٢
(|٠⟩+ |١⟩)]⊗k−١ ⊗

√
٢k−١(a

∑
x∈S

|x⟩+ b
∑
x∈T

|x⟩)

می�باشد |T | = ٢q−k+٢)١p+ ١) و S ∩ T = Φ و S ∪ T = {٠,١}n−k+١ آن در که

اندازه�ی از استفاده با مقداری دو حالتهای کمی تحلیل و تجزیه ۴.٠.۴

درهمتنیدگی

حقیقی حالتهای چندطرفه درهمتنیدگی تعیین برای درهمتنیدگی اندازه از خواهیم می بخش این در
کنیم.[١۵] استفاده مقداری دو

اشمیت عدد ۵.٠.۴

|ψ⟩ ∈ HA ⊗HB می�کنیم فرض می�گیریم. نظر در را HA ⊗HB ضرب از مرکب سیستم یک
می�باشد: زیر صورت به |ψ⟩ بسط آنگاه باشد سیستم این از خالص حالت یک که

|ψ⟩ =
∑
i

λi |ai⟩ |bi⟩

که هستند. B سیستم به متعلق حالت�های |bi⟩ و هستند A سیستم به متعلق حالتهای |ai⟩ که
در که λi بسط ضریب می�باشند.[٢] B سیستم و A سیستم برای اشمیت پایه�های حالت�ها این

می�گویند. ١۴ اشمیت ضریب را است
∑
i

λ٢i = ١ و λi > ٠ آن

: می�شوند محاسبه زیر رابطه از استفاده با اشمیت ضرایب
ρ = |ψ⟩ ⟨ψ| (١٣.۴)

ρA = TrB(|ψ⟩ ⟨ψ|) (١۴.۴)

. است λi٢ برابر مقادیر ویژه دارای ماتریس این
می�باشد[٢]. λi صفر از غیر مقادیر ویژه تعداد اشمیت عدد

از بزرگتر اشمیت عدد اگر و داریم جداپذیر حالت یک آنگاه باشد یک مساوی ١۵ اشمیت عدد اگر
داشت. خواهیم درهمتنیده حالت یک آنگاه باشد یک

[٣]: مثال

١۴Schmidt coefficients

١۵Schmidt number
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: گیریم می نظر در را زیر حالت
|ψ⟩ = ١

٠٠|)٢⟩ − |٠١⟩ − |١٠⟩+ |١١⟩)
درهمتنیده. یا است جداپذیر حالت این که ببینیم می�خواهیم

ρ = |ψ⟩ ⟨ψ| = ١
۴(|٠٠⟩ ⟨٠٠| − |٠٠⟩ ⟨٠١| − |٠٠⟩ ⟨١٠|+ |٠٠⟩ ⟨١١| − |٠١⟩ ⟨٠٠|

+ |٠١⟩ ⟨٠١|+ |٠١⟩ ⟨١٠| − |٠١⟩ ⟨١١| − |١٠⟩ ⟨٠٠|+ |١٠⟩ ⟨٠١|+ |١٠⟩ ⟨١٠|

− |١٠⟩ ⟨١١|+ |١١⟩ ⟨٠٠| − |١١⟩ ⟨٠١| − |١١⟩ ⟨١٠|+ |١١⟩ ⟨١١|)

ρA = TrB(|ψ⟩ ⟨ψ|) = ⟨٠ | ψ⟩ ⟨ψ | ٠⟩+ ⟨١ | ψ⟩ ⟨ψ | ١⟩

= ١
۴(|٠⟩ ⟨٠| − |٠⟩ ⟨١| − |١⟩ ⟨٠|+ |١⟩ ⟨١|) + ١

۴(|٠⟩ ⟨٠| − |٠⟩ ⟨١| − |١⟩ ⟨٠|+ |١⟩ ⟨١|)

= ١
٠|)٢⟩ ⟨٠| − |٠⟩ ⟨١| − |١⟩ ⟨٠|+ |١⟩ ⟨١|)

ρA =
١
٢

 ١ −١

−١ ١


λ١ = ١ , λ٢ = ٠ : با برابر ماتریس این مقادیر ویژه

این تعداد که آنجایی از و ماتریس این صفر غیر ویژه�مقادیر تعداد با است برابر اشمیت عدد
می�باشد. جداپذیر حالت یک بنابراین است یک صفر غیر ویژه�مقادیر

که باشد، |ψ⟩ خالص حالت از اشمیت عدد بیشترین χ(|ψ⟩) کنیم فرض

χ(|ψ⟩) ≡ max
A

rank[TrB(|ψ⟩ ⟨ψ|)] (١۵.۴)

ماتریس یک رتبه یا رنک ۶.٠.۴

آن در خطی مستقل سطرها)ی (یا ستونها تعداد بیشترین با برابر A ماتریس یک رتبه یا رنک
است. ماتریس

An×n → |A| ̸= ٠ → Rank(A) = n→ full Rank

Am×n → Rank(A) = min(m,n) → full Rank

Am×n → Rank(A) < min(m,n) → Rank deficiency

باید آوریم بدست را ماتریس یک رنک اینکه می�باشد.برای A ماتریس دترمینان |A| از منظور
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می�شوند صفر سطرها از تعداد یک سپس کنیم حل جردن گاوس حل طریق از را ماتریس آن ابتدا
می�باشند. ماتریس رتبه همان نیستند صفر که سطرهایی تعداد نتیجه در

[١۵]: می�باشد زیر ویژگیهای دارای (١۵.۴) رابطه

χ(|ψ⟩) = آنگاه باشد، جداپذیر کاملا |ψ⟩ اگر است. χ(|ψ⟩) ∈ {١,٢, ...,٢⌊
n
٢ ⌋} .١

میشود. ١
χ(|ψ⟩ ⊗ |ψ′⟩) = χ(|ψ⟩).χ(|ψ′⟩) .٢

مقداری دو حقیقی حالتهای از چندطرفه درهمتنیدگی ویژگی�های کمی طور به اینجا در
بررسی χ(|ψ٢⟩ اشمیت عدد بیشترین از استفاده با مستقیما را (٣.۴) فرمول در |ψ٢⟩

کنیم. می
اشمیت عدد بیشترین ویژگی�های و قبلی قسمتهای از آمده دست به نتایج طبق بر

: آوریم بدست را زیر نتیجه چندین می�توانیم
χ = ١: آنگاه باشد

∣∣f−(١)١
∣∣ ∈ {٠,٢n} اگر .١

: آنگاه باشد a = ٠ و
∣∣f−(١)١

∣∣ /∈ {٠,٢n} : کنیم فرض .٢∣∣f−(١)١
∣∣ = ٢m که طوری به m ∈ {٠,١, ...., n} آنگاه باشد، χ = ١ اگر الف.

می�باشد.
می�باشد. χ = ١ آنگاه باشد

∣∣f−(١)١
∣∣ = ١ اگر ب.

: آنگاه a = −b کنیم فرض .٣∣∣f−(١)١
∣∣ = ∣∣f−(٠)١

∣∣ = ٢n−١ آنگاه باشد، χ = ١ الف.اگر
χ ∈ {١,٢, ...,٢⌊

n
٢ ⌋} آنگاه باشد،

∣∣f−(١)١
∣∣ = ٢n−١ ب.اگر

χ ∈ {٢,٣, ...,min(
∣∣f−(١)١

∣∣+١,٢⌊n
٢ ⌋)} آنگاه باشد،

∣∣f−(١)١
∣∣ ̸= ٢n−١ ج.اگر

.χ = ٢ آنگاه باشد،
∣∣f−(١)١

∣∣ = ١ د.اگر
: آنگاه باشد a.b ̸= و٠ a ̸= −b و

∣∣f−(١)١
∣∣ /∈ {٠,٢n} کنیم فرض .۴

.
∣∣f−(١)١

∣∣ = ∣∣f−(٠)١
∣∣ = ٢n−١ آنگاه باشد، χ = ١ اگر الف.

. χ ∈ {١,٢, ...,٢⌊
n
٢ ⌋} آنگاه باشد،

∣∣f−(١)١
∣∣ = ٢n−١ اگر ب.

.χ ∈ {٢,٣, ...,min(
∣∣f−(١)١

∣∣+١,٢⌊n
٢ ⌋)} آنگاه باشد،

∣∣f−(١)١
∣∣ ̸= ٢n−١ اگر ج.

.χ = ٢ آنگاه باشد،
∣∣f−(١)١

∣∣ = ١ اگر د.
: می�آوریم بدست را ۴ (د)قسمت رابطه و ٣ (د)قسمت رابطه در موجود روابط اکنون

حالت می�توانیم آنگاه a.b ̸= ٠ و باشد |ψ٢⟩ = a
٢n−١∑
x=١

|x⟩+ b |٠⟩ : می�کنیم فرض

مقدار ازای به ابتدا که آوریم بدست زیر صورت به را |ψ٢⟩ ⟨ψ٢| چگالی ماتریس کلی
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: می�آوریم بدست را چگالی ماتریس n = ٢

|٠⟩ =



١

٠

٠

٠


|١⟩ =



٠

١

٠

٠


(١۶.۴)

|٢⟩ =



٠

٠

١

٠


|٣⟩ =



٠

٠

٠

١


(١٧.۴)

a



٠

١

٠

٠


+ a



٠

٠

١

٠


+ a



٠

٠

٠

١


+ b



١

٠

٠

٠


=



b

a

a

a



شود: می زیر صورت به چگالی ماتریس پس

|ψ٢⟩ ⟨ψ٢| =



b

a

a

a


(
b a a a

)
=



b٢ ab ab ab

ab a٢ a٢ a٢

ab a٢ a٢ a٢

ab a٢ a٢ a٢


(١٨.۴)
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: باشد می زیر صورت به کلی حالت آنگاه

|ψ٢⟩ ⟨ψ٢| =



b٢ ab ab . . . ab

ab a٢ a٢ . . . a٢

ab a٢ a٢ . . . a٢

... ... ... . . . ...

ab a٢ a٢ .. a٢


(١٩.۴)

mکیوبیت که دوقسمتی تقسیم هر برای trB(|ψ٢⟩ ⟨ψ٢|) یافته کاهش ماتریسچگالی

می�شود: نوشته زیر صورت به هستند B در کیوبیت n−m و A در

b٢ + (٢n−m − ١)a٢ ab+ (٢n−m − ١)a٢ ab+ (٢n−m − ١)a٢ ... ab+ (٢n−m − ١)a٢

ab+ (٢n−m − ١)a٢ ٢n−ma٢ ٢n−ma٢ ... ٢n−ma٢

ab+ (٢n−m − ١)a٢ ٢n−ma٢ ٢n−ma٢ ... ٢n−ma٢

... ... ... . . . ...

ab+ (٢n−m − ١)a٢ ٢n−ma٢ ٢n−ma٢ ... ٢n−ma٢


٢m×٢m

[١۵].rank[trB(|ψ٢⟩ ⟨ψ٢|)] = ٢ و a.b ̸= ٠ که

گراور جستجوی الگوریتم درهمتنیدگی دینامیک ١.۴

گراور جستجوی الگوریتم در کیوبیت n اولین از چندطرفه درهمتنیدگی تنها اینجا در
مقدار با و جداپذیر کاملا که می�باشد |٠⟩⊗n یا حالت اولین می�گیریم.[۴] نظر در را
عملگر بار n تاثیر از حالت این است.

∣∣ψG
٠
⟩
حالت آن از پس می�باشد. χ = ١

می�آید. بدست |٠⟩ اولیه حالت روی هادامارد
می�باشد: زیر صورت به هادامارد عملگر ماتریسی شکل که

H =
١√
٢

 ١ ١

١ −١

 (٢٠.۴)

می�باشد: زیر صورت به نیز آن عملگری شکل و باشد می

H = [|٠⟩ ⟨٠|+ |٠⟩ ⟨١|+ |١⟩ ⟨٠| − |١⟩ ⟨١|] (٢١.۴)
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می�باشد. χ = و١ جداپذیر کاملا نیز
∣∣ψG

٠
⟩
که است واضح

P که است آمده بدست G ≡ PO با گراور تکرار حالت که R = [π−θ
٢.θ − ١

٢ ] آنجا از
می�آید. بدست ٢

∣∣ψG
٠
⟩ ⟨
ψG
٠
∣∣− I اپراتور توسط که است معکوسی

آوریم. بدست بالا احتمال با را شده خواسته جوابهای از یکی می�توانیم ما نهایت در
به گراور جستجوی الگوریتم دینامیکی تصویر آنگاه باشد

∣∣f−(١)١
∣∣ ≥ ٢n−١ اگر

می�باشد: زیر صورت

|٠⟩⊗n H⊗n

→
∣∣ψG

٠
⟩ O→

∣∣ψO
١
⟩ P→

∣∣ψG
١
⟩ O→ ...

O→
∣∣ψO

R

⟩ P→
∣∣ψG

R

⟩
(٢٢.۴)

بالا دینامیکی تصویر توضیح

: می�باشد زیر صورت به که می�آوریم بدست گراور الگوریتم در را اولیه کت ابتدا

∣∣ψG
٠
⟩
= cos

θ

٢ |α⟩+ sin
θ

٢ |β⟩ (٢٣.۴)

صورت به که آید بدست اوراکل اولیه کت تا می�دهیم اثر آن روی را اوراکل عمل سپس
: می�شود زیر

∣∣ψO
١
⟩
= cos

θ

٢ |α⟩ − sin
θ

٢ |β⟩ (٢۴.۴)

زیر صورت به که می�آید بدست گراور تکرار مرحله اولین آن روی P تاثیر با آنگاه
: می�باشد

∣∣ψG
١
⟩
= cos

٣θ
٢ |α⟩+ sin

٣θ
٢ |β⟩ (٢۵.۴)

مرحله چندین را گراور تکرار عمل این باید یابیم دست مسئله جواب به اینکه برای

بدست
∣∣ψG

١
⟩
روی اوراکل عمل تاثیر با بعدی مراحل اول مرحله از بعد که دهیم انجام

می�آید.

گراور جستجوی الگوریتم دینامیک کیفی تحلیل و تجزیه ١.١.۴

[١۵]: یابیم دست نیز زیر نتایج به می�توانیم ما شده گفته روابط و نکات طبق بر
: داریم سپس باشد فرد

∣∣f−(١)١
∣∣ کنیم می فرض .١

همتنیده در کاملا
∣∣ψO

١
⟩
,
∣∣ψG

١
⟩
, ...

∣∣ψO
R−١

⟩
,
∣∣ψG

R−١
⟩
,
∣∣ψO

R

⟩
عبارتهای کل الف.
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می�باشند.
در باشد. می همتنیده در کاملا

∣∣ψG
R

⟩
آنگاه باشد، cos[(٢R + ١) θ٢ ] ̸= ٠ اگر ب.

بود. نخواهد جداپذیر کاملا ولی می�باشد جداپذیر جزئی طور به صورت این غیر
q ∈ Z+ و p ∈ N آن در که می�باشد

∣∣f−(١)١
∣∣ = ٢q(٢p + ١) می�کنیم فرض .٢

: داریم آنگاه ψG∣∣هستند،
١
⟩
, ...

∣∣ψO
R−١

⟩
,
∣∣ψG

R−١
⟩
عبارات باشد همتنیده در کاملا

∣∣ψO
١
⟩
فرضاینکه با الف.

همچنین آنگاه باشد cos[(٢R+ ١) θ٢ ] ̸= ٠ اگر می�باشند. همتنیده در کاملا
∣∣ψO

R

⟩
و

می�باشد. همتنیده در کاملا
∣∣ψG

R

⟩
: باشد زیر شکل به

∣∣ψO
١
⟩
کنیم می فرض ب.

[
١√
٢
(|٠⟩+ |١⟩)]⊗k−١ ⊗

√
٢k−١(

∑
x∈S

|x⟩ −
∑
x∈T

|x⟩)

و S ∩ T = Φ و S ∪ T = {٠,١}n−k+١ و k ∈ {٢, ..., q + ١} آن در که
و
∣∣ψG

١
⟩
,
∣∣ψO

٢
⟩
, ...,

∣∣ψG
R−١

⟩
عبارات کل آنگاه است. |T | = ٢q−k+٢)١p + ١)

می�باشند. k مرتبه جداپذیر
∣∣ψO

R

⟩
: می�باشد زیر شکل به

∣∣ψG
i

⟩
و ، ∀i ∈ {١,٢, ..., R− ١} این بر علاوه

[
١√
٢
(|٠⟩+ |١⟩)]⊗k−١⊗

√
٢k−١(

cos[(٢i+ ١) θ٢ ]√
٢n cos( θ٢)

∑
x∈S

|x⟩+
sin[(٢i+ ١) θ٢ ]√

٢n sin( θ٢)

∑
x∈T

|x⟩)]

: می�باشد زیر شکل به نیز
∣∣ψo

i+١
⟩
و

[
١√
٢
(|٠⟩+ |١⟩)]⊗k−١⊗

√
٢k−١(

cos[(٢i+ ١) θ٢ ]√
٢n cos( θ٢)

∑
x∈S

|x⟩−
sin[(٢i+ ١) θ٢ ]√

٢n sin( θ٢)

∑
x∈T

|x⟩)

اگر

cos[(٢R + ١) θ٢ ] ̸= ٠
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j مرتبه پذیر جدا صورت این غیر در می�باشد. k مرتبه جداپذیر
∣∣ψG

R

⟩
آنگاه باشد

باشد. j ≥ k که شرطی به است

می�باشد. پذیر جدا کاملا
∣∣ψG

R

⟩
آنگاه باشد cos[(٢R + ١) θ٢ ] = ٠ اگر ج.

درهمتنیدگی که می�کنیم ملاحظه باشد p ≥ ١ و
∣∣f−(١)١

∣∣ = ٢q(٢p+١) ≥ ٢
n
٢ اگر

می�شود. پیچیده خیلی حقیقی یکسان وزنی حالتهای چندطرفه

متفاوتی فرم است ممکن باشد δ(
∣∣ψO

١
⟩
) = k ≥ ٢ که این شرط با

∣∣ψO
١
⟩
بنابراین

عبارات جدایی�پذیری درجات همه که مفهوم این به باشد داشته (٢١.۴) فرمول با

∣∣ψG
١
⟩
,
∣∣ψO

٢
⟩
, ...,

∣∣ψG
R−١

⟩
,
∣∣ψO

R

⟩
می�باشد. k مرتبه جدایی�پذیر

∣∣ψO
١
⟩
که طوری به باشد k از کوچکتر است ممکن

گراور جستجوی الگوریتم دینامیک کمی تحلیل و تجزیه ٢.١.۴

: می�آیند به�دست زیر نتایج قبل قسمت در آمده بدست نتایج طبق بر
: آنگاه باشد فرد

∣∣f−(١)١
∣∣ کنیم می فرض .١

χ(
∣∣ψO

١
⟩
), χ(

∣∣ψG
١
⟩
), ..., χ(

∣∣ψo
R−١

⟩
), χ(

∣∣ψG
R−١

⟩
), χ(

∣∣ψO
R

⟩
) ∈

{٢,٣, ...,min(
∣∣f−(١)١

∣∣+ ١,٢⌊
n
٢ ⌋)}

الف.

: داریم آنگاه باشد
∣∣f−(١)١

∣∣ = ١ اگر خاص حالت در
χ(
∣∣ψO

١
⟩
) = χ(

∣∣ψG
١
⟩
) = ... = χ(

∣∣ψo
R−١

⟩
) = χ(

∣∣ψG
R−١

⟩
) = χ(

∣∣ψO
R

⟩
) = ٢

χ(
∣∣ψG

R

⟩
) = ١: آنگاه باشد

∣∣f−(١)١
∣∣ = ١ و cos[(٢R + ١) θ٢ ] = ٠ اگر ب.

و p ∈ N آن در که باشد
∣∣f−(١)١

∣∣ = ٢q(٢p + ١) < ٢
n
٢ کنیم می فرض .٢
: آنگاه باشد q ∈ Z+

: آنگاه باشد همتنیده در کاملا
∣∣ψO

١
⟩
که کنیم می فرض الف.

χ(
∣∣ψO

١
⟩
), χ(

∣∣ψG
١
⟩
), ..., χ(

∣∣ψo
R−١

⟩
), χ(

∣∣ψG
R−١

⟩
), χ(

∣∣ψO
R

⟩
) ∈

{٢,٣, ...,min(
∣∣f−(١)١

∣∣+ ١,٢⌊
n
٢ ⌋)}

: آنگاه باشد cos[(٢R + ١) θ٢ ] ̸= ٠ می�باشد.اگر
χ(
∣∣ψG

R

⟩
) ∈ {٢,٣, ...,min(

∣∣f−(١)١
∣∣+ ١,٢⌊

n
٢ ⌋)}



۴٩ نتایج .٢.۴

صورت این غیر در است
χ(
∣∣ψG

R

⟩
) ∈ {٢,٣, ...,min(

∣∣f−(١)١
∣∣ ,٢⌊n

٢ ⌋)}

ψO∣∣می�شود.
١
⟩
= [ ١√

٠|)٢⟩+ |١⟩)]⊗k−١ ⊗
√
٢k−١(

∑
x∈S

|x⟩ − که کنیم می فرض ب.

S ∩ T = Φ و S ∪ T = {٠,١}n−k+١ و k ∈ {٢, ..., q + ١} آن در که
∑
x∈T

|x⟩)

همتنیده در کاملا
√
٢k−١(

∑
x∈S

|x⟩ −
∑
x∈T

|x⟩) و است |T | = ٢q−k+٢)١p + و(١

: آنگاه باشد
داریم: آنگاه باشد q+١ مرتبه جداپذیر

∣∣ψO
١
⟩
و P = ٠ و cos[(٢R+١) θ٢ ] = ٠ اگر

χ(
∣∣ψO

١
⟩
), χ(

∣∣ψG
١
⟩
), ..., χ(

∣∣ψo
R−١

⟩
), χ(

∣∣ψG
R−١

⟩
), χ(

∣∣ψO
R

⟩
)

∈ {٢,٣, ...,min(|T |+ ١,٢⌊
n−١+k

٢ ⌋)}

و
χ(
∣∣ψO

١
⟩
) = χ(

∣∣ψG
١
⟩
) = ... = χ(

∣∣ψo
R−١

⟩
) = χ(

∣∣ψG
R−١

⟩
) = χ(

∣∣ψO
R

⟩
) = ٢

آنگاه باشد cos[(٢R + ١) θ٢ ] ̸= ٠ اگر این بر علاوه
χ(
∣∣ψG

R

⟩
) ∈ {٢,٣, ...,min(|T |+ ١,٢⌊

n−١+k
٢ ⌋)}

صورت این غیر در
χ(
∣∣ψG

R

⟩
) ∈ {١,٢,٣, ...,min(|T | ,٢⌊

n−١+k
٢ ⌋)}

مرتبه جدایی�پذیر
∣∣ψO

١
⟩
و باشد P = ٠ و cos[(٢R + ١) θ٢ ] = ٠ اگر ج. می�شود.

است. χ(
∣∣ψG

R

⟩
) = ١ آنگاه باشد q + ١

نتایج ٢.۴

رابطه به توجه با

|ψ٢⟩ =
١√
٢n

٢n−١∑
x=٠

(−١)f(x) |x⟩

یک نتیجه در باشند فرد مسئله جواب�های تعداد اگر آنگاه f−(١)١ /∈ {٠,٢n} اگر
کاملا حالت یک باشند زوج مسئله جواب�های تعداد اگر و داریم درهمتنیده کاملا حالت
جدایی�پذیر حالت یک صورتی در اشمیت عدد بیشترین به توجه با داریم.که جدایی�پذیر
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شود. یک اشمیت عدد بیشترین یعنی χ(|ψ⟩) که داریم
بیان را گراور جستجوی الگوریتم دینامیک درهمتنیدگی از کیفی و کمی توصیفات ما

کردیم.
cos[(٢R+١) θ٢ ] ̸= ٠ موارد بیشتر در می�باشد.

∣∣f−(١)١
∣∣ ∈ (٠,٢n) فرضمی�کنیم

تقریبا
∣∣ψO

١
⟩
,
∣∣ψG

١
⟩
, ...,

∣∣ψO
R

⟩
,
∣∣ψG

R

⟩
عبارت�های جداپذیری درجات بنابراین است

ثابتند. و یکنواخت
عبارات آنجا از و می�باشد همتنیده در کاملا

∣∣ψO
١
⟩
عبارت موارد بیشتر در بنابراین

می�باشد. همتنیده در کاملا نیز
∣∣ψG

١
⟩
, ...,

∣∣ψO
R

⟩
,
∣∣ψG

R

⟩
شده پر همتنیده در کاملا حالتهای با تقریبا گراور جستجوی الگوریتم دینامیک بنابراین
مرتبه یک در

∣∣ψG
R

⟩ ∣∣ψO
١
⟩
,
∣∣ψG

١
⟩
, ...,

∣∣ψO
R

⟩
، عبارات اشمیت اعداد بیشترین و است

هستند. یکسانی



در موجود روابط اثبات (پیوست)

آخر فصل

۵١
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۴ فصل ١ فرمول اثبات ١.٢.۴

نیستند جواب که هایی i روی جمع

|α⟩ = ١√
N −M

∑ ′′ |i⟩

هستند جواب که هایی i روی جمع

|β⟩ = ١√
M

∑ ′ |i⟩ ,

|ψ⟩ = ١√
N

N−١∑
i=٠

|i⟩ = ١√
N

(∑ ′′ |i⟩+
∑ ′ |i⟩

)
|ψ⟩ =

√
N−M
N

|α⟩+
√

M
N
|β⟩∣∣ψG

١
⟩
= cos θ

٢ |α⟩+ sin θ
٢ |β⟩

⇒
∣∣ψG

١
⟩ Iω⇒ cos θ

٢ |α⟩ − sin θ
٢ |β⟩ = ψ٢

⇒
∣∣ψG

٢
⟩ Is⇒(٢ |ψ١⟩ ⟨ψ١| − I) |ψ٢⟩ = ψG

٣

⇒ ψG
٣ = ٢[(cos θ

٢ |α⟩+ sin θ
٢ |β⟩)(cos

θ
٢ ⟨α|+ sin θ

٢ ⟨β|)

(cos θ
٢ |α⟩ − sin θ

٢ |β⟩)− (cos θ
٢ |α⟩ − sin θ

٢ |β⟩)]

= (٢cos٢ θ
٢ |α⟩ ⟨α|+ ٢ cos θ

٢ sin
θ
٢ |α⟩ ⟨β|

+٢ cos θ
٢ sin

θ
٢ |β⟩ ⟨α|+ ٢sin٢ θ

٢ |β⟩ ⟨β|)

(cos θ
٢ |α⟩ − sin θ

٢ |β⟩)− (cos θ
٢ |α⟩ − sin θ

٢ |β⟩)

= (٢cos٣ θ
٢ |α⟩ − ٢ cos θ

٢sin
٢ θ
٢ |α⟩+ ٢ sin θ

٢cos
٢ θ
٢ |β⟩

−٢sin٣ θ
٢ |β⟩)− (cos θ

٢ |α⟩ − sin θ
٢ |β⟩) = ٢ cos θ

٢ |α⟩ [cos
٢ θ
٢ − sin٢ θ

٢ ]

+٢ sin θ
٢ |β⟩ [cos

٢ θ
٢ − sin٢ θ

٢ ]− [cos θ
٢ |α⟩ − sin θ

٢ |β⟩]

= ٢[cos٢ θ
٢ − sin٢ θ

٢ ][cos
θ
٢ |α⟩ − sin θ

٢ |β⟩]− [cos θ
٢ |α⟩ − sin θ

٢ |β⟩]

= ٢ cos θ[cos θ
٢ |α⟩+ sin θ

٢ |β⟩]− [cos θ
٢ |α⟩ − sin θ

٢ |β⟩]

= [٢ cos θ cos θ
٢ |α⟩+ ٢ cos θ sin θ

٢ |β⟩]− [cos θ
٢ |α⟩ − sin θ

٢ |β⟩]
(٢۶.۴)



۵٣ نتایج .٢.۴

کنیم می جایگذاری بالا رابطه در و کنیم می استفاده زیر مثلثاتی روابط از

cos θ cos β = ١
٢ [cos(θ − β) + cos(θ + β)]

sin β cosα = ١
٢ [sin(β + α) + sin(α− β)]

(٢٧.۴)

cos θ cos θ
٢ = ١

٢ [cos(θ −
θ
٢) + cos(θ + θ

٢)] =
١
٢ [cos

θ
٢ + cos ٣θ

٢ ]

cos θ sin θ
٢ = ١

٢ [sin(θ +
θ
٢) + sin( θ٢ − θ)] = ١

٢ [sin
٣θ
٢ − sin θ

٢ ]

(٢٨.۴)
می�آید: در زیر صورت به جایگذاری از بعد و

⇒ ٢ · ١
٢ [cos

θ
٢ + cos ٣θ

٢ ] |α⟩+ ٢ · ١
٢ [sin

٣θ
٢ − sin θ

٢ ] |β⟩ − [cos θ
٢ |α⟩ − sin θ

٢ |β⟩]

= cos ٣θ
٢ |α⟩+ sin ٣θ

٢ |β⟩
(٢٩.۴)

: داریم شد داده توضیح ابتدا در که |β⟩ و |α⟩ از

|α⟩ = ١√
N−M

∑ ′′ |i⟩ ⇒
√

N−M
N

= cos θ
٢ ⇒

√
N −M = cos θ

٢
√
N

√
N =

√
٢n ⇒ |α⟩ = ١√

٢n cos θ
٢

∑ ′′ |i⟩

|β⟩ = ١√
M

∑ ′ |i⟩ ⇒
√

M
N

= sin θ
٢ ⇒

√
M = sin θ

٢
√
N

√
N =

√
٢n ⇒ |β⟩ = ١√

٢n sin θ
٢

∑ ′ |i⟩
(٣٠.۴)

: داریم گراور تکرار مرحله یک با حالت، یک برای و

ψG
٣ =

cos ٣θ
٢√

٢n cos θ
٢

∑ ′′ |i⟩+
sin ٣θ

٢√
٢n sin θ

٢

∑ ′ |i⟩ (٣١.۴)

۴ فصل ٢ فرمول اثبات ٢.٢.۴

f(x) =


١ x

٠ x

(٣٢.۴)

|x⟩ Oracle→ (−١)f(x) |x⟩ (٣٣.۴)

: داریم را زیر حالت باشد جواب x اگر

|x⟩ Oracle→ −|x⟩ (٣۴.۴)



۵۴ چندطرفه درهمتنیدگی از استفاده با گراور جستجوی الگوریتم .۴

داریم: را زیر حالت نباشد جواب x اگر

|x⟩ Oracle→ |x⟩ (٣۵.۴)

∣∣ψO
١
⟩
= cos θ

٢ |α⟩ − sin θ
٢ |β⟩

⇒
∣∣ψO

١
⟩ Iω⇒ cos θ

٢ |α⟩ − sin θ
٢ |β⟩ = ψ٢

⇒
∣∣ψO

٢
⟩ Is⇒(٢ |ψ١⟩ ⟨ψ١| − I) |ψ٢⟩ = ψ٣

⇒ ψO
٣ = ٢[(cos θ

٢ |α⟩ − sin θ
٢ |β⟩)(cos

θ
٢ ⟨α| − sin θ

٢ ⟨β|)

(cos θ
٢ |α⟩+ sin θ

٢ |β⟩)− (cos θ
٢ |α⟩+ sin θ

٢ |β⟩)]

= (٢cos٢ θ
٢ |α⟩ ⟨α| − ٢ cos θ

٢ sin
θ
٢ |α⟩ ⟨β|

−٢ cos θ
٢ sin

θ
٢ |β⟩ ⟨α|+ ٢sin٢ θ

٢ |β⟩ ⟨β|)

(cos θ
٢ |α⟩ − sin θ

٢ |β⟩)− (cos θ
٢ |α⟩+ sin θ

٢ |β⟩)

= (٢cos٣ θ
٢ |α⟩ − ٢ cos θ

٢sin
٢ θ
٢ |α⟩ − ٢ sin θ

٢cos
٢ θ
٢ |β⟩

+sin٣ θ
٢ |β⟩)− (cos θ

٢ |α⟩+ sin θ
٢ |β⟩) = ٢ cos θ

٢ |α⟩ [cos
٢ θ
٢ − sin٢ θ

٢ ]

−٢ sin θ
٢ |β⟩ [cos

٢ θ
٢ − sin٢ θ

٢ ]− [cos θ
٢ |α⟩+ sin θ

٢ |β⟩]

= ٢[cos٢ θ
٢ − sin٢ θ

٢ ][cos
θ
٢ |α⟩ − sin θ

٢ |β⟩]− [cos θ
٢ |α⟩ − sin θ

٢ |β⟩]

= ٢ cos θ[cos θ
٢ |α⟩ − sin θ

٢ |β⟩]− [cos θ
٢ |α⟩+ sin θ

٢ |β⟩]

= [٢ cos θ cos θ
٢ |α⟩ − ٢ cos θ sin θ

٢ |β⟩]− [cos θ
٢ |α⟩+ sin θ

٢ |β⟩]

= ٢ · ١
٢ [cos

θ
٢ + cos ٣θ

٢ ] |α⟩ − ٢ · ١
٢ [sin

٣θ
٢ − sin θ

٢ ] |β⟩ − [cos θ
٢ |α⟩+ sin θ

٢ |β⟩]

= ٣ cos ٣θ
٢ |α⟩ − ٣ sin ٣θ

٢ |β⟩
(٣۶.۴)



۵۵ نتایج .٢.۴

: داریم شد داده توضیح ابتدا در که |β⟩ و |α⟩ از مجددا و

|α⟩ = ١√
N−M

∑ ′′ |i⟩ ⇒
√

N−M
N

= cos θ
٢ ⇒

√
N −M = cos θ

٢
√
N

√
N =

√
٢n ⇒ |α⟩ = ١√

٢n cos θ
٢

∑ ′′ |i⟩

|β⟩ = ١√
M

∑ ′ |i⟩ ⇒
√

M
N

= sin θ
٢ ⇒

√
M = sin θ

٢
√
N

√
N =

√
٢n ⇒ |β⟩ = ١√

٢n sin θ
٢

∑ ′ |i⟩

ψO
٣ =

cos ٣θ
٢√

٢n cos θ
٢

∑ ′′ |i⟩ − sin ٣θ
٢√

٢n sin θ
٢

∑ ′ |i⟩
(٣٧.۴)



مراجع

.١.٢.٣[1] J.J.Sakurai,(revised edition 1999), ”Modern Quantum Mechanics” ,

Addison-Wesly,USA.

[2] Preskill,J.Quantum Information and Quantum Computation

,(2009).

[3] D.McMahon ,D.Quantum Computing Explained.John Wiley

Sons,(2007).

[4] M. Nielsen, I.Chuang,(2000), ”Quantium Computation and Quan-

tum Information” , Cambridge, United Kingdom.

[5] L.Grover,(1996), ”A fast Quantum mechanical algorithm for

database search” , In Proceedings of the 28th Annual ACM Sym-

posium on the Theory of Computing, PP 212-219.

[6] D. Deutsch and R. Jozsa, Proc. R. Soc. London A 439, 553 (1992).

[7] Ri Qu and Yan-ru Bao, e-print arXiv:quant-ph/1207.2518.

[8] G. Vidal, J. Mod. Opt. 47, 355 (2000).

[9] A. Einstein, B. Podolsky, and N. Rosen, Phys. Rev. 47, 777 (1935).

[10] E. Schrödinger, Naturwisssenschaften 23, 807 (1935).

[11] D. Bruß and C. Macchiavello, Phys. Rev. A 83, 052313 (2011).

۵۶



۵٧ مراجع

[12] R. Horodecki, P. Horodecki, M. Horodecki, and K. Horodecki, Rev.

Mod. Phys. 81, 865 (2009).

[13] L. Grover, Proceedings of the 28th Annual ACM Symposium on the

Theory of Computing (ACM Press, New York, 1996), p. 212.

[14] Grover, L. K. Quantum Mechanics Helps in Searching for a Needle

in a Haystack.Physical Review Letters. 79,325, (1997).

[15] Ri Qu, Juan Wang, Zong-shang Li, Su-li Zhao, Yan-ru Bao, Xiao-

chun Cao School of Computer Science Technology, Tianjin Univer-

sity, Tianjin 300072, China.



Aabstract

A celebrated result in quantum computation is the discovery of some
quantum algorithms able to solve problems faster than any known
classical algorithm. One of such algorithms is Grover’s search algo-
rithm where a quadratic speedup over the best classical one is shown.
In Grover’s algorithm, we start with an initial n bit input state |0⟩⊗n

and apply H⊗n to this state to generate superposition state.
In this thesis We firstly investigate the multipartite entangle-
ment features of the quantum states, including the iteration states
achieved by repeated application of Grover iteration and the Oracle
ones into which the above iteration states evolve by applying single
Oracle operation, employed in Grover’s search algorithm by means
of the separable degree and the entanglement measure.Then we give
the quantitative and qualitative descriptions of the entanglement
dynamics in Grover’s search algorithm.
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