
 أ
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://www.google.com/url?sa=i&source=imgres&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0CAgQjRwwAA&url=http://ayineyeshabnam.blogsky.com/1392/05/31/post-81/-%D8%A8-%D8%A8%D8%B3%D9%85-%D8%A7%D9%84%D9%84%D9%87&ei=iLCgVb3dCIvWU_Wkg8gG&psig=AFQjCNF4mGs4MfQfOgtLiEkvoewV0j9aDg&ust=1436680712215768


 ب
 

 

 

 

 

 فیزیک :دانشکده

 ایهسته فیزیک :گروه

 

 ذرات در فضای ناجابجایی وابسته به زمان

 

 فاطمه حسینی دانشجو:

 :استاد راهنما

 دکتر حسن حسن آبادی

 

 پایان نامه ارشد جهت اخذ درجه کارشناسی ارشد 

                                                            

 4931شهریور

 

 



 ت
 

 

 



 ث
 

 تشکر و قدردانی

نخستین
وندی آن از ستایش و سپاس   دریچه از را  آن وسعت تا ساخت ای قطره اندیشه، بیکران دریای در را  کوچکش بنده که است خدا

 خود بر است، رسیده انجام به حاضر نامه پایان هایش نوازی  بنده سار سایه در که اکنون لذا  . نشیند تماشا به بزرگ آموزگارانی ناب های اندیشه

 ابتدا  . رسید نمی انجام به نامه پایان این هرگز نبود، یاریگرشان دست اگر که آورم جا به بزرگوارانی از را  سپاس مراتب تا دانم می لازم

 دریغ من بر عرصه این در کمکی هیچ از فروتنی، و خلق حسن با صدر، سعه کمال در که آبادی حسن دکترحسن آقای جناب گرانقدرم استاد از

 و دلسوز مادر گامی هم و همراهی و همدلی بر بیکران سپاس .کنم می تشکر صمیمانه گرفتند عهده بر را  نامه پایان این راهنمایی زحمت و ننمودند

 او از مویی تار که مادری آموخت، من به را  مهربانی های لحظه گهربارش دامان و پروراند وجودم در را  محبت گل ایثارش ی سجده که مهربانم

  مایتی در سالیانح  و محبت هیچ از و نماند سیاه من بپای
تح

 که من تنهایی و دوری  سالهای صبور سنگ از فراوان سپاس .ننمود دریغ صیلم

همیشگی همراهان  و عزیز برادران از شکرت  . همدلی و همراهی ک عمری برای آشنا یاواژه خواهر ست، خدا  محبت از ایجلوه
 های پشتوانه و 

  هایسال در من   برای خوبی گاهتکیه که افشاردوست خانم صبورم و مهربان دوست از آخر در و  . زندگیم
تح

 .سپاسگزارم  بود صیلم



 ج
 

 

 



 ح
 

 

 چکیده 

که روابط  در نظر گرفت مولجابجایی مع از فضایتعمیمی  توان به صورتمیفضای ناجابجایی را 

شود. از طرفی توجیح هایزنبرگ بیان می شده دگرگون اساس جبرها در این فضا برجابجایی بین عملگر

ا های واگرها مانند اثر هال و حذف کمیتهای تئوری و تجربی در برخی پدیدهو تطبیق بهتر بین داده

. در این چارچوب به بررسی اثر بود ناجابجایی  ی میدان، دلایلی بر معرفی فضاییهایجاد شده در نظر

 اثر کوانتومی هال و های فیزیکی از جمله ذره آزاد، نوسانگر هماهنگ،های ناجابجایی بر سیستمپارامتر

تابع توزیع ویگنر را به عنوان تابع توزیعی در فضای فاز کوانتومی م. ای می پردازیهای سه ذرهسیستم

ای که هیچ تناقضی با اصل عدم قطعیت مکان و تکانه )به گونهکه بیان کننده توزیع احتمال همزمان در 

نیک کوانتومی توان مکامی استفاده از تابع توزیع ویگنر بنابراین با کنیم.هایزنبرگ ندارد( است، بررسی می

آخر با معرفی روش ناوردایی پویا به  . درکردشوند مقایسه که هر دو در یک فضا بیان می و کلاسیک را

 پردازیم.میفضای ناجابجایی وابسته به زمان  درسایل بررسی م

 

ی دیراک، ای، معادلهذرهسه  سیستماثر کوانتومی هال،  ذره آزاد، کلمات کلیدی: فضای ناجابجایی،

 ی وابسته به زمان.ی شرودینگر، تابع توزیع ویگنر، فضای ناجابجایمعادله
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 زمان است که با مسئله -فیزیکدانان نظری با آن مواجه هستند ماهیت فضااز جمله مسائل اساسی که 

های بنیادی ارتباط دارد و برخی فیزیکدانان فضای ناجابجایی را چارچوب مناسبی کنشوحدت برهم

زمانی اولین بار توسط  -دانند. وجود چنین فضاهای شامل نیروی گرانشی میبرای وحدت برهمکنش

 2پیشنهاد شد و ریاضیات آن توسط آلن کن 4391در سال  4کوانتومی، هایزنبرگبنیانگذار مکانیک 

های جبر مجرد را شامل گذاری شد. بررسی فضا با جبر ناجابجایی، که این نوع جبر یکی از شاخهپایه

ای از  این فضا را ارائه خواهیم کرد و در ادامه به نامه مد نظر است. ابتدا تاریخچهشود، در این پایانمی

 پردازیم.معمول می به عنوان حالت خاصی از فضای مکانیک کوانتومیتوصیف فضای ناجابجایی 

 9ی فضای ناجابجاییتاریخچه 4-4

-4311هایزمان ناجابجایی یک ایده قدیمی در فیزیک و ریاضیات است و مربوط به سال-ی فضاهندسه

 و هایزنبرگ احتمال وجود چنین فضایی را درگزارشی به رادولف پیرلز 1، هنگامی که شرودینگر4391

اعلام کردند. در این گزارش هایزنبرگ معترف بود که ریاضیات کافی برای بررسی و تحقیق نتایج  5

و پائولی  6داند. پیرلز ایده معرفی شده توسط هایزنبرگ را به والفگنگ پائولیفیزیکی این احتمال را نمی

ین بارتوسط بنیانگذار زمان اول-مطرح کرد. در واقع ناجابجایی فضا 1این مطلب را با هارتلند اسنایدر

 هایمولفه بین ناجابجایی تعمیم که بود کسی اولینمکانیک کوانتومی، هایزنبرگ پیشنهاد شد و او 

 ظاهر میدان هایدرتئوری که نامتناهی هایکمیت حذف مناسب جهت روش یک عنوان به را مکان

در همین  شد. منتشر 4311 سال در هارتلند اسنایدر توسط زمینه دراین مقاله اولین. کرد مطرح شد،می

زمان در یک مقیاس بسیار کوچک در نظریه میدان، بدون -سال اسنایدر یک ساختار ناجابجایی فضا

 های نظریه میدان کوانتومی حذفنقض ناوردایی لورنتز را معرفی کرد که معتقد بود با این روش واگرایی

                                                           
1 Heisenberg 
3 Alain Connes 
2 Noncommutative space 
4 Schrodinger 

2 Rudolph Peierls 

6 Wolfgang Pauli 

7 Hartland Snyder 
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ولبندی کرد و این موضوع را در یک مقاله  مورد اسنایدر اولین کسی بود که این ایده را فرم .گرددمی

زمان در راستای توسعه -ی کوانتش فضاای دربارهمقاله  ]2[8یانگ 4311 و در سال   ]4[بررسی قرار داد

و او برای توصیف  ]9[معرفی شد 3ی ناجابجایی توسط ون نیومنی هندسهکار هایزنبرگ منتشر کرد. واژه

عمومی که در آن جبر عملگرهای خطی ناجابجایی جایگزین جبر توابع ی هندسه، از یک هندسه این

نیومن اولین کسی بود که به طور دقیق  به توصیف چنین فضای کوانتومی و شد، استفاده کرد. ون می

نقطه پرداخت و در توصیف این هندسه بر این حقیقت اشاره کرد که تصور تک ی بیی هندسهمطالعه

ناست و معوانتومی به دلیل اصل عدم قطعیت هایزنبرگ در مکانیک کوانتومی بینقطه در فضای فاز ک

ی این موضوع سبب شد که نظریه جبر ون نیومن به وجود آید که در اصل عاملی شد برای تولد هندسه

ناجابجایی با اشاره به مطالعه فضای توپولوژیکی که در آن جبر جابجایی توابع توسط جبر ناجابجایی 

 .رغم توسعه موفقی که در بازبهنجارش داشت کنار گذاشته شدایده اسنایدر علی [9].شده بود جایگزین

اما از طرفی ریاضیدانان تلاش کردند تا جبر ناجابجایی مرتبط با مفاهیم هندسی را فرمولبندی نمایند. 

ده ی نامیکند جبر ناجابجایفرآیندی که مفاهیم توسعه یافته هندسه را در یک روش جبری بیان می

با  ]5 [41و ورونوواکز ]1[ریاضیدانان فرانسوی آلن کن  ،4381ها در سالشود. در پی این تلاشمی

کار  این ی ناجابجایی را احیا کردند وهندسه معرفی یک ساختاردیفرانسیلی در چارچوب ناجابجایی،

 بجاییناجا زمان -فضا  به منجر که نمود اضافه ناجابجایی مجموعه به نیز را یلیدیفرانس ساختار مطلب

ناجابجایی طبق بیان دیراک این بود که برای توجیه  کوانتومی گردید. از جمله دلایل پیدایش مکانیک

 کنشبرهم هال، کوانتومی جمله اثر ازباشد، نیاز به ناجابجا بودن فضا می های فیزیکیکامل برخی پدیده

ه مربوط برفی نظریه ریسمان به عنوان یک نظریه گرانشی کوانتومی. از ط هایدرنظریه میدان هامیدان

های های بالاست. این نظریه برای اتحاد نیروی گرانشی و برطرف کردن ناهنجاریحوزه فیزیک در انرژی

بالا  هایتئوری ابر گرانش وارد صحنه شد. در واقع این نظریه سعی در کوانتومی کردن گرانش در انرژی

                                                           
8 Yang 
9 Von Neumann 

11 Woronowicz 
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وحدت نیروهای  باید مختصات معرف فضا را به صورت ناجابجا در نظر گرفت. منظور و بدین [4] دارد 

گرانش از جمله مسائل حل نشده  با نیرویای ضعیف هستهو ای قوی هسته ،بنیادی الکترومغناطیس

 و شده متحد هم با بالا هایانژری در اول نیروی سه که ،باشدهای اخیر میفیزیک نظری در طی دهه

 دارند تقارن بالا هایانرژی در نیرو سه گوینداین صورت می گردند،که درمی واحد یک نظریه مشمول

 دارای مشکل گرانش نیروی اما شوند.می بخودیخود تقارن شکست دچار معمولی هایانرژی در و

سایر  با گرانش نیرویبین  وحدت بنیادی دیگر است و این عدم نیروی سه با نیافتن وحدت اساسی

 توان به عنوان رهیافتیمی را ناجابجاییی هندسه نظریه ریسمان بود، بنابراین آمدن بوجود دلیل نیروها

 . نیروها در نظرگرفت سایر با گرانش وحدت برای جدید

 فضای معمول در مکانیک کوانتومی 4-2

 )مکانیکبرای توصیف مکانیک کوانتومی در فضای معمول دو دیدگاه وجود دارد، دیدگاه هایزنبرگ 

و  ماتریسی( و  دیدگاه شرودینگر)مکانیک موجی( که بر اساس فرمولبندی دیراک صورت گرفته است

روابط جابجایی بین عملگرها را شرایط بنیادین کوانتوم نامیده  44در این دیدگاه پل آدرین موریس دیراک

کانیک نامند که سنگ بنای ماست که این روابط را روابط جابجایی کانونیک یا روابط جابجایی بنیادی می

دهند. روابط جابجایی در مکانیک کوانتومی معمول توسط جبر هایزنبرگ و کوانتومی را تشکیل می

x,یمختصات تعمیم یافته p 1[به صورت زیراست[. 

[ , ] , [ , ] , [ , ]i j i j i j ijx x p p x p i   0 0                                             )4-4( 

توان از روابط کلاسیکی دیراک مشاهده کرد که روابط مختلف مکانیک کوانتومی را می 4325سال در 

 ها به صورت زیر بدست آورد:های پواسون با جابجاییها با جایگزین کردن کروشهمتناظر آن

                                                           
11 Paul Adrien Maurice Dirac 
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[, ]
[, ]cllassical                                                                                                                             )2-4( 

 شود:ها به صورت زیر تعریف می pها و qتوابعی از که کروشه پواسون کلاسیکی برای

[ ( , ), ( , )]classical
s s s s s

A B A B
A q p B q p

q p p q

    
  

    
                                                 )9-4( 

 گردد.نظریه کوانتومی به نظریه کلاسیکی کروشه پواسون تبدیل می 0در حد کلاسیکی 

 فضای ناجابجایی در مکانیک کوانتومی 4-9

 توان این فضا را به عنوان تعمیمیگیرد به طوری که میفضای ناجابجایی از مکانیک کوانتومی الهام می

دانست. فرمولبندی مکانیک کوانتومی در فضای  از فضای معمول در مکانیک کوانتومی استاندارد

ئله شود که بررسی این جبر یک مسناجابجایی براساس جبر هایزنبرگ دگرگون شده کانونیکی بیان می

 قابل کمینه طول وجود زمان -ناجابجایی فضا  مستقیم پیامد زمان است.-اساسی در فهم ساختار فضا

گیری موقعیت یک ذره حداقل به اندازه ر این اساس اندازهاست و ب طول پلانک مرتبه از گیریاندازه

 از دور بسیار آن با متناظر انرژی و طولی مقیاس این اما طول پلانک عدم قطعیت وجود خواهد داشت.

 مکانیک بررسی برایاست.  به صورت نظری اساساً زمان ناجابجایی -فضا  از  ما شواهد و است دسترس

کرد به  شونده فرض ناجابجا را کوانتومی مکانیک در فاز فضای توان کلمی ناجابجا شونده کوانتومی

)هرمیتی ناجابجا شونده هایطوری که عملگر )i NCx و( )i NCp به ترتیب بجای مختصاتix  وip

)شوند کهتعریف می )i NC
x  و( )i NCp در فضای کنند. می تبعیت ناجابجایی هایزنبرگ  جبر از

زمان در مقیاس پلانک  -ناجابجایی هندسه ناجابجایی به عنوان ابزار مورد استفاده برای توصیف فضا

های کننده نقاطشان عملگرتوصیفپردازد که مختصات هایی میشود که به توصیف خمینهتعریف می

 [6]اند. روابط جابجایی عملگرها در فضای ناجابجایی به صورت زیر است:ناجابجایی

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ , ] , [ , ] , [ , ]
ij

i NC j NC ij i NC j NC i NC j NCx x i x p i p p   0      )1-4(  
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متقارن و حقیقی است و این پارامتر معرف فضای ناجابجایی است و یک تانسور پاد ijدر این رابطه

ijی ناجابجایی در حد یکایی از جنس سطح دارد. نظریه 0 شودمی جابجایی هایحالت به تبدیل 

لگرها در فضای رابطه خطی بین عم  کرد. درک را نکته این توانمی ناجابجایی مسایل در که بسهولت

 شود:جابجایی و ناجابجایی به صورت زیر تعریف می

( ) ( ) ( ) ( ) ( )NC C C NC C
i i ij j i ix x p p p  

1
2

                                                              )5-4( 

 در فضای ناجابجایی تعریف ضرب توابع با ضرب معمول متفاوت است و این ضرب را با نام ضرب 

ی ناجابجایی، تعریف ضرب ترین روش برای مطالعه نظریه میدان در هندسهکنند. سادهمعرفی می

ناجابجایی و جایگزینی آن با ضرب معمول است که این نوع نظریه میدان را، نظریه میدان ناجابجایی 

اشتباه گرفته نشود)غیر آبلی به گروه  42توجه کنید که این تعریف با نظریه میدان غیر آبلی نامندمی

 :[8]ضرب جابجا ناپذیر دارای خصوصیات اساسی زیر است پیمانه ای اشاره دارد(.

                                     شرکت پذیری (4

      (4-6)                                                                                     ( ) h ( h)f g f g                        

f, توزیع پذیری ) (2 g  توابعی ازx
             ).اند 

,

af bg abf g

a b c

  


                                                                                  )1-4( 

                49قانون ضرب لایب نیتز (9

( )f g f g f g                                                                     )8-4(   

                                                           
13 nonabelian 
12 Leibnitz product rule 
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معرفی شد. ضرب 41معرف ضرب در فضای ناجابجایی است و این ضرب توسط برزین مارینو که 

ای که هرگاهوابسته کرد به گونهتوان به پارامتری همچونجابجاناپذیر را می 0 شود، ضرب به

هایشود. ضربیتوسط سه جبر از فیزیک بیان مهایشود. ضربضرب جابجاپذیر معمول ساده می

 (2112-45باشند)واکاروبه طور کلی در سه دسته قرار دارند که اغلب مورد استفاده می

               [ ] ( ) ( )ij

i j

i
exp f u g u

u uu u


 


 2
                    canonical structure  

f g  [ ( , )] ( ) ( )ki
exp u g i i f u g u

u uk u u

 
 

   2
                      Lie structure  

               
( )

( , ) ( , )
u v u v

u v u vq f u v g u v

   
  

      

1
2                            quantumstructure  

گویند که  46توجه داشته باشید که ساختار کلی این سه ضرب یکسان است. ضرب اول را ضرب مویال

طی چندین سال کارهایی زیادی در جهت  شود،ای است و بیشتر در مقالات استفاده میضرب ساده

مویال  (،4316) 41گرونولد (،4392ویگنر) (،4394ون نیومن ) (،4321توسط ویل ) ] ]3توسعه ضرب

پارامتر ناجابجایی  ijمختصات و  iu( صورت گرفته است. در روابط بالا 4358)48( و باکر4313)

]برای ضرب مویال با جبر هایزنبرگ روابط جابجایی،  باشند.می , ]i j ijx x i   که

[ , ]A B A B B A    و چند تن دیگر تعمیمی از  43گراسیا بوندیا 2112در سال  باشد.برقرار می

  را به شکل زیر در نظر گرفتند: ضرب مویال را ارائه کردند آنها ضرب 

(4-3                                                                                                        )[ , ]i j ij k
kx x ic x 

طرحی از ضرب مویال توسط سیبرگ و 4333برای سه بعد یا ابعاد فضایی بیشتر. در سال  cبا ثابت 

                                                           
14 Berezin–Marinov 
12 Vacaru 
16 Moyal product 
17 H .Groenewold 
18 G. Baker 
19 Gracia-Bondia 
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)،ای که در آن پارامتر ناجابجایی وابسته به مکان بودتعمیم یافتهضرب  2111و در سال  21ویتن )x

 ارائه شدند.  24،توسط فسکو وتوروبا

 در مکانیک کوانتومی 22فضای فاز ناجابجایی 4-1

و در  کنددر فیزیک فضای فاز مفهومی است که مکانیک کلاسیک و مکانیک کوانتومی را متحد می 

را با تجزیه و تحلیل هارمونیک و معادله دیفرانسیل  29ی شکیلفاز مفهومی است که هندسه ریاضی فضای

های ممکن یک سیستم کند. در مکانیک کلاسیک فضای فاز، شامل تمام حالتمتحد می 21جزئی

ی اجسام در سیستم )که تمایل همه qهای توان حالت را به عنوان مکاناست و به راحتی نمی فیزیکی

)که می تواند فضای Pدارد فضای فیزیکی یا فضای پیکربندی را دربرگیرد( و همین طور سرعت یا تکانه 

از طرفی برای تعیین رفتار سیستم در لحظه بعد ما باید هم مکان و هم  کانه را شامل شود( معنا کرد.ت

 ]44[ 26، ویگنر ]41[ 25فرمولبندی فضای فاز در مکانیک کوانتومی توسط ویل .تکانه سیستم را بدانیم

کی دلایل بدیهی محربنیانگداری شد و این افراد کسانی بودند که با بیان 4391در سال  ]42[ 21و مویال

بودند برای فهم مکانیک کوانتومی به عنوان تفسیری توسعه یافته از مکانیک هامیلتونی نسبت به تئوری 

کنند. حداقل دو دلیل مهم و اصلی وجود دارد که سبب ایجاد عملگرهایی که در فضای هیلبرت عمل می

یک کوانتومی در فضای فاز یک دلیل اول آن است که مکان علاقه در این قسمت بخصوص شده است.

به همراه چن تن از   ]49 [ 28وباین ]42[کند. مویالی ناجابجایی را بیان میمثال از نظریه با هندسه

همکارانشان جبر ناجابجایی توابع را در فضای فاز گسترش دادندکه در آن خواص ناجابجایی عملگرها 

 فضای فاز را گسترش دادند و متغیرهای ناجابجا  ]45[91وکوبو  ]41[23باپ .مورد ارزیابی قرار گرفت

                                                           
31 Seiberg and Witten 
31 Fosco and Torroba 
33 Noncommutative phase space 
32 symplectic 
34 PDE: partial differential equation 

32 Weyl 
36 Wigner 
37 Moyal 
38 Bayen 
39 Bopp 
21 Kubo 
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کوبو با -فرمول بندی باپ .[44،46]بیان کردند شونده را برحسب عملگر ویگنر و عملگر چگالی ویگنر

شوند، یها میافته که ناجابجا شونده هستند و منجر به نماد ناجابجایی متغیرتوابع در فضای فاز توسعه

میت مکانیک کوانتومی در فضای فاز این است که نتایج فرمولبندی بسیار سروکار دارد. دلیل دوم اه

شکیل  یهندسه فضای فاز مکانیک کوانتومی با شبیه به فرمولبندی هامیلتونی مکانیک کلاسیک است.

یک فضای فاز کوانتومی با جایگزینی متغیرهای . [41]ی شکیل معمول سروکار دارد تا هندسه ناجابجایی

شود که در آن همان روابط جابجایی بین عملگرها در فضای تکانه کانونیکی به صورتی تعریف میمکان و 

تکانه مخالف صفر است به طوری که -ناجابجایی را داریم با این تفاوت که جابجایی عملگر تکانه

 :[48]داریم

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ , ] , [ , ] , [ , ]
ij

i NC j NC ij i NC j NC i NC j NC ij
effx x i x p i p p i    

(4-41 )                                                                                                                    

ijکه
 :پارامتر ناجابجایی مربوط به تکانه و تانسوری پادمتقارن است با ثابت پلانک موثر به صورت زیر

( )c 1 

eff


 1

4
                                                                                            )44-4(  

)های جابجایی و ناجابجایی در واحددرفضای فاز ناجابجایی تبدیلات خطی بین عملگر )c 1 با

 شوند:استفاده از روابط زیر تعریف می

( ) ( ),

ij ij
j ji NC i NC

i i

p x
x x p p

 
   

2 2
  )42-4( 

,های فضای فاز ناجابجایی را به صورت پارامتر ( , , )ij ijk
k k      و  00

, ( , , )ij ijk
k k      گیریم در این صورت در فضای فاز ناجابجایی تبدیلات خطی در نظر می 00

 را به صورت زیر خواهیم داشت: 
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(4-49)                               

 

 در فضای ناجابجایی 92( و باب شیفت94ویل -هم ارزی ضرب *)مویال 4-5

 شود: در فضای ناجابجایی ضرب * به صورت زیرتعریف می

 

( )
( ) ( )g( ) ( )g( )

!

( )g( ) ( )

n
i

ij i jx x
ij i j

i j i j
n

ij i j

i
x x

f g e f x x f x x
n

i
f x x f g




 

 



 
   

    

2

0

2

2

2

          )41-4( 

)که  ), g( )f x x  .وان تشود که در فضای ناجابجایی ضرب استار را میاثبات میدو تابع دلخواه هستند

 کنیم:با باب شیفت جایگزین کرد. برای اثبات این موضوع توابعی را به شکل زیر انتخاب می

( ) , ( )f x x g x    )4-45 - الف(                                                             

 آید:( رابطه زیر به دست می41-4ی )الف( در معادله -45-4ی )با جایگذاری معادله

( ) xy x y xy y

i
x x x x p     

 
       

 

1
2 2

 )4-45 - ب(                          

 کنیم: بار دیگر توابع را به صورت زیر انتخاب می

( ) , ( )f x y g y    )4-46 - الف(                                                            

 در نتیجه داریم

( ) yx y x xy x

i
y y y y p     

 
       

 

1
2 2

 )4-46 - ب(                        

)ب( با باب شیفت معرفی شده برای  - 46-4ب( و ) - 45-4مقایسه روابط ) ) ( ),NC NCx y  در رابطه

بنابراین با در نظر گرفتن این  دهند که باب شیفت معادل با ضرب استار استنشان می ( 4-49)

                                                           
31 Weyl-Moyal 
23 Bopp’s shift 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

,

,

CC
yNC C NC C

x x

C C
NC C NC C x

y y

py
p p x x

x p
p p y y



 

   

   

2 2

2 2
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توان بجای استفاده از ضرب استار برای حل مسائل در فضای ناجابجایی از باب شیفت سازی میمعادل

 استفاده کرد و ضرب استار را با ضرب معمول با استفاده از باب شیفت جایگزین کرد.

 از فضای ناجابجایی در فیزیکهایی کاربرد 4-6

ی فضای بررسی و مطالعه به فیزیکدانان مندیمختلفی وجود داشت که سبب ایجاد علاقه دلایل

 ماده در شده مطالعه هایسیستم ترینمهم از یکی کوانتومی که اثرهال مثال، ناجابجایی شد. برای

 تئوری در دیگر، طرف از نمایدیم مطرح کانونیک و تکانه مختصات را در است که ناجابجایی چگال

 ، همچنینشودمی ظاهر ناجابجایی 99هابریندی مختصات در و باز هایریسمان اطراف در نیز ریسمان

 جدید میدان تئوری یک ویل-مویال استار ضرب با میدان استاندارد بین توان با جایگزینی ضربمی

 در فیزیک فرابنفش و فروسرخ واگرایی بین یرابطه مانند جالب نتایج برخی تئوری این در .ساخت

های کاربردی در بررسی و مطالعه درفضای ناجابجایی از فیزیک ذرات زمینه است. شده داده نشان ذرات

 شود.ها را شامل میای، فیزیک حالت جامد، گرانش تا کیهان شناسی و سیاه چالهبنیادی، فیزیک هسته

لفی از مکانیک کوانتومی در فضای ناجابجایی و فضای فاز های مختمسائل بسیاری در مطالعه جنبه

زمان معمول توسعه یافته است. به عنوان مثال تراز های انرژی اتم هیدروژن وجابجایی -ناجابجایی با مکان

) . اثر کوانتومی هال ]43[در چارچوب الکترودینامیک کوانتومی مورد مطالعه قرار گرفته است  91لمب

ایجاد شده در دو طرف یک رسانایی که از آن جریان الکتریکی عبور می کند و در اختلاف پتانسیل که 

ترین به عنوان یکی از مهم کند(یک میدان مغناطیسی که عمود بر جهت جریان است قرار دارد را بیان می

در فضای  95سیستم لاندو مطالعه شده است. ]21[در فضای ناجابجایی در های فیزیکی حالت جامدپدیده

پردازد، از ناجابجایی، که به بررسی حرکت ذره باردار تحت تاثیر میدان مغناطیسی عمود بر صفحه میف

است. بررسی مکانیک کوانتومی گرانشی با استفاده از فضا و هندسه  بررسی شده [24]در مرجع

                                                           
22 D-brane 
24 Lamb Shift 
35 Landau  system 
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ن نمی توا 96زمان ناجابجایی و در مقیاس پلانک-و بررسی این موضوع که در فضا ]48[ناجابجایی

زمان ناجابجایی -ای از فضاو توسعه [22]های بنیادی را از ذرات بنیادی متمایز دانست در چالهسیاه

 .[29]اندنیز مورد مطالعه واقع شدهKS کیهان شناسی کوانتومی و بررسی مدل کیهان شناسی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
26 Plank scale 
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 ی ناجابجاییهای فیزیکی در فضابررسی سیستم
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 مکانیک کلاسیک در فضای فاز ناجابجایی 2-4

طبق رابطه زیر جایگزین  91ی کلاسیکی جابجاگر مکانیک کوانتومی توسط کروشه پواسوندر محدوده

  :شودمی

 ˆ ˆ[ , ] ,
poisson

A B A B
i


1

                                                                                               )4-2( 

در ریاضیات و مکانیک کلاسیک براکت پواسون به عنوان یک عملیات مهم در مکانیک هامیلتونی 

شود و نقشی محوری در معادلات هامیلتونی حرکت که دلالت بر تحول زمانی هامیلتونی محسوب می

طی کروشه پواسون پل ارتباتوان گفت که ( می4-2)کند. طبق معادلهسیستم دینامیکی دارد، ایفا می

در مکانیک کوانتومی معمول براکت پواسون برای دو  است. مکانیک کلاسیکی و مکانیک کوانتومبین 

 [21]شود:ر تعریف میبه صورت زی p,q های کانونیکیبا توجه به متغیر  A,Bتابع 

,{ , } ( )q pi i
i i i i

A B A B
A B

q p p q

   
 

   
                                                                                  )2-2( 

 تواناین خواص میکروشه پواسون خواصی مشابه خواص جابجایی در مکانیک کوانتومی دارد از جمله 

براکت پواسون  صورت عمومی. کردن قوانین لایب نیتز را نام بردخطی بودن، پادمتقارن بودن و ارضاء 

 [25] شوددر فرمول بندی فضای فاز ناجابجایی به صورت زیر تعریف می

{ , } ij ij

i i i i i j i j

A B A B A B A B
A B

x p p x x x p p
 

        
    

        
                              )9-2(                                                                                                                        

  :گیریمصورت عمومی هامیلتونی دو بعدی را در نظر می

( ) ( , )H p p V x x
m

  2 2
1 2 1 2

1
2

                                                                                           )1-2( 

                                                           
37 Poisson brackets 

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%DA%A9%D8%A7%D9%86%DB%8C%DA%A9_%DA%A9%D9%88%D8%A7%D9%86%D8%AA%D9%85
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%DA%A9%D8%A7%D9%86%DB%8C%DA%A9_%DA%A9%D9%88%D8%A7%D9%86%D8%AA%D9%85
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%DA%A9%D8%A7%D9%86%DB%8C%DA%A9_%DA%A9%D9%84%D8%A7%D8%B3%DB%8C%DA%A9
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%DA%A9%D8%A7%D9%86%DB%8C%DA%A9_%DA%A9%D9%84%D8%A7%D8%B3%DB%8C%DA%A9
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p,در رابطه بالا  p1 x,و  2 x1 دهند. نشان می y, xدر راستاهای  های تکانه و مکان رابترتیب مولفه 2

 :شودمعادلات حرکت متناظر با هامیلتونی مورد نظر توسط روابط زیر داده می

{ , } i
i i ij

j

p V
x x H

m x



  


                                                                             )5-2(                                                                                                                                                                       

{ , }i i ij j

i

V
p p H p

x m



   



1                                                                    )6-2( 

   :         ( معادلات حرکت بدست خواهند آمد6-2( و )5-2با ترکیب معادلات )

,
V d V

mx x m i
i ij j ijx dt x

i j

 
 

      
  
 

1 2                                 )1-2( 

ی دوم ظاهر شده در این معادله کنند. جمله( را به عنوان قانون جدید دوم نیوتن تفسیرمی1-2معادله )

. ناپذیری مکان استی سوم، تصحیح مربوط به جابجاناپذیری تکانه و جملهتصحیح مربوط به جابجا

ضای فکان و تکانه در های ناجابجایی مربوط به مبه پارامترظاهر شده در قانون جدید دوم نیوتن جملات 

ij,ناجابجایی،فاز  ij   .و تغییرات پتانسیل وابسته شده است 

 ذره آزاد در فضای فاز ناجابجایی 2-2

ترین سیستم در مکانیک کوانتوم و کلاسیک است که انرژی پتانسیل آن در همه جا ی آزاد سادهذره

حرکت  x, yدر دو بعد که در راستای  Mای آزاد به جرم کند. ذرهصفر است و نیرویی بر آن اثر نمی

صورت بیان  هامیلتونی به فاز ناجابجایی ای در فضایگیریم، برای چنین ذرهکند را در نظر میمی

 شود:می

( ) ( )
( )

NC NC
NC p p

H
M M

 
2 2
1 2

2 2
                                                                           )8-2( 

 دهیم( قرار می8-2( را در رابطه )49-4تبدیل معرفی شده در رابطه )
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( )
( ) ( )f f f f f f f fNC

f

p p x x x p x p
H

M

     



2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2

1
4

2
                       )3-2( 

ی بالا، تبدیل با توجه به معادلهمعرف ذره آزاد است.  fبالا اندیسی در رابطه
M

 2 21
4

را در  

 آید:ی هامیلتونی به صورت زیر بدست میگیریم در نتیجه رابطهنظر می

( ) ( )
( )

NC f f f f f f
f f f

p p x p x p
H M x x

M M




   
   

2 2
1 2 2 1 1 22 2 2

1 2
1

2 2 2
            )41-2( 

دیگر صفر نیست واین ذره در  که شتاب ذره آزاد در فضای فاز ناجابجایی دهد( نشان می41-2معادله )

n,ویژه حالتکند. فضای ناجابجایی به صورت نوسانگر گونه رفتار می m گیریم در نتیجه را در نظر می

  توان نوشت:ای میی زاویهتکانه zی برای مولفه

, ,zL n m m n m                                                                                                   )44-2(                                                                 

 گیریم: ( در نظر می41-2معادله ویژه مقداری را برای هامیلتونی به دست آمده در رابطه )

   
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ), ,
NC NC

NC NC NC NC
f fH N N E N N1 2 1 2                                                   )42-2(  

 ( به دست خواهد آمد:41-2( انرژی کلی هامیلتونی )42-2( و )44-2با در نظرگرفتن روابط )

   ( )
( ) ( )NC

f totalE n n m
M


   1 2 1

2
                                                            )49-2( 

)فرض بر آنست که   )
( )
NC

f totalE  )، در این صورت باید  0 )n n m
M


  1 2 1

2
برقرار باشد.  

پردازیم. با در نظرگرفتن کروشه ( می41-2)به بررسی معادلات حرکت مربوط به هامیلتونی اکنون

 [25]توان نوشت( می9-2پواسون معرفی شده در رابطه )

( ) ( )
( ){ , }

NC NC
f f f fNC

f f f

f f f

x H x H
x x H

x p p f x

   
  

   

1 1
1 1

1 1 1 1

                                               )41-2( 

( ) ( )
( ){ , }

NC NC
f f f fNC

f f f

f f f f

p H p H
p p H

x p p x

   
  

   

1 1
1 1

1 1 1 1

                                    )45-2( 
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( ) ( )
( ){ , }

NC NC
f f f fNC

f f f

f f f

x H x H
x x H

x p p x
f

   
  

   

2 2
2 2

2 2 22
                                            )46-2(

( ) ( )
( ){ , }

NC NC
f f f fNC

f f f

f f f f

p H p H
p p H

x p p x

   
  

   

2 2
2 2

2 2 2 2

                                          )41-2(              

 :گرددسازی روابط بالا نتایج زیر حاصل میبا ساده

,
f f f

f f f

p x p
x p M x

M M M

 
    

1 2 22
1 1 12 2

                             )48-2(                                                                           

,
f f f

f f f

p x p
x p M x

M M M

 
    

2 1 12
2 2 22 2

                               )43-2(                                                                                 

ی آزاد دو بعدی در فضای فاز ناجابجایی به ( معادلات حرکت ذره43-2( و )48-2)روابطبا ترکیب 

 گردد:صورت زیر محاسبه می

f f fx x x  1 1 2                                                                                                        )21-2( 

f f fx x x  2 2 1                                                                                                        )24-2( 

,که در محاسبه روابط بالا از روابط
M M

 
      

2
2

24
 ایم.استفاده کرده 

 حل معادلات حرکت ذره آزاد در فضای فاز ناجابجایی   2-2-4

)یر را با معرفی تابع وابسته به زمان( ابتدا روابط ز24-2( و )21-2برای حل معادلات )  )t  در نظر

 گیریم:می

( ) ( )

( ) ( )

f f

f f

x t t

x t t









1 1

2 2

 )2-22- الف( 

الف( روابط جدید به شکل زیر ظاهر خواهند -22-2( و )24-2(، )21-2در نتیجه با ترکیب معادلات )

 شد:  
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f f

f f

f f f

f f f

t t

t t

t t t

t t t

 

 

  

  





 

 

1 3

2 4

3 1 4

4 2 3

                                                                          )2-22- ب(                                                                                       

 ی ماتریسی زیر توان معادلهب( می -22-2با توجه به معادلات ظاهر شده در رابطه )

f f

f f

ff

ff

 

 

  

 

    
    
    

    
    

         

1 1

2 2

33

44

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0

0 0

                                                                )29-2(                                                                                                                         

 را نوشت:  با ویژه مقادیری به صورت زیر 

,

,

f f

f f

           

           

          

          

2 2 4 2 2 4
1 2

2 2 4 2 2 4
3 4

1 1
4 2 2 4 4 2 2 4

2 2
1 1

4 2 2 4 4 2 2 4
2 2

    

(2-21 )                                                                                                                         

 ب( به شکل زیر بدست خواهد آمد: -22-2معادلات ) f1انتخاب با 

f f f

f f f

f f f f

f f f f

A C

B D

C A D

D B C





  

  

 

 

  

  

1

1

1

1

0

0

0

0

                                                                          )25-2( 

fCبا انتخاب مقدار اختیاری  1 :ضرائب مجهول به صورت زیر به دست خواهد آمد  ، 

, ( ) , ( )
f f

f f f

f f f

A B D
   

    

 
  

2 2
1 1

2
1 1 1

1 1 1
                       )26-2(                                                          

 آید:مانی بدست میوابستگی ز با ی حرکت ذره آزاد در فضای فاز ناجابجاییبنابراین جواب معادله
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   , , ,f f f f
f f f f f f f f

t t t t
A e B e C e D e

   
      1 1 1 1
1 2 3 4        )21-2( 

f,( برای 21-2نتایج به دست آمده در رابطه ) f 3  قابل تکرار است.f4و 2

 ذره در فضای فاز ناجابجایی Nخواص آماری سیستم متشکل از    2-2-2

پردازد هایی با تعداد ذرات بسیار زیاد میمکانیک آماری، مبحثی در فیزیک است که به مطالعه سیستم

مبحث، بر اساس رفتار ترمودینامیکی مرتبه با عدد آووگادرو باشد. در این تواند همها میکه تعداد آن

ی ها، اطلاعاتکنش بین آناجزاء تشکیل دهنده )خواص میکروسکوپی ذرات( مانند ساختار اتمی و برهم

های در مورد خواص ماکروسکوپی سیستم مانند آنتروپی و انرژی آزاد گیبس، از طریق محاسبات و روش

ای، که رابطه انرژی آن با تعمیم ذره Nبرای یک سیستم جا تابع پارش را در این آید.آماری به دست می

بدین منظور انرژی  کنیم.آید را بررسی میرابطه انرژی یک ذره آزاد در فضای فاز ناجابجایی بدست می

  گیریم:ذره آزاد در فضای فاز ناجابجایی را در نظر می

( )
, ( )NC

n mE n n m
M


   1 2 1

2
                                                     )28-2( 

 

 ای به صورت زیر تعمیم داد:ذره Nتوان برای یک سیستم انرژی بدست آمده را می

( )
, {( ) ( )}

N
NC i i i i i

n m
i

E n n m
M

 


    1 2
1

1
1

2
 )23-2( 

 

iبا در نظر گرفتن  im n 2 inو  0 n1  :داریم 

, ( )nE n 0 1  )91-2( 

 

باشد که تابعی از دما و انرژی توصیف کننده خواص آماری یک سیستم در حالت تعادل می تابع پارش

مجاز یک سیستم  هایحالتتابع پارش از جمع زدن احتمال وقوع تمام میکرو سیستم مورد نظر است.

ف از سیستم فیزیکی تعرییک حالت کوانتومی خاص هر سیستم به صورت . میکروحالت آیدبدست می

ک ی مکانیاست که به وسیله سیستمترین خصوصیات یک این حالت مربوط به جزئیشود که می
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کی آن های ترمودینامیتوان تمام کمیتبا داشتن تابع پارش یک سیستم می .شودکوانتومی توصیف می

وضعیت کوانتومی سیستمی  کرد. محاسبه را و انرژی درونی ، آنتروپیهلمهولتز مانند انرژی آزاد ،سیستم

( 91-2های انرژی یک نوسانگر هماهنگ به صورت رابطه )مقدارکنیم که بر اساس ویژهرا بررسی می

 شود: است. تابع پارش یک نوسانگر به صورت زیر تعریف می

( )

,( )
NC

n
E

n

Q e









  0

1 0
                                                                                                       )94-2( 

 با بکارگیری بسط
ax

x
a

e
e











0

1
1

 توان رابطه زیر را داشت:برای رابطه بالا می 

 
( )

( ) { ( )} ( )
( )

n

n

exp
Q e e sinh exp

exp

     
    

 


  




   

 

1

1 0

1 1
2

1 2 2
 )92-2( 

که
KT

 
1

ای به صورت زیر محاسبه ذره Nثابت بولتزمن است. بنابراین تابع پارش سیستم  Kو 

 خواهد شد 

( ) [ ( )] { ( )} ( )N N
NQ Q sinh exp N       1

1 1
2

2 2
                        )99-2( 

رژی حال ان انرژی آزاد هلمولتز میزان کار مفید قابل دستیابی در فرایندی دما ثابت و حجم ثابت است.

 شود: ذره را در نظر گرفته که به صورت زیر بیان می Nآزاد هلمهولتز برای 

ln {KT ( ( )) }NA Q N ln sinhKT      
1

2

1
2

2
                                          )91-2( 

یک سیستم  اتدر علم ترمودینامیک، پتانسیل شیمیایی مقدار پتانسیلی است که یک ماده باید تولید کند 

 :ی زیر محاسبه می شودذره ای ،از رابطه  Nسیستمتانسیل شیمیایی را تغییر دهد. 

1

2

1
{KT (2 ( )) }

2

A
ln sinh

N
                                                                            )95-2( 

رف خودبخودی ) بدون صی بی نظمی یک سیستم است و هر سیستمی به صورت آنتروپی بیانگر درجه

 نماید.انرژی( به سمت بی نظمی بیشتر یا آنتروپی بیشتر میل می
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[ ( ) { ( )}] [ ln{ }]NK coth ln sinh NK e
e

A
S

T

 
   

 

 
 


   




  



1 1

2 2

1
2 1

2 1
                                                                                                                (2-96)  

 گردد:محاسبه میو انرژی درونی سیستم به صورت زیر 

[ ( )]
ln

U NKT N coth
Q

T
 

 
 






2 1 1

22 2
                                               )91-2( 

 

 در فضای فاز ناجابجایی 98نوسانگر هماهنگ 2-9

نوسانگر هماهنگ نقش مهمی در مکانیک کوانتومی معمولی و مکانیک کوانتومی ناجابجایی دارد و 

. برای اثبات درستی [21 ,26]مورد مطالعه قرار گرفته است موضوع مورد علاقه فیزیکدانان که بسیار

( بیان کردیم 4-2)روابط کروشه پواسون و قانون جدید دوم نیوتن در فضای ناجابجایی که در قسمت

سانگر گیریم. هامیلتونی نونوسانگر هماهنگ دو بعدی را بعنوان مثالی کاربردی برای این روابط در نظر می

 به صورت زیر داریم: هماهنگ دو بعدی را

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( , )NC NC NC NC NC
osc osc osc osc oscH p p V x x

m
  2 2

1 2 1 2
1
2

                                               )98-2(  

   :با پتانسیل زیر

  ( ) ( ) ( )( , )NC NC NC
osc osc iosc

i

V x x k x


 
2 2

1 2
1

1
2

                                                                                   )93-2(                                                                                                     

معرف نوسانگر هماهنگ است. تبدیل خطی بیان شده در فضای فاز ناجابجایی  oscدر روابط بالا اندیس

 در نتیجه: کنیم ( جایگذاری می98-2را در هامیلتونی رابطه ) کانهمربوط به ت

                                                           
28 Harmonic oscillator 
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( ) (

) (

NC
osc osc osc osc osc osc osc osc

osc

osc osc osc osc osc osc osc

osc osc osc osc osc osc osc osc osc

H p p x x p x p
m

p
p x x p x k x x

p x p x x p p x p

  

   

    

    

    

     

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 2

22 2 2
2 1 1 2 1 1 1

2 2 2 2 2
2 1 2 2 2 1 1 2 1

1 1 1 1
2 2 2 4

1 1 1 1
2 2 4 2 2
1 1 1 1 1
2 4 2 2 4

)

     

                                                                                                                  (2-11)  

 ی زیر داشت:شده یا به شکل ساده

( ) ( )

( )

NC
osc osc osc osc osc osc osc

osc osc osc osc osc osc

H p p x p x p
m

k x x x p x p

 

 

   

   

2 2
1 2 2 1 1 2

2 2
1 2 2 1 1 2

1
2

1
2

                             )14-2( 

به دست (، معادلات حرکت متناطر با هامیلتونی بالا به صورت زیر 6-2( و )5-2) روابطبا توجه به 

 [25]آیندمی

( ){ , }
osc osc oscNC

osc osc osc

p x k x
x x H

m m

 
   

1 2 2
1 1 2 2

                           )12-2(

( ){ , }
osc oscNC

osc osc osc osc

x k mx
p p H kx

 
    

2 2
1 1 1 2 2

                                       )19-2(  

 ی حرکت را بدست آوردتوان معادلهی بالا به راحتی میبا ترکیب دو معادله

osc osc osc oscmx kx x k mx    1 1 2 2                                                           )11-2(   

  به طور مشابه خواهیم داشت 

( ){ , }
osc oscNC osc

osc osc osc

p x k x
x x H

m m

 
   

2 1 1
2 2 2 2

                                                 )15-2( 

( ){ , }
osc oscNC

osc osc osc osc

x k mx
p p H kx

 
    

1 1
2 2 2 2 2

                                       )16-2(                                                                   

 گردد: ه میی حرکت به صورت زیر محاسبی بالا معادلهبا ترکیب کردن دو معادله

osc osc oscmx kx x k mx
osc

    2 2 1 1                                                                       )11-2(                                          
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 حل معادلات حرکت نوسانگر هماهنگ در فضای فاز ناجابجایی   2-9-4

 گیریم: ی آنها را در نظر می(، شکل ساده شده11-2( و )11-2برای حل معادلات )

( )osc osc osc

k k m
x x x

m m

 
  1 1 2                                                            )18-2(       

( )osc osc osc

k k m
x x x

m m

 
  2 2 1                                                             )13-2(                                                                                                              

 کنیم: های جدید زیر را معرفی میبرای معادلات ظاهر شده در بالا متغیر

,
k km

m m

 
 


                                                                  )51-2(                                                                

)( ابتدا بر اساس تابع وابسته به زمان 13-2( و )18-2برای حل معادلات ) )t روابط زیر را در نظر

 گیریم: می

( ) ( )

( ) ( )

osc osc

osc osc

x t t

x t t









1 1

2 2

 )2-54- الف( 

 گردد:الف( معادلات جدید زیر ظاهر می -54-2( تا )18-2ترکیب معادلات) با

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

osc osc

osc osc

osc osc osc

osc osc osc

t t

t t

t t t

t t t

 

 

  

  





 

 

1 3

2 4

3 1 4

4 2 3

  )2-54- ب(                                                              

 برای معادلات بالا صورت ماتریسی زیر را خواهیم داشت: 

osc osc

osc osc

oscosc

oscosc

 

 

  

  

    
    
                     

1 1

2 2

33

44

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0

0 0

                                                                        )52-2(                                                                

 با ویژه مقادیر 
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,

,

osc osc

osc osc

a b b a b a b b a b

a b b a b a b b a b

 

 

          

          

2 2 4 2 2 4
1 2

2 2 4 2 2 4
3 4

1 1
4 2 2 4 4 2 2 4

2 2
1 1

4 2 2 4 4 2 2 4
2 2

        

(2-59)                                                                                                                       

 شود:ب( به صورت زیر تبدیل می -54-2معادلات ) osc1با انتخاب 

 

osc osc osc

osc osc osc

osc osc osc osc

osc osc osc osc

A C

B D

C A D

D B C





  

  

 

 

  

  

1

1

1

1

0

0

0

0

                                                                 )51-2(                  

oscCبا انتخاب  1 آیندبقی ضرایب مجهول به صورت زیر به دست میما: 

, ( ) , ( )osc osc
osc osc osc

osc oscosc

A B D
   

   

 
  

2 2
1 1

2
1 11

1 1 1
          )55-2(                                                      

 ای فاز ناجابجایی بدست خواهد آمد:ی حرکت نوسانگر هماهنگ دو بعدی در فضبنابراین جواب معادله 

, , ,osc osc osc osc
osc osc osc osc osc osc osc osc

t t t t
A e B e C e D e

   
      1 1 1 1
1 2 3 4  

(2-56   )                                                                                                                                        

osc,( برای 56-2نتایج به دست آمده در رابطه ) osc 3  قابل تکرار است.osc4و 2

 اتم هیدروژن در فضای فاز ناجابجایی  2-1

توان توان به دو روش مختلف مورد بررسی قرار داد. در روش اول اتم هیدروژن را میاتم هیدروژن را می

ای )الکترون( در پتانسیل کولنی هسته در نظر گرفت در نتیجه در این سیستم تک ذرهبه صورت یک 

 [28]توان پتانسیل در فضای ناجابجایی را به صورت زیر در نظر گرفتروش می

( )

( )
( )NC

NC

Ze
V r

r
 

2

                                                                                                       )51-2( 
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گیرند که در مورد این روش در قسمت ای در نظر میروش دوم اتم هیدروژن را به صورت سیستم دو ذره

ر کنیم. دتک ذره است را بررسی میبعد بحث خواهیم کرد و در اینجا روش اول که مربوط به سیستم 

 [98]فضای ناجابجایی برای پتانسیل رابطه زیر را داریم

( ) .
( ) ( ) ( ). ( ) ( ) ( ) ( )NC L V

V r V r p V r V r
r r


  


       



2 21
2 2

 )58-2( 

 ( تغییرات پتانسیل را به صورت زیر داریم:58-2( و )51-2با استفاده از روابط )

( ) ( )( ) ( ) . ( ).( )NC C Ze e Zer
V V r V r L p

r r
 

  
     

2

3 322
                          )53-2( 

 شود:مربوط به ناجابجایی در هامیلتونی به صورت زیر بیان میتصحیح 

( ). ( ).( ) .
e Zer

H p r p L
m mr
  


      3

1 1
2 2 2

                                          )61-2( 

mZeبه صورت که

r
   

2

3
( متناظر 61-2ی اول در رابطه )در نظر گرفته شده است. جمله 

ود و شی تصحیح جنبشی در نظر گرفته میاست با حضور یک میدان مغناطیسی که به عنوان جمله

 شود مشابه جفتی تصحیح پتانسیل بیان میی دوم ظاهر شده در این رابطه که به عنوان جملهجمله

به صورت Sتکانه اسپینی القایی ناجابجایی شدگی اسپین مدار است که در آن
e

S 


 شود بیان می 2

الکترون است. حال روش دوم که در آن اتم هیدروژن را به  93طول موج کامپتون eکه در این رابطه 

کنیم. در این روش رابطه مربوط به تصحیح گیرند بررسی میای در نظر میصورت سیستم دو ذره

 پتانسیل در فضای فاز ناجابجایی را به صورت زیر داریم: 

                                                           
29 Compton wave length 
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(2-64                                                                      )( ).( ) .
e Ze r Ze

V p L
r r

 
  

   
2 2

32 2
 

Lبه طوری که  r P  تصحیح هامیلتونی در فضای فاز ناجابجایی در این مورد به صورت زیر بدست .

 :آیدمی

[ ]. .b a

b a

Ze
H L L L

m m r
    

2

3

1 1
2 2 2

                                                                      )62-2( 

های وابسته به پارامتر های انرژی اتم هیدروژن، مورد دیگری که شامل جملهعلاوه بر شیف انرژی تراز

 شود به طوری کهناجابجایی مربوط به بخش تکانه نیز در تغییرات انرژی ظاهر می

. . .H atom
NC

Ze
E L L L

m m r
  

 
       

  

2

3

1 1
2 2 2

                                 )69-2(   

 اثر کلاسیکی هال 2-5

دانشجوی کارشناسی ارشد دانشگاه جانز هاپکینز  11توسط ادوین هربرت هال 4813در سال  ]23[اثر هال

های رسانش در حال حرکت در یک رسانا )نوار مسی( همانند باریکه کشف شد. او نشان داد که الکترون

، با  xدر جهت   Iشوند. یک رسانا که جریان ها در خلا توسط میدان مغناطیسی منحرف میالکترون

گذرد همانطور که در ه طور مستقیم در غیاب میدان مغناطیسی میجهت قراردادی از بالا به پایین آن ب

ها هستند در جهت مخالف های بار که الکترونگیریم. حاملنشان داده شده است، در نظر می 4-2شکل

vبا سرعت سوق
d

های بار بر روی حجم رسانا تعریف )سرعت سوق به عنوان سرعت متوسط حامل 

دهد اختلاف نشان می 4-2اند. در این حالت همانطور که شکلشود( از پایین به بالا در حرکتمی

تحت  2-2صفر است. حال اگر این مجموعه همانند شکل های عمود بر جهت جریان میان رخ پتانسیل

قرار بگیرد، نیروی  zها و در جهت که عمود بر مسیر حرکت الکترونBیسی خارجیتاثیر میدان مغناط

BFلورنتسی  qv B  کند و به ها را مسیر حرکتشان منحرف میشود و آنهای بار وارد میبه حامل

                                                           
41 Edvin H.Hall 
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شود به طوری که بارروی یکی از سطوح میراند و این امر با گذر زمان سبب تجمع های رسانا میکناره

الت گیرند)در این حها به سمت راست و بارهای مثبت خنثی نشده در طرف دیگر قرار مینبیشتر الکترو

پتانسیل در سمت چپ بیشتر از سمت راست خواهد بود( یعنی توزیع نامتقارنی از چگالی بار روی سطح 

 yدر جهت  Eت و منفی درون رسانا یک میدان الکتریکی شود. جدا شدن بارهای مثبرسانا ایجاد می

یان مشود در نتیجه یک اختلاف پتانسیل کند و این میدان مانع از جابجایی بارها با یکدیگر میتولید می

آید که به تا زمانی که جریان ادامه یابد به وجود می های عمود بر جهت جریان و میدان مغناطیسیرخ

آن اختلاف پتانسیل هال گویند. از طرفی در زمانی کوتاه نیروی الکتریکی وارد بر هر الکترون به حدی 

کند در این صورت دو نیروی الکتریکی و مغناطیسی به توازن رسد که نیروی مغناطیسی را خنثی میمی

های در حال حرکت در راستای نوار حرکت کرده و دیگر در کناره راست تجمع آیند سپس الکتروندر می

ار های بکند تا علامت حاملیابد.  اثر هال این امکان را فراهم مینکرده و میدان الکتریکی افزایش نمی

را در یک رسانا)اگر حامل بار مثبت باشد اختلاف پتانسیل مثبت و اگر منفی باشد اختلاف پتانسیل 

   های در یکای حجم را مشخص کنیم.شود( و تعداد حاملمنفی نشان داده می

 

 

 

 

 مغناطیسی یکنواختمیدان  هال دراثر  2-2شکل            در غیاب میدان مغناطیسی جریان عبوری از رسانا 4-2شکل

 

 اثر کوانتومی هال  2-6

( 41mKاثر کوانتومی هال در دماهای پایین)در حدود  صد سال پس از کشف اثر کلاسیک هال، ودحد

 4381در سالدر سیستم گاز الکترونی دو بعدی کشف شد.  (T21مغناطیسی قوی )در حدود  و میدان

V=1 
I 

B 

V=𝑉𝐻  
I   

+++++++ 

---------- 

x 

z 

y 
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بودن  دهمشاهده کردند در این آزمایش کوانتی 12رفتار عجیبی را در مقاومت هال و همکارانش 14کلیتزین

ای است و مقدار مقاومت تغییرات مقاومت هال به صورت پله مقاومت هال کشف شد یعنی متوجه شدند

مربوط به هر یک از این پله ها به طوراعجاب انگیزی ثابت است. این مقدار به جنس ماده مورد آزمایش، 

یزیک، زیاد فقط تابع دوثابت بنیادی فبسیار و با دقت  اشتند شکل هندسی نمونه و سایر عوامل بستگی

 برروی یک سیستمکلیتزین و همکارانش با انجام آزمایش  .بود eو بار الکتریکی الکترون  hعدد پلانک 

های پایین و میدان مغناطیسی قوی نتیجه گرفتند که مقاومت هال دارای الکترونی دو بعدی در دما

hمقادیر کوانتیده

ie2
بار الکترون است و به همین دلیل این  eمقدار صحیح و  iثابت پلانک و  hاست که 

اثر کوانتومی هال کسری  4382. در سال (IQHE) [91]اثر به اثر کوانتومی هال صحیح معروف است

(FQHE) [94]  توسط استورمر و همکارانش کشف شد، هنگامی که دما را برای بررسی اثر هال نسبت

hهای دو بعدی، مقدار تر آوردند ومقاومت هال را برای الکترونبه آزمایش کلیتزین پایین

e 2
را بدست  

,یک کسر مانند νآوردند که  ,
1 1 2
3 7 3

4و
5

حال با در نظر گرفتن طرحی از  این اثر مختصر روابطی  است. 

با ضخامت    yدر راستای و عرض  xدر راستای محور  lکنیم.  یک قطعه از رسانا به طولرا بیان می

t  در راستایz  های بار داریم. رسانا شامل حامل 9-2مطابق شکلq های بار با چگالی عددی حاملn 

در  xIهای بار هنگامی که جریان سرعت سوق حامل xvها در واحد حجم( است و)تعداد الکترون

رسانا tرا در سطح مقطع  xjچگالی جریان  xIجریان کند. شارش پیدا می xراستای مثبت محور 

 آورد بطوری که:به وجود می

x x xI j t nqv t    )61-2( 

شود. در این حالت که جریان با میدان در امتداد طول رسانا میxEسبب ایجاد میدان  xIجریان

 توان نوشت: توان گفت قانون اهم برقرار است پس میمتناسب است می

                                                           
41 Klitzing 
43 Hall resistance 
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x xj E  )65-2( 

های رسانا میدان رساناست. پس از اعمال میدان مغناطیسی و تجمع بار در کناره 19رسانندگیکه

شود که این میدان در حال رقابت با میدان مغناطیسی اعمال شده است. اما ایجاد می yEالکتریکی

ها ی از باریم دیگر جریانرسالکتریکی و مغناطیسی( می هنگامی که به حالت پایدار )بدلیل برابری میدان

 کند پس: شارش نمی yدر راستای 

y x zE v B  )66-2( 

شود. اختلاف پتانسیل هال ایجاد شده برای نامیده می yمیدان هال در راستایyEکه میدان الکتریکی

 شود: به صورت زیر داده می نمونه قرار داده شده در میدان مغناطیسی با پهنای

H y yV E dy E


   
0

 )61-2( 

 توان نوشت ( می61-2( و )66-2) (،61-2با استفاده از روابط )

( ) x z
H

I B
V

nq t
 

1
 )68-2( 

HR
nq


1

شود با واحدضریب هال نامیده می
m

c

3

. اگر حامل بار مثبت باشد این ضرئب مثبت است و 

 بلعکس.

 

 

 

 

 آزمایش اثر هال بر روی رسانا  9-2شکل

 

                                                           
43 conductivity 
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 اثر کوانتومی هال در فضای جابجایی 2-1

 پردازیم. معادله دیراک یکدر این بخش به بررسی اثر کوانتومی هال با استفاده از حل معادله دیراک می

توسط دیراک استخراج شد. این معادله تمامی ذرات اسپین  4382معادله موج نسبیتی است که در سال 

ار و نسبیت خاص سازگ کند و با اصول مکانیک کوانتومیها را توصیف میها و کوارکمانند الکترون 2/4

و تحت تاثیر میدان  (x, y)ی که در صفحه eو بار Mاست. اکنون برای این بررسی الکترونی به جرم 

الکتریکی خارجی     و میدان مغناطیسی یکنواخت خارجیB در  که عمود بر صفحه است

 یم:کنپتانسیل برداری را به صورت زیر انتخاب میی متقارن، . با استفاده از پیمانهگیریمنظر می

( , )
B B

A y x 
2 2

                                                                                        )63-2( 

 [92]شود: به صورت زیر داده می V (r)و پتانسیل برداری  S(r) معادله دیراک با پتانسیل اسکالر

 
( ) ( ) ( ) ( )[ . ( ( ))] ( ) [ ( )] ( )C C C Cp M S r r E V r r                         )11-2( 

 E  وp i  هایدهد و ماترسترتیب انرژی نسبیتی سیستم و عملگر تکانه دو بعدی را نشان میب 

α  وβ   

, , ,
Ii

i
i I

i


 



   
        

0 0
1 2 3

0 0
                                   )14-2(  

2ماتریس واحد Iکه   اند.های پائولیها ماتریسiاست و 2

, ,
i

i
  


  



     
     
     

1 2 3
0 1 0 1 0

1 0 0 0 1
                                 )12-2( 

 

 ای را به صورت زیر خواهیم داشت:دیراک تابع موج دو مولفه -در نمایش پائولی

( )

( )

( )

( )
( )

( )

C

C

C

r
r

r






 
   
 

                                                                               )19-2( 

 گردد:( معادلات زیر ظاهر می11-2( در معادله )19-2( تا )14-2با جایگذاری معادلات )

 
( ) ( ) ( ) ( ). ( ) ( ( ) ( )) ( )C C C Cp r E V r M S r r           )2-11 - الف(                         
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ). ( ) ( ( ) ( )) ( )C C C C Cp r E V r M S r r                                                                    )2-11 - ب(                       

 

)با در نظر گرفتن فرضی به صورت  ) ( ) ( )( ) ( )C C CS r V r eA x  0 ( 11-2و ترکیب معادلات 

 : آیدی زیر بدست میب( رابطه - 11-2) الف( و -

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[( . )( . ) ( )] ( ) ( ) ( )C C C C Cp p x E M r E M r       2 22             )15-2( 

با استفاده از جفت شدگی کمینه،
e

p p A
c

  ی شرودینگر گونهی بالا به صورت معادلهمعادله 

 گردد: ظاهر می

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ] ( ) ( )C C C C C C C C C
x y

eB eB
p y p x ex E r H r

M c M c
     2 21 1

2 2 2 2
     )16-2( 

 که 

( )
( )

( ) ( )( )
,

C
C z

C C

eB
E M

E M cE H
M M




 


 

2 2

2
                   )11-2( 

 [99]کنیمهای خلق و نابودی زیر را معرفی میمجموعه عملگر(، 16-2)برای حل معادله شرودینگرگونه 

†( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )C C C C C C
x y

eB
b x iy i p ip

c
    

2
)2-18 - الف(                               

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )C C C C C C
x y

eB
b x iy i p ip

c
    

2
 )2-18 - ب(                                  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )C C C C C
x y

eB
d x iy i p ip

c
    

2
 )2-18 - ج(                                         

†( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )C C C C C
x y

eB
d x iy i p ip

c
    

2
 )2-18 - د(                                          

( )
( )

C
C McE

B
 های معرفی شده در عملگر معرف همیوغ هرمیتی مختلط عملگر است. †و نماد

)روابط جابجایی ) ( ) ( ) ( ) ( )† †
[ , ] [ , ]

C C C C C
b b d d M   )و2 ) ( ) ( ) ( )† †

[ , ] [ , ]
C C C C

b d b d 0 صدق

) کنند.می )C eB

Mc
 اساس دو مجموعه ، فرکانس سیکلوترونی است. مختصات مکان و تکانه را بر

 کنیم:عملگر خلق و نابودی به صورت زیر معرفی می
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )† †( )C C C C C Cc
x b b d d

eB
    2

2
   )2-13 - الف(                                

( ) ( ) ( ) ( ) ( )† †( )C C C C Cic
y b b d d

eB
   
2

 )2-13 - ب(  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )† †( )C C C C C
x

i
p b b d d   

4
)2-13- ج(                                                    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )† †( )C C C C C C
yp b b d d     

1
2

4
 )2-13- د(                                       

 

)( هامیلتونی به صورت13-2معادلات )با استفاده از  ) ( ) (C)C C
oscH H T   با جملات زیر بدست

 آید: می

( ) ( ) ( ) ( ) ( )† †( )C C C C C
oscH b b b b

M
 

1
4

 )2-81 - الف(                                                   

( ) ( )
( ) ( ) ( )† ( )

( )
C C

C C CT d d
M M

 
  

2

2 2
 )2-81 - ب(                                           

 

Hosc هایب( قسمت خطی نسبت به عملگر - 81-2دهد و معادله )هامیلتونی نوسانی را نشان میd 

†و
d  است. با حل معادله ویژه مقداری نوسانگر هماهنگ( ) ( ) ( ) ( )

, , ,
C C C C

osc n m n m n mH E   در مختصات

  داریم:ای استوانه

 
( )

( ) ( )
,

C
C C

n m

d d m e B ME
r

r drdr r c


 
     

 

2 2 2 2
2

2 2 2 2 2

1 2
0

4
                                 )84-2( 

برای معادله بالا جوابی به شکل
( )

( ) ( )

, ,
( , ) ( )

C
C C im

n m n m
r u r e    انتخاب می کنیم کهn  وm  اعداد

 را به صورت زیر خواهیم داشت:mو nباشند. در نتیجه ویژه تابع و ویژه مقدار وابسته به کوانتومی می

( )

( )
( ) ( ) ( )

,

,

( , ) ( ) ( )

C

C
C C m m C im

n m n

n m

Ber
eBcr N r e L r e

c

 





2

24
2

  )2-82 - الف(                

 با انرژی

( )

,
( ) ,C

n m

m
E n m m   

1
2 2

 )2-82 - ب(                                                    
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,n mN  .ضریب بهنجارش است
eB

Mc
  ،

m
m 

2
)و  )( )m C

n

eB
L r

c

2

2
تابع لاگر است که به  

  صورت :

( )

( )
( ) ( )( ) ( ( ) )

! ( )

C
m C

m C r C m n
n m

r neB e d
L r e r

c m dr




 




2
22 2

22
                       )89-2(       

eB

c
 

2
)مقداری. با حل معادله ویژه ) ( ) ( ) ( )C C C CT E    را داریم:، ویژه تابع و ویژه مقدار انرژی 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

C
MC C C

i y x y
C e







 2  )2-81 - الف(                                                            
( ) ( )

( )
C C

CE
M M



 
  

2

2
                     )2-81 - ب(                                                                   

 بنابراین رابطه انرژی هامیلتونی کل به صورت زیر بدست خواهد آمد:

 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

C
C C z

C

eB
E M

cn m
M M M


 

 
 

    

2 2
21

2 2 2
                )85-2( 

 

 گردد: تابع موج کل به صورت زیر محاسبه می m=1به ازای 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

,( , ) ( )

C
r MC C C

n i y x y
C C n

nn N e r e

 


  
  

 

2

22 2                       )86-2(  

 

 چگالی جریان  در فضای جابجاییعملگر   2-1-4

 [91]شود در صفحه به صورت زیر تعریف می Jعملگر چگالی جریان 

 
( ) ( ) ( )C C CJ     )2-81 - الف(                                                                            

 چگالی جریان را به صورت زیر خواهیم داشت: yو  x در دو راستای

  

 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

C

C C C C C
x x x C

J


       


 
 

    
 

0 0          )2-81- ب(                              
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 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

C

C C C C C
y y y C

J


       


 
 

    
 

0 0     )2-81- ج(                              

,در عبارت بالا ماتریس دیراک گاما به صورت , ,
i

i

i

i


 


  
    

   
0

01 0
1 2 3

00 1
 

های لازم، توابع مورد نیاز برای محاسبه چگالی جریان را به است. با انجام محاسبات و ساده سازی

 صورت زیر داریم:

( ) ( )

( y ) ( y )

( )

( y ) ( y )

.
( )

[ ( ) ( )

( ) ] [ ( ) ( )

x x y yC C

r M r M
n i xy n i xy

n n
xC

r M r M
n i xy n i xy

n n
y

p
p p

E M E M

m y
Ne r e i x Ne r e

E M

m x
i n x Ne r e Ne r e

i

   
 

   
 


     


    


    

 
   

 
   



  
 




   
 

    



2 2

2 22 2 2 2

2 2

2 1 22 2 2 2

1

1
2

2
2

( y ) ( y )

( ) ( ) ]

r M r M
n i xy n i xy

n nyNe r e i n yNe r e

   
 

   

 
   




   


2 2

2 2 12 2 2 22

 

  الف( - 2-88)

( y ) ( y )
*

( )

( y ) ( y )
*

(

[ ( ) ( )

( ) ] [ ( ) ( )

( )

r M r M
n i xy n i xy

n n
xC

r M r M
n i xy n i xy

n n
y

r
n i

n

m y
Ne r e i x Ne r e

E M

m x
i n x Ne r e Ne r e

i yNe r e

   
 

   
 





    


    

 

 
     



 
     




 




   
 

     

 

2 2

2 22 2 2 2

2 2

2 1 22 2 2 2

2

22

1
2

2
2

y ) ( y )

( ) ]

M r M
xy n i xy

ni n yNe r e

  


 


   




  


2

2 12 2 22

                                              ب(                                                               - 2-88) 

 - 81-2ب( و ) - 81-2با جایگذاری توابع معرفی شده و صرف نظر کردن از ضرئب بهنجارش، روابط)

 گردند:ج( به صورت زیر محاسبه می

 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) (C) (C)

( ( ) )
( )

( ( ))

C C C
x C

C C
x y n n

J n x y
E M

e x y







  

   


 

2 2 2 2 2 2 1
2

2 22 2 2 2 4

1
4 16

  )2-83 - الف(                       

( )C
yJ 0  )2-83 - ب(                                                             
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 شود که به ازایوابستگی به عدد کوانتومی در رابطه عملگر چگالی به دست آمده به وضوح دیده می

n=1 داریم:  

( ) ( )

( )( )

C x y
x C

J e
E M

  




2 2 2 22
2

4
                         )31-2( 

 کنیم:برای بدست آوردن مقدار چشمداشتی عملگر چگالی جریان از رابطه زیر استفاده می

( ) ( )

( )( )

W
C x y

x C
J e dxdy

E M

 
 

  


2 2 2 22
2
0 0

4
                                                 )34-2( 

W آید:است. با حل انتگرال بالا جوابی به صورت زیر به دست می پهنای رسانا مورد نظر 

( ) ( ) ( , )C

x

CJ k W

   21

2
6 2

                                                                 )32-2( 

( )

( )

( )C

C
k

E M




 2.( , )W  21
2

2
 توان نوشت:باشد که بر اساس آن میمعرف تابع ناکامل گاما می 

( )
( , ) ( )

!( )

n
n

n

W
W W

n n


  





 



2 2

0

1 2
2 2 1

12
2

                                                 )39-2( 

 بر اساس معادلات بدست آمده محاسبه رسانندگی هال و ولتاژ هال را به صورت زیر خواهیم داشت:

( )

( )

C

xC
J




  )2-31 - الف(                                                                                    

W

HV dx W   
0

 )2-31 - ب(  

 هال در فضای ناجابجایی اثر کوانتومی 2-8

آمده در بخش قبل را  برای بررسی اثر هال در فضای ناجابجایی باید معادله شرودینگر گونه بدست

 بررسی کنیم: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ] ( ) ( )NC NC NC NC NC C NC NC NC
x y

eB eB
p y p x ex E r H r

M c M c
     2 21 1

2 2 2 2
                                                                             الف(                               - 2-35) 

 که 

( )
( )

( ) ( )( )
,

NC
NC z

NC NC

eB
E M

E M cE H
M M




 


 

2 2

2
 )2-35 - ب(            
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 کنیم:های زیر را معرفی میبرای حل معادله بالا مجموعه عملگر

†( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

NC NC NC NC
x y

eB
b x iy i p ip

c
      )2-36 - الف(                                

( ) ( ) ( ) (NC)( ) ( )NC NC NC
x y

eB
b x iy i p ip

c
    

2
 )2-36 - ب(                            

†( ) ( ) ( )( ) ( )NC NC NC
x y

eB
d x iy i p ip

c
    

2
 )2-36 - ج(                                            

( ) ( ) ( )( ) ( )NC NC NC
x y

eB
d x iy i p ip

c
    

2
 )2-36 - د(                                              

( ) ( ) , , ,NC C
i i

e B
p p i

c


    1 2 1

4
)و  )NCباشد. مجموعه یک پارامتر حقیقی می

)های معرفی شده در رابطه جابجاییعملگر ) †( ) ( ) †( ) ( )[ , ] [ , ]NC NC NC NC NCb b d d M   2 

)کنند که در این رابطه صدق می ) ( )NC C های است.  مختصه مکان و تکانه را برحسب عملگر

 کنیم:خلق و نابودی معرفی شده بیان می

 

( ) †( ) ( ) †( ) ( )( )NC NC NC NC NCc
x b b d d

eB
    2

2
 )2-31 - الف(                          

( ) †( ) ( ) †( )( )
2

NC NC NC NCic
y b b d d

eB
     )2-31 - ب(                                          

( ) †( ) ( ) ( ) †( )( )NC NC NC NC NC
x

i
p b b d d   

4
  )2-31 - ج(                

( ) ( ) †( ) ( ) †( ) ( )( )NC NC NC NC NC NC
yp b b d d     

1
2

4
 )2-31 - د(                          

د( هامیلتونی در فضای ناجابجایی را به صورت زیر  -31-2الف( تا ) -31-2با استفاده از معادلات )

 خواهیم داشت: 

 
( ) ( )

( ) †( ) ( ) ( ) †( ) †( ) ( )( ) ( )
NC NC

NC NC NC NC NC NC NCH b b b b d d
M M M

      
21

4 2 2
          

(2-38)                                                                                                                     

با روش مشابه در بخش جابجایی برای به دست آوردن ویژه تابع و رابطه انرژی، در مورد ناجابجایی 

 توان داشت: می



37 
 

( )

( y )
( )

,( , , ) ( )

NC
r M

n i xy
NC n

nn N e r e m

 


   
  

  

2

22 2              )2-33- الف(           0

 و

( )( )

( ) ( ) ( )

NCNC
z

NC

eB
E M

cn m
M M M

 
 

 
     

2 22
1

0
2 2 2

  )2-33- ب(    

n,...,که  0 

 عملگر چگالی جریان در فضای ناجابجایی  2-8-4

 شود:عملگر چگالی جریان در صفحه ناجابجایی به صورت زیر تعریف می

 
( ) ( )NC NC NCJ                                                                                   )411-2( 

nمانند روند ارائه شده در بخش قبل و با در نظر گرفتن  0 توان چگالی جریان را به صورت زیر می

 محاسبه کرد:

( ) ( )

( )
( )

( )

NC x y
x NC

J e
E M

   


2 22 2 2
2

1
4  )2-414- الف(                                      

( )NC
yJ 0                                                                                           )2-414- ب( 

 شود: مقدار چشمداشتی عملگر چگالی جریان در صفحه ناجابجایی به صورت داده می

( ) ( ) ( ) ( )
W

NC NC NC NC
x xJ J dxdy 


  

0 0
 )2-412- الف( 

 آید:با حل انتگرال بالا جوابی به صورت زیر به دست می

( ) ( ) ( , )NC

x

NCJ k W

   21

2
6 2

                                                           )419-2( 

( )

( )

( )NC

NC
k

E M




 )و  2 , )W  21
2

2
را به عنوان تابع ناکامل گاما در بخش قبل معرفی کردیم.  

 بر اساس معادلات بدست آمده محاسبه رسانندگی هال و ولتاژ هال را به صورت زیر خواهیم داشت:

( )

( )

NC

xNC
J




  )2-411 - الف(                                                                              

W

HV dx W   
0

 )2-411 - ب(  
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 11ها در فضای ناجابجایی با پتانسیل کراتزربررسی فرمیون 2-3

مهمی در  باشد که نقشپتانسیل کراتزر معادل با پتانسیل کولنی همراه با پتانسیل معکوس مربعی می

ولی ساختارهای مولکی کند که بطور گسترده در مطالعهمکانیک کوانتومی و شیمی کوانتومی بازی می

 شود:[. پتانسیل کراتزر به صورت زیر بیان می96 ,95شود ]استفاده می هاو اتمی و برهمکنش

( ) [ ]
a a

V r D
r r

  
2

2

1
2

                                                                                             )415-2( 

Dهای ثابت پارامتر با 0 وa 0 نشان داده شده است. جملات  1-2. رفتار پتانسیل کراتزر در شکل

توان تعبیر کرد که جمله ظاهر شده در پتانسیل کراتزر را اینگونه می
r

1
ای معرف پتانسیل کولنی هسته 

ای حول هسته در حرکت است اما هنگامی که جمله ای مانند الکترون بر روی مسیر دایرهاست که ذره

r2
1

ای شکل مسیری با نوسانات کم دامنه شود الکترون بر روی مسیر دایرهبه آن اضافه شود سبب می 

 را طی کند. 

Dکراتزر به ازای  پتانسیل 1-2شکل a 1 

 ی دیراک در حضور پتانسیل کراتزر معادله 2-3-4

cبا در نظر گرفتن  1ی دیراک با پتانسیل اسکالر، معادله( )S r و پتانسیل برداری( )V r  به

  شود:صورت زیر بیان می

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ . ( ( ))] ( ) [ ( )] ( )NC NC NC NC NCp M S r r E V r r               )416-2( 

                                                           
44Kratzer  
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( )NCE،p i   وM ی انرژی نسبیتی سیستم، عملگر به ترتیب نمایش دهندهی بالا در معادله

های پائولیماتریس iو و های دیراکباشند. ماتریسی فرمیونی میتکانه سه بعدی و جرم ذره

2 )و 2 )( )NC r اند که در بخش قبل معرفی ایدیراک به صورت اسپینور دو مؤلفه-درنمایش پائولی

 گردد:ی زیر ظاهر می( مجموعه معادلات جفت شده416-2) شدند، با جایگذاری این مقادیر در رابطه

( ) ( ) ( ) ( ) ( ). ( ) ( ( ) ( )) ( )NC NC NC NC NCp r E V r M S r r       )2-411 - الف(          

( ) ( ) ( ) ( ) ( ). ( ) ( ( ) ( )) ( )NC NC NC NC NCp r E V r M S r r       )2-411 - ب(     

 گیریم:اکنون توابعی را به صورت زیر در نظر می

( ) ( )( )( ) ( ) ( )NC NC NCr V r S r    )2-418 - الف(                                                     

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )NC NC NCr V r S r    )2-418 - ب(                                                      

 کنیم:را در فضای ناجابجایی را به صورت زیر معرفی میپتانسیل برداری کراتزر 

( )

( ) ( )
( ) [ ]NC

NC NC

a a
V r D

r r
  

2

2

1
2

                                                         )413-2( 

 کنیم.ابتدا معادله دیراک در حضور پتانسیل کراتزر را با شرط زیر بررسی می

)انتخاب  .4 )( )NC r 0  

) مورددر این  ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) [ ]NC NC

NC NC

a a
S r V r D

r r
   

2

2

1
2

پتانسیل برداری و اسکالر برابر  

کند و از لحاظ فیزیکی برابری پتانسیل تر میاین انتخاب از لحاظ ریاضی محاسبات را ساده. شوندمی

-2الف( و )-411-2)ی بنابراین معادلهاسکالر و برداری متناظر با تقارن اسپینی معادله دیراک است. 

 آیند:شکل زیر در میب( به -411

( ) ( ) ( ) ( )
, , ,. ( ) ( ( ) ) ( )NC NC NC NC

n m n m n mp r E V r M r    2  )2-441 - الف(                      

( ) ( )
, ,( )

,

.
( ) ( )NC NC

n m n mNC
n m

p
r r

E M


 


 )2-441 - ب(                                                       
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 الف( خواهیم داشت: -441-2ب( در ) -441-2ی )با جایگذاری معادله

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , , ,[ ( ) ( )] ( ) [ ] ( )NC NC NC NC NC

n m n m n m n mp E M V r r E M r    2 2 22           )444-2( 

ی دیراک را برای یک الکترون در حال حرکت در دو بعد که تحت تاثیر میدان مغناطیسی معادله

 شود:قرار دارد به شکل زیر نوشته می zیکنواخت که در راستای محور

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , , ,[( ) ( ) ( )] ( ) [ ] ( )NC NC NC NC NC

n m n m n m n m

e
p A E M V r r E M r

c
     2 2 22    )442-2( 

pآن از روابط که در i   وB Bz و همچنین تبدیل( )
e

p p A r
c

  کهA  پتانسیل

Aتوانای که میتواند دارای مقادیر دلخواه باشد به گونهبرداری است و می A A 1 و  2

,B A A  1 2 شار مغناطیسی A2پتانسیل برداریایم. را اختیار کرد، استفاده کرده 0

ی زیر برقرار بعلاوه برای پتانسیل در فضای ناجابجایی رابطهکند. [ را توصیف می91]ABاضافی

 [98]است

( ) .
( ) ( ) ( ). ( ) ( ) ( ) ( )NC L V

V r V r p V r V r
r r


  


       



2 21
2 2

    )449-2( 

 توان نوشت:در نتیجه می

( )
( ) ( )

( )
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) , ( )

NC
NC NCz AB AB z

NC

B r Br B L L
A r A

r rr r

 
   



  
      1 2 3

1
2 2 2 2 22 2

( ) ˆ( )NC AB z z ABBr BL L
A

r r r

 


 

 
    32 2 4 4

                                          )441-2( 

 ( رابطه زیر به دست خواهد آمد:442-2ی )( در رابطه441-2ی )با جایگذاری رابطه

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
, , ,

[ . .

( ) ( ) ] ( )

NC NC NC

NC NC NC NC
n m n m n m

e e e
A p A A p

c cc

E M V r M E r

   

    

2
2 2

2

2 22 0

  )2-445- الف(                            

 ای داریم:الف( در مختصات استوانه-445-2ی )با وارد کردن پتانسیل برداری و در نظر گرفتن رابطه
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( ) ( ) ( ) ( )
, , .( ) ( ) ( )

AB z z AB AB

NC NC NC NCz z AB
n m n m n m

d d d e Br BL L ieB ie

r dr r r cdr r d c r cr

ieBL ieL
E M V r M E r

cr cr

 

    

 


 

         
            

    

  
      

  

22 2 2

2 2 2 2 3 2

2 2
2 4

1 1
2 2 4 24 2

2 0
4 4

    

   ب( -2-445)

ی بالا جوابی به صورت برای معادله

( ) ( )
, ,( ) ( ) ( ) , , ,...NC NC

n m n mr r U r exp im m 


   

1
2 0 1 گیریم. بنابراین با در نظر می 2

,انتخاب  zL L    در فضای ناجابجایی رابطه زیر را داریم:برای پتانسیل کراتزر 

( )( ) ( )NC za a L D a a
V r D

r rr r r




  
        
    

2

2

2 2
22

2 32
               )446-2( 

 ب( و صرف نظر -445-2ی )( در معادله446-2ی )و معادلهبا جایگذاری جواب در نظر گرفته شده 

کردن از جملات   آوریم:، رابطه ی زیر را در فضای ناجابجایی بدست می2

( )
, ( )

,

( ) ( )
, ,

( )
,

( )
( )

( ) ( )

( )

NC
n m NCAB AB z AB z

n m

NC NC z AB z AB
n m z n m z

NC z
n m

d U r e em e BL emBL
m D E M a

c cdr c c r

a e L eL
E M L D E M L Da

cr c r

a e B L
D E M

r

 

 

 
 





    
        



   
       



  

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2

2 2
2

3 2 2 4

2 2

1 1
2

4 2 44 2

1
2 2

44

4
4

( ) ( )
, , ( )NC NCAB

n m n m

e B emB e B r
E M U r

cc c c


     



2 2 2 2
2 2

2 2 2 0
22 4

        

 (2-441)  

 کنیم:اکنون پارامترهای جدید زیر را معرفی می

( ) ( )
( ) ( )

,( )
NC NC

NC NCAB AB AB
n m

e em e Bl emBl
m D E M a

c cc c

 


 

  
       

2 2 2
2 2

1 2 2 2

1
2

4 2 44 2
  

                                                                                                           الف( -2-448)

( ) ( )
,( )NC NC

n mD E M a  2 4   )2-448- ب(                                                                
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( )
( ) ( )

,

NC
NC NCAB

n m

e B emB e B l
E M

cc c







    

2 2 2
2 2

3 2 222 4
 )2-448 - ج(                      

( ) ( ) ( )
,( )NC NC NC

n mE M l Da   4 2  )2-448 - د(                                                     

( ) ( )
( ) ( ) ( )

,( )
NC NC

NC NC NC AB AB
n m

e l el
E M l Da

cc

 
 



 
   

2 2
2

5 2 22
44

)2-448 - ه(       

( )NC e B

c
 

2 2

6 24
 )2-448- و(                                                                                     

 شود:ی زیر تبدیل می( به معادله441-2ی )بنابراین معادله

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ( ) ( )( )NC NC NC NC NC

n m NC NCd U r
r

rdr r r r

   
 

 
      
 

2
21 2 4 5

3 62 2 3 4        )443-2( 

 [11 ,93] کنیم( با استفاده از روش حدسی جوابی به شکل زیر پیشنهاد می443-2ی )معادله برای

( )
, ( ) ( ) (g ( ))NC

n m n mU r f r exp r                                                )421-2( 

)که )nf rشود:به صورت زیر تعریف می 

( )
( )

n
n n

i
i

if n

f r
r if n






 
   1

1 0

1
                                                    )424-2( 

 شود: تابع موج حالت پایه به صورت زیر بیان می

( )
, ( ) (g ( ))NC
m mU r exp r0                                                                        )422 -2( 

)(،443-2با توجه به جملات ظاهر شده در رابطه ) )g r کنیم: مناسب را به صورت زیر پیشنهاد می 

(2-429)                                                           ( )g r Lnr r
r


    2 

 گردد:ی زیر ظاهر می( رابطه422-2گیری از رابطه )با دو بار مشتق

 
( )
, ( )

,

( )
( ) ( ) ( )

NC
m NC

m

d U r
g r g r U r

dr
   

2
0 2

02 0                                           )421-2( 
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 آید:( نتایج زیر بدست می443-2) و مقایسه با رابطه( 421-2( در  )429-2با جایگذاری رابطه )

( ) ( )
( ) , ,

NC NC
NC  

   
 

   1 6
5

1 1 4

2 2
               )425-2( 

 آید:ی انرژی بدست می( رابطه425-2ی )ج( و معادله - 448-2ی )با استفاده از معادله

( ) ( )
( )
,( )

NC NC
NCAB AB AB
m

e em e Bl emBl
m D E M a

c cc c

 

 

   
       
 
 

2 2 2
2 2

02 2 2

2 2
2 4 8   

 ( )
,
NCAB
m

e Bl c
M E m

c eB





 
      

 

2 2
0

2
0

2
                                      )426-2( 

د( شرط قیدی نیز به صورت زیر محاسبه  - 448-2ب( و ) - 448-2ی )با در نظر گرفتن معادله

 گردد: می

( )
( )

( )
,

( )
( )

NC
NCAB AB AB

NC
m

e Bl e m
a m Bl m

cD E M c




 

      
               

2 2
2 2

2 2
0

1 2 2
4 1 1

8

 (2-421)                                                                                                               

).    انتخاب 2 )( )NC r 0 

)در این مورد ) ( )
( ) ( )NC NC

V r S r  سازی محاسبات ریاضی کمک هباشد و این انتخاب به سادمی

دهد که در آن معادله دیراک دارای تقارن شبه اسپینی باشد.  کند و  تحت شرایط فیزیکی رخ میمی

 شوند:ب(  به معادلات زیر تبدیل می - 411-2الف( و ) - 411-2بنابراین معادلات معرفی شده در)

( ) ( ) ( )
, , ,. ( ) ( ) ( )NC NC NC

n m n m n mp r E M r     )2-428 - الف(                                          

( ) ( )
, ,( )

,

.
( ) ( )NC NC

n m n mNC
n m

p
r r

E M


 


 )2-428 - ب(                                    

 آید:ای به صورت زیر بدست میالف( معادله -428-2ب( در ) -428-2ی )با واردکردن معادله

2 ( ) ( ) ( )2 2 ( )
, , , ,[ 2( ) ( )] ( ) [ ] ( )NC NC NC NC

n m n m n m n mp E M V r r E M r             )423-2( 

 ی زیر را داریم:ای رابطهی بالا در مختصات استوانهشده در بخش قبل برای معادلهمشابه با روش ارائه
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( ) ( ) ( ) ( )
, , .

( )

( ) ( ) ( )

AB z z AB

AB z z AB

NC NC NC NC
n m n m n m

d d d e Br BL L

r dr r rdr r d c r

ieB ie ieBL ieL

c cr cr cr

E M V r M E r

 

 

 

    



    
        
  

     
   

   

    

2 2 2
2

2 2 2 2 3

2 2 4

2 2

1 1
2 2 4 4

2 2 4 4

2 0

           )491-2( 

)با انتخاب جوابی به صورت  ) ( )
, ,( ) ( ) ( ) , , ,...NC NC

n m n mr r U r exp im m 


   

1
2 0 1 و  2

( و صرف نظر کردن از جملات شامل491-2جایگذاری در معادله )  آیدی زیر بدست میمعادله 2

( )
, ( )

,

( )
,

( ) ( )
, ,

( )
( )

( )

( ) ( )

NC
n m NCAB AB

n m

NCz AB z
n m z

NC NCz AB z AB
n m z n m

d U r e em
m D E M a

cdr c

e BL emBL a
E M L D

cc r r

e L eL a
E M L Da D E M

c rc r

e B



 




 




  
     


 
   



   
       





2 2 2
2 2

2 2 2

2

2 2 3

2 2
2

2 2 4

2

1
2

4 24

1
2

42

1
2 4

44

( ) ( )
, , ( )NC NCz AB

n m n m

L e B emB e B r
E M U r

cc c c






     



2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 0
24 2 4

      

   (2-494)  

 کنیم: پارامترهای جدید زیر را معرفی می

( ) ( )
( ) ( )

,( )
NC NC

NC NCAB AB AB
n m

e em e Bl emBl
m D E M a

c cc c

 


 

  
       

2 2 2
2 2

1 2 2 2

1
2

4 2 44 2
   

                                                                                                           الف( -2-492)

( ) ( )
,( )NC NC

n mD E M a  2 4          )2-492- ب(                                                                

( )
( ) ( )

,

NC
NC NCAB

n m

e B emB e B l
E M

cc c







    

2 2 2
2 2

3 2 222 4
 )2-492- ج(                     

( ) ( ) ( )
,( )NC NC NC

n mE M l Da   4 2  )2-492- د(                                                     

( ) ( )
( ) ( ) ( )

,( )
NC NC

NC NC NC AB AB
n m

e l el
E M l Da

cc

 
 



 
   

2 2
2

5 2 22
44

 )2-492- ه(       
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( )NC e B

c
 

2 2

6 24
 )2-492- و(                                                                               

 آید:( به شکل زیر در می494-2ی )بنابراین معادله

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ( ) ( ) ( )

,

( )
( )

NC NC NC NC NC
n m NC NC NC

n m

d U r
r U r

rdr r r r

   
 

 
       
 

2
21 2 4 5

3 62 2 3 4 0   

 (2-499)  

 دهیم:( از روش حدسی استفاده کرده و جواب زیر را پیشنهاد می499-2ی )برای حل معادله

  
( )
, ( ) ( ) (g ( ))NC

n m n mU r f r exp r                               )491-2( 

 که

( )
( )

n
n n

i
i

if n

f r
r if n






 
   1

1 0

1
                                         )495-2( 

)(، 499-2با استفاده از رابطه ) )g r کنیم: مناسب زیر را پیشنهاد می 

( )g r Lnr r
r


    2                                         )496-2( 

 با 

( ) ( )
( ) , ,

NC NC
NC  

   
 

   1 6
5

1 1 4

2 2
          )491-2( 

 کنیم:( رابطه انرژی را محاسبه می491-2ی )ج( و معادله - 492-2ی )با استفاده از معادله در نتیجه 

( ) ( )
( )
,( )

NC NC
NCAB AB AB
m

e em e Bl emBl
m D E M a

c cc c

 

 

   
       
 
 

2 2 2
2 2

02 2 2

2 2
2 4 8  

 
( )

( )
,

NC
NCAB
m

e Bl c
M E m

c eB





 
      

 

2 2
0

2
0

2
                                 )498-2( 
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 آید:د( شرط قیدی به صورت زیر بدست می - 492-2)ب( و  - 492-2ظر گرفتن معادلات )با در ن

( )
( )

( )
,

( )
( )

NC
NCAB AB AB

NC
m

e Bl e m
a m Bl m

cD E M c




 

      
               

2 2
2 2

2 2
0

1 2 2
4 1 1

8
   

 (2-493)  

 نسبیتیهای نسبیتی و غیرکنش تعمیم یافته در فضای ناجابجایی در زمینهبرهم 2-41

نسبیتی شرودینگر و نسبیتی در این بخش به توصیف دینامیک ذرات کوانتومی درون چارچوب غیر

 های الکترومغناطیسی روی رفتار ذرات کوانتومی. میدانپردازیممی معادله دیراک در فضای ناجابجایی

 15بوهم - توسط آهارنف4351ها در سالاثرگذارند. به خصوص  بررسی این اثر بر روی حرکت الکترون

ها مشخص کرد که معادلات بنیادی حرکت در مکانیک کلاسیک . مطالعات آن[14]بینی شدپیش

بندی کانونیکی باید در معادلات موج کوانتومی بیان شوند و فرمولشان اساس میادینتواند همواره برمی

از معادلات اساسی شوند. آزمایشات  عباراتی غیر قابل حذفها در نظر گرفته شود به طوری که پتانسیل

و  [12]بوهم الکترواستاتیکی -های منتشر شده در خلا معلوم کرد که اثر آهارنفها روی الکترونآن

قرار گیرد حتی اگر هیچ اثر میدانی روی  تواند تحت تأثیر پتانسیل، یک الکترون می [19]مغناطیسی

 .الکترون وجود نداشته باشد

 ی شرودینگر متناظر در فضای جابجاییمعادله  2-41-4

که در دو بعد تحت تأثیر یک  eو بار  mی شرودینگر در فضای جابجایی برای الکترونی به جرم معادله 

,کند با روابط،حرکت می zدر راستای  Bمیدان مغناطیسی 
B r

B Bz A A


  
2

و   

p i   به اضافه تبدیل( )
e

p p A r
c

  که،A  :پتانسیل برداری است به صورت زیر است 

( ) ( )
,. ( )NR C C

n l

B r B r
P e P e m E V r

c c


     

           
    

2 0
2 2

                )411-2( 

  کنش تعمیم یافته زیر:معادله شرودینگر را برای برهم
 
                                                           
42 Aharonov-Bohm 
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( )( )C c d
V r a r b r

r r

 
    2

2                                                                                         )414-2( 

 ی،معکوس مربع کنشی با شکل عمومی متشکل از جملات کولنی،کنیم. رابطه بالا  برهمبررسی می

را شامل  18و کراتزر گونه 11بک، کلین16های کرنلخطی و درجه دو است یعنی یک تعمیمی از برهمکنش

های مختلف فیزیک همچون فیزیک ذرات کاربردی و رایج هستند. ا در زمینههشود. این برهمکنشمی

a( در حالت خاصی که ضرایب414-2در صورت عمومی پتانسیل معرفی شده در رابطه) b  0 

d باشد، پتانسیل کراتزر گونه و در حالت  خاص 0 ازای بک را خواهیم داشت و بهکلین پتانسیل

b d  0  رفتار پتانسیل تعمیم یافته معرفی شده در رابطه  5-2پتانسیل کرنل را داریم. در شکل

 ( بر حسب فاصله رسم شده است.2-414)

 

 

 

 

 

aبک به ازای کنش کرنل، کراتزر و کلینپتانسیل تعمیمی از برهم 5-2شکل b c d      1 

 

 معادله شرودینگر به صورت زیر خواهد بود: مورد نظر  کنشبرای برهم

( ) ( )
, ,. ( )NR C NR C

n l n l

B r B r c d
p e p e m E a r b r r

c c r r
 

        
              

     

2
22 0

2 2
  

                                                                                                             الف(-2-412)
   

 شود:  ای به صورت زیر بیان میالف( در مختصات استوانه -412-2معادله)
 

                                                           
46 Cornell 
47 Killingbeck 
48 Kratzer-type 
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( )( )
,, ( )NR CNR C z

n ln l

eBLd d d e B c d
mb r m a r E

r dr rdr r d c r c
r




      

             
   

 
 



2 2 2 2
2

2 2 2 2 2
1 1

2 2
4

0

  

                                                                                   ب(                          -2-412)

برای معادله بالا جواب 
( )

( ) ( )
, ,( ) ( ) , , ,...

C
NR C NR C il

n l n lr U r r e l





 
   

1
2 0 1 را پیشنهاد  2

 های جدید زیر ب( و معرفی پارامتر -412-2ها در معادله )کنیم و  با جداسازی متغیرمی

( ) ( )NR C CA l md   2
1

1
2

4
 )2-419- الف(  

( )NR CA mc 2 2  )2-419- ب(                                                                              
( )

( ) ( )
,

C
NR C NR C

n l

eBl
A mE

c

  
   

 
3 2  )2-419- ج(                                                    

( )NR CA ma 4 2  )2-419- د(                                                                                   

( )NR C e B
A mb

c

  
2 2

5 22
4

 )2-419- ه(                                                    

 ب( به صورت زیر در خواهد آمد: -412-2بنابراین معادله )

  
( ) ( ) ( )
, ( ) ( ) ( ) ( )

,

( )
( )

NR C NR C NR C
n l NR C NR C NR C NR C

n l

d U r A A
A A r A r U r

rdr r

  
    

       
 

2
21 2

3 4 52 2 0

(2-411   )                                                                                                              

(، با توجه به روش حدسی معرفی شده در بخش قبل، برای حالت پایه جواب 411-2برای حل معادله )

 دهیم:زیر را پیشنهاد می

( ) ( ) ( ) ( )
, ( ) ( )NR C NR C NR C NR C
lU r exp r r Lnr       2

0             )415-2( 

 

 با

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )( )
, ,

NR C NR C NR CNR C
NR C NR C NR C

NR CNR C

A A AA

AA
  

  
  


   5 2 54

45

1
2 2

 )416-2( 

                                                                                                                             

 گردد: (، انرژی به صورت زیر محاسبه می416-2ج( و معادله ) - 419-2با توجه به معادله )
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( )
( )

( )

( ) ( )

NR C

l

C

E
m

eBl c e B
mb

c a c

e B e B
m a mb mb

c c






 

 



      



0

1
2

2 2

2

2 2 2 2
2 2 1

2 2

1

2

2
2

4

2 2
4 4

                                           )411-2(  

)با در نظر گرفتن معادله ) ( ) ( )NR C NR C NR CA      2
شرط قیدی برای ضرائب پتانسیل به  1

 آید:صورت زیر بدست می

( )( ) Cc e B c e B
mb mb md l

a c a c

 
                   

1
2 2 2 2 2

2
2 2

1
2 1 2 2 0

4 4 4
            )418-2( 

 ی شرودینگر متناظر در فضای ناجابجاییمعادله  2-41-2

( با در نظر گرفتن 414-2در این بخش به بررسی معادله شرودینگر برای پتانسیل معرفی شده در رابطه )

rهتبدیلات  مختص r p  
1
2

pو  pی شرودینگر معادله تحت این تبدیلات پردازیم. می

 در فضای ناجابجایی را به صورت زیر خواهیم داشت:

( ) ( ) ( )
, ,

( ( ) ( ( )
. [ ( )] ( )NR NC NC NR NC

n l n l

e B r e B p e B r e B p
p p m E V r r

c c c c

 
 

          
          

     
2 0

2 4 2 4

(2-413           )                                                                                                      

 ( داریم:414-2پتانسیل رابطه ) ( که در بخش قبل معرفی کردیم برای449-2با استفاده از رابطه )

( )( )NC
z

c d a c d
V r a r b r L b

r rr r r


     
          

 

2
2 3 42 2

                       )451-2( 

ضرب برداری معادله زیر در ( و استفاده از خواص 413-2( در معادله )451-2با جایگذاری معادله )

 گردد:فضای ناجابجایی ظاهر می
 

( )
,

( )
,

( ) ( )

( )

NR NC
z n l

NR NCz z z
z n l

eB e B e B r e B eB
p L mE ma r

c cc c c

mc md m a L mc L md L
mb r m b L r

r rr r r

  

  
 






      



     
        



2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2

2
2 3 4

1 2 2
2 16 4 4

2 2 2
2 2 0

                                                                                                       الف(    -2-454) 

 آید:ای به صورت زیر در میرابطه بالا در مختصات استوانه
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( )
, ( )

,

( ) ( )

( ) ( )

z

NR NC
n l NR NCz z z

n l

d d d e B mb ma r mc ma L md
r

r dr rdr r d c r

mEmc L md L e B eB L
mb r

cr r c



     

  
 

  





     
        



  
      



2 2 2 2
2

2 2 2 2 2

2 2

3 4 2

1 1 2 2 2 1 2
4

22
2 0

4

    

                                              ب(                                                               -2-454)

با انتخاب جوابی به صورت  
( )

( ) ( )
, ,( ) ( )

NC
NR NC il NR NC

n l n lr e r U r


 

1
های و معرفی پارامتر 2

 جدید زیر:

eB e B

c c

 
   

2 2 2

2 21
2 16

 )2-452 - الف(                                                                      

( ) ( )NR NC NC md
A l



 
  2

1
1 2
4

 )2-452 - ب(                                                            

( )
( )

NC
NR NC mc m a l

A


 

  
 2
2

 )2-452 - ج(                                                            

( ) ( ) ( C)

,

NR NC NC NR N

n l

e B eB
A mb l mE

c c






 
  

      
  

2 2

3 2

1
2 2

4
 )2-452 - د(              

( )NR NC ma
A



 
4
2

 )2-452 - ه(                                                                                

( )NR NC e B mb
A

c 

 
 

2 2

5 2

2
4

 )2-452 - و(                                                                     

( )
( )

NC
NR NC mc l

A




 
6  )2-452 - ز(                                                                        

( )
( )

NC
NR NC md l

A




 
7  )2-452  - ر(                                                                       

 گردد :های بالا معادله دیفرانسیل زیر ظاهر میبدین ترتیب با توجه به پارامتر
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( ) ( ) ( )
, ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

,

( )
(

) ( )

NR NC NR NC NR NC
n l NR NC NR NC

NR NC NR NC
NR NC NR NC

n l

d U r A A
A A r

rdr r

A A
A r U r

r r

  
 

 
 

   

   

2
1 2

3 42 2

2 6 7
5 3 4 0

                 )459-2( 

)با استفاده از روش حدسی و انتخاب )
( )

NR NC
g r

 ، جواب حالت پایه زیر را  مناسب برای معادله بالا

 خواهیم داشت

( )
( ) ( ) ( ) ( )

, ( ) ( )
NR NC

NR NC NR NC NR NC NR NC

lU r exp r r Lnr
r


  


      2

0 -2(

451 )       

 با 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
, ,

NR NC NR NC
NR NC NR NC NR NC NR NC

NR NC

A A
A

A
  

 
   


   

5 4
7

5

1

2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )NR NC NR NC NR NC NR NC

NR NC

NR NC

A A A A

A


   






5 7 2 5

4

2
                                )455-2( 

 آید:ی انرژی به صورت زیر بدست میبا ترکیب معادلات بالا رابطه

( )
( )

( )[( ) ] ( )NR NC
l

NC
NCl

l
d ma

E c a
m a

  
   

  




    
            

1
22

0
2 1

2 2
2

 

(2-456 )                                                                                                                 

e B mb

c


 


 

2 2

2

2
4

)و   )[ ] NCe B eB
mb l

c c


 


   

2 21
2

4
باشد. با استفاده از ترکیب معادلات می 

 ( شرط قیدی را به صورت زیر داریم: 2-452)

( ) ( ) ( )
( )

( )

NC NC NC
NC

NC

m d a l c mc l mc l md
l

de B mc b md l

  

   

    
     

 

3 2 2 2
2

2 2 2

32 1 2
0

2 48 8
 

(2-451 )                                                                                                                

 ی دیراک متناظر در فضای جابجاییمعادله  2-41-9

cی دیراک برای مورد خاص، تساوی برهمکنش برداری و اسکالر و در واحد معادله 1  در نظر را

 گیریم:می



52 
 

  ( ) ( ) ( ) ( )

, , ,
.( ) ( ) ( ) ( ) ( )R C R C C R NC

n l n l n l
im r m V r E V r            

(2-458    )                                                                                                             

)در نظریه دیراک تبدیل )
e

p A
c

   یک جفت شدگی کمینه مربوط به تکانه است که در آن

A  پتانسیل برداری است. کهα و β های دیراک هستند و تابع موج به صورت اسپینور دو ماتریس

 شوند:ای است. با استفاده از این روابط معادلات دیفرانسیل جفت شده زیر نتیجه میمؤلفه

( ) ( )

, , ,
[ . ( . )] ( ) ( ) ( )R C C

n l n l n lim r r E V m r       2  )2-453- الف(                     

( )

, , ,
[ . ( . )] ( ) ( ) ( )R C

n l n l n lim r r E m r           )2-453- ب(                             

کنش بیان شده ای برای برهمب(، در مختصات استوانه -453-2الف( و ) -453-2با ترکیب معادلات )

 آید:ای به صورت زیر به دست می( معادله451-2در معادله )



( )

,

( ) ( ) ( )

, , ,

( ) ( )

, ,

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

R C

n l

R C R C R C

n l n l n l

R C R C

n l z n l

d d d e B
em sB m b E m r

dr r dr r d

a E m r c E m d E m eBs
r r

m m E eB m s L r

 


  



  

 

  
        

 

        

     

2 2 2 2
2 2 2

2 2 2

2

2 2

1 1
2

4

1 1
2 2 2 2

2 4 0

             )461-2( 

با در نظر گرفتن جواب،
( )

( ) ( )
, ,( ) ( )

C
R C il R C

n l n lr e r U r


 

1
 برای معادله بالا داریم: 2

 
( ) ( ) ( )
, ( ) ( ) ( ) ( )

,

( )
( ) ( )

R C R C R C
n l R C R C R C R C

n l

d U r A A
A A r A r U r

rrdr

  
        21 2

3 4 52

2
0

2

(2-464   )                                                                                                               

 که 

( ) ( ) ( )
,( )R C C R C

n lA l E m d     2
1

1
2

4
)2-462- الف(                                               

( ) ( )
,( )R C R C

n lA c E m  2 2 )2-462- ب(                                                                 

( ) ( ) ( )
,[( ) ]R C C R C

n lA eB m s l eBs m m E        2 2
3 4 2 2 )2-462- ج(          
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( ) ( )
,( )R C R C

n lA a E m  4 2 )2-462- د(                                        

( ) ( )

,( )R C R C

n l

e B
A m em sB E m b       

2 2
2 2

5 2
4

 )2-462- ه( 

 ( جوابی به صورت زیر خواهیم داشت: n=1با استفاده از روش حدسی برای حالت پایه) 

( ) ( ) ( ) ( )

, ( ) ( )R C R C R C R C

lU r exp r r Lnr       2
0                            )469-2( 

 با
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( )
, ,

R C R CR C R C
R C R C R C

R CR C

A A AA

AA

  

  
  


   

5 54

45

21

2 2
 )461-2( 

 ( به صورت زیر برقرار است: 461-2ه( و ) - 462-2رابطه انرژی براساس معادلات )

 

( ) ( ) ( )
, , ,

( )
,

( ) ( )

( )

R C R C R C
l l l

R C
l

c b c b
E b E a E b ma

a a

c
E b m a

a


 


 

  



   
        

 


      



2
3 2 2 2

0 0 0

3 2
2 22

0

2 8 2 8 2

2
2 0

 )465-2( 

 ( )( ) Cm s eB l m eBs m        24 2 و2
e B

em sB m mb      
2 2

2 2 2
4

 

)با استفاده از رابطه ) ( ) ( )2
1

R C R C R CA      گردد:شرط قیدی به صورت زیر محاسبه می 

( ) ( )
, ,

( ) ( ) ( )
, ,

( ) ( ( )

( ( )

R C R C
l l

R C R C C
l l

c c
E b E b

a a

E E m d l

  

 

  
    

   

     

1 1
2 2

0 0

2
0 0

2 1 2

1
2 2 0

4

                                        )466-2( 
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 ی دیراک متناظر در فضای ناجابجاییمعادله  2-41-1

ی دیراک در فضای ناجابجایی را با استفاده از باب شیفتمعادله
2

p
r r

 
  گیریم:در نظر می 



( )
,

( ) (
, ,

( . )( . ) ( . )( . ) ( . )( . )

( . )( .( )) ( . )( .( )) ( .( ))( . )

( .( ))( . )

(

R NC
n l

R NC
n l n l

m r im r im r

im m im
p r p p

m m p
p r E m

E E

            

  
          

  
   



   

     

    

 

2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2

2 4

2 ) ( ) ( )

,
) ( )) ( )R NC NC R NC

n l
m V r r  0

 

 (2-461  )                                                                                                               

 آید:ای معادله بالا به صورت زیر در می( و در مختصات استوانه451-2کنش مورد نظر)برای برهم

( )
,

( ) ( ) ( )
, , ,

( ) ( ) ( )
, , ,

[ ( )]

( ) [ ( ) ( )]

( ) ( ) ( )

R NC
n l

R NC R NC R NC
n l n l z n l

R NC R NC R NC
n l z n l z n l

d d d e B
m em sB b E m r

r dr kdr r d

a E m r c E m L a E m
r

d E m c L E m d L m E
r r r

eBs

 




 



  

  

 
       

 

       

       



2 2 2 2
2 2 2

2 2 2

2 3 4

1 1 1
2

4

1
2 2

1 1 1
2

2 ( )
,

(R N ) ( )
, ,

( ( ) )

( )

R NC
n l z

C R NC
n l n l

m s eB m s em Bs m E m b L

em B
m m E r

       

 
 



 

      


    



2 2 2 2

2 2

4 2

2
2

 

(2-468    )                                                                                                              

که
m

k m s
 

   
2 2 2

1
4

(468-2. برای معادله )
( )

( ) ( )

, ,( ) ( )
NC

R NC il R NC

n l n lr e r U r


 
1
2 

 های جدید به صورت زیر: با معرفی پارامتر و گیریمرا در نظر می

( ) ( ) ( )

,( )R NC NC R NC

n lA l d m E
k

    2
1

1 1
2

4
 )2-463 - الف(                 
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)                    ب(  - 2-463) ) ( ) ( ) ( )

, ,[ ( ) ( )]R NC NC R NC R NC

n l n lA l a E m c m E
k

      2

1
2        

( ) ( )

( )

,

( )R NC NC

R NC

n l

em B
A eB m s em B s m l

k

m s eBs m m E

 
    

  






     



     

2 2
3

2 2 2 2

1
4

2

2 2

 )2-463 - ج(      

)                                                        د(      - 2-463) ) ( )

,( )R NC R NC

n lA a E m
k

  4

1
2 

)                 ه(   - 2-463) ) ( )

,( )R NC R NC

n l

e B
A m m esB b E m

k
   

     
 

2 2
2 2

5

1
2

4
 

)                                                      و(  - 2-463) ) ( ) ( )

,( )R NC NC R NC

n lA cl E m
k

  6

1
                          

)                                                  ز(     - 2-463) ) ( ) ( )

,( )R NC NC R NC

n lA dl E m
k

  7

1
2 

 : شود( به صورت زیر ظاهر می468-2بنابراین معادله )

( ) ( ) ( )
, ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

,

( )
(

) ( )

R NC R NC R NC
n l R NC R NC

R NC R NC
R NC R NC

n l

d U r A A
A A r

rdr r

A A
A r U r

r r

  
 

 
 

   

   

2
1 2

3 42 2

2 6 7
5 3 4 0

                    )411-2( 

 آید:با استفاده از روش حدسی در حالت پایه جوابی به صورت زیر بدست می

( )
( ) ( ) ( ) ( )
, ( ) ( )

R NC
R NC R NC R NC R NC
lU r exp r r Lnr

r


  


      2

0           )414-2( 

 با 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

, ,

R NC R NC
R NC R NC R NC R NC

R NC

R NC R NC R NC R NC

R NC

R NC

A A
A

A

A A A A

A

  



 
   



   





   




5 4
7

5

5 7 2 5

4

1
2 2

2
        )412-2( 



56 
 

 

 و  در نهایت با ترکیب روابط بالا رابطه انرژی به صورت زیر برقرار خواهد بود:

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( )( )

( )( )
( )

( ) ) ( )

R NC R NC NC
R NC NCl l

R NC l
l

R NC

l

R NC
R NC R NC R NC NCl

l l lR NC

l

E b E m l d
E m l a c

E b k k
k

k E m a

E b
E m a E E l c b

E bk k k

k


 



   



 







  



 
    


 




        




0 0
0

0

0

2 2 20
0 0 02

0

2 2
2 2

2
2

2

21 1 1
2 0

2

 

(2-419) 

 باشد:های در نظر گرفته شده در رابطه بالا به صورت زیر میکه پارامتر

( )

[ ( ) ]

e B
m em sB mb

k

em B
m m s eBs m m s eB em sB m m b l

k

  

 
         

   

          

2 2
2 2

2 2 2 2 2

1
2

4
1
2 2 4 2

2
(2-411)                                                                                                                 

 

ج( شرطی قیدی به صورت زیر به دست خواهد  - 463-2الف( و ) - 463-2با استفاده از معادلات )

 آمد:

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( )

NC
NC NC

R NC

l R NC
R NC NCl

l

NC

d a l
l c l c dkE m

kd kE b
E m l d

k

l


 









 
     

    
 

  

  

2
23

0

0
0

2

8
2

8 82

1
0

4

(2-415                                                                                                                            )     
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58 
 

 ای در فضای فاز ناجابجاییدو ذره سیستم 9-4

aهایبا بار و جرم a,bیک سیستم کوانتومی متشکل از دو ذره a( , ) , ( , )b bm q m q  در فضای فاز

 13های مربوط به دو ذره متفاوت متعلق به دو فضای هیلبرتگیریم. دینامیک حالتناجابجایی در نظر می

ه این دو ذره به متفاوت است به طوری که مجموع روابط جابجایی زیر برای عملگرهای مکان و تکان

 [28]صورت زیر خواهد بود

 (a) (a) (a) (a) (a) (a) (a) (a)ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,i j ij i j ij ij i j ijx x i x p i p p i           
     

           )4-9( 

 (b) (b) (b) (b) (b) (b) (b) (b)ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,i j ij i j ij ij i j ijx x i x p i p p i           
     

      )2-9( 

(a) (b) (a) (b) (a) (b) (a) (b)ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ  ˆ ˆ ˆ, , , ,i j i j i j i jx x x p p x p p          
       

0                               )9-9( 

 bو  aتبدیل خطی بین عملگرهای مکان و تکانه فضای جابجایی و فضای ناجابجایی بترتیب برای ذره 

 شود:به صورت زیر بیان می

(a) (a) (a) (a) (a) (a) (a) (a),NC NC
i i ij j i i ij jx x p p p x    

1 1
2 2

                            )1-9(  

(b) (b) (b) (b) (b) (b) (b) (b),NC NC
i i ij j i i ij jx x p p p x    

1 1
2 2

                            )5-9(  

 کنیم:زیر را معرفی می تر ای عملگرهای مناسبدو ذره هایبرای بررسی سیستم

(a) (b)
i i iX x x     عملگر مختصات نسبی                                                                         

(a) (b)
a

a

i b i
i

b

m x m x
Y

m m





  عملگر مختصات مرکزجرم                                                              

                                                           
49 Hilbert Space 
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(a) (b)
i i iP p p  عملگر تکانه کل                                                                                                       

(a) (b)
a

a

b i i
i

b

m p m p
Q

m m





 عملگر تکانه نسبی                                                                                     

a bM m m   جرم کل                                                                                                                

a

a

b

b

m m

m m
 


 جرم کاهیده                                                                                                      

 کنند: ای جدید در روابط جابجایی زیر صدق میهای سیستم دو ذرهعملگر

 , ,i j i i ijX Q Y P i                                                                                                )6-9(   

کنند در روابط جابجایی زیر صدق می که های متناظر پرایم دارشود. عملگری پارامترها حذف میو بقیه 

 گیریم:در نظر می

   (a) (b) (a) (b)a, , , b
i i ij ij i j ij ij

m m
X X i X Y i

M M
   

 
         

 
1  )9-1- الف(          1

(a) (b)a, , , , ,b
i j i j ij ij i j ij

m m
X P Y Y i Y P i

M M
  

 
                   

 

2 2

2 20 1 1  )9-1- ب(     

 (a) (b), , , , ,i j ij i j i j ij ijX Q i Y Q P P i                    1 0  )9-1- ج(            1

(a) (b) (a) (b)a a, , ,b b
i j ij ij i j ij ij

m m m m
P Q i Q Q i

M M M M
   

  
              

   

2 2

2 21  )9-1- د(   1

 تحت تبدیلات بالا هامیلتونی سیستم دو جسمی به صورت زیر در خواهد آمد: 

   
(a) (a) (b) (b)

(a) (b) (a) (b) (a) (b)

a

, , , ,
i i

i i

b

p p p p
H x x p p V x x

m m
  

2 2
                       )8-9( 

 توان نوشت: یا بر حسب عملگرهای بدون پرایم می

   , , , ,
i i

i iPP Q Q
H X Y P Q V X Y

M 
  
2 2

                                                                    )3-9( 
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 دار به صورت زیر تعریف خواهد شد: های پرایمبه طور مشابه هامیلتونی بر اساس عملگر

   
(a) (a) (b) (b)

(a) (b) (a) (b) (a) (b)

a

, , , ,
i i

i i

b

p p p p
H x x p p V x x

m m

   
       

2 2
-9( 

14       )        

 ی زیر را داشت: توان رابطهیا به صورت معادل می

   , , , ,
i i

i iPP Q Q
H X Y P Q V X Y

M 

   
       

2 2
                                            )44-9(  

 ی بالا ارتباطی به صورت زیر برقرار است: های بیان شده در رابطهبین متغیر

(a) (a) (b) (b)
i i ij j ij jX X p p    

1 1
2 2

 )9-42- الف(                                                                          

(a) (a) (b) (b)a b
i i ij j ij j

m m
Y Y p p

M M
   

2 2
)9-42- ب(                                            

(a) (a) (b) (b)
i i ij j ij jP P x x   

1 1
2 2

 )9-42- ج(                                                                                 

(a) (a) (b) (b)ab
i i ij j ij j

m m
Q Q x x

M M
    

2 2
  )9-42- د(                                                                       

گیریم به طوری که برای ذرات اکنون یک عامل بعد وابسته به سیستم فیزیکی مورد نظر در نظر می

 یکسان داریم:

(a) (a) (b) (b),ij ij ij ij                                                                                     )49-9( 

aای با بارهای مخالف با توجه به مورد خاص سیستم دو ذره , bq q  و دانستن این که ناجابجایی به معنی

ر بارهایی با علامت مخالف که در حضور یک میدان مغناطیسی در فضای فاز کوانتومی به دلیل حضو

توان اینگونه استدلال کرد که هر کدام از این شود میکنند، محسوب میخلاف جهت یکدیگر حرکت می

  [11]کنند اما با علامت مخالف ها ناجابجایی یکسانی را درک میبار

(a) (b) (a) (b),ij ij ij ij ij ij                                                                    )41-9( 
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، ستاکننده فضای فاز کوانتومی ناجابجایی پس در نهایت ما تنها یک پارامتر ناجابجایی که مشخص

 داریم: 

(a) (b) (b) (a)
ij ij ij ij ij                                                                                            )45-9( 

 شوند: ( به معادلات زیر تبدیل می42-9در این صورت روابط )

i i ij jX X P  
1
2

 )9-46- الف(                                                                              

a b
i i ij j j

m m
Y Y Q P

M


 
   

 

1
2

 )9-46- ب(                                                                         

i i ij jP P X 
1
2

 )9-46- ج(                                                                                                    

a b
i i ij j j

m m
Q Q Y X

M


 
    

 

1
2

 )9-46- د(                                                                         

 ( را نیز به صورت زیر خواهیم داشت: 1-9روابط )

, ,i j i j ijX Y P Q i              )9-41- الف(                                                                                  1

, ,i j i j ijX Q Y P i             )9-41- ب(                                                                                 1

a, , b
i j i j ij

m m
Y Y Q Q i

M



             )9-41- ج(                                                                  1

, , , ,i j i j i j i jX X X P Y Q P P                          )9-41- د(                                         0

( از نوع بدون تبدیل آن متفاوت خواهد شد، 44-9سازی هامیلتونی تبدیل شده در رابطه )با این ساده

 بطوری که:

   

a

a

a

a

( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) .

b
ij j i ij i j ij i j

b

b

b

m m
H X P QY Q X V X Y V X Y

M m m

m m
X P Y Q X Q V

M m m

  






       

 
        
 

1 1
2 2 2

1 1
2 2 2

   )48-9( 

  :توان به صورت ساده شده زیر در نظر گرفترابطه بالا را می
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(a) (b) .
a b

H L L V
m m


 

     
 

1 1
2 2

                                                                          )43-9( 

a,b،(a)عملگر تکانه معمولی ذرات (a) (a) ( ) ( ) ( ), b b bL X P L X P    است. حال به بررسی

های تابع موج جمعی معادله شرودینگر ای بیان شده توسط جوابهای دینامیکی سیستم دو ذرهحالت

 [15 ,43]پردازیم می

(a) ( ) (a) ( ) (a) ( ) (a) ( )

a

( , , ) ( , ) * ( , , )b b b b

b

i x x t V x x x x t
t m m
 

 
      

  

2 2

2 2
 

(9-21    )                                                                                                                 

ضرب * معرف ضرب تعریف شده در فضای ناجابجایی است. به جای استفاده از این متغیرها و رویکرد 

ه ای مانند آنچکه در روابط جابجایی مشابه تر استفاده از متغیرهای پرایم دار استارائه شده راه مناسب

کنند اما بدون در نظر گرفتن ضرب*، این مطلب به شرح زیر برای معادله که در ابتدا بیان شد صدق می

 شود: شرودینگر بیان می

(a) ( ) (a) ( ) (a) ( ) (a) ( )

a

( , , ) ( , ) * ( , , )b b b b

b

i x x t V x x x x t
t m m
 

 
             

  

2 2

2 2
 

                                                                                                                الف( -9-24) 

 توان نوشت: و یا به طور معادل می

( , , ) ( , ) * ( , , )X Yi X Y t V X Y X Y t
t M
 


 

 
           

  

2 2

2 2
 )9-24- ب(       

 کنیم:برای حل این معادله از روش جداسازی متغیرها به شکل داده شده زیر استفاده می

( , , ) (X ) (Y )
iE

X Y t exp t  
 

     
 

                                                                      )22-9( 
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X)بنابراین دو معادله دیفرانسیل شامل توابع  ), (Y )   خواهیم داشت. با حل معادله دیفرانسیل برای

(Y ) ، :جواب زیر بدست خواهد آمد 

(Y ) .exp iK Y                                                                                                            )29-9( 

Kبردار موج وابسته به تابع موج جمعی نسبت به مرکز جرم و Kکه  .بردار موج تبدیل یافته آن است 

(X ) (X ,Y ) (X )X E V K
M


 

 
          

 

2 2

2

2
0

2
                                  )21-9( 

 که

( )
,

, (X ,Y ) (X,Y)

a b

NC

m m
X X P Y Y Q P

M

E E E V V V

  
 

         
 

       

1 1
2 2           )25-9( 

 ای معمول رابطه زیر را داریم:با توجه به معادله شرودینگر دو ذره

(X) (X,Y) (X)X E V K
M


 

 
     

 

2 2

2

2
0

2
                                        )26-9( 

 با استفاده از رابطه زیر 

(X ) ( ) (X ) ( ) (X P) (X P)X X P X P X                      
1 1
2 2

(9-21   )  

X)و با در نظرگرفتن جداسازی متغیرها به صورت ) (X)F( P)     توان تصحیحات می

 ای را به صورت زیر محاسبه کرد:ناجابجایی برای طیف انرژی سیستم دو ذره

NCE V K K
M

     
  

2 2 2

2
                                                                              )28-9( 
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 ای در فضای فاز ناجابجاییسیستم سه ذره 9-2

ای بسیار پیچیده است. از های چند ذرهکوانتومی تعمیم داده شده به سیستمبررسی مسائل مکانیک

ذرات بنیادی و فیزیک حالت جامد  ای، فیزیکدر فیزیک هسته ایهای سه ذرهطرفی بررسی سیستم

متشکل از دو پروتون و یک  9هلیوم  ها متشکل از سه کوارک،باشد همانند باریونبسیار مورد توجه می

ای مورد استفاده است و تریون متشکل از دو الکترون و یک نوترون که به عنوان سوخت در راکتور هسته

ت یک الکترون و دو حفره(که به عنوان ماده بسیار مورد توجه و کاربردی در فیزیک حفره )یا به صور

توان ها میی اینگونه سیستمهای انجام شده درباره. از جمله موارد بررسی شودحالت جامد محسوب می

 و بررسی نسبیتی [16]توسط پراکندگی با پتانسیل در بازه متناهی  ایهای سه ذرهبررسی سیستمبه 

ای به دلیل ذرهای از جمله سههای بس ذرهآن اشاره کرد. رفتار سیستم [18] یو غیر نسبیت [11]

باشند و نتایج حاصل از آن را های موجود در طبیعت حائز اهمیت مینزدیک بودن به رفتار سیستم

زیکی های فیستمتر از سیای)بیش از سه ذره( تعمیم داد و رفتاری واقعیهای بس ذرهتوان به سیستممی

ها در فضای ای ابتدا تبدیلات کانونیکی زیر که ارتباط بین متغیرترسیم نمود. در بررسی سیستم سه ذره

 گیریم:  کند در نظر میجابجایی و ناجابجایی را بیان می فاز

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,k NC k C k k C k NC k C k k C
i i ij i i ij j

j
p p x x x p k     

1 1
1 2 3

2 2
 

(9-23     )                                                                                                                  

  .امین ذره است kدهنده نمایش kاندیس

 

 در حضور پتانسیل نوسانگر در فضای فاز ناجابجایی ایذرهسیستم سه    9-2-4

Mهای مساویسه ذره با جرم M M M  1 2 گیریم. در فضای فاز دو بعدی در نظر می3

 شود: ای با برهمکنش نوسانی به صورت زیر داده میهامیلتونی سیستم سه ذره
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

NC NC NC
NC NC

i
i

NC NC NC NC NC NC

p p p
H Mr

M

M r r r r r r





 
  

 
      

 

2 2 2 3
21 2 3 2

22 2 2
2

1 2 1 3 2 3

1
22

1
2

               )91-9(

 

  [13] گیریم مختصات ژاکوبی در فضای دو بعدی را در نظر می 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) (c),

C C C C C C
C

x y

x x x y y y
R R

   
 1 2 3 1 2 3

3 3
  )9-94- الف(                

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ),

C C C C
C C

x y

x x y y
 

 
 1 2 1 2

2 2
 )9-94- ب(                           

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ),

C C C C C C
C C

x y

x x x y y y
 

   
 1 2 3 1 2 32 2

6 6
)9-94- ج(                

 
,x yR R و,x y  های مرکز جرم و حرکت نسبی دو ذره وبه ترتیب مولفه,x y   حرکت نسبی ذره

 توان نوشت: ( می94-9دهند.  با استفاده از معادلات )را نشان می  2و  4سوم نسبت به مرکز جرم ذرات 

,

,

, ,

x x x y y y

x x x y y y

x x y y

x R y R

x R y R

x R y R

   

   

 

       
     

       

       
     

       

     
   

     

1 1

2 2

3 3

1 1 1 1 1 1
3 32 6 2 6

1 1 1 1 1 1
3 32 6 2 6

1 2 1 2
3 36 6

 )92-9(   

 آید:در نتیجه با توجه به روابط بالا معادلات زیر به دست می

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

,

,

C C C C C C C C
x y

R Rx x x y y y

C C C C C C C C
x y

R Rx x x y y y

C C C C C C
x y

R Rx x y y

p p p p p p p p

p p p p p p p p

p p p p p p

   

   

 

     

     

   

1 1

2 2

3 3

1 1 1 1 1 1
3 32 6 2 6

1 1 1 1 1 1
3 32 6 2 6

1 2 1 2
3 36 6

                                                                                                                          )99-9(
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  [13]گیریمهای برداری زیر را در نظر میاکنون صورت

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

NC NC NC NC

NC NC NC NC

NC NC NC

r R

r R

r R

 

 



  

  

 

1

2

3

6 2

6 2

6 2

6 2

6

3

                                           )91-9(  

 ای در فضای فاز را به صورت دو قسمت خواهیم داشت: هامیلتونی کل سیستم سه ذره

                                                     H H H  0                                         )95-9( 

Hکه  یی ترم اختلالی است چرا که شامل جملهنشان دهنده است که دارای مقدار ناچیزی  2

Hتوانباشد بنابراین میمی   را در مقابلH0 ( تا 94-9اختلالی در نظر گرفت. با ترکیب معادلات )

RM,( و با نامگذاری91-9در معادله ) ( و جایگذاری9-91) M M M M   3  توان می

 نوشت: 

 
( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

CC C
C C C CR

C C

R
z
R

pp p
H M M M M

M M M

M R L M

M

         

    

   

       

    
   

       
  

   
  

   

  
 

  

22 2
2 2 2 2 2 2 2 2

0

2 2 2 3 1 2

2 1 2 3

3 1 3 1

2 2 2 2 2 2 2

3 1 6 2 6 3 2 6 3 2

2 2 3 6 6

1 6 3 1 6 3 1 6 2

2 3 6 3 6 3 6

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

C

z

C

z

L M M

L M

M





     

   

  

      
    

    
   

    
   



       
    

        

   
  

   

2 1 2 2 1 2

2 3 1 2

2 1 2

1 2 6 3 3 3 1 2 6 2 12 2 6 12 2

2 2 2 2 2 12 2 12

1 2 12 6 2 2 12 6 2
2

2 2 6 2 6

1 6 2 12 6 6 2 12 6 6 2 6

2 6 12 6 12
( )


  
 

  

3

3 6

(9-96  )                                                                                                                 

 و ترم اختلالی هامیلتونی را به صورت زیر خواهیم داشت: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

C C C

R

C C C C

x x y y

C C C C C C C C

x x y y x x y y

H aR b c p p p
M

R R

R R

     

    

       

 

      

  

    






  
  

  

  
 
  





2 2 2 2 2 2

1 2 2 2 3 2

1 2 2 2

1 2 2 2

1

2

6 6 2 6

12 12 12

2 2

4 4

12 12

24 24
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

C C C C

R R
y y x x

C C C C

R
R x

y y x

p p p p M

M p p p p

M

 

 



     

  

     

 


  

   

  




 

 
 
 

 
 
 





2

2 2 1 2 1 3 2 3

2 1 2 2 2

2 2 2 1 2 3 2 1 2

1

2

1 1 1 1

3 2 3 2 6 2 6 2

1 1

2 72

1 1 1 2 1

2 3 6 3 6 3 6 3 6

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

C C C C

y y x x

M p p p p

M M

   

       

   

         

   

    

     









 
 
 

    
   
   

1 3 1 3 2 3 2 3

2 1 2 2 2 3 2

2 2 2 1 2 1 3 2 3 2 1 2 2 2

1 1 1 1

3 6 6 6 3 6 6 6

1 1
4

2 3 24

1 1 1 1

2 212 2 12


 



(9-91  )                                                                                                                 

 اند:گرفته شدههای تعریف شده در بالا به صورت زیر در نظر که پارامتر

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(

) ( )

R

R

M

M


   


        

  


     

2 2
1 2 2 2 3 2

2 2
1 2 1 3 2 3 1 2 2 2 3 2

1
3 18

1 1
2 3 36

 )9-98- الف(     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )M M             2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 21 1 1 1
4 4 4 8

 )9-98- ب(         

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

M

M





      

   

   

  

22 2 1 2 2 2 3 2 1

2 2 1 2 2 2 3 2

1 1 1 1
12 12 3 12

1
4

24

 )9-98- ج(                                
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( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) , b ( ) , c ( )a

 
            

1 2 2 2
1 2 2 2 3 2 3 2 1 2 2 21 1 2 1

4 4 6 6 3 8

                                                                                                                    )93-9(

 

 ای در مختصات قطبی حل معادله ویژه مقداری هامیلتونی سه ذره  9-2-2 

مختصات قطبی بررسی حالت هامیلتونی ارائه شده در قسمت قبل را در مقدار و ویژهدر این قسمت ویژه

 کنیم می

H E 0                                                                                                                   )11-9(  

)تابع موج ) ( ) ( )R      ( می 11-9( و  رابطه )96-9گیریم. با توجه به رابطه )را در نظر می

 توان نوشت: 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( , , ) ( , , )

CC C
C C CR

C

R

pp p
M M M

M M M

M M R R E R

       

        

    

   

22 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2

3 1 3

2 2 2 2 2 2
1 3

2 2

         )14-9(

 

 داریم:  R( برای مولفه14-9ها در رابطه )با جداسازی متغیر

( )
( )( ) ( ) ( )

C
CR

R R

R

p
M R R E R

M
   

2
2 23 3

4 2
                                                )12-9( 

, های جدیدبا انتخاب متغیر R RE    2 22
2
3

با استفاده از روش  (12-9و حل معادله )

NU [51] آیند:در مختصات قطبی ویژه مقدار انرژی و تابع موج به صورت زیر بدست می 

,
( )R Rn m

R R

n m   2 1  )9-19- الف(                                                                                  

, ( ) ( ) ( )n m R R
R R

R r R exp im  )9-19- ب(                                                                            
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 ( نیز رابطه زیر را داریم: 14-9ظاهر شده در معادله )  برای مولفه

(c)

( ) ( ) ( )
p

M M
M


  



          

2
2 2 2 21 3

2 2 2
                                        )11-9(

 

که    2 2 ویژه مقدار انرژی و تابع موج به دست  NU( با روش11-9. با حل معادله )23

 آیند: می

,
( )

n m
n m 

 

   2 1 )9-15 - الف(                                                                                

, ( ) ( ) ( )n m r exp im  
     )9-15 - ب(                                                                                 

 شود:  ای به شکل زیر ظاهر می( معادله14-9دله )در معا یبرای مولفه

(c)

( ) ( ) ( )
p

M M
M


  



          
2

2 2 2 21 3
2 2 2

                                       )16-9(
 

که     2 2 به صورت  NUبا استفاده از روش  . بنابراین تابع موج و ویژه مقدار مولفه 23

گردند:میزیر محاسبه 
 

,
( )

n m
n m 

 

   2 1  )9-11 - الف(                                                                               

,
( ) ( ) ( )

n m
r exp im 

 

     )9-11 - ب(                                                               

zویژه حالت عملگر  است، zLکه شامل عملگر H0از طرفی برای ترم دوم هامیلتونی 
L را به صورت

,n m کنیم به طوری که معرفی می, , , , ,R Rn m n m n m      :پس می توان نوشت 

, , , , ,R R RR
L n m m L n m m L n m mz z z      

                    )18-2( 

 در نتیجه داریم:
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

Rm M

M

m MM

    





  

   



    
  



 

   
  

   

         
   

  

         
    

     

  
 



2 3 1 2

2

2

1 2 3

2 1 2 1

2

1 6 2 6 3 2 6 3 2

2 3 6 6

1

2

1

2

6 3 1 6 3 1 6 2

3 6 3 6 3 6

1 2 6 3 3 3 2 6 2 12
2 2 2 2 12

2 6 12 2

2 12
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

R

m

M

M

m

M

m







  

  

  

 









     
   
   

       
   

  

       
    

    

    
 



2

2 3 1

2 1 2

3 1 2

3 1

1

2

1

2

1 2 12 6 2
2

2 2 6

2 12 6 2 6 2 12 6 6 2 12 6

2 6 6 12 6 12

6 2 6 6 6 3 2 6 6 3 2
18 183 6

3 6 6 6 3 2 6
9 6 2

( ) ( ) ( )

( )

m   



     
  

  
 
  

  
 

  

1 2 3

2

6 6 3 3 6 6 3 3 6 2 6

6 6 6 6 3 6

6 3 2

6 2

 

(9-13 )                                                                                                                  

 تحت اثر ناجابجایی ایسه ذره هامیلتونی   9-2-9

Hحال هامیلتونی داده شده   حاصل تأثیرناجابجایی را با استفاده از روش اختلال مرتبه اول بررسی

 کنیم. می

( ) H   1 0                                                                                     )51-9( 

ایج باشد. با توجه به نتی آن است که تغییرات انرژی مرتبه اول صفر مینتیجه بدست آمده نشان دهنده

 به دست آمده انرژی و تابع موج کل سیستم سه جسمی به صورت زیر به دست خواهند آمد: 

( ) ( ) ( ) ( )

, , ,

R

total n m n m n m
R R

E
 

   
        

1                                                     )54-9( 

( , , , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), R R
R R

n m n m rm n R im r im r imexp exp exp 
 

 


       

                                                                                                                     )52-9(
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 مقدمه 1-4

ای در دماهای پایین متوجه شد که توابع ذرههای بسدر حین بررسی سیستم 51ویگنر 4392در سال   

گرفتن باشند در نتیجه با در نظرکلاسیکی موجود، قادر به توصیف رفتار ذرات در این دماها نمی  توزیع

تصحیحات کوانتومی لازم در مکانیک آماری کلاسیک، تابع توزیعی کوانتومی را در فضای فاز معرفی 

. هدف ویگنر از این کار برقراری ارتباط بین تابع موج مکانیک کوانتومی با یک تابع توزیع در [44]کرد

و مکانیک  فضای فاز بود و در واقع کار وی مبنای پیدایش روشی جدید برای مطالعه مکانیک کوانتومی

مختصات  وipکتاساس فرمولبندی هامیلتونی اندازه حرمکانیک کلاسیک بر آماری کوانتومی گردید. در

شوند و با هردوی این کمیت به صورت پارامتر و یکسان رفتار به صورت هم ارز ظاهر میiqمکانی 

حرکت صورت ها در نمایش مختصات مکان یا اندازه. اما در مکانیک کوانتومی فرمولبندی[21]شودمی

ارزی بین  شوند. در این صورت همهای متفاوت محسوب میهایی با عملکردعملگر گیرد و هر کداممی

رود. تابع توزیع ویگنر در فرمولبندی مکانیک کوانتومی فضای مختصات و فضای اندازه حرکت از بین می

شود. از هایی است که در آن هم ارزی بین فضای مختصات و فضای اندازه حرکت حفظ مییکی از روش

فی مکانیک آماری به عنوان یکی از مباحث مطرح در فیزیک و پل ارتباطی بین مکانیک کلاسیک و طر

مرتبه با  تواند همهایی با تعداد زیادی متغیر که حتی میمکانیک کوانتومی است که به بررسی سیستم

ها یا ذرات بنیادی را لها، مولکوتوانند ذراتی همچون اتمها میپردازد. این متغیرعدد آووگادرو باشد، می

شامل شوند. در مکانیک آماری با استفاده از خواص میکروسکوپی ذرات مانند ساختار اتمی و برهمکنش 

ها، اطلاعاتی در مورد خواص ماکروسکوپی سیستم مانند فشار و آنتروپی از طریق محاسبات بین آن

هامیلتونی است که در آن حالت آید. تشریح مکانیک آماری کلاسیک براساس فرمولبندی بدست می

یک سیستم فیزیکی تنها با مشخص شدن مکان و اندازه حرکت هر یک از اجزای تشکیل دهنده آن 

,...,1مختصه مکان  N9ذره با Nشود. بنابراین سیستمی متشکل ازتعریف می Nq q  وN9  مختصه اندازه

                                                           
51 Wigner 
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1حرکت 3( ,... )Np p  یعنی باN6 شود. این فضایمختصه توصیف میN6 ای را فضای فاز گویند. مختصه

در واقع فضای فاز شامل تمام حالات ممکن)مقادیر ممکن مکان و تکانه( برای یک سیستم است و  هر 

دهنده یک حالت سیستم است، با تحول سیستم این نقطه در فضای فاز نقطه در این فضای فاز نمایش

ی کوچکی را در . اگر ناحیه[54]کند که به آن مسیر فاز گویندری را طی میتغییر خواهد کرد و مسی

دهد اماحجم آن همواره ثابت است. فضای فاز در نظر بگیریم این ناحیه با گذشت زمان تغییر شکل می

علت تغییر شکل، تغییر مکان و تکانه هر ذره با گذشت زمان است. این قضیه به قضیه لیوویل شهرت 

قابل تراکم است. در مکانیک آماری کلاسیک چگالی احتمال که ر آن سیال فضای فاز غیردارد که د

i,های تابعی از مختصه iq p کند. مکانیک آماری کوانتومی به تشریح است معادله لیوویل را ارضا می

پردازد. در مکانیک آماری کوانتومی، برای توصیف ی مکانیک کوانتومی میای بر پایهذرههای بسسیستم

باشد را مشخص مختصه می  nتابعی از آن که درجه آزادی کافی است که تابع موج  nسیستمی با 

کرد. در مکانیک آماری کوانتومی حالت سیستم بر حسب احتمالات و با تعریف مفهوم عملگر چگالی 

تابعی در فضای فاز  شود. ویگنر اولین کسی بود که از روی عملگر چگالیتوصیف می فون نیومن 

داد. این تابع توزیع با نام تابع توزیع ویگنر شناخته شد. رفتار احتمالاتی نشان می تعریف کرد که از خود

با معرفی این تابع توزیع نمایش فضای فاز مکانیک کوانتومی پایه گذاری شد به طوری که ساختن 

کند و تابع توزیعی که در نظم مکانیک کوانتومی در فضای فاز را ملزم به ساخت یک تابع توزیع می

پایه گذاری شود همان تابع توزیع ویگنر است. از طرفی این تابع یک تابع توزیع احتمال ساده  54یلو

یکی  برند.نیست چرا که مقادیر منفی را نیز داراست به همین خاطر آن را با نام شبه توزیع نیز نام می

ند که کا ایجاد میترین نکات در ساخت مکانیک کوانتومی در فضای فاز این است که این امکان راز مهم

 شوند، مقایسه کرد.بتوان آن را با مکانیک کلاسیک، که هر دو در یک فضا بیان می
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 تابع توزیع ویگنر و تبدیل ویل 1-2

)چگالی احتمال ]1[در فرمولبندی استاندارد مکانیک کوانتومی )x  در فضای مکان توسط مربع اندازه

)تابع موج داده می شود، ) ( )x x 
2

ان تو. بنابراین با داشتن تابع موج در فضای مکان براحتی می

توان تابع توزیع در فضای تکانه را چگالی احتمال در فضای مکان را محاسبه کرد. و به همین ترتیب می

ریه و با داشتن تابع موج در فضای مکان، تابع موج در فضای تکانه طبق اساس تبدیل فوبدست آورد. بر

 گردد:رابطه زیر محاسبه می

( ) ( )

ipx

p x e dx 






 
1

2
                                                                       )4-1( 

احتمال در این فضا را به دست آورد،توان چگالی حرکت، بسادگی میبا داشتن تابع موج در فضای اندازه

( ) ( )p p 
2

شود که در مکانیک کوانتومی معمول تابع . با توجه به مطالب بیان شده دیده می

انه حرکت به صورت جداگمکان و تابع توزیع احتمال بر اساس متغیر اندازهتوزیع احتمال بر اساس متغیر 

پذیر نیست که بتوان تابعی داشت که عدم قطعیت هایزنبرگ، امکانشوند و با توجه به اصل بیان می

های مکان و اندازه حرکت نشان دهد. از طرفی در این حسب متغیرتوزیع احتمال را به صورت همزمان بر

اط آن با ای که ارتبباشیم به گونهفصل به دنبال یافتن مفهومی روشن و واضح از تابع توزیع ویگنر می

تر از آن یافتن مقدار چشمداشتی کمیات فیزیکی با استفاده از آن است. مشخص کنیم و مهم تابع موج را

در مکانیک کوانتومی معمول با توجه به تابع موج داده شده و با استفاده از روشی استاندارد مقدار 

 ]1[گرددبه صورت زیر محاسبه میAچشمداشتی هر کمیت فیزیکی

 * ˆ( ) ( )A x A x dx 




                                                                                                    )2-1(  



75 
 

Â  عملگر متناظر باAبر اساسای برای محاسبه چشمداشتی کمیت فیزیکی است. حال یافتن رابطه 

ل عملگر کنیم. تبدیل ویتابع توزیع ویگنر حائز اهمیت است. بدین منظور ابتدا تبدیل ویل را معرفی می

Â شود: شود به صورت زیر تعریف میحرکت است و با نماد تیلده نشان داده میکه تابعی از مکان و اندازه

[52]  

ˆ( , )

ipy
y y

A x p e x A x dy






   2 2
                                                              )9-1( 

xˆبه صورت ماتریسی x.این عملگر در پایه A x است. در واقع این تبدیل یک عملگر را به تابعی از

ت عناصر ماتریسی عملگر در پایه تکانه به صورکند. و این تبدیل بر حسب حرکت تبدیل میمکان و اندازه

 شود:زیر بیان می

ˆ( , )

ixu
u u

A x p e p A p du






   2 2
                                                             )1-1( 

ˆحاصلضرب دو عملگر  52یک خاصیت مهم و کلیدی تبدیل ویل این است که تریس ˆ,A B  توسط

 ها  شود با حاصلضرب تبدیل ویل آنگیری بر روی کل فضای فاز برابر میانتگرال

1ˆ ˆ[ ] ( , ) ( , )Tr AB A x p B x p dxdp
h

 



                                                              )5-1(                                                

hکه  2حالت خالص ، ثابت پلانک است. برای  عملگر چگالی به صورت ،̂   

 شود: به صورت زیر داده میxشود که در پایه تعریف می

*ˆ ( ) ( )x x x x                                                                                     )6-1(                                                        

 به قرار زیر است: Aدر این حالت ارتباط بین عملگر چگالی با چشمداشتی کمیت فیزیکی 

                                                           
23 trace   
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ˆ ˆ ˆˆ[ ] [ ]Tr A Tr A A A        )1-1 - الف( 

 آید:( به صورت زیر در می5-1که براساس معادله )

ˆ ˆˆ ˆ[ ]A Tr A Adxdp
h

 




  
1

 )1-1 - ب( 

 پردازیم:اکنون به تعریف ریاضی تابع توزیع ویگنر می

*( , ) ( ) ( )

ipy
y y

W x p e x x dy
h h


 

 



   
1

2 2
                                         )8-1(  

بر حسب  Aتوان حقیقی بودن تابع توزیع ویگنر را نشان داد. چشمداشتی کمیت اساس این معادله میبر

 شود:تابع توزیع ویگنر به صورت زیر تعریف می

( , ) ( , )A W x p A x p dxdp
 

 

                                                                    )3-1( 

)متوسط کمیت فیزیکی، مشابه Aدهد که مقدار چشمداشتی کمیتاین معادله نشان می , )A x p

)روی کل فضای فاز با چگالی احتمال , )W x pگیری از تابع توزیع ویگنر روی باشد. حال با انتگرالمی

)و استفاده از   pکل فضای فاز  )

ipx

e dp h x




آید:رابطه زیر بدست می 

*( , ) ( ) ( )W x p dp x x 




                                                                       )41-1( 

رابطه زیر  xگیری مشابه بر رویدهد. با انتگرالرا نشان می xیاین معادله چگالی احتمال در پایه

 آید:بدست می

(1-44     )                                                                   *( , ) ( ) ( )W x p dx p p 




     
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-1( و )41-1باشد. طبق معادلات )حرکت میی اندازهدهنده چگالی احتمال در پایهاین معادله نشان

ر در ای که تصویگونهدهنده توزیع در فضای فاز است به توان دیدکه تابع توزیع ویگنر نشان( می44

دهد. طبق حرکت را میتوزیع احتمال اندازهpتوزیع احتمال مکان و تصویر آن در امتداد  xراستای

توان به صورت حاصلضرب دو تابه موج بیان تابع توزیع ویگنر را می (،8-1معادله ) تعریف ارائه شده در

 ، ابتدا توجه داشته باشید که:[59]کرد

*( ) ( ) ( )
y y y

x x d 




   2
2 2 2

                                                                )42-1(  

را به صورت yحال دو تابع نرمال شده به
( )

( )

ipy
y

x
y e







1
2

2
و 

( )
( )

y
x

y





2
2

2

 شود: شده بالا رابطه زیر محاسبه می  ( و دو تابع معرفی8-1کنیم و با استفاده از معادله )میتعریف 

*( , ) ( ) ( )W x p y y dy
h

 




  1 2

2
                                              )49-1( 

)بنابراین رابطه  , )W x p
h


2

توان نتیجه گرفت که تابع توزیع گردد. طبق این رابطه میمیحاصل 

تواند مقادیری بزرگتر از مقدارویگنر نمی
h

2
را بپذیرد و تنها مقادیری مجاز هستند که در رابطه مذکور  

یدا کردن تیم، برای پصدق کنند. حال به دنبال پیدا کردن ارتباط بین تابع موج و تابع توزیع ویگنر هس

کنیم  و آن را در( شروع می8-1این رابطه از معادله )
ipx

e



  p ضرب کرده و سپس از آن نبست به 

 گیریم:انتگرال می

*( , ) ( ) ( )

ipx ipx ipy

dy
h

y y
W x p e dp e e x x 

 

 

 


   
1

2 2
                          )41-1(  
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)حال با استفاده از رابطه )

ipx

e dp h x




آید:، معادله بالا به صورت زیر در می 

* *( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ipx

n
y y x x

W x p e dp x y x x x x    





 

       2 2 2 2
     )45-1(  

با در نظر گرفتن
x

x 
2

xو سپس  x   و جایگذاری در معادله بالا، تابع موج به صورت زیر بدست

 آید: می

*
( ) ( , )

( )

ipx
x

x W p e dp






 
1

20
                                              )46-1( 

توان از روی تابع موج داده شده، تابع توزیع ویگنر را محاسبه کرد با استفاده از این رابطه به آسانی می

. فرض [59]گیریممیها را در نظرپذیرهای متناظر با مشاهدهو بلعکس. اکنون تبدیل ویل را برای عملگر

ˆباشد، xفقط تابعی از متغیر Âکنید عملگر  ˆ( )A A x در نتیجه با استفاده از تعریف ارائه شده در ،

 شود که:( ثابت می9-1رابطه )

ˆ( , ) ( ) ( ) ( )

ipy ipy
y y y

A x p e x A x dy e A x y dy A x
 

 

 

      2 2 2
   )41-1( 

است تبدیل  x̂شود که برای یک عملگری که تنها وابسته به مکانمی طبق رابطه به دست آمده مشاهده

شده است. به همین ترتیب اگر  x̂جایگزین عملگرxشود که در آنویل آن به صورت تابع اولیه می

ˆباشد،pداشته باشیم که فقط تابعی از متغیر B̂عملگری همچون ˆ( )B B p در نتیجه با استفاده از ،

 ( داریم:    1-1رابطه )

ˆ( , ) ( )

ixu
u u

B x p e p B p du B p







    2 2
                                             )48-1( 
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وابسته است برابر شده با تابع  pتبدیل ویل عملگری که تنها بهگردد که در این مورد نیز مشاهده می

( را 48-9( و )41-9شده است. نتایج بدست آمده در روابط ) p̂جایگزین عملگرpاولیه که در آن

است تعمیم داد. بنابراین تبدیل  p̂ یا x̂ای از عملگرها با جملاتی که فقط تابعی ازتوان به مجموعهمی

ˆویل عملگر هامیلتونی به شکل  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( )H x p T p U x  صورت  به

( , ) ( ) ( )H x p T p U x  آید، که در میT وU اند. و مقادیر انرژی جنبشی و انرژی پتانسیل

,چشمداشتی کمیت های , , ,x p T U H گردند:از روابط زیر محاسبه می 

( , ) , ( , )

( , ) , ( , )

( , )

T U

H

x W x p xdxdp p W x p pdxdp

W x p T dxdp W x p U dxdp

W x p H dxdp

   

   

   

   

 

 

 



    

   

 

                   )43-1( 

 توزیع ویگنر نوسانگر هماهنگ در فضای معمول  تابع 1-9

 [51]شود بعدی به صورت زیر تعریف می Dبه طور کلی تابع توزیع ویگنر برای یک فضای 

y.p

*(x,p) (x y) (x y) y
( )

i

D
W e d 








  
1

2 22
                         )21-1( 

 معادله شرودینگر در فضای معمولی را به صورت زیر داریم: 

(x,p) (x) (x)H E                                                                                )24-1( 

 گیریم هامیلتونی نوسانگر هماهنگ دو بعدی را در نظر می

p
(x,p) xH m

m
 

2
2 21

2 2
                                                       )22-1( 

p,x های مکانی در دو بعد دهنده مؤلفهنشانx,y حرکت در دو بعد،های اندازهو مؤلفه,x yp pباشد. می

 شود:با حل معادله شرودینگر برای این نوسانگر هماهنگ، تابع موج حالت پایه محاسبه می
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(x )

(x) ae

a









2

22
1
4

1
0                                                                                 )29-1( 

 آید:حرکت بسادگی بدست میبا استفاده از تبدیل فوریه تابع موج در فضای اندازه

px

x(p) (x)

i

de 






 
1

0 2
                                                                   )21-1( 

انگر حرکت برای نوستابع موج حالت پایه در فضای اندازه محاسبه ضریب بهنجارش،با حل انتگرال بالا و 

 آید:هماهنگ بدست می

p

(p)

a

a
e







2 2

22
1
4

0                                                                                  )25-1( 

a
m

2 ( 1( و )29-1طول مقیاس نوسانگر است. تابع توزیع ویگنر متناظر با توابع موج معادلات-

 گردد: ( به صورت محاسبه می25

( ) ( )
( , , , ) ( ) ( )

( )

x y

a
p p x y

aW x y p p x p e
x y

 


   
 

2
2 2 2 2

2 22 2
2

1
1

00       

 (1-26)  

 تابع توزیع ویگنر نوسانگر هماهنگ در فضای فاز ناجابجایی 1-1

 گیریم:  معادله شرودینگر در فضای ناجابجایی را در نظر می

 

( ) ( ) ( ) ( )(x,p)* (x) (x)NC NC NC NCH E                                                )21-1( 

)و محاسبه   (21-1با حل معادله ) )
(x)

NC
  توان تابع توزیع ویگنر متناظر را طبق رابطه زیر می

 محاسبه کرد: 

y.p

( ) ( )* ( )(x,p) (x y) (x y)dy
( )

i

NC NC NC
eW  








  2

1
2 22

          )28-1( 
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ارزی ضرب* و باب شیفت را در هم 5-4شویم در فصل اول در بخش ای قابل توجه را متذکر مینکته 

کنیم و بجای حل معادله شرودینگر در فضای ناجابجایی اثبات کردیم اکنون از این نتیجه استفاده می

کنیم که در این صورت انجام رب*، از باب شیفت استفاده میفضای فاز ناجابجایی با استفاده از ض

شود بنابراین ضرب* در معادله شرودینگر را با ضرب معمول با ساخت باب محاسبات بسیار ساده می

( در فصل اول جایگزین 49-4هایی در فضای فاز ناجابجایی به صورت رابطه معرفی شده در )شیفت

( و با در نظر گرفتن49-4) با استفاده از تبدیلات کنیم.می  2 2 هامیلتونی نوسانگر هماهنگ  0

 آید: دو بعدی در فضای فاز ناجابجایی به صورت زیر در می

( ) ( ) ( )NCPS
x y y x y xH p p xp yp m x y xp yp

m

 


   
          

   

2 2 2 2 21 1
2 2

 

(1-23   )                                                                                                                

( ) با در نظر گرفتن49-4با جایگذاری تبدیلات )  2 2 ( تابع توزیع ویگنر 26-1در رابطه )  (0

 : آیدجابجایی به صورت زیر به دست میبرای نوسانگر هماهنگ دو بعدی در حالت پایه و در فضای فاز نا

( ( )) [ ( )]
( )( , , , )

( )

a
p p xp yp x y xp ypx y y x y xNCPS a

x yW x y p p e

 



       



2 12 2 2 2
2 2

00 2

1
         )91-1(  

(، به ازای 91-1نمودار تابع توزیع ویگنر رابطه ) 4-1در شکل  0 .رسم شده است 

تابع توزیع ویگنر نوسانگر هماهنگ به ازای  4-1شکل  0  وa  1 
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چشمداشتی چند کمیت فیزیکی را محاسبه کنیم. چشمداشتی  (91-1با توجه به تابع توزیع ویگنر) 

( به صورت 43-1عملگر هامیلتونی نوسانگر هماهنگ دو بعدی را طبق روابط ارائه شده در معادلات )

 زیر داریم:

( ) ( ) ( )( , , , ) ( , , , )NCPS NC NC
x y x y x yHH W x y p p x y p p dxdydp dp

   



    00 00  

(1-94   )                                                                                                                

 دهیم: ( را در رابطه بالا قرار می91-1( و )23-1روابط )

( ( )) [ ( )]
( )

( )

( ) ( )

a
p p xp yp x y xp ypx y y x y xNCPS a

x y y x y x x y

H e

p p xp yp m x y xp yp dxdydp dp
m

 



 


           

   



   
          

   

   

2 12 2 2 2
2 2

200

2 2 2 2 2

1

1 1
2 2

 

(1-92                                                                                                                            )                           

xpکنیم. ابتدا جمله هر جمله را به صورت جداگانه در نظر گرفته و انتگرال آن را محاسبه می

m

2

2
را در 

 گیریم: نظر می

( ( )) [ ( )]
a

p p xp yp x y xp ypx y y x y x
a

x x ye p dxdydp dp
m

 


           

   

    

2 12 2 2 2
2 2 21

2
 )99-1( 

 شود: های بالا با استفاده از روش مربع کامل نتایج زیر حاصل میبا محاسبه انتگرال

 ,

a b a by xy x

dy

p px bxp y byp
a ae dx e a e e a 

 

 

 

   

 

2 2 2 2 2 22 2
2 2

4 4

1 1

     

                                                                                                             الف( -1-91)
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 ,x

cpc p yxp e dp e dp
x y

c c

 
 

 


  

2
2

3 1
2 2

22
1
2

       

                                                                                                              ب( -1-91)

,
a a

b c a b
a

 
   

2 2
2 2

3 2 2

1
4

-91-1الف( و )-91-1)ی موجود در روابطهااساس جواببر .

 آید:( به صورت زیر بدست می99-1جواب معادله) ب(،

( )

 







2 3

24 1
                                                                                      )95-1( 

ypیمشابه با روند بالا برای  برای جمله

m

2

2
 ، انتگرال زیر را خواهیم داشت:

( ( )) [ ( )]
a

p p xp yp x y xp ypx y y x y x
a

y x ye p dxdydp dp
m

 


           

   

    

2 12 2 2 2
2 2 21

2
 

 (1-96 )                                                                                                                     

 این انتگرال مشابه با انتگرال قبل است، در نتیجه برای آن جوابی به صورت زیر خواهیم داشت: 

( )

 







2 3

24 1
                                                          )91-1( 

 گیریم، یعنی:( را در نظر می92-1ی بعدی ظاهر شده در معادله )حال جمله

( ( )) [ ( )]
a

p p xp yp x y xp ypx y y x y x
a

y x ye xp dxdydp dp
m

 



           

   

    

2 12 2 2 2
2 2

2

(1-98  )                                                                                                                 

 گردد:های بالا به طور مشابه با روش مربع کامل، جواب زیر محاسبه میحل انتگرال با

( )





 



2

28 1
                                                                                                     )93-1(  
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 جواب زیر را خواهیم داشت :( 92-1به همین ترتیب برای جمله بعد در رابطه )

( ( )) [ ( )]
a

p p xp yp x y xp yp
x y y x y x

a
x x ye yp dxdydp dp

m

 



           

   

    

2 12 2 2 2
2 2

2
          )11-1(  

 
( )





 



2

28 1
                                                                                         )14-1( 

 گیریم یعنی:  ( را در نظر می92-1اکنون جمله بعدی در رابطه )

( ( )) [ ( )]
a

p p xp yp x y xp yp
x y y x y x

a
x ym e x dxdydp dp

 

 
           

   

    

2 12 2 2 2
2 22 21

2
         )12-1( 

 آید:  جواب زیر بدست می xگیری از رابطه بالا نسبت به با انتگرال

x bxp a b p a b py y yax e dx e b a e a 
  



 

1 2 1 12 2 2 2 2 2
22 2 5 34 41 1

4 2
                              )19-1( 

صورت زیر جوابی به گیری بر روی سه متغیر دیگر ،( و انتگرال12-1با قراردادن رابطه بالا در رابطه )

 دهد:نتیجه می

( ) ( )

m

m m


  

 
 

 
 

  
  
 

2
2 2

2 2

1
2 4 1 2

                                                       )11-1( 

 مانند جمله قبل نتایج زیر تکرار خواهند شد: 

( ( )) [ ( )]
a

p p xp yp x y xp yp
x y y x y x

a
x ym e y dxdydp dp

 

 
           

   

    

2 12 2 2 2
2 22 21

2
 

(1-15    )                                                                                                                    

( ) ( )

m

m m


  

 
 

 
 

  
  
 

2
2 2

2 2

1
2 4 1 2

                                                          )16-1( 
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 گردند: ( بترتیب نتایج زیر محاسبه می92-1و در نهایت برای دو جمله آخر در رابطه )

( ( )) [ ( )]
a

p p xp yp x y xp yp
x y y x y x

a
y x y

m
e xp dxdydp dp

 
 


           

   

    

2 12 2 2 22
2 2

2
    

(1-11)                                                                                                                   

( )





 



2

28 1
                                                                                                )18-1( 

 و

( ( )) [ ( )]
a

p p xp yp x y xp yp
x y y x y x

a
x x y

m
e yp dxdydp dp

 
 


           

   

    

2 12 2 2 22
2 2

2
          

(1-13)                                                                                                                   

( )





 



2

28 1
                                                                                                  )51-1( 

 توان نوشت: می (،92-1های بدست آمده برای هر جمله ظاهر شده در رابطه )بنابراین با توجه به جواب

( )

( ) ( ) ( )

NCPSH
  

  

 
 

   
   
 

00

2 2 22 1 2 4 1
  )54-1( 

این رابطه وابستگی مقدار چشمداشتی انرژی نوسانگر هماهنگ در فضای فاز ناجابجایی را به پارامتر 

,ناجابجایی فضا، ( انتظار داریم به 54-1های ناجابجایی در معادله )پارامتر دهد. با حذفنشان می

 : آیددر فضای معمول برسیم در این صورت معادله بالا به صورت زیر در می جواب مورد نظر

H 
00                                                                 )52-1( 

,x,pهای فیزیکی مانندکند. حال چشمداشتی کمیتاین نتیجه انتظار ما را برآورده می x ,p
2 2

را برای  

 در رابطه اساس معادلات معرفی شدهکنیم. برنوسانگر هماهنگ در فضای فاز ناجابجایی بررسی می
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های بیان شده در محاسبه چشمداشتی انژری که در بالا بیان کردیم ( و با توجه به حل انتگرال1-43) 

 شود:  نتایج زیر حاصل می

( ( )) [ ( )]
( ) ( )

a
p p xp yp x y xp yp

x y y x y xNCPS a
y x yx x p e dxdydp dp

 




           

   

    

2 12 2 2 2
2 2

2 200

1 1
2

                                                                                                                                                         

     (1-59)                                                                                                                                       

 توان نتیجه گرفت که: های ظاهر شده بسادگی میبا حل انتگرال

( ) ( ),NCPS NCPSx y 
00 00

0 0                                                         )51-1( 

 قابل حصول است: نتایج زیر x, yبرای مقادیر چشمداشتی تکانه در دو راستای 

( ) ( ),NCPS NCPS
x yp p 

00 00
0 0        -1(

55      )                                                                                                  

)و با روشی مشابه برای جملات  )NCPSx )و 2 )NCPSy2 آیند:هایی به شکل زیر بدست میجواب 

( ( )) [ ( )]
( ) ( )

a
p p xp yp x y xp yp

x y y x y xNCPS a
y x yx x xp e dxdydp dp

 




           

   

    

2 12 2 2 2
2 22 2

2 200

1
                                                                                                                                                               

( )

( )

NCPSx

m




 
 

  
 
 

2

00

22
                                                                        )56-1(                                                           

                                                                                                                                                               و به طور مشابه: 

( )

( )

NCPSy

m




 
 

  
 
 

2

00

22
                                                                                           )51-1(                                                                   

( )NCPSP m 2

00
                                                                                    )58-1( 
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 مقدمه  5-4

های مختلف فیزیکی در فضای ناجابجایی هامیلتونی را به صورتی های قبل در بررسی سیستمدر فصل

تار یک شود که برای بررسی رفدر نظر گرفتیم که وابستگی صریح به زمان نداشت، این انتخاب سبب می

لی یا روش یسیستم در طبیعت به آن یک تابع مستقل از زمان نسبت دهیم و بتوانیم آن را به روش تحل

د که صرف شوتقریبی حل کنیم. گاه در برخی از مسائل نیز اثرات زمانی بسیار ضعیف در نظر گرفته می

کند نظر کردن از آن یا استفاده از روش تقریبی برای حل آن مسئله آسیبی به کلیات آن مسئله وارد نمی

ها در معادلات دیفرانسیل قابل هایی همچون جداسازی متغیرو در این صورت مسئله به سادگی با روش

توان تصور کرد که این شرایط همیشه و در همه مسائل برقرار باشد. مسائل حل خواهد بود اما نمی

تر از طبیعت نیز وجود دارد که باید راهی برای بسیاری با وابستگی صریح زمانی به عنوان مسائل واقعی

پردازد روش توجه به ماهیت مسئله به حل آن میها که با حل آنها در نظر گرفت یکی از این روش

باشد. در این فصل  با وارد کردن زمان در فضای ناجابجایی مسائلی را با روش ناوردایی ناوردایی پویا می

هایی که در طبیعت اطراف ما در حال وقوع است به دهیم چرا که تمام رویدادپویا مورد بررسی قرار می

 . کنیمتری از طبیعت را مجسم میاست پس با این بررسی تصویر واقعیای به زمان وابسته گونه

 زمینه وابسته به زمان  مکانیک کوانتومی ناجابجایی با پس 5-2

موضوع بسیار مهمی است و دلیل این  [55]های وابسته به زمان در مکانیک کوانتومیبررسی سیستم

ب ایجاد ساختار بنیادی از فیزیک پایه هایی سباهمیت آن است که کوانتوم متناظر با چنین سیستم

 [51]و اپتیک کوانتومی  [56]های مختلف فیزیک همچون گرانش شود و تفسیر جدیدی در حوزهمی

ن گیرد که ایزمان ناجابجایی صورت می -بررسی مکانیک کوانتومی در ساختاری از فضا آورد.پدید می

xهای کانونیکی ساختار توسط مختصات
 کنند:شود که در رابطه جابجایی زیر صدق میساخته می  
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[ , ]x x i                )4-5( 

                                                                                               

. از ساختار بیان شده به وجود آمدن مواردی معرف تانسور پادمتقارن در فضای ناجابجایی است که

همچون طول کمینه و رابطه عدم قطعیت تعمیم یافته مورد توجه است و این موضوع با این حقیقت 

توان علاوه بر این می ]58[شود  به عنوان تابعی از مکان وتکانه در نظر گرفته پذیرد که صورت می

 در نظر گرفت که در اینجا این مورد مد نظر است. در اینجا هدف بیان  را به صورت تابعی از زمان

مدل کوانتومی در فضای ناجابجایی وابسته به زمان و استنتاج نتایجی فیزیکی است. برای شروع کار 

 های مکان و تکانه به صورتنظر گرفته به طوری که رابطه جابجایی بین عملگرفضایی دو بعدی را در 

 زیر برقرار است:   

( ) ( )
[ , ] ( ) , [ , ] ( ) , [ , ] [ , ]x y x y

t t
X Y i t P P i t X P Y P i i





     

4
         )2-5( 

( )tو( )t های وابسته به زمان هامیلتونی سیستم توابعی حقیقی از زمان هستند. با داشتن عملگر

)فیزیکی نیز به صورت وابسته به زمان خواهد بود.                                , , , ) ( )x yH X Y P P H t              

  ]53[ 59که توسط لویئس و رزنفیلددر این بخش معادله شرودینگر وابسته به زمان را با روش ناوردایی  

ر معادله شرودینگشناسند(. کنیم)این روش را با نام روش ناوردایی پویا نیز میمعرفی شد بررسی می

 وابسته به زمان را به صورت زیر داریم: 

( )t n ni H t                                                                                       )9-5( 

n  حالت وابسته به زمان هامیلتونی( )H t کنیم. های اساسی روش حل را بیان میاست. حال گام

Iدر گام اول یک عملگر هرمیتی) I ،ناوردا وابسته به زمان )( )I t کنیم که در رابطه را  معرفی می

 کند:  تحول زمانی تصویر هایزنبرگ زیر صدق می

                                                           
22 Lewis-Riesenfeld 
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( )
( ) [ ( ), ( )]t

dI t
I t I t H t

dt i
   

1
0                                            )1-5( 

 

دهنده تحول یک عملگر نسبت به زمان است که قرار دهیم، معادله نشاناگر معادله بالا را مساوی صفر 

از دو بخش متفاوت تشکیل شده است، یکی مشتق جزئی آن عملگر نسبت به زمان و دیگری مربوط به 

جابجایی با هامیلتونی سیستم است. اگر عملگر با هامیلتونی جابجا شود آن وقت تحول زمانی و تغییرات 

ان خواهند داشت اما اگر عملگر با هامیلونی جابجا نشود دیگر این معانی یکسان زمانی معانی یکس

گیرند. به همین دلیل این روش نخواهند بود و تغییرات زمانی و تحول زمانی معانی متفاوتی بخود می

تحول زمانی ندارد و ویژه  I دهد که عملگر( نشان می1-5شود چون رابطه )ناوردای پویا نامیده می

له اکنون باید معاد کند.مقادیرش مستقل از زمان خواهند بود ولی خود عملگر نسبت به زمان تغییر می

 شود را معرفی کنیم:مقداری که با این عملگر ناوردا ساخته میویژه

( ) n nI t     )5-5( 

قیقی و مستقل از زمان مربوط به حالت وابسته به زمان معرف ویژه مقدار حn  است. برای نشان

 کنیم: شروع می n( بر1-5مستقل از زمان است از اثر رابطه ) دادن اینکه ویژه مقدار

( )
( ) ( ) ( )n n n

I t
i I t H t H t

t
   


  


0 )6-5( 

 کنیم بنابراین: ضرب میnرابطه بالا را در 

( )
( ) ( )n n n n

I t
i H t

t
     


    


0 )1-5( 

به ازای    رابطه
( )

n n

I t

t
 


 


( نسبت به زمان مشتق 5-5آید. اکنون از رابطه )بدست می 0

 گیریم: جزئی می
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( )
n n n n

I t
I

t t t t


    

   
  

   
 )8-5( 

 نتیجه زیر به دست خواهد آمد:  nبا ضرب رابطه بالا در 

( )
n n

I t

t t


 

 
 

 
0 )3-5( 

دهد که ویژه مقادیر مستقل از زمان هستند. اکنون به بررسی تابع موج این رابطه به وضوح نشان می

اگر هر کت دلخواهی را در کنیم که پردازیم در این خصوص بر این نکته اشاره میمی Iعملگر ناوردای 

یک عامل فازی کلی ضرب کنیم تأثیری بر جواب نهایی نخواهد گذاشت چون آنچه که برجواب نهایی 

   [53]در نتیجه با در نظر گرفتن جوابی به صورت زیر   باشد فاز نسبی استتأثیر گذار می

( )
n n

i t
e


                                                                                                 

 (5-41)  

 کند، بنابراین:حالت معرفی شده در معادله شرودینگر وابسته به زمان صدق می

( ) ( )( )i t i t
n ni e H t e

t

  





 )44-5( 

گیری از طرفین رابطه بالا نسبت به زمان داریم:   با مشتق  

( ) ( ) ( )( )

( )

i t i t i t
n n n

n n n

d
i e i e H t e

dt t

d
i H t

dt t

  
  


  


 




  



2

 )42-5( 

 شود: به صورت زیر نتیجه می تغییرات زمانی کمیت

( )n n

d
i H t

dt t


 


 



1
                                                                           

 (5-49)  
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 نوسانگر هماهنگ با پس زمینه وابسته به زمان  5-9

مدل کوانتومی وابسته به زمان با روش ناوردایی پویا، نوسانگر هماهنگی دو بعدی در نظر  برای توصیف

  [61]شودهای فضای ناجابجایی به صورت زیر تعریف میاساس متغیرگیریم که هامیلتونی آن برمی

( ) ( , , , ) ( ) ( )x y x yH t H X Y P P P P m X Y
m

    2 2 2 2 21 1
2 2

 )41-5( 

ناجابجایی ومتغیرهای فضای جابجایی را در نظر باب شیفت استاندارد زیر را برای متغیرهای فضای 

 گیریم:می

( ) ( ) ( ) ( )
, , ,y x x x y y

t t t t
X x p Y y p P p y P p x

   
       

2 2 2 2

 (5-45)  

]های فضای جابجایی در رابطه جابجاییکه در آن متغیر , ] [ , ]x yx p y p i  کنند. با صدق می

( هر یک از مقادیر زیر محاسبه 41-5)های ظاهر شده در هامیلتونی رابطه و متغیر توجه به این رابطه

 گردد: می

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )x x x x x x

t t t t
P p y p y p p y yp y

   
      

2
2 2 2

22 2 2 4
 )5-46- الف(  

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )y y y y y y

t t t t
P p x p x p p x xp x

   
       

2
2 2 2

22 2 2 4
 )5-46- ب(    

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )y y y y y

t t t t
X x p x p x xp p x p

   
       

2
2 2 2

22 2 2 4
 )5-46- ج( 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )x x x x x

t t t t
Y y p y p y yp p y p

   
      

2
2 2 2

22 2 2 4
 )5-46- د( 

 آید:زیر به دست میهامیلتونی در دو بعد به صورت ( 46-5)( و 41-5از ترکیب معادلات )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )x y x yH t a t p p b t x y c t p y xp     2 2 2 21 1
2 2

 )41-5( 
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)که  ), ( ), ( )a t b t c t باشند:  به صورت زیر می 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) , ( ) , ( )

m t t t m t
a t b t m c t

m mm

   


 
     

2 2 2 2
2

2 2

1
2 24 4

 (5-48)  

)توجه کنید که به ازای )t 0ای به جرم( به هامیلتونی ذره41-5) ، هامیلتونیm  که در میدان

های شود. حال به بررسی معادلات حرکت متغیرکند، تبدیل میالکترومغناطیسی متقارن حرکت می

 پردازیم:( می41-5)کانونیکی فضای جابجایی  مربوط به هامیلتونی 

[ , ] (t)( [ , ] [ , ] [ , ]) ( )([ , ] [ , ])x x x x yx x H a p x p x p p x p b t x x x y
i i


     



2 2 21 1 1 1
2 2

 ( )( [ , ] [ , ] ) ( )( [ , ] [ , ] )x x y yc t p x y x p y c t x x p x x p                              )43-5( 

 آید:به صورت زیر در میx با ساده سازی عبارت بالا معادله حرکت برای مولفه 

( ) ( )xx p a t yc t   )21-5( 

 باشد:با روندی مشابه، نتایج زیر بسادگی قابل محاسبه می

( ) ( )yy p a t xc t  )   و    ) ( )x yp b t x c t p   )    و    ) ( )y xp b t y c t p    )24-5( 

 بررسی هامیلتونی نوسانگر هماهنگ وابسته به زمان در مختصات قطبی 5-1

برای هامیلتونی متقارن پیشنهاد شده، تبدیلات کانونیکی کوانتومی در مختصات قطبی را در نظر 

 گیریم:   می

cos , , , ( / )x r y rsin r x y arctan y x      2 2 -5(

22   )              

r,های تکانه را بر اساس حال مؤلفه  کنیم:در مختصات قطبی محاسبه می 
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ˆ ˆ ˆ( . . )
x y

r

xp yp i
p p r r p i r

r r r

 
     

 

1
2 2

                                 )29-9(

ˆ ˆ( . . ) y xp p p xp yp     
1
2

                                                                )21-5( 

]با رابطه جابجایی , ] [ , ]rr p p i ( و با در 21-5( و )29-5. حال با استفاده از معادلات )

rگرفتن نظر x y 2 2  شود:معادله زیر محایبه می 2

x y r

p
p p p

r r

   
2 2

2 2 2
2 24

 )25-5( 

 شود: ( به صورت زیر نوشته می41-5( هامیلتونی رابطه )25-5با جایگذاری معادله )

( ) ( )( ) ( ) ( )r

p
H t a t p b t r c t p

r r


    

2 2
2 2

2 2

1 1
2 24

                              )26-5( 

وابسته  برای هامیلتونی بالا، عملگر ناوردای زیرکه به طورصریح به  برای استفاده از روش ناوردایی پویا

 کنیم: نیست با شکل عمومی زیر پیشنهاد می

( ) ( ) ( ) ( ){ , } ( ) ( ) ( )r r

p p
I t t p t r t r p t t t

r r r

           
2

2 2
2 2 2

1
           )21-5( 

( ), ( ), ( )t t t   5( در )21-5( و )26-5اند. با جایگذاری معادلات )ضرائب مجهول وابسته به زمان-

 آید:های زیربرای این ضرائب مجهول به دست می( قید1

, ,a b b a          2 2                                         )28-5( 

p p a a p         2 2 22    )23-5( 

( ) p p 


       

2
2 0

4
       )91-5( 
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این معادلات با استفاده  .[64]( مشابه معادلات نوسانگر هماهنگ وابسته به زمان هستند28-5معادلات )

)سازی از پارامتر ) ( )t t  ( و 23-5باشند. و معادلات )تابع حقیقی است قابل حل می که  2

 شوند:( به صورت زیر حل می5-91)

aa

  
 


   

2

2 2                                                                                      )94-5( 

, ,


      
2

0
4

 )92-5( 

)،تاکنون ذکر شدبا توجه به نکاتی که  )I t هرمیتی مناسب ناوردا برای هامیلتونی وابسته به زمان رابطه

 شود: ( به صورت زیر تعریف می5-41)

( ) ( )r

p
I t r p r

a r r

   



    

2 2 2 2
2 2

2 2 24
 )99-5( 

)( هستیم. برای این کار و بر اساس5-5حال به دنبال حل معادله ویژه مقداری داده شده در رابطه ) )I t 

 گیریم:   های خلق و نابودی را به صورت زیر در نظر میداده شده در رابطه بالا عملگر

ˆ( ) [( ) ( ( ))] i
r

r
a t p r i p e

a r




 




    
1

22
 )91-5( 

(5-95)  †ˆ ( ) [( ) ( ( ))]i
r

r
a t e p r i p

a r




 



    

1
22

 

ˆبا رابطه جابجایی  ˆ[ , ]a a 1  . 

† ˆˆ ˆ( ) ( ) : ( )a a p I t p I t     
1 1 1
2 4 2

  )96-5( 
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)ˆواضح است که )I t 1کمیتی ناوردا نیست و مقدار
4

گیری برای سادگی و راحتی کار برای ثابت انتگرال 

, p به عنوان یک جمله درˆ( )I t .ظاهر شده است که این برای برقراری رابطه زیر است 

[ ( ), ] ( ) [ , ] [ , ] [ , ] ( )[ , ] ( )[ , ]r

p
H t p a t p p p p b t r p c t p p

r r


      

 
      

 

2 2
2 2

2 2

1 1 1
0

2 4 2

(5-91 )                                                                                                                  

 ویژه حالت ناوردای وابسته به زمان 5-5

)ˆتابعحالت و ویژهویژهدر این بخش به بررسی  )I tپردازیم. با توجه به رابطهمیˆ[ ( ), ]I t p 0توان ، می

)ˆنتیجه گرفت که ),I t pکت مشترک هستند بنابراین با انتخابدارای ویژه,n lکت بعنوان ویژه

 گردد:روابط زیر ظاهر میمشترک این دو عملگر 

ˆ , ( ) , , , , , , ,I n l n n l p n l l n l n l n l   
1

1
2

 )98-5(

†ˆ ˆ, ,

{ ,..., , , ,...}

n l a a n l n l

l n

  

 

0

01 2
 )93-5( 

 که برای ویژه حالت بالا روابط زیر برقرار است:

ˆ ,a n l 0 )5-11- الف( 

†ˆ, ( ) , , ,
!

mn m n a n n n m N
m

   
1

0  )5-11- ب(                                            

شوند بیان می âوâهای خلق و نابودی وابسته به زمانهایی که بر حسب عملگربرای تمام مشاهده پذیر

توان از روش عملگری برای محاسبه مقدار چشمداشتی استفاده کرد. هر چند این موضوع از قبل ، می

,های پذیربرای مشاهده , ,x yX Y P Pبنابراین از روابطپذیر نیستامکان .[ ]r rp i
r

   
1
2

و 



97 
 

p i    کنیم. اکنون با در نظر گرفتن رابطهبرای محاسبه ویژه حالات استفاده می 

,, , ( , ) ( ) il
n l nr n l r r e     توان نوشت: می 

(5-14) ,

, ,

( , ) ( ( ) ) ( )

( , ) ( , )

il il
n l n n

n l n l

p r i r e l r e

p r l r

 




   


   


  





 

ˆ,ترین حالت با حل معادله داده شده برای پایین nبه ازای هر ( , )n na r  0  رابطه زیر به دست

 آید:می

[( ) ( ( ))] ( ( ) )i in
r n

r
p r i p e r e

a r

 


 
 



     
1

0
22

 )12-5( 

معادله بالا به روابط زیر بر روی تابع موج و جایگذاری نتایج حاصل در pو rpهایبا اثر عملگر

 رسیم:می

, ( , ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))in in
r n n n r n n

i
p r i r e i r r e

r r r

      



      



1
2 2

 

                                                                                                         الف(          -5-19)

, ( , ) ( ) ( ) ( )in in
n n n np r i r e n r e 

   


 



   


 )5-19- ب(                              

,بر روی âاثر عملگر نابودیب( -19-5الف( و )-19-5تیجه با استفاده از معادلات )در ن ( , )n n r 

 آید:بدست می

,ˆ ( , ) ( ) { [ ]} ( ) in i
n n r n

i r
a r i r i n r e

r a r

  
   



 


 
          

 

1
0

2 22

  (5-11 )                                                                                                                   



98 
 

گیری عبارتبا فاکتور
i inie

ar

 



 

2
 سازی معادله زیر به دست خواهد آمد:از رابطه بالا و ساده 

[( ) ( ) ( )]
i in

n r n

ie
a n ar ir r a r r

ar

 

    


 

    2 2 2 2 0
2

 )15-5( 

 آوریم:موج را به صورت زیر به دست می ، تابعمعادله بالا با حل

( )

, ( , )

r a i

n ina
n n nr r e e



  





 

2

22  )5-16- الف( 

 با ضریب بهنجارش

!( )
n nn


  
2

2 1

1
 )5-16- ب( 

 ویژه تابع هامیلتونی وابسته به زمان 5-6

)در گام آخر از روش ناوردایی پویا باید فاز کلی،  )t  که در تابع موج رابطه( )
n n

i t
e


  

( را حل کنیم، 49-5معرفی کردیم را محاسبه کنیم. برای اینکار باید معادله بدست آمده در رابطه )

 یعنی:

, ( ) ,n l i H t n l
t




 


1
                                         )11-5( 

ویژه کت،  برای حل معادله بالا
†ˆ

, ,
a

n l n l
n l

 


کت اساس این ویژهگیریم و بررا در نظر می 1

 معادله بالا را به صورت زیر داریم:

†ˆ ˆ, , , , , [ , ] ,t t tn l i H n l n l i H n l n l a i H a n l
n l

           


1
1 1 1 1

(5-18  )                                                                                                                   
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 توان نشان داد:( می91-5( و )26-5ی با استفاده از روابط )از طرف

( )
ˆ ˆ[ , ] ( )

( )
t

a t
a i H c t a

t

 
    

 
2                                                                              )13-5( 

 ( فاز کلی از رابطه زیر بدست خواهد آمد:13-5( تا )11-5با ترکیب معادلات )

,

( )
( ) ( ) ( )

( )

t
n l

a t
t n l c t dt

t




 
   

 
 2                                                                           )51-1(  

 دیراک با پتانسیل خطی وابسته به زمان در فضای فاز ناجابجایی یمعادله حل 5-1

 فضای فازاختلالی با پتانسیل خطی وابسته به زمان در در این بخش معادله دیراک به صورت غیر

خواهیم کرد و برای این بررسی از با هدف ساخت ناوردایی وابسته به زمان بررسی [62]ناجابجایی را 

های ها در فضای فاز ناجابجایی با عملگررابطه جابجایی عملگر کنیم.استفاده می  رزنفیلد -روش لوئیس

)مختصات )NC

ix و تکانه( , , , )x yx x x y p p p p   1 2 1 2 ( )NC

ip( 4، در فصل اول در رابطه-

,اساسها بر( و ارتباط خطی بین عملگر41  ( 49-4در رابطه) .پتانسیل خطی وابسته  معرفی شدند

                                                                                      : [69]گیریمبه زمان در دو بعد را در نظر می

( ) ( ) ( ) ( )( , , ) ( ) ( )NC NC NC NCV x y t f t x f t y 1 2                                             )54-5( 

( ), ( )f t f t1 ر تعریف زیتوابع اختیاری وابسته به زمان هستند. هامیلتونی برای این سیستم به صورت 2

     :شودمی

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )NC NC NC NC NC

x x y yH t c p c p mc f t x f t y      2
1 2             )52-5( 

,های پائولیبا ماتریس ,x y z   برای یافتن جواب معادله دیراک برای سیستم مورد نظر دو روش .

های فضای ناجابجایی کار کرد و دومین روش وجود دارد روش اول آنست که به طور مستقیم با متغیر

یم پس کنکار کردن با تبدیلات کانونیکی در فضای فاز است که در این اینجا ما روش دوم را انتخاب می
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cدهیم و با در نظر گرفتن ( قرار می52-5را در رابطه ) (49-4) در این صورت رابطه 1 هامیلتونی

 :را به صورت زیر بدست خواهیم آورد

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )NC

x x y y y xH t p y p x f t x p f t y p m              1 2

1 1 1 1
2 2 2 2

 

(5-59) 

 یا

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ( ) )

yNC x
x x y y

f t f t
H t p p f t x f t y m

  
          2 1

1 22 2 2 2

 (5-51                                               ) 

)معمول معادله دیراک وابسته به زمان به صورتر فضای د )i H t
t








ن برای حل آباشد که می 

کنیم که در رابطه زیر را معرفی می I(t)رزنفیلد ابتدا کمیت ناوردای کوانتومی-با روش ناوردایی لوئیس

                                                                                                        :کندصدق می

( )
[ ( ), ( )]

dI t I
I t H t

dt i t


  



1
0  )55-5( 

                                                                                                                     :خواهیم داشت ( بر روی55-5با اعمال معادله )

( )
( )( )

i I
H t I

t








                                                                      )56-5( 

ر دیگ دهد که عملکرد عملگر ناوردا بر روی تابع موج معادله دیراک سبب ایجاد جوابیرابطه نشان می

شود. این نتیجه برای هر ناوردایی که شامل عملگر تمایز زمانی باشد دارای اعتبار برای معادله دیراک می

  :شودبه صورت زیر در نظر گرفته می I(t)است. برای مدل در نظر گرفته شده عملگر ناوردای خطی

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )NC NC NC NC

x yI t A t p B t x A t p B t y c t    1 1 2 2                  )51-5( 
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( ), ( ), ( ), ( ), ( )A t B t A t B t c t1 1 2 ( در 52-5( و )51-5باشند. با جایگذاری معادلات )ماتریس می 2

 :رسیم( به رابطه زیر می55-5معادله )

[ ( ), ( )]
I

I t H t
i t


 


1
0                                                                          )58-5(

 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, , ,

, , ,

[ ( ), ( )] [ ( ) ] [ ( ) ]

[ ( ) ] [ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ]

[ ( ) ] [ ( ) ] [ ( ) ( )

NC NC NC NC

x yx x x y

NC NC NC NC NC

x x x

NC NC NC NC NC NC

x yx y

m

I
I t H t A t p p A t p p

i t i

A t p A t p f t x A t p f t y

B t x p B t x p B t x f t x

 



 


  


  

  

1 1

1 1 1 1 2

1 1 1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

, , ,

]

[ ( ) ( ) ] [ ( ) ] [ ( ) ]

[ ( ) ] [ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ]

[ ( ) ] [ ( ) ] [ ( ) ]

[

NC NC NC NC NC NC

x yy x y y

NC NC NC NC NC

y y y

NC NC NC NC NC

x yx y

m

m

B t x f t y A t p p A t p p

A t p A t p f t x A t p f t y

B t y p B t y p B t y

 



  

  

  

  



1 2 2 2

2 2 1 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , ,

, , , ,

( )

( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ] [ ( ) ]

[ ( ) ] [ ( ) ] [ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ]

( ) ( ) ( ) ( )

NC NC NC NC NC

x x

NC NC NC

y y

NC NC NC NC

x y

m

B B c t

B t y f t x B t y f t y c t p

c t p c t c t f t x c t f t y

A x p t x A x p t y



 

   

 

   

 

2 1 2 2

1 2

1 1 2 2 0

 (5-53   )                                                                                                               

سازی عبارات خواهیم ها و ساده( و محاسبه جابجایی عملگر53-5( در )49-4)با جایگذاری معادله

 داشت:  
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   

      

   

    

, , , , ,

, , ,

, , , ,

, , , ,

y x
x x y y x

x y y

y x

x
x y x y x

A p A p B x B y c

A m iA p c A m iA p

c B m iB x c B m iB y

A A p p A B

 
 

 





  

 

  

   



   
      

  

      

     
           

    

 
       

 

2 2 2 2
1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

2 1 1 2

2 2

2 2

2

 

, , , ,

, , , ,

x

y y x
y y

y x
x x y y

y

x y

yp

A B xp B B xy

B A xp B A yp

f f
iB iB iA f

iA f

  

 
 







 
 





        
               

       

     
             

    

    
          

     

 

2 1 2 1

1 1 2 2

2 1
1 2 1 1

2 2

2 2 2

2 2

22 2

   , , ,x
x yi B i B ic c m  

 
        

 
1 2

2
0

           )61-5(  

 :آیدهایی به صورت زیر به دست میبا توجه به معادلات بدست آمده در رابطه بالا، جواب

 , xA  1 0                                                                                             )4-64-5( 

(5-64-2                                )                                                            

,
y

B
 

 
 

1 0
2

 )9-64-5( 

 , xB
 

 
 

2
2

0                                                                    )1-64-5( 

   , ,xc A m iA   1 1 0                                                                 )5-64-5( 

 , ,yc A m iA       2 2 0                                                                    )6-64-5( 

, yA    2 0
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 , ,
y

c B m iB



 

   
 

1 1
2

0                                             )1-64-5( 

 , ,xc B m iB



 

   
 

2 2
2

0                                                          )8-64-5( 

 , ,x yA A    2 1 0                                                                       )3-64-5( 

 , ,x
xA B




 
  

 
1 2

2
0                                                  )41-64-5( 

, ,
y

yA B



 

      
 

2 1
2

0                                                  )44-64-5( 

, ,
y xB B

    
     

  
2 1

2 2
0                                                              )42-64-5( 

 , ,
y

xB A



 

   
 

1 1
2

0                                                                )49-64-5( 

, , x
yB A




 
      

 
2 2

2
0                                                   )41-64-5( 

   , , ,

y

x y

x
x y

f f
iB iB iA f

iA f i B i B ic c m

 
 


  

    
         

     

 
          

 

2 1
1 2 1 1

2 2 1 2

2 2 2

0
2

    )45-64-5( 

( 4-64-5ی مشتق نسبت به زمان است. با در نظر گرفتن معادلات )نقطه روی متغیرنشان دهنده

  :آید( روابط زیر به دست می1-64-5و)

xA a a 1 1 2  )5-62- الف(   
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yA a a  2 3 4  )5-62- ب(                

yB b b 1 1 2  )5-62- ج(                                                                                     

xB b b 2 3 4  )5-62- د(                                                                                       

( , , , ) ,i ii a b1 2 3 x,حسبرا بر Cاند. توابع اختیاری وابسته به زمان4 y   به صورت زیر انتخاب

 :کنیممی

x yc c c c   1 2 3                                                                       )69-5( 

, ,c c c1 2 ( 5-65-5الف( را در معادله ) -62-5( و )69-5اند. معادلات )توابع اختیاری وابسته به زمان3

 دهیم: قرار می

 ( ), , ( )x y x x xc c c a a m i a a             1 2 3 1 2 1 2 0                   )61-5( 

 کنیم:ی زیر بیان میروابط جابجایی ظاهر شده در رابطه بالا را به صورت بازشده

       

     

, , , , ,

, , ,

x x x x x y x x y

x x x

c c c c c

a m a a m a a m ia ia

        

   

     

     

1 2 2 3 3

1 2 2 1 2 0
                               

  (5-65)  

 آید: های زیر به دست میبا محاسبه روابط جابجایی جواب

, ,a a c  1 2 30 0 0   )66-5( 

سازی روابط نتایج زیر ( و ساده6-64-5)ب(در معادله -62-5( و )69-5و با جایگذاری معادلات )

 حاصل می شود

, ,a a c  3 4 20 0 0                                                                               )61-5( 
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cبا توجه به روابط بالا،  c 2 3 ( به صورت زیر تغییر 69-5بدست آمد پس در نتیجه رابطه ) 0

 خواهد کرد:

 c c 1                   )68-5( 

( 8-64-5د( را در معادله )-62-5( و معادله)6-64-5ج( را در معادله ) -62-5( و )68-5ت )معادلا

 کنیم که به ترتیب نتایج زیر به دست خواهد آمد: جایگذاری می

,b b 2 10 0                                                                           )63-5(

,b b 4 30 0    )11-5( 

( را به صورت 62-5توان معادله )( ، می11-5( و )63-5، )(61-5(، )66-5با در نظر گرفتن معادلات )

 زیر نوشت: 

, , ,A a A a B b B b   1 1 2 3 1 1 2 3    )14-5( 

 ( نتیجه زیر به دست خواهد آمد: 45-64-5( در معادلات )14-5با قرار دادن معادله )

   , , ,

y

x y

x
x y

f f
ib ib ia f

ia f i b i b ic c m

 
 


  

    
         

     

 
          

 

2 1
1 3 1 1

3 2 1 3 1 1

2 2 2

2

                          )12-5( 

 که 

   , , ,x yb b c      1 3 1 0   )19-5( 

 گردد: با توجه به دو رابطه بالا نتایج زیر به آسانی محاسبه می
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x
xib ia b a

 
    1 3 1 30

2 2
                                                              )11-5(

y

yib ia b a
 

     3 1 3 10
2 2

                                                         )15-5(

f f
ib ib ia f ia f ic

 
    2 1

1 3 1 1 3 2 1 0
2 2

                                         )16-5( 

 ( رابطه زیر به دست خواهد آمد: 16-5( در معادله )15-5( و )11-5با جایگذاری معادلات )

 c f a a f
 

   
 

1 2 3 1 11
4

                                                                     )11-5( 

گیری از رابطه بالا نسبت زمان خواهیم داشت:با انتگرال  

  c f a a f dt
 

   
 
1 2 3 1 11

4
   )18-5( 

رت ل خطی وابسته به زمان به صوبا توجه به نتایج به دست آمده عملگر ناوردای معادله دیراک با پتانسی

 زیر

 ( )x yI a p a p a x a y a f f a dt
  

       
 

1 3 3 1 1 1 2 31
2 4

    )13-5( 

)توان دید که شود. به سادگی میبیان می )I t،:ویژه تابعی به صورت زیر دارد 

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )x y t exp t x t y t x t y         
2 2

1 2 3 4  )81-5( 

( ), ( ), ( ),t t t   1 2 3 ( واضح است 56-5توابع اختیاری وابسته به زمان هستند. با توجه به معادله )4

Iیک جواب برای معادله دیراک وابسته به زمان باشد بنابراین هر تابعی که به صورتکه اگر   

تعریف شود نیز جوابی از معادله است. اگر در اینجا   ،در نظر بگیریم  ویژه تابعI  .است

 کند:این موضوع یک جواب وابسته به زمان برای معادله دیراک به شکل زیر پیشنهاد می
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( , , ) ( ) ( , , )x y t t x y t    )84-5( 

( )
( )

( )

t
t

t






 
  
 

1

2

( نتایج 56-5)( در معادله84-5)ماتریس وابسته به زمان است. با جایگذاری معادله 

  گردد:زیر حاصل می

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t if t t f t t t
 

   
  

       
  

1 1 3 2 3 32 2
2 2

 )5-82- الف( 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

t t
i

t if t t f t

t t

 
 


 

 
 

 
  

     
   
 

4 4

2 2 4 1

4 4

2 2
2 2

2 2 2
2 2

 )5-82- ب( 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y

f t f t
i t i t t i t t m t

 
        

   
        

   

2 1
1 22 2

 )5-82- ج( 

( )t 3  )5-82- د(                    0

( )t 4  )5-82- ه(                                0

)اگر توابع )f t1و( )f t2 ( را حل نمود و به صورت تحلیلی 82-5توان معادلات )تعیین شوند، بسادگی می

تابع موج معادله دیراک را برای پتانسیل خطی وابسته به زمان را در فضای فاز ناجابجایی به دست آورد. 

مکان با یکدیگر جابجا شوند ) -تکانه و مکان-درحالت خاصی که تکانه  0،) ( 5جواب معادلات-

 شود:ها در مکانیک کوانتومی عمومی تبدیل می( به جواب82

( ) ( ) ( )t if t t   1 1 32  )5-89- الف(                                                                     

( ) ( )t if t  2 2  )5-89- ب(                 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x yt t t t t i m t           1 2 )5-89- ج(                            

( )t 3  )5-89- د(                                                                                                0

( )t 4  )5-89- ه( 0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



119 
 

 گیری:نتیجه

و  های فیزیکیعنوان تعمیمی از فضای جابجایی معمول برای بررسی سیستماز فضای ناجابجایی به 

 ولیاجابجایی به نتایج در فضای معمهای نسیستم ذرات استفاده کردیم به طوری که با صفر کردن پارامتر

ایی، های ناجابجرسیم. در بررسی ذره آزاد در فضای فاز ناجابجایی نشان دادیم که تحت تأثیر پارامترمی

کند. در مورد ذره آزاد و نوسانگر هماهنگ در فضای فاز معادلات حرکت ه صورت نوسانگر گونه رفتار میب

به دست آمده را با روشی جدید تحلیل کردیم. به عنوان یک نتیجه مهم و بسیار کاربردی هم ارزی بین 

مسائل در فضای سازی ضرب* و باب شیفت در فضای ناجابجایی را نشان دادیم که این امر به ساده

سه  های دو وهای کاربردی بررسی شده، بررسی سیستمکند. یکی از نمونهناجابجایی بسیار کمک می

های ناجابجایی فضا بود. ای در فضای فاز ناجابجایی و مشاهده تغییرات انرژی تحت تأثیر پارامترذره

های مها به سیستا که این سیستمای در فیزیک بسیار حائز اهمیت است چری چند ذرههامطالعه سیستم

دهند و از این جهت تری از محیط میترند و توصیف واقع بینانهموجود در طبیعت اطراف ما نزدیک

ز ها)متشکل ابررسی تمام مزونای برای ای نمایندهک سیستم دو ذرهکاربرد فراوان دارند که بررسی ی

ه ها)متشکل از سه توصیفی برای رفتار تمام باریونای نمایندهای سه ذرهدو کوارک( و مطالعه سیستم

های باشد. و در بررسی ذرات نسبیتی و غیرنسبیتی، شیف انرژی ذرات را بدلیل حضور پارامترکوارک( می

 ی کردیمکوانتومی بررس ناجابجایی نشان دادیم. تابع توزیع ویگنر را به عنوان تابع توزیعی در فضای فاز

کند. معرفی این تابع توزیع راهی با مسایل در مکانیک کلاسیک می ز به قیاساین مطلب ما را مجا و

کندکه در مورد نوسانگر هماهنگ های فیزیکی مورد نظر ارائه میجدید برای محاسبه چشمداشتی کمیت

ر زیکی، رفتاهای فیتر از رفتار سیستمبینانهدو بعدی این مسئله را بررسی کردیم. به عنوان رهیافتی واقع

نوسانگر هماهنگ با هامیلتونی وابسته به زمان و معادله دیراک  در حضور پتانسیل وابسته به زمان را در 

فضای فاز ناجابجایی بررسی کردیم و در این بررسی از روشی به عنوان ناوردایی پویا استفاده کردیم که 

 رآمد برای حل مسایل فیزیکی وابسته به زمان است.روشی بسیار کا
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Abstract 

The noncommutative space can be considered as extension of the commutative space so 

that commutation relation between the operators is expressed by the changed heisenberg 

algebra. In order to conforming between theoretical and experimental datas  on 

phenomena such as hall effect and eliminating divergence values created in field theory, 

noncommutative space would be introduced. We investigate in this frame the effect of 

noncommutative parameters on physical systems such as free particle, harmonic 

oscillator, quantum hall effect and three body systems. We study Wigner distribution 

function as quantum distribution function in the phase space which expresses the 

probability distribution of the position and momentum simultaneously ( also it is’nt  

contradiction with the hiesenberg uncertainty principle). So using the wigner distribution 

function we can compare the classical and quantum mechanics, since both of them are 

expressed in a same space. Finally with the introduction of dynamic invariant approach 

we discuss on the time- dependent problems in the noncommutative space. 

 

Keywords: Noncommutative space, free particle, quantum hall effect, three body  

                   systems, dirac equation, schrodinger equation, wigner distribution function,    

                    time dependent noncommutative space. 
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