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 رتقدیر  و  تشک 

گانه کامیی زندگیم نور ام ی هستی است  که الطاف  بیشمار ش در لحظه لحظهسپاس  بیکران شایسته  ی های  ید را در  دلم زنده نگه  داشته  و  تلخ
آبادی که بدون راهنماییهای سپاس از استاد گرامیم جناب آقای دکتر حسن حسن روزگاران گذشته را بر من شیرین ساخته است .

نصیبم ساخته تا در سایه خدای را بسی شاکرم که از روی کرم پدر و مادری فداکار بسیار مشکل مینمود.   پایان نامه ین این ایشان تام 
 درخت 

.والدینی که بودنشان  نمایم لاشت  ودانش علم کسب راه در وجودشان سایه از و گیرم برگ و شاخ آنها ریشه از و بیاسایم وجودشان بار پر
دستم را گرفتند  ، ام بوده اندت بر سرم و نامشان دلیلی است بر بودنم چراکه این دو وجود پس از پروردگار مایه هستیتاج افتخاری اس 

 معنا را بودن انسان و ودنب  زندگی؛ برایم که آموزگارانی.آموختند نشیب به من  و فراز از پر زندگی وادی این در را و راه رفتن
 این در که وجودشان امیدبخش گرمای و ارسرش عاطفه پاس به گی،سانی شان از کلمه ایثار و از خودگذشت به پاس تعبیر عظیم و ان . دندکر

س در تر و سرگردانی و است رس فریاد که بزرگشان های قلب پاس ، به  تحصیلم بهترین پشتیبان من بودند  روزگاران سردترین
گزارم. سپاس از برادرم به پاس ن که هرگز فروکش نمی کند از آنها سپاس و به پاس محبت های بی دریغشا پناهشان به شجاعت می گراید

صادق و همیشه همراهم   ،مهربان و از دوست  قدردانی از قلب لبریز از مهربانیش که دلسوزانه به آینده ی روشن من چشم دوخته است
 .خانم حسینی که حضورش خستگی های این راه را به امید و روشنی تبدیل کرد 
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 چکیده

ک ی تحقیقاتی پویا در فیزیهای گرانشی یک شاخههای کوانتومی تحت تاثیر میدانی سیستممطالعه

 کتهپردازیم. نهای گرانشی میباشد. در همین راستا ما نیز به بررسی رفتار ذرات کوانتومی در میدانمی

فضا زمان خمیده در اطراف  های گرانشی سبب ایجادها آنست که میدانحائز اهمیت در اینگونه بررسی

های گرانشی باید برهمکنش ذرات شوند بنابراین به منظور تحلیل رفتار ذرات در حضور میدانخود می

ای هبا فضا زمان خمیده را بررسی کنیم. معادلات حرکت مورد استفاده برای بحث بر اینگونه پدیده

ان مثال برای بررسی ذرات بدون اسپین گردد به عنوهای ذرات معین میفیزیکی با توجه به ویژگی

شود. با این اوصاف ابتدا باید معادلات حرکت را در فضا ی شرودینگر استفاده میغیرنسبیتی از معادله

زمان خمیده فرموله کرد بنابراین توصیفی از معالات فرموله شده ارائه خواهد شد. سپس فضا زمان های 

و در  شوندواکر معرفی می-روبرتسون-کیهانی دوار، فریدمن متفاوتی مانند ریسمان کیهانی، ریسمان

 گیرد. های فیزیکی مورد بحث و تحلیل قرار مینهایت اثرات گرانشی آنها بر سیستم

 

گوردون، معادله -کلمات کلیدی: فضا زمان خمیده، ریسمان کیهانی، معادله دیراک، معادله کلاین

 شرودینگر
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 مقدمه      1-1

های گرانشی، تحقیقاتی جالب و مورد توجه دانشمندان های کوانتومی تحت تأثیر میدانی سیستممطالعه

زمان خمیده انجام گرفته  این راستا تحقیقاتی در مورد اتم هیدروژن در فضا باشد. به عنوان مثال در می

[. اتم قرار گرفته در یک میدان گرانشی تحت تأثیر برهمکنش با انحنای موضعی که همان 4-2است ]

ی تغییرات در طیف انرژی مشاهده ،ی چنین برهمکنشیگردد. نتیجهتوپولوژی فضا زمان است واقع می

ا زمان های فضباشد. این شیفت انرژی به ویژگیگر ساکن نسبت به اتم میتوسط مشاهده اتم مربوطه

به  متفاوت از شیفت طیف انرژی ،بستگی دارد. این نوع تغییرات در طیف انرژی به دلیل میدان گرانشی

توان باشد، در حقیقت میمی 2و زیمان 4دلیل حضور میدان الکترومغناطیسی مانند اثر اشتارک

[. اولین آزمایشی که اثرات 9های گرانشی و الکترومغناطیسی طیف انرژی را از هم جدا کرد]تلالاخ

انجام شد که در آن آزمایش اختلاف  5و ورنر1، اورهازر9گرانشی بر روی تابع موج را نشان داد توسط کوللا

[. در این آزمایش 1-5گیری شده است ]فاز ایجاد شده بین دو پرتو نوترون توسط میدان گرانشی اندازه

شود که ی شکافی تبدیل به دو پرتو مجزا میهای غیرنسبیتی( به وسیلههای حرارتی)نوترونپرتو نوترون

در میدان گرانشی زمین)گرانش ضعیف( حضور دارند و دارای اختلاف ارتفاع نسبت به سطح زمین 

ر آید. در این آزمایش تأکید بجود میها به وهستند. به دلیل اختلاف موجود اختلاف فاز نسبی بین پرتو

آن است که پتانسیل گرانشی نیوتنی سبب تغییر فاز تابع موج نوترون شده است. همچنین در این 

ی دیگر که در آن میدان گرانشی آزمایش بر این موضوع اشاره شده است که این تغییر فاز را به شیوه

با شتاب گرانشی ثابت زمین حرکت  (ثابت باشد بجای آنکه)وجود ندارد و بجای آن دستگاه آزمایش 

 باشد. اثر گرانشی دیگر در تداخلارزی میتوان بدست آورد که این تأییدی بر اصل همکند، میمی

                                                           
1 Stark effect 
2 Zeeman effect 
6Colella 
4Ovehauser 
5 Werner 
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انرژی  یبه منظور حفظ بقا 6[. نوترینو توسط پائولی6باشد ]های نوترینو میکوانتومی مربوط به نوسان

ها در والکترون( معرفی شد. نوترین یپروتون+ الکترون+ آنتی نوترینو ←و تکانه در واپاشی بتا )نوترون

,سه نوع الکترونی، میونی و تاو وجود دارند که به ترتیب با  e   و شوند. یک نمایش داده می

ز سه نهی خطی این نیستند بلکه برهمها دارای جرم معدهد که نوترینوسری آزمایشات تجربی نشان می

ی خلق در ناحیه Eتوان یک ویژه حالت نوترینو با انرژی ویژه حالت جرم مختلف هستند. بنابراین می

cR  واقع در مکانcr  را که با, cR شود را براساس بسطی از ویژه حالات جرم یش داده مینما

;نوترینو که به صورت  , ,  1 2  شود، نوشت: نشان داده می 3

, ,

, cR U  


 


 
12 3

      )4-4( 

,که  ,e   شود. یگر میها از یک نوع به نوع دها سبب نوسان آنباشد. معین نبودن جرم نوترینومی

;بعد از گذشت زمان  c dt t t t   که نوترینو در مکانdr  قرارگرفته است تحول نوترینو ازcR  به

dR شود:به صورت زیر بیان می 

, exp . ,
d d

c c

t r

d c

t r

i i
R H dt P dx R 

 
   
 
 

    )2-4( 

جام محاسبات در فضا زمان خمیده به منظور محاسبه احتمال نوسان نوترینو فاز جدیدی ظهور که با ان

 ی گرانشی است. یابد که فاز کوانتومی القا شدهمی

مان کند که گرانش به عنوان انحنای فضا زبینی میتئوری نسبیت عام به عنوان یک تئوری متریک پیش

توجه است که بدانیم چگونه انحنای فضا زمان در مکانی که شود. این موضوع جالب در نظر گرفته می

دانیم ارتباطی بین خواص گذارد. به بیان دیگر میاتم در آن قرارگرفته است بر طیف آن تأثیر می

ای که هندسه ذاتی موضعی فضا برای توپولوژیکی فضا و قوانین فیزیکی موضعی وجود دارد به گونه

                                                           
6 Pauli 
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[. در حقیقت گرانش به عنوان هندسه فضا زمان 9شده کافی نیست ] توصیف کامل فیزیک سیستم داده

رانش کند که گارزی انیشتین دارد. اصل هم ارزی انیشتین بیان میمعرفی می شود که ریشه در اصل هم

ی شود مگیرد. آزمایش ذهنی که در ادامه بیان میتواند نیرو باشد بلکه آن را معادل با شتاب مینمی

ارزی را نشان دهد. اگر شخصی در داخل یک آسانسور که با شتاب گرانشی ثابت زمین در تواند این هم

های متفاوت مانند پر و غیاب هرگونه میدان گرانشی به سمت بالا در حرکت باشد و دو جسم با جرم

رسند که این رویداد مشابه با چکش فلزی را همزمان رها کند این دو همزمان به سطح آسانسور می

آزاد این دو جسم در حضور میدان گرانشی زمین در غیاب مقاومت هوا است. یکی از دلایلی که  سقوط

ی انحنای مسیر نور در اطراف سبب شد گرانش به عنوان خمیدگی فضا زمان در نظر گرفته شود مشاهده

از فضا  یااشیا جرم دار بود. در نتیجه انیشتین در نظریه نسبیت عام پیشنهاد کرد که گرانش نتیجه

نامه به منظور تلفیق مکانیک کوانتومی و نسبیت عام، [. بنابراین در این پایان7زمان خمیده است ]

 های کوانتومی را در فضا زمان خمیده بررسی خواهیم کرد.پدیده

های ریاضی که برای توصیف فضا زمان خمیده مورد نیاز است بیان به طور خلاصه نظریه فصلدر این 

ی از نظر ریاض. کنندتوصیف می های فیزیکی رای فرآیندها طبیعت فضا زمان همهنظریه شود. اینمی

 [. 7-8بعدی ساخته شده است، که دارای هندسه نااقلیدسی است ] چهار 7فضا زمان دنیای ما از منیفلد

 منیفلد 1-1

اهای اقلیدسی  فضهای بنیادی در ریاضیات و فیزیک است. منیفلد )یا منیفلد دیفرانسیلی( یکی از نظریه

n ،بعدیnR ای از ، که مجموعهn  تایی ,..., nx x1 باشد و مجهز به متریک معین و مثبت تخت می

حیه باشد که در ناشناسیم. منیفلد متناظر با فضایی دارای خمیدگی و توپولوژیک پیچیده میرا می

ها نباشد. در اینجا شبیه بودن به معنای یکسان بودن متریک نیست بلکه تمی nRمشابه با  8موضعی

                                                           
7 Manifold 
8 Local 
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باشد. کل منیفلد با کنار هم قرار دادن این نواحی کوچک توابع و مختصات یکسان میمفاهیم اولیه مثل 

قطعه از  هر درقسمت و  هر ( فضای اقلیدسی استفاده شده درnشود. ابعاد )به صورت هموار ساخته می

 :[7-8] ی از منیفلدیهااست. مثال nتوان گفت که منیفلد دارای بعد بنابراین میمنیفلد یکسان است 

4. nR( شامل خط ،R( صفحه ،)R موضعی بلکه به صورت به صورت ها نه تن nR ( و ....2

  کند.رفتار می nRمشابه بانیز  و سراسری 3فراگیر

یک ، که به صورت مکان هندسی تمام نقاطی که دارای فاصله یکسان از  nSبعدی، nی کره .2

nRمبدأ در فضای تخت  1 شود.هستند، تعریف می S Sدایره ، 1 Sکره دوبعدی و ....   2 0 

از  ایکره صفر بعدی متشکل از دو نقطه )یک نقطه مبدأ و دیگری تنها یک نقطه در فاصله

 باشد.مبدأ( یک منیفلد گسسته و منفصل می

های مقابل آن را به هم پیوند بعدی است که سمت nمکعب بعدی که ناشی از یک  n 41چنبره  .9

Tایم. چنبره دو بعدی،داده های مخالف آن به یکدیگر متصل شده ، مربعی است که جهت 2

 است.

 
  چنبره دو بعدی که به وسیله مربع دو بعدی ساخته شده است.  4-4شکل 

حفره بجای تنها یک حفره  gچنبره دو بعدی با  که توسط یک gسطح ریمانی از دسته   .1

Sشود. ساخته می gسطح ریمانی از دسته )کره دو بعدی(  2 0 .می باشد 

                                                           
9 Global 
10 Torus 
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gهای متفاوت که به ترتیب از سمت چپ دارای سطوح ریمانی با تعداد حفره  2-4شکل  0، g 1  و

g 2 باشند.می  

  های دوگان ها و برداربردار 1-3

ای برداری کنیم که فضرا تعریف می ، pT،یک فضای مماس،  Mبر روی یک منیفلد،   pی در هر نقطه

باشد. می  Mبر روی   pی های گذرنده از نقطهی منحنیهای مماس بر همهری بردااست که شامل همه

Vرا با  Vهای گیریم و مؤلفهدر نظر می pTرا به عنوان یک بردار در  V بردار    دهیم.نشان می 

)های پایهبردار برحسب V های مؤلفه )ê   شوندریف میتعبه صورت زیر 

( )
ˆV V e    )9-4( 

xی طبیعی بر روی فضای مماس قرار دارد. این پایه، مشتقات راستایی توابع مختصات یک پایه    در

 ای است:نامیم که شامل مشتقات پارههای فضا میا را پایههباشد. این پایهمی   pی نقطه

( )ê      )1-4( 

xاگر دستگاه مختصات را تغییر دهیم به گونه ای که  x های مختصات جدید با قانون ، پایه

 شوده ای داده میزنجیر

x

x



  


  


  )5-4( 
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یعنی تغییرات آن تابع را نسبت  باشدمی e بردار گیری از یک تابع مثلا در جهتمشتق راستایی، مشتق

داشته باشیم   fبررسی کنیم اگر یک تابع اسکالرمثل  eخواهیم در جهت افزایش به یک مختصه می

 :آیدبه صورت زیر به دست می eمشتق راستایی در جهت 

ˆ ˆ ˆx y ze e e e       )6-4( 

e

f f f
D f

x y z
  
  

   
  

  )7-4( 

ز تابع شود. اگر امیتبدیل ای د مشتق راستایی به مشتق پارههای پایه باشبردار یکی از eحال اگر بردار 

 :کنیمبرداری بخواهیم مشتق راستایی بگیریم به صورت زیر عمل می

ˆˆ ˆr f i g j sk     )8-4( 

 ˆˆ ˆ
e e e eD r D f i D g j D sk         )3-4( 

به همین دلیل با توجه به تعریف مشتق راستایی در راستای بردار پایه توانستیم، بردار پایه را با مشتق 

 راستایی برابر بگیریم.

xبه  xمختصات   در تبدیل مختصات هنگامی که


اما  کندود بردار تغییر نمیشتبدیل می 

باید بردار برحسب دو دستگاه مختصات جدید و قدیم با هم برابر  کنند. بنابراینهایش تغییر میمؤلفه

 باشند:

V V 
 


     )41-4( 

x x x
V V V V V V

x x x

  
     

   


  

 

  
      

  
  )44-4( 

x

x








معکوس ماتریس  

x

x









  باشد.یم 
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*، یک فضای برداری  pTبرداری برای هر فضای
pT  های دوگان است. کنیم که شامل بردارتعریف می

 های خطی از فضای برداری اصلی به اعداد حقیقی است.ی نگاشتاز همه متشکل فضای دوگان فضایی

*اگر 
pT کندیک بردار دوگان باشد بنابراین به عنوان یک نگاشت به صورت زیر عمل می 

     aV bW a V b W R        )42-4( 

ها خود یک فضای ب آنست که این نگاشتلنکته جا اعداد حقیقی هستند bو  aبردار و  Wو  Vکه  

 های دوگان باشند خواهیم داشت:بردار و  دهند. اگر برداری تشکیل می

      a b V a V b V      .  )49-4( 

به صورت زیر شود گذاری میهایش که با اندیس پایین برچسببرحسب مؤلفهرا  یک بردار دوگان 

 گیریم:در نظر می

( )ˆ 
     )41-4( 

)که  )ˆ  د. بردار پایه دوگان به صورت زیر ساخته نباشمییا دوگان های پایه در فضای کتانژانت بردار

 شوند:می

( )
( )

ˆ ê 
     )45-4( 

* های پادوردا و عناصر فضای را بردار pTعناصر فضای 
pT م.که اولی را با گوییوردا میهای همرا بردار

رداری ب دهیم. حال اگر یک بردار از فضای دوگان بر رویدومی را با اندیس پایین نمایش میاندیس بالا و 

 از فضای تانژانت عمل کند، خواهیم داشت:

( ) ( )
( ) ( )

ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )V V e V e

V V R

   
   

  
  

    

  

 

  
  )46-4( 
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که به ازای   ،
 1 و به ازای   ،

 0 کند که رابطه بالا پیشنهاد می .باشدمی

 توان بردارها را نیز به عنوان نگاشتی بر بردارهای دوگان در نظر گرفت.می

dxشود. گرادیان تابع مختصات،نشان داده می dfوگان است و با گرادیان یک تابع یک بردار د   ،

 د.باشنبا پایه مختصات در فضای تانژانت می فضای کتانژانت متناظر یهاپایه

ˆ ˆ( ) .
x x

dx e e
x x

 
 

    


 
   

 
  )47-4( 

 ینیم که تبدیل یک بردار طبق رابطهدامی
x

V V
x


 




 



در نتیجه تبدیل  پذیردانجام می  

 باشد:های پایه نیز طبق این تعریف به صورت زیر میبردار

x
dx dx

x


 




 



  )48-4( 

ها در رداریابند. بهای پایه در فضای دوگان تحت تبدیل مختصات به صورت زیر تبدیل میبردار درنتیجه

 افته و تبدیل نیافته با هم برابر باشند فضای دوگان باید در دستگاه مختصات تبدیل ی

x x
dx dx dx dx

x x

x

x

 
   

      



 

     

 

 


  

 

 
    

 


 



  )43-4( 

های پایه باید بر روی هر قسمت از منیفلد یک صفحه )در واقع یک فضا( برای تعیین برداربنابراین 

واقع بر منیفلد بدست  ی مماس در هر نقطهگیریم و بردارهای پایه را بر روی هر صفحهبدر نظر  مماس

 .[7-8] های پایه تعریف شوندطه بردارباید در هر نقوریم. در حقیقت آ
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 متریک 1-5

gمتریک یک تانسور مرتبه دو است که با   شود. که در دو اندیس خود متقارن است. نشان داده می

gآن تانسور متریک معمولاً باید غیر تبهگن باشد به معنی آنکه دترمینان g   غیر صفر باشد در

gمعکوس متریک تانسور توان اینصورت می   به صورت زیر تعریف کرد: را 

g g 
    )21-4( 

متریک  11علامت یا امضایدهد که متریک معکوس نیز باید متقارن باشد. تقارن تانسور متریک نشان می

 -مثبت -ژه مقادیر مثبت و منفی آنست. به عنوان مثال متریک مینکوفسکی دارای علامت منفیتعداد وی

ها مثبت باشد متریک اقلیدسی یا ریمانی است و اگر دارای یک باشد. اگر همه علامتمثبت می -مثبت

لامت ع شود. اگر متریک دارای چندلورنتسی یا شبه ریمانی خوانده میباشد متریک  منفرد علامت منفی

شود. فضا زمان در نسبیت عام دارای متریک مثبت و چند علامت منفی باشد متریک نامعین گفته می

  لورنتسی یا شبه ریمانی است.

 شود:المان طول براساس متریک به شکل زیر تعریف می

ds g dx dx 
2   )24-4( 

Vبردار توان برای هر با استفاده از ساختار متریک، میهمچنین   بردار متناظر با آن در فضای برداری ،

 دوگان را تعریف کرد 

( )V g V dx dx g V dx g V     
          )22-4( 

Vضرب داخلی دو بردار درنتیجه   وW  شودصورت زیر تعریف می به: 

                                                           
11Signature 
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.V W V W g V W  
     )29-4( 

 [7-8] شودبه صورت زیر داده می در فضا زمان تخت المان طولبه عنوان مثال 

ds dt dx dy dz dx dx 
    2 2 2 2 2   )21-4( 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



 
 


 
 
 

 

.  )25-4( 

 :11های کریستوفلوردا و نمادمشتقات هم    1-4

وردا تعمیم داده مشتق هم ای بههدر یک فضا زمان دلخواه برای تبدیلات مختصات دلخواه مشتق پار

باره واش دشود که با عمل بر روی یک تانسور عمومی نتیجهای ساخته میبه گونهوردا شود. مشتق هممی

توان آن را به صورت زیر )مشتق که میدهیم، نشان می با را وردا باشد. مشتق همیک تانسور می

 :خطی( تعریف کردای به اضافه تبدیل پاره

V V V   
        )26-4( 

که 
 شود.شناخته می دهندهاتصالهاست که به عنوان ای از تبدیلات خطی یا ماتریسمجموعه 

Vاین است که  هادهندهاتصالخاصیت تبدیل این  
 اتصال  د.یاببه صورت یک تانسور تبدیل می

دهنده ها در فضای مماس با نقاط مجاورشان هستند. یک اتصالها پل ارتباطی بین برداردهنده

 شود نماد کریستوفل نام دارد که فرد که با استفاده از متریک ساخته میبهمنحصر

(4-27)  

 

                                                           
12 Christoffel symbols 

 
1

2
g g g g 

            
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یل آن را همین دل نوشتار این نماد شبیه به تانسور است ولی در حقیقت این نماد یک تانسور نیست به

ر وردا است که ددهنده برای ساختن مشتق هماستفاده بنیادی از این نوع اتصال خوانیم.نماد یا شی می

یابد. این به معنای آنست که برای هر راستای ای با مختصات تخت تقلیل میفضای تخت به مشتق پاره

وردای ، مشتق همV  ی تصحیحی توسط نماد کریستوفل داده ای به اضافه، به صورت مشتق پاره

  شود.  می

 : ای با هم برابر استوردا و مشتق پارهمشتق هم  برای یک اسکالر

       )28-4( 

 :[7-8] است رزی مشتق هم وردای یک بردار دوگان به صورتهمچنین 


             )23-4( 

 انتقال موازی 1-7

به  تر بررسی کنیم. مشتقتوانیم مفهوم دیفرانسیل را عمیقشناسیم میوردا را میاکنون که مشتق هم

مورد شود. در ی کمی میزان سرعت تغییرات یک کمیت در نظر گرفته میعنوان راهی برای محاسبه

اساسی آنست که تانسورها یک نگاشت از بردارها و بردارهای دوگان به اعداد حقیقی مسئله  تانسورها

هایی در نقاط مختلف در فضا زمان براحتی مقایسه بین توابع که در هستند و مقایسه چنین نگاشت

ای برای وسیله توان به عنوانوردا را میباشد، نیست. اما مشتق همحقیقت مقایسه بین دو عدد می

 ای تغییرات یکوردا آهنگ لحظهدر نظر گرفت. در واقع مشتق همآهنگ تغییرات تانسورها  گیریزهاندا

انتقال یابد. به بیان دیگر از آنجایی که در  است اگر میدان تانسوری به صورت موازی میدان تانسوری

ذیر پنسور امکانهای فضا زمان متفاوت هستند مقایسه تافضا زمان خمیده در هر نقطه از منیفلد پایه

خواه مورد نظر آن را از طریق مسیری دل نیست بنابراین به کمک انتقال موازی با ثابت نگه داشتن تانسور

ای که هر دو تانسور دارای رسانیم به گونهمربوط به تانسور دیگر برای مقایسه می صفحه مماسبه 
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توان تانسورهای مجاور را به ر این صورت میهای یکسان باشند این فرآیند انتقال موازی نام دارد. دپایه

آوری می کنیم که لازم نیست در فضای تخت نگران آن باشیم که وردا مقایسه کرد. یادکمک مشتق هم

ضا ها در هر نقطه از فبردارها عناصر تعریف شده در هر نقطه منفرد از فضا زمان باشند به دلیل آنکه پایه

آنست که نتیجه انتقال موازی یک ی بین فضا زمان خمیده و تخت زمان یکسان هستند. تفاوت اساس

رغم ((. علی9-4بستگی دارد)شکل ) گذردبردار از یک نقطه به نقطه دیگر به مسیری که از دو نقطه می

 مشکل ذکر شده دو بردار تنها زمانی قابل مقایسه هستند که عناصر یک فضای مماس یکسان باشند.

 
 زی یک بردار از دو مسیر مختلف بر روی کره دو بعدیانتقال موا  9-4شکل 

)هنگامی که مشتق یک میدان برداری را در راستای منحنی  )x   آوریم در فضای اقلیدسی بدست می

xو  xها را نهایت نزدیک که آندو نقطه بیهای بردار را در اصولاً مؤلفه dx نامیم مقایسه می

شوند. مشتق در راستای منحنی در فضا زمان از هم جدا می ها توسط پارامتر فاصله کنیم. آنمی

 خواهد شد:  xتخت در نقطه 

   
| limx

V x dx V xd
V

d

 


 

 


0
          )91-4( 

بر روی یک منیفلد دلخواه شی    V x dx V x     در حالت کلی یک بردار نیست به دلیل

تواند متعلق به یک فضای مماس یکسان آنکه یک بردار در دو نقطه مختلف بر روی یک منیفلد نمی

ای که وازی همانگونه که توضیح داده شد حل خواهد شد. به گونهاستفاده از انتقال مباشد. این مشکل با 

ای بر روی منیفلد منتقل کنیم تا دو بردار قسمتی از یک در راستای منحنی بردار را در یکی از دو نقطه
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در فضا زمان تخت شرط آنکه یک بردار به صورت موازی در راستای یک منحنی  فضای مماس شوند.

منتقل شود آن است که مشتق آن در راستای منحنی صفر باشد. در فضا زمان خمیده این شرط به 

 صورت زیر خواهد بود

D dx
V V

d d


 


 

  0   )94-4( 

که 
D dx

d d




 
  وردا در راستای منحنی و مشتق همV V V   

       باشدمی .

 در نتیجه

dx dx
V V

d d

 
  

 
 
   0  )92-4( 

Vکه این معادله دیفرانسیل مرتبه اول است که چگونگی انتقال موازی بردار     را در راستای منحنی

یا مسیر  x   این معادله مستقل از پارامتر  کند.توصیف می  .نهایت بی برای یک انتقالاست

 شود:کوچک این معادله به شکل زیر نوشته می

( ) ( ) ( ) ( )V x x dx V x x V x dx    
       )99-4( 

( )V x x dx    بردار ،( )V x  است که به صورت موازی از نقطهx   به نقطهx+dx   در

راستای منحنی  x   [7-8] انتقال یافته است . 

  13فرمولبندی چهارگانه 1-6

ارزی ه کمک اصل هماصلی و دوگان را بدست آوردیم. اکنون ب یتا اینجا بردارهای پایه طبیعی در فضا

 توانکه می ارزی زیربنای نسبیت عام استخواهیم بردارهای پایه موضعی را بدست آوریم. اصل هممی

                                                           
13 Tetrad Formulation  
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های مختلف بیان کرد: در مناطق به اندازه کافی کوچک از فضا زمان، قوانین فیزیک به آن را به روش

 گرانشی به وسیله آزمایشات موضعی هاییابند، آشکارسازی وجود میدانقوانین نسبیت خاص تقلیل می

 غیر ممکن است. 

باشد را به عنوان یکی از معیارهای این حقیقت را که فضا زمان به صورت موضعی مینکوفسکی می

ارزی است. شناسیم که نتیجه مستقیمی از اصل همتوصیف فضا زمان به عنوان یک منیفلد لورنتسی می

ضا زمان تخت که با آن آشنا هستیم در نواحی به اندازه کافی از اینرو مکانیک کوانتوم نسبیتی در ف

شود ای تعریف میدر فضا زمان خمیده در هر نقطه پایه کوچک در فضا زمان خمیده نیز معتبر است.

ریک مت عی تعریف کنیم در این صورت تانسورهای لخت مینکوفسکی یا لخت موضکه اگر آن را پایه

)ها را با که این پایه متریک مینکوفسکی خواهد بود.تانسور  هانوشته شده برحسب این پایه )
ˆ

ae  و

)ی دوگان را با بردارهای پایه )ˆ b دهیم. بنابراین)با اندیس لاتین( نشان می 

( ) ( )ˆ ˆa b
ab ab abg g                 )91-4( 

پایه دوگان در نظر گرفت  توان به عنوان ضرب داخلی دو بردارمی( 29-4) با توجه به معادلهرابطه بالا را 

دهند، چنین مجموعه متعامدی را که یک مجموعه متعامد نسبت به متریک مینکوفسکی تشکیل می

نامند و فرآیند تنظیم کردن یک چارچوب متعامد در هر نقطه از منیفلد را فرمولبندی چهارگانه می

 رابطه زیر بین بردارهای پایه موضعی برقرار است: .خوانندچهارگانه می

( )
( )

ˆ ˆa a
b be      )95-4( 

 های موضعی و فراگیر رابطه زیر را ایجاد کرد:توان بین پایههمچنین می

( ) ( )
ˆ ˆa

ae e e    )96-4( 

 های دوگان داریم:و به طور مشابه برای پایه
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( ) ( )ˆ ˆ b
be     )97-4( 

beو  aeکه    تبدیل چهارگانه و  یهاها ماتریسهای تبدیل هستند که به ترتیب به آنماتریس

 ( داریم:95-4( و )45-4شود. به کمک روابط )های معکوس چهارگانه گفته میماتریس

,a a a
b b ae e e e  

       )98-4( 

 رابطه بین متریک ها در فضا زمان خمیده و تخت به صورت زیر است: همچنین

ˆ ˆ ˆ ˆ, a b
a b ab abg e e g e e 

        )93-4( 

ر های موضعی نوشت بلکه هر تانسوتوان آن را برحسب پایهتانسور متریک تنها تانسوری نیست که می

ثال نه نوشت. به عنوان مهای موضعی با استفاده از ماتریس تبدیل چهارگاتوان برحسب پایهدیگری را می

Vهای بردار فراگیر مؤلفه  [:7-8های موضعی به صورت زیر است ]در پایه 

a aV e V 
 .  )11-4( 

  15تانسور انحنای ریمان     1-8

براساس نماد باشد که تانسور انحنای ریمان معیاری برای سنجش میزان انحنای فضا زمان خمیده می

 شود:کریستوفل به شکل زیر تعریف می

R       
                       )14-4( 

 باشد که در دو اندیس آخر خود پادمتقارن است یعنی( می4 ,9که تانسور مرتبه )

R R 
        )12-4( 

                                                           
14 Riemann curvature tensor 
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 45ها تانسور ریچیکی از آنشود که یکه دو کمیت دیگر نیز به راحتی از روی تانسور انحنا محاسبه می

 :است

R R 
     )19-4( 

 [:7-8باشد ]می 46و مورد دیگر اسکالر ریچی

R g R
  . )11-4( 

    16اتصال دهنده اسپینی     1-0

یده لد خمدر هر نقطه بر روی منیف ،چهارگانه یک دستگاه مختصات موضعی بندیبا استفاده از فرمول

ی ی در پایههایلد با مولفهیک بردار در یک نقطه بر روی منیفخواهیم بدانیم که چگونه تنظیم کردیم. می

های موضعی جدید منتقل لد با پایهی دیگری بر روی منیفموضعی در آن نقطه به طور موازی به نقطه

 شود که بهنتقال موازی میمربوط به این شکل از ا دهندهجواب این سوال منجر به یک اتصال شود.می

ود. شهای موضعی تعریف میوردای تانسورهم شود و به عنوان مشتقگفته می دهنده اسپینیآن اتصال

ی انتقال موازی بردار فراگیر در ای مربوط به انتقال موازی یک بردار موضعی باید مشابه رابطهرابطه

ا ب د بود، انتقال موازی یک بردار فراگیرتفاوتی خواهم دهندهاشد با این تفاوت که دارای اتصاللد بمنیف

 باشد:لد به شکل زیر میهای فراگیر در منیفپایه

( ) ( ) ( ) ( )V x x dx V x x V x dx    
                )15-4( 

 به شکل زیر است:های موضعی در پایهحال انتقال موازی به صورت موضعی برای بردار 

( ) ( ) ( ) ( )a a a b
bV x x dx V x x V x dx 

       )16-4( 

                                                           
15 Ricci tensor 
16 Ricci scalar 
17 Spin connection  
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)که  )a
b x باشد. می دهنده اسپینیاتصال 

 به صورت زیر است: ی فراگیرها در پایهها در پایه موضعی با بردارارتباط بین بردار

( ) ( ) ( )a
aV x e x V x     )17-4( 

xبه  xی که اگر آن را از نقطه dx :منتقل کنیم داریم 

( ) ( ) ( )a
aV x x dx e x x dx V x x dx           )18-4( 

)با بسط تیلور  )ae x dx   تا مرتبه اول درdx  خواهیم داشت: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a a a ae x dx e x dx e x e x dx e x
x

      



     


   )13-4( 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a
a aV x x dx e x V x x dx e x V x x dx dx   

         

 (4-51)  

)حال عبارت مربوط به  )aV x x dx  یم:کنرا جایگذاری می 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a a b
a a b

a a b
a a b

V x x dx e x V x e x x V x dx

e x V x dx e x x V x dx dx

   


    
  





   

  
    )54-4( 

dxحاصلضرب  dx   در جمله آخر منجر به ایجادdx شود که چون در اینجا تنها با تقریب می 2

م وی سنظر کنیم. همچنین در جملهم در نتیجه باید از این جمله صرفکنیمرتبه اول مسائل را حل می

وان تشود بنابراین میها جمع بسته مییک اندیس دلخواه است که بر روی تمامی مولفه aاز آنجایی که 

 درنتیجه نمایش داد، b آن را با
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( ) ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( )

( ) ( ( ) ( ) ( )) ( )

a b
a b b

a b
a b b

V x x dx V x e x x e x V x dx

V x e x x e x e V x dx

    
 

    
  





    

  
   )52-4( 

 داریم: (15-4ی )ی بالا با رابطهکه با مقایسه رابطه

( ) ( )a b
a b be x e x e  

       
 

   )59-4( 

 بنابراین

( ) ( ) ( ) ( )a
b a b be x e x x e x   

          )51-4( 

 درنتیجه

( )a a a
b b bx e e e e  

          .  )55-4( 
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 نسبیتیغیربررسی ذرات بدون اسپین 
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 ی شرودینگر در فضا زمان خمیده معادله      1-1

 ی شرودینگر به شکل زیر استفادهه از معادلهبه منظور بررسی یک ذره غیرنسبیتی در فضا زمان خمید

 [9میکنیم ]

LBi V
t M


 


   



2
2

2
    )4-2( 

 باشد که به صورت ر لاپلاسین در فضا زمان خمیده میوردای عملگفرم هم LB2که در آن 

(g g )ij
LB i jg


   

1 12 2 2      )2-2( 

,شود و در آنتعریف می , ,i j 1 2 3   ،det( )ijg g  ،M جرم ذره وV  باشد. پتانسیل خارجی می

و   Vشود و تابعیتی آن تعیین میوع فضا زمان خمیده و متریک مشخصهبا توجه به ن LB2عملگر 

 نوان گردد. به عشود، معین مین فضا زمان مورد نظر تعریف میبا توجه به دستگاه مختصاتی که در آ

ی و توان آن را هم در دستگاه مختصات کروانی یک فضا زمان خمیده است که میمثال ریسمان کیه

 و  r  ،تابعی از  و  Vای تعریف کرد بنابراین در مورد اولهم در دستگاه مختصات استوانه

 هستند.   zو    ،و در مورد دوم تابعی از 

 در فضا زمان ریسمان کیهانی 18لرتِ-پوش یای شکل دوگانهکولنی حلقهپتانسیل      1-1

ای لقههای حو پتانسیل ای شکل یگانه های حلقهی پتانسیلای شکل به دو دستههای حلقهپتانسیل

مثالهایی از ای شکل و نوسانگر هماهنگ حلقه 43های هارتمنپتانسیلشوند که شکل دوگانه تقسیم می

 21ای شکل دوگانهحلقه دوگانه و نوسانگر هماهنگ ای شکلحلقه های کولنیپتانسیل ودسته اول 

                                                           
18 Pӧschl-Teller double-ring-shaped Coulomb  potential 
19 Hartmann 
21 Double-ring-shaped oscillator potential 
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ی جمله ،ی اول علاوه بر پتانسیل شعاعیدستهدر مورد  باشند.هایی از دسته دوم میمثال
sinr 2 2

1 

ی اول، های موجود در دستهی دوم علاوه بر پتانسیلشود ودر مورد دستهنسیل اضافه مینیز به پتا

ی جمله پتانسیل شامل
cosr 2 2

1
 [. 3باشد ]نیز می 

 لر به صورت زیر است:ت  -ی کولنی پوشای شکل دوگانهابراین پتانسیل حلقهبن

( ) ( )
( , , ) ( )

sin

V V
V r V r

r r

 
 


  2 2 2                    )9-2( 

 که

( ) ,V r
r


    

( )
( ) ,

sin cos

b A A
V 

 


 2 2

1
  

( ) ( )
( )

sin ( ) cos ( )

D D C C
V

 


 

 
 

2 2

2 2

1 1
 

 (2-1)  

,در رابطه بالا , ,... 1 2 3 ،b 0 ، 0 و, ,A C D 1 های حقیقی و مثبت هستند. پارامتر

 ای شکلحلقههای خاصی از پتانسیل ای شکل دوگانه، حالتکولنی حلقه های کولنی، هارتمن وپتانسیل

)ی . پتانسیل کولنی تنها دارای جمله[41] لر هستندت -ی کولنی پوشدوگانه )V r ای باشد به گونهمی

Aکه باید  C D  1  وb 0 .اگر  باشد A C D  1 ( به پتانسیل 9-2ی )باشد رابطه

که  ایجاد می شود ی کولنی زمانیای شکل دوگانه. پتانسیل حلقه[44-42] شوددیل میهارتمن تب

    C D  -رای مطالعه ترازهای انرژی دورانیهای غیر مرکزی باینگونه پتانسیل[. 49] باشد 1

نند ای شکل ماقههای حلبین مولکول های چنداتمی، برهمکنشهای چند الکترونی، مولکولارتعاشی اتم

ای هکه در شیمی کوانتومی و فیزیک هستشود یافته استفاده میهای پیچشهبین هست بنزن و برهمکنش

 .[49-45] بسیار کاربرد دارد
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 ریسمان کیهانی     1-1-1

پیشنهاد شد که بر روی تئوری  4376در سال  55تام کیبل  اولین بار توسط 51وجود ریسمان کیهانی

گیری ساختارهای مشابهی در کرد تا سرانجام توانست شکلطی در ابر رساناها کار میخ 56هایورتکس

ی بیگ ر فازهای اولیهاشود در گذتر و سردتر میجهان در مقیاس بزرگ را هنگامی که جهان گسترده

 ضعیف و قوی در پی انتقال فاز به دلیلاینست که  ابتدا نیروهای الکترو فرض مهم .بنگ پیش بینی کند

 هایها و بوزونهای فرمیونشکست تقارن از هم جدا شدند. به دنبال این امر انرژی میدان هیگز به جرم

، تحت شرایط معینی این امر پردازیم()که در ادامه به توصیف میدان هیگز می شودبرداری تبدیل می

ول جهان اولیه کشیده های باریکی که در طپذیر است که مقداری از انرژی میدان هیگز در لولهامکان

 ها همان ریسمان کیهانی هستند.شدند، باقی بماند. این

های کیهانی با استفاده از مقیاس انرژی که در آن انتقال فاز مربوطه اتفاق می ها و ابعاد ریسمانجرم

ده است که نشان تخمین زده ش  Gev1510گردد. مقیاس انرژی وحدت بزرگ در حدود افتد، تعیین می

sحدود  GUTدهد انتقال فاز می 37 3510 بعد از بیگ بنگ اتفاق افتاده است زمانی که دمای  10

تون مپقابل مقایسه با طول موج کا  بوده است. ضخامت ریسمان کیهانی نوعاً k2810جهان از مرتبه

های طول مهم است. این فاصله بسیار کوچکتر از مقیاس cm2910یا در حدود GUTیک ذره با جرم 

باشد، به همین دلیل ریسمان کیهانی معمولاً به صورت ایده آل دارای می در اختر فیزیک و کیهان

 شود. جرم در واحد طول یک چنین ریسمانی که به طور قراردادی با ضخامت صفر در نظر گرفته می

دارای مقداری در حدود GUTو در مورد نمایش داده می شود، با مربع مقیاس انرژی متناسب است 

                                                           
21 Cosmic String 
22 Tom Kibble 
23 Vortex 
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g cm 21  ترینندارد هر چند در سادهباشد. هیچ محدودیتی بر طول یک ریسمان کیهانی وجود می 110

 امتناهی باشد بنابراین باید یا نتواند دارای انتهای آزاد باشد ها، یک ریسمان نمینظریه

  .[46] ی بسته را بدهدو یا تشکیل یک حلقه

باشد. یک میدان خارجی که میدان هیگز نامیده ی ذرات صفر میبراساس مدل استاندارد، جرم همه

شود باید برای جرم دادن به ذرات وارد شود. کوانتای میدان هیگز یک ذره با اسپین صفر است که می

شود. بوزون هیگز از نظر الکتریکی خنثی است. اگر میدان هیگز وجود داشته یگز نامیده میبوزون ه

کنش با ات بنیادی جرم خود را از طریق برهمکند. ذرباشد، تمام فضای خالی در کل جهان را پر می

 ینیکنش در لاگرانژجرم را با اضافه کردن یک جمله برهمآورند. از نظر ریاضی میدان هیگز بدست می

کنیم. معمولاً حالت با کمترین انرژی کند، معرفی میکه میدان ذره مورد نظر را با میدان هیگز جفت می

باشد. با شکست تقارن یک حالت با کمترین انرژی میدان غیر صفر میدان دارای مقدار انتظاری صفر می

هم یفی برای فود. به طور کشکه این فرآیند منجر به بدست آوردن جرم توسط ذرات میآید به وجود می

توان تصور کرد که بر روی زمین یا زیر آب قرار داشته باشیم. زمانی که بر روی بهتر میدان هیگز می

های خود را به راحتی و بدون هیچ مشکلی حرکت توانید بازوها و دستزمین قرار دارید به راحتی می

دلیل آن که آب در برابر حرکت شما مقاومت  شود. بهتر میها سختدهید. اما در زیر آب حرکت دست

ننده ککنشی برهمتوان فرض کرد که میدان هیگز در برابر حرکت ذرات بنیادی برای هر ذرهکند میمی

شدگی بین میدان شود. اگر جفتها میکند و مانع آنهای متفاوت مقاومت میبا میدان هیگز با شدت

ره بزرگتر است. و اگر ضعیف باشد  بنابراین جرم ذره کوچکتر هیگز و ذره قوی باشد بنابراین جرم ذ

کند. اگر میدان است. یک ذره مثل فوتون با جرم سکون صفر هرگز با میدان هیگز بر هم کنش نمی

هیگز هرگز وجود نداشت بنابراین تمام ذرات بدون جرم بودند. جرم بوزون هیگز به طور قطعی معلوم 

Gevنیست اما در حدود  C 2140 [47] تخمین شده شده است. 
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 کرویدر مختصات رفتار ذره غیرنسبیتی در فضا زمان ریسمان کیهانی       1-1-1

زمان ریسمان کیهانی در مختصات کروی را بررسی کنیم. -در فضانسبیتی ر یک ذره غیرخواهیم رفتامی

 شود:زمان به صورت زیر تعریف می-ن فضاای

sinds dt dr r d r d       2 2 2 2 2 2 2 2 2                                                 )5-2( 

که   0 2 ،  0  وr  0 باشد. پارامتر می ی در بازه ,0  قرار دارد که به ازای 1

 1  ی حرکتی که رفتار یک [. معادله9] آیدینکوفسکی در مختصات کروی بدست میزمان مفضا

ظر ی مورد نباشد. ذرهمیی شرودینگر کند معادلهذره غیرنسبیتی در فضا زمان مربوطه را توصیف می

(( قرار دارد. 9-2ر )رابطه ی)تل-ی کولنی پوشای شکل دوگانهترین شکل پتانسیل حلقهدر عمومی

 بنابراین

[ ( , , )] ( , , ) ( , , )LB V r r E r
M

          
2

2

2
         )6-2( 

جرم ذره و  M،شود( تعریف می2-2که مطابق رابطه ) 21بلترامی-عملگر لاپلاس LB2که 

( , , )V r   ی عملگر  لر است. برای محاسبهت -کولنی پوش یای شکل دوگانهپتانسیل حلقهLB2 

ورت یی ریسمان کیهانی به صگیریم که متریک مربوط به قسمت فضاتنها قسمت فضایی را در نظر می

 باشد:زیر می

sin

ijg r

r 

 
 

  
 
 

2

2 2 2

1 0 0

0 0

0 0

                      )7-2( 

 و با توجه به 

                                                           
21 Laplace-Beltrami operator 
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sin

ijg
r

r 

 
 
 
 
 
 
  
 

2

2 2 2

1 0 0

1
0 0

1
0 0

)det  و  ) sing r   4 2 2                                                )8-2( 

 شود:به صورت زیر محاسبه می  LB2عملگر

( )
sin

ij
LB i jg g

r  

 
    

  

1
2 2

4 2 2

1
                                                                       )3-2(

  

( sin )
sin

sin sin
( ) ( )

sin

LB r
r rr

r r

r r

 
 

   

    

 
   

   
  
    

2 2

4 2 2

2 2

2 2 2 2

1

                                               )41-2(        

( ( )) cot .
sin

LB r
r rr


    

     
     

     

2 2
2 2

2 2 2 2 2

1 1
         )44-2( 

 سپس با در نظر گرفتن تابع موج به شکل زیر

( , , ) ( ) ( ) ( )r R r                                                                           )42-2( 

 شود به( تبدیل می6-2درنتیجه معادله )

,

( ) cot ( ) ( ) ( )
sin

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

sin rn

r R r
M r rr

V V
V r R r E R r

r r


  
    

 
   



     
      

     

 
        
 

2 2 2
2

2 2 2 2 2

2 2 2

1 1
2

  )49-2( 

 بعد از جداسازی متغیرها خواهیم داشت:
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,

( ) ( )
( )( ) ( )

rn

d R r dR r M M
EV r R r

drdr rr



    

2

2 2 2 2

2 22 0  )41-2( 

( ) ( )
cot ( ) ( )

sin

d d M m
V

dd

 
   

  

  
       

 

2 2

2 2 2 2

2
0  )45-2( 

( )
( ) ( )

d M
m V

d

 
 



 
    
 

2 2
2

2 2

2
0  )46-2( 

sinتغییر متغیر سمتی، با اعمال گذاری پتانسیل ی(، بعد از جا46-2برای حل معادله ) ( )z  2 

 خواهیم داشت:

 

( ) ( ) ( )
[ (

( ) ( )

( ) ( )
) ( ) ] ( )

m m

m

z
d z d z m M D D

z
z z dzdz z z

M C C m M D D
z z

 



  




  

  
 

 
     

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2
2

2 2 2

1
1 12

1 4 21

1 1
0

2 4 2

        )47-2(  

 یدر نتیجه با توجه به رابطه[. 48-21] حل کرد NU( را با استفاده از روش 47-2)توان رابطه اکنون می

 داشت: مربوط به ویژه تابع در این روش خواهیم

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( , )

( ) ( )

( )

M D D M C C

m

M D D M C C

n

z z z

P z


 

 

 
   

 
 

  

 

2 21 1 1 1 1 1
2 24 16 2 162 2

2 21 1 1 1
2 2

2 216 162 2

1

1 2

                                            )48-2( 

sinحال با جایگذاری  ( )z   داریم: 2
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( ) ( )

( ) ( )
( , )

.

( ) (sin ( )) (cos ( ))

( sin ( ))

M D D M C C

m

M D D M C C

n

N

P


 

 

  



 
   

 
 

 



2 21 1 1 1 1 1
2 24 16 2 162 22 2

2 21 1 1 1
2 2

2 216 16 22 2 1 2

                     )43-2( 

            نویسیمی( م47-2) ویژه مقداری را برای رابطهمعادله  

( ) ( )
( ) .

m M D D M C C
n

 

   
       
    

2
2 2 2

2
2 2

1 1 1 1 1
4 16 16 22 2

 )21-2( 

cosxتغییر متغیر بدین منظور با اعمال کنیم. حل می NU( را نیز با روش 45-2معادله )  2 

 :     خواهیم داشت

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

x
d x d x Mb M

x A A
x x dxdx x x

m M
x A A x

 




   

       

 
      



2

2 2 2 2

2
2

2 2

1 3
12 2 1

1 2 21

1 0
4 44 2

         )24-2( 

 گردد:ویژه تابع به صورت زیر محاسبه می

( ( ) ) ( )

( ( ) , )

( ) ( )

( )

M Mb m
A A

M Mb m
A A

n

x x x

P x






   

  

  

 

2

2 2 2

2

2 2 2

1 1
1

4 16 2 2 4

1
2 1 2

16 2 2 4

1

1 2

      )22-2( 

cosxگذاری یبا جا   داریم: 2
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( )

( ( ) , )

( ) (cos ) (sin )

( cos ).

M Mb m
A A

M Mb m
A A

n

N

P






  



   

  

 

 

2

2 2 2

2

2 2 2

1 1
1

2 24 16 2 2 4

1
2 1 2

16 22 2 4 1 2

          )29-2( 

 نویسیم: ( می24-2ی ویژه مقداری را برای معادله )سپس رابطه

( )
( )

MA A Mb m
n



  
         
    

2
2

2 2 2

1 1 1 1
4

4 16 22 2 4
  )21-2( 

 آید:  ست میی زیر بد( رابطه41-2ی )گذاری پتانسیل شعاعی در معادلهیبعد از جا

,

( ) ( )
( ) ( )

rn

d R r dR r M M
E r r R r

drdr r r
     

2
2

2 2 22

2 22 1 0                     )25-2( 

 آید:یجه تابع موج به شکل زیر بدست میدر نت. کنیماستفاده می NUبرای حل آن از روش 

,

,
( ) ( )

nr

r

ME
r

n

n

ME
R r N r e L r


  

    

 
2

21 1 1
2

2 4 4
2

2
2   )26-2( 

زیر محاسبه های انرژی به صورت ، تراز NUهمچنین با استفاده از معادله ویژه مقداری در روش 

 گردد:می

, .

( )
rn

r

M
E

n





 

   
 

2

2 2

2 1

2 1 1 4
                                                  )27-2( 

  ،m  وrn  اعداد کوانتومی هستند و, , ,...rn n n   01 ای ژاکوبی های چندجملهمرتبه 2

حذف شود و ای اگر سهم پتانسیل زاویه باشد.می  1  انتخاب گردد بنابراین( )l l   1 

)ای که آید به گونهبدست می )l n n    2 )یا  2 )l n n   2 باشد در واقع می 
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,و  1،4،2تواند ....می , ,...m   0 1 ی که مشخصه وابسته به پارامتر  با توجه به آنکه   باشد. 2

، بنابراین تغییرات ترازهای ((21-2)طبق رابطه ) باشدی ریسمان کیهانی است، میزمان خمیده-فضا

زمان تخت مینکوفسکی به وضوح قابل درک است. در حقیقت -زمان خمیده نسبت به فضا-انرژی در فضا

های در تراز به دلیل حضور ریسمان کیهانی، منجر به تغییراتزمان -فضا ایجاد شده درمیدان گرانشی 

 شود.می انرژی و تابع موج ذره

 کیهانیدر فضا زمان ریسمان  ای شکل دوگانهپتانسیل نوسانگر حلقه      1-3

  است در حضور پتانسیل زیر قرار گرفتهیک ذره غیر نسبیتی 

( , )
sin cos

b c
V r M r

M r r
 

 

 
   

 

2
2 2

2 2 2 2

1
2 2

                       )28-2( 

 cو  b مرکزی است.نسیل غیرشودکه یک پتاای شکل دوگانه نامیده میکه پتانسیل نوسانگر حلقه

cامترهای حقیقی مثبت هستند. زمانی که پار 0  ی شکل اپتانسیل به پتانسیل نوسانگر حلقهاین باشد

بد یاه پتانسیل نوسانگر کروی تقلیل میصفر باشد این پتانسیل ب cو bیابد. اگر همزمان تقلیل می

های نند بنزن و برهمکنش بین جفت هستهای شکل ماهای حلقهتواند مولکول. این پتانسیل می[22-24]

coszی [. جمله29]یافته را توصیف کند تغییرشکل r 2 2 ا تقسیم ی مجزپتانسیل را به دو ناحیه 2

)کند؛ می , )z  0  و( , )z   کننده پیچشی مجزا ن این پتانسیل معرف دو چاه نوساننابرای؛ ب 0

zی باشد که توسط صفحهمی 0  [21]شوند جدا می .  

            با در نظر گرفتن

( , , ) ( ) ( ) ( )r T r S Q             )23-2( 

 وریم:آبا استفاده از روش جداسازی متغیرها سه معادله زیر را بدست میو 
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 ,

( ) ( )
( ) ( ) ( )

rn l

d T r dT r M r M l
T r E T r T r

r drdr r


    

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2
0  )91-2( 

( ) ( )
cot ( ) ( ) ( )

sin cos

( )
sin

d S dS b c
S lS

dd

n M
S



 
  

  


 

   

 

2

2 2 2

2

2 2 2

2
0

   )94-2( 

( )
( ) .

d Q
n Q

d






 

2
2

2 0                   )92-2( 

 :آوریممی دسترابطه زیر را ب (92-2ه )معادلاز 

( )
in

Q e  



  . )99-2( 

cosu( تغییر متغیر 94-2)برای بدست آوردن معادله   کنیم که با استفاده از آن را معرفی می 2

 آید:مربوطه به فرم زیر در میی معادله

( ) ( )

( ) [ ( )]

( )

ud S u dS u l
u

u u dudu u u

nb c l c
u S u





   
      

  
           

2
2

2 2

2

2

1 3 12 2
1 41

0
4 4 4 44

   )91-2( 

   آید:تابع موج به صورت زیر بدست می NUطبق روش 

( , )

( ) (cos ) ( cos ) ( cos )

nnbc
c b

nS P





   
  

  

22

22
11 122 16 2 2444 41 1 2    )95-2( 

 ی ویژه مقداری داریم:و از رابطه

.
nb c

l n





  
         
  

   

2
2

2

1 1 1
4

16 2 4 16 44
       )96-2( 
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sتغییر متغیر با استفاده از (91-2)ی برای بدست آوردن جواب معادله r د نظر را به ی موررابطه 2

 کنیم: شکل زیر بازنویسی می

,( ) ( )
( )rn lME sd T s dT s M s l

T s
s dsds s

 
      

 

2 2 2 2

2 2 2 2

3 12 0
44 2

    )97-2( 

 ( هستند: 93-2( و )98-2ب روابط )در این مورد تابع موج و ویژه مقدار انرژی به ترتی

( )

( ) ( )
r

M ll
r

n

M
T r r e L r


   



2 2
2

2
11 1 2 222

216 42 16 4 4
22

4
  )98-2( 

, .
rn l r

l
E n

 
    

 

1
2 1 2

16 4
     )93-2( 

، nکه در این بخش کنیم کرده است. همچنین یادآوری میکه نسبت به فضا زمان تخت شیفت پیدا 

rn  وl  ای را در این مسئله حذف کنیم آنگاه اعداد کوانتومی هستند. اگر سهم پتانسیل زاویه

( )l   1 آید که بدست میn n   2  بنابراین, , ...l 01 باشد همچنین یادآور می 2

,شویم که می , ,...rn n n   01    باشد.می 2

 14زمان ریسمان کیهانی دوار-رفتار یک ذره  کوانتومی در فضا   1-5

آل )یعنی میتوان آن را به صورت ایده بدون ساختار داخلی دوار متریک فضا زمان یک ریسمان کیهانی

های کیهانی با ساختار داخلی ضخامت متناهی دارند و از انرژی و با ضخامت صفر درنظر گرفت. ریسمان

 :[25-23]شودبه صورت زیر تعریف می اند(اده پر شدهم

                                                           
25 Spinning cosmic string  
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( )

( )

ds cdt ad d d dz

c dt ac dt d a d d dz

    

    

     

      

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2

                )11-2( 

که  0 ای مربوط به فضا زمان خمیده و پارامتر زاویه 1
Gj

a
c

 3

4
پارامتر دوران  یهندهنشان د 

ای اویهی زای ذره و تکانهی زاویهشدگی بین تکانهکنیم که جفتفرض  باشد. اگرریسمان کیهانی می

رودینگر ش نی متریک را نادیده بگیریم و معادلهی زماتوانیم مولفهسیار ضعیف باشد، میریسمان کیهانی ب

ی شرودینگر برای بررسی رفتار ذره ن از معادلهتواذره حل کنیم. در غیر اینصورت نمیرا برای این 

 .[27]کرد استفاده 

ijبا در نظر گرفتن شکل عمومی  i j

ij

ds g dq dq2  کهiq ها در دستگاه مختصات خمیده ها مولفه

 هستند، داریم:

ijg a 

 
 

  
 
 

2 2 2

1 0 0

0 0

0 0 1
                                                                   )14-2( 

g a  2 2 2 ijg      و    
a 

 
 
 
 
 
 

2 2 2

1 0 0

1
0 0

0 0 1

 )12-2( 

به صورت  که شدگی کمینه پتانسیل الکترومغناطیسیبا استفاده از روش جفت

i i i

e
i i A

c
      خواهیم داشت: ،شوداعمال می 



35 
 

( )

( )

A
( )(i c)

A A
(i c)

LB

e
a A a

i ca

e
A a

i c z za

e

a a a

e e

a i c a z







 

   
   

 
 

 

        

   

   
       

   
       

   
   

     

 
  

  

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1

1

1

1 1

 )19-2( 

ری ردابا ریسمان کیهانی دوار است، پتانسیل ب میدان مغناطیسی موازی شودفرض می از آنجایی که

Aی سمتی به صورت مغناطیسی تنها دارای مولفه B




2

2
 باشد:  می 

 

(2-11             ) 

                   

  با در نظر گرفتن

,( ,z, ) exp( )exp( ) ( )n lil ikz R                         )15-2( 

 خواهیم داشت:

, ,

c( )

exp( )exp( ) ( ) exp( )exp( ) ( )
c ( )

n l n l

i eB

m a z a m a

e B
il ikz R E il ikz R

m a

  

        


   

 

      
      

        


 

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 4

2 2 2 2

1
2 2

8

  (2-16)  

ˆ

c( ) c ( )

LBH
m m a z a

i eB e B

m a m a

 

     

 

   

    
        

     


 

 

2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 4

2 2 2 2 2 2 2

1
2 2

2 8
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)exp,بعد از تاثیر عملگرها بر تابع موج و تقسیم طرفین رابطه بر  )exp( ) ( )n lil ikz R   خواهیم

 داشت:

, ,

, ,

,

( ) ( )
( ) ( )

mc( ) mc ( )

n l n l

n l n l

n l

d d
R R

m R R dd a

l eB l e B
k E

a a a

 
 

    

 

     


 




    

  

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 4
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1
2

2 8

          )17-2( 

 نهایتاً 

, ,

, ,

( ) ( )

( ) .
c( ) c ( )

n l n l

n l n l

d d l
R R k

dd a a

eB l e B m
E R

a a

 
 

    

 


   


   

 


   

  

2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
0

4

      )18-2( 

 شود( حذف می18-2با اعمال تغییر متغیر زیر مشتق اول در رابطه )

, ( ) ( a ) ( ).n lR U   


 

1
2 2 2 4                   )13-2( 

 شود:( به شکل زیر تبدیل می18-2ی )معادله با اعمال تغییر متغیر بالا

,

, ,

( )
( )

( )

( ) .
c( ) c ( )

n l

n l n l

d U l
k

d a a a

eB l e B m
E U

a a


  

      

 


   


    

  


   

  

2 2
2 4 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 3 1
2 4

2
0

4

   

 (2-51)  

 :(خواهیم داشت51-2با تجزیه کسرهای موجود در رابطه )
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, ( )

a

a ( a)

( a)

n ld U l eBla e B a

a a a ad c c

l eBla e B a

a a a a c c

e B eB
k

c

   

  

  


   

 
 

 
         

  

   
            

  
           

2 2 2 2 2 2 2 3

2 2 2 2 4

2 2 2 2 2 2 3
2

2 2 2 4 2

2 2
2 2 2

2 2 2 2

1 3 3
4 8 16 2 2 8

1 3 3 1 3
4 8 16 2 162 8

1 3
16 4

, , ( ) .n l n l

l e B a e B a

c c c

m
E U

  




 




 

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 4 2 2 4

2

8 8

2
0

 

 (2-54)  

 با فرض  حل کرد. [19-29] 26( را با استفاده از روش حدسی54-2ی )ن معادلهتوااکنون می

( )
, ( ) ( )

g
n l nU f e

     )52-2( 

 ای کهبه گونه

( )
( )

n
n n

i

i

n

f
n


 






 
 




1

1 0

1
   )59-2( 

nو همچنین با اعمال فرض  0 :خواهیم داشت 

, ,( ) ( ) ( ) ( )U g g U         
 

2
0 0 0      )51-2( 

)حال اگر  )g  ،را به صورت زیر تعریف کنیم 

(2-55                                                    )( ) ln( a) ln( a)g D D D        2
1 2 3                               

 آید( به صورت زیر در می51-2ی )معادله

                                                           
26 Ansatz 
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

,

,

( ) [ ] [ ]
( ) ( )

[ ] [ ]

[ ] ( ) .

U D D D D
a a

D D D D
D D a D D a

a a a a

D D D D D D U

    
 

 

 

 


     

 

   
 

     

2 2 2 2 2 2
0 1 1 2 22 2

2 2
1 2 1 2

1 3 2 3

2 2
3 1 3 2 3 3 0

1 1

1 1
4 4

2 4 4 4 0

     )56-2( 

ه منجر به پیدایش معادلات زیر ( و برابری ضرایب این دو رابط56-2و ) (54-2ی )سه دو رابطهمقای

 شود:می

l eBla e B a D D
D D a

a a a a ac c

   

 
        

2 2 2 2 2 2 3 2
1 2

1 32 2 2 4

3 3
4

4 8 16 2 2 8
         )57-2( 

(2-58)  

 

D D   2 2 2 2
1 1

3
16

  )53-2( 

D D   2 2 2 2
2 2

3
16

    )61-2( 

              )64-2( 

, .
eBl e B a e B a m

k E D D D D D
c c c  

        
2 2 2 2 2 2

2
0 3 1 3 2 32 2 2 4 2 2 4 2

2
2 4 4

8 8
   )62-2( 

 D2و  D1( به ترتیب 64-2( تا )53-2باشند. با حل معادلات )( مشابه می58-2( و )57-2که معادلات )

Dو   شوند:به صورت زیر محاسبه می 3

D D




  



1 2

1
4
3
4

   )69-2( 

l eBla e B a D D
D D a

a a a a ac c

   

 
      

2 2 2 2 2 2 3 2
1 2

1 32 2 2 4

3 3
4

4 8 16 2 2 8

e B
D

c 
  

2 2
2
32 2 2 4

4
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.
eB

D
c

 3 4
   )61-2( 

 ( قسمت شعاعی تابع موج به شکل زیر خواهد بود:55-2( و )52-2(، )13-2با توجه به معادلات )

( ) ( ) ,
D D

D
R a a e

 
   

  
21 2

3

1 1
4 4               )65-2( 

شود، با  برابر مقدار متناهی و  0که با توجه به شرایط مرزی که تابع موج باید در 

Dانتخاب  1
1
4

 ،D 2
3
4

و  
eB

D
c

 3 4
 ذره کوانتومی بهترین رفتار فیزیکی را خواهد داشت. 

 گردد:ی انرژی محاسبه می( رابطه62-2ی )با حل معادله

,

eB l e B a
E k

m c c  

  
     

  

2 2 2 2
2

0 2 2 4

3
2 2 4

              )66-2( 

 باشد:و تابع موج به صورت زیر می

(2-67        ) 

 د. باشای ندارد( میع موج مربوط به حالتی که هیچ گرهکه بیانگر تابع موج حالت پایه )یعنی تاب

ت در سجی با یک گره( کافی اتابع اولین حالت برانگیخته )تابع مومقدار و ویژهبرای بدست آوردن ویژه 

n(، 59-2ی )رابطه 1 نتیجه را قرار دهیم، در 

f    1
1 1                                           )68-2( 

)باید مراتب بالاتر تابع  ،برای بررسی حالات برانگیختگی سیستم )f   را به ازایn 1  .استفاده کنیم 

 و همچنین 

( ) ( )
, ( )l lg g
lU f e e

     1
1 1 1                    )63-2( 

, ( ,z, ) Nexp(il )exp(ikz)( ) exp( )
eB

a
c

     


  

1
22

0 4
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 ( و با توجه به 55-2که با استفاده از رابطه ی )

( ) ( ) ( )
,

( )
, ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

l l l

l

g g g
l l l l

g
l l l l l

U g e g e g e

g e g U g U

  



       

  

       

    

1 1 2
1 1 1

2
1 1

2

2
        

 (2-71)  

 آوریمبدست می

( )
,

,

,

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )( )

lg
l

l

l

D D D
U D e

a a a

D D D
D U D

a a a

D D D D D D
U

a a a a

  
 

  

  


  

  

   

 
      

    

 
     

   


   

    

2
1 2 1

1 3 2

2 2 2 2 2
2 22 1 2

3 1 32 2 2

2
1 2 1 3 2 3

1

2 2
4

2 4

2 4 4

             )74-2( 

 آوریم:زیر را بدست می یرابطه نهایتاًو 



,( )

( )

( )

l

a
U D D D D D D

a a

a
D D a D D D D D D

a

D D D D a D D aD
a a

aD D D aD aD
a

D


   

 

   
 


    



      


  


     

      
 

     
 

     
 

 

2 2
1 3 1
1 1 1 2 1 3 1 1 2

2
1 2 3
1 1 3 1 1 1 2 2 3

2
1 1 2
1 1 2 1 2 3 2 2 22

2 1 2 1 2 2 2
2 1 2 1 2 1 12

1 2 1
1 1 1

1
4

1
4 4

1
4

1

,

(

) } l

D D D D D D

D D a D D a
D D D D D U

   

  
 

     


     

2 2 2 3 2 1 2
1 3 3 1 3 1 3

1 1 1 3 2 3
2 3 3 1 1 3 1 1

4 4 6 4

4 4
4 2 4 0

     )72-2( 

)( در 54-2ی )با ضرب طرفین رابطه )  1
 خواهیم داشت: 1
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, ( )
( )

a

a

n ld U l eBla e B a

ad c c

l eBla e B a l eBla e B a

a c c c c

l eBla e B a

a a c c

   
 

   

   

    

    

 


      

 

 
       

 

   

2 2 2 2 2 4 2 1
1 1
1 2 3 2 2 5

2 1 1 2 2 3 1 2 2 2 2 4
1 1 1

2 2 2 4 3 2 2 5

2 1 2 1 1 2 2 3 1
1 1 1 1

2 2 2

1
8 2 162 8

1
2 8 22 8 2 8

16 2 2 8

,

, ,

( a)

( a)

n l

n l n l

a

e B e B
a

c c

eBl e B a m eBl e B a
k E k

c c c c

m
E U

  



    

  

 
   

  
     

    
               

  
          

  


 

 

2 1
14 2

2 2 2 2 1
2 1 3 2 1

12 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 1 2

12 2 2 4 2 2 2 2 4

2

1 3 3
16 16

1 3 3
16 16 4 4

2
4 4

2
( ) . 0

  )79-2( 

 آوریم:( روابط زیر را بدست می79-2( و )72-2ی )از مقایسه دو معادله

a
D D D D D D D D a D D

a

l eBla e B a l eBla e B a

a ac c c c


    



     

    

      

      

2 2
3 1 1 2

1 2 1 3 1 1 2 1 1 3 1 1

2 2 2 2 4 2 1 2 1 1 2 2 3 1
1 1 1 1

3 2 2 5 2 2 2 4

4 4

8 2 16 22 8 2 8

     )71-2( 

a
D D D D D D D D a D D

a

l eBla e B a l eBla e B a

a ac c c c


    



     

    

      

      

2 2
3 1 1 2

1 2 2 3 1 1 2 1 2 3 2 2

2 2 2 2 4 2 1 2 1 1 2 2 3 1
1 1 1 1

3 2 2 5 2 2 2 4

4 4

8 2 16 22 8 2 8

   )75-2( 

aD aD D D a              2 1 2 1 2 2 2 1
2 2 1 2 1 2 1

3 3
16 16

    )76-2( 

aD aD D D a            2 1 2 1 2 2 2 1
1 1 1 1 1 1 1

3 3
16 16

    )77-2( 

e B
D

c 
  

2 2
2
3 2 2 24

4
   )78-2( 
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e B
D

c







2 2 1
2 1 1
3 1 2 2 24

4
   )73-2( 

,n l

eBl e B a m
D D D D D k E

c c 
       

2 2 2
2

3 1 3 2 3 2 2 2 4 2

2
6 4 4

4
   )81-2( 

,n l

D D a D D a eBl e B a m
D D D k E

c c   
      

2 2 2
21 3 2 3

3 1 3 1 1 2 2 2 4 2
1 1

4 4 2
2 4

4
  )84-2( 

 آید:سیستم بدست می با حل معادلات بدست آمده انرژی و تابع موج مربوط به

, ( )l

e B a eB l
E k

m cc  

 
    

 

2 2 2 2
2

1 2 2 4 2
2 4

  )82-2( 

, ( ,z, ) ( )( ) ( ) .

eB

il ikz c
l

a
N e e a a e


      



 

   
21 1

2 2 4
1      )89-2( 

 آوریم:ک حالت عمومی به شکل زیر بدست میانرژی سیستم را برای ی ،با تعمیم روابط

, ( )n l

e B a eB n l
E k

m cc  

 
    

 

2 2 2 2
2

2 2 4

3
2 24

   )81-2( 

ی دوم مربوط به حرکت ذره جمله باشد.گره می nکه نشان دهنده ترازهای انرژی مربوط به حالتی با 

در جهت موازی با راستای ریسمان کیهانی دوار است. در حقیقت ترازهای انرژی بدست آمده بیانگر 

cباشد که با در نظر گرفتن یدر فضای خمینه موردنظر م 27ترازهای انرژی لاندو

eB

mc
   به عنوان

   است. ی آخر معرف بخش نوسانی انرژیفرکانس سیکلوترون ذره، جمله

 خواص ترمودینامیکی    1-5-1

کی ای پیچیده فیزیهای چند ذرهای از فیزیک نظری است که امکان بررسی سیستممکانیک آماری شاخه

ی خواص میکروسکوپیکی سازد. در مکانیک آماری به وسیلهمیانگین آنها فراهم میرا براساس رفتار 

                                                           
27 Landau energy levels 
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 گیرد از اینرو انرژیی سیستم رفتار ماکروسکوپیکی آنها مورد بررسی قرار میاجزای تشکیل دهنده

lمربوط به یک تک ذره را در حالت خاص کوانتومی  0  کروسکوپیکی به منظور بررسی رفتار ما

 گیریم:  کنند را به صورت زیر در نظر میذره که با یکدیگر برهمکنش نمی Nسیستمی با 

,n

e B a eB n
l E k

m cc 

  
      

  

2 2 2 2
2

0 2 2 4

3
0

2 24
  )85-2( 

تابع پارش که معرف خواص آماری سیستم در حالت تعادل ترمودینامیکی است برای تک ذره به 

 :شودصورت زیر تعریف می

, expn

eBn
E c

n n

e B a eB
z e k e

m cc


 





 


 

  
       

  
 0

2 2 2 2
2 2

2 2 4
0 0

3
2 24

  )86-2( 

 سپس با استفاده از بسط زیر 

nx

x
n

e
e










0

1
1

  )87-2( 

 خواهیم داشت:

exp
eB

c

e B a eB
z k

m cc
e







 

  
      

   

2 2 2 2
2

2 2 4
2

3 1
2 24

1

  )88-2( 

 شود:ای به صورت زیر محاسبه میذره N تابع پارش برای سیستم 

expN

N
eB

c

N e B a eB
Q z k

m cc
e







 

  
       

   
 

 
 

2 2 2 2
2

2 2 4

2

3 1
2 24

1

  )83-2( 

توان بسادگی خواص ترمودینامیکی سیستم از جمله انرژی درونی، انرژی آزاد هلمهولتز و اکنون می

 آنتروپی سیستم را به ترتیب زیر بدست آورد.

ln
eB

c

eB
Q N e B a eB cU k N

m cc
e






 

  
            

 
 
 

2 2 2 2
2

2 2 4

2

3 2
2 24

1

  )31-2( 
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ln ln

eB

c
B

N e B a eB N
F k T Q k e

m cc





 

   
            

    

2 2 2 2
2 2

2 2 4

3
1

2 24
  )34-2( 

ln

B

eB

c
B eB

v c k T

F eBN
s k N e

T Tc
e









  
            



2

2

1
1

2
1

  )32-2( 
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 گوردون در فضا زمان خمیده-ی کلاینمعادله 3-1

 23گرانژابتدا با چگالی لا 28گوردون-ی کلاینوردای معادلهی مستقل مختصاتی یا همرای نوشتن نسخهب

 :[8] کنیمدر فضای مینکوفسکی شروع می

( )( )l M

        2 21 1
2 2

   )4-9( 

مورد  شود. پس باید درا تانسور متریک عمومی جایگزین میمتریک مینکوفسکی ب برای فضای خمیده،

  بحث شود. از آنجایی که آن در فضای خمیده به مشتقات وردای اسکالر است، مشتقات هم

 انحنای فضا زمان با میدان اسکالر به صورت شدگید. اثر فضا زمان خمیده در جفتیابای تقلیل میپاره

R ن به لاگرانژیاین کمیت  ای متناسب باجمله .استاسکالر انحنای ریچی  R سازد.خود را نمایان می 2

در فضا زمان خمیده به شکل زیر برای یک میدان اسکالر  منجر به چگالی لاگرانژ شود کهاضافه می

 شود:می

 ( )( )l M R

          2 2 21 1 1
2 2 2

                                   )2-9( 

وجود دارد که یکی از  باشد. دو انتخاب برایشدگی گرانشی با میدان اسکالر میثابت جفت که

بین میدان اسکالر با انحنای قیمی همکنش مستشود براست که سبب می 91شدگی کمینهها جفتآن

که در آن  وجود نداشته باشدزمان فضا  0 باشد می 94شدگی تطبیقیباشد و انتخاب دوم جفتمی

که در آن 
( )

n

n







2
4 1

کند. به عنوان مثال برای بعد فضا زمان را مشخص می nباشد کهمی 

, n  
1

4
6

 .[99]  دباشمی 

                                                           
28 Klein–Gordon equation 
29 Lagrange density 
30 Minimal  coupling 
31 Conformal  coupling 
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 ی کنشوردا با استفاده از چگالی لاگرانژین، از رابطهگوردون هم-ینی کلابه منظور استخراج معادله

 [:8] کنیمشود استفاده میتعریف می به صورت زیر که

S g l dx 
4                                                              )9-9( 

S اصل کمترین کنش با توجه به 0در فضا زمان خمیده به صورت زیر 92لاگرانژ-ی اویلر، معادله 

 :آیدبدست می

( )

g l g l


 

   
  

  
0                            )1-9( 

ی لاگرانژ، معادله-ی اویلرمیده در معادلهدون در فضا زمان خگور-ینبا واردکردن چگالی لاگرانژین کلا

 آید:ه به صورت زیر بدست میوردا در فضا زمان خمیدگوردون هم-ینکلا

( ) ( )g g M R
g


        



21
0    )5-9( 

 های کولنی تعمیم یافتهکنشهای اسکالر در فضا زمان ریسمان کیهانی در برهمبوزون      3-1

های کولنی تعمیم یافته و برهمکنش الکترومغناطیسی ور برهمکنشضبررسی ذرات در ح در این بخش به

ieAبه منظور گنجاندن برهمکنش الکترومغناطیسی باید تبدیل پردازیم. می      در را

 شود:ی زیر مینظر بگیریم، که منجر به رابطه

 

( )( ( ) ) ( ( ))ieA g g ieA M S r R
g


               



21
0

 (9-6)  

                                                           
32 Euler–Lagrange equation 
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را در یک فضا زمان خمیده ریسمان  eو بارالکتریکی  Mسبیتی با جرم رفتار یک ذره نخواهیم می

 : [91]کنیم که دارای متریک زیر است بررسی کیهانی 

ds dt dr r d dz    2 2 2 2 2 2 2
0                                               )7-9( 

rکه  0  ،(t, z) ( , )    و ,  0 برحسب چگالی جرم خطی  0باشند. پارامتر می 2

  به صورت  0 1 شود و تعریف می 4 0 یستم فیزیکی در یک میدان است. بعلاوه این س 1

Bˆبه صورت  zمغناطیسی موازی با ریسمان کیهانی در راستای  B k بدین  قرار گرفته است. 0

)سبب پتانسیل را به صورت  , , )A A 0  ی کولنی سمتی آن در پیمانهکنیم که مولفهتعریف می 0

A B r   2
0 0

1
2

 [.59است ] 

   با تعریف تابع موج به صورت زیر

( ) exp( ( )) ( )x i kz m Et R r                                                    )8-9( 

 و در نظر داشتن

                                          

,

det( )

g g
r

r

g g r











 
   

   
    
   

        

  

2 2
2 20
0

2 2
0

1 0 0 0
1 0 0 0

0 1 0 0
0 1 0 0

1
0 0 00 0 0

0 0 0 1
0 0 0 1

                                    )3-9( 

 داریم:

(r)
(r) [

( ( )) ] ( )

d R d m eB m e B r
R E

r drdr r

k M S r R R r





    

    

2 2 2 2 2
2 0 0

2 2 2
00

2 2

1
4

0

    )41-9( 

در این بخش  0 شوددر نظر گرفته می. 
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 برهم کنش معکوس مربعی و کولنی متحد شده        3-1-1

  نامند:می 99پتانسیل برهمکنش معکوس مربعی همراه با پتانسیل کولنی را پتانسیل کراتزر

( )
a b

S r
r r

  2                                                               )44-9( 

 
,پتانسیل کراتزر به ازای  4-9شکل  ba   1 1   

ی اول بیانگر پتانسیل [. جمله96-97]های متعددی از فیزیک بررسی شده است کنش در شاخهاین برهم

. با تغییر [97]باشد های کوچک میی نیروی قوی برای فاصلهمربوط به دافعهی دوم لنی و جملهکو

 متغیر زیر

1

2( ) ( )R r r U r


                                                        )42-9( 

 شود به ( تبدیل می41-9ی )معادله

( ) [ ( )

] ( )

b ab m e B r
U r a Mb E

r r r

eB m
k M U r





         

   

2 2 2 2
2 20

4 3 2
0

2 20

0

1 1
4 4

0
                   )49-9( 

 زیراکنون با انتخاب جواب حدسی 

                                                           
33 Kratzer 
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( )
, ( ) ( )

g r
U r f r e                                              )41-9( 

 که در آن

 ( )
( )i

i

f r
r


 



 





 
 




1

1 0

1
                                 )45-9( 

 به ازای 0  ،( )
, ( )

g r
U r e0 نتیجه شده به  ی دیفرانسیلباشد که با توجه به آن معادلهمی

 گردد:فرم زیر محاسبه می

, ,( ) ( ) ( ) ( )U r g r g r U r      
 

2
0 0 0                                      )46-9( 

)حال  )g r کنیم: را به شکل زیر پیشنهاد می 

( ) lng r r r
r


    2                                                          )47-9( 

 گردد:ی زیر محاسبه میبنابراین رابطه

 ,

,

( ) [ ( ) ( )

] ( )

U r r
rr r r

U r

 
    

 

         

  

2
2 2 2

0 4 3 2

0

1 1 2
2 4

2 2 0
              )48-9(   

 آید:( مجموعه معادلات زیر را بدست می49-9( و )48-9ی )با مقایسه رابطه

b                                                                    )43-9( 

ab    2                                                           )21-9( 

( )
m

a Mb




  



2
2
0

1 4

2
                                                    )24-9( 

eB
   0

4
                                                                )22-9( 

eB m
E k M 


    2 2 20

0

2 2                                              )29-9( 
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ی با توجه به رابطه
( )

( )
r

rR r r e


  


2

1
نهایت باید قیقت که تابع موج در مبدا ودر بیو این ح 2

 باید به صورت زیر انتخاب شوند: و ،باشد بنابراین متناهیای مقدار دار

m
a Mb




  



2

0

1 2

2
                                               )21-9( 

eB
   0

4
                                                              )25-9( 

.b                                                                       )26-9( 

 (، منجر به ویژه مقدار  29-9) معادلات اخیر همراه با معادله

( ( ) )
eB m eB M

E a Mb k M


        

1
2 2 20 0 2

2
00

3
2 2

                     )27-9( 

 تابع ویژه و

2

1
( )

2( ) exp( ( )) .
r

rx N i kz m Et r e




 
 

                                      )28-9( 

 شوند.می

 ای نرمهستهبرهم کنش       3-1-1

  به صورت  ای نرمهستهبرهمکنش 

( )
s s

S r
r r a

 


1 2                                                                   )23-9( 

 [.98-93]باشد ر فیزیک ذرات، مولکولی و اتمی میکه این یک برهمکنش مناسب برای تحلیل داده د
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sای نرم به ازای پتانسیل هسته 2-9شکل  s a  1 2 1  

 آید:ر گرفته شده به صورت زیر بدست میمتناظر با پتاتسیل در نظ گوردون-کلاین یمعادله

(r)
(r) [ ( )

( ) ( )] ( ) .
( )

d R d eB m e B r m
R E k M s

r drdr r

e B r s s s s s
Ms Ms R r

r a r a ar a

 
        

        


2 2 2 2 2
2 2 2 20 0

12 2 2
0 0

2 2 2 2
0 2 1 2 1 2

1 22

1 1
4

1 1
0

4

  

 (9-91)  

)برای حذف مشتق مرتبه اول تنها کافی است که مشابه بخش قبل از تبدیل  ) ( )R r r U r





1
2 

 شود: استفاده می

 

( ) [ ( )

( ) ( )] ( ) .
( )

eB m m e B r
U r E k M s

r

s s s s s
Ms Ms U r

r a r a ar a

 


        

       


2 2 2 2
2 2 2 20 0

12 2
0 0

2
2 1 2 1 2

1 22

1 1
4 4

1 1
0

              )94-9(         

 شود:ورد جواب حدسی زیر پیشنهاد میدر این م

( ) ln ln( )g r r r r a     2                                                   )92-9( 

 آید:ی زیر بدست میو رابطه



53 
 

 

( ) ( ( ) ( )
( )

( ) ) ( ) .

U r r
r r a

a U r
r a a ar

      

 
 

        


    


2 2 2 2
2 2

1 1
2 2 4

1
2 2 0

                )99-9( 

 آیند:( مجموعه معادلات زیر بدست می94-9( و )99-9با مقایسه روابط )

s s
Ms

a a


    1 2

1                                                          )91-9( 

m
s




 



2
2
12

0

1 2

2
                    )95-9( 

s s
a Ms

a a


     1 2

22                                                      )96-9( 

s


 


2
21 1 4

2
                                                            )97-9( 

eB
   0

4
                                                                )98-9( 

.
eB m

E k M  


      2 2 20

0

2 2 2                                         )93-9( 

)در اینجا  ) ( )rR r r e r a


 



 
2

1
مبدا و در ر تابع موج د متناهی بودنباشد و شرط می 2

 کند که  نهایت ملزم میبی

eB
   0

4
            )11-9( 

s


 


2
21 1 4

2
                                                                    )14-9( 

m
s


  

2
2
12

0

1
2

                                                                    )12-9( 
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 شود:( ویژه مقدار محاسبه می93-9ی )از رابطه

[ ( )]
seB m m

E k M s



       

12 2
2 2 220 2

12
00

1 4 2
2

2 2
                        )19-9( 

 شود:محاسبه می زیر نین ویژه تابع به صورتهمچ

( ) exp( ( )) ( )rx N i kz m Et r e r a


  




   
2

1
2                                )11-9( 

 35نلبرهمکنش کر     3-1-3

 برهمکنش کرنل دارای شکل زیر است:

( )
b

S r ar
r

                                                                     )15-9( 

 
aپتانسیل کرنل به ازای  9-9شکل  b 1  

 آید:به شکل زیر در می گوردون-کلاین ی شعاعیاز اینرو معادله

                                                           
91Cornell  
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( ) ( )
[ ( )

( ) ] ( )

d R r dR r eB m m
E k M ab b

r drdr r

e B Mb
r a Mar R r

r

 
        

     

2 2
2 2 2 0

2 2
0 0

2 2
2 2 0

1 1

0
4

        )16-9( 

   زیر  که به کمک تبدیل

( ) ( )R r r U r





1
2                                                                 )17-9( 

 شود:به شکل زیر پدیدار می

   

( ) [ ( )

( ) ] ( )

eB m m
U r E k M ab b

r

e B Mb
r a Mar R r

r

 
         

     

2
2 2 2 20

2 2
0 0

2 2
2 2 0

1 1
4

0
4

                   )18-9( 

 ( و با تعریف46-9( و )41-9های )رمولبا استفاده از ف

( ) lng r r r r    2                                                            )13-9( 

 داریم:

( ) [ ( ) ] ( )U r r r U r
rr


                 2 2 2 2

2

1
2 2 4 2 0    )51-9( 

 آیند:یر بدست میمجموعه روابط ز rهای یکسانی ازبا معادل قرار دادن ضرائب توان

m
b


  

2
2

2
0

1
2

                                                                     )54-9( 

( )
a e B

   

12 2 2
0 2

4 16
                                                                     )52-9( 

Mb

m
b







 
2

2
2
0

1
2

                                                                    )59-9( 



56 
 

( )
e B b

a a
m

b


  

 

12 2
2 0 2

2
2

2
0

4 1
2

                                                         )51-9( 

.
eB m

E k M ab   


       2 2 2 20

0

2 2                                      )55-9( 

)با توجه به  ) r rR r e r


 
 


2

1
 تابع موج بایدمتناهی شدن و شرایط  2

( )
a e B

   

12 2 2
0 2

4 16
                                                                     )56-9( 

m
b


  

2
2

2
0

1
2

                                                                       )57-9( 

 شود: ت زیر حصول میترازهای انرژی و ویژه تابع به صوردر نتیجه 

( ) ( )
M b e B m eB m

E a b k M ab

m
b





 
 
 
           
  
   

  
  

1
2

12 2 2 2 2
2 2 2 20 02

2 2
2 00

2
2
0

3
4 2

1
2

 

           (9-58                                                                                                                     )  

( ) exp( ( )) r rx N i kz m Et e r


  




  
2

1
2                                                     )53-9( 

 (FRW)36کروا-37روبرتسون-34ذره بوزونی در فضا زمان فریدمن     3-3

ای است که به منظور توصیف فضا زمان در حال انبساط همگن ، متریک شناخته شده FRWمتریک 

 شود:میبه صورت زیر تعریف  FRWشود. المان طول در فضا زمان و همسانگرد استفاده می

                                                           
35 Friedmann 
36 Robertson 
37 Walker 
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 ( ) sinds dt a t dr r d d
kr

  
 

     

2 2 2 2 2 2 2 2
2

1
1

                                        )61-9( 

که  , ,k  101 .( )a t کند. باشد که انبساط فضا در هر زمان ثابت را بیان میفاکتور بسط می

)متناسب با هر مقدار  )a tع فضا زمان خواهیم داشت: فضای تخت با ، سه نوk 0 فضای بسته یا ،

kکروی با   1 دارای انحنای مثبت(، فضای باز یا هایپربولیک با (k  1)دارای انحنای منفی( 

 شود:ه می[. بنابراین تانسور متریک به شکل زیر نمایش داد11,99]

2

2

2 2

2 2 2

1 0 0 0

( )
0 0 0

.1

0 0 ( ) 0

0 0 0 ( ) sin

a t

g kr

a t r

a t r





 
 

 
  
 

 
 

 

                                     )64-9( 

 وردا به ترتیبتانسور متریک پادوردا و دترمینان تانسور متریک هم

( )

( )

( ) sin

kr

a t

g

a t r

a t r





 
 

 
 
 

  
 
 
 
  

2

2

2 2

2 2 2

1 0 0 0

1
0 0 0

1
0 0 0

1
0 0 0

                 )62-9( 

( ) sin
det ( )

a t r
g

kr







6 4 2

21
                )69-9(                     

 باشند.می

 های برداری و اسکالر در فضا زمان خمیده گوردون در حضور پتانسیل-ی کلاینمعادله
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( )( ( )) ( ( ))ieA g g ieA M S r R
g


               



21
0      )61-9( 

 ( و تابع موج حدسی زیر61-9ی )باشد، که با استفاده از معادلهمی

( ) ( ) ( )iEte R r Q                     )65-9( 

 خواهیم داشت:

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) (t)

t t t t r

r r r r

r r r r r

kr
a t iE ieA E eA E e A R r

a t r a t R r

kr kr kr kr
ieA R r ieA R r

r R r R ra t a t a t a t

kr kr kr kr
ieA R r ie A ieA

R r R ra t a t a t a


       


     

  
     



2
2 2 2

2

2

2 2 2 2

2 2 2
2

2 2 2 2

3 2 1

2 1 1 2 1

2 1 1 1 1 1

cot cot
( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( ) sin ( ) sin (

r r

kr
R r e A ieA

a t a t r a t r a t r

e A
ie A ieA

a t r a t r a t r

ieA Q
Q ie A

Q Qa t r a t r a

 


    

 
  

 




 
 




  


      



        
 


    

2
2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2
2

2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
) sin

( ( ))
( ) sin

t r

e A M S r R
a t r








    

2 2

2 2 2
2 2 2

1
0          

(9-66)                                                                                                                            

 با انتخاب

( ) t ra t A A A A     1 0 0       )67-9( 

 شود به( تبدیل می66-9بنابراین معادله )
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )cot
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) sin

( ( ))

t t r r r

r

kr
E eA E e A R r kr R r kr R r

r R r R r R r

Qkr
R r

R r Qr r r

M S r R


 


 

   




        


        

 

   

2
2 2 2

22
2 2

2 2 2 2

2

2 1 1 1
2

1 1 1 1 1

0

     

 (9-68)  

 آید:ی مربوط به قسمت شعاعی، قطبی و سمتی بدست میای که سه معادلهبه گونه

( )
( ) ( ( )) R ) ( ) ( )

( )

t t r r

r

R r
E eA E e A M S r R r R r

rr kr

kr
R r

kr


         



  


2 2 2 2 2
2 2

2

2
1

0
1

 

 (9-63)  

cot ( ) ( ) ( ) ( )
sin

m
     


         

2
2

2 0  )71-9( 

( ) ( )Q m Q    2 2 0                    )74-9( 

 کنیم:از تغییر متغیر زیر استفاده می( 63-9ی )برای حل معادله

( ) ( ) ( )R r r kr U r




 

  
 
 

1
1 2 41         )72-9( 

 در نتیجه

( ) ( ) [ ( ( ))
( )

] ( )

t t

r
U r k U r E eEA e A M S r R

kr

k U r
r kr





       


  


2
2 2 2 2 2

2 2

2 2

3
4 1

3 1
0

2 1

  )79-9( 
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"" ار شدگی دارای مقدشدگی بین انحنای فضا زمان و میدان اسکالر است. اگر ثابت جفتمعرف جفت

ر غیر شود. دشدگی کمینه خوانده میشدگی مستقیمی وجود ندارد که جفتصفر باشد، در نتیجه جفت

اینصورت 
(n )

n







2
4 1

شدگی ی بعد فضا زمان است که در این حالت جفتدهندهنشان 'n'است که  

تطبیقی نام دارد. در اینجا فرض بر آن است که  0 ی زمانیل اسکالر و مولفهاست و با معرفی پتانسی 

 پتانسیل برداری

( )
s

S r s r
r

  1
0                                                                             )71-9( 

t

v
eA v r

r
  1

0       )75-9( 

k,( را برای سه حالت مختلف 79-9معادله ) k 0 kو 1  1 .محاسبه خواهیم کرد 

kحالت  .4 1  

 شود به( تبدیل می79-9در این حالت معادله )

 
   

 

( )

( )

U r E v v v v M s s s s
r

r
Ev Ev Ms Ms Ev Ms

rrr

v s v s U r
r





  
            

  

        



     



2 2 2 2 2 2
0 1 0 1 0 1 0 12

0 1 0 1 1 12 22

2 2 2 2
0 0 1 12

1 3
2 2

41
3 14 2 2 2

11

1
0

  )76-9( 

 کنیم( از روش حدسی به شکل زیر استفاده می76-9برای حل معادله )

( )
, ( ) ( )

g r
U r f r e      )77-9( 

 که در آن
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 ( )
( )i

i

f r
r


 



 





 
 




1

1 0

1
  )78-9( 

)با فرض  )
, ( )

g r
U r e0 خواهیم داشت 

, ,( ) ( ) ( ) ( )U r g r g r U r      
 

2
0 0 0         )73-9( 

)اگر )g r  به شکل زیر انتخاب شود 

ln( ) lng r r r     21   )81-9( 

 شود بهبدیل می( ت73-9معادله )

 
 

 

,

,

( )

( )

r
U r

r rr

U r
r r

     

   

                 

        

2 2
0 2 2 22

2 2
02

1 1
2 4 4 4 4 4

1 11

1 1
2 0

   

 (9-84)  

 آید:( معادلات زیر بدست می76-9( و )84-9با مقایسه روابط )

E v v v v M s s               2 2 2 2 2 2 2
0 1 0 1 0 1

3
2 2 4 4

4
     )82-9( 

   23
4 4

4
  )89-9( 

Ev Ev Ms Ms     0 1 0 12 2 4   )81-9( 

Ev Ms    1 12 2   )85-9( 

v s      2 2 2
1 1   )86-9( 
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v s    2 2 2
0 0   )87-9( 

 آوریم:( به ترتیب پارامترهای زیر را بدست می87-9( و )86-9(، )89-9از روابط )  






 



3
4
1
4

  )88-9( 

( )v s     2 2
1 1

1 1
1 4

2 2
    )83-9( 

 v s   

1
2 2 2
0 0        )31-9( 

 آوریمی قیدی زیر را بدست می( رابطه85-9( و )81-9مچنین با استفاده از روابط )ه

 
v

Ms Ms Ms
v

 
 

      
 

0
1 0 1

1

1 2   )34-9( 

با توجه به تابع موج حالت پایه زیر، باید  
1
4

انتخاب شود. همچنین به منظور ارضای شرایط مرزی  

rدر    وr 0  که تابع موج باید متناهی باشد بنابراین v s   

1
2 2 2
0  و 0

( )v s     2 2
1 1

1 1
1 4

2 2
vشوند، به شرط آنکه انتخاب می  s   2 2

1 1 0.    

( ) ( ) rR r r r e


 


 

1
1 2 41 .              )32-9( 

 ( خواهیم داشت82-9) از رابطه

    E s s M v v          

1
2 22 2

0 1 0 1 1  . )39-9( 
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kحالت  .2 0  

 شود به( تبدیل می79-9در این حالت معادله )

        



( )

( )

U r r Ev Ms r v s Ev Ms v s
r r

E v v M s s U r

           

    

2 2 2 2 2
0 0 0 0 1 1 1 12

2 2
0 1 0 1

1 1
2 2

2 2 0
 

 (9-31)  

 کنیم:به صورت زیر معادله بالا را حل می gکه با استفاده از روش حدسی و معرفی 

lng r r r    2   )35-9( 

 گردد:مقدار انرژی به صورت زیر محاسبه میتابع و ویژهبنابراین ویژه

r rU r e e  
2

  )36-9( 

 E M v v s s         

1
2 2 2

0 1 0 12 2 2 4   )37-9( 

 که

 v s 


   


2 2
1 11 1 4

2
  )38-9( 

 s v   

1
2 2 2
0 0

1
2

  )33-9( 

Ms v
Ms

v

v

v



 







0 1
1

0

1

0

2
2

2 4
   )411-9( 
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kحالت  .9  1  

 شود به( تبدیل می79-9در این حالت معادله )

 
   

 

( )

( )

U r E v v v v M s s s s
r

r
Ev Ev Ms Ms Ev Ms

rrr

v s v s U r
r





  
             

  

        



     



2 2 2 2 2 2
0 1 0 1 0 1 0 12

0 1 0 1 1 12 22

2 2 2 2
0 0 1 12

1 3
2 2

41
3 14 2 2 2

11

1
0

)414-9( 

 شود:معادله بالا حل می  gکه با استفاده از روش حدسی و انتخاب تابع 

ln( ) lng r r r     21   )412-9( 

 گردد:مقدار به صورت زیر محاسبه میتابع و ویژهبنابراین ویژه

( ) rR r r e


 
 

 

1
1 2 41   )419-9( 

    E s s M v v           

1
2 22 2

0 1 0 1 1   )411-9( 

 که

 
1
4

  )415-9( 

 v s 


   


2 2
1 11 1 4

2
  )416-9( 

 s v   

1
2 2 2
0 0  . )417-9( 
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cosxر متغیر کنیم. برای اینکار تغییاستفاده می NU( از روش 71-9برای حل معادله )   را بکار

 میبریم:

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) [ ( )]

d x x d x
x x m x x

x x dxdx x x


    
         

2
2

2 2

2 6 1 1 1
1 0

4 1 4 41
)418-9( 

 آید:بنابراین تابع موج به صورت زیر بدست می

( , )

( ) (cos ) ( cos ) ( cos )
m m

nP      

1 1 1
2 2 21 1 2     )413-9( 

  داریم: NUمقدار براساس روش ویژهاز رابطه 

( )( ).n m n m    2 2 1        )441-9( 

 ( خواهیم داشت:74-9از حل معادله ) همچنین

( ) .im
eQ 




                                                                                )444-9( 
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 فصل چهارم

 

 های نسبیتیبررسی فرمیون

 

 

 

 

 



68 
 

 معادله دیراک در فضای خمیده       5-1

میونی اسپینذرات فر
1
2
)شوند که با با میدان دیراک توصیف می  )x شود و رفتار نمایش داده می

ی دیراک مشتقات مرتبه اول نسبت به شود. در معادلهی دیراک تعیین میها توسط معادلهدینامیکی آن

 یین انتخاب، اجتناب از توزیع احتمال منفی است که در معادلهگیریم. دلیل ازمان و مکان را در نظر می

 : [47]شودشود. هامیلتونی دیراک به صورت زیر تعریف میگوردون مشاهده می-کلاین

ˆ .( )H c i mc    2    )4-1( 

iˆکه با جایگذاری در  H
t








 داریم: 

.( )i c i mc
t


  


    
 

2     )2-1( 

باشند باشد. در این معادله فضا و زمان هم ارز میدر فضای تخت می  وردای نسبیتی همکه این معادله

4های ماتریس و  شوند. و هر دو برحسب مشتق مرتبه اول در معادله ظاهر می هستند که  4

 شوند:ت زیر تعریف میبه صور

ˆ ˆ ˆe e e     1 1 2 2 3 3    )9-1( 

I

I


 
 

        
 

 

1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1

   )1-1( 

 های گاما نوشتی دیراک درفضای تخت مینکوفسکی را برحسب ماتریستوان معادلههمچنین می

, , ,a

a
i mc a

x


 


  


0 01 2 3    )5-1( 
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 شودبه صورت زیر تعریف می aکه

, ,i
i i     0 1 2 3 .  )6-1( 

های گاما در فضای مینکوفسکی ی دیراک در فضا زمان خمیده، باید از ماتریسبه منظور ایجاد معادله

ها در ین برای نوشتن آناند بنابراها برحسب مختصات موضعی نوشته شدهشروع کنیم. این ماتریس

 نه استفاده کنیمباید از فرمولبندی چهارگا مختصات فراگیر

a
ae       )7-1( 

 کنندرا ارضا می 98کلیفورد یافتهتعمیم جبر های گاما فراگیرماتریس

 , g     2     )8-1( 

 یافته در فضای خمیده را به صورت زیر نوشتدیراک تعمیم توان معادلهبنابراین می

( )a
aie m

      
 

0   )3-1( 

 ذره باردار در حضور میدان مغناطیسی در فضا زمان ریسمان کیهانی       5-1

)مختصات موضعی را به صورت  , , , )x t r z   کنیم. المان طول برای فضا زمان ریسمان تعریف می

 :[14] شودبه صورت زیر داده میکیهانی 

ds dt dr r d dz    2 2 2 2 2 2 2      )41-1( 

باشدکه می 93کمبودی مربوط به زاویه که   1 rچگالی جرم خطی است.  و  4 0  ،

( , ) ( , )t z     ی زاویه سمتی در بازهو ,  0 ابراین تانسور متریک به شود. بنتعریف می 2

                                                           
38 generalized Clifford algebra 
39 Angular Deficit  
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)صورت  , , , )g diag r    2 21 1 ،  11ی اسپینیاتصال دهنده جرم ذره،  Mباشد.می 1

( )S r شودپتانسیل اسکالر است که به صورت زیر تعریف می 

( ) c
lS r r

r


   . )44-1( 

در فضا زمان ریسمان کیهانی پتانسیل برداری مربوط به میدان مغناطیسی یکنواخت موازی با ریسمان 

Aˆبه صورت  که کیهانی B k   ی کولن خواهد شد:شود، در پیمانهتعریف می 0

( , , )A A A B r  


  2
0

1
0 0

2
 .  )42-1( 

ی دلخواهی در حضور پتانسیل الکترومغناطیسی مان خمیدهبرای هر فضا زیافته ی دیراک تعمیممعادله

 خارجی و پتانسیل اسکالر عبارتست از 

     ( ) , , ,i ieA M S r t r z
        

 
0  )49-1( 

که        را بایافته در فضا زمان خمیده ها گامای تعمیمباشد. ماتریسوردا میمشتق هم

  فضا زمان تخت مینکوفسکی را با و درa دهیم. بنابرایننمایش می 

a
ae      )41-1( 

e e e e         0 0 0 0 1 0 2 0 3 0
0 1 2 3   )45-1( 

                                                           
40 Spin affine connection  
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cos sin

cos sin

x y

x y

i

i
r

i
r

i

e e e e

e

e

e

e









 
    

 









 
         

 
 

   
    

    
  

1 1 0 1 1 1 2 1 3
0 1 2 3

0

0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

  (1-46)  

sin cos

sin cos

x y

x y

i

i

i

i

r r
e e e e

r r

e

ei

r e

e











 
 

 
    

 
 

 



 





 
  

      
  
 

 
 

   
        

 
 

2 2 0 2 1 2 2 2 3
0 1 2 3

0

0

0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0

(1-47)                                                                                                                        

e e e e         3 3 0 3 1 3 2 3 3 3
0 1 2 3   .      )48-1(  

 شودبه صورت زیر تعریف می 14همچنین عبارت اتصال اسپینوری

1
,

8

a b

ab 
     

 
  )43-1( 

 که در آن 

a c a c

c c
ab b b b

e e e e e   
            )21-1( 

                                                           
41 Spinor connection 
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aeو   ی باشد که رابطهفرمول چهارگانه میa
ae e 

  بنابراین با انتخاب  ،کندرا إرضا می 

sin
cos

cos
sin

a

r
e

r













 
 
 
 


 
 
 
 
 

1 0 0 0

0 0

0 0

0 0 0 1

  )24-1( 

 خواهیم داشت:

e e e e e e e e    
       0 1 2 3

0 1 2 3   )22-1( 

e e e e e e e e       0 1 2 3
0 0 0 1 0 2 0 3 0   )29-1( 

e e e e e e e e e     0 0 1 0 2 0 3 0 0
0 0 0 1 0 2 0 3 01 1  )21-1( 

cos
cos sin

sin
e e e e e e e e e e e e


  


         0 1 1 1 2 1 3 1 1 1 2 2 1

0 0 0 1 0 2 0 3 0 0 0 0 00   )25-1( 

sin cos
e e e e e e e e e e

r r

 


 


      0 2 1 2 2 2 3 2 2 1 2

0 0 0 1 0 2 0 3 0 0 0 0  )26-1( 

e e e e e e e e e     0 3 1 3 2 3 3 3 3 3
0 0 0 1 0 2 0 3 0 0 0  )27-1( 

 ( داریم27-1( و )26-1ی )از رابطه

1 2
0 0 0e e    )28-1( 

e e e e e e e e       0 1 2 3
1 0 1 1 1 2 1 3 1   )23-1( 

e e e e e e e e e     0 0 1 0 2 0 3 0 0
1 0 1 1 1 2 1 3 10 0  )91-1( 

cos sine e e e e e e e e e        0 1 1 1 2 1 3 1 1 1 2
1 0 1 1 1 2 1 3 1 1 1 1  )94-1( 

sin cos
e e e e e e e e e e

r r

 


 


      0 2 1 2 2 2 3 2 2 1 2

1 0 1 1 1 2 1 3 1 1 1 0  )92-1( 

e e e e e e e e e     0 3 1 3 2 3 3 3 3 3
1 0 1 1 1 2 1 3 1 1 0  )99-1( 
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 ( داریم92-1( و )94-1ی )از رابطه

cos , sine e  1 2
1 1   )91-1( 

e e e e e e e e       0 1 2 3
2 0 2 1 2 2 2 3 2   )95-1( 

e e e e e e e e e     0 0 1 0 2 0 3 0 0
2 0 2 1 2 2 2 3 20 0  )96-1( 

cos sine e e e e e e e e e        0 1 1 1 2 1 3 1 1 1 2
2 0 2 1 2 2 2 3 2 2 2 0  )97-1( 

sin cos
e e e e e e e e e e

r r

 


 
      0 2 1 2 2 2 3 2 2 1 2

2 0 2 1 2 2 2 3 2 2 2 1  )98-1( 

e e e e e e e e e     0 3 1 3 2 3 3 3 3 3
2 0 2 1 2 2 2 3 2 2 0  )93-1( 

 ( داریم98-1( و )97-1)از 

sin , cose r e r     1 2
2 2   )11-1( 

e e e e e e e e       0 1 2 3
3 0 3 1 3 2 3 3 3    )14-1( 

e e e e e e e e e     0 0 1 0 2 0 3 0 0 0
3 0 3 1 3 2 3 3 3 3 0  )12-1( 

cos sine e e e e e e e e e        0 1 1 1 2 1 3 1 1 1 2
3 0 3 1 3 2 3 3 3 3 3 0  )19-1( 

sin cos
e e e e e e e e e e

r r

 


 
      0 2 1 2 2 2 3 2 2 1 2

3 0 3 1 3 2 3 3 3 3 3 0  )11-1( 

e e e e e e e e e     0 3 1 3 2 3 3 3 3 3
3 0 3 1 3 2 3 3 3 3 1  )15-1( 

 ( داریم11-1( و )19-1از )

,e e 1 2
3 30 0   )16-1( 

 بنابراین
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cos sin

sin cos

a r
e

r


  

  

 
 


 
 
 
 

1 0 0 0

0 0

0 0

0 0 0 1

.  )17-1( 

 آوریم:ت می، ابتدا ضرایب کریستوفل را بدسدهنده اسپینیبرای بدست آوردن اتصال

( )g g g g 
            

1
2

  )18-1( 

 که تنها ضرایب زیر غیر صفر هستند:

( ) ( )g g g g r r
r

 


          


1 11 2 2 2
22 2 21 2 12 1 22

1 1
2 2

  )13-1( 

( ) ( ) ( )g g g g r
r rr




 
         



2 22 2 2
12 1 22 2 21 2 12 2 2

1 1 1 1
2 2

  )51-1( 

( ) ( ) ( )g g g g r
r rr




 
         



2 22 2 2
21 2 12 1 22 2 21 2 2

1 1 1 1
2 2

  )54-1( 

 پرداخت: دهنده اسپینیی اتصالتوان به محاسبهاکنون می

a c a c

c c
ab b b b

e e e e e   
           )52-1( 

a c a c

c c
ab b b b

e e e e e   
        0 00 0  )59-1( 

به دلیل آنکه تمامی ضرائب 
 های باشند و از طرفی هیچ کدام از درایهصفر می 0

b
e  دارای وابستگی

 همواره صفر است. (59-1بارت )صفر است پس ع هاآن0زمانی نیستند بنابراین 

a c a c

c c
ab b b b

e e e e e   
       1 11   )51-1( 

 

از آنجایی که 
a c

 باید همواره اش غیرصفر است ،تنها عناصر روی قطر اصلیa c .باشند 
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b b b
e e e e  
       

0 0 0 0

0 0
1 11 0             )55-1( 

ازای در عبارت بالا فقط به  0 جواب موجود است چونe
شود. چون غیر صفر می 0

b
e0  ها به r 

شود و چون صفر می rها نسبت به در نتیجه مشتق آن  وابستگی ندارند

 0
در  همواره صفر است  1

 باشد.     ها صفر می bلا به  ازای تمام نتیجه عبارت با

b
 10 0   )56-1( 

b b b
e e e e  
       1 1

1 1 1 1 1 11 1    )57-1( 

e e e e  
       1 1

110 11 0 1 11 1 0    )58-1( 

e1یستند در نتیجهن rوابسته به  e0چون تمام عناصر ستون صفرم  (،58-1)طبق رابطه  همواره  0

eی اول صفر است و از طرفی درجمله
وجود دارد که تنها به ازای  0 0 جواب غیر صفر دارد که اگر

 0  باشد
  0 باشد پسصفر می 1 1 1 0 0.  

sin
( sin )

sin
( sin )

e e e e e e e e

e e e e e e e e

e e e e r
r r

r
r

   
   

 
 




    

   


    




  



       

       

  
        

  

 
   

 

1 1 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 2 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1

1 3 1 3
1 1 3 1 1 1 1 3 1 1 1 1

1 1 2

1

0

      )53-1( 

cos cos
( sin ) ( sin )

e e e e e e e e e e

e e e e e e e e e e

r r
r r r

    
    

 
 

  

 
   

 

         

         

    
         

    

1 1 1 0 1 0 1 1
1 12 1 1 2 1 1 1 1 2 0 2 1 0 1 2 1 2 1

1 1 1 2 1 2 1 3 1 3
1 1 2 2 2 1 2 1 2 3 2 1 3 1 2

2

1
0

  )61-1( 


2

فقط به ازای  1   جواب غیر صفر دارد.2
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e e e e e e e e e e

e e e e e e e e e e

    
    

 
 

           

          

1 1 1 0 1 0 1 1
1 13 1 1 3 1 1 1 1 3 0 3 1 0 1 3 1 3 1

1 1 1 2 1 2 1 3 1 3
1 1 3 2 3 1 2 1 3 3 3 1 3 1 3 0

  )64-1( 

b b b
e e e e  
       2 2

22 1 22 112     )62-1( 

e e e e  
        2 2

120 22 0 1 22 1 0 0   )69-1( 

eاز آنجایی که 
ها به ازای نت  0 0  جواب غیر صفر دارد و اگر 0  باشد آنگاه01  برابر صفر

eاست و از طرفی ستون صفرم 
شود صفر می   rها نسبت به ندارند پس مشتق آن  rوابستگی به   0

 پس عبارت بالا همواره صفر است.

sin sin
( cos ) ( cos )

e e e e e e e e e e

e e e e e e e e e e

r r
r r r

    
    

 
 

  

 
   

 

         

         

    
       

    

2 2 2 0 2 0 2 1
12 1 22 1 1 22 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1

2 1 2 2 2 2 2 3 2 3
1 1 1 2 1 1 2 1 1 3 1 1 3 1 1

2

1
0

  )61-1( 

cos cos
( cos ) ( cos )

e e e e e e e e e e

e e e e e e e e e e

r r
r r r

    
    

 
 

  

 
   

 

         

         

    
       

    

2 2 2 0 2 0 2 1
122 22 2 1 22 1 2 0 2 1 0 1 2 1 2 1

2 1 2 2 2 2 2 3 2 3
1 1 2 2 2 1 2 1 2 3 2 1 3 1 2

2

1
0

  )65-1( 

e e e e e e e e e e

e e e e e e e e e e e

    
    

 
 

  



         

            

2 2 2 0 2 0 2 1
123 22 3 1 22 1 3 0 3 1 0 1 3 1 3 1

2 1 2 2 2 2 2 3 2 3 2 2 2
1 1 3 2 3 1 2 1 3 3 3 1 3 1 3 2 3 21 0

  )66-1( 

b b b
e e e e  
        3 3

33 1 33 113 0  )67-1( 

eها صفر است زیرا  bازای تمام  عبارت بالا به
های های سطر سوم که تمام درایهیعنی تمام درایه 3

این سطر صفر است به جز حالتی که  1 باشد که اگر 1 باشد ضریب کریستوفل

 1
همواره  1

bاز سطر یکم   rی دوم مشتق نسبت به صفر است و از طرفی در جمله
e1 شود که تمام ظاهر می
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ها صفر است. در نتیجه عبارت بالا همواره ندارند پس مشتق آن  rهای سطر یکم وابستگی به درایه

 صفر است.

a c a c

c c
ab b b b

e e e e e   
       2 22   )68-1( 

b b b
e e e e  
        

00 00

0 0
2 22 0 0  )63-1( 

eی بالا از آنجایی که در هر دو جمله
ظاهر شده است در نتیجه این عبارت تنها به ازای   0 0  غیر

صفر است و اگر  0  آنگاه ضریب

 0
های از تمام درایهصفر است و همچنین مشتق نسبت به  2

b
e0 .سطر صفرم(، صفر است پس عبارت بالا همواره صفر است( 

b b b
e e e e  
       

1 1 1 1

1 1
2 22 1   )71-1( 

e e e e  
       1 1

2 1 0 0 2 2 0 0  )74-1( 

e در عبارت بالا
به ازای  تنها 0 0  غیر صفر است که در این صورت

  0 ی شود و جملهصفر می 2

شود در نتیجه های ستون صفرم است که برابر صفر میاز تمام درایه گیری نسبت به دوم مشتق

  .رت بالا همواره صفر استعبا

   
sin

cos cos sin ( sin )cos

cos
( sin )

cos sin cos sin cos

e e e e e e e e e e e e

e e e e e e e e

r r
r r

r
r

    
    

 
 




      




 



      

           

       

 
       

 

 
   

 

  

1 1 1 0 1 0 1 1 1 1
2 1 1 1 2 2 1 0 1 2 0 2 1 1 1 2 1 2 1

1 2 1 2 1 3 1 3
2 1 2 2 2 1 3 1 2 3 2 1

2 1

sin cos sin   0

  )72-1( 
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   
cos

cos cos cos ( sin )sin

sin
( sin )

cos cos sin sin

e e e e e e e e e e e e

e e e e e e e e

r r
r r
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eاز آنجایی که 
تنها به ازای  3  غیر صفر است و چون  3

  3 نیز همواره صفر است و از طرفی  2

 باشد همواره صفر است پس عبارت بالا همواره صفر است.که ستون سوم می e3برای عبارت   2مشتق
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e e e e  
       2 2
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 عبارت بالا همواره صفر است.

c c
ac acab b b

e e e e  
        3 33 0  )84-1( 

در عبارت بالا چون تمامی ضرائب کریستوفل 
 های ند و از طرفی هیچ کدام از درایهصفر هست 3

b
e 

بنابراین همواره عبارت بالا برای  شودصفر می zها نسبت به ندارند پس چون مشتق آن zبه  وابستگی

a,تمامی  b صفر است. ها مختلف 

اده از با استف را اتصال اسپینوریتوان می سادگیه ب یاسپیندهنده اتصالهای با داشتن حاصل عبارت

 ( محاسبه کنیم43-1)ی رابطه

,a b
ab

      
 0 0

1
0

8
     )82-1( 

 ,a b
ab

      
 1 1

1
0

8
  )89-1( 
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                                   

 
         
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3
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01 1 1
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00 0 0 1
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2 01 1
1 1

4 20 2
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  (1-81)  

 که در آن





 
   

 
 

3
3

3

0

0
  )85-1( 

,a b

ab
      

 3 3

1
0

8
  )86-1( 

 هامیتونی دیراک در این مسئله به صورت 

   ˆ ( )r z
r zH i i ieA i M S r

                )87-1( 

ˆباشد و روابط جابجایی می ˆ ˆ ˆ, ,H P H J    
   3 3 . تقارن دورانی منجر به کندرا إرضا می 0

ˆ ˆ,H J  
 3

Jشودکه می 0 است،  z ای در راستایی زاویهعملگر تکانه  3

ˆˆ ˆJ L S i



     



3
3 3 3

1
2

P̂. همچنین  i
z


 


باشد و معادلات ویژه مقداری زیر می 3

 برقرار است:

ˆ ˆ, ,H E J j P k       3 3   )88-1( 
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,که  , , ,....j m m    
1

0 1 2
2

 د.کنکل فضا را جاروب می kو  

 :توان تابع موجی به شکل زیر حدس زددرنتیجه می
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.  )83-1( 

 :شود( به صورت زیر تبدیل می49-1ی )رابطه

( ) ( ( )) ( , , , )t r z
t r zi i i ieA i M S r t r z

                   
 

0

  (1-31)  

 :( داریم83-1ی )بنابراین با توجه به رابطه
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  (1-32)                  

 آید( مجموعه روابط زیر بدست می32-1ی )از رابطه
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 :( داریم39-1ی )از رابطه
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  خواهیم داشت: (36-1ی )چنین از رابطههم
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 آوریم.را بدست می

 :( خواهیم داشت31-1ی )( در معادله38-1( و )37-1با جایگذاری روابط )
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 :داریم (35-1ی )همچنین با جایگذاری این روابط در معادله
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با در نظر گرفتن 
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( به ترتیب به شکل زیر 33-1( و )411-1معادلات ) 
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توان این معادلات را به ی مرتبه دو هستند که می( معادلات جفت شده412-1( و )414-1معادلات )
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)که  )D r ظاهر شده است به همین  مربوط به آن بخش از عملگر است که در هر دو معادله یکسان

)دلیل به منظور ساختن شکل ماتریسی آن در ماتریس واحد ضرب شده است.  )A r  مربوط به

قسمتی است که عملگر در دو معادله تنها در یک علامت منفی فرق دارد به همین دلیل در ماتریس 
z  ضرب شده است و( )S r  آن قسمت از عملگر است که سبب شده توابع موجود در مربوط به

ه تا ضرب شد xمعادلات جابجا شوند و جفت شدگی دو معادله ایجاد شود بنابراین در ماتریس 

 ایجاد شود. شکل ماتریسی مناسب عملگر 

2  و واحدتوان با استفاده از یک ماتریس متعامد را می ̂عملگر دهیم نمایش می R̂که با  2

 قطری کرد
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 شودکه سرانجام منجر به شرایط زیر می
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 درها در فضا زمان خمیده بین کوارک ( را به عنوان طیف انرژی برهمکنش497-1توان رابطه)که می

 نظر گرفت.
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 گیری  بحث و نتیجه

مانند ریسمان کیهانی، ریسمان های خمیده گوناگون رفتار دینامیکی ذرات در برهمکنش با فضا زمان

ه وابسته ب در فضا زمان خمیده ،طیف انرژی ذرات واکر بررسی شد. -برتسونور-دمنکیهانی دوار و فری

به پارامتری است که در فضا زمان ریسمان کیهانی  این وابستگی که باشدهای فضا زمان میویژگی

های کلی فضا زمان ریسمان کند بنابراین شیف انرژی ناشی از خصوصیترا تعریف می ی کمبودزاویه

های انرژی لاندو برای ذره واقع در فضا زمان ریسمان کیهانی دوار بدست آمد و دیده تراز .استکیهانی 

ن تأثیر کنند، همچنیدر فضا زمان مینکوفسکی شیفت پیدا می شد که این ترازها نسبت به طیف انرژی

برهمکنش  اثر میدان گرانشی بر در ادامه خمیدگی فضا زمان در تابع موج ذره مورد نظر مشاهده شد.

های قرار گرفت و وابستگی تراز انرژی ذره به ویژگیها به کمک معادله دیراک مورد بررسی بین کوارک

فضا زمان به وضوح رؤیت شد. بنابراین تمامی ذرات نسبیتی و غیرنسبیتی در حضور هر نوع پتانسیلی 

 نگر اهمیت و تاثیر گرانش برکنند که این بیامتفاوت از فضا زمان تخت رفتار می ،در فضا زمان خمیده

گشایی بر مسئله ترکیب تواند راههایی میی چنین سیستممطالعه جهان پیرامون ماست. همچنین

 مکانیک کوانتومی و نسبیت عام باشد.    
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Abstract 

The study of quantum systems under the influence of a gravitational field has been 

developing research field. Along this researches we investigate effect of behavior of 

quantum particles in the presence of gravitational field. An interesting point is that the 

gravitational field creates curved space time around so for analyzing behavior of particles 

in the presence of gravitational field we should investigate interaction of particles with 

the curved space time. In order to discuss on such phenomena, motion equations would 

be specified in terms of properties of particles for example to study spinless nonrelativistic 

particles it should be used Schrödinger equitation. Therefore motion equations would be 

formulated in the curved space time since description of generalized equations will be 

presented. So different curved space time such as cosmic string, spinning cosmic string 

and Friedmann- Robertson- Walker space times will be introduced and finally we study 

effects of them on the physical systems. 

 

Keywords: curved space time, cosmic string, Dirac equation, Klein-Gordon equation, 

Schrodinger equation               
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