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චاری... ণپاس໋�

بی�کفایتی نه نامشان، ذکر بی مطلب شروع اما نمی�بینم کافی را سخن و کلام زحماتشان پاس برای اگرچه
از تن دو دریغ بی تلاش و کمک راهنمایی، حاصل می�گذرانید، نظر از آن�چه است. غفلت بلکه سخن،
استاد آن�که از پیش و بیش نباشد، آموزگار و معلم رفیع جایگاه به جسارت اگر که است کسانی بهترین
تلاش حاصل یافتید درخور و شایسته نوشتار این در آن�چه یافتمشان. دلسوز دوستانی بدانمشان، خود

است. من از دیدید نارسا و ناپخته آن�چه و ایشان،

گرامی؛ اساتید
می�بالم. خود به بسیار گشتم، بهره���مند جنابعالی محضر از مدت این در این�که از موحدیان؛ حسین دکتر
از دور به دید. را شما راهنمایی و تلاش آثار می�توان نوشتار این جای�جای در عنابستانی؛ مصطفی دکتر
امیدوارم شماست. قلبی رضایت است، مهم من برای هرچیز از بیش که آن�چه لفاظی، و تعارف هرگونه

باشد. شما نام شایسته شده، گردآوری آن�چه

تشکر شدم، بهره��مند مصاحبتشان و تدریس از مدت این در که دیگری اساتید از می��دانم لازم همچنین
حسن سرکرده�ای، محمدرضا رفیعی، مرتضی بی�تقصیر، کاظم دکتر آقایان چون اساتیدی کنم. قدردانی و
دانشکده محترم ریاست و مومنی مهدی رجبی، علی�اکبر توکلی، حسین شجاعی، محمدرضا حسن�آبادی،

حسامی. سعید دکتر فیزیک
خوشحالم؛ بسیار بودم شما کنار در دوره این در این�که از عزیز، دوستان

آقایان:
بروژ، حسین رنجبران، محمد امامی، صمد حیدری، محسن اکبری، روح�ا... کمالی، مهدی گیاه، حمید

امیرپور. خالد و کاوه احمد افشاری، مهدی شعبانی، مصطفی عنایتی، فرشید
خانم�ها:

فرضی، شکوفه تفاخ، کوثر صادقی، مریم قدیری، سمیه مرادی، زینب زاهدی، هستی رضازاده، مهناز
جلیلی. نرگس و قزوینی مهسا عدالتخواه، فاطمه محمودی، شیوا ابراهیمی، شیما

ජ໑ادی ൐ख़ید
۱۳۹۳

–



ଓฬ࠻ھدৎ
دانشگاه فیزیک دانشکده فیزیک رشته ارشد کارشناسی دانشجوی مرادی مجید اینجانب
راهنمایی تحت ، آن خواص و دایره روی کوانتومی ولگشت�های عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود،

می�شوم: متعهد عنابستانی مصطفی دکتر و موحدیان حسین دکتر

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

شاهرود دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ජ໑ادی ൐ख़ید
۱۳۹۳

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده

توزیع می�پردازیم. خط روی کلاسیکی ولگشت اجمالی بررسی و معرفی به ابتدا نوشتار، این در
این از بعضی شبیه�سازی کمک با و می�کنیم محاسبه آن برای را پخش ضریب و معیار انحراف احتمال،
معرفی را تحول عملگر می�پردازیم. خط روی کوانتومی ولگشت به سپس می�کنیم. بررسی را خواص
محاسبه ولگشت این برای را احتمال توزیع نمودار می�کنیم. بررسی ولگشت حالت بر را آن اثر و می�کنیم
کلاسیکی ولگشت با مقایسه برای همین�طور، داد. خواهیم نشان کلاسیکی ولگشت با را آن تفاوت و کرده
حالت هر داشتن با چگونه که داد خواهیم نشان می�کنیم. رسم کوانتومی ولگشت برای را واریانس نمودار
به را تحول عملگر فوریه، تبدیل از استفاده با بسازیم. را بعد حالت می�توانیم تحول عملگر از استفاده و

می�کنیم. تعیین را خط روی کوانتومی ولگشت ویژه�بردارهای و ویژه�مقادیر آن�جا در و برده k فضای
می�کنیم. معرفی را (چرخه) دایره روی کوانتومی ولگشت نام به کوانتومی ولگشت از دیگر مدلی ٢ فصل در
گونه�ای به را خط رو کوانتومی ولگشت تحول عملگر و کرده تعیین نیز ولگشت این برای را تحول روابط
باشد. استفاده قابل دایره، روی ولگشت همچون جایگاه متناهی تعداد با ولگشتی روی که می�دهیم تغییر
سپس می�آوریم. دست به را ویژه�بردارها و ویژه�مقادیر کرده�ایم، تعریف شکل این به که عملگری برای
که ویژه�بردارهایی و ویژه�مقادیر از استفاده با تا می�کنیم تلاش و می�کنیم معرفی را حدی توزیع مفهوم
تحت و آورده دست به دایره روی کوانتومی ولگشت برای را حدی توزیع یک آوردیم، دست به پیش�تر
در و کرده تعریف فصل این در که است دیگری مفهوم آمیختگی زمان کنیم. بررسی را آن مختلف شرایط

می�آوریم. دست به را بالایی حد آن برای دایره روی کوانتومی ولگشت
این می�دهیم. ارائه موبیوسی کوانتومی ولگشت نام با کوانتومی ولگشت از را خود مدل آخر، فصل در
کردن وارد طریق از مدل این در است. دایره روی کوانتومی ولگشت یافته بهبود نوع واقع در مدل
روی کوانتومی ولگشت مدل در تغییراتی مدل، به جدیدی هیلبرت فضای معرفی و α نام به پارامتری
آمیختگی زمان و حدی توزیع جمله از نظر، مد پارامترهای از بعضی بهبود به منجر که می�کنیم ایجاد دایره
α توسط شده ایجاد تغییرات می�شود. پارامترها این بهبود باعث α چگونه که می�دهیم نشان می�شود.
شده ایجاد تبهگنی�های بر را آن تاثیر نحوه و ورود شکل می�کنیم. بررسی ویژه�بردارها و ویژه�مقادیر در را
حدی توزیع چون پارامتری بر چگونه که ببینیم می�توانیم ترتیب این به و می�کنیم بررسی ویژه�مقادیر برای
به شده افزوده فضای پایان در می�کنیم. تکرار نیز آمیختگی زمان مورد در را روال همین می�گذارد. تاثیر
را مهم پارامترهای بر درهم�تنیدگی تاثیر و می�گیریم نظر در درهم�تنیده صورت به را اسپینی قسمت و مدل

می�کنیم. بررسی موبیوسی کوانتومی ولگشت در



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇ඼යج ౱ࣂࡣت

مصطفی؛ عنابستانی، مجید؛ مرادی، حدی؛ ویژگی�های عددی بررسی موبیوس: کوانتومی ولگشت .١
.١٣٩٢ شاهرود، شاهرود، دانشگاه کوانتومی، اطلاعات کنفرانس



مطالب فهرست

ر تصاویر لیست

١ جداول لیست

٢ پیش�گفتار ١

۶ ولگشت انواع ٢
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلاسیکی تصادفی ولگشت ١.٢
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . خط روی کلاسیکی تصادفی ولگشت ١.١.٢
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معیار انحراف ٢.١.٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پخش ضریب ٣.١.٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوانتومی ولگشت ٢.٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوانتومی ولگشت ١.٢.٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . خط روی کوانتومی ولگشت تحلیلی محاسبات ٢.٢.٢

٣٣ چرخه روی کوانتومی ولگشت ٣
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چرخه روی کوانتومی ولگشت تحول رابطه ١.٣
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . چرخه روی کوانتومی ولگشت در تحول عملگر ٢.٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . چرخه روی کوانتومی ولگشت ویژه�بردارهای تعیین ٣.٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حدی توزیع ۴.٣
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آمیختگی زمان ۵.٣

٧١ موبیوس�وار کوانتومی ولگشت ۴
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ولگشت تحول بازگشتی روابط ١.۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . موبیوسی ولگشت ویژه�مقادیر و ویژه�بردارها ٢.۴
٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حدی توزیع ٣.۴
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه حالت در درهم�تنیدگی ۴.۴
١٠٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه�گیری ۵.۴

د



ذ مطالب فهرست

١١١ مراجع

١١۶ نمایه



تصاویر لیست

١٠٠٠٠ و گام ١٠٠ با کلاسیکی تصادفی ولگشت از حاصل احتمال توزیع تابع نمودار ١.٢
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکرار.

٧ . بار) ١٠٠٠٠ تکرار: (تعداد گام. ١٠٠ بازه در کلاسیکی تصادفی ولگشت واریانس ٢.٢

دارای آماری جامعه گام. ١٠٠ بازه در کلاسیکی تصادفی ولگشت برای پخش ضریب ٣.٢
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. بوده عضو ١٠٠

ثابت مقدار یک t نمودار هر برای کلاسیکی. تصادفی ولگشت برای احتمال توزیع ۴.٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . است. شده رسم n برای نتیجه و شده گرفته نظر در

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . است. معیار انحراف با برابر که نرمال توزیع پهنای ۵.٢

کلاسیکی تصادفی ولگشت در گام�ها تعداد حسب بر پخش ضریب نمودار ممتد: خط ۶.٢
اساس بر گام�ها تعداد حسب بر پخش ضریب نمودار خط�چین: گام. ١٠٠ تا
١٠٠٠عضو شامل آماری (جامعه گام. ١٠٠ با کلاسیکی تصادفی ولگشت شبیه�سازی

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( است. بوده

اولیه حالت با گام ١٠٠ از پس هادامارد کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع ٧.٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . |ψ⟩ = |٠|⟨٠⟩

اولیه حالت با گام ١٠٠ از پس هادامارد کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع ٨.٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . |ψ⟩ = |٠|⟨١⟩

اولیه حالت با گام ١٠٠ از پس هادامارد کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع ٩.٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . |ψ⟩ = |٠⟩−i|١⟩√

٢

به کلاسیکی ولگشت با مقایسه در ممتد) (خط کوانتومی ولگشت معیار انحراف ١٠.٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .t = ١٠٠ ازای

اولیه حالت با گام ١٠٠ از پس هادامارد کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع ١١.٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . |ψ⟩ = |٠|⟨٠⟩

۴۴ . . . . . . گام ١٠٠ و جایگاه ١۵٠ با دایره روی کوانتومی ولگشت احتمال توزیع ١.٣

|ψ (٠)⟩ اولیه= حالت گام؛ ١٠٠ و جایگاه ٢۵ با چرخه روی کوانتومی ولگشت حدی توزیع ٢.٣
۴٧ . . . می�دهد. نشان را یکنواخت توزیع از فاصله شده، رسم خط است. بوده |٠⟩ |۵⟩

ر



ز تصاویر لیست

حالت گام؛ ١٠٠٠ و جایگاه ٢۵ با چرخه روی کوانتومی ولگشت حدی توزیع ٣.٣
یکنواخت توزیع از فاصله شده، رسم خط است. بوده |ψ (٠)⟩ = |٠⟩ اولیه⟨۵|

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . می�دهد. نشان را
اولیه حالت گام؛ ١٠٠٠ و جایگاه ٢۴ با چرخه روی کوانتومی ولگشت حدی توزیع ۴.٣
نشان را یکنواخت توزیع از فاصله شده، رسم خط است. بوده |ψ (٠)⟩ = |٠⟩ |۵⟩

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . می�دهد.
۵٠ . . . . . . . . . . می�گیرند قرار آن در ویژه�مقادیر که مثلثاتی دایره از ناحیه�هایی ۵.٣
۵١ . . زوج جایگاه�های تعداد برای دایره روی کوانتومی ولگشت ویژه�مقادیر در تبهگنی ۶.٣

اولیه حالت گام؛ ١٠٠٠ و جایگاه ٢۶ با چرخه روی کوانتومی ولگشت حدی توزیع ٧.٣
نشان را یکنواخت توزیع از فاصله شده، رسم خط است. بوده |ψ (٠)⟩ = |٠⟩ |۵⟩

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . می�دهد.
یا بزرگ�تر همیشه ممتد) (خط sin

(
δπ
٢
)
می�شود دیده که همانطور مقایسه�ای: نمودار ٨.٣

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. (خط�چین) δ مساوی
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . |λi − λj|با Lij کمان مقایسه ٩.٣
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ln (n) + ١ و

n∑
k=١

١
k
مقایسه ١٠.٣

٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موبیوس فردیناند گوست آ ١.۴
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موبیوس نوار ٢.۴

و جایگاه ٢۵ با چرخه روی کوانتومی ولگشت برای حدی توزیع شبیه�سازی نمودار ٣.۴
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . .|ψ(٠)⟩ = |٠⟩ |۵⟩ اولیه حالت با گام. ٢٠٠

حالت گام. ٢٠٠ و جایگاه ٢۵ با چرخه روی موبیوسی ولگشت برای حدی توزیع ۴.۴
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . .α = ٠٫ ٢ و |ψ(٠)⟩ = |٠⟩ |٠⟩ |۵⟩ با اولیه

با جایگاه. ٢۵ با چرخه روی موبیوسی ولگشت برای α حسب بر آمیختگی زمان ۵.۴
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . .ϵ = ٠٫ ۵ و |ψ(٠)⟩ = |٠⟩ |٠⟩ |۵⟩ اولیه حالت

حالت با گام ٢٠٠ و جایگاه ٢۵ با چرخه روی موبیوسی ولگشت برای حدی توزیع ۶.۴
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .α = ٠٫ ۵ و |ψ(٠)⟩ = |٠⟩ |٠⟩ |۵⟩ اولیه

برای گام ٢٠٠ و جایگاه ٢۵ با چرخه�ای روی ϵ حسب بر آمیختگی زمان نمودار ٧.۴
و |ψ(٠)⟩ = |٠⟩ |۵⟩ اولیه حالت با پیوسته) چرخه(نمودار روی کوانتومی ولگشت
|ψ(٠)⟩ صورت= به اولیه حالت با نقطه-خط) موبیوسی(نمودار کوانتومی ولگشت

٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .|٠⟩ |٠⟩ |۵⟩
حالت با گام ۵٠٠ و جایگاه ٢۴ با چرخه روی کوانتومی ولگشت برای حدی توزیع ٨.۴

٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .|ψ(٠)⟩ = |٠⟩ اولیه⟨۵|
حالت با گام ۵٠٠ و جایگاه ٢۶ با چرخه روی کوانتومی ولگشت برای حدی توزیع ٩.۴

٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. بوده |ψ(٠)⟩ = |٠⟩ اولیه⟨۵|



ژ تصاویر لیست

حالت با گام ۵٠٠ و جایگاه ٢۴ با چرخه روی موبیوسی ولگشت برای حدی توزیع ١٠.۴
٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .α = ٠٫ ۵ و |ψ(٠)⟩ = |٠⟩ |٠⟩ اولیه⟨۵|

گام. ۵٠٠ و جایگاه ٢۶ با چرخه روی موبیوسی ولگشت برای حدی توزیع نمودار ١١.۴
٩٢ .δ = ٠٫ ٠٠٨٧ α؛ = ٠٫ ۵ و است بوده |ψ(٠)⟩ = |٠⟩ |٠⟩ صورت⟨۵| به اولیه حالت

خط�چین دوم؛ و اول چهارم یک در موبیوسی کوانتومی ولگشت برای تبهگنی شرط ١٢.۴
ولگشت از απ

d
اندازه به که می�دهد نشان را دایره روی کوانتومی ولگشت ویژه�مقدار

٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. پیش موبیوسی
خط�چین چهارم؛ و سوم یکچهارم در موبیوسی کوانتومی ولگشت برای تبهگنی شرط ١٣.۴
ولگشت از απ

d
اندازه به که می�دهد نشان را دایره روی کوانتومی ولگشت ویژه�مقدار

٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. پیش موبیوسی
خط�چین دوم؛ و اول چهارم یک در موبیوسی کوانتومی ولگشت برای تبهگنی شرط ١۴.۴
ولگشت از απ

d
اندازه به که می�دهد نشان را دایره روی کوانتومی ولگشت ویژه�مقدار

٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. عقب موبیوسی
خط�چین چهارم؛ و سوم یکچهارم در موبیوسی کوانتومی ولگشت برای تبهگنی شرط ١۵.۴
ولگشت از απ

d
اندازه به که می�دهد نشان را دایره روی کوانتومی ولگشت ویژه�مقدار

٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. عقب موبیوسی
خط�چین دوم؛ و اول چهارم یک در موبیوسی کوانتومی ولگشت برای تبهگنی شرط ١۶.۴
ولگشت با απ

d
اندازه به که می�دهد نشان را دایره روی کوانتومی ولگشت ویژه�مقدار

روی ولگشت طرف دو در موبیوسی ولگشت ویژه�مقادیر دارد. اختلاف موبیوسی
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افتاده�اند. چرخه

خط�چین چهارم؛ و سوم یکچهارم در موبیوسی کوانتومی ولگشت برای تبهگنی شرط ١٧.۴
ولگشت با απ

d
اندازه به که می�دهد نشان را دایره روی کوانتومی ولگشت ویژه�مقدار

مقادیر ویژه طرف دو در موبیوسی ولگشت ویژه�مقادیر دارد. اختلاف موبیوسی
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افتاده�اند. چرخه روی کوانتومی ولگشت

خط�چین دوم؛ و اول چهارم یک در موبیوسی کوانتومی ولگشت برای تبهگنی شرط ١٨.۴
ولگشت سوی دو در απ

d
اندازه به که است دایره روی کوانتومی ولگشت ویژه�مقدار

٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افتاده�اند. موبیوسی
خط�چین چهارم؛ و سوم یکچهارم در موبیوسی کوانتومی ولگشت برای تبهگنی شرط ١٩.۴
ولگشت سوی دو در απ

d
اندازه به که است دایره روی کوانتومی ولگشت ویژه�مقدار

١٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افتاده�اند. موبیوسی
١٠١ . . . .α = ٠٫ ٣ پایین: .α = ٢ بالا: گام؛ ١٠٠ و جایگاه ٢۴ با کوانتومی ولگشت ٢٠.۴
١٠٢ . . .α = ٠٫ ٣ پایین: .α = ٢ بالا: گام؛ ١٠٠٠ و جایگاه ٢۴ با کوانتومی ولگشت ٢١.۴
١٠٢ . .α = ٠٫ ٢ پایین: .α = ٠٫ ۵ بالا: گام؛ ١٠٠ و جایگاه ٢۵ با کوانتومی ولگشت ٢٢.۴
١٠٣ . .α = ٠٫ ٢ پایین: .α = ٠٫ ۵ بالا: گام؛ ١٠٠٠ و جایگاه ٢۵ با کوانتومی ولگشت ٢٣.۴



س تصاویر لیست

|ψ⟩ = |χR⟩⊗ جدایی�پذیر اولیه حالت و گام ٣٠٠ جایگاه، ٢۵ با موبیوسی ولگشت ٢۴.۴
جایگاه هر در را یکنواخت توزیع از فاصله شده رسم خط .α = ٠٫ ٢ و (γ = ٠ )|x⟩

١٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .δ ≃ ٠٫ ٠١۴ می�دهد. نشان
|ψ⟩ = |χR⟩⊗ جدایی�پذیر اولیه حالت و گام ٣٠٠ جایگاه، ٢۵ با موبیوسی ولگشت ٢۵.۴
جایگاه هر در را یکنواخت توزیع از فاصله شده رسم خط .α = ٠٫ ٢ و (γ = π

۴ )|x⟩
١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .δ ≃ ٠٫ می�دهد.٠٠٧ نشان

|ψ⟩ = |χR⟩⊗ جدایی�پذیر اولیه حالت و گام ٣٠٠ جایگاه، ٢۴ با موبیوسی ولگشت ٢۶.۴
جایگاه هر در را یکنواخت توزیع از فاصله شده رسم خط .α = ٠٫ ٢ و (γ = ٠ )|x⟩

١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .δ ≃ ٠٫ ٠١۴ می�دهد. نشان
|ψ⟩ = |R⟩⊗ جدایی�پذیر اولیه حالت و گام ٣٠٠ جایگاه، ٢۴ با موبیوسی ولگشت ٢٧.۴
جایگاه هر در را یکنواخت توزیع از فاصله شده رسم خط .α = ٠٫ ٢ و (γ = π

۴ )|x⟩
١٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .δ ≃ ٠٫ ٠٠٩ می�دهد. نشان

جایگاه ٢۵ با موبیوسی ولگشت در γ برحسب یکنواخت توزیع از ممتد:فاصله نمودار ٢٨.۴
١٠۶ . . . . . . . . .γ حسب بر درهم�تنیدگی چین: خط نمودار .α = ٠ و گام ٣٠٠ و

و گام ٣٠٠ جایگاه، ٢۶ و ٢۵ ،٢۴ با ولگشت سه برای آمیختگی زمان نمودار ٢٩.۴
١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . .γ برحسب درهم�تنیدگی و ϵ = ٠٫ ٠٠١ ، α = ٠٫ ٢

γ = ٠ با ϵ = ٠٫ ٠٠٠۵ و جایگاه ٢۵ با ولگشت برای آمیختگی زمان مقایسه ٣٠.۴
١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (خط�چین). γ = π

۴ و ممتد) (خط
γ = ٠ با ϵ = ٠٫ ٠٠٠۵ و جایگاه ٢۶ با ولگشت برای آمیختگی زمان مقایسه ٣١.۴

١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (خط�چین). γ = π
۴ و ممتد) (خط

.ϵ = ٠٫ ٠٠٠۵ و جایگاه ٢۶ و ٢۵ ،٢۴ با ولگشت سه برای آمیختگی زمان در بهبود ٣٢.۴
دیگری و γ = ٠ از آن�ها از یکی که درهم�تنیده حالت دو میان تفاوت نمودار این در

١٠٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . است. شده داده نشان می�کند، آغاز γ = π
۴ از



جداول لیست

که است شده رسم ذره�ای برای نمودار .t زمان در n مکان در ولگشت وجود احتمال ١.٢
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. کرده آغاز مبدا از را خود حرکت

شده انجام ذره�ای برای محاسبات .t زمان در n مکان در ولگشت وجود احتمال ٢.٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . است. کرده آغاز مبدا از را خود حرکت که است

١



١ فصل

پیش�گفتار

جهان که رساند نتیجه این به را ما بیستم قرن اواسط و اوایل از تجربی شواهد و نظری تحقیقات
مورد در مقدماتی کتاب�های از کدام هر به (می�توانید است کوانتومی مکانیک قوانین فرمان زیر فیزیکی
([٣] ١٩٨٠) ١ مانین یوری نتیجه در .([٢] ١٩٩۴) و ([١] ١٩٧٠) کنید: مراجعه کوانتومی مکانیک
کامپیوترهای وسیله به می�تواند فیزیکی جهان که دریافتند مستقل طور به ([۴] ١٩٨٢) ٢ فاینمن و
ساخت امکان و نظری مطالعات آن، از پس دهه یک شود. شبیه�سازی ایده�آل صورت به کوانتومی
به کوانتومی دامنه�های میان تداخل و برهم�نهی مانند کوانتومی قوانین اساس بر کوانتومی کامپیوترهای
[۶]از ۴ دویچ-جوزا الگوریتم و ([۵] ١٩٨۵) ٣ دویچ الگوریتم شد. بدل تحقیقاتی فعال حوزه�های از یکی
را، خاصی محاسباتی مسائل می�توانند کوانتومی کامپیوترهای دادند نشان که بودند الگوریتم�هایی اولین
یکی (١٩٩۴) ۵ سایمون الگوریتم کنند. حل کلاسیکی Deterministic کامپیوترهای از کارآمدتر بسیار
ناشناخته تابع یک محاسبه مساله می�تواند کوانتومی الگوریتم یک که داد نشان که بود مثال�هایی اولین از
کوانتومی الگوریتم یک ۶ شور ،١٩٩۴ در .[٨] [٧] کند حل کلاسیکی الگوریتم یک از سریع�تر بسیار را
اعداد به کلاسیکی�اش همتای بهترین از بیش نمایی سرعتی با را دلخواه صحیح اعداد که کرد ابداع را
یک می�توانست اصول در که کرد ابداع را الگوریتمی ٧ گروور ،١٩٩۶ در .[١٠] [٩] می�کرد تجزیه اول
کلاسیکی الگورتیم نوع هر سرعت از دوم توان صورت به که سرعتی با را نشده طبقه�بندی داده بانک
کوانتومی اطلاعات حوزه در فعالی تحقیقات آغاز به منجر شور الگوریتم .[١١] کند جستجو است بزرگتر
ریاضیات کامپیوتر، علوم کوانتومی فیزیک شامل شاخه�ها از وسیع گستره�ای در کوانتومی محاسبات و
فرق خود کلاسیک همتاهای با کاملا که کرد آشکار را زیادی جدید تاثیرات تحقیق این شد. مهندسی و

١Yuri Manin
٢Feynman
٣Deutsch
۴Deutsch-Jozsa
۵Simon
۶Shor
٧Grover



٣

الگوریتم�های به نسبت گوناگون مسائل کارآمدتر حل برای کوانتومی الگوریتم�های تحلیل و طراحی دارند.
.[١٣] [١٢] است شده بدل جوشی و جنب پر تحقیقاتی حوزه� به کلاسیکی

که ٨ مارکوف زنجیره شبیه�سازی هستند. تصادفی ولگشت بر مبتنی کلاسیک الگوریتم�های از بسیاری
ولگشت همانند است. مثال�ها این از یکی ،[١۴] است کرده ظهور قوی الگوریتمی ابزار یک عنوان به
شده تبدیل کوانتومی محاسبات و الگوریتم�ها از مهم جزئی به هم کوانتومی نسخه کلاسیکی، تصادفی

است.
کلاسیکی تصادفی ولگشت یافته تعمیم شکل است، شده شناخته امروز که گونه آن کوانتومی، ولگشت
توسعه کوانتومی دامنه�های تداخل و برهم�نهی قبیل از کوانتومی مکانیک از جنبه�هایی از استفاده با که است
در می�کند، حرکت مکان فضای در مشخص احتمالی با ذره کلاسیکی، تصادفی ولگشت در است. یافته
همزمان پویش با ذره داریم، سروکار ٩ حالت�ها از برهم�نهی یک با که کوانتومی ولگشت در که حالی
خط یک روی کوانتومی ولگشت واریانس تا می�شود باعث این می�کند. حرکت چندگانه ممکن مسیرهای
[١۵] کلاسیکی تصادفی ولگشت خطی رشد با مقایسه در شود، بزرگ (زمان) گام�ها تعداد با دوم توان با

می�آید. دست به احتمالی نتیجه یک اندازه�گیری از پس کوانتومی ولگشت در .[١۶]
،[١٨] [١٧] است کرده پیدا کاربردهایی دانش شاخه�های تمام در تقریبا که کلاسیکی�اش همتای همانند
مطالعه، منظور به کوانتومی الگوریتم�های برای سودمند ابزاری هم کوانتومی ولگشت که است شده ثابت
کوانتومی ولگشت تاریخچه ادامه، در است. فیزیکی سیستم�های از بسیاری دینامیک توصیف و کنترل
فیزیکی سیستم�های دینامیک مطالعه و کوانتومی الگوریتم�های برای آن کارگیری به در که را پیشرفتی و

می�کنیم. خلاصه را است گرفته صورت
شد، معرفی ([١٩] ١٩٩٣) دیگران و ١١ آهارونف توسط بار نخستین کوانتومی١٠ تصادفی ولگشت اگرچه
ریازانوف به می�گردد باز مسیر، انتگرال از استفاده با همزمان صورت به چندگانه مسیرهای جستجوی ایده
یک در را کوانتومی ذره دینامیک (١٩۶۶) ١۴ میِر .([٢١] ١٩۶۵) ١٣ هیبز و فاینمن و ([٢٠] ١٩۵٨) ١٢

حرکت حال در اجزای تداخل با رابطه در دینامیک این کرد. مطالعه کوانتومی شبکه�ای گاز فرمول�بندی
ولگشت مفهوم ایده�ها، این اساس بر .[٢٣] [٢٢] بود مشخص های ١۵ جایگاه در دامنه راست و چپ به
کوانتومی ولگشت می�گیرد: قرار مطالعه مورد استاندارد شکل دو به اکنون و یافت توسعه کوانتومی
و ١۶ فرهی توسط زمان-پیوسته کوانتومی ولگشت زمان-گسسته. کوانتومی ولگشت و زمان-پیوسته

٨Markov
٩States

طول در تصادفی حالت هیچ�گونه و است معکوس�پذیر و یکانی کوانتومی نسخه تحول کلاسیکی�اش، همتای ١٠برخلاف

یافت. مرجح کاربرد کوانتومی ولگشت ”تصادفی”، عبارت گذاشتن کنار با بنابراین، ندارد. تحول زمانِ
١١Aharonov
١٢Riazanov
١٣Hibbs
١۴Meyer
١۵Node
١۶Farhi
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شدند. معرفی ([٢۵] ٢٠٠١) ١٨ واتروس توسط زمان-گسسته کوانتومی ولگشت و ([٢۴]) ١٧ گوتمن
توسط می�شود، شناخته ١٩ هادامارد ولگشت عنوان به که زمان-گسسته کوانتومی ولگشت از خاص نوعی
به تفصیل به [٢۶] ٢١ کمپه توسط مروری مقاله یک شد. معرفی ([١۵] ٢٠٠١) دیگران و ٢٠ آمبینیس

می�کند. بحث نوع دو این درباره الگوریتمی، کاربردهای بعضی همراه
کار به مسائل از بسیاری برای گسترده طور به زمان-گسسته هم و زمان-پیوسته تصادفی ولگشت هم
٢٠٠٣) دیگران و ٢٢ شنوی به کنید نگاه (مثلا شده�اند طرح کوانتومی جستجوی الگوریتم چندین رفته�اند.
٢۵ آرانسن [٣٠])؛ ٢٠٠۵) دیگران و آمبینیس [٢٩]؛ ([٢٨] ٢٠٠۴) ٢۴ گلدستون و ٢٣ چایلدز [٢٧])؛
([٣٣] ٢٠٠۴) آمبینیس مروری مقاله .([٣٢]٢٠٠٧) دیگران و ٢۶ ماگنیز [٣١])؛ ٢٠٠۵) آمبینیس و
را کوانتومی ولگشت ([٣۴] ٢٠٠٧) آمبینیس می�کند. بحث تفصیل به الگوریتم�ها این از بعضی درباره
از بسیاری مورد در کوانتومی ولگشت برد. کار به عناصر تشخیص برای بهینه کوانتومی الگوریتم یک در
آزمون ،([٣۵] ٢٠٠۵) دیگران و ماگنیز توسط مثلثی کاوش مانند ، جستجو مدل درباره دیگر مسائل
و ماگنیز توسط گروه جابه�جایی آزمون ،([٣۶] ٢٠٠۶) ٢٨ اشپالک و ٢٧ بورمان توسط ماتریس ضرب
٣١ ریچارد و ([٣٨] ٢٠٠٧) دیگران و آمبینیس توسط ٣٠ بولین فرمول�های ،([٣٧] ٢٠٠٧) ٢٩ نایاک

است. رفته کار به [٣٩] اشپالک و
پدیده�های درک در بالقوه ابزار یک عنوان به کوانتومی ولگشت کوانتومی، الگوریتم�های در کاربرد از گذشته
کوانتومی سیستم�های در ارتباط کنترل دادن نشان برای و است شده ظاهر فیزیکی سیستم�های در گوناگون
٢٠٠٨) دیگران و ٣٣ محسنی و ([۴٠] ٢٠٠٧) دیگران و ٣٢ انگل است. شده گرفته کار به ذره�ای بس
٢٠٠٨) دیگران و ٣۵ سوما دادند، توضیح را فوتوسینتتیک٣۴ سیستم�های در انرژی موج�گونه انتقال ([۴١]

١٧Gutmann
١٨Watrous
١٩Hadamard
٢٠Ambainis
٢١Kempe2003
٢٢Shenvi
٢٣Childs
٢۴Goldstone
٢۵AAronson
٢۶Magniez
٢٧Buhrman
٢٨Spalek
٢٩Nayak
٣٠Boolean
٣١Reicchardt
٣٢Engel
٣٣Mohseni
٣۴Photosynthetic
٣۵Somma



۵

٣٧ لافلام و ٣۶ چاندارشکار و کردند توصیف را کلاسیکی پخت فرآیندهای کوانتومی شبیه�سازی ([۴٢]
دادند. نشان را اپتیکی شبکه در اتم�ها بازتوزیع در مرتبط ٣٨ همدوس کوانتومی کنترل ([۴٣] ٢٠٠٨)

٢٠٠٣) دیگران و ٣٩ دو شده�اند. گزارش کوانتومی ولگشت به�کارگیری در تجربی پیشرفت�های بعضی
زمان- کوانتومی ولگشت و زمان-پیوسته کوانتومی ولگشت ([۴۵] ٢٠٠۵) دیگران و ۴٠ رایان و ([۴۴]
بردند. کار به کیوبیتی سه و کیوبیتی دو هسته�ای۴١ مغناطیسی تشدید سیستم برای ترتیب به را گسسته
و سدیم بوز-اینشتین چگالش با ([۴۶] ٢٠٠۴) دیگران و ۴٢ گراسمن را زمان-گسسته تصادفی ولگشت
گرفته�اند. کار به موجبر شبکه�های در فوتون انتشار از استفاده با ([۴٧] ٢٠٠٨) دیگران و ۴٣ پرتز اخیرا
تله یک در ([۴٨] ٢٠٠٢) ۴۶ ۴۵ میلبورن و ۴۴ تراوگلیون شده�ند: ارائه نیز کارگیری به طرح�های سایر
خنثی سرد اتم�های مورد در ([۵٠] ٢٠٠۵) دیگران و ۴٨ اکرت و ([۴٩] دیگران(٢٠٠٢ و ۴٧ دور یونی،
دیگران و ۴٩ ما بوز-اینشتین، چگالش از استفاده با ([۵١] ٢٠٠۶) چاندراشکار اپتیکی، تله�های در
یک در ([۵٣] ٢٠٠٨) ۵١ وانگ و ۵٠ منوچهری کوانتومی، شتاب�دهنده مد از استفاده با ([۵٢] ٢٠٠۶)

کوانتومی. نقطه�های از آرایه

٣۶Chandrashekar
٣٧Laflamme
٣٨Coherent
٣٩Du
۴٠Ryan
۴١Nuclear Magnetic Resonance (NMR)
۴٢Grossman
۴٣Perets
۴۴Travaglione
۴۵Milburn
۴۶Milburn
۴٧Dur
۴٨Eckert
۴٩Ma
۵٠Manochehri
۵١Wang



٢ فصل

ولگشت انواع

کلاسیکی تصادفی ولگشت ١.٢

خط روی کلاسیکی تصادفی ولگشت ١.١.٢

نوع این به است. راست خط یک روی حرکت به مقید ولگشت تصادفی، ولگشت از مثال ساده�ترین در
پیش به را ولگشت سو، دو از یکی در گام�ها مورد، این در می�شود. گفته بعدی یک ولگشت ولگشت، از
اکنون زیرا می�کند، آسان را چیز همه کاری چنین می�نامیم. «چپ» و «راست» را سو دو این ما می�برند.
مکان بود، خواهد کجا ولگشت که این دادن نشان و برگه یک روی افقی خط یک کشیدن با می�توانیم
گام که می�کند مشخص سکه یک پرتاب با ولگشت که بگیریم نظر در بیایید کنیم. توصیف را ولگشت
شیر اگر و داشت برخواهد راست به گامی ولگشت بیاید، خط سکه اگر بود. خواهد سو کدام به بعدی
بنابراین بود، خواهد خط یا شیر مساوی احتمال با سکه یک پرتاب نتیجه می�دارد. بر چپ به گامی بیاید،
به ندارد. وجود راست یا چپ به حرکت برای ترجیحی هیچ زیرا بود، خواهد متقارن روشنی به ولگشت
خواهد گاوسی نمودار یک صورت به ولگشتی چنین برای احتمال توزیع که داد نشان می�توان ترتیب این
همچنین هستند. مطلب همین دهنده نشان نیز ١.٢ شکل در سازی شبیه از حاصل نتایج که چنان بود،

شد. خواهد داده نشان تحلیلی صورت به موضوع این ادامه در

در نیز را (٣.٢ (شکل پخش ضریب و (٢.٢ (شکل واریانس شبیه�سازی، از استفاده با می�توان همچنین
آورد. دست به کلاسیکی تصادفی ولگشت

یعنی اول گام از پس باشد، داشته حضور n = ٠ مکان در p = ١ احتمال با t = ٠ در ذره اگر
چون که است مهم نکته این به توجه بود. خواهد n = −١ یا n = ١ در ١

٢ احتمال با t = ١
در دارد وجود که نکته�ای تنها بود. خواهد قطعی آن جابه�جایی پس بردارد، گام یک حتما باید ولگشت
بود. خواهد صفر مبدا در ذره حضور احتمال اول گام از پس بنابراین بود. خواهد جابه�جایی این جهت مورد



٧ کلاسیکی تصادفی ولگشت .١.٢

تکرار. ١٠٠٠٠ و گام ١٠٠ با کلاسیکی تصادفی ولگشت از حاصل احتمال توزیع تابع نمودار :١.٢ شکل

بار) ١٠٠٠٠ تکرار: (تعداد گام. ١٠٠ بازه در کلاسیکی تصادفی ولگشت واریانس :٢.٢ شکل
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بوده عضو ١٠٠ دارای آماری جامعه گام. ١٠٠ بازه در کلاسیکی تصادفی ولگشت برای پخش ضریب :٣.٢ شکل
است.

p(t = ١, n = ٠) = ٠ (١.٢)

زوج گام�های تعداد ازای به فقط زوج مکان�های در ذره حضور احتمال که می�شود مشاهده جدول١.٢ از
را واقعیت این است. صفر غیر فرد، گام�های تعداد ازای به تنها فرد مکان�های در ذره حضور احتمال و

.[١۶] کرد ثابت هم تحلیلی صورت به می�توان

از را خود حرکت که است شده رسم ذره�ای برای نمودار .t زمان در n مکان در ولگشت وجود احتمال :١.٢ جدول
است. کرده آغاز مبدا

-۶ -۵ -۴ -٣ -٢ -١ ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ گام

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١

٢ ٠ ١
٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١

٠ ٠ ٠ ٠ ١
۴ ٠ ١

٢ ٠ ١
۴ ٠ ٠ ٠ ٠ ٢

٠ ٠ ٠ ١
٨ ٠ ٣

٨ ٠ ٣
٨ ٠ ١

٨ ٠ ٠ ٠ ٣

٠ ٠ ١
١۶ ٠ ١

۴ ٠ ٣
٨ ٠ ١

۴ ٠ ١
١۶ ٠ ٠ ۴

٠ ١
٣٢ ٠ ۵

٣٢ ٠ ۵
١۶ ٠ ۵

١۶ ٠ ۵
٣٢ ٠ ١

٣٢ ٠ ۵
١
۶۴ ٠ ٣

٣٢ ٠ ١۵
۶۴ ٠ ۵

١۶ ٠ ١۵
۶۴ ٠ ٣

٣٢ ٠ ١
۶۴ ۶
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شده گرفته نظر در ثابت مقدار یک t نمودار هر برای کلاسیکی. تصادفی ولگشت برای احتمال توزیع :۴.٢ شکل
است. شده رسم n برای نتیجه و

از می�توان را t گام�های تعداد ازای به n مختلف مکان�های در ذره حضور احتمال داد نشان می�توان
.[۵۵ ،۵۴] آورد دست به زیر رابطه

p(t, n) =
١
٢t

(
t
t+n
٢

)
(٢.٢)

هر t و n آن�جایی از و باشد صحیح باید ٢.٢ رابطه در t+n
٢ عبارت که ،

(
a

b

)
= a!

(a−b)!b! آن: در که

فرد. دو هر یا و باشند زوج دو هر یا باید هستند، صحیح دو
مورد در است. گاوسی منحنی یک صورت به جمله�ای دو توزیع این که دریافت می�توان نمودار رسم با
پیش�تر که همان�طور زیرا است. نقاط توزیع پوش آمده دست به منحنی(های) که گفت باید نمودار شکل
دید می�توان بود. خواهد صفر فرد n با مکان�های در ولگشت حضور احتمال باشد، زوج t اگر شد، گفته
زیر سطح که آن�جا از نتیجه در می�دهد. دست از را خود تیز شکل نمودار (t) گام�ها تعداد افزایش با که

شد. خواهد پهن�تر نمودار است، مشخص هم شکل از و باشد یک با برابر باید نمودار
t− u و خط u اگر است. کرده پرتاب بار t را سکه یعنی است. برداشته گام t ولگشت کنید فرض
را ذره گام هر کنید فرض است. برداشته چپ به گام t − u و راست به گام u ولگشت باشد، آمده شیر

فاصله ولگشت بنابراین کند. جابه�جا l اندازه به

n = ul − (t− u)l = l(٢u− t) (٣.٢)

تساوی به منجر کلاسیکی تصادفی ولگشت در سالم سکه یک از استفاده که آن�جا از اما می�کند. طی را
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شیر نتیجه با برآیندهای تعداد بزرگ، tهای برای که گفت می�توان می�شود، سکه آمدن خط یا شیر احتمال
تا می�شود باعث خود که ،⟨u⟩ = t

٢ که گفت می�توان نکته این گرفتن نظر در با بود. خواهد برابر خط و
برسیم. ⟨n⟩ = ٠ به

معیار انحراف ٢.١.٢

نوشت: می�توان استرلینگ تقریب از استفاده با معیار، انحراف محاسبه برای

t! ≈
√
٢πttte−t

⇒ ln t! = t ln t− t+ ١
٢ ln(٢πt)

(۴.٢)

می�کنیم: استفاده جمله�ای دو توزیع از اکنون

p(t, n) =
١
٢t

(
t
t+n
٢

)
(۵.٢)

داریم: رابطه طرف دو از ln گرفتن با

lnP (t, n) = −t ln٢+ t ln t− t+ ١
٢ ln(٢πt)

−
(١
٢(t+ n) ln ١

٢(t+ n)− ١
٢(t+ n) + ١

٢ ln (π(t+ n))
)

−
(١
٢(t− n) ln ١

٢(t− n)− ١
٢(t− n) + ١

٢ ln (π(t− n))
) (۶.٢)
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lnP (t, n) = −t ln٢+ t ln t− t+ ١
٢ ln(٢πt)−

١
٢(t+ n) ln ١

٢(t+ n) + ١
٢(t+ n)

−١
٢ ln(π(t+ n))− ١

٢(t− n) ln ١
٢(t− n) + ١

٢(t− n)− ١
٢ ln(π(t− n))

= −t ln٢+ t ln t+ ١
٢ ln(٢πt)−

١
٢(t+ n) ln ١

٢(t+ n)− ١
٢ ln(π(t+ n))

−١
٢(t− n) ln ١

٢(t− n)− ١
٢ ln(π(t− n))

= −t ln٢+ t ln t+ ١
٢ ln(٢πt)−

١
٢(t+ n) (− ln٢+ ln(t+ n))

−١
٢(t− n) (− ln٢+ ln(t− n))− ١

٢ ln(π(t+ n))− ١
٢ ln(π(t− n))

= −t ln٢+ t ln t+ ١
٢ ln(٢πt) +

t
٢ ln٢− t

٢ ln(t+ n) + n
٢ ln٢− n

٢ ln(t+ n)

+ t
٢ ln٢− t

٢ ln(t− n)− n
٢ ln٢+ n

٢ ln(t− n)− ١
٢ ln(π(t+ n))− ١

٢ ln(π(t− n))

= t ln t+ ١
٢ ln(٢πt)−

١
٢(t+ n) ln(t+ n)− ١

٢(t− n) ln(t− n)− ١
٢ ln(π(t+ n))

−١
٢ ln(π(t− n))

= t ln t+ ١
٢ ln(٢πt)−

١
٢(t+ n) ln(t(١+ n

t
))− ١

٢(t− n) ln(t(١− n
t
))

−١
٢ ln(π(t+ n))− ١

٢ ln(π(t− n))

= t ln t+ ١
٢ ln(٢πt)−

١
٢(t+ n)(ln t+ ln(١+ n

t
))− ١

٢(t− n)(ln t+ ln(١− n
t
))

−١
٢ ln(π(t+ n))− ١

٢ ln(π(t− n))

(٧.٢)

صورت: به ای جمله دو بسط اول جمله دو از ln(١− n
t
) و ln(١+ n

t
) برای اکنون

ln(x+ ١) = x− x٢/٢ (٨.٢)

داریم: (٧.١) معادله بازنویسی با می�کنیم. استفاده
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lnP (t, n) = t ln t+ ١
٢ ln(٢πt)−

١
٢(t+ n)

(
ln t+ n

t
− ١

٢(
n
t
)٢
)

−١
٢(t− n)

(
ln t− n

t
− ١

٢(
n
t
)٢
)
− ١

٢ ln(π(t+ n))− ١
٢ ln(π(t− n))

= t ln t+ ١
٢ ln(٢πt)−

t
٢ ln t−

n
٢ + t

۴
(
n
t

)٢ − n
٢ ln t−

n٢

٢t +
n
۴
(
n
t

)٢ − t
٢ ln t+

n
٢

+ t
۴
(
n
t

)٢
+ n

٢ ln t−
n٢

٢t −
n
۴
(
n
t

)٢ − ١
٢ ln

(
πt
(
١+ n

t

))
− ١

٢ ln
(
πt
(
١− n

t

))
= ١

٢ ln(٢πt) +
t
٢
(
n
t

)٢ − n٢

t
− lnπt− ١

٢

(
n
t
− ١

٢
(
n
t

)٢)− ١
٢

(
−n

t
− ١

٢
(
n
t

)٢)
= ١

٢ ln(٢πt)− ln πt+ t
٢
(
n
t

)٢ − n٢

t
− n

٢t +
١
۴
(
n
t

)٢
+ n

٢t +
١
۴
(
n
t

)٢
= ١

٢ ln(٢πt)− ln πt− n٢

٢t −
n٢

٢t٢ = ln
√
٢πt
πt

− n٢

٢t −
n٢

٢t٢
(٩.٢)

کرد: چشمپوشی آن از می�توان جملات، سایر مقابل در n٢

٢t٢ بودن کوچک دلیل به اینجا در

lnP (t, n) = ln
√
٢πt
πt

− n٢

٢t ⇒ lnP (t, n) = ln
√
٢πt
πt

+ ln

(
e−

n٢
٢t

)

⇒ lnP (t, n) = ln

(
√
٢πt
πt

(
e−

n٢
٢t

))
⇒ P (t, n) =

√
٢πt
πt

(
e−

n٢
٢t

)

⇒ P (t, n) = ٢√
٢πte

−n٢
٢t

(١٠.٢)

است. نرمال یا گاوسی توزیع شبیه بسیار آمده دست به معادله

PGaussian =
١√
٢πt

e−
n٢
٢t (١١.٢)

نقطه دو میان فاصله نصف صورت به نرمال توزیع پهنای است. ثابت عدد یک t گاوسی توزیع در البته
.[۵۶] نرمال توزیع پهنای با است برابر معیار انحراف طرفی از و می�شود تعریف نرمال توزیع عطف

می�گیریم: مشتق n به نسبت نرمال توزیع از بار دو ابتدا بنابراین

∂٢P (t,n)

∂n٢ = ∂٢

∂n٢

(
٢√
٢πte

−n٢
٢t

)
⇒ ∂٢P (t,n)

∂n٢
= −e−١/٢ n٢

t

√
٢t−١ ١√

π t
+ n٢e−١/٢ n٢

t

√
٢t−٢ ١√

π t

(١٢.٢)



١٣ کلاسیکی تصادفی ولگشت .١.٢

است. معیار انحراف با برابر که نرمال توزیع پهنای :۵.٢ شکل

تا می�کنیم حل ولگشت- -مکان n برای را آن و می�دهیم قرار صفر با برابر را آمده دست به رابطه حال
آید: دست به عطف نقاط مکان

∂٢P (t,n)

∂n٢ = ٠
⇒ −e−١/٢ n٢

t

√
٢t−١ ١√

π t
+ n٢e−١/٢ n٢

t

√
٢t−٢ ١√

π t
= ٠

⇒ e−١/٢ n٢
t

√
٢t−١ ١√

π t
= n٢e−١/٢ n٢

t

√
٢t−٢ ١√

π t

⇒ n = ±
√
t

(١٣.٢)

یعنی مقدار این نصف معیار انحراف نتیجه در و ٢
√
t با است برابر عطف نقطه دو میان فاصله بنابراین

است.
√
t

پخش ضریب ٣.١.٢

است: آن تعریف از استفاده معیار انحراف تعیین دیگر راه

σ٢ = ⟨x٢⟩ − ⟨x⟩٢ (١۴.٢)

دهیم، نشان p با را برود راست سمت به که آن احتمال و شود جابه�جا L اندازه به هرگام در ولگشت اگر
می�شود: تعیین زیر صورت به ١ تکرار نخستین از پس جابه�جایی چشمداشتی مقدار که گفت می�توان

١iteration



١۴ ولگشت انواع .٢

⟨x⟩ = p(+L) + (١− p)(−L) = pL− L+ pL = (٢p− ١)L (١۵.٢)

با: بود خواهد برابر هم جابه�جایی مربع میانگین

⟨x٢⟩ = p(+L)٢ + (١− p)(−L)٢ (١۶.٢)

بود: خواهند شکل این به جابه�جایی مربع میانگین و جابه�جایی چشمداشتی مقدار تکرار T از بعد

⟨x⟩ = Tp(+L) + T (١− p)(−L) = TpL− TL+ TpL = (٢p− ١)TL
⟨x٢⟩ = Tp(+L)٢ + T (١− p)(−L)٢ = TpL٢ + TL٢ − TpL٢ = TL٢

(١٧.٢)

⟨x⟩ = ٠ می�شود، جابه�جا راست یا چپ به ١
٢ مساوی احتمال با متقارن صورت به که ولگشتی برای

کرد. حساب زیر شکل به را معیار انحراف و واریانس می�توان بنابراین است.

σ٢ =
⟨
x٢
⟩
− ⟨x⟩٢

⇒ σ٢ = TL٢

⇒ σ =
√
TL

(١٨.٢)

آوردیم. دست به در پیش�تر که است نتایجی همان مشابه L = ١ اگر که
:[۵٧] پخش ضریب تعریف به توجه با

D =
١
٢ lim
t→∞

∂σ٢

∂t
(١٩.٢)

یعنی: (⟨x⟩ = ٠ که (هنگامی .[۵٧] است σ٢ =
⟨
x٢
⟩
− ⟨x⟩٢ آن در که

D =
١
٢ lim
T→∞

⟨
x٢
⟩

T
(٢٠.٢)

می�آوریم: دست به زیر صورت به کلاسیکی تصادفی ولگشت برای را پخش ضریب

DCRW (T ) =
١
٢ lim
T→∞

⟨
x٢
⟩

T
∼ ١

٢ lim
T→∞

T

T
=

١
٢ (٢١.٢)

دست به رابطه نمودار است. ثابت عدد یک با متناسب پخش ضریب می�شود، مشاهده که همان�طور
است نتایجی با مقایسه قابل که است شده رسم ۶.٢ شکل در کلاسیکی ولگشت پخش ضریب برای آمده



١۵ کلاسیکی تصادفی ولگشت .١.٢

گام. ١٠٠ تا کلاسیکی تصادفی ولگشت در گام�ها تعداد حسب بر پخش ضریب نمودار ممتد: خط :۶.٢ شکل

گام. ١٠٠ با کلاسیکی تصادفی ولگشت شبیه�سازی اساس بر گام�ها تعداد حسب بر پخش ضریب نمودار خط�چین:
( است. بوده ١٠٠٠عضو شامل آماری (جامعه

١٠٠٠٠ از جامعه�ای برای شبیه�سازی ۶.٢ شکل در .(٣.٢ (شکل است آمده دست به شبیه�سازی از که
است. گرفته انجام برداشته�اند، گام ١٠٠ هرکدام که کلاسیکی ولگشت



١۶ ولگشت انواع .٢

کوانتومی ولگشت ٢.٢

کوانتومی ولگشت ١.٢.٢

ساخته کلاسیکی فرآیندهای روی از کوانتش عنوان با فرآیندی تحت معمولا پدیده�ها کوانتومی مدل�های
فضای بر که می�شوند جایگزین عملگرهایی با انرژی و تکانه همچون متغیرهایی مثلا .[۵۶] می�شوند
بردار یک توسط سیستم حالت می�کنند. عمل دارد، سیستم آزادی درجه به بستگی آن اندازه که هیلبرتی
فضای شده�اند، تشکیل جز یک از بیش از که سیستم�هایی برای می�شود. معرفی هیلبرت فضای این در
سیستم یک سیستم اگر می�شود. تشکیل اجزا از یک هر هیلبرت فضای تانسوری ضرب از کلی هیلبرت
و خارج جهان از سیستم بودن ایزوله می�کند. پیروی یکانی عملگر یک از سیستم تحول باشد، ایزوله
دلیل همین به باشد. تصادفی غیر فرآیند یک فرآیند این تا می�شود منجر آن تحول عملگر بودن یکانی

می�نامند. کوانتومی ولگشت تنها را کوانتومی تصادفی ولگشت اغلب که است
می�توان آن در که [۵٨] [٢۴] پیوسته کوانتومی ولگشت داریم: کوانتومی ولگشت نوع دو کلی طور به
[۵٩] [٢٣] [٢٢] [٢١] گسسته کوانتومی ولگشت و کرد تعریف مکان فضای روی مستقیما را ولگشت
وجود دلیل به گسسته کوانتومی ولگشت اما می�شوند، منتهی مشابهی نتایج به عموما نوع، دو هر .[١۵]

است. کارآمدتر پیوسته کوانتومی ولگشت از می�پردازیم، آن به بعدا که سکه، به مربوط آزادی درجه
می�پردازیم. گسسته کوانتومی ولگشت به تنها نوشتار این در

پایه�های است. Hp مکان هیلبرت فضای در برداری |n⟩ ولگشت، مکان گسسته، کوانتومی ولگشت در
توسط مکان فضای در حرکت جهت همچنین هستند. {|n⟩|n ∈ Z} صورت به فضا این محاسباتی
یک شبکه یک روی که الکترونی مثلا می�گویند. Hc سکه فضای آن به که می�شود تعیین دیگری فضای
.
{
|s,ms⟩

∣∣s = ١
٢ , ms = ±١

٢
}
یعنی است ١

٢ اسپین ذره یک الکترون است. حرکت حال در بعدی
کرد: داد قرار و کرد استفاده سکه فضای عنوان به الکترون اسپین بعدی دو فضای این از می�توان بنابراین
راست سوی به گام یک الکترون باشد، ١

٢ الکترون اسپین اگر یعنی .
∣∣١
٢ ,−

١
٢
⟩
= |L⟩ و

∣∣١
٢ ,

١
٢
⟩
= |R⟩

هیلبرت فضای بنابراین شود. جابه�جا چپ سمت به گام یک الکترون باشد، −١
٢ الکترون اسپین اگر و

یک کوانتومی ولگشت است. بعدی ٢ اسپین فضای یک و بعدی n مکان فضای یک شامل الکترون
است: شده تشکیل سکه و مکانی قسمت دو از که دارد مشابهی هیلبرت فضای نیز بعدی

H = Hc ⊗Hp (٢٢.٢)

و می�کند عمل سکه بعدی دو فضای بر (٢ سکه (عملگر [٢۶] یکانی عملگر یک کوانتومی ولگشت در
عملگر وسیله به ولگشت مکان در تغییر این می�رود. پیش سو دو از یکی در ولگشت آن نتیجه اساس بر
بر یکی که است شده تشکیل قسمت دو از شرطی جابه�جایی عملگر می�شود. اعمال شرطی جابه�جایی
را شرطی جابه�جایی عملگر می�توان خاص مثال این در مکان. فضای بر دیگری و می�کند اثر سکه فضای

کرد: تعریف زیر صورت به
٢Coin Operator
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S = |٠⟩⟨٠| ⊗
∞∑

n=−∞

|n+ ١⟩⟨n|+ |١⟩⟨١| ⊗
∞∑

n=−∞

|n− ١⟩⟨n| (٢٣.٢)

ولگشت فرآیند تعریف برای را لازم ابزارهای تمام سکه عملگر و شرطی جابه�جایی عملگر داشتن با
شبیه بسیار ساختاری نظر از می�دهد روی کوانتومی ولگشت در که آن�چه داریم. اختیار در کوانتومی
در چرخشی آن نتیجه که می�دهیم اثر اسپینی قسمت بر را سکه عملگر ابتدا در است. کلاسیکی ولگشت
(|٠⟩ (⟨١|یا محاسباتی پایه�های از یکی در ابتدا در سکه اگر کار این با است. ولگشت اسپینی حالت
کلاسیکی حالت با تفاوت رفت. خواهد حالت دو این از برهم�نهی یک به سکه عملگر اعمال از پس باشد،
بنابراین شد. خواهد جهت یک در جابه�جایی موجب آمده دست به برهم�نهی این از جزء هر که است این در
برهم�نهی وجود که دید خواهیم ادامه در رفت. خواهد پیش به جهت دو هر در همزمان ذره گفت می�توان
شکلی باعث آن از ناشی تداخلی اثرات و شده حرکت سوی دو این میان برهم�نهی ایجاد باعث کوانتومی
ابتدا کوانتومی ولگشت در بنابراین شد. خواهد کلاسیکی ولگشت به نسبت احتمال، توزیع از متفاوت
می�کند. جابه�جا را کوانتومی ذره سکه، حالت اساس بر جابه�جایی عملگر سپس و می�کند اثر سکه عملگر

U = S(C ⊗ I) (٢۴.٢)

عملگرها، پرکاربردترین از یکی اما باشد، یکانی عملگر هر می�تواند C عملگر است. سکه عملگر C که
کرد: خواهیم استفاده آن از پایان�نامه این در که است هادامارد عملگر

C ≡ H =
١√
٢

[
١ ١
١ −١

]
(٢۵.٢)

که:

HH† = I (٢۶.٢)

کت اول گام پنج برای |ψ(٠)⟩ = |٠⟩ ⊗ |٠⟩ صورت به اولیه حالت گرفتن درنظر با مثال، عنوان به
برای می�کنیم. محاسبه را مکان هر در ولگشت حضور احتمال آن از پس و می�آوریم دست به را حالت
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اول: گام

|ψ(١)⟩ = U |ψ(٠)⟩ = U (|٠⟩ ⊗ |٠⟩) = S (H ⊗ I) (|٠⟩ ⊗ |٠⟩) = S (H|٠⟩ ⊗ I|٠⟩)
⇒ |ψ(١)⟩ = S

(
١√
٢ (|٠⟩+ |١⟩)⊗ |٠⟩

)
= ١√

٢S (|٠⟩ ⊗ |٠⟩+ |١⟩ ⊗ |٠⟩)

⇒ |ψ(١)⟩ = ١√
٢

(
|٠⟩⟨٠| ⊗

∞∑
n=−∞

|n+ ١⟩⟨n|+ |١⟩⟨١| ⊗
∞∑

n=−∞
|n− ١⟩⟨n|

)
(|٠⟩ ⊗ |٠⟩+ |١⟩ ⊗ |٠⟩)

⇒ |ψ(١)⟩ = ١√
٢

(
|⟨٠|٠⟩⟨٠ ⊗

∞∑
n=−∞

|n+ ١⟩⟨n|٠⟩+ |⟨١|٠⟩⟨٠ ⊗
∞∑

n=−∞
|n+ ١⟩⟨n|٠⟩

+|⟨٠|١⟩⟨١ ⊗
∞∑

n=−∞
|n− ١⟩⟨n|٠⟩+ |⟨١|١⟩⟨١ ⊗

∞∑
n=−∞

|n− ١⟩⟨n|٠⟩

⇒ |ψ(١)⟩ = ١√
٢ (|٠⟩ ⊗ |١⟩+ |١⟩ ⊗ | − ١⟩)

(٢٧.٢)

دوم: گام

|ψ(٢)⟩ = U |ψ(١)⟩ = S (H ⊗ I) |ψ(١)⟩ = S
(
H ⊗ I)

(
١√
٢

)
(|٠⟩ ⊗ |١⟩+ |١⟩ ⊗ | − ١⟩)

⇒ |ψ(٢)⟩ = ١√
٢S (H|٠⟩ ⊗ I|١⟩+ (H|٠⟩ ⊗ I| − ١⟩)

= ١√
٢S
(

١√
٢ (|٠⟩+ |١⟩)⊗ |١⟩+ ( ١√

٢ (|٠⟩ − |١⟩)⊗ | − ١⟩)
= ١

٢S (|٠⟩ ⊗ |١⟩+ |١⟩ ⊗ |١⟩+ |٠⟩ ⊗ | − ١⟩ − |١⟩ ⊗ | − ١⟩)

= ١
٢

(
|٠⟩⟨٠| ⊗

∞∑
n=−∞

|n+ ١⟩⟨n|+ |١⟩⟨١| ⊗
∞∑

n=−∞
|n− ١⟩⟨n|

)
(|٠⟩ ⊗ |١⟩+ |١⟩ ⊗ |١⟩+ |٠⟩ ⊗ | − ١⟩ − |١⟩ ⊗ | − ١⟩)

= ١
٢ (|٠⟩ ⊗ |٢⟩+ |٠⟩ ⊗ |٠⟩+ |١⟩ ⊗ |٠⟩ − |١⟩ ⊗ | − ٢⟩)

⇒ |ψ(٢)⟩ = ١
٢ (|١⟩ ⊗ |٢⟩+ (|٠⟩+ |١⟩)− |١⟩ ⊗ | − ٢⟩)

(٢٨.٢)
پنجم: و چهارم سوم، گام و

|ψ(٣)⟩ = ١
٢
√
٢
(|٠⟩ ⊗ |٣⟩+ (٠|٢⟩+ |١⟩)⊗ |١⟩ − |٠⟩ ⊗ | − ١⟩+ |١⟩ ⊗ | − ٣⟩) (٢٩.٢)

|ψ(۴)⟩ = ١
۴ (|٠⟩|۴⟩+ (٠|٣⟩+ |١⟩) |٢⟩+ (−|٠⟩+ |١⟩) |٠⟩ − (|٠⟩ − |١⟩) | − ٢⟩ − |١⟩| − ۴⟩)

(٣٠.٢)

|ψ(۵)⟩ = ١
۴
√
٢ (|٠⟩|۵⟩+ (۴|٠⟩+ |١⟩) |٣⟩+ |١|⟨١⟩ − |١⟩| − ١⟩

− (|٠⟩ − ١|٢⟩) | − ٣⟩+ |١⟩| − ۵⟩)
(٣١.٢)



١٩ کوانتومی ولگشت .٢.٢

است. شده خلاصه ٢.٢ جدول گام هر از بعد مکان هر در ذره حضور احتمال

خود حرکت که است شده انجام ذره�ای برای محاسبات .t زمان در n مکان در ولگشت وجود احتمال :٢.٢ جدول
است. کرده آغاز مبدا از را

-۵ -۴ -٣ -٢ -١ ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ گام

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١

٢ ٠ ١
٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ١

٠ ٠ ٠ ١
۴ ٠ ١

٢ ٠ ١
۴ ٠ ٠ ٠ ٢

٠ ٠ ١
٨ ٠ ١

٨ ٠ ۵
٨ ٠ ١

٨ ٠ ٠ ٣

٠ ١
١۶ ٠ ۵

٨ ٠ ١
٨ ٠ ١

٨ ٠ ١
١۶ ٠ ۴

١
٣٢ ٠ ١٧

٣٢ ٠ ١
٨ ٠ ١

٨ ٠ ۵
٣٢ ٠ ١

٣٢ ۵

دید می�توان است. متفاوت کلاسیکی ولگشت نتایج با نتایج که است مشخص بعد به سوم گام از
قضیه این بهتر بررسی برای شود. متمایل خود حرکت راستای سوی دو از یکی به تا دارد تمایل ولگشت
برای ٧.٢ شکل می�کنیم. بیشتر گام�های تعداد برای تصادفی ولگشت احتمالی توزیع نمودار رسم به اقدام

است. شده رسم گام ١٠٠ ازای به |ψ(٠)⟩ = |٠|⟨٠⟩ اولیه حالت با کوانتومی ولگشت
نمودار کوانتومی ولگشت در که می�یابیم در کوانتومی ولگشت و کلاسیکی ولگشت نمودارهای مقایسه از
در احتمال بیشینه دیگر سوی از است. نامتقارن نمودار یک کلاسیکی ولگشت خلاف بر احتمال توزیع
احتمال و دارد حرکت مبدا از شدن دور به تمایل ولگشت دیگر عبارت به است. نگرفته قرار مرکزی نقاط

.[١۶] است بیشینه t√
٢ به نزدیک nهای برای ذره یافتن

عملگر این اثر زیرا است سکه عنوان به هادامارد عملگر از استفاده دلیل به راست سمت به تمایل این
است: ⟨١|متفاوت و |٠⟩ حالت روی

H |٠⟩ = ١√
٢ (|٠⟩+ |١⟩)

H |١⟩ = ١√
٢ (|٠⟩ − |١⟩)

(٣٢.٢)

آن�جایی از داد. خواهد تغییر را حضور احتمال و شده تداخلی آثار باعث |١⟩ حالات در منفی فاز وجود
بود. خواهد وابسته اولیه حالت به احتمال توزیع تابع دارد، بستگی اولیه حالت به منفی فاز این وجود که
(شکل کرد خواهد منتقل چپ سمت به را نمودار |ψ (٠)⟩ = |١⟩ |٠⟩ اولیه حالت داد نشان می�توان

.(٨.٢



٢٠ ولگشت انواع .٢

|ψ⟩ = |٠|⟨٠⟩ اولیه حالت با گام ١٠٠ از پس هادامارد کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع :٧.٢ شکل

|ψ⟩ = |٠|⟨١⟩ اولیه حالت با گام ١٠٠ از پس هادامارد کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع :٨.٢ شکل

متقارن صورت به احتمال توزیع آن در که آورد وجود به نیز را کوانتومی ولگشت از شکلی می�توان اما
کرد. جلوگیری |١⟩ یا و |٠⟩ بر هادامارد عمل از حاصل نتایج ویرانگر تاثیر از باید کار این برای باشد.

دیگر راه .Y = ١√
٢


١ i

i ١

 مانند می�باشد[٢۶]، متفاوت سکه عملگر یک از استفاده راه یک

.|ψ(٠)⟩ = |٠⟩−i|١⟩√
٢ صورت به اولیه حالت اگر مثال برای است، متفاوت اولیه حالت یک از استفاده

.(٩.٢ (شکل می�آید در متقارن صورت به احتمال توزیع که می�شود مشاهده شود، گرفته نظر در

می�کند اثر اسپینی قسمت بر عملگر این که هنگامی بنابراین هستند، حقیقی همگی هادامارد عملگر عناصر



٢١ کوانتومی ولگشت .٢.٢

|ψ⟩ = |٠⟩−i|١⟩√
٢ اولیه حالت با گام ١٠٠ از پس هادامارد کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع :٩.٢ شکل

.t = ١٠٠ ازای به کلاسیکی ولگشت با مقایسه در ممتد) (خط کوانتومی ولگشت معیار انحراف :١٠.٢ شکل

که جملاتی بین خنثی�سازی هیچ نتیجه در نمی�دهد، اسپینی کت عناصر بودن مجازی یا حقیقی در تغییر
نخواهد وجود راست، سمت به حرکت به منجر جملات با می�شوند چپ سمت به ولگشت حرکت به منجر
خواهد صفر ولگشت مکان چشمداشتی مقدار است، متقارن احتمال توزیع که حالت این در داشت.
کلاسیکی ولگشت با مقایسه در که σ = t کوانتومی ولگشت در که داد نشان می�توان .⟨n⟩ = ٠ بود،
ولگشت برجسته خواص از یکی توانی انتشار سرعت این ،[٢۶] است بیشتر توانی صورت به (σ =

√
t)

پایه بر که الگوریتم�هایی می�رود امید زیرا است، گرفته قرار محققان توجه مورد بسیار که است کوانتومی
(شکل باشند سریع�تر کلاسیکی ولگشت الگوریتم�های از توانی صورت به شده�اند بنا کوانتومی ولگشت
کوانتومی ولگشت�های پایه بر که کوانتومی الگوریتم�های که امیدند این بر محققان دلیل همین به .(١٠.٢

باشند. سریع�تر بسیار خود کلاسیکی همتاهای از شده�اند، بنا



٢٢ ولگشت انواع .٢

خط روی کوانتومی ولگشت تحلیلی محاسبات ٢.٢.٢

متناهی HP بعدی یک گسسته فضای یک بر ذره یک حرکت صورت به را خط روی کوانتومی ولگشت
با HC دوبعدی فضای یک طرفی هستند.از {|n⟩ : n ∈ Z} آن محاسباتی پایه�های که می�گیریم نظر در
به حرکت با متناظر آن عناصر که می�شود گرفته نظر در اسپینی قسمت برای نیز {|٠⟩, |١⟩} پایه�های
HC ⊗HP صورت به سیستم کلی هیلبرت فضای که گفت می�توان ترتیب این به هستند. راست یا چپ
نظر در {|s, n⟩,−∞ ≤ n ≤ ∞, s ∈ صورت{{٠,١} به می�توان نیز را آن محاسباتی پایه��های و است
چپ سمت به حرکت با متناظر s = ١ و راست به حرکت با متناظر s = ٠ که می�کنیم قرارداد گرفت.

بود: خواهد زیر صورت به تحول عملگر ترتیب این به است.

S =
١∑
s=٠

∞∑
n=−∞

|n+ (−١)s, s⟩ ⟨n, s| (٣٣.٢)

کرد: باز زیر صورت به را آن می�توان که

S =
∑
n

|n+ ١⟩ ⟨n| ⊗ |٠⟩ ⟨٠|+ |n− ١⟩⟨n⊗ |١⟩ ⟨١| (٣۴.٢)

می�شود: داده رابطه این توسط هرگام در ولگشت حالت

|ψ(t)⟩ =
١∑
s=٠

∞∑
n=−∞

ψn,s(t) |n, s⟩ (٣۵.٢)

کنند: صدق زیر بهنجارش شرط در باید که دارند نام احتمال دامنه�های ها ψn,s(t) آن در که

∞∑
n=−∞

|ψn,٠(t)|٢ + |ψn,١(t)|٢ = ١ (٣۶.٢)

از: است عبارت ذره حضور احتمال nمشخص مکان یک در t گام تعداد برای

pn(t) = |ψn,٢|٠ + |ψn,٢|١ (٣٧.٢)

صورت این به تحول عملگر ترتیب این به می�کنیم. استفاده سکه عنوان به هادامارد عملگر از هم بار این
شد: خواهد نوشته

U = S(I ⊗H) (٣٨.٢)

با: بود خواهد برابر tاُم حالت بر آن اعمال نتیجه و



٢٣ کوانتومی ولگشت .٢.٢

|ψ(t+ ١)⟩ =
∞∑

n=−∞
S (ψn,٠(t) |n⟩H |٠⟩+ ψn,١(t) |n⟩H |١⟩) ⇒

|ψ(t+ ١)⟩ =
∞∑

n=−∞
S
(
ψn,٠(t) |n⟩

(
|١|+⟨٠⟩√

٢

)
+ ψn,١(t) |n⟩

(
|١|−⟨٠⟩√

٢

))
⇒

|ψ(t+ ١)⟩ =
∞∑

n=−∞

S√
٢ (ψn,٠(t) |n⟩ |٠⟩+ ψn,٠(t) |n⟩ |١⟩+ ψn,١(t) |n⟩ |٠⟩ − ψn,١(t) |n⟩ |١⟩) ⇒

|ψ(t+ ١)⟩ =
∞∑

n=−∞

١√
٢ (ψn,٠(t) |n+ ١⟩ |٠⟩+ ψn,٠(t) |n− ١⟩ |١⟩+ ψn,١(t) |n+ ١⟩ |٠⟩

−ψn,١(t) |n− ١⟩ |١⟩ ⇒
|ψ(t+ ١)⟩ =

∞∑
n=−∞

(
ψn,٠(t)+ψn,١(t)√

٢ |n+ ١⟩ |٠⟩+ ψn,٠(t)−ψn,١(t)√
٢ |n− ١⟩ |١⟩

)
(٣٩.٢)

آورد: دست به را تحول روابط ٣۵.٢ رابطه و آمده دست به رابطه از استفاده با می�توان اکنون

ψn,٠(t+ ١) = ψn−١,٠(t)+ψn−١,١(t)√
٢

ψn,١(t+ ١) = ψn+١,٠(t)−ψn+١,١(t)√
٢

(۴٠.٢)

استفاده با را +tاُم ١ گام در nاُم مکان در ذره حضور احتمال دامنه�های می�توان روابط این از استفاده با
روابط این آورد. دست به tاُم گام در nاُم + ١ و nاُم − ١ مکان در ذره حضور احتمال دامنه�های از
می�توان خوشبختانه نمی�دهند. نشان را احتمال توزیع تابع شکل اما هستند، دقیق و مفید اگرچه بازگشتی

آورد. دست به احتمال توزیع تابع برای روابطی تحلیلی صورت به فوریه تبدیل روش از استفاده با
می�دانیم: موج تابع فوریه تبدیل در

ψα(n) = ⟨n| α⟩ = ١
٢π
∫
dk eikn ⟨k| α⟩

⇒ ⟨n| = ١
٢π
∫
dk eikn ⟨k|

⇒ |n⟩ = ١
٢π
∫
dk e−ikn |k⟩

(۴١.٢)

می�کنیم: بازنویسی را تحول عملگر رابطه ٣٣.٢ رابطه از استفاده با اکنون

⇒ U =
∑
n

|n+ ١⟩ ⟨n| ⊗ |٠⟩ ⟨٠|H +
∑
n

|n− ١⟩ ⟨n| ⊗ |١⟩ ⟨١|H (۴٢.٢)

به: می�رسیم رابطه، این در فوریه تبدیل برای آمده دست به رابطه جاگذاری با

U =
∑
x

١
۴π٢
(∫

dk e−ik(n+١) |k⟩
∫
dk′ eik

′n ⟨k′|
)
⊗ |٠⟩ ⟨٠|H

+
∑
x

١
۴π٢
(∫

dk e−ik(n−١) |k⟩
∫
dk′ eik

′n ⟨k′|
)
⊗ |١⟩ ⟨١|H

(۴٣.٢)



٢۴ ولگشت انواع .٢

مرتب�سازی: با و

U = ١
۴π٢

(∫ ∫
dk dk′

∑
n

e−i(k−k
′)ne−ik |k⟩ ⟨k′| ⊗ |٠⟩ ⟨٠|H

+
∫ ∫

dk dk′
∑
n

e−i(k−k
′)neik |k⟩ ⟨k′| ⊗ |١⟩ ⟨١|H

) (۴۴.٢)

پس: .δ (k − k′) = ١
٢π
∑
n

ei(k−k
′)n می�دانیم دیراک دلتای تابع تعریف از

U = ١
٢π
∫ ∫

dk dk′ e−ik |k⟩ ⟨k′| δ(k − k′)⊗ |٠⟩ ⟨٠|H

+ ١
٢π
∫ ∫

dk dk′ eik |k⟩ ⟨k′| δ(k − k′)⊗ |١⟩ ⟨١|H

= ١
٢π
∫
dk |k⟩ ⟨k| ⊗

(
e−ik |٠⟩ ⟨٠|H + eik |١⟩ ⟨١|H

)
(۴۵.٢)

:H = ١√
٢

[
١ ١
١ −١

]
از استفاده با

U =
١
٢π

∫
dk |k⟩ ⟨k| ⊗

[
e−ik
√
٢

e−ik
√
٢

eik√
٢ − eik√

٢

]
︸ ︷︷ ︸

Mk

(۴۶.٢)

برای ابتدا کنیم. آن قطری�سازی به اقدام می�توانیم و است شده نوشته k پایه�های در Mk ماتریس اکنون
می�دهیم: تشکیل را مشخصه معادله ویژه�مقادیر، ∣∣∣∣∣∣تعیین

e−ik
√
٢ − λ e−ik

√
٢

eik√
٢ −

(
eik√
٢ + λ

) ∣∣∣∣∣∣ = ٠ (۴٧.٢)

مشخصه: معادله و

−
(
eik√
٢ − λ

)(
eik√
٢ + λ

)
− ١

٢ = ٠

⇒ −
(
١
٢ +

λ√
٢

(
e−ik − eik

)
− λ٢

)
− ١

٢ = ٠

⇒ λ٢ + λ√
٢

(
eik − e−ik

)
− ١

٢ −
١
٢ = ٠

⇒ λ٢ + λ√
٢ (٢i sin k)− ١ = ٠

(۴٨.٢)

بود: خواهند زیر صورت به ویژه�مقادیر که



٢۵ کوانتومی ولگشت .٢.٢

λ = −
√
٢i sin k±٢ cosα

٢ = ± cosα− i sin k√
٢ = ± cosα− i sinα

⇒ λ٠ = cosα− i sinα ; λ١ = − (cosα + i sinα)

(۴٩.٢)

کرد: بازنویسی زیر شکل به می�توان که

λ٠k = eiα ; λ١k = ei(π+α) (۵٠.٢)

داریم: ویژه�حالات آوردن دست به برای

١√
٢

[
e−ik e−ik

eik −eik

][
a

b

]
= e−iα

[
a

b

]

⇒ (a+ b) e−ik =
√
٢ae−iα

⇒ b = a
(√

٢e−i(α−k) − ١
)

(۵١.٢)

شرط: این در b برای آمده دست به مقدار جاگذاری با . |a|٢ + |b|٢ = ١ که می�دانیم

|a|٢ + |a|٢
(√

٢e−i(α−k) − ١
)٢

= ١

⇒ |a|٢ + |a|٢
(√

٢e−i(α−k) − ١
) (√

٢ei(α−k) − ١
)
= ١

⇒ |a|٢
(
١+ ٢−

√
٢
(
ei(α−k) + e−i(α−k)

)
+ ١
)
= ١

⇒ |a|٢
(
۴− ٢

√
٢ cos (α− k)

)
= ١

⇒ a = ١√
۴−٢

√
٢ cos(α−k)

(۵٢.٢)

جبری: عملیات کمی با
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a = ١√
۴−٢

√
٢ cos(α−k)

= ١√
۴−٢

√
٢(cosα cos k+sinα sin k)

= ١√
۴−٢

(√
٢−sin٢k cos k+sin٢k

) = ١√
۴−٢

(√
١+cos٢k cos k+sin٢k

)

= ١√
۴−٢sin٢k−٢ cos k

√
١+cos٢k

= ١√
٢(٢−sin٢k)−٢ cos k

√
١+cos٢k

⇒ a = ١√
٢(١+cos٢k)−٢ cos k

√
١+cos٢k

(۵٣.٢)

ویژه�مقدار با متناظر بردار ویژه ترتیب این به و آوریم دست به ۵١.٢ رابطه از استفاده با را b می�توان حال
آوریم: دست به را λ٠k = e−iα

ϕ٠k =

[
a

b

]
=


١√

٢(١+cos٢k)−٢ cos k
√

١+cos٢k

(
√
٢e−i(α−k)−١)√

٢(١+cos٢k)−٢ cos k
√

١+cos٢k



⇒ ϕ٠k =
١√

٢(١+cos٢k)−٢ cos k
√

١+cos٢k

[
e−ik

√
٢e−iα − e−ik

]
× eik

(۵۴.٢)

تقریبا روشی با نیز را دوم ویژه�بردار کرد. نظر صرف آن از می�توان است، کلی فاز یک eik که آن�جایی از
می�آوریم: دست به مشابه

١√
٢

[
e−ik e−ik

eik −eik

][
a

b

]
= ei(π+α)

[
a

b

]

⇒ (a+ b) e−ik =
√
٢aei(π+α)

⇒ b = a
(√

٢ei(π+α+k) − ١
)

(۵۵.٢)

:|a|٢ + |b|٢ = ١ از استفاده با



٢٧ کوانتومی ولگشت .٢.٢

|a|٢ + |a|٢
(√

٢ei(π+α+k) − ١
)٢

= ١

⇒ |a|٢
(
١+

(√
٢ei(π+α+k) − ١

) (√
٢e−i(π+α+k) − ١

))
= ١

⇒ |a|٢
(
١+ ٢−

√
٢
(
ei(π+α+k) − e−i(π+α+k)

)
− ١
)
= ١

⇒ |a|٢
(
۴− ٢

√
٢ cos (π + α + k)

)
= ١

⇒ |a|٢
(
۴+ ٢

√
٢ cos (α + k)

)
= ١

⇒ a = ١√
۴+٢

√
٢ cos(α+k)

= ١√
۴+٢

√
٢(cosα cos k−sinα sin k)

= ١√
۴+٢

√
٢
(√

١−sin٢α cos k− sin٢k√
٢

) = ١√
۴+٢

(√
٢−sin٢k cos k−sin٢k

)

= ١√
۴−٢sin٢k+٢

√
١+cos٢k cos k

⇒ a = ١√
٢(١−cos٢k)+٢

√
١+cos٢k cos k

(۵۶.٢)

است: زیر شکل به λ١k = ei(π+α) با متناظر ویژه�بردار و

ϕ١k =

[
a

b

]
=


١√

٢(١+cos٢k)+٢ cos k
√

١+cos٢k

(
√
٢ei(π+α+k)−١)√

٢(١+cos٢k)+٢ cos k
√

١+cos٢k



⇒ ϕ١k =
١√

٢(١+cos٢k)+٢ cos k
√

١+cos٢k

[
e−ik

−
√
٢eiα − e−ik

]
× eik

(۵٧.٢)

mاست: = ٠,١ آن در که گرفت نظر در زیر صورت به می�توان را ویژه�بردارها و ویژه�مقادیر عمومی شکل و

λmk = (−١)me(−١)m+١iα ; ϕmk = ١√
٢(١+cos٢k)+(−١)m+١٢ cos k

√
١+cos٢k

[
e−ik

(−١)m
√
٢e(−١)miα − e−ik

]
(۵٨.٢)

را Mk ابتدا بنویسیم. ویژه�بردارهایش و ویژه�مقادیر برحسب را تحول عملگر می�توانیم مرحله این در



٢٨ ولگشت انواع .٢

می�نویسیم:

Mk = λ٠k|ϕ٠k⟩⟨ϕ٠k|+ λ١k|ϕ١k⟩⟨ϕ١k| (۵٩.٢)

می�آوریم: دست به ۴۶.٢ تحول عملگر در Mk جاگذاری با

U = ١
٢π

π∫
−π
dk |k⟩ ⟨k|

(
λ٠k |ϕ٠k⟩ ⟨ϕ٠k|+ λ١k

∣∣ϕ١k⟩ ⟨ϕ١k∣∣)
⇒ U = ١

٢π

π∫
−π
dk
(
e−iα |k, ϕ٠k⟩ ⟨k, ϕ٠k|+ ei(π+α)

∣∣k, ϕ١k⟩ ⟨k, ϕ١k∣∣) (۶٠.٢)

گام: t برای و

U t =
١
٢π

π∫
−π

dk
(
e−iαt |k, ϕ٠k⟩ ⟨k, ϕ٠k|+ ei(π+α)t

∣∣k, ϕ١k⟩ ⟨k, ϕ١k∣∣) (۶١.٢)

می�گیریم: مبدأ در و |٠⟩ اسپین با را ذره اولیه حالت

|ψ(٠)⟩ = |٠|⟨٠⟩ (۶٢.٢)

tاُم: گام در ذره حالت بنابراین

|ψ(t)⟩ = U t |ψ(٠)⟩

=

(
١
٢π

π∫
−π
dk
(
e−iαt |k, ϕ٠k⟩ ⟨k, ϕ٠k|+ ei(α+π)t

∣∣k, ϕ١k⟩ ⟨k, ϕ١k∣∣)) |٠,٠⟩

=

(
١
٢π

π∫
−π
dk
(
e−iαt |k⟩ |ϕ٠k⟩ ⟨k| ⟨ϕ٠k|+ ei(α+π)t |k⟩

∣∣ϕ١k⟩ ⟨k| ⟨ϕ١k∣∣)) |٠,٠⟩

(۶٣.٢)

فوریه: تبدیل از استفاده با

|k⟩ =
∞∑

n=−∞
eikn |n⟩ ⇒ ⟨k| =

∞∑
n=−∞

e−ikn ⟨n|

⇒ ⟨k|٠⟩ =
∞∑

n=−∞
e−ikn⟨n|٠⟩

(۶۴.٢)

:۶٣.٢ در آمده دست به رابطه جاگذاری با



٢٩ کوانتومی ولگشت .٢.٢

|ψ(t)⟩ = ١
٢π

π∫
−π
dk

e−iαt |k⟩ |ϕ٠k⟩
∞∑

n=−∞

eikn ⟨n| ٠⟩︸ ︷︷ ︸
١

⟨ϕ٠k| ٠⟩

+ ei(α+π)t |k⟩
∣∣ϕ١k⟩ ∞∑

n=−∞

eikn ⟨n| ٠⟩︸ ︷︷ ︸
١

⟨
ϕ١k
∣∣ ٠⟩


= ١
٢π

π∫
−π
dk
(
e−iαt |k⟩ |ϕ٠k⟩ ⟨ϕ٠k| ٠⟩+ ei(α+π)t |k⟩

∣∣ϕ١k⟩ ⟨ϕ١k∣∣ ٠⟩)

(۶۵.٢)

ویژه�بردارها: صریح شکل از استفاده با

⟨ϕ٠k| ٠⟩ = ١√
٢(١+cos٢k)−٢ cos k

√
١+cos٢k

[
eik

√
٢eiα − eik

] [ ١
٠

]

= eik√
٢(١+cos٢k)−٢ cos k

√
١+cos٢k

⟨
ϕ١k
∣∣ ٠⟩ = ١√

٢(١+cos٢k)+٢ cos k
√

١+cos٢k

[
eik −

√
٢e−iα − eik

] [ ١
٠

]

= eik√
٢(١+cos٢k)+٢ cos k

√
١+cos٢k

(۶۶.٢)

نتیجه: در و



٣٠ ولگشت انواع .٢

|ψ(t)⟩ = ١
٢π

π∫
−π
dk |k⟩

(
e−iαt+ik√

٢(١+cos٢k)−٢ cos k
√

١+cos٢k
|ϕ٠k⟩

+ ei(α+π)t+ik√
٢(١+cos٢k)+٢ cos k

√
١+cos٢k

∣∣ϕ١k⟩)

= ١
٢π

π∫
−π
dk |k⟩

(
e−iαt+ik

٢(١+cos٢k)−٢ cos k
√

١+cos٢k

[
e−ik

√
٢e−iα − e−ik

]

+ e−i(π+α)t+ik

٢(١+cos٢k)+٢ cos k
√

١+cos٢k

[
e−ik

−
√
٢eiα − e−ik

])

(۶٧.٢)

و:

|ψ(t)⟩ = ١
٢π

π∫
−π

dk |k⟩


e−iαt

٢(١+cos٢k)−٢ cos k
√

١+cos٢k
+ ei(π+α)t

٢(١+cos٢k)+٢ cos k
√

١+cos٢k

e−iαt+ik(
√
٢e−iα−e−ik)

٢(١+cos٢k)−٢ cos k
√

١+cos٢k
− ei(π+α)t+ik(

√
٢eiα+e−ik)

٢(١+cos٢k)+٢ cos k
√

١+cos٢k


(۶٨.٢)

آن�ها با کار و شده ساده�تر روابط تا می�دهیم انجام معادلات این در را زیر ساده�سازی�های مرحله این در
شود: آسان�تر

١
٢(١+cos٢k)±٢ cos k

√
١+cos٢k

= ١
٢

١
(١+cos٢k)±cos k

√
١+cos٢k

× (١+cos٢k)∓cos k
√

١+cos٢k

(١+cos٢k)∓cos k
√

١+cos٢k

= ١
٢

١+cos٢∓cos k
√

١+cos٢k

(١+cos٢k)
٢
−cos٢k(١+cos٢k)

= ١
٢

١+cos٢∓cos k
√

١+cos٢k
٢+١cos٢k+cos۴k−cos٢k−cos۴k

= ١
٢
(١+cos٢k)

(
١∓ cos k√

١+cos٢k

)
١+cos٢k = ١

٢

(
١∓ cos k√

١+cos٢k

)
(۶٩.٢)



٣١ کوانتومی ولگشت .٢.٢

√
٢eiα + e−ik =

√
٢ (cosα + i sinα) + cos k − i sin k =

√
٢ cosα + cos k

=
√
٢
√
١− sin٢α + cos k =

√
٢− sin٢k + cos k

=
√
١+ cos٢k + cos k × ٢

√
١+cos٢k

٢
√

١+cos٢k

=
٢(١+cos٢k)+٢ cos k

√
١+cos٢k

٢
√

١+cos٢k

(٧٠.٢)

√
٢e−iα − e−ik =

√
٢ (cosα− i sinα)− cos k + i sin k =

√
٢ cosα− cos k

=
√
٢
√
١− sin٢α− cos k =

√
٢− sin٢k − cos k

=
√
١+ cos٢k − cos k × ٢

√
١+cos٢k

٢
√

١+cos٢k

=
٢(١+cos٢k)−٢ cos k

√
١+cos٢k

٢
√

١+cos٢k

(٧١.٢)

به: می�رسیم ۶٨.٢ رابطه در ٧١.٢ تا ۶٩.٢ روابط جاگذاری با

|ψ(t)⟩ = ١
٢π

π∫
−π
dk |k⟩

 ١
٢

(
١+ cos k√

١+cos٢k

)
e−iαt + ١

٢

(
١− cos k√

١+cos٢k

)
ei(π+α)t

e−iαt+ik

٢
√

١+cos٢k
− ei(π+α)t+ik

٢
√

١+cos٢k



= ١
٢π

π∫
−π
dk |k⟩

 ١
٢

(
١+ cos k√

١+cos٢k

)
e−iαt + ١

٢

(
١− cos k√

١+cos٢k

)
ei(π+α)t

eik

٢
√

١+cos٢k

(
e−iαt − (−١)teiαt

)


︸ ︷︷ ︸
ψ̃s(k,t)

⇒ |ψ(t)⟩ = ١
٢π

π∫
−π
dk |k⟩ ψ̃s (k, t) = ١

٢π

π∫
−π
dk |k⟩

[
ψ̃٠ (k, t)

ψ̃١ (k, t)

]
(٧٢.٢)

کرد، استنباط می�توان هم کوانتومی ولگشت تعریف از و می�دهند نشان روابط این که طور همان



٣٢ ولگشت انواع .٢

|ψ⟩ = |٠|⟨٠⟩ اولیه حالت با گام ١٠٠ از پس هادامارد کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع :١١.٢ شکل

فرد) گام�های تعداد برای زوج مکان�های در (و زوج گام�های تعداد برای فرد مکان�های در احتمال توزیع
است[١۶]. صفر

باید آمده دست به نمودار شود، رسم ⟨ψ(t)| ψ(t)⟩ یعنی آمده دست به حالت احتمال توزیع نمودار اگر
.١١.٢ شکل باشد، ٧.٢ شکل در احتمال توزیع نمودار با مقایسه قابل



٣ فصل

چرخه روی کوانتومی ولگشت

رسیدن از پس ولگشت آن در که است کوانتومی ولگشت از متفاوتی نوع چرخه، روی کوانتومی ولگشت
هم دایره روی کوانتومی ولگشت آن به رو این از بازمی�گردد. خود حرکت آغاز نقطه به انتهایی مکان به
می�کند. متمایز خط روی ولگشت از را آن که دارد جالبی ویژگی�های ولگشت نوع این می�شود. گفته
ادامه در (که آن حدی تابع عوض در نمی�کند، میل مشخص توزیع یک به احتمال توزیع تابع مثال برای
در ولگشت این در آمیختگی زمان .[۶٠] [٢۶] [۵٩] می�کند میل مشخصی شکل به شد) خواهد معرفی
ولگشت نوع این است شده باعث که است کوچک�تر توانی صورت به خود، کلاسیکی ولگشت با مقایسه

.[٢۶] [۵٩] گیرد قرار محققان توجه مورد

چرخه روی کوانتومی ولگشت تحول رابطه ١.٣

نظر در مشخص جایگاه N با دایره�ای روی ذره یک حرکت صورت به را چرخه روی کوانتومی ولگشت
هیلبرت فضای می�رسد. آغاز نقطه به گام N از بعد (پادساعتگرد) ساعتگرد حرکت با ذره می�گیریم.
فضای همچنین است. {|j⟩;٠ ≤ j ≤ N − ١} محاسباتی پایه�های با بعدی N فضای یک مکان
صورت به کلی هیلبرت فضای بنابراین .{|s⟩; s = ٠,١} آن: برای که است بعدی ٢ فضای یک سکه،

است: زیر

H = H٢ ⊗HN

{|s, j⟩ : ٠ ≤ s ≤ ١,٠ ≤ j ≤ N}
(١.٣)

که: گونه�ای به دارد، وجود شرطی جابه�جایی عملگر هم این�جا در

S|s, j⟩ = |s, (j + (−١)s)modN⟩ (٢.٣)



٣۴ چرخه روی کوانتومی ولگشت .٣

چرخه روی کوانتومی ولگشت در تحول عملگر ٢.٣

بازگردد، n = ٠ مسیر ابتدای به باید ولگشت n = N یعنی دایره انتهای به n رسیدن با که آن�جایی از
می�کنیم: استفاده زیر شکل به فوریه تبدیل از

|κk⟩ =
١√
N

N−١∑
n=٠

e
٢iπkn

N |n⟩ (٣.٣)

.{|κk⟩ : ٠ ≤ k ≤ N − ١} می�دهد: تشکیل را جدید راست�هنجار پایه�های مجموعه یک که
ندارد n = ٠ با فرقی و می�شود e ٢iπkn

N = ١ فاز جمله باشد، n = N وقتی n افزایش با ترتیب این به
به ٢.٣ رابطه در modN جمله که می�شود باعث فوریه تبدیل هوشمندانه انتخاب این ترتیب همین به و
نظر در قبل مشابه را S عملگر می�توانیم اطمینان با بنابراین می�شود. منظور رابطه�ها در خودکار صورت

بنابراین: بگذاریم، ٣.٣ فوریه تبدیل عهده به را modN و بگیریم

S |s, n⟩ = |s, n+ (−١)s⟩ (۴.٣)

داریم: دهیم، اثر فوریه پایه�های بر را شرطی جابه�جایی عملگر اگر

S |s⟩ |κk⟩ =
١√
N

N−١∑
n=٠

e
٢iπkn

N S |s, n⟩ = ١√
N

N−١∑
n=٠

e
٢iπkn

N |s⟩ |n+ (−١)s⟩ (۵.٣)

می�کنیم: استفاده n′ = n+ (−١)s متغیر تغییر از رابطه این در

S |s⟩ |κk⟩ =
١√
N

N−١∑
n=٠

e
٢iπk(n′−(−١)s)

N |s⟩ |n′⟩ = e
−(−١)s٢iπk

N |s⟩ |κk⟩ (۶.٣)

برای اما می�دهد. تغییر را حالت فاز تنها شرطی جابه�جایی عملگر اعمال که می�دهد نشان نتیجه این
اثر |s′⟩ |κk⟩ حالت بردار بر را U اگر گرفت. نظر در هم را سکه عملگر باید تحول عملگر کردن قطری

داشت: خواهیم ، دهیم

U |s′⟩ |κk⟩ = S

( ١∑
s=٠

Hs,s′ |s⟩ |κk⟩

)
=

١∑
s=٠

e
−(−١)s٢iπk

N Hs,s′ |s⟩ |κk⟩ (٧.٣)



٣۵ چرخه روی کوانتومی ولگشت در تحول عملگر .٢.٣

با: برابرند فوریه پایه�های در U درآیه�های بنابراین .Hs,s′ = ⟨s|H |s′⟩ که

⟨s, κk|U |s′, κk′⟩ = e
−(−١)s٢iπk

N Hs,s′︸ ︷︷ ︸
H̃

(k)

s,s′

δk,k′ (٨.٣)

U کردن قطری برای نتیجه در می�دهیم، نمایش H̃(k)
s,s′ = e

−(−١)s٢iπk
N Hs,s′ با را ماتریس این عضو هر

کنیم: قطری را زیر ماتریس باید

H̃(k) =


e−

٢iπk
N ٠

٠ e
٢iπk
N

×H =
١√
٢


e−

٢iπk
N e−

٢iπk
N

e
٢iπk
N −e ٢iπk

N

 (٩.٣)

می�کنیم: تعیین را مشخصه معادله H̃(k) ماتریس ویژه�مقادیر تعیین برای

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e−

٢iπk
N√
٢ − λ e−

٢iπk
N√
٢

e
٢iπk
N√
٢ −

(
e−

٢iπk
N√
٢ + λ

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ٠ ⇒ −

(
e−

٢iπk
N√
٢ − λ

)(
e
٢iπk
N√
٢ + λ

)
− ١

٢ = ٠

⇒
(
e−

٢iπk
N√
٢ − λ

)(
e
٢iπk
N√
٢ + λ

)
+ ١

٢ = ٠ ⇒ −λ٢ + λ√
٢

(
e−

٢iπk
N − e

٢iπk
N

)
+ ١

٢ +
١
٢ = ٠

λ٢ + λ√
٢

(
e

٢iπk
N − e−

٢iπk
N

)
− ١ = ٠ ⇒ λ٢ +

√
٢iλ sin

(٢πk
N

)
− ١ = ٠

(١٠.٣)

: sin(
٢πk
N )√
٢ = sinα متغیر تغییر با

λ٢ + λ√
٢

(
e

٢iπk
N − e−

٢iπk
N

)
− ١ = ٠ ⇒ λ٢ +

√
٢iλ sin

(٢πk
N

)
− ١ = ٠

⇒ λ = −i sinα± cosα ⇒ λ = cosα− i sinα , − (cosα + i sinα)

⇒ λ = e−iα , ei(π+α)

(١١.٣)



٣۶ چرخه روی کوانتومی ولگشت .٣

چرخه روی کوانتومی ولگشت ویژه�بردارهای تعیین ٣.٣

از معادلات نمایش در سادگی برای کنیم. تعیین را ویژه�مقادیر از هریک با متناظر ویژه�بردار می�توانیم
می�آیند: دست به زیر صورت به H̃(k) ویژه�بردارهای ترتیب این به می�کنیم. استفاده e ٢iπk

N = eiβ

١√
٢


e−iβ e−iβ

eiβ −eiβ



١

b

 = e−iα


١

b



⇒ ١√
٢ (١+ b) e−iβ = e−iα ⇒ ١+ b =

√
٢e−iαeiβ ⇒ b =

√
٢e−iαeiβ − ١

⇒ b =
√
٢ (cosα− i sinα) (cos β − i sin β)− ١

⇒ b =
√
٢ (cosα cos β + i cosα sin β − i sinα cos β + sinα sin β)− ١

⇒ b =
√
٢
(√

١− sin٢α cos β + i
√
١− sin٢α sin β − i√

٢ sin β cos β + sin٢β√
٢

)
− ١

⇒ b =
√
٢
(

١√
٢

√
١+ cos٢β cos β + i√

٢

√
١+ cos٢β sin β − i√

٢ sin β cos β + sin٢β√
٢

)
− ١

⇒ b =
√
١+ cos٢β cos β + i

√
١+ cos٢β sin β − i sin β cos β + sin٢β − ١

⇒ b =
√
١+ cos٢β (cos β + i sin β)− i sin β cos β − cos٢β

⇒ b =
√
١+ cos٢β (cos β + i sin β)− cos β (cos β + i sin β)

⇒ b = eiβ
(√

١+ cos٢β − cos β
)

(١٢.٣)

.
√
١− sin٢α =

√
١+cos٢β√

٢ که است شده استفاده واقعیت این از رابطه این در که
می�کنیم: استفاده ⟨ϕ٠k| ϕ٠k⟩ = C٠

k از بهنجارش ضریب تعیین برای



٣٧ چرخه روی کوانتومی ولگشت ویژه�بردارهای تعیین .٣.٣

⟨ϕ٠k| ϕ٠k⟩ =
[
١ e−iβ

(√
١+ cos٢β − cos β

) ]
١

e−iβ
(√

١+ cos٢β − cos β
)
 = C٠

k

⇒ ١
C٠

k

(
١+ ١+ cos٢β + cos٢β − ٢

√
١+ cos٢β cos β

)
= ١

⇒ ٢
C٠

k

(
١+ cos٢β −

√
١+ cos٢β cos β

)
= ١ ⇒ ٢

C٠
k

√
١+ cos٢β

(√
١+ cos٢β − cos β

)
= ١

⇒ C٠
k = ٢

√
١+ cos٢β

(√
١+ cos٢β − cos β

)
(١٣.٣)

دیگر: ویژه�مقدار با متناظر ویژه�بردار و

١√
٢


e−iβ e−iβ

eiβ −eiβ



١

b

 = ei(π+α)


١

b


⇒ ١√

٢ (١+ b) e−iβ = ei(π+α) ⇒ ١+ b =
√
٢eiπeiαeiβ ⇒ b = −

√
٢eiαeiβ − ١

⇒ b = −
√
٢ (cosα + i sinα) (cos β − i sin β)− ١

⇒ b = −
√
٢ (cosα cos β + i cosα sin β + i sinα cos β − sinα sin β)− ١

⇒ b = −
√
٢
(√

١− sin٢α cos β + i
√
١− sin٢α sin β + i√

٢ sin β cos β − sin٢β√
٢

)
− ١

⇒ b = −
√
٢
(

١√
٢

√
١+ cos٢β cos β + i√

٢

√
١+ cos٢β sin β + i√

٢ sin β cos β − sin٢β√
٢

)
− ١

⇒ b = −
(√

١+ cos٢β cos β + i
√
١+ cos٢β sin β + i sin β cos β − sin٢β + ١

)
⇒ b = −

(√
١+ cos٢β (cos β + i sin β) + i sin β cos β + cos٢β

)
⇒ b = −

√
١+ cos٢β (cos β + i sin β)− cos β (cos β + i sin β)

⇒ b = eiβ
(
−
√
١+ cos٢β − cos β

)
(١۴.٣)



٣٨ چرخه روی کوانتومی ولگشت .٣

می�کنیم: استفاده
⟨
ϕ١k
∣∣ ϕ١k⟩ = C١

k از بهنجارش ضریب تعیین برای هم این�جا در

⟨
ϕ١k
∣∣ ϕ١k⟩ = [ ١ −e−iβ

(√
١+ cos٢β + cos β

) ]
١

−eiβ
(√

١+ cos٢β + cos β
)
 = C١

k

⇒ ١
C١

k

(
١+ ١+ cos٢β + cos٢β + ٢

√
١+ cos٢β cos β

)
= ١

⇒ ٢
C١

k

(
١+ cos٢β +

√
١+ cos٢β cos β

)
= ١ ⇒ ٢

C١
k

√
١+ cos٢β

(√
١+ cos٢β + cos β

)
= ١

⇒ C١
k = ٢

√
١+ cos٢β

(√
١+ cos٢β + cos β

)
(١۵.٣)

از: عبارتند آن�ها با متناظر ویژه�بردارهای و ویژه�مقادیر بنابراین

λ٠k = e−iα ; |ϕ٠k⟩ = ١√
٢
√

١+cos٢β
(√

١+cos٢β−cosβ
)


١

eiβ
(√

١+ cos٢β − cos β
)


λ١k = ei(π+α) ;
∣∣ϕ١k⟩ = ١√

٢
√

١+cos٢β
(√

١+cos٢β+cosβ
)


١

eiβ
(√

١+ cos٢β + cos β
)


(١۶.٣)

بنویسیم: زیر شکل به را تحول عملگر بسط می�توانیم ویژه�مقادیر، و ویژه�بردارها آمدن دست به با

U =
N−١∑
k=٠

(
e−iα |k⟩ |ϕ٠k⟩ ⟨k| ⟨ϕ٠k|+ ei(π+α) |k⟩

∣∣ϕ١k⟩ ⟨k| ⟨ϕ١k∣∣) (١٧.٣)

بنابراین: می�آید، دست به U عملگر اعمال بار t از tاُم گام از پس ولگشت حالت

U t =
N−١∑
k=٠

(
e−iαt |k⟩ |ϕ٠k⟩ ⟨k| ⟨ϕ٠k|+ ei(π+α)t |k⟩

∣∣ϕ١k⟩ ⟨k| ⟨ϕ١k∣∣) (١٨.٣)

عبارت ولگشت این حالت tاُم، گام در و می�گیریم نظر در |ψ (٠)⟩ = |٠⟩ |٠⟩ صورت به را اولیه حالت



٣٩ چرخه روی کوانتومی ولگشت ویژه�بردارهای تعیین .٣.٣

از: است

|ψ (t)⟩ = U t |ψ (٠)⟩ =
N−١∑
k=٠

(
e−iαt |k, ϕ٠k⟩ ⟨k, ϕ٠k| ٠,٠⟩+ ei(π+α)t

∣∣k, ϕ١k⟩ ⟨k, ϕ١k∣∣ ٠,٠⟩)
(١٩.٣)

می�کنیم: حساب جداگانه را
⟨
k, ϕ١k

∣∣ ٠,٠⟩ و ⟨k, ϕ٠k| ٠,٠⟩ رابطه، این در
⟨k, ϕ٠k| ٠,٠⟩ = ⟨k| ٠⟩ ⟨ϕ٠k| ٠⟩ (٢٠.٣)

آوردیم: دست به که |ϕ٠k⟩ صریح شکل به توجه با

⟨ϕ٠k| ٠⟩ = ١√
C٠

k

[
١ eiβ

(√
١+ cos٢β − cos β

) ]
١

٠


⇒ ⟨ϕ٠k| ٠⟩ = ١√

C٠
k

(٢١.٣)

:|k⟩ = ١√
N

N−١∑
n=٠

e−
٢iπnk

N |n⟩ فوریه تبدیل از استفاده با

⟨k| ٠⟩ = ١√
N

N−١∑
n=٠

e
٢iπnk

N ⟨n| ٠⟩

⇒ ⟨k| ٠⟩ = ١√
N

(٢٢.٣)

بنابراین:

⟨k, ϕ٠k| ٠,٠⟩ =
١√
NC٠

k

(٢٣.٣)

نیز:
⟨
k, ϕ١k

∣∣ ٠,٠⟩ برای



۴٠ چرخه روی کوانتومی ولگشت .٣

⟨
ϕ١k
∣∣ ٠⟩ = ١√

C١
k

[
١ eiβ

(√
١+ cos٢β + cos β

) ]
١

٠


⇒
⟨
ϕ١k
∣∣ ٠⟩ = ١√

C١
k

⇒
⟨
k, ϕ١k

∣∣ ٠,٠⟩ = ١√
NC١

k

(٢۴.٣)

:١٩.٣ در آمده دست به روابط جاگذاری با

|ψ (t)⟩ = ١√
N

N−١∑
n=٠

 e−iαt√
C٠
k

|k, ϕ٠k⟩+
(−١)teiαt√

C١
k

∣∣k, ϕ١k⟩
 (٢۵.٣)

می�کنیم: عمل زیر صورت به Ck١ و Ck٠ آوردن دست به برای

١
C٠

k
= ١

٢
١√

١+cos٢β
(√

١+cos٢β−cosβ
) ×

√
١+cos٢β+cosβ√
١+cos٢β+cosβ

⇒ ١
C٠

k
= ١

٢

√
١+cos٢β+cosβ√

١+cos٢β(١+cos٢β−cos٢β)
= ١

٢

√
١+cos٢β+cosβ√

١+cos٢β

⇒ ١
C٠

k
= ١

٢

(
١+ cosβ√

١+cos٢β

)
(٢۶.٣)

١
C١

k

= ١
٢

١√
١+cos٢β

(√
١+cos٢β+cosβ

) ×
√

١+cos٢β−cosβ√
١+cos٢β−cosβ

⇒ ١
C١

k

= ١
٢

√
١+cos٢β−cosβ√

١+cos٢β(١+cos٢β−cos٢β)
= ١

٢

√
١+cos٢β−cosβ√

١+cos٢β

⇒ ١
C١

k

= ١
٢

(
١− cosβ√

١+cos٢β

)
(٢٧.٣)

کنیم: بازنویسی زیر شکل به را ٢۵.٣ رابطه اگر



۴١ چرخه روی کوانتومی ولگشت ویژه�بردارهای تعیین .٣.٣

|ψ (t)⟩ = ١√
N

N−١∑
k=٠

|k⟩

 e−iαt√
C٠
k

|ϕ٠k⟩+
(−١)teiαt√

C١
k

∣∣ϕ١k⟩


︸ ︷︷ ︸
Ak (t)

Bk (t)



(٢٨.٣)

آوردن دست به برای است. Bk (t) و Ak (t) مولفه�های با مولفه�ای دو بردار یک پرانتز داخل قسمت
می�کنیم: باز را ٢٨.٣ در پرانتز داخل جملات مولفه�ها این

e−iαt√
C٠

k

|ϕ٠k⟩ = e−iαt

C٠
k


١

eiβ
(√

١+ cos٢β − cos β
)


= e−iαt

٢

(
١+ cosβ√

١+cos٢β

)
١

eiβ
(√

١+ cos٢β − cos β
)


= e−iαt

٢

(√
١+cos٢β+cosβ√

١+cos٢β

)
١

eiβ
(√

١+ cos٢β − cos β
)


= e−iαt

٢


√

١+cos٢β+cosβ√
١+cos٢β

eiβ ١+cos٢β−cos٢β√
١+cos٢β



= ١
٢


cos (αt)

√
١+cos٢β+cosβ√

١+cos٢β
− i sin (αt)

√
١+cos٢β+cosβ√

١+cos٢β

eiβ cos(αt)−sin(αt)√
١+cos٢β



(٢٩.٣)

و:



۴٢ چرخه روی کوانتومی ولگشت .٣

(−١)teiαt√
C١

k

∣∣ϕ١k⟩ = (−١)teiαt

C١
k


١

−eiβ
(√

١+ cos٢β + cos β
)


= (−١)teiαt

٢

(
١− cosβ√

١+cos٢β

)
١

−eiβ
(√

١+ cos٢β + cos β
)


= (−١)teiαt

٢

(√
١+cos٢β−cosβ√

١+cos٢β

)
١

−eiβ
(√

١+ cos٢β + cos β
)


= (−١)teiαt

٢


√

١+cos٢β−cosβ√
١+cos٢β

−eiβ ١+cos٢β−cos٢β√
١+cos٢β



= (−١)t
٢


cos (αt)

√
١+cos٢β−cosβ√

١+cos٢β
+ i sin (αt)

√
١+cos٢β−cosβ√

١+cos٢β

−eiβ cos(αt)+i sin(αt)√
١+cos٢β


(٣٠.٣)

بود: خواهد زیر شکل به Ak (t) ،٣٠.٣ و ٢٩.٣ جمع با باشد، زوج t اگر

Ak (t) =
١
٢

(
cos (αt)

√
١+cos٢β+cosβ√

١+cos٢β
− i sin (αt)

√
١+cos٢β+cosβ√

١+cos٢β

+ cos (αt)

√
١+cos٢β−cosβ√

١+cos٢β
+ i sin (αt)

√
١+cos٢β−cosβ√

١+cos٢β

)

= ١
٢

(
cos (αt)

(√
١+cos٢β+cosβ√

١+cos٢β
+

√
١+cos٢β−cosβ√

١+cos٢β

)

+i sin (αt)

(
−
√

١+cos٢β−cosβ√
١+cos٢β

+

√
١+cos٢β−cosβ√

١+cos٢β

))

⇒ Ak (t) = cos (αt)− i cosβ sin(αt)√
١+cos٢β

(٣١.٣)
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داریم: نتیجه در

Bk (t) =
١
٢

(
eiβ cos(αt)−i sin(αt)√

١+cos٢β
− eiβ cos(αt)+i sin(αt)√

١+cos٢β

)

⇒ Bk (t) =
−ieiβ sin(αt)√

١+cos٢β

(٣٢.٣)

بازگرداند: مکان فضای به فوریه تبدیل یک با می�توان می�آید، دست به طریق این از که را حالتی کت

|ψ (t)⟩ = ١√
N

N−١∑
k=٠

|k⟩


Ak (t)

Bk (t)

 = ١√
N

١√
N

N−١∑
n=٠

N−١∑
k=٠

|n⟩


Ak (t) e

٢iπnk
N

Bk (t) e
٢iπnk

N



⇒ |ψ (t)⟩ = ١
N

N−١∑
n=٠

|n⟩


N−١∑
k=٠

Ak (t) e
inβ

N−١∑
k=٠

Bk (t) e
inβ


(٣٣.٣)

جایگاه N با دایره روی هادامارد ولگشت آورد.برای دست به هم را احتمال توزیع می�توان ترتیب این به
: |ψ(٠)⟩ = |٠,٠⟩ اولیه حالت با گام t و مشخص

Pn (t) =
١
N٢

∣∣∣∣∣
N−١∑
k=٠

Ak (t) e
inβ

∣∣∣∣∣
٢

+
١
N٢

∣∣∣∣∣
N−١∑
k=٠

Bk (t) e
inβ

∣∣∣∣∣
٢

(٣۴.٣)

جایگاه�هایی در است، زوج N که هنگامی است. درست tمثبت مقدار هر و N مقدار هر برای رابطه این
غیر جایگاه�ها تمام برای احتمال توزیع باشد، فرد N اگر و است صفر احتمال توزیع باشد، فرد n+ t که

بود. خواهد صفر
توزیع شبیه باید دایره روی ولگشت احتمال توزیع نمودار باشد، کم�تر جایگاه�ها تعداد از گام�ها تعداد اگر
نشان N = ١۵٠ با ولگشتی برای را احتمال توزیع نمودار ١.٣ شکل باشد. خط روی ولگشت احتمال
توزیع نمودار N٢ اندازه به انتقال یک با می�شود، دیده که همان�طور است. برداشته گام ١٠٠ که می�دهد

.١.٣ است برداشته گام ١٠٠ که می�شود خط روی ولگشت احتمال توزیع نمودار مشابه احتمال
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گام ١٠٠ و جایگاه ١۵٠ با دایره روی کوانتومی ولگشت احتمال توزیع :١.٣ شکل

حدی توزیع ۴.٣
١ ثابت توزیع یک به احتمال توزیع می�شود، زیاد گام�ها تعداد که هنگامی کلاسیکی تصادفی ولگشت در
شود مطرح سوال این است [۵۶].ممکن ندارد وابستگی اولیه شرایط به که می�کند میل ٢ حدی توزیع یا

خیر؟ یا می�کند صدق نیز کوانتومی ولگشت مورد در موضوع این آیا که

،|ψ(t) = U t|ψ٠)⟩ گام، t از بعد می�گیریم. نظر در را |ψ(٠)⟩ اولیه حالت موضوع این بررسی برای
{|λk,s⟩ : ٠ ≤ k ≤ N − ١ s = ٠,١} را U ویژه�بردارهای اگر است. تحول عملگر همان U آن در که

بنویسیم: آن�ها برحسب را U می�توانیم هستند، e٢iπλk,s آن�ها، متناظر ویژه�مقادیر که بگیریم نظر در

U =
N−١∑
k=٠

١∑
s=٠

e٢iπλk,s |λk,s⟩ ⟨λk,s| (٣۵.٣)

.٠ ≤ λk,s ≤ ١ آن در که
پایه�ها: این در اولیه حالت بسط با

|ψ(٠)⟩ =
N−١∑
k=٠

١∑
s=٠

Ck,s |λk,s⟩ ; Ck,s = ⟨λk,s| ψ(٠)⟩ (٣۶.٣)

١Stationary Distrubution
٢Limiting Distribution
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tاُم: گام در بنابراین

|ψ(t)⟩ =
N−١∑
k=٠

١∑
s=٠

Ck,se
٢iπλk,st |λk,s⟩ (٣٧.٣)

خیر؟ یا می�کند میل مشخصی کت به |ψ(t)⟩ آیا که کرد مطرح را سوال این می�توان اکنون
تمام برای ∥|ψ (t+ ١)⟩ − |ψ (t)⟩∥ ٣ نُرم چون ندارد، وجود واقع در حد این که داد نشان می�توان

است[۵۶]: ثابت گام�ها

١
٢∥|ψ (t+ ١)⟩ − |ψ (t)⟩∥٢ = ١

٢ ∥U
t (U − I) |ψ (٠)⟩∥٢

= ١
٢

(
⟨ψ (٠)|

(
U t(U − I)t

)†) ((
U t(U − I)t

)
|ψ (٠)⟩

)
= ١

٢ ⟨ψ (٠)|
(
(U − I)†(U t)

†
U t (U − I)

)
|ψ (٠)⟩

= ١
٢ ⟨ψ (٠)| (U − I)† (U − I) |ψ (٠)⟩ = ١

٢ ⟨ψ (٠)|U †U − U †I − UI + I |ψ (٠)⟩

= ١
٢ ⟨ψ (٠)|٢I −

(
U † + U

)
|ψ (٠)⟩ = ⟨ψ (٠)| ψ (٠)⟩ − ١

٢
(
⟨ψ (٠)|U † |ψ (٠)⟩ − ⟨ψ (٠)|U |ψ (٠)⟩

)
= ١− ١

٢
((
⟨ψ (٠)|U †) |ψ (٠)⟩+ ⟨ψ (٠)|U |ψ (٠)⟩

)
= ١− ١

٢

(
(⟨ψ (٠)|U |ψ (٠)⟩)† + ⟨ψ (٠)|U |ψ (٠)⟩

)
= ١− Re (⟨ψ (٠)|U |ψ (٠)⟩)

(٣٨.٣)

ثابت tها تمام برای ⟨ψ (٠)|U |ψ (٠)⟩ حقیقی قسمت نتیجه در است، ثابت گام�ها تمام برای سکه اپراتور
ثابت و صفر غیر نرم این مشخص، اولیه حالت کت و تحول عملگر یک برای آن�گاه ،U ̸= I اگر است.
.[۵۶] می�شد صفر باید نرم این می�کرد، میل مشخص کت یک به |ψ(t)⟩ اگر که صورتی در بود. خواهد
همیشه بنابراین هستند. eiθ صورت به U ویژه�مقادیر که است این آورد این�جا در می�توان که دیگری دلیل
آید در e٢(iπm) = ١ صورت به ویژه�مقادیر تمام ازای به eiθt′ مشخص، گام t′ از پس که است امکان�پذیر
حالت به مشخص گام t′ از بعد ولگشت می�دهد نشان که

{
∀t′|m = θit

′

π
∈ Z for i = ١,٢, ...

}
نمی�کند[۵٩]. میل مشخصی کت به ولگشت حالت و شده تکرار مدام چرخه این بنابراین می�رسد. اولیه
می�شود[۵٩]: همگرا ثابت توزیع یک به آن زمانی متوسط اما نمی�شود، همگرا حدی توزیع که این وجود با

٣Norm
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p̄v (T ) =
١
T

T−١∑
t=٠

pv (t) (٣٩.٣)

است: t زمان در v جایگاه در ولگشت یافتن احتمال pv(t) آن در که

pv (T ) =
١∑
s=٠

|⟨s, v| ψ (t)⟩|٢ (۴٠.٣)

در مدت چه متوسط طور به گام T از بعد ولگشت که است این دهنده نشان P̄v(T ) کمیت حقیقت در
رابطه در می�آید، دست به شکل این به که کمیتی که است ذکر به لازم است[۵۶]. داشته حضور v مکان

می�کند: صدق زیر

N−١∑
v=٠

pv (T ) = ١ (۴١.٣)

بنابراین می�کند. میل مشخص توزیع تابع یک به گام�ها شدن بیشتر با میانگین احتمال توزیع تابع این
می�کنیم: تعریف زیر صورت به حدی میانگین توزیع تابع عنوان به را πv

π (v) = lim
T→∞

p̄v (T ) (۴٢.٣)

نزدیک ۴٢.٣ حدی میانگین توزیع تابع به ٣٩.٣ میانگین توزیع تابع گام�ها تعداد افزایش با داریم انتظار
آمیختگی زمان نام به کمیتی با حدی میانگین توزیع تابع به شدن نزدیک سرعت شود. نزدیک�تر و
تابع کردن میل دادن نشان برای کرد. خواهیم اشاره آن به بعدی قسمت�های در که می�شود اندازه�گیری
٣.٣ و ٢.٣ شکل در متفاوت، گام�های تعداد با توزیع تابع دو مشخص، توزیع یک به میانگین توزیع

شده�اند. رسم

می�دهد نشان نمودار این می�دهد. نشان جایگاه ٢۴ با ولگشتی برای را حدی توزیع نمودار ۴.٣ شکل
توزیع شکل یک به همگرایی همچنان وجود این با نیست، یکنواخت توزیع یک همیشه حدی توزیع که

می�کنیم: محاسبه را pv (T ) ابتدا π (v) صریح شکل آوردن دست به برای می�کند. تایید را خاص
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|ψ (٠)⟩ = |٠⟩ اولیه⟨۵| حالت گام؛ ١٠٠ و جایگاه ٢۵ با چرخه روی کوانتومی ولگشت حدی توزیع :٢.٣ شکل
می�دهد. نشان را یکنواخت توزیع از فاصله شده، رسم خط است. بوده

|ψ (٠)⟩ = |٠⟩ اولیه⟨۵| حالت گام؛ ١٠٠٠ و جایگاه ٢۵ با چرخه روی کوانتومی ولگشت حدی توزیع :٣.٣ شکل
می�دهد. نشان را یکنواخت توزیع از فاصله شده، رسم خط است. بوده

|ψ (٠)⟩ = |٠⟩ |۵⟩ اولیه حالت گام؛ ١٠٠٠ و جایگاه ٢۴ با چرخه روی کوانتومی ولگشت حدی توزیع :۴.٣ شکل
می�دهد. نشان را یکنواخت توزیع از فاصله شده، رسم خط است. بوده

p̄v (T ) =
١
T

T−١∑
t=٠

pv (t)

= ١
T

T−١∑
t=٠

١∑
b=٠

|⟨v, b| ψ (t)⟩|
٢

= ١
T

T−١∑
t=٠

١∑
b=٠

∣∣∣∣N−١∑
k=٠

١∑
s=٠

Ck,se
٢iπλk,s ⟨b, v| λk,s⟩

∣∣∣∣٢
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⇒ p̄v (T ) =
N−١∑
k,k′=٠

١∑
s,s′,b=٠

Ck,sCk′,s′
∗ ⟨b, v| λk,s⟩ ⟨λk′,s′| b, v⟩ ×

١
T

T−١∑
t−٠

e٢iπ(λk,s−λk′,s′)t

(۴٣.٣)

هندسی: تصاعد از استفاده با است. وابسته (T ) زمان به که است آخر جمله تنها

١
T

T−١∑
t=٠

e

λ︷ ︸︸ ︷
٢iπ (λk,s − λk′,s′) t =


eλT−١
T(eλ−١)

λk,s ̸= λk′,s′

١ λk,s = λk′,s′

(۴۴.٣)

با: است برابر آن اندازه که بود خواهد مختلط عدد یک پاسخ ،λk,s ̸= λk′,s′ اگر بنابراین

∣∣∣∣ eiλT − ١
T (eiλ − ١)

∣∣∣∣٢ = ١
T ٢

١− cosλT

١− cosλ
=

١
T ٢

(
١

١− cosλ
− cosλT

١− cosλ

)
≤ ١
T ٢

١
١− cosλ

(۴۵.٣)

:λk,s ̸= λk′,s′ که هنگامی و بزرگ Tهای برای که درمی�یابیم ترتیب این به

lim
T→∞

١
T ٢

١
١− cos (٢π (λk,s − λk′,s′))

= ٠ (۴۶.٣)

نتیجه: در

lim
T→∞

١
T

T−١∑
t=٠

(
e٢iπ(λk,s−λk′,s′)t

)
=


٠ (λk,s ̸= λk′,s′)

١ (λk,s = λk′,s′)

(۴٧.٣)

داریم: ۴٢.٣ در نتیجه این از استفاده و (۴٣.٣) p̄v (T ) در ۴٧.٣ رابطه جاگذاری با

π (v) =
N−١∑

k,k′=٠
λk,s=λk′,s′

١∑
s,s′=٠

Ck,sCk′,s′
∗

١∑
b=٠

⟨v, b| λk,s⟩ ⟨λk′,s′ | v, b⟩ (۴٨.٣)

این در ،s = s′ و k = k′ که باشد برقرار وقتی فقط λk,s = λk′,s′ یعنی باشیم، نداشته تبهگنی اگر
صورت:
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π (v) =
N−١∑
k=٠

١∑
s=٠

|Ck,s|٢
١∑
b=٠

|⟨v, b| λk,s⟩|٢︸ ︷︷ ︸
pk,s(v)

(۴٩.٣)

دارد. بستگی هستند، U ویژه�بردارهای پایه در اولیه حالت ضرایب که Ck,sها به حدی توزیع بنابراین
را تحول عملگر پس می�دهیم، نمایش {|κk⟩} با را جایگاه�ها با مرتبط هیلبرت فضای فوریه پایه�های

نوشت. می�کند، عمل سکه فضای در و دارد بستگی k به که یافته کاهش عملگر یک با می�توان
عملگر باشند، λk,s ویژه�مقادیر با یافته کاهش فضای بهنجار متعامد پایه�های {|χk,s⟩ ; s = ٠,١} اگر
را آن می�توان که بود خواهد {|χk,s, κk⟩ ; s = ٠,١ ; ٠ ≤ k ≤ N − ١} پایه بردارهای دارای تحول

کرد: |λk,s⟩ جایگزین

pk,s (v) =
١∑
b=٠

|⟨v, b| λk,s⟩|٢ =
١∑
b=٠

|⟨v| κk⟩|٢|⟨b| χk,s⟩|٢ (۵٠.٣)

است، واحد |χk,s⟩ اندازه که این به توجه با طرفی از و |⟨v| κk⟩|٢ = ١
N
نتیجه در و ٣.٣ از استفاده با

بنابراین:

١∑
b=٠

|⟨b| χk,s⟩|٢ = ١ (۵١.٣)

شد: خواهد زیر شکل به ۴٩.٣ رابطه نتیجه در

π(v) =
١
N

N−١∑
k=٠

١∑
s=٠

|Ck,s|٢ (۵٢.٣)

اولیه: حالت بودن بهنجار به توجه با طرفی از

١∑
s=٠

|Ck,s|٢ = ١ (۵٣.٣)

:π(v) در آمده دست به نتایج جاگذاری با ترتیب، این به

π (v) =
١
N

(۵۴.٣)

می�آید، ادامه در که توضیحاتی با است. آمده دست به ویژه�مقادیر بودن ناتبهگن شرط با رابطه این
نتیجه در و بوده متمایز ویژه�مقادیر دارند، جایگاه فردی تعداد که چرخه�هایی برای تنها که می�یابیم در
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است. یکنواخت اولیه حالت از نظر صرف حدی توزیع
آن�ها: در که χk,١ = ei(π+α) و χk,٠ = e−iα از عبارتند ویژه�مقادیر چرخه، روی کوانتومی ولگشت در

sinα =
١√
٢
sin

٢πk
N

(۵۵.٣)

دریافت: می�توان ،
∣∣sin ٢πk

N

∣∣ ≤ ١ چون

|sinα| ≤ ١√
٢
⇒ α ∈

([
−π۴ ,

π

۴

]
∪
[
٣π
۴ ,

۵π
۴

])
(۵۶.٣)

می�گیرند. جای بازه این در می�دهد، نشان ۵.٣ شکل که همان�طور ویژه�مقادیر تمام و

می�گیرند قرار آن در ویژه�مقادیر که مثلثاتی دایره از ناحیه�هایی :۵.٣ شکل

شکل به دیگری ویژه�مقدار با با متناظر ،λ٠,k = e−iα شکل به اول بخش در ویژه�مقدار هر ترتیب این به
که: است آن ویژه�مقدار دو برابری شرط طرفی از است. دیگر بخش در λ١,k = ei(π+α)

sin
٢πk
N

= sin
٢πk′
N

(۵٧.٣)

می�شود: زیر نتیجه سه به منجر که
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

k = k′

٢πk
N

= π − ٢πk′
N

⇒ k = N
٢ − k′ ⇒ k + k′ = N

٢

٢πk
N

− π = ٢π − ٢πk′
N

⇒ k − N
٢ = N − k′ ⇒ k + k′ = ٣N

٢

(۵٨.٣)

اعداد k′ و k چون است، برقرار اول تساوی تنها فرد جایگاه�های تعداد برای که دید می�توان این�جا در
یکنواخت توزیع یک حدی توزیع و نداریم) (تبهگنی بوده متمایز ویژه�مقادیر نتیجه در هستند. طبیعی

است.
.k = N

۴ ,
٣N
۴ جز به البته داشت؛ خواهد متفاوتوجود k دو برای برابر ویژه�مقدار دو Nزوجباشد، اگر اما

زوج جایگاه�های تعداد برای دایره روی کوانتومی ولگشت ویژه�مقادیر در تبهگنی :۶.٣ شکل

ازای به و دوم ناحیه در دیگری مقدار ویژه مثلثاتی، دایره اولِ ناحیه در مقدار ویژه یک ازای به یعنی
.sin ٢πk

N
= sin ٢πk′

N
که دارد وجود چهارم ناحیه در دیگری مقدار ویژه سوم، ناحیه در مقدار ویژه یک

:۴٨.٣ رابطه بازنویسی با

π (v) =
N−١∑

k,k′=٠
χk,s=χk′,s′

١∑
s,s′=٠

Ck,sCs′,k′
∗

١∑
b=٠

⟨b| χk,s⟩ ⟨χk′,s′| b⟩ ⟨v| κk⟩ ⟨κk′| v⟩

=
N−١∑

k,k′=٠
χk,s=χk′,s′

١∑
s,s′=٠

Ck,sCs′,k′
∗

١∑
b=٠

⟨χk′,s′| b⟩ ⟨b| χk,s⟩ ⟨v| κk⟩ ⟨κk′ | v⟩
(۵٩.٣)
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تمامیت: اصل از استفاده با

π (v) =
N−١∑

k,k′=٠
χk,s=χk′,s′

١∑
s,s′=٠

Ck,sCk′,s′
∗ ⟨χk′,s′| χk,s⟩ ⟨v| κk⟩ ⟨κk′| v⟩

=
N−١∑

k,k′=٠
e−iα=e−iα′

Ck,٠Ck′,٠
∗ ⟨χk′,٠| χk,٠⟩ ⟨v| κk⟩ ⟨κk′| v⟩

+
N−١∑

k,k′=٠
ei(π+α)=ei(π+α′)

Ck,١Ck′,١
∗ ⟨χk′,١| χk,١⟩ ⟨v| κk⟩ ⟨κk′| v⟩

(۶٠.٣)

رابطه در s′ = ٠ و s = ١ یا s′ = ١ و s = ٠ جمله هیچ که است آمده دست به دلیل این به نتیجه این
ربع در e−iα (چون نمی�شوند برابر هم با هیچ�وقت ei(π+α) و e−iα که زیرا داشت، نخواهند تاثیری π(v)

فوریه تبدیل از استفاده با سوم). و دوم ربع در ei(π+α) و دارد وجود دایره چهارم و اول

|κk⟩ =
١√
N

N−١∑
n=٠

e
٢iπkn

N |n⟩ ⇒ ⟨κk| =
١√
N

N−١∑
n=٠

e−
٢iπkn

N ⟨n| (۶١.٣)

:⟨κk′| v⟩ و ⟨v| κk⟩ محاسبه با

⟨v| κk⟩ = ١√
N

N−١∑
n=٠

e
٢iπkn

N ⟨v| n⟩ = ١√
N
e

٢iπkn
N

⟨κk′| v⟩ = ١√
N

N−١∑
n=٠

e−
٢iπk′n

N ⟨n| v⟩ = ١√
N
e−

٢iπk′n
N


⇒ ⟨v| κk⟩ ⟨κk′| v⟩ = e−

٢iπv(k−k′)
N

(۶٢.٣)

پس:

π (v) = ١
N

 N−١∑
k,k′=٠
e−iα=e−iα′

Ck,٠Ck′,٠
∗ ⟨χk′,٠| χk,٠⟩ e−

٢iπv(k−k′)
N

+
N−١∑

k,k′=٠
ei(π+α)=ei(π+α′)

Ck,١Ck′,١
∗ ⟨χk′,١| χk,١⟩ e−

٢iπv(k−k′)
N )

(۶٣.٣)

ویژه�مقادیر روی ترتیب به هرکدام که کرد باز جمله سه به می�توان را ۶٣.٣ رابطه در موجود دوگانه جمع
برابر k = k′ شامل جملات روی جمع می�زنند. جمع k = N

٢ modN و k′ = N
٢ modN ،k = k′

جایگاه): فردی تعداد دارای ولگشت در یکنواخت توزیع (همان ١
N
با شد خواهد
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π (v) = ١
N
+ ١

N
Re

 N−١∑
k=٠
k ̸=N

۴ ,
٣N
۴

Ck,٠CN
٢ −k,٠

∗
⟨
χN

٢ −k,٠

∣∣∣χk,٠⟩ e ٢iπv(٢k−N
٢ )

N



+ ١
N
Re

 N−١∑
k=٠
k ̸=N

۴ ,
٣N
۴

Ck,١CN
٢ −k,١

∗
⟨
χN

٢ −k,١

∣∣∣χk,١⟩ e ٢iπv(٢k−N
٢ )

N



= ١
N
+ ١

N
Re

 N−١∑
k=٠
k ̸=N

۴ ,
٣N
۴

Ck,٠CN
٢ −k,٠

∗
⟨
χN

٢ −k,٠

∣∣∣χk,٠⟩ e ۴iπvk
N

−iπ



+ ١
N
Re

 N−١∑
k=٠
k ̸=N

۴ ,
٣N
۴

Ck,١CN
٢ −k,١

∗
⟨
χN

٢ −k,١

∣∣∣χk,١⟩ e ۴iπvk
N

−iπ



(۶۴.٣)

می�آوریم: دست به را Cs,k ،٢۵.٣ رابطه در t = ٠ از استفاده با

|ψ (٠)⟩ =
N−١∑
n=٠

 ١√
NC٠

k

|k⟩ |ϕ٠k⟩+
١√
NC١

k

|k⟩
∣∣ϕ١k⟩

 (۶۵.٣)

C٠
N
٢ −k = ٢

√
١+ cos٢

((
N
٢ − k

) ٢π
N

) (√
١+ cos٢

((
N
٢ − k

) ٢π
N

)
− cos

((
N
٢ − k

) ٢π
N

))

= ٢
√
١+ cos٢

(
π − ٢πk

N

)(√
١+ cos٢

(
π − ٢πk

N

)
− cos

(
π − ٢πk

N

))

⇒ C٠
N
٢ −k = ٢

√
١+ cos٢

(٢πk
N

)(√
١+ cos٢

(٢πk
N

)
+ cos

(٢πk
N

))
(۶۶.٣)

نتیجه: در و

C٠
kC

٠
N
٢ −k = ۴

(
١+ cos٢

(
٢πk
N

))
(۶٧.٣)

:C١
kC

١
N
٢ −k

∗ برای همچنین
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C١
N
٢ −k = ٢

√
١+ cos٢

((
N
٢ − k

) ٢π
N

) (√
١+ cos٢

((
N
٢ − k

) ٢π
N

)
+ cos

((
N
٢ − k

) ٢π
N

))

C١
N
٢ −k = ٢

√
١+ cos٢

(٢kπ
N

)(√
١+ cos٢

(٢kπ
N

)
− cos

(٢kπ
N

))

C١
kC

١
N
٢ −k = ۴

(
١+ cos٢

(٢kπ
N

))
(۶٨.٣)

همچنین:

⟨
χN

٢ −k,٠

∣∣∣ χk,٠⟩ = ١√
C٠

kC
٠
N
٢ −k

(
١+

(√
١+ cos٢ ٢πk

N
− cos ٢πk

N

)

×
(√

١+ cos٢ ٢πk
N

+ cos ٢πk
N

)
e

٢iπk
N e−

٢iπ
N (N

٢ −k)
)

= ١√
C٠

kC
٠
N
٢ −k

(
١+ e

٢iπ
N (k+k−N

٢ )
)
= ١√

C٠
kC

٠
N
٢ −k

(
١+ e−

۴iπk
N

−iπ
)
(۶٩.٣)

: ۶٧.٣ از استفاده با که

⟨
χN

٢ −k,٠

∣∣∣ χk,٠⟩ =
١− e

۴iπk
N

٢
√
١+ cos٢

(٢πk
N

) (٧٠.٣)

و:

⟨
χN

٢ −k,١

∣∣∣ χk,١⟩ = ١√
C١

kC
١
N
٢ −k

(
١+

(√
١+ cos٢ ٢πk

N
+ cos ٢πk

N

)

×
(√

١+ cos٢ ٢πk
N

− cos ٢πk
N

)
e

٢iπk
N e−

٢iπ
N (N

٢ −k)
)

= ١√
C١

kC
١
N
٢ −k

(
١+ e

٢iπ
N (k+k−N

٢ )
)
= ١√

C١
kC

١
N
٢ −k

(
١+ e

۴iπk
N

−iπ
)
(٧١.٣)

:۶٨.٣ از استفاده با و
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⟨
χN

٢ −k,١

∣∣∣ χk,١⟩ =
١− e

۴iπk
N

٢
√
١+ cos٢

(٢πk
N

) (٧٢.٣)

:۶۴.٣ رابطه در ٧٢.٣ و ٧٠.٣ روابط از استفاده با

π (v) = ١
N
+ ١

N
Re

 N−١∑
k=٠
k ̸=N

۴ ,
٣N
۴

C٠,kC٠,N٢ −k

(
١−e

۴iπk
N

٢
√
١+cos٢( ٢πk

N )
(−١)ve ۴iπkv

N

)
+ ١
N
Re

 N−١∑
k=٠
k ̸=N

۴ ,
٣N
۴

C١,kC١,N٢ −k

(
١−e

۴iπk
N

٢
√
١+cos٢( ٢πk

N )
(−١)ve ۴iπkv

N

)

= ١
N
+ (−١)v

٢N

N∑
k=٠
k ̸=N

۴ ,
٣N
۴

(
C٠,kC٠,N٢ −k + C١,kC١,N٢ −k

)
× Re

(
e
۴iπkv

N −e
۴iπk(v+١)

N√
١+cos٢( ٢πk

N )

)
⇒

π (v) = ١
N
+ (−١)v

٢N

N∑
k=٠
k ̸=N

۴ ,
٣N
۴

(
C٠,kC٠,N٢ −k + C١,kC١,N٢ −k

)(
cos( ۴πkv

N )−cos( ۴πk(v+١)
N )√

١+cos٢( ٢πk
N )

)
(٧٣.٣)

روی کوانتومی ولگشت نوع هر حدی توزیع می�تواند که است عمومی رابطه یک نظر این از ٧٣.٣ رابطه
کند. مشخص را هادامارد سکه عملگر با چرخه

داریم: ۶۵.٣ رابطه از می�کنیم. تعیین را C٠,kC٠,N٢ −k + C١,kC١,N٢ −k ضریب حال

|ψ (٠)⟩ =
N−١∑
k=٠

 ١√
NC٠

k

|χ٠,k⟩ |κk⟩+
١√
NC١

k

|χ١,k⟩ |κk⟩

 (٧۴.٣)

پس:

C٠,k =
١√
NC٠

k

; C١,k =
١√
NC١

k

(٧۵.٣)

بنابراین:
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C٠,N٢ −k =
١√
NC٠

k

= ١
√
N
√
٢
√√

١+cos٢( ٢πk
N )

(√
١+cos٢( ٢πk

N )+cos( ٢πk
N )

)

⇒ C٠,kC٠,N٢ −k =
١

٢N
√√

١+cos٢( ٢πk
N )

(√
١+cos٢( ٢πk

N )−cos( ٢πk
N )

)

× ١√√
١+cos٢( ٢πk

N )
(√

١+cos٢( ٢πk
N )+cos( ٢πk

N )
)

⇒ C٠,kC٠,N٢ −k =
١

٢N
√
١+cos٢( ٢πk

N )

(٧۶.٣)

و:

C١,N٢ −k =
١√
NC١

k

= ١
√
N
√
٢
√√

١+cos٢( ٢πk
N )

(√
١+cos٢( ٢πk

N )−cos( ٢πk
N )

)

⇒ C١,kC١,N٢ −k =
١

٢N
√√

١+cos٢( ٢πk
N )

(√
١+cos٢( ٢πk

N )+cos( ٢πk
N )

)

× ١√√
١+cos٢( ٢πk

N )
(√

١+cos٢( ٢πk
N )−cos( ٢πk

N )
)

⇒ C١,kC١,N٢ −k =
١

٢N
√
١+cos٢( ٢πk

N )

(٧٧.٣)

که:

C٠,kC٠,N٢ −k + C١,kC١,N٢ −k =
١

N
√
١+ cos٢

(٢πk
N

) (٧٨.٣)

:۶۴.٣ در رابطه این جاگذاری با

π (v) =
١
N

+
(−١)v

٢N٢

N∑
k=٠
k ̸=N

۴ ,
٣N
۴

cos
(۴πkv

N

)
− cos

(
۴πk(v+١)

N

)
١+ cos٢

(٢πk
N

) (٧٩.٣)

متفاوت قسمت دو جمع حاصل می�دهد، نشان را دایره روی کوانتومی ولگشت حدی توزیع که ٧٩.٣ رابطه
نشان ۵۴.٣ رابطه در پیش�تر که همان�طور است. یکنواخت توزیع همان است، ١

N
که اول قسمت است.

قسمت دارد. وجود جمله این تنها فرد، جایگاه تعداد با دایره روی کوانتومی ولگشت حدی توزیع در دادیم،
این در حدی توزیع نایکنواختی عامل دارد، وجود جایگاه زوج تعداد دارای ولگشت�های در تنها که دوم
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چهار بر است) زوج عددی (که جایگاه تعداد اگر که می�دهد نشان قسمت این است. ولگشت�ها نوع
.۴.٣ شکل است، (تپه) برآمدگی دو صورت به حدی توزیع در نایکنواختی باشد، تقسیم قابل
مبدا در برآمدگی یک صورت به نایکنواختی نباشد، چهار بر تقسیم قابل جایگاه�ها تعداد اگر اما
.٧.٣ شکل است، ((p+ N

٢ )modN) حرکت قرینه نقطه در (دره) فرورفتگی یک و (p) حرکت

|ψ (٠)⟩ = |٠⟩ |۵⟩ اولیه حالت گام؛ ١٠٠٠ و جایگاه ٢۶ با چرخه روی کوانتومی ولگشت حدی توزیع :٧.٣ شکل
می�دهد. نشان را یکنواخت توزیع از فاصله شده، رسم خط است. بوده

آمیختگی زمان ۵.٣

نزدیک حدی توزیع به ولگشت متوسط احتمال توزیع تا می�کشد طول که است زمانی ،۴ آمیختگی زمان
بسیاری اهمیت دارای است حدی توزیع به همگرایی آهنگ که آن�جایی از آمیختگی زمان .[۵٩] شود

.[۵٩] است
.[۵۶] می�کند میل حدی توزیع یک به زیاد) گام�های تعداد (برای متوسط توزیع دیدیم پیش�تر که همان�طور
توزیع و متوسط توزیع میان فاصله آن در که (Mϵ) دارد وجود زمانی اما نیست، یکسان روند این معمولا،
بنابراین .[۵۶] نمی�شود بزرگتر آن از دیگر آن از پس و می�رسد ϵ از کمتر یا مساوی مقداری به حدی

بود[۵۶]: خواهد صورت این به آمیختگی زمان تعریف

Mε = min {T | ∀t ≥ T,D (p̄v (t) , πv) ≤ ε} (٨٠.٣)

قرار حدی توزیع ϵ همسایگی در تا �می�دارد بر ولگشت که است گام�هایی تعداد شد، گفته که همان�طور که
زمان .[۵۶] دارد بستگی اولیه حالت به کوانتومی ولگشت�های در آمیختگی زمان کلی، حالت در گیرد.

۴Mixing Time
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است آن معنای به باشد، کمتر آمیختگی زمان هرچه است. سرعت مفهوم دربردارنده نوعی به آمیختگی
اما است. کننده تعیین بسیار ϵ پارامتر آمیختگی، زمان تعیین در می�آید. دست به زودتر حدی توزیع که
مهم عاملی نیز جایگاه�های تعداد دایره، روی کوانتومی ولگشت در بلکه نیست، کننده تعیین عامل تنها ϵ
برای رئوس تعداد حسب بر تحلیلی عبارت یک بتوان که این امکان کلی، حالت در می�آیند. شمار به
حد یک که دارد وجود امکان این اما .[۵۶] است ناممکن آورد، دست به دایره روی کوانتومی ولگشت
عددی روش�های از که دارد وجود امکان این همچنین کنیم. تعیین آن برای [۵۶] پایین یا [۵۶] [۵٩] بالا

.[۵۶] کنیم استفاده
دایره روی کوانتومی ولگشت برای آمیختگی زمان بالای حد است، آمده دست به [۵٩] در که چنان
می�کنیم. آغاز احتمال متوسط توزیع تعریف از ابتدا مقدار این تعیین برای است. Mε ≤ O

(
n logn
ε

)
داشتیم: احتمال متوسط توزیع برای

P̄T (V ) =
١
T

T∑
t=٠

Pt (v) (٨١.٣)

برابر ولگشت احتمال توزیع که می�دانیم است. vاُم جایگاه در tاُم گام در احتمال توزیع Pt(v) آن در که
با: است

Pt (v) =
∑
a

|⟨a, v | αt⟩|٢ (٨٢.٣)

ولگشت و باشند |ϕj⟩ و λj ترتیب به آن ویژه�بردارهای و مقادیر ویژه که بنامیم U را تحول عملگر اگر
داشت: خواهیم احتمال توزیع برای باشد، کرده شروع |α٠⟩ =

∑
j

aj |ϕj⟩ اولیه حالت از را خود حرکت

Pt (v) =
∑
a

|⟨a, v | αt⟩|٢ =
∑
a

|⟨a, v | U t |α٠ ⟩|٢ =
∑
j

∑
a

|⟨a, v | ajU t |ϕj ⟩|٢

=
∑
j

∑
a

∣∣ajλjt ⟨a, v | ϕj⟩
∣∣٢ (٨٣.٣)

:٨١.٣ رابطه از احتمال متوسط توزیع برای و

P̄T (v) =
١
T

∑
a,i,j

ai a
∗
j

T−١∑
t=٠

(
λiλ

∗
j

)t ∣∣⟨a, v | ϕi⟩ ⟨ϕj | a, v⟩ | (٨۴.٣)

توجه مرحله این در بنابراین است.
(
λiλ

∗
j

)t رابطه این در زمان به وابسته جمله تنها که است مشخص

λiλ
∗
j = ١ یکی در که می�گیریم نظر در را جداگانه حالت دو می�کنیم. معطوف ١

T

T−١∑
t=٠

(
λiλ

∗
j

)t به را خود
به وابسته قسمت نتیجه و حدی) توزیع در یکنواخت توزیع ایجاد (عامل هستند λi = λj همان که
آوردن دست به برای هندسی تصاعد جمع از می�توانیم دیگر حالات تمام در کرد. خواهند ١ برابر را زمان

کنیم: استفاده دنباله این از جمله T مجموع
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١
T

T−١∑
t=٠

(
λiλ

∗
j

)t
=

∣∣∣١−
(
λiλ

∗
j

)T ∣∣∣
T
∣∣١− λiλ∗j

∣∣ (٨۵.٣)

به را مخرج و صورت جداگانه صورت به باید آوریم، دست به عبارت این برای بالایی حد که آن برای
کمتر همیشه ٨۵.٣ رابطه که کرد اظهار می�توان ترتیب این به شود. حداکثر رابطه این که کنیم تعیین شکلی
(١−

(
λiλ

∗
j

)T ) صورت که می�گیریم نظر در کار این برای بود. خواهد آمده دست به عبارت مساوی یا
به
∣∣∣١−

(
λiλ

∗
j

)T ∣∣∣ نتیجه در و |λi| ≤ ١ که می�دانیم زیرا باشد، ٢ با برابر می�تواند حالت بیشترین در
آن: برای که می�افتد اتفاق λiλ∗j = −١ ازای

١−
∣∣λiλ∗j ∣∣T ≤ ٢ (٨۶.٣)

شکلی به مخرج کردن کمینه برای اما شود. کمینه مخرج باید ٨۵.٣ بودن بیشینه برای حال عین در
می�گیریم: نظر در را زیر عبارت می�کنیم. عمل صورت از متفاوت

(١− λi)
(
١+ λ∗j

)
= ١+ λ∗j − λi − λiλ

∗
j = ١− λiλ

∗
j −

(
λi − λ∗j

)
⇒ (١− λi)

(
١− λ∗j

)
+
(
λi − λ∗j

)
= ١− λiλ

∗
j

(٨٧.٣)

توانیم می |λi| ≤ ١ داریم تحول عملگر ویژه�مقادیر برای که نکته این از استفاده با باز هم جا این در اما
کنیم: اظهار می�توانیم که است این دلیل این و است صفر یا مثبت همیشه |١− λi|

∣∣١+ λ∗j
∣∣ که بگوییم

∣∣λi − λ∗j
∣∣ ≤ ١− λiλ

∗
j (٨٨.٣)

می�توان λ∗j و λi برای بنابراین ،|a+ b| ≤ |a| + |b| بنویسیم می�توانیم مثلثی نامساوی از همچنین
می�رسیم: زیر رابطه به |λj| =

∣∣λ∗j ∣∣ می�دانیم چون ولی .
∣∣λi − λ∗j

∣∣ ≤ |λi|+
∣∣λ∗j ∣∣ نوشت

∣∣λi − λ∗j
∣∣ ≤ |λi|+ |λj| (٨٩.٣)

مثلثی: نامساوی از هم باز و

|λi − λj| ≤ |λi|+ |λj| (٩٠.٣)

می�توانیم و هست هم |λi − λj| بالای حد یک است،
∣∣λi − λ∗j

∣∣ بالای حد یک که |λi|+ |λj| بنابراین
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بنویسیم: و کرده استفاده ٨٨.٣ رابطه از

|λi − λj| ≤
∣∣١− λiλ

∗
j

∣∣ (٩١.٣)

که: می�یابیم در ٨۵.٣ رابطه در آ�ن�ها جاگذاری و ٩١.٣ و ٨۶.٣ روابط داشتن با اکنون

١
T

T−١∑
t=٠

(
λiλ

∗
j

)t ≤ ٢
T |λi − λj|

(٩٢.٣)

داریم: ٨۴.٣ رابطه از بنابراین می�گیریم، نظر در |β⟩ =
∑
i

ai |ϕi⟩ را ولگشت اولیه حالت این�جا در

∣∣P̄ β
v (T )− πβ (v)

∣∣ ≤ ∑
a,i,j,λi ̸=λj

|ai| .
∣∣a∗j ∣∣ . |⟨a, v | ϕi⟩| . |⟨ϕj | a, v⟩|

٢
T |λi − λj|

(٩٣.٣)

توزیع همان که شده�اند λi = λj که است رابطه راست طرف جملات از قسمتی حقیقت در πβ(v) که
است. حدی

که: می�دانیم b و a عدد دو برای

|a− b|٢ ≥ ٠ ⇒ |a|٢ + |b|٢ − |٢ab| ≥ ٠ ⇒ |a|٢ + |b|٢ ≥ |٢ab|
⇒ |ab| ≤ |a|٢+|b|٢

٢
(٩۴.٣)

را زیر روابط |⟨a, v | ϕi⟩| |⟨ϕj | a, v⟩| و |ai| .
∣∣a∗j ∣∣ قسمت دو برای می�توانیم رابطه این از استفاده با

بنویسیم:

∣∣aia∗j ∣∣ ≤ |ai|٢ +
∣∣a∗j ∣∣٢

٢ (٩۵.٣)

|⟨a, v | ϕi⟩ ⟨ϕj | a, v⟩| ≤
|⟨a, v | ϕi⟩|٢ + |⟨ϕj | a, v⟩|٢

٢ (٩۶.٣)

به: می�رسیم ٩٣.٣ در جاگذاری با و

∣∣∣∣P̄ β
v (T )− πβ (v)

∣∣∣∣ ≤ ∑
v,a,i,j,λi ̸=λj

(
|ai|٢ +

∣∣a∗j ∣∣٢
٢

)
.

(
|⟨a, v | ϕi⟩|٢ + |⟨ϕj | a, v⟩|٢

٢

)
٢

T |λi − λj|
(٩٧.٣)



۶١ آمیختگی زمان .۵.٣

برده�ایم. کار به ۵ تغییرات کلی فاصله برای را || || نماد که
که این برای واقع در و است مهم بسیار |λi − λj| فاصله آوردیم دست به شکل این به که رابطه�ای در

باشد. بزرگ باید فاصله این باشد، کم آمیختگی زمان
مختلط اعداد دایره از R′ =

[٣π
۴ ,−

٣π
۴
]
و R =

[
−π

۴ ,
π
۴
]
رژیم دو در ویژه�مقادیر که می�دانیم ۵۶.٣ از

گرفته�اند. قرار
به را رژیم دو و می�شود) داده ربط ϵ به بعدا δ) می�گیریم نظر در ١ و ٠ بین عددی عنوان به را δ اکنون

می�گیریم: نظر در صورت این

Rδ =
[
٠, (١− δ) π٢

]
∪
[
(١+ δ) ٣π

٢ ,٢π
]

R′
δ =

[
(١+ δ) π٢ , (١− δ) ٣π

٢
] (٩٨.٣)

که k هر می�پوشانند. را پایین در و بالا در ٢δ قسمت یک جز به را [٠,٢π] فاصله تمام بازه دو این
′kهای عنوان به را ′kها سایر و خوب δ با k عنوان به را بیفتد بازه دو این از یکی در ٢πk

d
آن برای

را باشد ارتباط در خوب δ با kهای با که را ویژه�برداری یا ویژه�مقدار هر همچنین می�شناسیم. بد δ با
ویژه�بردارهای نقش که داد خواهیم نشان بعدا بالعکس. و می�نامیم خوب δ با (ویژه�مقدار) ویژه�بردار
خود تمرکز اکنون است. کم است، کوچک آن�ها بر پایه حالت بردارهای تصویر آن�که دلیل به بد δ با
این به است. شده تشکیل خوب ویژه�مقادیر برهم�نهی فقط که می�کنیم اولیه�ای حالت به معطوف تنها را
می�کنیم: معرفی زیر شکل به ∆را متغیر و کنیم تعیین را خوب ویژه�مقادیر میان فاصله پایین حد باید ترتیب

∆δ = min
i,j

{|λi − λj| ; i ̸= j} (٩٩.٣)

R′ و R متفاوت رژیم دو در باید بنابراین می�آیند، دست به k یک از λj و λi که می�کنیم فرض ابتدا
داریم: آن�ها میان فاصله برای پس باشند، داشته وجود

|λi − λj| =
∣∣eiθki − eiθkj

∣∣ = ∣∣∣eiθki (١− ei(θkj−θki)
)∣∣∣ = ∣∣eiθki∣∣ ∣∣∣(١− ei(θkj−θki)

)∣∣∣
=
((

١− ei(θkj−θki)
)(

١− e−i(θkj−θki)
)) ١

٢
= (١− ٢ cos (θkj − θki) + ١)

١
٢

= (٢− ٢ cos (θkj − θki))
١
٢

(١٠٠.٣)

π٢همان�طور با است برابر می�گیرند قرار متفاوت رژیم دو در که هنگامی ویژه�مقدار دو میان فاصله کمترین
در و شده ناشی k یک از که ویژه�مقدار دو برای کلی حالت در ، cos(π٢ ) = ٠ چون و می�شود مشاهده که

داشت: خواهیم می�گیرند، قرار مختلف رژیم دو

۵Total Vartiation Distance
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|λi − λj| ≤
√
٢ (١٠١.٣)

می�کنیم ثابت می�آیند. نایکسانی kهای از که کنیم معطوف ویژه�مقادیری به را خود توجه می�توانیم بنابراین
که:

|λi − λj| ≥ |sin θi − sin θj| (١٠٢.٣)

می�کنیم: آغاز زیر شکل به ١٠٢.٣ رابطه اثبات برای

|λi − λj| =
∣∣eiθi − eiθj

∣∣⇒ |λi − λj|٢ =
(
e−iθi − e−iθj

) (
eiθi − eiθj

)
⇒ |λi − λj|٢ = (cos θi − i sin θi − cos θj + i sin θj) (cos θi + i sin θi − cos θj − i sin θj)

= cos٢θi + i cos θi sin θi − cos θi cos θj − i cos θi sin θj

−i cos θi sin θi + sin٢θi + i cos θj sin θi − sin θi sin θj

− cos θi cos θj − i cos θj sin θi + cos٢θj + i cos θj sin θi

+i cos θi sin θj − sin θi sin θj − i cos θj sin θj + sin٢θj

⇒ |λi − λj|٢ = ٢− ٢ cos θi cos θj − ٢ sin θi sin θj
(١٠٣.٣)

همچنین:

(sin θi − sin θj)
٢ = sin٢θi + sin٢θj − ٢ sin θi sin θj

⇒ −٢ sin θi sin θj = (sin θi − sin θj)
٢ − sin٢θi − sin٢θj

(١٠۴.٣)

داشت: خواهیم ١٠٣.٣ در ١٠۴.٣ رابطه جاگذاری با

|λi − λj|٢ = ٢− ٢ cos θi cos θj + (sin θi − sin θj)
٢ − sin٢θi − sin٢θj

= ١− sin٢θi + ١− sin٢θj − ٢ cos θi cos θj + (sin θi − sin θj)
٢

= cos٢θi + cos٢θj − ٢ cos θi cos θj + (sin θi − sin θj)
٢

= (cos θi − cos θj)
٢ + (sin θi − sin θj)

٢

⇒ |λi − λj|٢ ≥ (sin θi − sin θj)
٢

⇒ |λi − λj| ≥ |sin θi − sin θj|
(١٠۵.٣)

با و می�کنیم آغاز ١٠٢.٣ رابطه از اکنون بودیم. آن اثبات دنبال به که است ١٠٢.٣ رابطه همان که
به: می�رسیم ۵۵.٣ رابطه از استفاده
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⇒ |λi − λj| ≥ |sin θi − sin θj| =
١√
٢

∣∣∣∣sin(٢πkN
)
− sin

(
٢πk′
N

)∣∣∣∣ (١٠۶.٣)

میانگین: مقدار قضیه از استفاده با هستند، رژیم یک در k′ و k چون

f ′ (z) =
f (x)− f (y)

x− y
; x ≤ z ≤ y (١٠٧.٣)

داشت: خواهیم

∣∣∣∣sin(٢πkN
)
− sin

(
٢πk′
N

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣cos (γ) ٢π (k − k′)

N

∣∣∣∣ (١٠٨.٣)

:k − k′ = ١ اگر نتیجه در بود. خواهد ٢π(k−k′)
N

مقدار کمترین ازای به آن مقدار کمترین که

∣∣∣∣sin(٢πkN
)
− sin

(
٢πk′
N

)∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣cos (γ) ٢πN
∣∣∣∣ (١٠٩.٣)

تابع ۶ بودن یکنواخت به توجه با ′Rو در یا و است R در یا γ نتیجه در هستند، بازه یک در k′ و k چون
یعنی: می�آید، دست به (١−δ)π

٢ ازای به [٠, (١−δ)π٢ ] بازه در تابع این مقدار کمترین ،cos

|cos (γ)| ≥
∣∣∣cos( (١−δ)π

٢

)∣∣∣ = ∣∣cos (π٢ − δπ
٢
)∣∣

⇒ |cos (γ)| ≥
∣∣sin ( δπ٢ )∣∣ (١١٠.٣)

.٨.٣ شکل می�کنیم رسم را g(δ) = δ و f(δ) = sin
(
δπ
٢
)
و ٠ ≤ δ ≤ ١ که می�آوریم خاطر به

داریم: همیشه که است مشخص نمودار به توجه با

sin

(
δπ

٢

)
≥ δ (١١١.٣)

داشت: خواهیم ١١١.٣ و ١١٠.٣ از
|cos (γ)| ≥ δ (١١٢.٣)

می�دهیم: قرار ١٠۶.٣ رابطه در را ١١٢.٣ نتیجه و برگشته عقب�تر به هم باز

۶monotonicity
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δ مساوی یا بزرگ�تر همیشه ممتد) (خط sin
(
δπ
٢
)
می�شود دیده که همانطور مقایسه�ای: نمودار :٨.٣ شکل

است. (خط�چین)

|λi − λj| ≥
١√
٢

∣∣∣∣sin(٢πkN
)
− sin

(
٢πk′
N

)∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ ٢√١
٢π
N

cos (γ)

∣∣∣∣ ≥ √
٢πδ
N

(١١٣.٣)

تعلق متفاوت رژیم دو به k′ و k اگر بگیرند. قرار رژیم یک در که است k′ و k برای آمده دست به نتیجه
داشت: ١٠۶.٣خواهیم از آن�گاه باشند، داشته

∣∣∣∣sin(٢πkN
)
− sin

(
٢πk′
N

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣sin(٢πkN
)
− sin

(
π − ٢πk′

N

)∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣cos (γ) (٢π (k + k′)

N
− π)

∣∣∣∣
(١١۴.٣)

قرار رژیم یک در k′ و k اکنون است. شده استفاده ١٠٧.٣ میانگین مقدار قضیه از دیگر بار آن در که
داشت: خواهیم قبل روال انجام با و گرفته�اند

|cos (γ)| ≥
∣∣∣cos( (١−δ)π

٢

)∣∣∣ = ∣∣cos (π٢ − δπ
٢
)∣∣

⇒ |cos (γ)| ≥
∣∣sin ( δπ٢ )∣∣ ≥ δ

(١١۵.٣)

داریم: ١٠۶.٣ و ١١۴.٣ ، ١١۵.٣ روابط از استفاده با

|λi − λj| ≥
πδ√
٢N

(١١۶.٣)

ویژه�مقادیر میان فاصله کمترین برای ١١٣.٣ و ١١۶.٣ در |λi − λj| برای آمده دست به حد از نتیجه در
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داشت: هاداماردخواهیم کوانتومی ولگشت

∆δ ≥
πδ√
٢N

(١١٧.٣)

باشیم داشته ویژه�مقادیر برای و باشند رژیم یک در λj و λi اگر دهیم نشان می�خواهیم این�جا در
زیر رابطه از ویژه�مقادیر میان فاصله آن�گاه ،٠ ≤ Arg (λ١) ≤ Arg (λ٢) ≤ ... ≤ Arg (λ٢n) ≤ ٢π

می�آید: دست به

|λi − λj| ≥
٢
√
٢

π
|i− j|∆δ (١١٨.٣)

داریم: ١٠٠.٣ رابطه از
|λi − λj| =

√
٢− ٢ cos (θi − θj) (١١٩.٣)

پایین حد نتیجه در می�آید، دست به θi − θj =
π
٢ ازای به cos مقدار کمترین ،(θi − θj) ∈

[
٠, π٢

]
اگر

Lij = |θi − θj| یعنی باشد، θi − θj روبروی کمان طول Lij اگر .
√
٢ با است برابر |λi − λj| برای

بود: خواهد ١
Lij

پایین حد یک ٢
π
و ١
Lij

≤ ٢
π
داشت خواهیم باشد، (θi − θj) ∈

[
٠, π٢

]
و

١
Lij

=
٢
π

(١٢٠.٣)

داشت: خواهیم و کنیم تعیین |λi−λj |
Lij

برای پایین حد یک می�توانیم شده انجام بحث از بنابراین

|λi − λj| ≤
٢
√
٢

π
Lij (١٢١.٣)

:٩.٣ شکل به توجه با و θ ≥ sin(θ) که نکته این از استفاده با اما

که: برسیم نتیجه این به می�توانیم

Lij =
٢Lij
٢ ≥ ٢

∣∣∣∣sin Lij٢
∣∣∣∣ ≃ |λi − λj| ≥ ∆δ (١٢٢.٣)

را این ترتیب این به است. ویژه�مقادیر بین فاصله کمینه ∆δ که (٩٩.٣) بودیم کرده تعریف پیش از زیرا
نتیجه: در و Li,i+١ ≥ ∆δ که داشت خواهیم هم

Lij = |i− j|Li,i+١ ⇒ Lij ≥ |i− j|∆δ (١٢٣.٣)
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|λi − λj با| Lij کمان مقایسه :٩.٣ شکل

داشت: خواهیم ١٢١.٣ از بنابراین

|λi − λj| ≤
٢
√
٢

π
|i− j|∆δ (١٢۴.٣)

دو در که هایی j و i کردن جدا و a و v روی بستن جمع از پس کنیم، ٩٧.٣استفاده رابطه از اگر اکنون
داشت: دارند،خواهیم قرار رژیم یک در که آن�هایی از دارند قرار متفاوت رژیم

∥∥∥P̄ β
T − πβ

∥∥∥ ≤
∑
k

 ′∑
i,j,|i−j|=k

|ai|٢ + |aj|٢

٢
π

Tk
√
٢∆δ

+

′′∑
i,j

|ai|٢ + |aj|٢

٢
٢√
٢T


(١٢۵.٣)

یا Rδ) رژیم یک در که می�شود زده j و i روی جمع که است آن نشان�دهنده پریم، دارای جمع نماد که
از j و i دو که می�دهد نشان پریم، دو دارای جمع نماد .λi ̸= λj باید صورت این در دارند. قرار (R′

δ

قرار و است شده استفاده ١٢۴.٣ رابطه از پریم دارای جمع رابطه در همچنین می�آیند. متفاوت رژیم دو
١٢۵.٣ که آن�جایی از کرده�ایم. استفاده ١٠١.٣ رابطه از پریم، دو دارای جمع در .|i− j| = k داده�ایم

بنویسیم: زیر صورت به را آن می�توانیم است، متفاوت اندیس�های با یکسان جمع دو

∥∥∥P̄ β
T − πβ

∥∥∥ ≤
∑
k

 ′∑
i,|i−j|=k

|ai|٢
π

Tk
√
٢∆δ

+

′′∑
i

|ai|٢
√
٢
T

 (١٢۶.٣)
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بنویسیم: می�توانیم ١١٧.٣ رابطه از پریم دارای جمع برای

′∑
i,|i−j|=k

|ai|٢
π

Tk
√
٢∆δ

=

′∑
i,|i−j|=k

|ai|٢
N

Tkδ
(١٢٧.٣)

باشد: برقرار |i− j| شرط که دارد وجود j دو حداکثر i هر برای که بگیریم نظر در را این اگر و

′∑
i,|i−j|=k

|ai|٢
N

Tkδ
≤ ٢N
Tkδ

(١٢٨.٣)

کنیم: استفاده زیر بدیهی رابطه و ١٢٨.٣ و ١٢٧.٣ روابط از اگر حال

′′∑
i

|ai|٢
√
٢
T

≤
√
٢
T

(١٢٩.٣)

داشت: خواهیم دهیم، قرار ١٢۶.٣ رابطه در و

∥∥∥P̄ β
T − πβ

∥∥∥ ≤
∑
k

(
٢N
Tkδ

+

√
٢
T

)
(١٣٠.٣)

می�دانیم:(شکل مکلورن-کوشی همگرایی آزمون از هندسی، سری یک از جمله N مجموع برای اما
:(١٠.٣

∫∞
n
f (x) dx ≤

∞∑
k=n

f (n) ≤ f (n)+
∫∞
n
f (x) dx

⇒
∫ N
١

١
k
dk ≤

N∑
k=١

١
k
≤ f (١)+

∫ N
١

١
k
dk

⇒ lnN ≤
N∑
k=١

١
k
≤ ١+ lnN

(١٣١.٣)

بنابراین:

N∑
k=١

١
k
≤ ln(N) + ١ (١٣٢.٣)

:N ≥ ١ و ٠ ≤ δ ≤ ١ که نکته این از واستفاده ١٣٠.٣ در رابطه این جاگذاری با
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.ln (n) + ١ و
n∑
k=١

١
k مقایسه :١٠.٣ شکل

∥∥∥P̄ β
T − πβ

∥∥∥ ≤ ٢N(ln(N)+١)
Tδ

+
√
٢
T

≤ ٢N(ln(N)+١)
Tδ

+ ٢N
Tδ

⇒
∥∥∥P̄ β

T − πβ
∥∥∥ ≤ ٢N(ln(N)+٢)

Tδ

(١٣٣.٣)

می�گیریم: نظر در کار این برای است. کم بد δ با بردارهای نقش که دهیم نشان باید اکنون

است. ٢δ اندازه به حداکثر بد، بردارهای روی پایه حالت هر تصویر اندازه مربع :١ قضیه
Lk بعدی دو زیرفضاهای مستقیم جمع می�توان را کوانتومی ولگشت بعدی ٢n هیلبرت فضای
بنابراین می�شود. داده پوشش می�آیند، دست به k از که ویژه�بردار دو توسط Lk که گرفت نظر در
که نکته این گرفتن نظر در با است. ١

N
اندازه مربع دارای دقیقا Lk روی پایه حالت بردار تصویر

است. ٢δ حداکثر بد kهای تصویر که که می�شود مشخص است، ٢δn بد، δ با kهای تعداد

به میانگین احتمال توزیع آن�ها برای که بگیریم نظر در را |β٠⟩ و |α٠⟩ اولیه حالت دو اگر :٢ قضیه
ولگشت دو میانگین توزیع میان فاصله بالای حد Tها تمام برای هستند، P̄ β

T و P̄α
T ترتیب

اولیه: حالت�های میان فاصله برابر دو با است برابر

∥∥∥P̄α
T − P̄ β

T

∥∥∥ ≤ ٢ ∥|α٠⟩ − |β٠⟩∥ (١٣۴.٣)

|βt⟩ و |αt⟩ با را ولگشت�ها حالت t زمان از پس و می�گیریم |β٠⟩ و |α٠⟩ را اولیه حالت�های
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روشن صورت، این در بود. خواهند ولگشت دو احتمال توزیع P β
T و Pα

T بنابراین می�دهیم. نشان
حفظ را سیستم نرم یکانی عملگرهای چون .

∥∥∥P̄α
T − P̄ β

T

∥∥∥ ≤ maxt≤T

∥∥∥Pα
T − P β

T

∥∥∥ که است
١٣۴.٣ رابطه ،[۶١] در ١١ لم از استفاده با .∥|αt⟩ − |βt⟩∥ = ∥|α٠⟩ − |β٠⟩∥ پس می�کنند،

می�شود. اثبات

خوب δ با ویژه�بردارهای روی که باشد اولیه پایه حالت |β٠⟩ و باشد اولیه پایه حالت |α٠⟩ اگر حال
بنویسیم: می�توانیم باشد، شده بهنجار و تصویر

∥∥P̄α
T − πα

∥∥ ≤
∥∥∥P̄α

T − P̄ β
T

∥∥∥+ ∥∥P̄α
T − πβ

∥∥+ ∥∥πβ − πα
∥∥ (١٣۵.٣)

آخر جمله است. کوچک�تر ٢ ∥|α٠⟩ − |β٠⟩∥ از راست سمت اول جمله که می�دانیم ١٣۴.٣ از استفاده با
از
∥∥∥P̄α

T − P̄ β
T

∥∥∥ مورد در اما است. کوچک�تر ٢ ∥|α٠⟩ − |β٠⟩∥ از است، فاصله�ها حد آن�که دلیل به نیز

که |α٠⟩ = a |β٠⟩ + |v⟩ بگیریم نظر در اگر .
∥∥∥P̄α

T − P̄ β
T

∥∥∥ ≤ ٢ ∥|α٠⟩ − |β٠⟩∥ که می�دانیم ١٣٣.٣
√
٢δ می�دهد نشان ٢ قضیه که همان�طور آن، اندازه حداکثر (که است بد δ با ویژه�بردار یک |v⟩ آن در

نتیجه: در و ∥|α٠⟩ − |β٠⟩∥ ≤ |١− a|+
√
٢δ ≤ ٢

√
٢δ بنابراین .a ≥

√
١− ٢δ و است)

∥∥P̄ α
T − πα

∥∥ ≤ ٨
√
٢δ +

∥∥∥P̄ β
T − πβ

∥∥∥ (١٣۶.٣)

داریم: ١٣٣.٣ از استفاده با و

∥∥P̄ α
T − πα

∥∥ ≤ ٨
√
٢δ + ٢N(ln(N) + ٢)

Tδ
(١٣٧.٣)

:T ≥ ۴n(ln(n) + ٢)
ϵδ

و δ = ١
٢
(
ε
١۶
)٢ انتخاب با

∥∥P̄α
T − πα

∥∥ ≤ ٨
√
٢ ١√

٢

(
ε
١۶
)
+ εδ

۴n(ln(n)+٢)
٢N(ln(N)+٢)

δ
≤ ε

⇒
∥∥P̄α

T − πα
∥∥ ≤ ε⇒ ١

∥P̄α
T −πα∥ ≥ ١

ε

(١٣٨.٣)

:١٣٢.٣ از استفاده با حال

T ≤ ٢N(ln(N) + ٢)
δ
∥∥P̄T − π

∥∥ ≤ ٢N(ln(N) + ٢)
δε

(١٣٩.٣)

پس: ،δ = ١
٢
(
ε
١۶
)٢ داریم چون و

T ≤ ٢N(ln(N) + ٢)
ε

× ٢
(
١۶
ε

)٢
= ۴(١۶)٢N(ln(N) + ٢)

ε٣
(١۴٠.٣)
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داشت: خواهیم نتیجه در

T ≤ O

(
N log(N)

ε٣

)
(١۴١.٣)

آوردیم. دست به چرخه روی کوانتومی ولگشت برای بالایی حد ترتیب این به



۴ فصل

موبیوس�وار کوانتومی ولگشت

است شده وصل هم به نیم�تاب یک با آن انتهای و ابتدا که گرفت نظر در نواری می�توان را موبیوس نوار
کنید فرض موضوع این شدن روشن برای دارد. عادی نوار یک با متفاوتی کاملا هندسه نوار این .٢.۴
رنگ�آمیزی به اگر حال می�رسیم. آغاز نقطه پشت به دور یک از پس کنیم. نوار آمیزی رنگ به شروع
و پشت مرز از این�که بدون بنابراین رسید. خواهیم آغاز نقطه به دقیقا دوم دور پایان در دهیم، ادامه نوار
یک و سطح یک موبیوس نوار این�که یعنی این و کرده�ایم رنگ را نوار روی و پشت کنیم، عبور نوار روی

دارد. مرز دو و سطح دو عادی نوار که این خلاف بر دارد، مرز

نوارهای کلی طور به باشند. داشته بیشتری نیم�تاب�های که گرفت نظر در نوارهایی می�توان همچنین
در اما هستند. مرز یک و سطح یک دارای تنها موبیوس)، نوار جمله (از فرد نیم�تاب�های تعداد دارای

دارد. وجود مرز دو و سطح دو که گفت می�توان نیم�تاب، زوج تعداد با نوارهای مورد

ولگشت تحول بازگشتی روابط ١.۴

به و می�دهیم چرخه روی کوانتومی ولگشت به دیگر آزادی درجه یک موبیوس�وار کوانتومی ولگشت در
سازوکار این با بپردازد. دوران به نیز خود حرکت مسیر حول تا می�یابد را امکان این ولگشت ترتیب این
تداخلی اثرات برسد. آغاز نقطه به مخالف حتی یا و متفاوت فازی با چرخه هر در ولگشت است ممکن
علاقه مورد پارامترهای از بعضی در بهبود موجب است ممکن و است جالب مطالعه برای فاز اختلاف این

هستند. جمله این از آمیختگی زمان و حدی توزیع قبیل از پارامترهایی شوند. مطالعه برای

نظر در مشخص جایگاه N با دایره یک روی ذره�ای حرکت صورت به می�توان را موبیوسی ولگشت
آغاز نقطه به پادساعتگرد) (یا ساعتگرد گام N از بعد دایره روی کوانتومی ولگشت همانند ذره گرفت.
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موبیوس فردیناند گوست آ :١.۴ شکل

موبیوس نوار :٢.۴ شکل

{|j⟩,٠ ≤ j ≤ N − ١} محاسباتی پایه�های با بعدی N فضای یک مکان فضای بنابراین می�رسد.
ذره این همچنین .{|s⟩, s = ٠,١} آن: برای که است بعدی دو فضای یک هم سکه فضای است.
دوبعدی فضای این کند. دوران نیز خود حرکت راستای دور به دایره، روی خود حرکت حین در می�تواند
می�نامیم. چرخش عملگر نیز می�کند عمل فضا این روی بر که را عملگری می�نامیم. چرخش فضای را
نظر در x محور روی را ولگشت حرکت راستای اگر مثلا که است صورت این به چرخش عملگر عمل طرز
اندازه به را ولگشت چرخش عملگر می�رود، پیش به x راستای در ولگشت که گامی هر ازای به بگیریم،
به x راستای در ولگشت که گامی هر ازای به همچنین می�دهد. دوران x محور حول ساعتگرد درجهت θ
می�دهد. دوران x محور حول پادساعتگرد جهت در θ اندازه به را ولگشت چرخش عملگر بر�می�دارد، عقب
دو فرمول�بندی در کوانتومی دوران مفهوم از (Rcond) چرخش شرطی عملگر این تعریف برای بنابراین

داریم: چرخش شرطی عملگر برای مفهوم این از استفاده با می�کنیم. استفاده مولفه�ای
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Rcond |r⟩ |s⟩ = e−
i
ℏ (θSx⊗σz) |r⟩ |s⟩ = e−

i
ℏ (θSx⊗(−١)sI) |r⟩ |s⟩ = e−

iθ
٢ (σx⊗(−١)sI) |r⟩ |s⟩

=
(
(IR ⊗ IC) cos

(
θ
(١−)٢

s)− (σx ⊗ IC) i sin
(
θ
(١−)٢

s)) |r⟩ |s⟩
=
(
(IR ⊗ IC) cos

(
θ
٢
)
− (σx ⊗ IC) i(−١)s sin

(
θ
٢
))

|r⟩ |s⟩

=

IR cos

(
θ

٢

)
− σxi(−١)s sin

(
θ

٢

)
︸ ︷︷ ︸

R(s)

⊗ IC |r⟩ |s⟩

(١.۴)

گرفت: نظر در زیر صورت به را شرطی چرخش عمل می�توان بنابراین

Rcond ≡ R (s) |r⟩ |s⟩ (٢.۴)

و چرخش شرطی عملگر سکه، قسمت سه از که را شرطی جابه�جایی عملگر موبیوسی ولگشت در پس
نوشت: زیر صورت به می�توان است، شده تشکیل مکانی قسمت

S|r, s, j⟩ = R(s)|r⟩|s⟩|j + (−١)s⟩ (٣.۴)

آن در که

{|r, s, j⟩ : r = ٠,١; s = ٠;٠,١ ≤ j ≤ N − ١} (۴.۴)

دارد. وجود H = H٢ ⊗H٢ ⊗HN کلی هیلبرت فضای در که است موبیوسی ولگشت کلی حالت کت
مشخص برای باشد. ٢π از کمتر یا بیشتر مقداری هر است ممکن کامل چرخه یک در دوران کل مقدار
دوران�ها تعداد که می�کنیم معرفی α نام به را دیگری کمیت است، گام هر در دوران مقدار که θ کمیت کردن

می�کند: مشخص کامل چرخه هر در را

θ =
α

N
٢π (۵.۴)

به واقع در است. دایره روی کوانتومی ولگشت همان موبیوسی ولگشت α = ٠ ازای به که است واضح
دایره. روی ولگشت به شد خواهد تبدیل موبیوسی ولگشت α صحیح مقدار هر ازای
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از tاُم + ١ گام در ولگشت حالت چرخه، روی کوانتومی ولگشت همانند هم موبیوسی ولگشت در
نشان زیر صورت به را tاُم گام در ولگشت حالت کت می�شود. ساخته tاُم گام در ولگشت حالت روی

می�دهیم:

|ψ(t)⟩ =
١∑
r=٠

١∑
s=٠

N−١∑
j=٠

ψr,s,j(t)|r, s, j⟩

=
١∑
r=٠

N−١∑
j=٠

ψr,٠,j(t)|r,٠, j⟩+
١∑
r=٠

N−١∑
j=٠

ψr,١,j(t)|r,١, j⟩
(۶.۴)

آن: در که

١∑
r=٠

N−١∑
j=٠

(
|ψr,٠,j (t)|٢ + |ψr,١,j (t)|٢

)
= ١ (٧.۴)

تحول عملگر می�کنیم، استفاده سکه عملگر عنوان به هادامارد عملگر از که موبیوسی ولگشت از مدلی در
: می�شود نوشته زیر شکل به

U = S.(IR ⊗H ⊗ IP ) (٨.۴)

آورد: دست به tاُم حالت از استفاده با را +tاُم ١ حالت می�توان اکنون

U |ψ(t)⟩ = |ψ(t+ ١)⟩ (٩.۴)
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نوشت: می�توان ۶.۴ معادله از |ψ(t)⟩ جاگذاری با

U |ψ(t)⟩ = U
١∑
r=٠

N−١∑
j=٠

(ψr,٠,j(t) |r,٠, j⟩+ ψr,١,j(t) |r,١, j⟩)

=
١∑
r=٠

N−١∑
j=٠

(ψr,٠,j(t)U |r,٠, j⟩+ ψr,١,j(t)U |r,١, j⟩)

=
١∑
r=٠

N−١∑
j=٠

(ψr,٠,j(t)S(R(s) |r⟩H |٠⟩ |j + (−١)s⟩)

+ψr,١,j(t)S(R(s) |r⟩H |١⟩ |j + (−١)s⟩)

=
١∑
r=٠

N−١∑
j=٠

(
ψr,٠,j(t)√

٢ S(R(s) |r⟩ (|٠⟩+ |١⟩) |j + (−١)s⟩)

+
ψr,١,j(t)√

٢ S(R(s) |r⟩ (|٠⟩ − |١⟩) |j + (−١)s⟩)

=
١∑
r=٠

N−١∑
j=٠

(
ψr,٠,j(t)√

٢ R(٠) |r⟩ |٠⟩ |j + ١⟩+ ψr,٠,j(t)√
٢ R(١) |r⟩ |١⟩ |j − ١⟩)

+
ψr,١,j(t)√

٢ R(٠) |r⟩ |٠⟩ |j + ١⟩ −R(١) |r⟩ |١⟩ |j − ١⟩)

=
١∑
r=٠

N−١∑
j=٠

(
ψr,٠,j(t)+ψr,١,j(t)√

٢ R(٠) |r⟩ |٠⟩ |j + ١⟩

+
ψr,٠,j(t)−ψr,١,j(t)√

٢ R(١) |r⟩ |١⟩ |j − ١⟩)

⇒ U |ψ(t)⟩ =
١∑
r=٠

N−١∑
j=٠

(
ψr,٠,j(t)+ψr,١,j(t)√

٢ R(٠) |r⟩ |٠⟩ |j + ١⟩

+
ψr,٠,j(t)−ψr,١,j(t)√

٢ R(١) |r⟩ |١⟩ |j − ١⟩)

(١٠.۴)

احتمال دامنه از jاُم جایگاه در tاُم + ١ گام در را ولگشت حالت می�توان که می�دهد نشان رابطه این
آورد. دست به tاُم گام در jاُم + ١ جایگاه و jاُم − ١ جایگاه در ولگشت حضور

موبیوسی ولگشت ویژه�مقادیر و ویژه�بردارها ٢.۴

را احتمال توزیع تابع شکل ولی است مفید اگرچه که می�کند مشخص را بازگشتی رابطه یک ١٠.۴ معادله
بازنویسی زیر شکل به را S عملگر احتمال، توزیع تابع کلی شکل آوردن دست به برای نمی�کند. مشخص

می�کنیم:

S = R(٠)⊗ |٠⟩ ⟨٠| ⊗
∑
x

|x+ ١⟩ ⟨x|+R(١)⊗ |١⟩ ⟨١| ⊗
∑
x

|x− ١⟩ ⟨x| (١١.۴)
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واضح که ١١.۴ رابطه در هستند. پادساعتگرد و ساعتگرد دوران عملگرهای R(١) و R(٠) آن در که
بسیار را مکان پایه در محاسبات کار این که است قطری غیر مکان فضای در جابه�جایی قسمت است
عمل آن در که کرد تبدیل k پایه به را مکان پایه فوریه تبدیل از استفاده با می�توان اما می�کند. پیچیده

است. قطری k فضای در جابه�جایی
بود: خواهد زیر شکل به هادامارد موبیوسی ولگشت تحول عملگر ٨.۴ رابطه به توجه با نتیجه در

U = S(IR ⊗H ⊗ Ix)

= R(٠)⊗ |٠⟩⟨٠|H ⊗
∑
x

|x+ ١⟩⟨x|+R(١)⊗ |١⟩⟨١|H ⊗
∑
x

|x− ١⟩⟨x| (١٢.۴)

{|κk⟩ : ٠ ≤ k ≤ d− ١} آن در که |κk⟩ = ١√
d

d−١∑
j=٠

e
٢iπkj

d |j⟩ گسسته فوریه تبدیل از استفاده با

نوشت: زیر صورت به را ولگشت کلی حالت می�توان

|ψ (t)⟩ =
١∑
r=٠

١∑
s=٠

d−١∑
k=٠

ψ̃r,s,k (t) |r⟩ |s⟩ |κk⟩ (١٣.۴)

می�شوند. تعیین ψ̃r,s,k = ١√
d

d−١∑
j=٠

e−
٢iπkj

d ψr,s,j از ضرایب آن در که

می�کند: عمل زیر صورت به موبیوسی ولگشت در شرطی جابه�جایی عملگر

S |r, s, j⟩ = R(s) |r⟩ |s⟩ |j + (−١)s⟩ (١۴.۴)

دهیم: اثر فوریه پایه�های بر را ١۴.۴ شرطی جابه�جایی عملگر اگر

S |r⟩ |s⟩ |κk⟩ = ١√
d

d−١∑
j=٠

e
٢iπkj

d S |r, s, j⟩ = ١√
d

d−١∑
j=٠

e
٢iπkj

d R(s) |r⟩ |s⟩ |j + (−١)s⟩

S |r⟩ |s⟩ |κk⟩ = ١√
d

d−١∑
j=٠

e
٢iπk(j′−(−١)s)

d R(s) |r⟩ |s⟩ |j′⟩ = e
−(−١)s٢iπk

d R(s) |r⟩ |s⟩ |κk⟩

(١۵.۴)

بر را U تحول، عملگر کردن قطری برای است. شده استفاده j′ = j + (−١)s متغیر تغییر از آن در که
می�دهیم: اثر |r′⟩ |s′⟩ |κk⟩ حالت بردار

U |r′⟩ |s′⟩ |κ′k⟩ = S

( ١∑
s=٠

|r′⟩Hs,s′ |s⟩ |κ′k⟩

)
=

١∑
s=٠

e
−(−١)s٢iπk

d R(s) |r′⟩Hs,s′ |s⟩ |κ′k⟩

(١۶.۴)
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از: عبارتند فوریه پایه�های در U درآیه�های بنابراین

⟨r, s, κk|U |r′, s′, κk′⟩ =
(
e

−٢iπk
d R(٠)H٠,s′ + e

٢iπk
d R(١)H١,s′

)
︸ ︷︷ ︸

M

δk,k′ (١٧.۴)

به برای و است قطری k فضای در تحول عملگر که می�دهد نشان ١٧.۴ رابطه .Hs,s′ = ⟨s|H |s′⟩ که
آن از استفاده با و آوریم دست به را M ماتریس ویژه�بردارهای و ویژه�مقادیر باید تنها آن، آوردن دست

بنویسیم: را تحول عملگر بسط

M =


cos θ٢ −isin θ٢

−isin θ٢ cos θ٢

⊗


e
−٢iπk

d√
٢

e
−٢iπk

d√
٢

٠ ٠


+


cos θ٢ isin θ٢

isin θ٢ cos θ٢

⊗


٠ ٠

e
٢iπk
d√
٢ − e

٢iπk
d√
٢



=


e
−٢iπk

d√
٢ cos θ٢

e
−٢iπk

d√
٢ cos θ٢

−ie
−٢iπk

d√
٢ sin θ٢

−ie
−٢iπk

d√
٢ sin θ٢

٠ ٠ ٠ ٠
−ie

−٢iπk
d√
٢ sin θ٢

−ie
−٢iπk

d√
٢ sin θ٢

e
−٢iπk

d√
٢ cos θ٢

e
−٢iπk

d√
٢ cos θ٢

٠ ٠ ٠ ٠



+


٠ ٠ ٠

e
٢iπk
d√
٢ cos θ٢

−e
٢iπk
d√
٢ cos θ٢

ie
٢iπk
d√
٢ sin θ٢

−ie
٢iπk
d√
٢ sin θ٢

٠ ٠ ٠ ٠
ie

٢iπk
d√
٢ sin θ٢

−ie
٢iπk
d√
٢ sin θ٢

e
٢iπk
d√
٢ cos θ٢

−e
٢iπk
d√
٢ cos θ٢

⇒

M =


e
−٢iπk

d√
٢ cos θ٢

e
−٢iπk

d√
٢ cos θ٢

−ie
−٢iπk

d√
٢ sin θ٢

−ie
−٢iπk

d√
٢ sin θ٢

e
٢iπk
d√
٢ cos θ٢

−e
٢iπk
d√
٢ cos θ٢

ie
٢iπk
d√
٢ sin θ٢

−ie
٢iπk
d√
٢ sin θ٢

−ie
−٢iπk

d√
٢ sin θ٢

−ie
−٢iπk

d√
٢ sin θ٢

e
−٢iπk

d√
٢ cos θ٢

e
−٢iπk

d√
٢ cos θ٢

ie
٢iπk
d√
٢ sin θ٢

−ie
٢iπk
d√
٢ sin θ٢

e
٢iπk
d√
٢ cos θ٢

−e
٢iπk
d√
٢ cos θ٢



(١٨.۴)

داشت: خواهیم λها جمع�آوری و ساده�سازی با و می�کنیم محاسبه را M ماتریس مشخصه معادله اکنون

λ۴ + ٢
√
٢i sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
λ٣ +

(
cos
(۴πk

d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
− ١
)
λ٢

−٢
√
٢i sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
λ+ ١ = ٠

(١٩.۴)
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می�کنیم: نامگذاری زیر شکل به را ضرایب چهار، درجه معادله این حل برای

a︷︸︸︷
١ λ۴ +

b︷ ︸︸ ︷
٢
√
٢i sin

(
٢πk
d

)
cos

(
θ

٢

)
λ٣ +

c︷ ︸︸ ︷(
cos

(
۴πk
d

)
− ٢cos٢

(
θ

٢

)
− ١
)
λ٢

d︷ ︸︸ ︷
−٢

√
٢i sin

(
٢πk
d

)
cos

(
θ

٢

)
λ+

e︷︸︸︷
١ = ٠

(٢٠.۴)

می�کنیم: استفاده λ = iλ′ متغیر تغییر از و

a′ = ١

bλ٣ = ٢
√
٢i(iλ′)٢ (iλ′) sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
=

b′︷ ︸︸ ︷
٢
√
٢ sin

(
٢πk
d

)
cos

(
θ

٢

)
λ′٣ ⇒

b′ = ٢
√
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)

cλ٢ = (iλ′)٢
(
cos
(۴πk

d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
− ١
)
=

c′︷ ︸︸ ︷
−
(
cos

(
۴πk
d

)
− ٢cos٢

(
θ

٢

)
− ١
)
λ′٢ ⇒

c′ = −
(
cos
(۴πk

d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
− ١
)

dλ = −٢
√
٢i (iλ′) sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
=

d′︷ ︸︸ ︷
٢
√
٢ sin

(
٢πk
d

)
cos

(
θ

٢

)
λ′ ⇒

d′ = ٢
√
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)

e′ = ١
(٢١.۴)

شد: خواهد زیر شکل به مشخصه معادله بنابراین

λ′۴ + ٢
√
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
λ′٣ −

(
cos
(۴πk

d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
− ١
)
λ′٢

+٢
√
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
λ′ + ١ = ٠

(٢٢.۴)

می�رسیم: زیر شکل به جواب چهار به کنیم حل را معادله این حل با
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λ′١ = − ١√
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
+ ١

٢

√
٢sin٢

(٢πk
d

)
cos٢

(
θ
٢
)
− ٢sin٢

(٢πk
d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
+ ٢

+١
٢

(
۴sin٢

(٢πk
d

)
cos٢

(
θ
٢
)
− ٢

√
٢ sin

( ٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)√

٢sin٢
(٢πk

d

)
cos٢

(
θ
٢
)
− ٢sin٢

(٢πk
d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
+ ٢

−٢sin٢
(٢πk

d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
− ٢
) ١

٢

λ′٢ = − ١√
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
+ ١

٢

√
٢sin٢

(٢πk
d

)
cos٢

(
θ
٢
)
− ٢sin٢

(٢πk
d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
+ ٢

−١
٢

(
۴sin٢

(٢πk
d

)
cos٢

(
θ
٢
)
− ٢

√
٢ sin

( ٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)√

٢sin٢
(٢πk

d

)
cos٢

(
θ
٢
)
− ٢sin٢

(٢πk
d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
+ ٢

−٢sin٢
(٢πk

d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
− ٢
) ١

٢

λ′٣ = − ١√
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
− ١

٢

√
٢sin٢

(٢πk
d

)
cos٢

(
θ
٢
)
− ٢sin٢

(٢πk
d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
+ ٢

+١
٢

(
۴sin٢

(٢πk
d

)
cos٢

(
θ
٢
)
+ ٢

√
٢ sin

( ٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)√

٢sin٢
(٢πk

d

)
cos٢

(
θ
٢
)
− ٢sin٢

(٢πk
d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
+ ٢

−٢sin٢
(٢πk

d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
− ٢
) ١

٢

λ′۴ = − ١√
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
− ١

٢

√
٢sin٢

(٢πk
d

)
cos٢

(
θ
٢
)
− ٢sin٢

(٢πk
d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
+ ٢

−١
٢

(
۴sin٢

(٢πk
d

)
cos٢

(
θ
٢
)
+ ٢

√
٢ sin

( ٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)√

٢sin٢
(٢πk

d

)
cos٢

(
θ
٢
)
− ٢sin٢

(٢πk
d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
+ ٢

−٢sin٢
(٢πk

d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
− ٢
) ١

٢

(٢٣.۴)

که شده�اند تشکیل قسمت دو از ویژه�مقدار چهار هر که دید می�توان ویژه�مقادیر صریح شکل به توجه با
از استفاده با دارند. تفاوت هم با منفی علامت یک اندازه به ویژه�مقدار، هر در قسمت�ها این از هرکدام
می�کنیم. ساده�سازی جداگانه صورت به را قسمت دو از هرکدام بعدی، محاسبات راحتی برای نکته، این

می�کنیم: نام�گذاری A با را اول قسمت

A = − ١√
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
± ١

٢

√
٢sin٢

(٢πk
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) (
١− cos٢

(
θ
٢
))

= − ١√
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
± ١√

٢

√
cos٢

(٢πk
d

)
sin٢

(
θ
٢
)

= − ١√
٢

(
sin
(٢πk

d

)
cos
(
θ
٢
)
± cos

(٢πk
d

)
sin
(
θ
٢
))

⇒
(٢۴.۴)
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A = ١√
٢

(
∓ cos

(٢πk
d

)
sin
(
θ
٢
)
− sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
))

⇒


A+ = ١√

٢ sin
(
θ
٢ −

٢πk
d

)
A− = −١√

٢ sin
(
θ
٢ +

٢πk
d

)
(٢۵.۴)

می�کنیم: استفاده B نماد از ویژه�مقادیر دوم قسمت برای

B = ١
٢

(
۴sin٢

(٢πk
d

)
cos٢

(
θ
٢
)
± ٢

√
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)√

٢sin٢
(٢πk

d

)
cos٢

(
θ
٢
)
− ٢sin٢

(٢πk
d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
+ ٢

−٢sin٢
(٢πk

d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
− ٢
) ١

٢

= ١
٢

(
۴sin٢

( ٢πk
d

)
cos٢

(
θ
٢
)
± ۴ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)√

sin٢
(٢πk

d

)
cos٢

(
θ
٢
)
− sin٢

(٢πk
d

)
− cos٢

(
θ
٢
)
+ ١

−٢sin٢
(٢πk

d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
− ٢
) ١

٢

= ١
٢

(
۴sin٢

( ٢πk
d

)
cos٢

(
θ
٢
)
± ۴ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)√

cos٢
(
θ
٢
) (

sin٢
(٢πk

d

)
− ١
)
+ cos٢

(٢πk
d

)
−٢sin٢

(٢πk
d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
− ٢
) ١

٢

= ١
٢

(
۴sin٢

(٢πk
d

)
cos٢

(
θ
٢
)
± ۴ sin

( ٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)√

−cos٢
(
θ
٢
)
cos٢

(٢πk
d

)
+ cos٢

(٢πk
d

)
−٢sin٢

(٢πk
d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
− ٢
) ١

٢

= ١
٢

(
۴sin٢

(٢πk
d

)
cos٢

(
θ
٢
)
± ۴ sin

( ٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)√

cos٢
(٢πk

d

) (
١− cos٢

(
θ
٢
))

−٢sin٢
(٢πk

d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
− ٢
) ١

٢

= ١
٢

(
۴sin٢

( ٢πk
d

)
cos٢

(
θ
٢
)
± ۴ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)√

sin٢
(
θ
٢
)
cos٢

(٢πk
d

)
−٢sin٢

(٢πk
d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
− ٢
) ١

٢

= ١
٢

(
۴sin٢

(٢πk
d

)
cos٢

(
θ
٢
)
± ۴ sin

( ٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
sin
(
θ
٢
)
cos
(٢πk

d

)
−٢sin٢

(٢πk
d

)
− ٢cos٢

(
θ
٢
)
− ٢
) ١

٢

= ١√
٢
((
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)) (

sin
( ٢πk

d

)
cos
(
θ
٢
))

± ٢ sin
(٢πk

d

)
cos
(
θ
٢
)
sin
(
θ
٢
)
cos
(٢πk

d

)
−sin٢

(٢πk
d

)
− cos٢

(
θ
٢
)
− ٢
) ١

٢

= ١√
٢
(
٢ sin

( ٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
) (

sin
(٢πk

d

)
cos
(
θ
٢
)
± sin

(
θ
٢
)
cos
(٢πk

d

))
−sin٢

(٢πk
d

)
− cos٢

(
θ
٢
)
− ٢
) ١

٢

= ١
٢
(
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
) (

sin
(٢πk

d ± θ
٢
))

−sin٢
(٢πk

d

)
− cos٢

(
θ
٢
)
− ١
) ١

٢

⇒


B+ = ١√

٢
(
٢ sin

( ٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
) (

sin
(٢πk

d + θ
٢
))

−sin٢
(٢πk

d

)
− cos٢

(
θ
٢
)
− ١
) ١

٢

B− = ١√
٢
(
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
) (

sin
(٢πk

d − θ
٢
))

−sin٢
( ٢πk

d

)
− cos٢

(
θ
٢
)
− ١
) ١

٢

(٢۶.۴)

می�توانیم آمده، دست به پیش�تر ویژه�مقادیر روابط و آوردیم دست به B± و A± برای که روابطی به توجه با
آوریم: دست به B± و A± حسب بر را ویژه�مقادیر
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λ′١ = A+ +B−

λ′٢ = A+ −B−

λ′٣ = A− +B+

λ′۴ = A− −B+

(٢٧.۴)

بنابراین:

λ′١ =
١√
٢

(
sin
(
θ
٢ −

٢πk
d

)
+
√
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
) (

sin
(٢πk

d
− θ

٢
))

− sin٢
(٢πk

d

)
− cos٢

(
θ
٢
)
− ١

λ′٢ =
١√
٢

(
sin
(
θ
٢ −

٢πk
d

)
−
√
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
) (

sin
(٢πk

d
− θ

٢
))

− sin٢
(٢πk

d

)
− cos٢

(
θ
٢
)
− ١

λ′٣ =
١√
٢

(
− sin

(
θ
٢ +

٢πk
d

)
+
√
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
) (

sin
(٢πk

d
+ θ

٢
))

− sin٢
(٢πk

d

)
− cos٢

(
θ
٢
)
− ١

λ′۴ =
١√
٢

(
− sin

(
θ
٢ +

٢πk
d

)
−
√
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
) (

sin
(٢πk

d
+ θ

٢
))

− sin٢
(٢πk

d

)
− cos٢

(
θ
٢
)
− ١

(٢٨.۴)

متغیری تغییر (معکوس می�گردانیم باز λ′ جای به را λ بار این و کرده ضرب i در را بالا روابط طرفین
می�کنیم): اعمال بودیم، برده کار به پیش�تر که را

λ١ =
١√
٢

(√
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
sin
(
θ
٢ − sin

(٢πk
d

))
+ sin٢

(٢πk
d

)
+ cos٢

(
θ
٢
)
+ ١

+i sin
(
θ
٢ −

٢πk
d

)
λ٢ =

−١√
٢

(√
٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
sin
(
θ
٢ − sin

(٢πk
d

))
+ sin٢

(٢πk
d

)
+ cos٢

(
θ
٢
)
+ ١

−i sin
(
θ
٢ −

٢πk
d

)
λ٣ =

١√
٢

(√
−٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
sin
(
θ
٢ + sin

(٢πk
d

))
+ sin٢

(٢πk
d

)
+ cos٢

(
θ
٢
)
+ ١

−i sin
(
θ
٢ +

٢πk
d

)
λ۴ =

−١√
٢

(√
−٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
sin
(
θ
٢ + sin

(٢πk
d

))
+ sin٢

(٢πk
d

)
+ cos٢

(
θ
٢
)
+ ١

+i sin
(
θ
٢ +

٢πk
d

)
(٢٩.۴)
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بازنویسی زیر مفیدتر شکل به را ویژه�مقادیر دوم، درجه چندجمله�ای به رادیکال زیر عبارت شباهت دلیل به
می�کنیم:

λ١ =
١√
٢

(√
sin٢

(٢πk
d

)
+ cos٢

(
θ
٢
)
+ ٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
sin
(
θ
٢ −

٢πk
d

)
+ ١

+i sin
(
θ
٢ −

٢πk
d

)
λ٢ =

−١√
٢

(√
sin٢

(٢πk
d

)
+ cos٢

(
θ
٢
)
+ ٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
sin
(
θ
٢ −

٢πk
d

)
+ ١

−i sin
(
θ
٢ −

٢πk
d

)
λ٣ =

١√
٢

(√
sin٢

(٢πk
d

)
+ cos٢

(
θ
٢
)
− ٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
sin
(
θ
٢ +

٢πk
d

)
+ ١

−i sin
(
θ
٢ +

٢πk
d

)
λ۴ =

−١√
٢

(√
sin٢

(٢πk
d

)
+ cos٢

(
θ
٢
)
− ٢ sin

(٢πk
d

)
cos
(
θ
٢
)
sin
(
θ
٢ +

٢πk
d

)
+ ١

+i sin
(
θ
٢ +

٢πk
d

)

(٣٠.۴)

داشت: خواهیم بیشتر ساده�سازی با که

λ١ =
١
٢

√
٣+ cos

(۴πk
d

− θ
)
+ i√

٢ sin
(
θ
٢ −

٢πk
d

)
λ٢ = −١

٢

√
٣+ cos

(۴πk
d

− θ
)
− i√

٢ sin
(
θ
٢ −

٢πk
d

)
λ٣ =

١
٢

√
٣+ cos

(۴πk
d

+ θ
)
− i√

٢ sin
(
θ
٢ +

٢πk
d

)
λ۴ = −١

٢

√
٣+ cos

(۴πk
d

+ θ
)
− i√

٢ sin
(
θ
٢ +

٢πk
d

)
(٣١.۴)

نهایت: در و

λ١ =
١√
٢

(√
١+ cos٢

(٢πk
d

− θ
٢
)
− i sin

(٢πk
d

− θ
٢
))

λ٢ = − ١√
٢

(√
١+ cos٢

(٢πk
d

− θ
٢
)
+ i sin

(٢πk
d

− θ
٢
))

λ٣ =
١√
٢

(√
١+ cos٢

(٢πk
d

+ θ
٢
)
− i sin

(
θ
٢ +

٢πk
d

))
λ۴ = −١

٢

(√
١+ cos٢

(٢πk
d

+ θ
٢
)
+ i sin

(
θ
٢ +

٢πk
d

))
(٣٢.۴)
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برای آمد. دست به دایره روی کوانتومی ولگشت برای پیش فصل در که است نتیجه�ای با مقایسه قابل که
آید، در چرخه روی کوانتومی ولگشت صورت به باید موبیوسی کوانتومی ولگشت θ = ٠ خاص حالت
دادن قرار صفر با داشت. نخواهد چرخش خود حرکت راستای دور به دیگر ولگشت حالت این در زیرا

می�یابند: کاهش زیر روابط به ویژه�مقدارها θ

λ١ = λ٣ =
١√
٢

(√
١+ cos٢

(٢πk
d

)
− i sin

(٢πk
d

))

λ٢ = λ۴ =
١√
٢

(
−
√
١+ cos٢

(٢πk
d

)
− i sin

(٢πk
d

)) (٣٣.۴)

است. چرخه روی کوانتومی ولگشت به مربوط ویژه�مقادیر همان که
است یکانی ماتریس یک M که آن�جایی از می�کنیم. تعیین را موبیوسی ولگشت ویژه�بردارهای اکنون
λ = e−io, ei(o+π) شکل به را آن�ها می�توان ٣٢.۴ رابطه از هستندکه λ = eis شکل به آن ویژه�مقادیر

داشت: خواهد زیر شکل به o٢ و o١ مقدار دو o که نوشت

o١ = arcsin
(

١√
٢sin

(٢πk
d

+ θ
٢
))

o٢ = arcsin
(

١√
٢sin

(٢πk
d

− θ
٢
)) (٣۴.۴)

بنابراین: و می�گیریم نظر در V =



a

b

c

d


صورت به را V

MV = λV ⇒


e
−٢iπk

d√
٢ cos θ٢

e
−٢iπk

d√
٢ cos θ٢

−ie
−٢iπk

d√
٢ sin θ٢

−ie
−٢iπk

d√
٢ sin θ٢

e
٢iπk
d√
٢ cos θ٢

−e
٢iπk
d√
٢ cos θ٢

ie
٢iπk
d√
٢ sin θ٢

−ie
٢iπk
d√
٢ sin θ٢

−ie
−٢iπk

d√
٢ sin θ٢

−ie
−٢iπk

d√
٢ sin θ٢

e
−٢iπk

d√
٢ cos θ٢

e
−٢iπk

d√
٢ cos θ٢

ie
٢iπk
d√
٢ sin θ٢

−ie
٢iπk
d√
٢ sin θ٢

e
٢iπk
d√
٢ cos θ٢

−e
٢iπk
d√
٢ cos θ٢





a

b

c

d


= λ



a

b

c

d


(٣۵.۴)
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

ae−
٢iπk
d cos( θ

٢)√
٢ +

be−
٢iπk
d cos( θ

٢)√
٢ − ice−

٢iπk
d sin( θ

٢)√
٢ − ide−

٢iπk
d sin( θ

٢)√
٢

ae
٢iπk
d cos( θ

٢)√
٢ − be

٢iπk
d cos( θ

٢)√
٢ +

ice
٢iπk
d sin( θ

٢)√
٢ − ide

٢iπk
d sin( θ

٢)√
٢

− iae−
٢iπk
d sin( θ

٢)√
٢ − ibe−

٢iπk
d sin( θ

٢)√
٢ +

ce−
٢iπk
d cos( θ

٢)√
٢ +

de−
٢iπk
d cos( θ

٢)√
٢

iae
٢iπk
d sin( θ

٢)√
٢ − ibe

٢iπk
d sin( θ

٢)√
٢ +

ce
٢iπk
d cos( θ

٢)√
٢ − de

٢iπk
d cos( θ

٢)√
٢


=



λa

λb

λc

λd


(٣۶.۴)

شوند: حل هم�زمان صورت به ویژه�بردارها به رسیدن برای باید که می�رسیم زیر معادله چهار به

ae−
٢iπk
d cos( θ

٢)√
٢ +

be−
٢iπk
d cos( θ

٢)√
٢ − ice−

٢iπk
d sin( θ

٢)√
٢ − ide−

٢iπk
d sin( θ

٢)√
٢ − aeis = ٠

ae
٢iπk
d cos( θ

٢)√
٢ − be

٢iπk
d cos( θ

٢)√
٢ +

ice
٢iπk
d sin( θ

٢)√
٢ − ide

٢iπk
d sin( θ

٢)√
٢ − beis = ٠

− iae−
٢iπk
d sin( θ

٢)√
٢ − ibe−

٢iπk
d sin( θ

٢)√
٢ +

ce−
٢iπk
d cos( θ

٢)√
٢ +

de−
٢iπk
d cos( θ

٢)√
٢ − ceis = ٠

iae
٢iπk
d sin( θ

٢)√
٢ − ibe

٢iπk
d sin( θ

٢)√
٢ +

ce
٢iπk
d cos( θ

٢)√
٢ − de

٢iπk
d cos( θ

٢)√
٢ − deis = ٠

(٣٧.۴)

دو به دو رابطه، چهار این d → b و c → a که بگیریم نظر در اگر که می�یابیم در جواب�ها در دقت با
نتیجه: در و شد خواهند مشابه

a cos
(
θ
٢
)
+ c cos

(
θ
٢
)
− a isin

(
θ
٢
)
− c isin

(
θ
٢
)
−

√
٢aei(s+ ٢πk

d ) = ٠
a cos

(
θ
٢
)
− c cos

(
θ
٢
)
+ a isin

(
θ
٢
)
− c isin

(
θ
٢
)
−

√
٢cei(s− ٢πk

d ) = ٠
(٣٨.۴)

داریم: رابطه دو جمع از

(√
٢ cos

(
θ

٢

)
− ei(s+

٢πk
d )
)
a−

(√
٢i sin

(
θ

٢

)
+ ei(s−

٢πk
d )
)
c = ٠ (٣٩.۴)

که: است برقرار هنگامی معادله این

a =
√
٢i sin

(
θ
٢
)
+ ei(s−

٢πk
d )

b =
√
٢ cos

(
θ
٢
)
− ei(s+

٢πk
d ) (۴٠.۴)

برای دیگری و s = −o١ برای یکی ویژه�کت، دو به دهیم قرار V در آورده�ایم دست به که را b و a اگر
می�رسیم: s = o١ + π
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|Vs١⟩ =



√
٢i sin

(
θ
٢
)
+ ei(s−

٢πk
d )

√
٢ cos

(
θ
٢
)
− ei(s+

٢πk
d )

√
٢i sin

(
θ
٢
)
+ ei(s−

٢πk
d )

√
٢ cos

(
θ
٢
)
− ei(s+

٢πk
d )


(۴١.۴)

می�رسیم: زیر روابط به d→ −b و c→ a ، a→ −a دهیم قرار ٣٧.۴ رابطه در اگر اما

−a cos
(
θ
٢
)
+ b cos

(
θ
٢
)
− a isin

(
θ
٢
)
+ b isin

(
θ
٢
)
+
√
٢aei(s+ ٢πk

d ) = ٠
−a cos

(
θ
٢
)
− b cos

(
θ
٢
)
+ a isin

(
θ
٢
)
+ b isin

(
θ
٢
)
−

√
٢bei(s− ٢πk

d ) = ٠
+ia sin

(
θ
٢
)
− ib sin

(
θ
٢
)
+ a cos

(
θ
٢
)
− b cos

(
θ
٢
)
−
√
٢aei(s+ ٢πk

d ) = ٠
−ia sin

(
θ
٢
)
− ib sin

(
θ
٢
)
+ a cos

(
θ
٢
)
+ b cos

(
θ
٢
)
+
√
٢bei(s− ٢πk

d ) = ٠

(۴٢.۴)

از دارند. تفاوت هم با -١ ضریب یک در تنها و هستند یکی واقع در (چهارم) سوم و (دوم) اول رابطه
داریم: سوم و دوم روابط جمع

(√
٢i sin

(
θ

٢

)
− ei(s+

٢πk
d )
)
a−

(√
٢ cos

(
θ

٢

)
+ ei(s−

٢πk
d )
)
b = ٠ (۴٣.۴)

می�شوند: تعیین b و a مجهول، دو و معادله دو دستگاه این حل با که

a =
√
٢ cos

(
θ
٢
)
+ ei(s−

٢πk
d )

b =
√
٢i sin

(
θ
٢
)
− ei(s+

٢πk
d ) (۴۴.۴)

s = o٢ + π به مربوط دیگر و s = −o٢ به مربوط یک که می�آیند دست به دیگر ویژه�بردار دو نتیجه در
است:

|Vs٢⟩ =



−
√
٢ cos

(
θ
٢
)
− ei(s−

٢πk
d )

√
٢i sin

(
θ
٢
)
− ei(s+

٢πk
d )

√
٢ cos

(
θ
٢
)
+ ei(s−

٢πk
d )

−
√
٢i sin

(
θ
٢
)
+ ei(s+

٢πk
d )


(۴۵.۴)
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یعنی هستند، عمود برهم که است شده مشخص و شده بررسی آمده دست به ویژه�بردارهای تعامد
خودش پایه�های در Mرا می�توان و می�دهند تشکیل Mرا ماتریس ویژه�کت�های کامل مجموعه ⟨Vsj|ها

نوشت: قطری صورت به

M =
٢∑
j=١

∑
s=−oj ,oj+π

eis
∣∣V j
s

⟩ ⟨
V j
s

∣∣ (۴۶.۴)

کنیم: قطری را تحول عملگر می�توانیم ١٧.۴ رابطه و M ماتریس قطری شکل به توجه با

U =
d−١∑
k=٠

٢∑
j=١

∑
s=−oj ,oj+π

eis
∣∣k, V j

s

⟩ ⟨
k, V j

s

∣∣ (۴٧.۴)

کاهش بسیار را ولگشت تحول به مربوط محاسبات حجم که است مهم رو آن از تحول عملگر قطری�سازی
همچنین برسانیم. t توان به را ویژه�مقادیر که است کافی تنها تحول عملگر اعمال بار t برای زیرا می�دهد،
احتمال توزیع برای تحلیلی روابط می�توان تحول عملگر ویژه�بردارها) و ویژه�مقادیر (داشتن سازی قطری با

داد. انجام موبیوسی ولگشت در آمیختگی زمان برای برآوردهایی آن�که یا آورد دست به ولگشت

حدی توزیع ٣.۴

می�توان اما ندارد، وجود مشخصی توزیع چرخه، رو کوانتومی ولگشت مورد در دیدیم، پیش�تر که چنان
این در کند. میل حدی توزیع یک به زیاد گام�های تعداد ازای به که کرد معرفی را [۵٩] معادلی توزیع

آمد: خواهد وجود به متفاوت حالت دو صورت

است فرد جایگاه�ها تعداد که حالتی
.[۵٩] بود خواهد یکنواخت توزیع یک حدی توزیع حالت این در

است زوج جایگاه�ها تعداد که حالتی

یکنواخت که دارد وجود حدی توزیع یک باشد، پذیر تقسیم چهار بر جایگاه�ها تعداد اگر .١
.[۶٠] می�باشد آن قرینه نقطه و حرکت مبدا در قله دو دارای و نبوده

یکنواخت که دارد وجود حدی توزیع یک نباشد، تقسیم�پذیر چهار بر جایگاه�ها تعداد اگر .٢
.[۶٠] است آن قرینه نقطه در دره یک و حرکت مبدا در قله یک دارای و نبوده

تبهگنی (نداشتن) داشتن وجود دلیل به (فرد) زوج جایگاه�های تعداد در (یکنواختی) نایکنواختی این
خیر یا دارد وجود حدی توزیع یک موبیوسی ولگشت برای آیا که می�کنیم بررسی بخش این در است.
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تفاوت همچنین است. یکنواخت توزیع این شرایطی چه تحت حدی، توزیع چنین وجود صورت در و
هم با دایره روی کوانتومی ولگشت و موبیوسی ولگشت در یکنواخت توزیع با احتمال میانگین توزیع
عملگر ویژه�مقادیر تبهگنی با مستقیم رابطه حدی توزیع در نایکنواختی که آن�جایی از می�شوند. مقایسه
در یکنواختی وجود شرایط مورد در کاملی اطلاعات ویژه�مقادیر تبهگنی شرایط بررسی دارد، سیستم تحول
به که می�دهند نشان ویژه�مقادیر بررسی و ما محاسبات گذاشت. خواهد ما اختیار در احتمال حدی توزیع
یکنواخت حدی توزیع جایگاه، تعداد هر با موبیوسی ولگشت�های تمام α صحیح غیر مقادیر تمام ازای
مورد این در که است صحیح نیمه αهای مورد در آن و دارد وجود استثنا مورد یک تنها داشت. خواهند
طور به فصل ادامه در که دارد، وجود فرد جایگاه تعداد با موبیوس ولگشت�های مورد در نایکنواختی یک

پرداخت. خواهیم آن بررسی به مفصل
می�توانیم داشت. خواهیم یکنواخت حدی توزیع همیشه α ̸= N

٢ , N که αهایی تمام ازای به بنابراین
مسئله پارامترهای تغییر می�کند مشخص که بگیریم نظر در کمیتی عنوان به را (δ) حدی توزیع فاصله
:[۶٠] کرد تعریف زیر شکل به می�توان را δ می�گذارد. تاثیر حدی توزیع به شدن نزدیک سرعت بر چگونه

δ =
١
٢

d−١∑
v=٠

∣∣∣∣p(v)− ١
d

∣∣∣∣ (۴٨.۴)

توزیع تفاوت مجموع با است برابر و می�شود نامیده یکنواخت توزیع از میانگین توزیع کلی فاصله δ
یکنواخت. احتمال توزیع با جایگاه هر در احتمال میانگین

فرد جایگاه�های تعداد برای را حدی توزیع موبیوسی، حدی توزیع و دایره حدی توزیع میان مقایسه برای
تضمین�کننده فرد جایگاه�های تعداد کرده�ایم. رسم ۴.۴ و ٣.۴ شکل�های در α = ٠٫ ٢ و (d = ٢۵)
ولگشت یکنواختی نیز α = ٠٫ ٢ و باشد یکنواخت حدی توزیع دارای دایره�ای ولگشت که است این
و t = ٢٠٠) یکسان شرایط در که می�دهد نشان ما شبیه�سازی نتیجه می�کند. تضمین را موبیوسی
δ = ٠٫ ٠١٧٧ دارای موبیوسی ولگشت و δ = ٠٫ ٠٢٠٨ دارای دایره روی ولگشت (ψ(٠) = |٠⟩|۵⟩
تسریع موبیوسی ولگشت مورد در را یکنواخت توزیع تابع به شدن نزدیک α پارامتر تغییر بنابراین است.

می�دهد. راکاهش آمیختگی زمان عبارتی به یا می�کند

ϵ فاصله در δ تا بردارد باید ولگشت که است گام�هایی تعداد آمیختگی زمان شد گفته که همان�طور
زمان نمودار می�گذارد، اثر آمیختگی زمان بر چگونه α این�که بررسی برای گیرد. قرار یکنواخت توزیع
شکل۵.۴ کرده�ایم. رسم ϵ = ٠٫ ۵ برای α برحسب جایگاه ٢۵ با موبیوسی ولگشت برای را آمیختگی

مشاهده هستند. چرخه روی کوانتومی ولگشت همان α = ١ و α = ٠ با ولگشت ،۵.۴ شکل نمودار در
بخشیده بهبود را آمیختگی زمان α مقادیر تمام ازای به موبیوسی ولگشت برای شده ارائه مدل که می�شود
رسم ۶.۴ شکل در α = ٠٫ ۵ با ولگشتی احتمال میانگین توزیع نمودار .α = ٠٫ ۵ برای جز به است،
نایکنواخت این دلیل است، ولگشت حرکت مبدا در قله یک دارای نمودار می�شود مشاهده است. شده
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حالت با گام. ٢٠٠ و جایگاه ٢۵ با چرخه روی کوانتومی ولگشت برای حدی توزیع شبیه�سازی نمودار :٣.۴ شکل
.|ψ(٠)⟩ = |٠⟩ |۵⟩ اولیه

|ψ(٠)⟩ = با اولیه حالت گام. ٢٠٠ و جایگاه ٢۵ با چرخه روی موبیوسی ولگشت برای حدی توزیع :۴.۴ شکل
.α = ٠٫ ٢ و |٠⟩ |٠⟩ |۵⟩

است. تحول عملگر ویژه�مقادیر در تبهگنی آمدن وجود به دایره) روی کوانتومی ولگشت (همانند شدن
توزیع یک به فرد جایگاه�های تعداد در احتمال میانگین توزیع α = ٠٫ ۵ با که داد خواهیم نشان بعدا
بی�معنی یکنواخت توزیع از فاصله سنجش با آمیختگی زمان محاسبه بنابراین کرد. نخواهد میل یکنواخت
ولگشتی احتمال میانگین توزیع نمودار می�شود. ناشی واقعیت این از ۵.۴ شکل در افزایش این و است
حرکت مبدا در قله یک دارای نمودار می�شود مشاهده است. شده رسم ۶.۴ شکل در α = ٠٫ ۵ با
تبهگنی آمدن وجود به دایره) روی کوانتومی ولگشت (همانند شدن نایکنواخت این دلیل است. ولگشت

است. تحول عملگر ویژه�مقادیر در
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اولیه حالت با جایگاه. ٢۵ با چرخه روی موبیوسی ولگشت برای α حسب بر آمیختگی زمان :۵.۴ شکل
.ϵ = ٠٫ ۵ و |ψ(٠)⟩ = |٠⟩ |٠⟩ |۵⟩

|ψ(٠)⟩ = اولیه حالت با گام ٢٠٠ و جایگاه ٢۵ با چرخه روی موبیوسی ولگشت برای حدی توزیع :۶.۴ شکل
.α = ٠٫ ۵ و |٠⟩ |٠⟩ |۵⟩

برای می�کند. ایجاد را آمیختگی زمان در کاهش بیشترین α = ٠٫ ٢ که می�دهد نشان ۵.۴ شکل
روی ولگشت برای (ϵ) یکنواخت توزیع از فاصله حسب بر را آمیختگی زمان تاثیر این بهتر مشاهده
می�دهد نشان نمودار این .(٧.۴ (شکل شده�اند رسم (α = ٠٫ ٢) موبیوسی ولگشت و (α = ٠) دایره
بیشتر (ϵ) کاهش با موبیوسی ولگشت و دایره روی کوانتومی ولگشت آمیختگی زمان میان فاصله که
داشته یکنواخت توزیع بیشتری دقت با بخواهیم هرچه که است واقعیت این نشان�دهنده این و می�شود

است. بهتری کاندیدای دایره روی ولگشت با مقایسه در موبیوسی ولگشت باشیم،
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کوانتومی ولگشت برای گام ٢٠٠ و جایگاه ٢۵ با چرخه�ای روی ϵ حسب بر آمیختگی زمان نمودار :٧.۴ شکل
با نقطه-خط) موبیوسی(نمودار کوانتومی ولگشت و |ψ(٠)⟩ = |٠⟩ |۵⟩ اولیه حالت با پیوسته) چرخه(نمودار روی

.|ψ(٠)⟩ = |٠⟩ |٠⟩ صورت⟨۵| به اولیه حالت

کوانتومی ولگشت از چشمگیری طرز به می�تواند موبیوسی کوانتومی ولگشت در آمیختگی زمان ،٧.۴ شکل
در که همان�طور اما دارد، انتخابی α مقدار به مستقیم بستگی چیزی چنین البته باشد. بهتر دایره روی
پارامتر این در بهبود انتظار می�توان ها α تمامی ازای به تقریبا است، شده داده نشان ۵.۴ شکل نمودار

داشت. را آمیختگی) (زمان
تعداد آن�ها در که می�گیریم نظر در را حالتی اکنون پرداختیم. فرد جایگاه�های تعداد بررسی به تنها اینجا تا
دو دارد امکان زوج، جایگاه��های تعداد برای شد، اشاره پیش فصل در که همان�طور است. زوج جایگاه�ها
آن�که دوم و است) جایگاه�ها (dتعداد n, d ∈ N آن، در که d

۴ = n آن�که نخست بیاید[۶٠]. پیش حالت
این نخست، حالت برای است. ناهمواری دو دارای احتمال توزیع نمودار حالت دو هر در . d۴ = (٢n+١)

٢

ناهمواری دو این دوم حالت برای اما است. (v٠ + d
٢)modd و v٠ مکان در تپه دو صورت به ناهمواری

.٩.۴ و ٨.۴ شکل است، (v٠ + d
٢)modd در دره یک و v٠ حرکت درمبدا تپه یک صورت به

ببینیم، را دایره روی کوانتومی ولگشت با آن تفاوت و موبیوسی مدل از استفاده تاثیر بتوانیم آن�که برای
می�کنیم، رسم d = ٢۶ و d = ٢۴ مورد دو برای هم را موبیوسی کوانتومی ولگشت حدی توزیع نمودار

.١١.۴ و ١٠.۴ شکل

همان�طور است. شده تکرار گام ۵٠٠ برای فرآیند و است شده گرفته نظر در α = ٠٫ ۵ شکل�ها این در
دو و است کرده یکنواخت�تر را حدی توزیع نمودار کوانتومی، ولگشت موبیوسی مدل می�شود، دیده که

است. برده بین از
(
v٠ +

d
٢
)
mod d و v٠ در که را ناهمواری
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|ψ(٠)⟩ اولیه= حالت با گام ۵٠٠ و جایگاه ٢۴ با چرخه روی کوانتومی ولگشت برای حدی توزیع :٨.۴ شکل
.|٠⟩ |۵⟩

|ψ(٠)⟩ اولیه= حالت با گام ۵٠٠ و جایگاه ٢۶ با چرخه روی کوانتومی ولگشت برای حدی توزیع :٩.۴ شکل
است. بوده |٠⟩ |۵⟩

در (α)را تداخلی عامل ورود تاثیر ،١١.۴ تا ١٠.۴ نمودارهای در شده ارائه شبیه�سازی�های نتایج
بتوان ، α ورود با موبیوسی ولگشت در که می�رود انتظار می�دهد. نشان بررسی مورد پارامترهای
یعنی نشوند. ظاهر چرخه روی کوانتومی ولگشت مشابه تبهگن حالات که کرد تعریف طوری را ولگشت
یک به فرد حالت�های برای موبیوسی ولگشت که آید پیش حالتی مشخص αیک انتخاب با است ممکن
ولگشت این برای را احتمال میانگین توزیع ابتدا قضیه، این بررسی برای نکند. میل یکنواخت توزیع

می�کنیم: محاسبه
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|ψ(٠)⟩ اولیه= حالت با گام ۵٠٠ و جایگاه ٢۴ با چرخه روی موبیوسی ولگشت برای حدی توزیع :١٠.۴ شکل
.α = ٠٫ ۵ و |٠⟩ |٠⟩ |۵⟩

به اولیه حالت گام. ۵٠٠ و جایگاه ٢۶ با چرخه روی موبیوسی ولگشت برای حدی توزیع نمودار :١١.۴ شکل
.δ = ٠٫ ٠٠٨٧ α؛ = ٠٫ ۵ و است بوده |ψ(٠)⟩ = |٠⟩ |٠⟩ صورت⟨۵|

p̄v (T ) =
١
T

T−١∑
t=٠

١∑
ρ=٠

١∑
b=٠

|⟨ρ, b, v| ψ (t)⟩|٢ (۴٩.۴)

آن: در که

|ψ(t)⟩ =
١∑
r=٠

١∑
s=٠

N−١∑
k=٠

Cr,s,ke
٢iπλr,s,kt |λr,s,k⟩ (۵٠.۴)
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و ۴٩.۴ از استفاده با هستند. تحول عملگر پایه�ها در ولگشت اولیه حالت کت بسط ضرایب Cr,s,kها
:۵٠.۴

pv(T ) =
١
T

T−١∑
t=٠

١∑
b=٠

∑
ρ=٠

∣∣∣∣ ١∑
r=٠

١∑
s=٠

N−١∑
k

Cr,s,ke
٢iπλr,s,kt ⟨ρ, b, v | λr,s,k⟩

∣∣∣∣٢

= ١
T

T−١∑
t=٠

١∑
ρ=٠

١∑
b=٠

١∑
r=٠

١∑
s=٠

∑
k

١∑
r′=٠

١∑
s′=٠

∑
k′
Cr,s,kCr′,s′,k′

×⟨ρ, b, v | λr,k,s⟩ ⟨λr′,s′,k′ | r, b, v⟩ e٢iπ(λr,s,k−λr′,s′,k′)t

=
١∑

ρ,r,r′

١∑
b,s,s′=٠

N−١∑
k,k′=٠

Cr,s,kCr′,s′,k′ ⟨ρ, b, v | λr,s,k⟩ ⟨λr′,s′,k′ | ρ, b, v⟩

× ١
T

T−١∑
t=٠

e٢iπ(λr,s,k−λr′,s′,k′)t

(۵١.۴)

:[۵٩] می�شود تعریف زیر شکل به حدی توزیع که این به توجه با

π (v) = lim
T→∞

p̄v (T ) (۵٢.۴)

در آن�چه نظیر محاسباتی با است، ١
T

T−١∑
t=٠

e٢iπ(λr,s,k−λr′,s′,k′ )t ۵١.۴ در زمان به وابسته جمله تنها و

اگر چرخه، روی ولگشت همانند موبیوسی ولگشت در گرفت نتیجه می�توان گرفت، انجام ۵۴.٣ تا ۴۴.٣
بود: خواهد یکنواخت حدی توزیع باشند، متمایز ویژه�مقادیر

π(v) =
١
N

(۵٣.۴)

یکنواخت حدی توزیع هستند، متمایز ویژه�مقادیر که زمانی هم موبیوسی ولگشت در بنابراین
ویژه�مقادیر که هنگامی حدی توزیع دیدیم، دایره روی کوانتومی ولگشت مورد در که همان�طور بود. خواهد
برای ویژه�مقادیر دایره، روی کوانتومی ولگشت در طرفی از بود. یکنواخت صورت به بودند غیرتبهگن
در و ویژه�مقادیر برابری زوج، جایگاه�های تعداد برای و هستند نابرابر و متمایز فرد جایگاه�های تعداد
بود. خواهد حدی) توزیع وجود (علی�رغم نایکنواخت توزیع یک آن نتیجه که داشت خواهیم تبهگنی نتیجه
حدی توزیع (نایکنواختی) یکنواختی شرط دید)، خواهیم ادامه در که (همان�طور موبیوسی ولگشت در اما
است. α عامل وجود شد، گفته پیش�تر که همان�طور آن، دلیل و نیست جایگاه�ها تعداد بودن (زوج) فرد
می�کند. بروز شرایطی چه در تبهگنی ببینیم تا می�پردازیم موبیوسی ولگشت ویژه�مقادیر بررسی به اکنون
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باشند: برابر هم با می�توانند مختلف حالت چهار در ویژه�مقادیر که درمی�یابیم ٣۴.۴ از

است: زیر شرط کند، می بروز آن در تبهگنی که شرایطی از یکی ١

sin

(
٢πk
d

− θ

٢

)
= sin

(
٢πk′
d

− θ

٢

)
(۵۴.۴)

می�باشد. خود خاص تبهگنی نمایان�گر کدام هر که شود ارضا است ممکن صورت دو به شرط این
.١٢.۴ شکل باشد، دوم ربع در ٢πk′

d
و اول ربع در ٢πk

d
که هنگامی اول حالت

٢πk
d

− θ
٢ = π −

(٢πk′
d

− θ
٢
)
⇒ ٢πk

d
= π − ٢πk′

d
+ θ ⇒

k = d
٢ +

θd
٢π − k′

θ= ٢πα
d⇒ k =

(
d
٢ + α

)
− k′

:١٣.۴ شکل باشد. چهارم ربع در ٢πk′
d

و سوم ربع در ٢πk
d

که هنگامی دوم حالت

٢πk
d

− θ
٢ − π = ٢π −

(٢πk′
d

− θ
٢
)
⇒ ٢πk

d
= ٣π − ٢πk′

d
+ θ ⇒

k = ٣d
٢ + θd

٢π − k′
θ= ٢πα

d⇒ k =
(٣d

٢ + α
)
− k′

در دایره، روی ولگشت خلاف بر ،١٣.۴ و ١٢.۴ شکل�های و آمده دست به روابط به توجه با
مکان تعیین برای و �دهد نشان را تبهگنی وقوع مکان تنهایی به نمی�تواند k موبیوسی ولگشت

داریم. نیاز هم α به مثلثاتی، دایره روی تبهگنی

می�کند بروز آن در تبهگنی که شرطی دومین ٢

sin

(
٢πk
d

+
θ

٢

)
= sin

(
٢πk′
d

+
θ

٢

)
(۵۵.۴)

ربع در ٢πk
d

که هنگامی اول حالت است. تصور قابل ممکن صورت دو هم شرط این برای است.
:١۴.۴ شکل باشد، دوم ربع در ٢πk′

d
و اول
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ولگشت ویژه�مقدار خط�چین دوم؛ و اول چهارم یک در موبیوسی کوانتومی ولگشت برای تبهگنی شرط :١٢.۴ شکل
است. پیش موبیوسی ولگشت از απd اندازه به که می�دهد نشان را دایره روی کوانتومی

ویژه�مقدار خط�چین چهارم؛ و سوم چهارم یک در موبیوسی کوانتومی ولگشت برای تبهگنی شرط :١٣.۴ شکل
است. پیش موبیوسی ولگشت از απd اندازه به که می�دهد نشان را دایره روی کوانتومی ولگشت

٢πk
d

+ θ
٢ = π −

(٢πk′
d

+ θ
٢
)
⇒ ٢πk

d
= π − ٢πk′

d
− θ ⇒

k = d
٢ −

θd
٢π − k′

θ= ٢πα
d⇒ k =

(
d
٢ − α

)
− k′

:١۵.۴ شکل باشد، چهارم ربع در ٢πk′
d

و سوم ربع در ٢πk
d

که هنگامی دوم حالت
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٢πk
d

+ θ
٢ − π = ٢π −

(٢πk′
d

+ θ
٢
)
⇒ ٢πk

d
= ٣π − ٢πk′

d
− θ ⇒

k = ٣d
٢ − θd

٢π − k′
θ= ٢πα

d⇒ k =
(٣d

٢ − α
)
− k′

نوع مشابه ،α برای منفی علامت یک جز به آمده، دست به تبهگنی شرایط از نوع این برای آن�چه
است. تبهگنی شرایط اول

ولگشت ویژه�مقدار خط�چین دوم؛ و اول چهارم یک در موبیوسی کوانتومی ولگشت برای تبهگنی شرط :١۴.۴ شکل
است. عقب موبیوسی ولگشت از απd اندازه به که می�دهد نشان را دایره روی کوانتومی

از: است عبارت گرفت، نظر در تبهگنی بروز برای می�توان که شرایطی از دیگر یکی ٣

sin

(
٢πk
d

− θ

٢

)
= sin

(
٢πk′
d

+
θ

٢

)
(۵۶.۴)

:١۶.۴ شکل باشد، دوم ربع در ٢πk′
d

و اول ربع در ٢πk
d

که است هنگامی اول حالت
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ویژه�مقدار خط�چین چهارم؛ و سوم چهارم یک در موبیوسی کوانتومی ولگشت برای تبهگنی شرط :١۵.۴ شکل
است. عقب موبیوسی ولگشت از απd اندازه به که می�دهد نشان را دایره روی کوانتومی ولگشت

٢πk
d

− θ
٢ = π −

(٢πk′
d

+ θ
٢
)
⇒ ٢πk

d
= π − ٢πk′

d
⇒

k = d
٢ − k′

:١٧.۴ شکل باشد، چهارم ربع در ٢πk′
d

و سوم ربع در ٢πk
d

که هنگامی دوم حالت

٢πk
d

− θ
٢ − π = ٢π −

(٢πk′
d

+ θ
٢
)
⇒ ٢πk

d
= ٣π − ٢πk′

d
⇒

k = ٣d
٢ − k′

روی کوانتومی ولگشت تبهگنی برای که است نتیجه�ای همان می�آید دست به شرط این از آن�چه
آمد. دست به (۵٨.٣) چرخه

صورت این به می�توان را موبیوسی ولگشت ویژه�مقادیر تبهگنی تعیین برای نوع این از شرط آخرین ۴
گرفت: نظر در

sin

(
٢πk
d

+
θ

٢

)
= sin

(
٢πk′
d

− θ

٢

)
(۵٧.۴)
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ویژه�مقدار خط�چین دوم؛ و اول چهارم یک در موبیوسی کوانتومی ولگشت برای تبهگنی شرط :١۶.۴ شکل
ویژه�مقادیر دارد. اختلاف موبیوسی ولگشت با απ

d اندازه به که می�دهد نشان را دایره روی کوانتومی ولگشت
افتاده�اند. چرخه روی ولگشت طرف دو در موبیوسی ولگشت

ویژه�مقدار خط�چین چهارم؛ و سوم چهارم یک در موبیوسی کوانتومی ولگشت برای تبهگنی شرط :١٧.۴ شکل
ویژه�مقادیر دارد. اختلاف موبیوسی ولگشت با απ

d اندازه به که می�دهد نشان را دایره روی کوانتومی ولگشت
افتاده�اند. چرخه روی کوانتومی ولگشت مقادیر ویژه طرف دو در موبیوسی ولگشت

:١٨.۴ شکل باشد، دوم ربع در ٢πk′
d

و اول ربع در ٢πk
d

که است هنگامی اول حالت
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٢πk
d

+ θ
٢ = π −

(٢πk′
d

− θ
٢
)
⇒ ٢πk

d
= π − ٢πk′

d
⇒

k = d
٢ − k′

:١٩.۴ باشد،شکل چهارم ربع در ٢πk′
d

و سوم ربع در ٢πk
d

که هنگامی دوم حالت

٢πk
d

+ θ
٢ − π = ٢π −

(٢πk′
d

− θ
٢
)
⇒ ٢πk

d
= ٣π − ٢πk′

d
⇒

k = ٣d
٢ − k′

ولگشت ویژه�مقدار خط�چین دوم؛ و اول چهارم یک در موبیوسی کوانتومی ولگشت برای تبهگنی شرط :١٨.۴ شکل
افتاده�اند. موبیوسی ولگشت سوی دو در απ

d اندازه به که است دایره روی کوانتومی

کنیم: فشرده زیر صورت به می�توانیم موبیوسی ولگشت در را تبهگنی شرایط
k =

(
d
٢ ± α

)
− k′

α ∈ R

k =
(٣d

٢ ± α
)
− k′

(۵٨.۴)

٣d
٢ ± α و d

٢ ± α که است آن ۵٨.۴ معادلات برقراری شرط هستند، صحیح اعداد k′ و k که آن�جا از
که دارد وجود تبهگنی زمانی موبیوسی، ولگشت در دیگر بیان به شوند. صحیح عدد یک با برابر
حدی توزیع نایکنواختی تبهگنی، چنین نتیجه و شوند. صحیح اعداد با برابر ٣d

٢ ± α و d
٢ ± α

یا زوج موبیوسی، ولگشت در چرخه، روی ولگشت برخلاف که می�رسیم نتیجه این به پس بود. خواهد
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ویژه�مقدار خط�چین چهارم؛ و سوم چهارم یک در موبیوسی کوانتومی ولگشت برای تبهگنی شرط :١٩.۴ شکل
افتاده�اند. موبیوسی ولگشت سوی دو در απ

d اندازه به که است دایره روی کوانتومی ولگشت

بود نخواهد کننده تعیین توزیع نایکنواختی یا یکنواختی در تنهایی به جایگاه�ها، تعداد بودن فرد
آورد. حساب به زمینه این در هم را α چون عاملی باید و

دست به تبهگنی برای که روابطی از می�کنیم. بررسی تبهگنی بر را آن اثر و پرداخته α بررسی به اکنون
به: می�رسیم ،(۵٨.۴) آوردیم

k + k′︸ ︷︷ ︸
Λ

=
(
d
٢ ± α

)
Λ︷ ︸︸ ︷

k + k′ =
(٣d

٢ ± α
)


⇒


Λ = d

٢ ± α

Λ = ٣d
٢ ± α

(۵٩.۴)

Λ بنابراین هستند، طبیعی اعداد k′ و k باشد. نداشته وجود Λ باید باشیم، نداشته تبهگنی که آن برای
حالت دو است) طبیعی عدد یک خود (که d برای می�کنیم. تمرکز d بر اکنون است. صحیح عدد یک هم
عدد یک d

٢ باشد، زوج d اگر باشد. فرد آن�که دیگری و باشد زوج آن�که یکی گرفت. نظر در می�توان
غیر عدد یک α که است کافی تنها پس است. صحیح عدد یک نیز ٣d

٢ حتما پس بود، خواهد صحیح
باشیم: نداشته تبهگنی و نباشند برقرار ۵٩.۴ روابط از یک هیچ تا باشد صحیح

Λ = d
٢ ± α

d = ٢n ; α /∈ R

Λ = ٣d
٢ ± α

(۶٠.۴)

بنویسیم: صورت این به را ۵٩.۴ روابط می�توانیم آن�گاه باشد، فرد d اگر اما
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
Λ = d±١

٢ ∓ ١
٢ ± α

Λ = ٣d±١
٢ ∓ ١

٢ ± α

(۶١.۴)

می�توانیم بنابراین بود. خواهند صحیح اعدادی است) فرد d آن�که دلیل (به ٣d±١
٢ و d±١

٢ ۶١.۴ رابطه در
عددی نیز بخش این باشد ١

٢ فرد ضریب α اگر که است روشن بگیریم. نظر در را ∓١
٢ ± α قسمت تنها

داشته تبهگنی فرد های d ازای به آن�که برای لازم شرط تنها که گفت می�توان پس بود. خواهد صحیح
باشد. ١

٢ فرد ضریب α که است آن باشیم
نتیجه در و باشیم نداشته تبهگنی موبیوسی ولگشت در که آن برای که: می�شود آن نتیجه بنابراین

باشد: یکنواخت حدی توزیع

(α /∈ R) باشد صحیح عدد یک نباید α باشد: زوج d جایگاه�ها تعداد اگر

باشد. ١
٢ فرد ضریب نباید α باشد: فرد d جایگاه�ها تعداد اگر

برای را حدی توزیع نمودار ٢٠.۴ شکل بسنجیم. شبیه�سازی طریق از را آمده دست به نتایج می�توانیم
از یکی برای α مقدار برداشته�اند. را گام ١٠٠ که می�دهد نشان جایگاه زوج) (تعداد ٢۴ با ولگشت دو

است. بوده ٠٫ ٣ دیگری برای و ٢ ولگشت�ها

.α = ٠٫ ٣ پایین: .α = ٢ بالا: گام؛ ١٠٠ و جایگاه ٢۴ با کوانتومی ولگشت :٢٠.۴ شکل

α /∈ R آن در که ولگشتی برای حدی توزیع نمودار بودند، داده نشان آمده دست به روابط که همان�طور
در که تپه�ای دو است، شده یکنواخت�تر توزیع α = ٠٫ ٣ با ولگشت در این�که بر علاوه است. تر یکنواخت
حدی توزیع تعریف در پیش�تر که همان�طور البته شده�اند. صاف نیز بودند شده ظاهر α = ٢ با ولگشت
نزدیک حدی توزیع به بیشتر باشد، بیشتر گام�ها تعداد هرچقدر احتمال میانگین توزیع نمودار شد، گفته
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غیرصحیح α مقدار با ولگشت برای حدی توزیع نمودار بیشتر، گام�های تعداد برای یعنی این می�شود.
دارای حالت با یکنواختی این تفاوت و می�کند ایجاد یکنواخت�تری احتمال میانگین توزیع ( α /∈ R )
با ولگشت دو برای حدی توزیع نمودار دو ٢١.۴ شکل در بود. خواهد چشمگیر�تر ( α ∈ R ) تبهگنی
یکنواخت است. شده رسم ٢٠.۴ شکل با مقایسه برای α = ٠٫ ٣ و α = ٢ و گام ١٠٠٠ و جایگاه ٢۴

است. آشکار غیرصحیح، α دارای ولگشت�های برای حدی توزیع نمودار بودن تر

.α = ٠٫ ٣ پایین: .α = ٢ بالا: گام؛ ١٠٠٠ و جایگاه ٢۴ با کوانتومی ولگشت :٢١.۴ شکل

٢٢.۴ شکل در است. شده بررسی هم جایگاه فرد تعداد با ولگشت�های برای حدی توزیع نمودار شکل
رسم α = ٠٫ ٢ و α = ٠٫ ۵ جایگاه،و فرد) (تعداد ٢۵ با موبیوسی ولگشت دو برای حدی توزیع نمودار

است. شده

.α = ٠٫ ٢ پایین: .α = ٠٫ ۵ بالا: گام؛ ١٠٠ و جایگاه ٢۵ با کوانتومی ولگشت :٢٢.۴ شکل

ضریب α ) α = ٠٫ ٢ با ولگشت برای حدی توزیع نمودار داریم، آمده دست به شروط از که همان�طور
شکل باشد. یکنواخت�تر است) ١

٢ فرد ضریب که ) α = ٠٫ ۵ با ولگشت به نسبت باید نیست) ١
٢ فرد

می�کند. تایید را واقعیت این ٢٢.۴



١٠٣ اولیه حالت در درهم�تنیدگی .۴.۴

.٢٣.۴ شکل شد، خواهد چشمگیرتر α دو انتخاب میان تفاوت زیاد، گام�های تعداد در که دید می�توان
رسیدن به منجر می�تواند کند، پیشگیری تبهگنی وقوع از که α یک انتخاب می�شود، دیده که همان�طور
یک حرکت مبدا در α = ٠٫ ۵ ازای به که می�شود دیده ٢٣.۴ شکل در شود. یکنواخت توزیع یک به
بنابراین نباشد. یکنواخت ولگشت این حدی توزیع تا می�شود باعث تپه این وجود است. شده ایجاد تپه

رسید. نخواهیم یکنواخت توزیع به دهیم افزایش را گام�ها تعداد که هم هر�چقدر

.α = ٠٫ ٢ پایین: .α = ٠٫ ۵ بالا: گام؛ ١٠٠٠ و جایگاه ٢۵ با کوانتومی ولگشت :٢٣.۴ شکل

عدم برای موبیوسی، ولگشت ویژه�مقادیر روی از که هستند شروطی عملی تایید شبیه�سازی دو این ارائه
ایجاد برای آمده دست به شروط از می�توان اکنون بودیم. کرده تعیین یکنواخت توزیع ایجاد و تبهگنی
به رسیدن که کرد ارائه را موبیوسی ولگشت از مدلی مساله، مورد به بسته و برد بهره یکنواخت توزیع�های

سازد. امکان�پذیر را جایگاه�ها یکنواخت�تر پویش طریق، این از و یکنواخت توزیع

اولیه حالت در درهم�تنیدگی ۴.۴

را حالت�هایی می�توانیم اما داشتیم، سروکار جدایی�پذیر حالت�های با تنها موبیوسی ولگشت در کنون تا
آن�جایی از باشیم. داشته ١ درهم�تنیدگی (R) چرخشی و (χ) اسپینی فضای میان که بگیریم نظر در هم
در تغییر و چرخش دوفضا، این میان درهم�تنیدگی است، سکه فضای از متاثر R فضای در چرخش که
مفید می�تواند زیرفضا دو این بین درهم�تنیدگی تاثیر بررسی بنابراین می�سازد. مرتبط هم به را سکه فضای
می�دهیم. قرار بررسی مورد حدی توزیع بر را درهم�تنیدگی تاثیر بخش، این در باشد. اهمیت پر آن نتایج و
موجب چرخش) و سکه (میان اولیه حالت در درهم�تنیدگی وجود که داده�اند نشان ما شبیه�سازی نتایج

می�شود. حدی توزیع شدن یکنواخت�تر
می�گیریم: نظر در را زیر درهم�تنیده حالت تاثیر این کمی بررسی برای

|χR⟩ = cos γ |٠٠⟩+ sin γ |١١⟩ (۶٢.۴)
١Entanglement
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ازای به آن در هم�تنیدگی در بیشینه مثال برای می�شود. مشخص γ پارامتر با درهم�تنیدگی قدرت که
بنویسیم: شکل این به می�توانیم را اولیه حالت بنابراین .(β٠٠ = |١١|+⟨٠٠⟩√

٢ ) می�دهد روی γ = π
۴

|ψ⟩ = |χR⟩ ⊗ |x⟩ (۶٣.۴)

حدی توزیع نمودار اکنون می�دهد. نشان را چرخشی و اسپینی حالت بودن) (جدایی�ناپذیر درهم�تنیدگی که
بیشینه (یعنی γ = π

۴ و است) جدایی�پذیر حالت همان (که γ = ٠ ازای به موبیوسی ولگشت برای را
نظر در α = ٠٫ ٢ می�کنیم، انتخاب نمودار�ها این رسم برای که ولگشتی در می�کنیم. رسم درهم�تنیدگی)
کمینه آمیختگی (زمان است یکنواخت حدی توزیع نمودار α = ٠٫ ٢ برای که می�دانیم زیرا می�گیریم.
٢۴.۴ شکل کنیم. بررسی را حدی توزیع شدن یکنواخت در بهبود میزان می�توانیم ترتیب این به و است)

می�دهد. نشان گام ٣٠٠ و γ = ٠ با موبیوسی ولگشت برای را حدی توزیع نمودار

(γ = ٠ )|ψ⟩ = |χR⟩⊗ |x⟩ جدایی�پذیر اولیه حالت و گام ٣٠٠ جایگاه، ٢۵ با موبیوسی ولگشت :٢۴.۴ شکل
.δ ≃ ٠٫ ٠١۴ می�دهد. نشان جایگاه هر در را یکنواخت توزیع از فاصله شده رسم خط .α = ٠٫ ٢ و

تنها و است ولگشت همین همانند دقیقا آن شرایط (که موبیوسی ولگشت برای را حدی توزیع نمودار اگر
بررسی را (δ) یکنواخت توزیع از کل فاصله در بهبود میزان می�توانیم کنیم، رسم است) γ = π

۴ آن برای
.٢۵.۴ شکل کنیم،

درصدی ۵٠ بهبودی موجب درهم�تنیدگی وجود که گرفت نتیجه می�توان ٢۵.۴ و ٢۴.۴ شکل�های مقایسه از
است. شده یکنواخت توزیع از کلی فاصله در

توزیع نمودار که می�دانیم پیش بخش از کرد. بررسی را درهم�تنیدگی تاثیر می�توان هم زوج حالت یک برای
شکل است. یکنواخت صحیح غیر αهای ازای به جایگاه، زوج تعداد با موبیوسی ولگشت برای حدی
γ = ٠ برای را α = ٠٫ ٢ و گام ٣٠٠ جایگاه، ٢۴ با موبیوسی ولگشت یک حدی توزیع ٢٧.۴ و ٢۶.۴

می�دهند. نشان γ = π
۴ و
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(γ = π
۴ )|ψ⟩ = |χR⟩⊗ |x⟩ جدایی�پذیر اولیه حالت و گام ٣٠٠ جایگاه، ٢۵ با موبیوسی ولگشت :٢۵.۴ شکل

.δ ≃ ٠٫ می�دهد.٠٠٧ نشان جایگاه هر در را یکنواخت توزیع از فاصله شده رسم خط .α = ٠٫ ٢ و

(γ = ٠ )|ψ⟩ = |χR⟩⊗ |x⟩ جدایی�پذیر اولیه حالت و گام ٣٠٠ جایگاه، ٢۴ با موبیوسی ولگشت :٢۶.۴ شکل
.δ ≃ ٠٫ ٠١۴ می�دهد. نشان جایگاه هر در را یکنواخت توزیع از فاصله شده رسم خط .α = ٠٫ ٢ و

کلی فاصله در بهبود باعث هم این�جا در اولیه حالت در درهم�تنیدگی وجود می�شود، دیده که همان�طور
از فاصله کاهش در درهم�تنیدگی تاثیر میزان بررسی برای است. شده یکنواخت توزیع از میانگین توزیع
شکل کرد. بررسی را δ یکنواخت توزیع از کلی فاصله و γ پارامتر میان وابستگی باید یکنواخت توزیع
α = ٠ نمودار، این در می�دهد. نشان N = ٢۵ با ولگشتی برای را یکنواخت توزیع از کلی فاصله ٢٨.۴
هرچقدر می�شود، دیده که همان�طور کنیم. بررسی را درهم�تنیدگی اثر تنها بتوانیم تا است شده گرفته نظر در
برای یکنواخت توزیع از فاصله ،(γ → π

۴ (یعنی یابد افزایش ولگشت اولیه حالت در درهم�تنیدگی
در درهم�تنیدگی که ولگشتی مشخص، گام�های تعداد برای که معناست بدان این می�یابد. کاهش ولگشت
به زودتر عبارتی به گرفت، خواهد قرار یکنواخت توزیع از کمتری فاصله در باشد، بیشتر آن اولیه حالت

کرد. خواهد میل یکنواخت توزیع
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(γ = π
۴ )|ψ⟩ = |R⟩ ⊗ |x⟩ جدایی�پذیر اولیه حالت و گام ٣٠٠ جایگاه، ٢۴ با موبیوسی ولگشت :٢٧.۴ شکل

.δ ≃ ٠٫ ٠٠٩ می�دهد. نشان جایگاه هر در را یکنواخت توزیع از فاصله شده رسم خط .α = ٠٫ ٢ و

و گام ٣٠٠ و جایگاه ٢۵ با موبیوسی ولگشت در γ برحسب یکنواخت توزیع از ممتد:فاصله نمودار :٢٨.۴ شکل
.γ حسب بر درهم�تنیدگی چین: خط نمودار .α = ٠

که می�رسد نظر به می�گذارد. اثر آمیختگی زمان بر چگونه درهم�تنیدگی وجود که کرد بررسی می�توان
برای دهد، افزایش را یکنواخت توزیع یک به رسیدن سرعت باید درهم�تنیده اولیه حالت یک انتخاب
جایگاه�های با موبیوس ولگشت برای آمیختگی زمان درهم�تنیدگی، وجود با آمیختگی زمان کاهش مقایسه

.٢٩.۴ شکل است، آمده دست به کامپیوتری شبیه�سازی توسط مختلف

در طرفی از می�شود. آمیختگی زمان کاهش باعث درهم�تنیدگی وجود که می�دهد نشان ٢٩.۴ شکل
که سوالی شود. آمیختگی زمان کاهش باعث می�تواند نیز α تغییرات که کردیم مشاهده پیشین بخش�های
زمان کاهش در بیشتری تاثیر درهم�تنیدگی αهایی چه در که است این شود مطرح اینجا در است ممکن
جایگاه�های تعداد برای موبیوسی ولگشت آمیختگی زمان سوال این به دادن پاسخ برای دارد. آمیختگی
٠٫ ٣۵ تا ٠٫ ١۵ بین α ٣١.۴.محدوده و ٣٠.۴ شکل شده�اند، رسم α حسب بر (٢۶ و ٢۵ ،٢۴) متفاوت

باشیم. مطمئن جایگاه�ها تمام برای حدی توزیع تابع بودن یکنواخت از تا است شده انتخاب

باعث αها تمام در درهم�تنیدگی وجود است، مشخص ٣١.۴ و ٣٠.۴ شکل�های از که همان�طور
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، α = ٠٫ ٢ و گام ٣٠٠ جایگاه، ٢۶ و ٢۵ ،٢۴ با ولگشت سه برای آمیختگی زمان نمودار :٢٩.۴ شکل
.γ برحسب درهم�تنیدگی و ϵ = ٠٫ ٠٠١

و ممتد) (خط γ = ٠ با ϵ = ٠٫ ٠٠٠۵ و جایگاه ٢۵ با ولگشت برای آمیختگی زمان مقایسه :٣٠.۴ شکل
(خط�چین). γ = π

۴

و ممتد) (خط γ = ٠ با ϵ = ٠٫ ٠٠٠۵ و جایگاه ٢۶ با ولگشت برای آمیختگی زمان مقایسه :٣١.۴ شکل
(خط�چین). γ = π

۴

جایگاه�های تعداد برای چه و زوج جایگاه�های تعداد برای چه می�شود، آمیختگی زمان چشمگیر کاهش
با مستقیم رابطه درهم�تنیدگی تاثیر میزان که است این است مشخص نمودارها این از که دیگری نکته فرد.
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در کرده�اند، ایجاد آمیختگی زمان در کمتری کاهش که دارد وجود αهایی عبارتی به ندارد. α تاثیر میزان
برعکس). (و است داشته آمیختگی زمان کاهش در بیشتری تاثیر درهم�تنیدگی وجود α همان در که حالی

نمودار این در .ϵ = ٠٫ ٠٠٠۵ و جایگاه ٢۶ و ٢۵ ،٢۴ با ولگشت سه برای آمیختگی زمان در بهبود :٣٢.۴ شکل
است. شده داده نشان می�کند، آغاز γ = π

۴ از دیگری و γ = ٠ از آن�ها از یکی که درهم�تنیده حالت دو میان تفاوت

تعداد به آمیختگی زمان در بهبود میزان که است این شود مطرح این�جا در است ممکن که دیگری سوال
حالت دو برای آمیختگی زمان میان تفاوت مطلب این شدن روشن برای خیر. یا دارد بستگی جایگاه�ها
این از است. شده رسم ٣٢.۴ شکل در (γ = π

۴) درهم�تنیدگی بیشینه و (γ = ٠) درهم�تنیدگی بدون
مختلف جایگاه�های با حالات تمام برای آمیختگی زمان در بهبود میزان تفاوت که است مشخص شکل
ازای به که می�شود دیده بهبود گام ٨٠٠٠ حداکثر و گام ٢٠٠٠ حداقل بین نوسانی نمودارهایی صورت به

می�کند. نوسان مختلف αهای
متوسط طور به جایگاه تعداد هر برای درهم�تنیدگی وجود که کرد خلاصه این�گونه را مطلب این می�توان
۶٠٠٠ این که حالی در .((٣٢.۴ شکل نوسانی نمودارهای (متوسط است کرده ایجاد بهبود گام ۶٠٠٠
،٣٠.۴ (شکل است گام ١٠٠٠٠ آن آمیختگی زمان متوسط که است داده رخ حالتی برای بهبود گام
می�دهد نشان ما مشاهدات است. داده رخ آمیختگی زمان در بهبود ۶٠٪ شبیه�سازی این مورد در بنابراین

می�شود. هم بیشتر ϵکاهش با آمیختگی زمان در بهبود مقدار این که
طور به آمیختگی زمان در بهبود که است این (٣٢.۴ (شکل می�شود مشخص نتایج این از که دیگری نکته

دید. خواهیم را بهبود این جایاه تعداد هر برای و ندارد بستگی جایگاه تعداد به متوسط

نتیجه�گیری ۵.۴

احتمال میانگین توزیع در یکنواخت توزیع یک به رسیدن امکان همیشه چرخه روی کوانتومی ولگشت در
تعداد ازای به ولگشت از نوع این در تحول عملگر ویژه�مقادیر طیف شدن تبهگن آن دلیل ندارد. وجود
همیشه فرد جایگاه تعداد ازای به که داده�اند نشان [۵٩] شده انجام کارهای البته است. زوج جایگاه�های
از نیمی ازای به دایره روی کوانتومی ولگشت مدل در بنابراین رسید. یکنواخت توزیع یک به می�توان



١٠٩ نتیجه�گیری .۵.۴

(تعداد موارد از نیمی ازای به و ناممکن یکنواخت توزیع یک به رسیدن زوج) جایگاه�های (تعداد موارد
یک عنوان به را واقعیت این اگر است. قطعی یکنواخت توزیع یک به رسیدن امکان فرد) جایگاه�های
خوبی بسیار حد تا می�تواند موبیوسی ولگشت بگیریم، نظر در دایره روی کوانتومی ولگشت برای نارسایی

کند. برطرف را نارسایی این
دایره روی کوانتومی ولگشت روی بهینه�سازی نوعی کردیم ارائه فصل این در که موبیوسی ولگشت مدل
شده انجام دایره روی کوانتومی ولگشت به دیگر تداخلی جزء یک کردن وارد طریق از کار این است.
موجب و می�شوند مدل وارد طریق این از که α پارامتر نتیجه در و بعدی دو هیلبرت فضای است.
به هم زوج حالت�های ازای به بتوان که می�دهند را امکان این نهایت در می�شوند، شده گفته تداخلی اثرات
در که دایره روی کوانتومی ولگشت (برخلاف موبیوسی ولگشت در واقع در رسید. یکنواخت توزیع یک
یک به رسیدن امکان همیشه تقریبا ندارد) وجود یکنواخت توزیع یک به دستیابی امکان موارد از نیمی
به نمی�توان آن�ها در که دارد وجود مواردی هم موبیوسی ولگشت در اگرچه، دارد. وجود یکنواخت توزیع
است مربوط هم جایگاه�ها تعداد بودن فرد یا زوج به حدودی تا موارد این و یافت دست یکنواخت توزیع
و زوج دسته دو به را موبیوسی ولگشت انواع α نقش توضیح برای است. α عهده به اصلی نقش اما
است زوج جایگاه�ها تعداد که مواردی برای می�کنیم. تقسیم دایره) روی کوانتومی ولگشت (همانند فرد
خواهیم یکنواخت توزیع یک به قطعا α /∈ R هر ازای به آوردیم) دست به فصل متن در که (همان�طور
یک به رسیدن امکان کردن فراهم برای زیادی بسیار انتخاب�های موبیوسی ولگشت در بنابراین رسید.
که گفت باید فرد جایگاه�های تعداد مورد در اما دارد. وجود زوج جایگاه�های تعداد برای یکنواخت توزیع
آمد نخواهد دست به یکنواخت توزیع باشد، ١

٢ فرد ضریب شده انتخاب α که محدودی بسیار موارد در تنها
می�رسیم). یکنواخت توزیع یک به همیشه فرد جایگاه�های تعداد برای دایره روی کوانتومی ولگشت (در

بود. خواهد یکنواخت توزیع یک ولگشت احتمال حدی توزیع همیشه دیگر αهای تمامی ازای به اما
مشاهدات کردیم. بررسی آمیختگی زمان کاهش بر را موبیوسی مدل انتخاب تاثیر همچنین فصل این در
در تنها می�یابد. کاهش توجهی قابل شکل به عموما آمیختگی زمان موبیوسی ولگشت در که دادند نشان
عملگر ویژه�مقادیر طیف در تبهگنی ایجاد موجب انتخابی α که می�یابد افزایش آمیختگی زمان مواردی
است، مشکلی بسیار کار آمیختگی زمان محاسبه که است اهمیت حائز نکته این ذکر البته شود. تحول

است. نیامده دست به نایکنواخت حدی توزیع�های برای ساده�ای و مشخص رابطه کنون تا زیرا
بتوان که دارد وجود موبیوسی ولگشت در امکان این R و χ بعدی دو هیلبرت زیرفضای دو وجود خاطر به
این تاثیر پایان�نامه این در ما آورد. وجود به مدل در را جدید خواص زیرفضا دو این گرفتن درهم�تنیده با
در�هم�تنیدگی که دادند نشان ما مشاهدات کردیم. بررسی آمیختگی زمان و حدی توزیع بر را درهم�تنیدگی
α مناسب انتخاب موبیوسی ولگشت (در داده کاهش هم باز را یکنواخت توزیع از حدی توزیع فاصله
می�دهد. کاهش بیشتر هم را آمیختگی زمان همچنین و می�دهد) کاهش را یکنواخت توزیع از فاصله خود
همچنین بررسی�ها است. یکنواخت توزیع به رسیدن سرعت افزایش معنای به آمیختگی زمان کاهش
تعداد با ولگشت�های برای را آمیختگی زمان موبیوسی مدل در درهم�تنیدگی کارگیری به که دادند نشان
شبیه�سازی پایان�نامه این در که موردی در می�دهد. کاهش میزان یک به تقریبا فرد و زوج جایگاه�های
نشان ما مشاهدات که حالی در است. بوده درصد ۶٠ تقریبا بهبود این ϵ = ٠٫ ٠٠٠۵ با است گردیده
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می�شود. هم بیشتر بهبود این مقدار ϵ بیشتر کاهش با که می�دهد

که است چرخه روی کوانتومی ولگشت عمومی�تر حالت موبیوسی ولگشت که گفت می�توان بنابراین
می�کند فراهم ما برای را امکان این همیشه (درهم�تنیدگی) γ و α نظیر پارامترهایی داشتن اختیار در با
کاهش آمیختگی زمان و فراهم توزیع تابع یکنواختی قبیل از مهمی ویژگی�های پارامترها این تنظیم با تا

یابد.
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Aabstract

In the first chapter we introduce Classical Random Walk (CRW). Probability
distribution, standard deviation and diffusion factor are some parameters of CRW
will be studied in the same chapter. Then the chapter will continue with Quantum
Walk on Line (QWL) and introduce evolution operator for QWL and studying its
effect on the walker’s state. It is useful to compare probability distribution and
variance of QWL with the classical one. Fourier transform would be an appropri-
ate tool to map the evolution operator into k space to calculate eigenvalues and
eigenvectors of the evolution opertor of quantum walk on line.
Chapter 2 introduces another model of quantum walk known as Quantum Walk
on a Cycle. We introduce necessary modifications to 1DQW operators to be used
in Quantum Walk on a Cycle. The chapter will describe how to solve eigenvalue
problems for the operator. Limiting Distribution is an important concept which
is introduced and investigated in different situations in this chapter. Mixing Time
is another concept to be defined in the chapter and we are going to find an upper
bound for it.
In the last chapter, we will present our model of quantum walk on a cycle, namely
Mobius Quantum Walk. Indeed this is a modification to the previous model,
i.e. quantum walk on a cycle. In our model, quantum walk on a cycle has been
modified by introducing some kind of rotation around the track on the cycle, char-
acterized by the parameter α. The chapter shows that α and the extended space
for the rotation improve the parameters including limiting distribution and mixing
time. We also study the changes made by α in eigenvalues and eigenvectors and
the way it affects degeneracy, so we find out how it affects different parameters
such as limiting distribution or mixing time. Finally, it is possible to assume that
the space for rotation and the spin pace are entangled, which is shown to improve
limiting distribution.
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