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 چکیده:

کشف تقارنهای نسبیتی هامیلتونی دیراک به محاسبه جرم مزونها با استفاده از معادله دیراک با پتانسییلهای خیارجی 

( معرفیی 2392) Smithو  Tassieبرای توصیف دینامیک میان یک کوارک و آنتی کوارک باز می گردد که توسی  

شده اند. نویسندگان در این مقاله ذکر کرده اند که اگر پتانسیلهای خارجی به یک اسکالر لورنتس و جزء زمانی ییک 

بردار لورنتس محدود شود و اگر این دو پتانسیل تا یک ثابیت مسیاوی باشیند، نتیایم جرمهیا مسیتقل از سیمتگیری 

ولدهای اسپین نسبیتی را برای این تقیارن اسیتنتاک کردنید. آنهیا م Rueggو  Bellاسپینی هستند. چهار سال بعد 

شکل کلی تری از هامیلتونی دیراک را در نظر گرفته بودند و نشان دادند که اگر پتانسیلهای برداری لیورنتس بیا هیر 

هید اسیپینی نییز وجیود خوا-چها جزء غیر صفر، به یک روش ویژه با پتانسیل اسکالر مرتب  شوند، یک تقیارن شیبه

 داشت.

اخیرا، تقارن اسپینی معادله دیراک بطور موفقیت آمیزی برای مزونهایی که در آنها کوارک )آنتیی کیوارک( سیبک و 

آنتی کوارک )کوارک( سنگین باشند، بکار بسته شده است. تقارن اسپینی به آسانی و بطور تجربی قابل مشاهده انید  

1سپین با درجات آزادی فضایی خواهد بود. برای مثال حالت زیرا طیف جرم )یا انرژی( مستقل از سمت گیری ا 2p ،

l  وs  در خیف  جهییت هیم هسییتند
1

2
l  (1l  3(، بییا حالیت 2p (

1 3
1

2 2
l s    .تییبهگن اسییت )



 ز 

1همچنین اسپین در راستای حالت  2s  جفت خف  راستا ندارد، زیرا جفت شدگی اسپین با اندازه حرکت زاوییه ای

مداری صفر فق  می تواند اندازه حرکت زاویه ای 
1

2
   .تولید کند 

ه انید، شیفا  نیسیتند. بیرای کشیف شید Rueggو  Bellاز طر  دیگر تقارنهای دیگر هامیلتونی دیراک که توس  

هامیلتونی دیراک با یک پتانسیل اسکالر لورنتس و یک پتانسیل برداری لورنتس )فقی  بیا ییک جیزء زمیانی(  مثال،

1واهد کرد. در این مورد حالت مساوی در اندازه ولی مخالف در عفمت، یک تقارن شبه اسپینی تولید خ 2p  3و 2p 

1د بود. در حقیقت دیگر تبهگن نخواهن 2p  5جفت تبهگن نخواهد داشت و حالت 2f   3با 2p  .تبهگن خواهد بیود

3حالت  2d  1با یک حالت 2s  تبهگن خواهد بود و بهمین ترتیب. بعبارت دیگر حالتهای تیبهگن در انیدازه حرکیت

واحد اختف  دارند. بهمین علت مبدا یک شبه تبهگنی مییان حالتهیا بیا ایین اعیداد کوانتیومی  1زاویه ای به اندازه 

 .سالها مخفی ماندندشده در هسته، مشاهده 

بنابراین، با توجه به اهمیت فراوان تقارنهای نسبیتی در فیزیک هسته ای، در اینجا قصد داریم عفوه بیر ییک مطالیه 

کنیم. همچنین با در نظر گرفتن پتانسیلهای مختلف و رایم می بررسی مروری بر روی این تقارنها، آنها را در هسته ها

و ...، پس از حل تحلیلیی  Mie، Woods-Saxon ،Eckart ،Harmonic Oscillator ای نظیردر فیزیک هسته

کنییم و نییز بیا مییمعادله دیراک در حالتهای تقارنی ذکر شده، حالتهای تبهگن را مشاهده کرده و با تجربه مقایسه 

 بریم.از بین میرا گنی موجود در این ترازها یک پتانسیل تانسوری تبه

وشهای متداول، شهای مختلفی استفاده نمود که از رل تحلیلی معادله دیراک می توان از روشایان ذکر است که در ح

، SUSY ،Nikiforov-Uvarovروشهایی هستند که در کتب مراجع ذکر شیده انید. همچنیین روشیهایی ماننید 

Asymptotic Iteration Method ،PCT ،Ansatzتمنید و ، ... وجود دارند. در اینجا قصید دارییم از روش قدر

 برای حل معادلات درجه دوم استفاده کنیم.  Nikiforov-Uvarovمفید 



 ح 

ای، پتانسیل تانسیوری، روش های هستهمعادله دیراک، تقارن اسپینی، تقارن شبه اسپینی، پتانسیل کلمات کلیدی:

Nikiforov-Uvarov 
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 مقدمه 1-1

. یکی از مشکفت این است که از لحاظ های سنگین چند مشکل بنیادی پیش روی ما وجود داردبررسی هسته در

ای شکل ریاضی در حل مسئله چند جسمی با کار دشورای روبرو هستیم. اگر در این مورد برای پتانسیل هسته

 Aای مانند پتانسیل چاه مربعی یا پتانسیل نوسانگر ساده را در نظر بگیریم، برای توصیف بر هم کنش متقابل ساده

نوکلئون می توانیم یک دستگاه معادلات مرتب  به دست آوریم. این دستگاه معادلات را نمی توان به طور تحلیلی 

 ددی باید به حل آن پرداخت.   حل کرد، بلکه با استفاده از روشهای ع

ی هسته ای مربوط می شود. شواهد موجود نشان می دهد که بر هم کنش نوکلئونها نه ومشکل دوم به ماهیت نیر

تنها از طریق نیروهای متقابل دو جسمی بلکه از طریق نیروهای سه جسمی نیز صورت می گیرد  یعنی نیروی وارد 

بلکه شامل یک جمله اضافی است که از  ،بستگی دارد 9و 1 ییک از نوکلئونهانه فق  به مواضع هر  2بر نوکلئون 

شود که برای این نوع نیرو در فیزیک کفسیک نیروی مشابهی ناشی می 9و 1همبستگی بین مواضع نوکلئونهای 

مشکل و از لحاظ ها، یک نظریه فوق العاده ساده را که از لحاظ ریاضی بدون سراغ نداریم. بنابراین برای بررسی هسته

 ،کم چند خاصیت هسته ای نسبتا موفق باشد کنیم. اگر این نظریه در توصیف دستفیزیکی غنی باشد انتخاب می

ای می سازیم. معیار موفقیت کنیم و بدین ترتیب یک مدل هستههای اضافی آن را تکمیل میآنگاه با افزودن جمله

ای تاکنون اندازه گیری شده را به طور قابل اید بتواند خواص هستهمدل ب -2هر مدلی را باید در دو نکته دانست: 

قابل اندازه  آزمایشهای جدیدمدل باید خواص دیگری را پیش بینی کند که در  -1قبولی توضیح دهد و همچنین 

 .هستندگیری 

 ای مدل پوسته 1-2

توانسته است به طور کامف روشن جزئیات پیچیده ساختار اتمها را توضیح  اینظریه اتمی با استفاده از مدل پوسته

ها دست ای به امید آنکه بتوانند به توصیف روشنی از خواص هستهدهد. به همین دلیل متخصصان فیزیک هسته

پوسته ها را با ای اتمها، ای از نظریه مشابهی استفاده کنند. در مدل پوستهیابند سعی کردند در بررسی ساختار هسته

ای است که اصل طرد شان به ترتیب افزایش یابد پر می کنیم و این آرایش الکترونی به گونهالکترونها یی که انرژی

های پر دارد و شود. بدین ترتیب هر اتمی متشکل است از یک ناحیه مرکزی خنثی که پوستهپاولی در آن رعایت می

گیرند. در این مدل فرض بر این است که رک از این ناحیه مرکزی قرار میای خاچند الکترون ظرفیت که در پوسته

عمدتاً همین الکترونهای ظرفیت هستند که خواص اتمها را تعیین می کنند که هنگامی که پیش بینیهای این مدل 

یابیم. بویژه می کنیم آنها را بخوبی با هم سازگارگیری شده سیستمهای اتمی مقایسه میرا با بعضی از  خواص اندازه
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کنیم که تغییرات خواص اتمی در محدوده هر زیر پوسته تدریجی و کم است در حالیکه وقتی از یک زیر مشاهده می

 رویم تغییرات خواص ناگهانی و زیاد است. پوسته به زیر پوسته دیگر می

همان آغاز کار با چند مانع روبرو از  ،ای هم گسترش دهیمکنیم تا این مدل را به قلمرو و هستههنگامی که سعی می

ها کند، یعنی یک عامل خارجی زیر پوستهشویم. در مورد اتمها، پتانسیل حاکم را میدان کولنی هسته تامین میمی

توان حل کرد و انرژی زیر یا مدارها را سازمان می دهد. در این حالت معادله شرودینگر را با همین پتانسیل می

وجود ندارد و  کترونها باید درآنها قرار گیرند محاسبه کرد. اما در مورد هسته هیچ عامل خارجیپوسته هایی را که ال

نوکلئونها در پتانسیلی که خودشان به وجود می آورند در حرکت اند. یکی دیگر از جنبه های جالب توجه نظریه 

مدارهای فضایی الکترونها توصیف ای اتمها، وجود مدارهای فضایی است که خواص اتمها را اغلب بر حسب پوسته

های دیگر داشته نتوانند نسبتا آزدانه در این مدارها حرکت کنند، بدون اینکه برخوردی با الکتروکنیم. اکترونها میمی

باشند. قطر نوکلئونها در مقایسه با اندازه هسته نسبتاً بزرگ است، در حالی که هر نوکلئون منفرد در خفل حرکتش 

 .]2،1[می تواند برخورهای متعددی با نوکلئونهای دیگر داشته باشددر هر مدار 

طرز رفتار ناگهانی و ناپیوسته هسته ها در این موارد هم در مقابل همان اعداد پروتونی یا نوترونی هسته هایی که 

Z  یاN اعداد »های اصلی پر شده هستند را است و معر  اثرات پوسته 216، 81، 50، 18، 10، 8، 1 آنها برابر

های پر اعداد اشغالی که بر شمرده ایم، می گویند. هر نظریه موفقی باید بتواند برای وجود این پوسته«جادویی

کنیم: این فرض بنیادی حل می ای را باای، مسئله پتانسیل هستهدر مدل پوسته فراهم کند. یتوضیحی قابل قبول

حرکت هر نوکلئون منفرد را تحت تاثیر پتانسیل واحدی که نوکلئونهای دیگر همه در تولید آن شرکت دارند در نظر 

موجود در  یبرای تمامی نوکلئونها آنگاه گیریم. اگر هر یک از نوکلئونها را به این نحو مورد بررسی قرار دهیم،می

 .به زیر پوسته ها را به دست آوریمای انرژی متناظر توانیم ترازههسته می

کنیم که در یک هسته تقریبا در ته چاه وجود مدارهای فضایی مشخص را اصل پاولی تعیین می کند. فرض می

اما اگر  ،کنندگیرد و نوکلئونها هنگام برخورد با هم انرژی مبادله میپتانسیل برخوردی بین دو نوکلئون صورت می

ماند، مگر ازهای انرژی تا تراز نوکلئونهای ظرفیت پر شده باشد، هیچ راهی برای کسب انرژی نوکلئون نمیتمامی تر

ای باشد که نوکلئون را به تراز ظرفیت برساند. سایر ترازهای نزدیکتر به تراز اولیه نوکلئون آنکه مقدار انرژی به اندازه

که از ترازی نزدیک به  ،بپذیرند. انرژی لازم برای این انتقال همگی پر هستند و نمی توانند یک نوکلئون اضافی را

تراز پایه به نوار ظرفیت انجام می شود بیشتر از مقداری است که معمولا در برخورد بین دو نوکلئون از یکی از آنها 

لئونها در تواند صورت گیرد و گویی نوکبه دیگری منتقل می شود. از این رو چنین برخوردی بین نوکلئونها نمی

 شوند .برو نمی شان با هیچ گونه ممانعتی از طر  نوکلئونهای درون هسته روحرکت مداری
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 ای پتانسیل مدل پوسته 1-2-1

ای مناسب است. در آغاز دو نوع پتانسیل چاه نامتناهی و ای انتخاب پتانسیل هستهنخستین گام در ارائه مدل پوسته

نشان داده ایم. همچنانکه از  2-2نوسانگر هماهنگ را در نظر می گیریم که حل ترازهای انرژی حاصل را در شکل 

 د.ندانیم واگنی هر تراز را تعداد نوکلئونهایی که می توانند در آن قرار بگیرند تعیین می کننظریه فیزیک اتمی می

2l)2(1 عبارت دیگر واگنی هر تراز برابر ب  12(می شود که در آن عامل( l  از طریق واگنیlm  از  1و عامل

طیف نگاری  حاصل شده است. برای نامگذاری این ترازها مثل مورد فیزیک اتمی از نمادهایsmطریق واگنی 

عدد کوانتومی اصلی نیست،  Nکنیم. اما این نمادگذاری از یک نظر با فیزیک اتمی تفاوت دارد. در اینجا استفاده می

به معنی اولین )یا پایینترین(حالت  1dمشخص را نشان می دهد بنابراین lبلکه صرفاً شماره تراز مربوط به 

2 ,d d به معنی دومین حالتd 1است و همین طور .....)در نماد گذاری فیزیک اتمی هیچ حالتی به صورتd یا 

2d  عدد اشغال هر تراز از  2-2نداریم(. در شکلs1  پروتون هم می تواند قرار گیرد. ظهور  1نوترون  1عفوه بر

در هر نوع پتانسیل دلگرم کننده است، ولی در ترازهای انرژی بالاتر هیچ گونه ارتباطی با  10و  8، 1 اعداد جادویی

 خورد .اعداد جادویی تجربی به چشم نمی

 

 )سمت راست( و نوسانگر هماهنگ )سمت چپ( چاه نامتناهی یحاصل از پتانسیلها ترازهای انرژی 1-1شکل 
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تری را انتخاب کنیم. چاه نامتناهی تقریب کنیم پتانسیل واقع بینانهبه عنوان اولین گام در اصفح مدل سعی می

انرژی کافی باید بتوانیم ای نیست  برای جدا کردن یک نوترون یا پروتون از هسته با صر  خوبی برای پتانسیل هسته

ای نباید تیز نهایت باشد. بعفوه لبه پتانسیل هستهتواند بیآن را از چاه خارک کنیم. در این صورت عمق چاه نمی

باید به آهستگی به سوی صفر  Rای مقدار پتانسیل بعد از شعاع میانگین باش، بلکه مثل توزیع بار و جرم هسته

از طر  دیگر پتانسیل نوسانگر هماهنگ هم لبه اش به قدر کافی تیز نیست و انرژی جدایی آن نیزبی  .ندمیل ک

 تر پتانسیل را به صورت بینابینی نهایت می شود. از این رو شکل واقع بینانه

 
0( )

1 exp /

V
V r

r R a




   

                                                                                       (2) 

به همراه چاه پتانسیل و نوسانگر هماهنگ رسم شده  1-2انتخاب می کنیم که منحنی نمایش آن در شکل 

به ترتیب شعاع میانگین و ضخامت پوسته هستند که مقادیرشان:,Ra. پارامتر های ]2،1[است

1/30.524 , 125a fm R A FM   و عمق چاه
0V شود که برای انرژیهای جدایی که از مرتبه چنان تنظیم می

MeV50 .ایم.نشان داده 9-2ترازهای انرژی حاصل را در شکل  است مقادیر مناسبی بدست آید 

 

 ( به همراه چاه پتانسیل و نوسانگر هماهنگ2نمودار پتانسیل معادله ) 2-1شکل 
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 مدار-و شکافتگی حاصل از پتانسیل اسپین نمای طیف نوکلئونی 3-1شکل 

های اصلی را در پوسته lاین است که واگنی  2-2نتیجه پتانسیل جدید در مقایسه با نوسانگر هماهنگ شکل  

ین مورد بیشتر و بیشتر می فاصله ایجاد شده در ا ،کند. هر چه به طر  انرژیهای بالاتر پیش می رویمبرطر  می

-شد. وقتی پوسته شود به طوری که سرانجام این فاصله با فاصله بین ترازهای نوسانگر هماهنگ قابل مقایسه خواهد

2)2های حاصل را به ترتیب با  1)l  آوریم، بدست می را 10و  8، 1 نوکلئون پر می کنیم بازهم اعداد جادویی

 توان با این محاسبات پیدا کرد .جادویی بالاتر را نمیولی اعداد 
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 مدار  –پتانسیل اسپین  1-2-2

تفشهای نافرجام  2340( افزوده شود. در دهه 2های مختلفی به معادله )برای بهبود محاسبات لازم است که جمله

موفق  2343سن در سال زیادی برای یافتن این جمله تصحیحی صورت گرفت و سرانجام مایر هاکسل سوئس و جن

دست آوردند. در اینجا بار دیگر های مناسبی بین زیر پوسته ها ب شدند که با افزودن یک پتانسیل اسپین مدار، فاصله

کنش اسپین مدار در فیزیک بر هم .به فیزیک اتمی روی می آوردیم و یکی دیگر از مفاهیم آن را به کار می گیریم

کنش الکترومغناطیسی بین گشتاور از بر هم ،ده شده در خطوط طیفی استاتمی که مولد ساختار ریز مشاه

کنش مغناطیسی الکترون و میدان مغناطیسی ناشی از حرکت الکترون به دور هسته حاصل می شود. اثر این بر هم

کنش قسمت فاصله بین ترازهای اتمی است. هیچ بر هم 510نوعاً خیلی کوچک و شاید از مرتبه یک قسمت از 

الکترومغناطیسی از این نوع نخواهد توانست تغییرات محسوسی را در فواصل تراز هسته ای ایجاد و اعداد جادویی 

ای را به همان صورت نیروی اسپین مدار هسته-تجربی را باز تولید کند. با وجود این در اینجا مفهوم نیروی اسپین

 گیریم.ر اتمی از نوع الکترومغناطیسی در نظر میمدا

)مدار را به صورت -بر هم کنش اسپین ) .soV r L S ولی شکل ، گیریمدر نظر می( )SOV r  خیلی مهم نیست. این

L.عامل  S حالتها را در حضور بر  دانیممیفیزیک اتمی  از است که باعث تجدید سازمان ترازها می شود. همچنانکه

Jای کل مدار باید با تکانه زاویه-کنش اسپینهم L S   گذاری کنیم. عدد کوانتومی اسپین هر نوکلئون نشانه

اند از: ای کل عبارتن برای عدد کوانتومی تکانه زاویهاست. پس مقادیر ممک 2/1Sبرابر 

1/ 2, 1/ 2j l j l     البته به استثنای مورد(0l 2/1که در آن فق  مقدارj مقدار .)مجاز است

L.انتظاری  S 2توان محاسبه کرد. نخست مقداررا با استفاده از یک شگرد متداول می 2( )J L S   را بدست

 آوریم می

2 2 22 .J L L S S         (1الف)                                                                                                 

 2 2 21
.

2
L S J L S         (1ب)                                                                                             

 ظاری در این معادله حاصل می شودبا قرار دادن مقادیر انتسپس 

      21
. 1 1 1

2
L S J J l l s s h                                                                  (9) 
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) اکنون تراز 3)1l f  2)2را که دارای واگنی 1) 14l   گیریم. مقادیر ممکن برای است در نظر میj در این

/1تراز عبارت اند از:  2 5/ 2,7 / 2l    7. بنابراین ترازهای مورد نظر به صورت / 2 5/ 21 ,1f f  خواهند بود. واگنی

هر تراز برابر  2 1j   است که از مقادیرjm 7در این صورت ظرفیت نوکلئونی تراز  .شودحاصل می / 21f  8برابر 

7آید. فاصله انرژی بین حالتهای حالت به دست می 24می شود که از جمع آنها مجدداً تعداد  / 2 5/ 21 ,1f f که زوک

L.شوند متناسب با مقدار مدار یا دو تایه نامیده می –اسپین  S   توان اختف  انیرژی هیر زوک است. در واقع می

0lحالتی را که در آن   ( محاسبه کرد9باشد به کمک معادله ) 

2

j=l+1/2 j=l-1/2

1
< . > -< . > = (2l+1)h

2
L S L S                                                                           (4) 

) حال اگر اثر .یابدافزایش می lشکافتگی )یا فاصله( انرژی بین حالتها با افزایش  )SOV r  رابه صورت منفی در نظر

در آن بزرگتر است در سطح پایینتر خواهد گرفت. اثر این شکافتگی را در نمودار jبگیریم، عضوی از زوک که مقدار 

7نشان داده ایم. در اینجا تراز  9-2شکل  / 21f  در فاصله )یا گا ( بین پوسته های دوم و سوم قرار می گیرد. ظرفیت

از آراییش جدیید حاصیل خواهید شید )شیکافتگیهای  18عدد جادویی  ترتیبنوکلئون است و بدین  8این تراز برابر 

,d p اثر مهم بعدی ناشی از جملیه به اندازه ای نیستند که تغییرات مهمی در دسته بندی ترازها به وجود آوردند .)

9 بینیم. حالتمی 1gمدار را در تراز از  –تصحیحی اسپین  / 21g  40آنقدر به پایین رانده می شود کیه در پوسیته 

صلی دیگر نیز تکرار میی آید. این اثر روی پوسته های ابه دست می 50نوکلئونی قبلی افزوده می شود، عدد جادویی 

کنید و مدار از پوسته بعدی به پوسته قبلیی تنیزل میی –تر زوک اسپین شود. در هر یک از این موارد عضو کم انرژی

هم پییش  284بدین ترتیب باقیمانده اعداد جادویی هم طبق انتظار به دست می آید )حتی یک عدد جادویی جدید 

 شده است(.بینی می شود که هنوز در عمل مشاهده ن
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 فصل دوم

 ای بر مکانیک کوانتومی نسبیتیمقدمه
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 مقدمه 2-1

های بیلیارد ندارد. خیواص هسیته را رفتار نوکلئونهای درون هسته شباهتی به رفتار ذرات کفسیک و یا برخورد گلوله

 های ریاضی مکانیک کوانتومی است.کاربرد تکنیککند و تحلیل این رفتار مستلزم رفتار موجی نوکلئونها تعیین می

آید. معادلیه مسیتقل از زمیان و خصوصیات ریاضی مکانیک کوانتومی غیرنسبیتی از حل معادله شرودینگر بدست می

)و با انرژی پتانسیل  mای به جرم یک بعدی شرودینگر برای ذره )V x زیر است بصورت 

2 2

2

( )
( ) ( ) ( )

2

d x
V x x E x

m d x


                                                                            (2) 

)که در آن  )x ای را توصییف تابع موک شرودینگر است. این معادله، که تحت تبدیفت گالیله ناوردا اسیت، پدییده

های ذرات نسبت به سرعت نور خیلی کوچیک باشیند. همچنیین معادلیه شیرودینگر تحیت کند که در آن سرعتمی

باشد. در این بخش قصد داریم تئوری معادلات میوک نسیبیتی را بسی  دهییم. دو میورد تبدیفت لورنتس ناوردا نمی

و معادله دیراک  گوردون برای ذرات بدون اسپین-مورد بررسی قرار خواهند گرفت: معادله شرودینگر نسبیتی یا کلین

1برای ذرات اسپین  2. 

 گوردون-معادله کلین 2-2
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گوردون، توس  شیرودینگر هنگیام مطالعیه بیرروی معادلیه غییر -، معادله شرودینگر نسبیتی یا کلین2313در سال 

 مناسب است.  نسبیتی خود ارائه شد. این معادله برای دینامیک ذرات بدون اسپین مانند مزون 

 ذره آزاد 2-2-1

ییک ذره بیا  pو اندازه حرکیت  Eکنیم. رابطه نسبیتی بین انرژی کا را با توجه به ذره آزاد با اسپین صفر آغاز می

 بصورت زیر است mجرم سکون 

1

2 4 2 2 2( )E m c p c                                                                                                    (1) 

 های مکانیک کوانتومی انرژی و تکانه، یعنیبا استفاده از عملگر

,op opE E i p p i
t


     


                                                                      (9) 

)( با یک تابع موک 1روی دو طر  معادله ) و با اعمال بر , )r tآوریم، بدست می 

1

2 4 2 2 2 2( , ) ( ) ( , )i r t m c c r t
t
 


  


                                                                   (4) 

این معادله اشکالات اساسی دارد. اولا، باید اپراتور زیر رادیکال در سمت راسیت را تفسییر کنییم. اگیر آن را بصیورت 

-سری توانی بس  دهیم، حل آن بسیار مشکل خواهد شد. ثانیا، ناوردایی نسبیتی آن بطور وضوح نمیایش داده نمیی

 بریملی را توس  رابطه زیر از بین میها، جمله رادیکاشود. برای جلوگیری از این سختی

2 2 4 2 2E m c p c                                                                                                      (5) 

، بیا تیابع میوک  (5( و اعمال بیرروی دو طیر  )9آید. با جایگذاری )( بدست می1که از مربع کردن رابطه انرژی )

 آید گوردون برای یک ذره آزاد بدست می-معادله موک شرودینگر نسبیتی یا معادله کلین

2
2 2 4 2 2 2

2
m c c

t
  


   


                                                                                 (6) 
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دله شرودینگر )غیرنسبیتی( که در آن مشتق زمانی از مرتبه اول است، یک معادله درجه ااین معادله در مقایسه با مع

 دوم نسبت به زمان است.

 ذره باردار در یک میدان الکترومغناطیسی 2-2-2

)داری در یک میدان الکترومغناطیسی، که توس  پتانسیل بر qاگر یک ذره بدون اسپین با بار الکتریکی  , )A r t  و

)پتانسیل اسکالر  , )r t کنیمشود، در حرکت باشد، تغییرات زیر را اعمال میتوصیف می 

,E E q p p qA                                                                                        (9) 

 شود به ( تبدیل می5)بطوریکه 

 2 2 4 2 2( ) ( )E q m c c p qA                                                                                   (8) 

 گوردون بیرای ییک ذره بیدون-دله کلیناتوانیم معمی با تابع موک  (8( و اعمال برروی دو طر  )9با جایگذاری )

 را در یک میدان الکترومغناطیسی بدست آوریم qاسپین با بار 

2 2 4 2 2( ) ( )i q m c c i qA
t

   

     


                                                            (3) 

 های حالت ماناجواب 2-2-3

-مستقل از زمان باشند و جوابهای حالت مانا را بصورت زییر در نظیر میی و  Aکنیم که ( فرض می3در معادله )

 گیریم

( , ) ( ) iEtr t r e                                                                                                   (20) 

 آوریم( بدست می3که با جایگذاری در )

2 2 2 4( ) ( )c i qA E q m c                                                                          (22) 

0Aدر حالت خاص اگر    و متقارن کروی باشد، داریم 

2 2 2 2 2 4( ( ))c E q r m c                                                                              (21) 



 13 

  در مختصات کروی بصورت نوشتن تابع موک با 

( ) ( ) ( , )Elm El lmr R r Y                                                                                           (29) 

 آوریمزیر بدست میمعادله موک شعاعی را بصورت 

2
2 2 2 2 4

2 2

2 ( 1)
( ) ( ) ( )El El

d d l l
c R r E q m c R r

dr r dr r


   
          

  
                       (24) 

 گوردون؛ معادله پیوستگی-تفسیر معادله کلین 2-2-4

ادله درجه دوم نسیبت بیه زمیان اسیت، پیس تفسییری متفیاوت بیا حالیت عگوردون یک م-از آنجاییکه معادله کلین

-( را در نظیر میی24معادلیه ) گوردون بیرای ذره آزاد در-ادله کلینمع ارد. به منظور ساده سازی بحث،غیرنسبیتی د

)کنیم کیه چگیالی احتمیال گیریم. برای تفسیر تابع موک، سعی می , )P r t  و چگیالی جرییان( , )j r t  را کیه در

 کنند، تشکیل دهیممعادله پیوستگی زیر صدق می

. 0
P

j
t


 


                                                                                                          (25) 

و با تفریق دو معادله بدسیت  ( از طر  چپ در 6و ضرب معادله همیوغ مختل  ) *( در 6با ضرب طر  چپ )

 ، بطوریکهادله پیوستگی فوق را بدست آوریمعتوانیم مآمده، می

*
*

2
( , )

2

i
P r t

mc t t

 
 
  

  
  

                                                                            (26) 

 و

* *( , ) ( ) ( )
2

j r t
mi

                                                                                 (29) 
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)یابیم ( در می26با توجه به معادله ) , )P r t توانید بعنیوان چگیالی احتمیال تفسییر باشد، بطوریکه نمیمثبت نمی

در ادامیه شویم. مشیکل دیگیر گوردون با آن روبرو می-شود. این یکی از مشکفتی است که در مواجه با معادله کلین

 باشند( به شکل زیر می6) معادله گوردون برای ذره آزاد-شود. جوابهای موک تخت معادله کلینشرح داده می

( . )( , ) i k r tr t Ae                                                                                                    (28) 

opE( وییژه توابیع اپراتورهیای28) معادله یک ثابت است. همچنین Aکه  i
t





oppو   i     بیا وییژه

Eمقادیر    وp kآوریممی( بدست 6( در )28با جایگذاری ) باشد.، به ترتیب، می 

 
1

2 4 2 2 2 2m c c k                                                                                             (23) 

( نشان داده شده اسیت. 5شود که در رابطه )( باعث وجود ابهام در عفمت انرژی می23های مثبت و منفی در )ریشه

 رابطه کلی متناسب نیست، اما با( 1طه با )همچنین، این راب

 
1

2 4 2 2 2E m c p c                                                                                                (10) 

شود. در نتیجه، طیف انرژی از پایین محود نیست. بیرای منفی اضافی را شامل می-متناسب است که یک ریشه انرژی

22Eباشد، یک اختفل خارجی به انیدازه ک ذره آزاد که از ابتدا در حال سکون میی mc ذرات ، اجیازه پیرش 

 دهد.بین انرژی پیوسته مثبت منفی را می
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 طیف انرژی ذره آزاد  1-2 شکل

گوردون را بعنوان معادله مییدان توصییف و -معادله کلین V. Weisskopfو  W. Pauli، 2394سرانجام در سال 

گوردون ییک معادلیه نسیبیتی بیرای ذرات -آن را توس  نظریه کوانتومی میدان، کوانتیزه کردند. سپس معادله کلین

 بدون اسپین شد.

 

 

 

 

 معادله دیراک 2-3

چگیالی احتمیال مثبیت را  توانسیتمعادله موک نسبیتیی را کشف کرد کیه میی P. A. M. Dirac، 2318در سال 

دار بود. رات جرما معادله موک نسبیتی معتبر برای ذتضمین کند. برای چندین سال بعد ازکشف او، معادله دیراک تنه

1همچنین معادله دیراک بطور خاص مهم است، زیرا ذرات با اسپین   . ]9[کندمانند الکترون را توصیف می 2

1در نظریه مکانیک کوانتومی غیر نسبیتی، ذرات اسپین  توس  دو تابع موک اسپینور که حالت اسپینی را شیامل  2

1گیرد و به خود می smکه مقادیر  zSای اسپینی اندازه حرکت زاویه z-مولفه و شودمی 2sm   توصیف ،

1شوند. بطور مشابه، انتظار داریم که ذرات اسپین می در تئوری نسبیتی بتوانند توس  توابع موک کیه حیداقل دو  2

1مولفه دارند نمایش داده شوند. از آنجاییکه ذرات اسپین  ، واسپین مساوی اما بار مختلفدارای جرم  با پادذرات،  2

اش را بدسیت آورد، ای نیاز داریم. این مسیاله هنگامیکیه دییراک معادلیهمولفه-مرتب  هستند به یک تابع موک چهار

اک توانسیت وجیود پیوزیترون )پیاد ذره رناشناخته بود و این یکی از دستاودرهای بزرگ فیزیک نظیری بیود کیه دیی

 اش پیش بینی کند.ن( را از نظریهالکترو
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 دیراک برای پیدا کردن تابع موک، کارش را مشابه با مکانیک کوانتومی غیرنسبیتی آغاز کرد. یعنی

i H
t
 





                                                                                                          (12) 

tکه شبیه معادله شرودینگر نسبت به   نیست. در معادله فوق  1گوردون توان -خطی است و مانند معادله کلین

)شود تابع موک فرض می , )r t دارایN  مولفه( , )i r t  1,2باشد که,...,i N تواند به فرم و از اینرو می

 یک بردار ستونی نوشته شود

1

2

.

.

.

N









 
 
 
 

  
 
 
  
 

                                                                                                               (11) 

 ذره آزاد 2-3-1

باشید )چیون نیروییی وجیود  tو  rکنیم. در نتیجه هامیلتونی باید مستقل از مید را بررسی در ابتدا حالت ذره آزا

 شودمیبه شکل زیر نوشته  است،ندارد( و ساده ترین حالت را که نسبت به جمفت جرم و تکانه، خطی 

2

3
2

1

.

( )

op

k op k

k

H c p mc

c p mc

 

 


 

 
                                                                                       (19) 

oppکه  i    و( )op kp (1,2,3k های کارتزین ( مولفهopp باشند. سه مولفیه می (1 2 3, ,   و )

( در 19د. با جایگذاری )هستند، اما نیازی نیست که با یکدیگر جابجا شون Eو  r ،t ،pمستقل از  همچنین 

 آوریمموک دیراک را برای یک ذره آزاد بصورت زیر بدست می ع(، تاب12)

 2. 0op opE c p mc      (14الف)                                                                                 

 یا 
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2.i i c mc
t
    


   


 (14ب)                                                                             

تواند بصیورت ییک مولفه است، این معادله یک معادله ماتریسی است که می Nیک بردار ستونی با  از آنجاییکه 

 معادله کوپل شده نوشته شود Nدستگاه از 

2

1 2 3

1 11 2 3

1

1,2,...,

N N

i j ij j

j jij

N

ij ij

j

i i c mc
t x x x

H i N

      



 



    
     

    

 

 



                          (15) 

k (1,2,3kمنظور تعیین مقادیره ب  و ) هر حل  شوند، در ابتدا نیاز داریم کهکه در معادلات فوق ظاهر می

گیوردون باشید کیه بیرای ایین منظیور آن را بصیورت زییر -از معادله موک ذره آزاد دیراک یک حل از ذره آزاد کلین

 کنیمبازنویسی می

  2 2 2 2 4 0op opE p c m c                                                                                         (16) 

op.2ز طر  چپ در اپراتور الف( ا-14با ضرب ) opE c p mc   معادله دیفرانسیل درجیه دوم بیه فیرم زییر ،

 آیدبدست می

3
2 2 2 2

1 1

3
3 2 2 2

1

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) 0

N

op k op k k l l k op k op l

k k l

k k op k

k

E c p p p

mc p m c

    

    

 



  
    

 

 
    

  

 



                                 (19) 

-گوردون صدق میی-از تابع موک دیراک در معادله کلین iکنیم که هر مولفه (، مشاهده می19( و )16با مقایسه )

 کند و همچنین

2 2 2 2

1 2 3

1 2 2 3 3 2

1 2 3

( ) ( ) ( ) 1

{ , } { , } { , } 0

{ , } { , } { , } 0

   

     

     

   

  

  

                                                                                (18) 
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}که  , }A B  پادجابجاییA  وB دهد. از آنجاییکه را نشان میk (1,2,3k  و ) شوند، نمیجابجا نمی-

Nتوانند عدد باشند. پس ماتریسهای  N یکیه هیامیلتونی عملگیر گییریم. از آنجایرا بیدین منظیور در نظیر میی

 نیز باید هرمیتی باشند  و  kباشد، ماتریسهای هرمیتی می

† †,                                                                                                      (13) 

   و kنمایش دیراک برای ماتریسهای  2-3-2

اسیتفاده خیواهیم کیرد. از آنجاییکیه  و  ( برای سیاختن فیرم صیریح ماتریسیهای 13( و )18کنون از رواب  )ا

2 2 1k   ویژه مقادیر ،k  و ،1 ییابیم کیه شیان در مییهستند. همچنین از رواب  پادجابجاییk  و

  بدون تریس هستند. در عوض، چون{ , } 0k    2و 1  داریم ، 

k k                                                                                                              (90) 

 و بنابراین

( )k kTr Tr                                                                                                     (92) 

k( و اینکه 90از طر  دیگر، با استفاده از ) k   داریم ، 

2

k k                                                                                                                 (91) 

 آوریمو نیز بدست می

2( ) ( )k k kTr Tr Tr                                                                                       (99) 

بستگی ندارد، استفاده کردیم. بیا مقایسیه رابطیه از این حقیقت که تریس ماتریسها به نظم در عوامل ضرب در اینجا 

0kTrبینیم که ( می92فوق و ) بطور مشابه، از آنجاییکه . 

k k                                                                                                                (94) 

)داریم  )k kTr Tr   همچنین داریم . 
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2( ( ) ) ( )k k kTr Tr Tr                                                                                  (95) 

0Trبنابراین  باشد و وییژه مقیادیر . از آنجاییکه تریس جمع ویژه مقادیر میk  و ،1  هسیتند، نتیجیه

زوک  مرتبهباید از  و  kتشکیل شده اند. در نتیجه  1و  1گیریم که آنها از تعدادی مساوی ویژه مقادیر می

 باشند.

2Nترین حالت یعنی ابتدا ساده  یابیم که ماتریسهای کنیم. در میرا بررسی میk  و  خواص جبری شیبیه

2ماتریسهای اسپین  2  پاولیx ،y  وz شیود کیه بیا ماتریسیهای را دارند. اما ماتریس چهارمی پیدا نمیی

4Nپاولی جابجا شود. درنتیجه مجبوریم که حالت   ایشرا بررسیی کنییم. بیا پییروی از دییراک، نمیk  و 

 بصورت زیر خواهند بود

0 0
,

0

k

k

k

I

I


 



   
    

  
                                                                       (96) 

2ماتریس یکه  Iکه  2 کننید. نمیایش وییژه فیوق، کیه ( صدق میی18باشد و این ماتریسها در تمام شرای  )می

-( صدق کننید، میی18شود، یکه و منحصر به فرد نیست. هر چهار ماتریسی که در رواب  )نمایش دیراک نامیده می

 توانند یک نمایش دیگر برای هامیلتونی دیراک باشند.

شیود و بیرای ای نامییده میی( باید شامل چهار جزء باشد که اسپینور چهار مولفیه11معادله )  کدرنتیجه تابع مو

1ذرات اسپین  باشیند، متناسیب بیا ذرات بیا بالاتر می مرتبههای با هایی که دارای ماتریسمتناسب است. نمایش 2

1اسپین بزرگتر از   باشند. می 2

 ذره باردار دیراک در یک میدان الکترومغناطیسی 2-3-3

1برای بدت آوردن معادله دیراک برای یک ذره با اسپین  در یک مییدان الکترومغناطیسیی، کیه توسی   qو بار  2

)پتانسیل برداری  , )A r t  و پتانسیل اسکالر( , )r t ( انجام می14( را در )9شود، تبدیفت معمول )توصیف می-

 دهیم



 21 

 2( ) .( ) 0op opE q c p qA mc                                                                      (99) 

 یا

2. .i i c cq p q mc
t
     


       

                                                          (98) 

1کنیم که هامیلتونی دیراک برای ییک ذره بیا اسیپین ( مشاهده می12و با مقایسه با ) در ییک مییدان  qو بیار  2

 شودالکترومغناطیسی توس  رابطه زیر داده می

2.( )opH c p qA q mc                                                                                    (93) 

 های جریان و احتمالمعادله همیوغ؛ معادله پیوستگی؛ چگالی 2-3-4

) i(، بیا چهیار جییزء 11ییک میاتریس سییتونی بیه شیکل ) در بخیش قبیل مشیاهده کیردیم کییه تیابع میوک 

1,2,3,4i  )توانیم است. می†  را بصورت یک بردار سطری با اجزای*

i تعریف کنیم، یعنی 

† * * * *

1 2 3 4( , , , )                                                                                                    (40) 

-در معادله زیر صدق می †کنیم میهرمیتی هستند، مشاهده  oppو   ،( و اینکه 93( و )98با استفاده از )

 کند 

† †

† † 2 †( ) .

i H
t

i c qcA q mc

 

    


 



    

                                                 (42) 

 کمیت 

4
2†

1

( , ) i

i

P r t   


                                                                                             (41) 
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تواند بعنوان چگالی احتمال توصیف شود که شبیه چگالی احتمیال واضح مثبت است و میبطور 
2

  بیرای معادلیه

از  تفاضیل ایین  و  ( از طر  راست در42و ) †( از طر  چپ در 98باشد. با ضرب )شرودینگر غیرنسبیتی می

 آوریمبدست می دو

†.( ) 0
P

c
t

 


 


                                                                                                (49) 

 اگر بردار

†( , )j r t c                                                                                                        (44) 

 گیرددله پیوستگی را به خود میا( شکل مع49را بعنوان چگالی جریان توصیف کنیم، معادله )

. 0
P

j
t


 


                                                                                                            (45) 

 تواند بعنوان عملگر سرعت توصیف شود.می cو 

 جوابهای حالت مانا 2-3-5

 گیریممستقل از زمان باشند. سپس جواب را بصورت زیر در نظر می و  Aکنیم که دراینجا فرض می

( , ) ( ) iEtr t r e                                                                                                   (46) 

)که  )r  باشدای مستقل از زمان میچهار مولفهیک اسپینور 

1

2

3

4










 
 
 
 
 
 

                                                                                                                (49) 

)(، برای 46( و )98از ) )r آوریممعادله زیر را بدست می 

   2. .i c cq p q mc E                                                                          (48) 

 نویسیم زیر می ایرا بصورت اسپینورهای دو مولفه  ایاسپینور چهار مولفه
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A

B






 
  
 

                                                                                                                (43) 

 که

1 3

2 4

,A B

 
 

 

   
    
   

                                                                            (50) 

در دو معادله کوپل شده  Bو  Aای ، اسپینورهای دو مولفهو  ( برای ماتریسهای 96با استفاده از نمایش )

 کنندزیر صدق می

2( ) .( )A B Aq mc c i qA E          (52الف)                                                          

2.( ) ( )A B Bc i qA q mc E          (52ب)                                                          

 جوابهای موج تخت معادله دیراک  2-3-6

1( برای ذره اسپین 14حال دوباره به معادله دیراک ) و  r( مسیتقل از 19گردیم. از آنجاییکه هیامیلتونی )برمی 2

t باشد، به دنبال ویژه توابع مشترک عملگرهای انرژی و تکانه هستیم، یعنی امواک تخت به شکلمی 

( . )( , ) i p r Etr t Aue                                                                                               (51) 

xزمان -ای مستقل از مختصات فضامولفه ریک اسپینور چها uیک ثابت و  Aکه   ( 51باشید. امیواک تخیت )می

opEویژه توابع عملگرهای  i
t





oppو   i     با ویژه مقادیرE   وp kبه ترتییب، میی ،-

 آوریمبدست می uب(، یک معادله ماتریسی برای14( در )51باشند. با جایگذاری )

2( . )c p mc u Eu                                                                                                (59) 

0pدر حالت اول فرض می کنیم که ذره در حال سکون باشید، یعنیی   (0)ای را بیا و اسیپینور چهیار مولفیهu 

 آید(، رابطه فوق بصورت زیر درمی96دهیم و با استفاده از )نمایش می
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2

2

0
(0) (0)

0

mc I
u Eu

mc I

 
 

 
                                                                                (54) 

2Eاین معادله ویژه مقادیر  mc  ،)2)دو بارE mc    دو بار( و چهار وییژه تیابع مسیتقل خطیی دارد کیه(

 عبارتند از 

(1) (2) (3) (4)

1 0 0 0

0 1 0 0
(0) , (0) , (0) , (0)

0 0 1 0

0 0 0 1

u u u u

       
       
          
       
       
       

                                (55) 

1دو جواب اول ذره اسپین  2Eبا انرژی مثبت  2 mc  کنند و دوتای بعیدی متناسیب بیا انیرژی را توصیف می

2Eمنفی  mc   .هستند 

0pحال مورد   ای کنیم. بهتر است اسپینور چهار مولفهرا بررسی میu ای را بصورت اسپینورهای دو مولفهAu 

 بنویسیم Buو 

A

B

u
u

u

 
  
 

                                                                                                                (56) 

 که

1 3

2 4

,A B

u u
u u

u u

   
    
   

                                                                                          (59) 

 ( داریم59( و )96سپس از )

2

2

.

.

A A

B B

u umc I c p
E

u uc p mc I





    
    

     
                                                                             (58) 

 شوندتوس  رواب  زیر بهم مرتب  می Buو  Auبنابراین 

2 2

. .
,A B B A

c p c p
u u u u

E mc E mc

 
 

 
                                                                      (53) 
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2 اینکه از دو معادله فوق و Buبا حذ   2( . )p p آوریم، بدست می 

2 2 2 2 2 2 4( . ) ( )A A Ac p u p c u E m c u     (60الف)                                                                

 ، داریمAuبطور مشابه با حذ  

2 2 2 2 2 2 4( . ) ( )B B Bc p u p c u E m c u     (60ب)                                                                

 یندآ( بصورت زیر بدست می58چهار ویژه مقدار معادله ) بنابراین

1

2 4 2 2 2( )E m c p c     (62الف)                                                                        (دوبار)          

 و

1

2 4 2 2 2( )E m c p c     (62ب)                                                                        (دوبار)          

 آوریمها بدست میiuهای پاولی، یک دستگاه جبری معادلات برای با استفاده از خواص ماتریس

2

1 3 4

2

2 3 4

2

1 2 3

2

1 2 4

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

z x y

x y z

z x y

x y z

mc E u cp u c p ip u

mc E u c p ip u cp u

cp u c p ip u mc E u

c p ip u cp u mc E u

    

    

    

    

                                                                 (61) 

دار اییین دسییته معییادلات جییواب ندارنیید مگییر اینکییه دترمینییان ضییرائب صییفر شییود. اییین دترمینییان مقیی

2 2 4 2 4 2( )E m c p c  دارد. بنابراین باید داشته باشیم 

2 2 4 2 4 2( ) 0E m c p c                                                                                             (69) 

Eکه جوابهای    وE  ( مرتب  بیا انیرژی 58دهد. در نتیجه دو جواب مستقل خطی از معادله )( را می62ه )معادل

2مثبت  4 2 2( )E m c p c     1وجو دارند که ذرات اسپین -توصییف میی pرا با انرژی مثبت و ممنتوم  2

 شوندتوانند بصورت زیر نوشته کنند که می
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(1) (2)

2 2

,. .u N u Nc p c p

E mc E mc

 

 
 

 

   
   

 
   
       

                                               (64) 

2باشد. حال جوابهای مرتب  با انرژی منفیی ثابت نرمالیزاسیون می Nکه  4 2 2( )E m c p c     و تکانیهp 

 واب مستقل خطی عبارتند ازکنیم. دو جرا بررسی می

2 2(3) (4)

. .

,

c p c p

E mc E mcu N u N

 
 

 

 

   
        
   
   
   

                                     (65) 

)شویم که چها جواب همچنین یادآور می )ru (1,2,3,4r (  که توس )اند، برهم عمودند( داده شده65( و )64 

( )† ( ) 0,r su u r s                                                                                                (66) 

,که  1,2,3,4r s   و هر( )†ru ی از چهار مولفه ریک بردار سط( )*r

iu باشد، یعنیمی 

( )† ( )* ( )* ( )* ( )*

1 2 3 4( )r r r r ru u u u u                                                                                  (69) 

 

 

 

 helicityعملگرهای اسپین و  2-3-7

های ذکر شده در بخش قبل، بر این نکته دلالت دارند که عملگیر دیگیری بایید وجیود داشیته باشید کیه بیا تبهگنی

opp( و عملگر ممنتوم 19هامیلتونی ) i   بطوریکه ویژه مقادیرش بتوانند بعنوان ییک برچسیب شود جابجا ،

 کنیمحالت استفاده شوند. برای ساختن این عملگر، ابتدا عملگر اسپین دیراک را معرفی می

2
S                                                                                                                      (68) 
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1که  2 3( , , )      وk  4ماتریس اسپین دیراک 4 باشدمی 

0

0

k

k

k





 
   

 
                                                                                                     (69) 

 داریم بعفوه برای هر حالت 

2 2 1
( 1) ,

2
S s s s                                                                                    (90) 

های اسپین پیاولی، بیه هستند. با استفاده از خواص ماتریس zS ،2و  xS ،yS برای و دو ویژه مقدار ممکن

 بصورت زیر خواهد بود Sتوان نشان داد که جابجایی هامیلتونی ذره آزاد با سادگی می

2[ , ] . ,
2

( )

op

op

H S c p mc

i c p

 



    

 

                                                                               (92) 

 داریم n̂برای هر بردار یکه  ین. همچن( یک ثابت حرکت نیست68پس بطور کلی عملگر اسپین )

ˆ ˆ[ , . ] .( )opH n S i c n p                                                                                        (91) 

nS.ˆویژه توابع  Hدهد که ویژه توابع هامیلتونی درنتیجه رابطه فوق نشان می n S  نیستند. حیال بجیایn̂  در

(91 ،)p̂گیریم و خواهیم داشت، بردار یکه در راستای اندازه حرکت را در نظر می 

ˆ[ , . ] 0H p S                                                                                                             (99) 

p.ˆعملگر  Sای از عملگر اسپین در راستای حرکت ، که مولفهp̂ عملگر ،helicity شود. ایین عملگیر بیا نامیده می

p.ˆشود. بعفوه، عملگر هامیلتونی ذره آزاد جابجا می S  بیا عملگیرopp i   ( 91شیود. پیس از )جابجیا میی

p.ˆیابیم که عملگیر درمی S وییژه مقیادیرش  اسیت. ییک ثابیت حرکیت  1و 2   (helicity  و )مثبیت

1 2   (helicity می )باشند..منفی 
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,0,0)را در امتداد ممنتوم ذره درنظر بگیریم  بنابراین  zیک مورد خاص جالب اینست که محور  )p p.   حیال

 آیند( بصورت زیر درمی64انرژی مثبت ) جوابهای

(1) (2)

2

2

1 0

0 1

, 0

0

u ucp

E mc cp

E mc





   
   
   
    
   

         

                                                     (94) 

 درحالیکه جوابهای انرژی منفی بصورت زیر خواهند بود

2

2(3) (4)

0

0 ,

1 0

0 1

cp

E mc cp

E mcu u





   
    
   
     
   
   
   
   

                                                (95) 

 بعفوه اکنون خواهیم داشت

( ) ( ) ( )ˆ. r r r

zp Su S u u                                                                                          (96) 

1با  2    1,3هنگامی کهr   1و 2    2,4هنگامی کهr ( می99) . این بحث نتیجه مستقیم از-

 باشد.

 های نرمال شدهجواب 2-3-8

 شوند( به یک نرمال می65( و )64هر یک از چهار جوا داده شده در )

( )† ( ) 1, 1,2,3,4r ru u r                                                                                   (99) 

 آوریمرا بصورت زیر بدست می Nو ثابت نرمالیزاسیون 

1 1
22 2 2

2 2
1

( ) 2

E mcc p
N

E mc E





 

   
     

   
                                                                (98) 
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)یابیم که جوابهای (، درمی66( و شرط تعامد )99با مقایسه شرط نرمالیزاسیون ) )ru  در شرط اورتونرمال زیر صیدق

 کنندمی

( )† ( ) , , 1,2,3,4r s

rsu u r s                                                                             (93) 

)ای ار مولفهههر چهار جواب اسپینور چ )ru ک بصیورت زییر اای ذره آزاد دییربا یک جواب موک تخیت چهیا مولفیه

 دنباشمرتب  می

( ) ( ) ( . )( , )r r i p r Etr t Au e                                                                                         (80) 

 جایگزیده باشد. سپس Vکنیم که ذره در یک حجم بزرگ شوند. فرض میاین جوابها به روشهای متفاوت نرمال می

2 2( ) , 1,2,3,4r

V
dr A V r                                                                    (82) 

 آوریمدرصورتیکه بخواهیم جوابها به یک نرمال شوند، بدست می

1 2A V                                                                                                                  (81) 

 های معادله دیراک برای یک پتانسیل مرکزیجواب 2-3-9

1یییک ذره اسییپین  0Aکنیییم، بطوریکییه بررسییی میییدان مرکییزی را در یییک مییی qو بییار  mبییا جییرم  2   و

( ) ( )V r q r .انرژی پتانسل است 

 آید( بصورت زیر درمی93در این شرای  هامیلتونی دیراک )

2. ( )H c p mc V r                                                                                           (89) 

 است و معادله دیراکی که باید حل شود به شکل زیر

2[ . ( )] ( ) ( )c p mc V r r E r                                                                             (84) 

)که  )r ای است. یک اسپینور چهار مولفه 
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بجا شوند تیا اعیداد ( جا89به منظور جداسازی متغیرها در این معادله، به دنبال عملگرهایی هستیم که با هامیلتونی )

دانیییم هییامیلتونی کوانتییومی خییوب را نتیجییه دهنیید. همییانطور کییه از نظریییه شییرودینگر غیرنسییبیتی مییی

2 2 ( )opH p m V r   یک ذره بدون اسپین با جرمm های دکیارتی در یک میدان مرکزی با هر یک از مولفه

Lای عملگر اندازه حرکت زاویه r p   2و همچنین باL شود. در نتیجه، عملگرهیای جابجا میH ،2L  وzL 

)E ،2ویزه توابع همزمان دارند و ویژه مقادیرشان به ترتیب عبارتند از:  1)l l   وlm در نظرییه دییراک، نیه .

 بصورت زیر است Lبا  Hشوند و جابجایی ( جابجا نمی89با هامیلتونی ) 2Lو نه  Lهای دکارتی مولفه

[ , ] ( )opH L i c p                                                                                              (85) 

 شودشویم که هامیلتونی با عملگر اسپین دیرا ک بصورت زیر جابجا مییادآور می

[ , ] ( )opH S i c p                                                                                               (86) 

شود. اکنون عملگیر جابجا می Lهای دکارتی با هر یک از مولفه Sهای دکارتی شویم که مولفههمچنین متذکر می

 کنیمای مداری و اسپینی است، تعریف میرا که مجموع عملگرهای اندازه حرکت زاویه Jای کل ازه حرکت زاویهاند

J L S                                                                                                                  (89) 

]2همچنین  , ] 0J J  2، یعنی ویژه توابع همزمانJ که و یکی از مولفه( هایشzJ  وجیوانتخاب مییرا )دکنییم 

)2دارند که ویژه مقادیرشان به ترتیب عبارتند از:  1)j j   وjmتوانیم بنویسیم. پس می 

[ , ] 0H J                                                                                                                 (88) 

 شودجابجا میبا هامیلتونی  2Jشود. همچنین ( جابجا می89با هامیلتونی دیراک ) Jبنابراین هر مولفه دکارتی از 

2[ , ] 0H J                                                                                                               (83) 
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]2از آنجاییکه  , ] 0H J  ،[ , ] 0H J   و[ , ] 0zH J  2گیریم که هامیلتونی و عملگرهیای می، نتیجهJ  و

zJ  با ویژه مقادیرE ،( 1)j j   وjmر زیر با هامیلتونی ، به ترتیب، ویژه توابع مشترک دارند. همچنین عملگ

   شودجابجا می

.
1

L

 

   
 

                                                                                                     (30) 

 برای اثبات، ابتدا عملگر اندازه حرکت شعاعی زیر،

1 1
( . )r opp i r r p i

r r r


   


                                                                               (32) 

 کنیمو سپس عملگر سرعت شعاعی را بصورت زیر تعریف می

1
( . )r r

r
                                                                                                             (31) 

 (، داریم63( و)96هرمیتی هستند. با استفاده از ) که هردو عملگر

( . )( . ) ( . )( . )

. .

( . )

op

op

r

r p r p

r p i L

rp i L

    

  

   

                                                                                (39) 

1در فوق با ضرب رابطه 

rr   2و با استفاده از اینکه 1r آوریم، بدست می 

. ( . )op r r

r
r r

i
p p L

r

p i
r

 


 

 
    

 

  

                                                                                  (34) 

 ( را بصورت زیر بنویسیم89دهد که هامیلتونی )این نتیجه به ما اجازه می

2 ( )r r r

c
H c p i mc V r

r
                                                                          (35) 
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شیود. بعیفوه، از آنجاییکیه شیود، بنیابراین بیا هیامیلتونی نییز جابجیا مییجابجیا میی و  rp ،rبا  عملگر 

J L S   و( 2)S   خواهیم داشت ، 

2 2 2 2 2 23
. 2 .

4
L S L J L S J L                                                                     (36) 

 توانیم بنویسیمو می

2
2 2 2

4
J L
 

    
 

                                                                                           (39) 

 آید  (، معادله دیراک به فرم زیر درمی84( در )35با جایگذاری )

2 ( )r r r

c
H c p i mc V r E

r
      

 
     
 

                                                (38) 

کنیم، رواب  زیر را بیان می Bو  Aای اساس اسپینورهای دو مولفهای دیراک را بر اسپینور چهار مولفهحال اگر 

 توانیم استنتاک کنیممی

2 2

,

( 1) ,

A A A A

B B B B

A A A A

z j

B B B B

A A

B B

H E P

J j j J m

   

   

   

   

 


 

       
         

       

       
         

       

   
    
   

                                     (33) 

,توابع  zJو  2L ،2S ،2Jدانیم ویژه توابع همزمان همانطور که می

,
jj m

l sY  با پاریته( 1)l ذره ، بیرای باشندمی

1اسپین  2 ،1 2s   1و 2l j   1بیا 2,3 2,...j ،  بنیابراینA  متناسیب اسیت بیا,

1
,
2

jj m

l
Y . بطیو

 متناسب است با B مشابه،
,

,
jj m

l sY   که دارای پاریته( 1)l  کنیم کیه باشد. یادآوری میمیl  توانید فقی  میی

1مقادیر  2j   1به خود بگیرد وl l   1. بنابراین، اگیر 2l j   1دارییم 1 2l l j      و اگیر

1 2l j  1هیم داشت خوا 1 2l l j    ( بدست می33( و )39. بعفوه از )آوریم 
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2 2
2 2 2 2 2 2,

4 4
A A B BJ L J L     

   
         

   
                                 (200) 

 ویژه توابع Bو  Aدرنتیجه، 
2

2 2

4
J L   2با ویژه مقادیر  2و  هستند که 

2
1 1

( 1) ( 1) ( 1)
4 2

j j l l j l l
 

         
 

                                                       (202) 

 اینرو از

1
1,

2

1
,

2

l j l

l j l




  

 
   


                                                                                              (201) 

و   ،j. همینطیور مقیدار گیردفر را بخود میر مثبت و منفی صحیح بجز صیداتمام مق کنیم که و مشاهده می

l کند را مشخص می 

1

2
j                                                                                                                 (209) 

 و

1, 0

, 0
l

 

 


 


                                                                                      (204) 

,1با توجه به نامگذاری معمول اسپکتروسکوپی، حالتها توس   1, 2, 2,...       1متناسیب بیا حالتهیای 2s ،

1 2p ،3 2p ،3 2d خورند.و ... برچسب می 

 نویسیم( را به شکل زیر می38بنابراین جوابهای معادله )

,

1
,
21

,

1
,
2

( )

( )

j

j j

j m

E
l

E m j m

E
l

P r Y

r
iQ r Y







 



 
 

  
  
 

                                                                                   (205) 
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)در این معادله  )EP r  و( )EQ r  توابع شعاعی هستند و عاملi  در مقابل( )EQ r  بدین منظور ظاهر شیده

) تا توابع شعاعی حقیقی برای )EP r  و( )EQ r ( و با داشتن کمیتهای 38( در )205بدست آیند. با جایگذاری )

 زیر 

, ,

1 1
, ,
2 2

ˆ( . ) j jj m j m

l l
r Y Y


   (206الف)                                                                                          

, ,

1 1
, ,
2 2

ˆ( . ) j jj m j m

l l
r Y Y


   (206ب)                                                                                           

)توابع شعاعی  )EP r  و( )EQ r یابیم که در معادلات دیفرانسیل مرتبه اول کوپل شده زییر صیدق را طوری می

 کنندمی

2 ( )
( ) ( )E E

d E mc V r
P r Q r

dr r c
 

   
  

 
 (209الف)                                                       

2 ( )
( ) ( )E E

d E mc V r
Q r P r

dr r c
 

   
  

 
 (209ب)                                                         

)کنند. با حذ  این معادلات کوپل شده نقش معادله شعاعی شرودینگر را ایفا می )EQ r ییک معادلیه درجیه ، بیه

)دوم برای  )EP r رسیمبه شکل زیر می 

2

2 2

( 1)
( ) 0E

d A d A
AB P r

dr A dr A r r


     
      

  
                                              (208) 

 که

2 ( )
( ) ,

E mc V r dA
A r A

c dr

 
   (203الف)                                                               

2 ( )
( )

E mc V r
B r

c

 
  (203ب)                                                                                      
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 فصل سوم

 تقارنهای کروی هامیلتونی دیراک

 ایای هستهدر مدل لایه 
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 مقدمه 3-1

کشف تقارنهای نسبیتی هامیلتونی دیراک به محاسبه جرم مزونها با استفاده از معادله دیراک با پتانسییلهای خیارجی 

( معرفیی 2392) Tassieو  Smithبرای توصیف دینامیک میان یک کوارک و آنتی کوارک باز می گردد که توسی  

انسیلهای خارجی به یک اسکالر لورنتس و جزء زمیانی . نویسندگان در این مقاله ذکر کرده اند که اگر پت]4[شده اند 

د و اگر این دو پتانسیل تا یک ثابت مساوی باشند، نتایم جرمها مسیتقل از سیمتگیری نیک بردار لورنتس محدود شو

. ]5[مولدهای اسپین نسبیتی را برای این تقیارن اسیتنتاک کردنید  Rueggو  Bellاسپینی هستند. چهار سال بعد 

ی لیورنتس بیا تری از هامیلتونی دیراک را در نظر گرفته بودند و نشان دادند که اگر پتانسیلهای بیردارلیآنها شکل ک

اسپینی نیز وجود خواهد داشت. اخیرا، تقیارن -با پتانسیل اسکالر مرتب  شوند، یک تقارن شبههر چها جزء غیر صفر 

 آنتیی کیوارک( سیبک و آنتیی کیوارک )ییا کوارک ) ازبرای مزونهایی که  دیراک بطور موفقیت آمیز اسپینی معادله

 .]6[است  رفتهباشند، بکار  تشکیل کوارک( سنگینیا

  زیرا طیف جرم )یا انرژی( مستقل از سمت گیری اسیپین انی و بطور تجربی قابل مشاهده استتقارن اسپینی به آس 

1با درجات آزادی فضایی خواهد بود. برای مثال حالت  2p ،l  وs  در خف  جهت هیم هسیتند
1

2
l  (1l  ،)

3با حالت  2p (
1 3

1
2 2

l s    1( تبهگن است. همچنین اسپین در راستای حالیت 2s  جفیت خیف  راسیتا

ندارد، زیرا جفت شدگی اسپین با اندازه حرکت زاویه ای مداری صفر فق  می تواند اندازه حرکت زاویه ای 
1

2
تولیید  

 .]6[کند 

کشیف شیده انید، شیفا  نیسیتند. بیرای  Rueggو  Bellاز طر  دیگر تقارنهای دیگر هامیلتونی دیراک که توس  

مثال، یک هامیلتونی دیراک با یک پتانسیل اسکالر لورنتس و یک پتانسیل برداری لورنتس )فق  با یک جزء زمیانی( 
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1مساوی در اندازه ولی مخالف در عفمت، یک تقارن شبه اسپینی تولید خواهد کرد. در این مورد حالت  2p  3و 2p 

1دیگر تبهگن نخواهند بود. در حقیقت  2p  5جفت تبهگن نخواهد داشت و حالت 2f   3با 2p  .تبهگن خواهد بیود

3حالت  2d  1با یک حالت 2s  تبهگن خواهد بود و بهمین ترتیب. بعبارت دیگر حالتهای تیبهگن در انیدازه حرکیت

واحد اختف  دارند. بهمین علت مبدا یک شبه تبهگنی مییان حالتهیا بیا ایین اعیداد کوانتیومی  1زاویه ای به اندازه 

 .شده در هسته، سالها مخفی ماندند مشاهده

-کند. برای یک کوارک سبک برهمکنش کننده با کوارکا توصیف میهامیلتونی دیراک، دینامیک تک ذره نسبیتی ر

هیای زییاد در ییک هسیته، هیامیلتونی های در حال حرکت در میدان میانگین نوکلئونهای سنگین یا برای نوکلئون

 .دیراک شاید یک تقریب خوب باشد

 تقارنهای هامیلتونی دیراک 3-2

 ]9[بصورت زیر است  Mمعادله دیراک برای یک ذره به جرم 

2[ ( )] ( ) ( ) 0V scp g A x Mc V x x

                                                               (2) 

xکه    چهار بردار( , )ct r ،r  بردار سه بعدی( , , )x y z ،p i
x






 


 ،( )A x   پتانسییل بیرداری

 0 ( ), ( )A x A x   ،استc  سرعت نور و( )sV x  هیای دییراک بیا چهیار باشد. میاتریسکالر میسپتانسیل ا

 شوندشناخته میماتریس زیر 

0
1 0 0

,
0 1 0


  



   
     

    
                                                                     (1) 

2ماتریس یکه  1که  2 باشد و می 2های پاولی ماتریس 2 هیا مسیتقل از باشند. با فرض اینکه پتانسییلمی

)تواند بصورت زمان باشند، تابع موک دیراک می ) ( )
iEt

x e r 


  نوشته شود. بعید از ضیرب در معادلیه ،

 شوددیراک به یک معادله ویژه مقداری تبدیل می
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( ) ( )H r E r                                                                                                              (9) 

 که

2.[ ( )] ( ) [ ( )]V V sH cp g A r V r Mc V r                                                              (4) 

)0هامیلتونی دیراک است و  ) ( )V VV r g A rهای برداری و اسکالر بصورت زییر . اگر یک ثابت دلخواه به پتانسیل

  ]24-9[ماننداضافه کنیم، نتایم بدون تغییر باقی می

( ) ( ) , ( ) ( )V V V s s sV r V r c V r V r c                                                              (5) 

 دله دیراک بدون تغییر بمانداغییر دهیم بطوریکه معهای یکسان تتوانیم انرژی و جرم را توس  ثابتزیرا می

2 2,V sE E c Mc Mc c                                                                              (6) 

 بنابراین هر ویژه حالت از هامیلتونی دیراک یک جفت با همان انرژی دارد

, ,( ) ( )BR BR

BR k k kH r E r                                                                                               (9) 

1باشد و یک عدد کوانتومی می kکه  2    ویژه مقدارzS  است 

, ,( ) ( )BR BR

z k kS r r   
                                                                                                 (8) 

Sها توس  مولدهای ها در جفتو ویژه حالت 
 بهم مرتب  خواهند شد 

, , 1

1 3
( ) ( )

2 2

BR BR

k kS r r      

  
     

  
                                                                  (3) 

)های با در ادامه مساله را به تقارن ) 0A r  کنیم.محدود می 
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 تقارن اسپینی 3-3

)شود که تقارن اسپینی هنگامی در معادله دیراک ظاهر می ) ( )V S sV r V r c   وsc 24-9[یک ثابیت اسیت[ .

 معادله دیراک با تقارن اسپینی بصورت زیر است در نتیجه

2. ( )(1 ) ( )s V sH cp V r Mc c                                                                         (20) 

 و مولدهای اسپینی بصورت زیر هستند

0

0

s
S

s

 
  
 

                                                                                                              (22) 

2sکه    وp ps U sU  که.pU p  تبدیل یونیتاریhelicity هیای تیوانیم وییژه حالتباشد. مییمی

, ( )s

k r   هامیلتونی دیراک 

, ,( ) ( )s s

s k k kH r E r                                                                                                (21) 

 ای زیر بنویسیمرا بصورت بردار چهار مولفه

,

,

,

,

,

( )

( )
( )

( )

( )

k

ks

k

k

k

g r

g r
r

if r

if r





















 
 
 
 
 
 
 

                                                                                                   (29) 

که 
,kg 

 های بالایی دیراک و مولفه
,kf 

 های پایینی دیراک هستند ،مولفه   اسپین بالا و  اسیپین پیایین را

1دهد و نشان می 2  . ( داریم3( و )8سپس از ) 
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, ,( ) ( )s s

z k kS r r                                                                                                   (24) 

Sها در جفت توس  التو ویژه ح  بهم مرتب  خواهند شد 

, , 1

1 3
( ) ( )

2 2

s s

k kS r r     

  
   

  
                                                                    (25) 

 گیریم( نتیجه می24است، از معادله ) s( 22از آنجاییکه مولفه بالایی مولدهای اسپین در معادله )

, 1 2 ,1 2( ) ( ) 0k kg r g r 

                                                                                                (26) 

 ( خواهیم داشت25درحالیکه از معادله )

,1 2 , 1 2( ) ( ) ( )k k kg r g r g r 

                                                                                    (29) 

اسیت. بیرای  s( 22مولدهای اسپین در معادلیه ) پایینیترند، زیرا مولفه های پایینی رواب  کمی پیچیدهبرای مولفه

,ساده سازی شرای  روی مولفه پایینی، توابع  ( )kf r

 کنیمرا بصورت زیر معرفی می 

, ,

,,

( ) ( )

( )( )

k k

p

kk

f r f r
U

f rf r

 



 



   
     

  

                                                                                        (28) 

 که معکوس آن بصورت زیر است

,,

, ,

( )( )

( ) ( )

kk

p

k k

f rf r
U

f r f r



 



 

  
      

   

                                                                                          (23) 

 ( و 28(، )25(، )24سپس از معادلات )
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z

p

z

p p
U

p p





 
  

 
                                                                                                      (10) 

xکه  yp p ip  1,گیریم ، نتیجه می 2 ,1 2( ) ( ) 0i k i kp f r p f r   شود بهکه منجر می 

,1 2 ,1 2 , 1 2 , 1 2( ) , ( )k k k kf r f f r f   

                                                                    (12) 

 آوریمها بدست میها ثابت هستند. برای دیگر اندازهیعنی این اندازه

, 1 2 , 1 2 , 1 2( ) ( ) ( )z
k k k

p
f r f r f r

p

  

                                                                            (11) 

 و

, 1 2 , 1 2 , 1 2 , 1 2( ) ( ), ( ) ( ),k k k k

p p
f r f r f r f r

p p

    
                                                 (19) 

 آوریم( بدست می19( و )11از معادلات )

,1 2 , 1 2( ) ( ) ( )k k kf r f r f r 

                                                                                      (14) 

, 1 2 ,1 2( ) ( )k ki f r i f r
x y x y

 



      
     

      
 (15الف)                                                      

, 1 2 , 1 2( ) ( )k kf r i f r
z x y

 



   
  

   
 (15ب)                                                                 

 شودها در حضور تقارن اسپینی بصورت زیر میک در جفتبنابراین توابع موک دیرا

,1 2 , 1 2

, 1 2

,1 2

( ) 0

0 ( )
( ) , ( )

( ) ( )

( ) ( )

k

ks s

k k

k k

k k

g r

g r
r r

if r if r

if r if r

   





   
   
    
   
       

                                       (16) 
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تیای دامنه وجود دارد. یکی بالا و سه تا پیایینی و سیه 4دامنه غیرمستقل برای دو حالت در جفت،  8بنابراین، بجای 

 شوند.( بهم مرتب  می15در )پایینی توس  معادلات دیفرانسیل 

 

 

 

 های متقارن کرویپتانسیل 3-3-1

)تقارن کروی به این معناست که  ) ( )S SV r V r ،( ) ( )V VV r V r  2که 2 2r x y z   هیامیلتونی .

]دیراک نسبت به چرخش حول سه محور ناورداست،  , ] 0i sL H  که 

0

0

l
L

l

 
 
 
 

                                                                                                               (19) 

pو  pl U lUاز . بنابراین ویژه توابع دیراک یک ویژه تابع .L L ،zL  وzJ خواهند بود 

, , , , , ,. ( ) ( 1) ( )
r r

s s

n l m n l mL L r l l r     (18الف)                                                                      

, , , , , ,( ) ( )
r r

s s

z n l m n l mL r m r    (18ب)                                                                                 

, , , , , ,( ) ( ),
r r

s s

z n l m n l mJ r M r M m       (18ک)                                              

اندازه حرکت  lباشد. می و  0در  تعداد صفرهای مولفه بالایی به غیر از صفرهای rnکه عدد کوانتومی شعاعی 

 کنندمتفاوت را بصورت زیر بهم مرتب  می mیکسان و  l( حالتهای با 19ای مداری و مولدهای )زاویه

, , , , , 1,( ) ( )( 1) ( )
r r

s s

n l m n l mL r l m l m r                                                              (13) 

 آیند( به فرم زیر در می16های داده شده در )درنتیجه دامنه
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,

1 2
, , ,1 2

, ,1 2

1 2

,1 , , 11 2

( ) ( , )

0
1

( ) ,
( ) ( , ) 2

( ) ( , )

r

j
r

r

j

r

l

n l m

s
l ljn l m

m n l j mj l

l lj

m n l j mj l

g r Y

r M m
i A f r Y

i B f r Y

 


 

 



 



 

 
 
 
   
 
 
 
 





 (90الف)                    

,

1 2
, , , 1 2

, 1 , , 11 2

1 2

, ,1 2

0

( ) ( , )
1

( ) ,
( ) ( , ) 2

( ) ( , )

r

j
r

r

j

r

l

n l m

s
l ljn l m

m n l j mj l

l lj

m n l j mj l

g r Y

r M m
i B f r Y

i A f r Y

 


 

 




  



 

 
 
 
   
 
 
 
 





 (90ب)                    

)که  , )l

mY   باشد و هارمونیک کروی میjl بصورت زیر است 

1 2 1ll l    (92الف)                                                                                                          

1 2 1ll l    (92ب)                                                                                                             

 و

1 1
( )( )

1 2 2

2 ( 1)

j

m

j m j m

A
j j

   

 


 (91الف)                                                                     

, 1

1 1
( 1 ( )( ))( ( )( ))

1 2 2

2 ( 1)

j j
j

m

j l l m j l l m

B
j j



      




 (91ب)                                      

1lدلیل اینکه   شود اینست که تبدیل یکانی در دامنه پایینی ظاهر میpU ای مداری بر روی اندازه حرکت زاویه

دهد. بنابراین تقارن کیروی ر یک واحد تغییر میای مداری را حداکثمولفه پایینی، هم پاریته و هم اندازه حرکت زاویه

ها توس  معادله دیفرانسیل مرتبیه اول دهد و دوتا از این دامنهتا کاهش میها در جفت را از چهارتا به سهتعداد دامنه

 شوندزیر بهم مرتب  می

, , 1 2 , , 1 2

2 1
( ) ( )

r rn l l n l l

l l
f r f r

r r r r
 

      
     

    
                                                   (99) 
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Jای کل، از آنجاییکه اندازه حرکت زاویه L S ماند، بهتر است از جمع زیر برای تابع میوک ، همیشه پایسته می

 استفاده کنیم

(1 2)

, , , , , ,

,

( ) ( )
r r

s l j s

n l j M m M n l m

m

r C r 


                                                                             (94) 

J. که ویژه تابع J باشد، اما ویژه تابع میzL  نیست 

, , , , , ,. ( ) ( 1) ( )
r r

s s

n l j M n l j MJ J r j j r    (95الف)                                                                  

, , , , , ,. ( ) ( 1) ( )
r r

s s

n l j M n l j ML L r l l r    (95ب)                                                                     

, , , , , ,( ) ( )
r r

s s

z n l j M n l j MJ r M r   (95ک)                                                                               

را معرفی کنیم. حالتهایی که یک جفیت  ای، بهتر است که تابع اسپین بجای استفاده از اسپینورهای چهار مولفه

1تبهگن هستند، حالتهای با  2j l  شوندای زیر نمایش داده میهستند که بصورت اسپینور دو مولفه 

( )
( )

,

, , , ( )
( )

, ,

( ) ( , )
( )

( ) ( , )

r

r
j

r

j
l

n l Ms

n l j M j
l

n l j
M

g r Y
r

if r Y

  


  

    
  

  
  

                                                              (96) 

 باشد.تعداد صفرهای دامنه بالایی ویژه حالتها در جفت اسپینی می rnکه 

 تقارن شبه اسپینی 3-4

)شود که تقارن شبه اسپینی هنگامی در معادله دیراک ظاهر می ) ( )V S psV r V r c    وpsc  .یک ثابت اسیت

 در نتیجه معادله دیراک با تقارن شبه اسپینی بصورت زیر است

2. ( )(1 ) ( )ps V sH cp V r Mc c                                                                         (99) 

 و مولدهای شبه اسپینی بصورت زیر هستند

0

0

s
S

s

 
  
 

                                                                                                             (98) 
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5و  5S S   5که

0 1

1 0


 
  
 

 . رواب  زیر همانند بخش قبل قابل به راحتی استنتاک هستند

,1 2, 1 2
( ) 0kk

f r f 


   (93الف)                                                                                              

,1 2 , 1 2
( ) ( ) ( )

k k k
f r f r f r 


   (93ب)                                                                                    

,1 2 , 1 2
( ) ( ) ( )

k k k
g r g r g r 


    (93ک)                                                                               

, 1 2 ,1 2
( ) ( )

k k
i g r i g r

x y x y

 



      
     

      
 (93د)                                                       

, 1 2 , 1 2
( ) ( )

k k
g r i g r

z x y

 



   
  

   
 (93ح)                                                                

هیای بیالایی های پایینی تابع موک فضایی یکسان دارنید، درحالیکیه مولفیهدر نتیجه، برای تقارن شبه اسپینی، مولفه

های بزرگ هستند و بیشترین کاوشهای تجربی هسته را های بالایی مولفهتوابع موک خیلی متفاوت از هم دارند. مولفه

 سال به طول انجامید. 90شبه اسپینی  گیرند  بهمین دلیل است که کشف مبدا تقارندر برمی

 باشندویژه توابع در جفت به شکل زیر می

, 1 2

,1 2

,1 2 , 1 2

( ) ( )

( ) ( )
( ) , ( )

( ) 0

0 ( )

k k

kps ps k
k k

k

k

g r g r

g r g r
r r

if r

if r

 









  
  
      

  
   
   

                                                (40) 

 

تیای دامنه وجود دارد. یکی بالا و سه تا پیایینی و سیه 4دامنه غیرمستقل برای دو حالت در جفت،  8بنابراین، بجای 

 شوند.( بهم مرتب  می93) لتوس  معادلات دیفرانسی که پایینی

   های متقارن کرویپتانسیل 3-4-1

]در این حالت، هامیلتونی دیراک نسبت به چرخش حول سه محور ناورداست،  , ] 0i sL H  که 



 45 

0

0

l
L

l

 
 
 
 

                                                                                                             (42) 

L. از ویژه توابع دیراک یک ویژه تابع L ،zL  وzJ خواهند بود 

, , , , , ,
. ( ) ( 1) ( )

r r

ps ps

n l m n l m
L L r l l r

 
    (41الف)                                                                     

, , , , , ,
( ) ( )

r r

ps ps

z n l m n l m
L r m r

 
   (41ب)                                                                                 

, , , , , ,
( ) ( )

r r

ps ps

z n l m n l m
J r M r

 
   (41ک)                                                                                  

باشیید، مییی و  0پییایینی بییه غیییر از صییفرهای در  تعییداد صییفرهای مولفییه rnکییه عییدد کوانتییومی شییعاعی 

M m   ( حالتهای با 42و مولدهای )l  یکسان وm کنندمتفاوت را بصورت زیر بهم مرتب  می 

, , , , , ,
( ) ( )( 1) ( )

r r

ps ps

n l m n l m
L r l m l m r

 
                                                             (49) 

 خواهیم داشتکه تحت این شرای  

1 2

, ,1 2

1 2

1 1, ,1 2
, , ,1 2

,

( ) ( , )

1( ) ( , )
( ) ,

2
( ) ( , )

0

j j

r

j j

r

r

r

l ll l

mm mn l jj l

l ll l

ps mm mn l jj l
n l m

l

mn l

A g r Y

A f r Y
r M m

if r Y

 

 


 



 



  

 
 
 
   
 
 
 
 



  (44الف)                     

1 2

1 1, ,1 2

1 2

, ,1 2
, , , 1 2

,

( ) ( , )

1( ) ( , )
( ) ,

2
0

( ) ( , )

j j

r

j j

r

r

r

l ll l

mm mn l jj l

l ll l

ps mm mn l jj l
n l m

l

mn l

A g r Y

A f r Y
r M m

if r Y

 

 


 



  



 


 
 
 
   

 
 
 
 



  (44ب)                    

دهید و دوتیا از ایین تا کاهش میها در جفت را از چهارتا به سهدرست مانند تقارن اسپینی، تقارن کروی تعداد دامنه

 شوندمرتبه اول زیر بهم مرتب  میها توس  معادله دیفرانسیل دامنه
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, , 1 2 , , 1 2

2 1
( ) ( )

r rn l l n l l

l l
f r f r

r r r r 

      
     

    
                                                  (45) 

 و بهتر است از جمع زیر برای تابع موک استفاده کنیم

(1 2)

, , , , , ,
,

( ) ( )
r r

ps l j ps

m Mn l j M n l m
m

r C r 


                                                                            (46) 

J.که ویژه تابع  J باشد، اما ویژه تابع میzL  نیست 

, , , , , ,
. ( ) ( 1) ( )

r r

ps ps

n l j M n l j M
J J r j j r    (49الف)                                                                  

, , , , , ,
. ( ) ( 1) ( )

r r

ps ps

n l j M n l j M
L L r l l r    (49ب)                                                                    

, , , , , ,
( ) ( )

r r

ps ps

z n l j M n l j M
J r M r   (49ک)                                                                               

را معرفی کنیم. حالتهایی که یک جفیت  ای، بهتر است که تابع اسپین بجای استفاده از اسپینورهای چهار مولفه

1تبهگن هستند، حالتهای با  2j l  شوندای زیر نمایش داده میهستند که بصورت اسپینور دو مولفه 

( )
( )

, ,

, , , ( )
( )

, ,

( ) ( , )
( )

( ) ( , )

j

r

r

r

j
l

n l j
ps M

n l j M j
l

n l j M

g r Y
r

if r Y

  


  

  
  

  
  

  

                                                             (48) 

تجربی توس   باشد. از آنجاییکه ویژه توابعمی تعداد صفرهای دامنه پایینی ویژه حالتها در جفت شبه اسپینی rnکه 

های زییر شوند، بهتر است از برچسبنامگذاری میای مداری مولفه بالایی عدد کوانتومی شعاعی و اندازه حرکت زاویه

 برای حالت شبه اسپینی استفاده شود

1 1
1

2 2
l l for j l l       (43الف)                                                    

1 1
1 2

2 2
l l l for j l l          (43ب)                                                       

 آنچه در مقدمه گفته شده مطابقت دارد. برای صفرهای شعاعی هم رواب  زیر برقرار هستندکه با 
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1

2
r rn n for j l    (50الف)                                                               

1
1

2
r rn n for j l      (50ب)                                                                

 QCDقوانین جمع  3-5

Sبرای نشان دادن  QCDقوانین جمع  VV V  پتانسییل بیرداری بیا چگیالی ]25[شونددر هسته بکار برده می .

Vای متناسب است، هسته NV  مقدار .n آید که در پراکندگی الکتیرون از از چگالی مرکزی هسته بدست می

ای وجیود نیدارد، امیا چگیالی اسیکالر گیری مستقیمی برای چگیالی اسیکالر هسیتهشود. اندازهگیری میهسته اندازه

-ها بصیورت زییر داده مییگیری هستند. این چگالی اسکالر کوارکها در یک نوکلئون بطور تجربی قابل اندازهکوارک

 شوند

 2 0 0N qm N qq N qq                                                                             (52) 

†عملگر میدان کوارک،  qکه 

0q q  ،qm  ،جرم کوارکN  باشید. حالیت خیف میی 0حالت نوکلئیون و

45که اندازه آن  ]29-26[ شودگیری مینوکلئون اندازه-یوناجمله فوق در پراکندگی پ 8N MeV    بدست

 ای،های هستهکنشپوشی از برهمهای در هسته و چشمآمده است. با متوس  گیری روی تمام نوکلئون

 2
N

N N q vac
m qq qq


                                                                                   (51) 

 آیدها در هسته نسبت به خف بصورت زیر بدست میچگالی اسکالر کوارک

2 2
1 1

2

N N N N N

qvac vac

qq

qq m qq m f



 

   
                                                                          (59) 

 ]28[ کندتبعیت می Gell-Mann-Oakes-Rennerکه جمله آخر از رابطه 

2 22 q vac
m qq m f                                                                                                 (54) 

 دهدرواب  زیر را بدست می QCDدرنهایت قوانین جمع 
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2 2

2 2

4 32
,N N N

S V

q

V V
M m M

    
                                                                  (55) 

باشد. ذب و پتانسیل برداری دافع میا( مثبت هستند، پتانسیل اسکالر ج55از آنجاییکه تمام مقادیر در سمت راست )

 هایشان خواهیم داشتهمچنین برای نسبت

1.1
8

S N

V q

V

V m


                                                                                                       (56) 

 ها داشته باشد.تری در فیزیک هستهایکند تقارن شبه اسپینی اساس پایهکه پیشنهاد می

 فصل چهارم

 گونهشرودینگر لروشهای حل معادلات دیفرانسی
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 مقدمه 4-1

شیهای مختلفیی ، میی تیوان از روگونهشیرودینگر ی معادلات دیفرانسیل درجه دومشایان ذکر است که در حل تحلیل

وشهای متداول، روشهایی هستند که در کتب مراجع ذکر شده انید. همچنیین روشیهایی ماننید استفاده نمود که از ر

SUSY ،Nikiforov-Uvarov ،Asymptotic Iteration Method، PCT ،Ansatz وجییود دارنیید. در ... ،

 .[6]برای حل معادلات درجه دوم استفاده کنیم  Nikiforov-Uvarovاینجا قصد داریم از روش قدرتمند و مفید 

 نیز ذکر شده است. Asymptotic Iteration Methodهمچنین در ادامه روش 

 

 Nikiforov-Uvarov (NU)روش  4-2

rss)(برای حل معادلات دیفرانسیل درجه دوم با یک تغییر متغیر مناسب بصورت  NUروش   بکار بیرده میی-

 ]23[ شود

 
 

 
 

 

 
 2

0n n n

s s
s s s

s s

 
  

 
                                                                       (2) 

که  s  و s~ ای حداکثر از درجه دو و چند جمله ای وچند جمله s~   .حداکثر از درجیه ییک میی باشیند

 کنیم برای پیدا کردن جواب معادله فوق، از تغییر متغیر زیر استفاده می

     n ns s y s                                                                                                   (1) 

 شود( به یک معادله دیفرانسیل فوق هندسی به شکل زیر تبدیل می2و معادله )
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          0n n ns y s s y s y s                                                                          (9) 

همچنین  s شود زیر تعریف می مشتق لگاریتمی بصورت 

 

 

 

 

s s

s s

 

 


                                                                                                             (4) 

و  syn  شوندل رودریگز داده میهای آن توس  فرموباشد که جوابفوق هندسی میتابع تابعی از جنس 

 
 

   
n

nn
n n

B d
y s s s

s ds
 


                                                                                   (5) 

nB  ثابت نرمالیزاسیون است و تابع وزن s باید در شرط زیر صدق کند 

 
 

 
       ,

sd
w s w s w s s s

ds s


 


                                                        (6) 

تابع  s  و پارامتر شوندمورد نیاز برای این روش بصورت زیر تعریف می 

 
2

2 2
s k

   
  

   
    

 
                                                                        (9) 

 k s                                                                                                               (8) 

، عبارت زیر رادیکال باید مربع کامل باشد. بنابراین یک معادله جدید ویژه مقداری بصیورت kبرای پیدا کردن مقدار

 آید زیر بدست می

 
 

 
1

2
n

n n
n s s   


                                                                                   (3) 

 که

     2s s s                                                                                                   (20) 

و مشتق  s باشد برای هر پتانسیلی می گونهشرودینگرله زیر یک شکل کلی از معادله باید منفی باشد. معاد 

   
 

22

1 2 31 2

22

3 3

0
1 1

n

s ssd d
s

ds s s ds s s

   


 

 
  

   
    

                                                  (22) 

 آوریم( مقایسه شود، بدست می2( با معادله )22. هنگامی که معادله )]10[ کنیمکه آنرا به روش زیر حل می

  1 2s s                                                                                                           (21) 

 و

   31s s s                                                                                                      (29) 
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 همچنین

  2

1 2 3s s s                                                                                                   (24) 

 ( خواهیم داشت9( در معادله )24-21با جایگذاری رواب  )

     
1

2 2
4 5 6 3 7 8s s k s k s                                                              (25) 

 که

 

 

4 1

5 2 3

2

6 5 1

7 4 5 2

2

8 4 3

1
1

2

1
2

2

2

 

  

  

   

  

 

 

 

 

 

                                                                                                    (26) 

 جمله زیر رادیکال باید مربع کامل باشد، بطوریکه NU(، بر طبق روش 26در معادله )

 1,2 7 3 8 8 92 2k                                                                                         (29) 

 کنیمکه تعریف می

2

9 3 7 3 8 6                                                                                                    (28) 

 شود. برای  بدست آورده می یک تابع  kبرای هر 

 7 3 8 8 92 2k                                                                                            (23) 

 شودمی 

   4 5 9 3 8 8s s s           
 

                                                           (10) 

 ( داریم25( و )21(، )20یکسان، از معادلات ) kبرای 

     1 4 2 5 9 3 8 82 2 2s s s               
 

                                    (12) 

 آوریمو بدست می

     

 

2 5 9 3 8

3 9 3 8

2 2

2 2 0

s     

   

     

    
                                                                    (11) 

 شود( بکار برده شود، رابطه زیر استنتاک می19( و )11( با معادلات )8هنگامیکه معادله )
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      2 5 9 3 8 3

7 3 8 8 9

2 1 2 1 1

2 2 0

n n n n n     

    

      

   

                                      (19) 

 ( خواهیم داشت6دهد. از معادله )شده را بدست می این معادله طیف انرژی مساله داده

   
11

1010
3

11

31s s s



 

 
                                                                                      (14) 

 آوریم( استفاده شود، بدست می5و هنگامیکه این معادله در معادله )

   
11

10 10
3

( 1, 1)

31 2n ny s P s


 

 
  

                                                                               (15) 

 که

10 1 4 82 2                                                                                                   (16) 

 و

 11 2 5 9 3 82 2                                                                                     (19) 

و  ,

nP
  (4ایهای ژاکوبی هستند. از معادله )چند جمله 

   
13

1212
331s s s




 
 

                                                                                          (18) 

 آیدشود و در نهایت، جواب کلی به شکل زیر بدست میبدست آورده می

     n ns s y s                                                                                                    (13) 

     
11

13 10 10
12 312

3

( 1, 1)

3 31 1 2ns s s P s


  

 
  

  
 

                                                    (90) 

 که 

12 4 8                                                                                                            (92) 

 و

 13 5 9 3 8                                                                                              (91) 

3در بعضی مسائل  0 برای این نوع مسائل هنگامیکه . 

   
11

10 10
3 10

3

( 1, 1)
1

3 11
0

lim 1n nP s L s


 

 


 

  



                                                                  (99) 

 و
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 
13

12 13
3

3

3
0

lim 1
s

s e


 





 


                                                                                          (94) 

 شود( بصورت زیر می90جواب داده شده در )

   13 1012 1

11

s

ns s e L s
  

                                                                                      (95) 

( را استفاده کنیم. در این مورد، روش کار مشابه خواهیم داشت 22در بعضی موارد، نیاز داریم که جواب دوم معادله )

 با استفاده از

 7 3 8 8 92 2k                                                                                            (96) 

 شودجواب بصورت زیر می

     

*
* * *11

* 13 10 10*
12 312

3

( 1, 1)

3 31 1 2ns s s P s


  

 
  

  
 

                                                     (99) 

 و برای طیف انرژی نیز خواهیم داشت

      2 5 9 3 8 3

7 3 8 8 9

2 1 2 1 1

2 2 0

n n n n n     

    

      

   

                                     (98) 

 شوندکه اینبار ضرایب بصورت زیر تعریف می

 

 

*

10 1 4 8

*

11 2 5 9 3 8

*

12 4 8

*

13 5 9 3 8

2 2

2 2

   

     

  

    

  

   

 

  

                                                                             (93) 

 

 (Asymptotic iteration method (AIM)روش تکرار حدی ) 4-3

  ]15-12[ شوندبرای حل معادلات دیفرانسیل درجه دوم بصورت زیر بکار برده می AIMروش 

2

0 02

( ) ( )
( ) ( ) ( )

d y x dy x
x S x y x

dx dx
                                                                        (40) 

0که  ( )x  0و ( )S x 0رند و یپذپیوسته و انتگرال ( )x ( بصیورت زییر40باشد. جیواب معادلیه )مخا  صفر می 

 باشدمی

1 ( )
( ) exp

( )

x
k n
n

n

S x
y x N dx

x

  
  

 
                                                                             (42) 
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 باشد و ثابت انتگرال می Nکه 

1
1 0 1

( )
( ) ( ) ( ) ( )n

n n n

d x
x S x x x

dx


  

                                                                 (41) 

1
0 1

( )
( ) ( ) ( )n

n n

dS x
S x S x x

dx


                                                                               (49) 

0kبرای    داریم 

1

1

( ) ( )
( )

( ) ( )

k k

k k

S x S x
x

x x


 




                                                                                            (44) 

 آینددر این روش، ویژه مقادیر از دترمینان زیر بدست می

1

1

( ) ( )
( ) 0

( ) ( )

k k

k

k k

x x
x

S x S x

  



                                                                                     (45) 

توانیم ویژه مقادیر و ویژه توابع مربوطه را بدسیت ( می24( و )54باشد. با استفاده از معادلات )تعداد تکرار می kکه 

  آوریم. 

 

 

 فصل پنجم

 ایهای هستهمعادله دیراک در حضور پتانسیل

 با تقارنهای کروی اسپینی و شبه اسپینی 
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 مقدمه 5-1

های مختلف بررسی نماییم و وجود ترازهای تیبهگن را های کروی دیراک را با پتانسیلاین فصل قصد داریم تقارن در

 خواهیم با استفاده از پتانسیل تانسوری، شکافتگی این ترازها را نشان دهیم.مشاهده نماییم. همچنین می

 Mieپتانسیل  5-2

-، بطور کلی بصورت زیر تعرییف میی]94-16[ باشددو اتمی می هایکه که پتانسیل مهم در مولکول Mieپتانسیل 

 شود

 




































a

e

b

e
e

r

r

ab

b

r

r

ab

a
DrV                                                                         (2) 
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بیرای مثیال،  باشد.می erی مولکول در فاصله اتمهاانرژی برهمکنش بین  eDباشند، ضرائب ثابت می bو  aکه   

 شودتبدیل می Fues-Kratzerیا همان  Morse، پتانسیل فوق به پتانسیل استاندارد 1bو  2aهنگامیکه 
















2

22

r

r

r

r
DV ee

eKF                                                                                                (1) 

 آیدبصورت زیر در می Modified Kratzerو یا به فرم پتانسیل 

2








 


r

rr
DV e

eMK                                                                                                      (9) 

 توان به شکل کلی زیر نوشترا می Mieپتانسیل 

c
r

B

r

A
VMT 

2
                                                                                                      (4) 

 

 اسپینی و شبه اسپینیهای تحت تقارن Mieراک با پتانسیل دله دیحل دقیق معا 5-2-1

های اسکالر همانطوریکه قبف ذکر شد، معادله دیراک در حضور پتانسیل rS  و بیرداری rV بصیورت زییر میی-

1cباشد) ) 

          rrVErrSmp  


.                                                                   (5) 

انرژی نسبیتی سیستم و  Eکه 


ip باشید.ای مییعملگر سه بعدی اندازه حرکت زاویه 

-میاتریس و  

 باشنددیراک می 44های 






















I

I

0

0
,

0

0





 




                                                                                 (6) 

که 

Jای کیل هستند. عملگرهای اندازه حرکت زاوییه 22ماتریس یکه  Iماتریس پاولی و  


میدار -و اسیپین 

 1.  LK


 که ،L

شیوند. وییژه مقیادیر باشد، با هامیلتونی دیراک جابجا میای مداری میاندازه حرکت زاویه 
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0مییدار -عملگییر اسییپین
2

1








 j  0و

2

1








 j  بییه ترتیییب بییرای

2

1
 lj  و

2

1
 lj 

هستند. بنابراین  zJJKH ,,, تیوانیم باشند. پیس اسیپینورهای دییراک را مییدارای ویژه توابع همزمان می 22

 بصورت زیر بنویسیم

 
 
 

 
 

 
 










































,

,

~
l

jm
n

l

jm

n

n

n

n

Y
r

rG
i

Y
r

rF

rg

rf
r 




                                                                  (9) 

که  rf n


  مولفه بالایی )بزرگ( و rgn


  .مولفه پایینی )کوچک( دییراک هسیتند  ,l

jmY  و  ,
~
l

jmY 

باشد. می zای کل روی محور تصویر اندازه حرکت زاویه mباشند و های کروی اسپینی و شبه اسپینی میهماهنگ

( به دو معادله دیفرانسیل جفت شده برای 5( در معادله )9با جایگذاری معادله ) rFn  و rGn  به شیکل زییر

 رسیممی

      rGrEMrF
rdr

d
nnn 











  (8الف)                                                              

      rFrEMrG
rdr

d
nnn 











  (8ب)                                                              

 که 

     rSrVr   (3الف)                                                                                                    

     rSrVr   (3ب)                                                                                                    

با حذ   rFn  و rGn ( به ترتیب، به معادله دیفرانسییل مرتبیه دوم شیبه شیرودینگر بیرای 8در معادلات ،)

 رسیم  میمولفه بالایی و پایینی 
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 
 

     

 

 
 

2

2 2

1

0

n

n n n

n

d
G r

dr r

d r d

dr dr r
M E r M E r G r

M E r



  



 



 
 

 

   
  

         
  

 
 

 (20الف)    

 
 

     

 

 
 

2

2 2

1

0

n

n n n

n

d
F r

dr r

d r d

dr dr r
M E r M E r F r

M E r



  



 



 
 

 

   
  

         
  

 
 

 (20ب)    

که    1
~~

1  ll  و   11  ll. 

 تقارن شبه اسپینی 5-2-2

دهد که تقارن شبه اسپینی هنگامی در معادله دیراک رخ می
 

0


dr

rd
یا    Constantpsr C   ]95-

 الف( داریم20. درنتیجه از معادله )]96

 
      0

1
22

2












 rGCEMrEM

rdr

d
npsnn 


                             (22) 

lکه 
~

  0برای   1و
~
 l  0برای  کنییممی. حال در اینجا فرض  r  بعنیوان پتانسییل

Mie آیددر نظر گرفته شود و معادله فوق به فرم زیر در می 

 
  0

1 2

222

2





















 rGC

r

B

r

A

rdr

d
n


                                                (21) 

 که

psn CME    (29الف)                                                                                                 

  psnn CEMEM   2  (29ب)                                                                           
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کنییم. تغیییر متغییر فصل قبل ذکیر شیده اسیتفاده میی که در NU( از روش 21برای بدست آوردن جواب معادله )

rsمناسب بصورت   آید( بصورت زیر در می21باشد و معادله )می 

 
  0

1 2

222

2





















 sGC

s

B

s

A

sds

d
n


                                                (24) 

 یا

 
  0

2

2

11

2

2








 
 sG

s

sCsB

ds

sGd
n

n


 
                                                                 (25) 

 که

 

2

1

1

1













CC

BB

A

                                                                                                   (26) 

 آوریمایهای مرتب  با روش را بصورت زیر بدست می(، چند جمله2-4با مقایسه معادله فوق و معادله )

 
 

 

  2

11

22

~

0~

sCsBs

ss

ss

s

















                                                                                                (29) 

(،9-4با استفاده از معادله ) s شودبصورت زیر پیدا می 

 

 

 

1 1 1

1 1 1

1 1
1 4

2 4

1 1
1 4

2 4

C s for k B C

s

C s for k B C

 



 

  
         

  
 

 
         
 

                 (28) 

تابع  s آوریمرا هنگامی که مشتق آن منفی است بصورت زیر بدست می 
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   1 1 1

1
1 2 1 4

4
s C s for k B C  

 
         

 
                    

(23) 

 آید( رابطه انرژی بصورت زیر بدست می3-4( و )8-4از معادلات )

    

 

 
2

1
2 1 2

2

n ps n n ps

n ps

n ps

E M C C M E M E C

E M C B

n E M C A

  





     

 


 
      

 

      (10) 

0در حالت خاص، هنگامی که  CA  0وpsCدنآی، ویژه مقادیر انرژی برای پتانسیل کولنی بدست می 

 

 

2 2

2 2

2 2

2 2
n

n B
E M

n B






 
 

 
                                                                                 (12) 

 کنیم( پیدا می6-4معادله )برای پیدا کردن تابع موک، ابتدا تابع وزن را از 

 
2

1

24 C s
s s e


 


 

                                                                                          (11) 

 آوریم(، قسمت اول تابع موک را به فرم زیر بدست می5-4( در معادله )11با جایگذاری )

   2n n ny s C L s                                                                                                  (19) 

که  rLn ایهای لاگر، چند جملهnC  ،2ضریب نرمالیزاسیون  C  و
1

4
   بیا  .باشیندمیی

 آید(، قسمت دیگر تابع موک بصورت زیر بدست می4-4استفاده از معادله )

 
 

1
1

2ss e s





                                                                                                      (14) 

در نتیجه تابع موک دیراک برای  rGn فرم زیر خواهد شد به 

 
 

 
1

1
2 2r

n n nG r C e r L r


 

  


                                                                            (15) 
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 آیدو مولفه بالایی در حالت تقارن شبه اسپینی از رابطه زیر بدست می

   rG
rdr

d

CEM
rF n

psn

n 



















1
                                                               (16) 

psCMEکه   90، 24[ آیندو فق  ویژه مقادیر منفی در این تقارن بدست می[. 

 تقارن اسپینی 5-2-3

دهد که اسپینی هنگامی در معادله دیراک رخ می تقارن
 

0


dr

rd
ییا    Constantsr C   ]95-96[ .

 ب( داریم20درنتیجه از معادله )

 
       0

1
22

2












 rFrEMCEM

rdr

d
nnsn 


                              (19) 

0برای  lکه    1وl     0برای  کنییمفیرض میی. حال در اینجا  r  بعنیوان پتانسییل

Mie آیددر نظر گرفته شود و معادله فوق به فرم زیر در می 

 
  0

~~1 2

222

2





















 rFC

r

B

r

A

rdr

d
n


                                                (18) 

 که

sn CME  ~  (13الف)                                                                                                  

  snn CEMEM   2~
 (13ب)                                                                            

کنییم. تغیییر متغییر در فصل قبل ذکیر شیده اسیتفاده مییکه  NU( از روش 18برای بدست آوردن جواب معادله )

rsمناسب بصورت   آید( بصورت زیر در می18باشد و معادله )می 

     
  0

~~~~1
2

22

2

2




 sF
s

sCBsA

ds

sFd
n

n


 

                                   (90) 

 ندآیهمانند بخش قبل، ویژه مقادیر انرژی در حالت اسپینی بصورت زیر بدست می
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    

 

 
2

1
2 1 2

2

n s n n s

n s

n s

M E C C M E M E C

M E C B

n M E C A

  





     

 


 
      

 

                (92) 

0در حالت خاص، هنگامی که  CA  0وsC ویژه مقادیر انرژی برای پتانسیل کولنی در حد ایین تقیارن ،

 دنآیبدست می

 

 

2 2

2 2

2 2 2

2 2 2
n

n B
E M

n B






  


  
                                                                                  (91) 

 آوریمتابع موک اسپینی را به فرم زیر بدست میو 

 
 

 
1

1
2 2r

n n nF r C e r L r


 

  


                                                                                (99) 

 

nCکه 
~
~~~2ضریب نرمالیزاسییون،     C  21و

2 ( )
2

A     مولفیه پیایینی در  .باشیندمیی

 آیدحالت تقارن اسپینی از رابطه زیر بدست می

   rF
rdr

d

CEM
rG n

sn

n 



















1
                                                                (94) 

sCMEکه   90، 24[ آیندو فق  ویژه مقادیر مثبت در این تقارن بدست می[. 

هییای جفییت 1 2 3 21 ,0s d ، 3 2 5 21 ,0p f ، 5 2 7 21 ,0d g ، 7 2 9 21 ,0f hرا  ا، ... تییبهگن هسییتند و اینهیی

های شناسم. در مقابل، جفتبعنوان جفت شبه اسپینی می 1 2 3 2,np np ، 3 2 5 2,nd nd ، 5 2 7 2,nf nf ،

 7 2 9 2,ng ngدیر ا، وییژه مقی2-5شناسیم. در جیدول اسپینی می هایرا بعنوان جفت ا، ... تبهگن هستند و اینه

Fues-Kratzer (2انرژی را در حالت شبه اسیپینی بیرای پتانسییل 

eerDA ، ee DrB 2 0وC بدسیت)
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15Mآوردییییم. همچنیییین پارامترهیییا را اینگونیییه گیییرفتیم:  fm  ،11.25eD fm  ،0.35er fm  و

0s psC C . 

  در حالت تقارن شبه اسپینی Kratzer-Fuesی پتانسیل ویژه مقادیر انرژ 1-5جدول

 

l
 

, 0n    ,l j

 

, 0nE    

Present 
method 

, 0nE    

Ref. 

[31] 

1, 0n  

 

 2, 1l j 

 
1, 0nE    

Present 
method 

1, 0nE    

Ref.  

[31] 

1 1, -1 
1 21s  -4.67230519 -4.672305 0, 2 

3 20d  -4.67230519 -4.672305 

2 1, -2 
3 21p

 

-4.86042063 -4.860421 0, 3 
5 20f  -4.86042063 -4.860421 

3 1, -3 
5 21d

 

-4.91678201 -4.916782 0, 4 
7 20g  -4.91678201 -4.916782 

4 1, -4 
7 21f

 

-4.94395339 -4.943953 0, 5 
9 20h  -4.94395339 -4.983077 

1 2, -1 
1 22s

 

-4.83354685 -4.833547 1, 2 
3 21d  -4.83354685 -4.833547 

2 2, -2 
3 22p

 

-4.91359475 -4.913595 1, 3 
3 21d  -4.91359475 -4.913595 

3 2, -3 
5 22d

 

-4.94294099 -4.942941 1, 4 
7 21g  -4.94294099 -4.942941 

4 2, -4 
7 22f

 

-4.95910352 -4.959104 1, 5 
9 21h  -4.95910352 -4.959104 

 

 

 ، ویژه مقادیر انرژی را برای همین پتانسیل در حالت اسپینی محاسبه کردیم.1-5در جدول 

  در حالت تقارن اسپینی Kratzer-Fuesی پتانسیل ویژه مقادیر انرژ 2-5جدول

 

l
 

, 0n  

 

 , 1 2l j l 

 
, 0nE   

Present 
method 

, 0nE   

Ref. 

[31] 

, 0n     , 1 2l j l 

 
, 0nE    

Present 
method 

, 0nE    

Ref.  

[31] 

1 0, -2 
3 20p  4.68656999 4.686570 0, 1 

1 20p  4.68656999 4.686570 
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2 0, -3 
5 20d  4.82568793 4.825688 0, 2 

3 20d  4.82568793 4.825688 

3 0, -4 
7 20f  4.89316704 4.893167 0, 3 

5 20f  4.89316704 4.893167 

4 0, -5 
9 20g  4.92878602 4.928786 0, 4 

7 20g  4.92878602 4.928786 

1 1, -2 
3 21p  4.84066792 4.840668 1, 1 

1 21p  4.84066792 4.840668 

2 1, -3 
5 21d  4.89690965 4.896810 1, 2 

3 21d  4.89690965 4.896810 

3 1, -4 
7 21f  4.93000202 4.930002 1, 3 

5 21f  4.93000202 4.930002 

4 1, -5 
9 21g  4.94991153 4.949911 1, 4 

7 21g  4.94991153 4.949911 

) Modified Kratzer، وییژه مقیادیر حالیت اسیپینی و شیبه اسیپینی را بیرای پتانسییل 4-5و  9-5در جیدول 

2

eerDA ،ee DrB 2 وeDC شایان ذکر اسیت کیه تمیامی محاسیبات بیا کارهیای ]99[( بدست آوردیم .

 .]90[ دیگران مقایسه شده است و نشان از صحت محاسبات دارد

 

 

 

 

 

 

  در حالت تقارن شبه اسپینی  Modified-Kratzerی پتانسیلویژه مقادیر انرژ 3-5جدول

 

l  , 0n    ,l j

 
, 0nE    

Present 

method 

, 0nE    

Ref. 

[31] 

1, 0n     2, 1l j 

 
1, 0nE    

Present 

method 

1, 0nE    

Ref.  

[31] 

1 1, -1 
1 21s

 

-3.48488819 -3.484888 0, 2 
3 20d  -3.48488819 -3.484888 

2 1, -2 
3 21p

 

-3.63062575 -3.630626 0, 3 
5 20f  -3.63062575 -3.630626 

3 1, -3 
5 21d

 

-3.67804814 -3.678048 0, 4 
7 20g  -3.67804814 -3.678048 

4 1, -4 
7 21f -3.70132419 -3.701324 0, 5 

9 20h  -3.70132419 -3.701324 
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1 2, -1 
1 22s

 

-3.61269251 -3.612693 1, 2 
3 21d  -3.61269251 -3.612693 

2 2, -2 
3 22p

 

-3.67541605 -3.675416 1, 3 
3 21d  -3.67541605 -3.675416 

3 2, -3 
5 22d

 

-3.70056675 -3.700567 1, 4 
7 21g  -3.70056675 -3.700567 

4 2, -4 
7 22f

 

-3.71444381 -3.714444 1, 5 
9 21h  -3.71444381 -3.714444 

 

  در حالت تقارن اسپینی  Modified-Kratzerی پتانسیلویژه مقادیر انرژ 4-5جدول

 

l
 

, 0n    , 1 2l j l   
, 0nE    

Present 
method 

, 0nE    

Ref. 

[31] 

, 0n    , 1 2l j l 

 
, 0nE    

Present 
method 

, 0nE    

Ref. 

[31] 

1 0, -2 
3 20p  5.91047417 5.910474 0, 1 

1 20p  5.91047417 5.910474 

2 0, -3 
5 20d  6.05779079 6.057791 0, 2 

3 20d  6.05779079 6.057791 

3 0, -4 
7 20f  6.13123835 6.131238 0, 3 

5 20f  6.13123835 6.131238 

4 0, -5 
9 20g  6.17050675 6.170507 0, 4 

7 20g  6.17050675 6.170507 

1 1, -2 
3 21p  6.07559522 6.075595 1, 1 

1 21p  6.07559522 6.075595 

2 1, -3 
5 21d  6.13581428 6.135814 1, 2 

3 21d  6.13581428 6.135814 

3 1, -4 
7 21f  6.17201317 6.172013 1, 3 

5 21f  6.17201317 6.172013 

4 1, -5 
9 21g  6.19401907 6.194019 1, 4 

7 21g  6.19401907 6.194019 

ای دارد. شیایان ذکیر اسیت کیه هایی را بررسی خواهیم کرد که کاربرد بیشتری در فیزیک هسیتهدر ادامه پتانسیلی

 .]39-93[اند تحلیلی و یا تقریبی شرودینگرگونه را تحقیق کردهنویسندگان زیادی معادلات دیفرانسیل 

 

 Eckartپتانسیل  5-3
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شیکل ایین  .]38، 44[ باشدمی Eckartدارد پتانسیل  ایتری در فیزیک هستههایی که شکل واقعییکی از پتانسیل

 باشدپتانسیل در سه بعد بصورت زیر می

  2

1 2cosech cothV r V r V r                                                                               (95) 

)یعنیی  sکنند. ایین پتانسییل فقی  در حالیت میوک محدوده پتانسیل را تعیین می  عمق چاه و  2Vو  1Vکه 

0l 0های ( حل دقیق دارد. بنابراین برای حل حالتl  باید از حل تقریبی کمک بگیریم. همچنین در شیکل ،

 ایم.رسم نموده rاین پتانسیل را بر حسب  5-2

 

 

 Eckartپتانسیل  1-5شکل 

 

 

شدبه اسدپینی در حضدور پتانسدیل  تحت تقارن Eckartحل تقریبی معادله دیراک با پتانسیل  5-3-1

 تانسوری

های اسیکالر معادله دیراک در حضور پتانسیل rS بیرداری ، rV  و تانسیوری( )U r باشید)بصیورت زییر میی

1c ) 
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          ˆ. .M S r i U r E V r             p r r r                               (96) 

 با استفاد از رواب  

    . . . .i    A B A B A B  (99الف)                                                                         

 
.

ˆ ˆ. . . i
r

 
  

 


 

L
P r r P  (99ب)                                                                                   

 همچنین رواب  و

       

       

     

     

. , 1 ,

. , 1 ,

ˆ. , ,

ˆ. , ,

l l

jm jm

l l

jm jm

l l

jm jm

l l

jm jm

Y Y

Y Y

Y Y

Y Y

    

    

   

   

 

  

 

 









L

L

r

r

                                                                       (98) 

 ]203-33[ رسیمبه معادلات دیفرانسیل کوپل شده مرتبه اول می

        n n n

d
U r F r M E r G r

dr r
  

 
     

 
 (93الف)                                          

        n n n

d
U r G r M E r F r

dr r
  

 
     

 
 (93ب)                                           

 که

     r V r S r    (40الف)                                                                                           

     r V r S r    (40ب)                                                                                              

با حذ   rFn و  rGn ( به ترتیب، به معادله دیفرانسیل مرتبه دوم شیبه شیرودینگر بیرای 93در معادلات ،)

 رسیم  مولفه بالایی و پایینی می
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 
 

 
 

 

 
   

       

2
2

2 2

1 2
n

n

n n n

d r

dU rd ddrU r U r U r F r
dr r r dr M E r dr r

M E r M E r F r





  

   

 
   

        
    

  

      

         (42) 

 
 

 
 

 

 
   

       

2
2

2 2

1 2
n

n

n n n

d r

dU rd ddrU r U r U r G r
dr r r dr M E r dr r

M E r M E r G r





  

   

 
   

        
    

  

      

      (41) 

که    1 1l l      و   1 1l l    . 

 تقارن شبه اسپینی 5-3-2

کنیم که در اینجا فرض می r پتانسیل ،Eckart و پتانسیل تانسوری از جنس کولنی باشد 

  2

1 2cos cothr V ech r V r                                                                               (49) 

 
H

U r
r

                                                                                                              (44) 

 شود( بصورت زیر تبدیل می41باشد. در نتیجه معادله )یک ثابت بدون بعد می Hکه 

 
 

   

2 2

2 2 2 2 2

2 2

1 2

1 2

cosech coth 0

n

n

d H H H
G r

dr r r r r

V r V r G r





  

   

 
    

 

    
 

                        (45) 

nکه  psE M C     و  2

n n psM E M E C      معادله دیفرانسیل فیوق بعلیت وجیود .

 کنیمباشد. بهمین علت از تقریب زیر استفاده میی حل تحلیلی و دقیق نمیامدار دار-جمله اسپین

 

2
2

22
2

1
4

1

r

r

e

r e












                                                                                                 (46) 

 ، تقریب فوق را رسم نموده تا درستی استفاده از آن نشان داده شود.1-5در شکل 



 69 

 

21جمله   2-5شکل r   0.015( و تقریب آن با ممتد)خ    0.01( و نقطه)خ    (.فاصله)خ 
 

 شود به( تبدیل می45بنابراین معادله )

 
   

 
2 2 2 2

2

1 22 22 2
2 2

1
4 1 4 0

11 1

r r r

nr
r r

d e e e
V V G r

dr ee e

  

  
 

 
  


 

 
        

  
 

            (49) 

Hکه     برای حل معادله دیفرانسیل فوق از روش پارامتری .NU  استفاده خواهیم کرد که در فصل قبل

21. با تغییر متغیر ستا داده شدهشرح  rs e  ( بصورت زیر درمی49، معادله )آید 

 
 

  
   

2

2

2
22

2 1 12

1

1 1
2 0

4 4 41

n

n

d s d
G r

ds s s ds

V
s V V s V G r

s s





 


 
 

  

 
       

  

  (48) 

 که 

 2

1 1 1V V                                                                                                 (43) 

 آوریمب زیر را بدست میئ( ضرا22-4( و معادله )48با مقایسه معادله )

0 5 10 15
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

r
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 

2
1 1

2 2 2 1

2

3 3 1

0,
4

1
1, 2

4

1,
4

V

V V

V


 

  


 

 

  

  

                                                                  (50) 

 و

   

 

4 5

6 2 7 2 1

2
2

8 1 9 1 2

1 1
,

2 2

1 1 1
1 , 2

4 2 4

1 1
, 5

4 4 4

V V V

V V V

 

   


   

  

     

     

                                         (52) 

 ]220[ آیدبسته انرژی بصورت زیر بدست می شکل(، 19-4در نتیجه با جایگذاری رواب  فوق در معادله )

 

  

2 2
2 2

1 1 2

2 2

1 2

1 3 9 1
5 1 4

2 4 2 2 2

1
5 1 4 0

2

n V n V V V

V V V


  

  

   
             

   

     

              (51) 

 ( داریم90-4از رواب  فوق و معادله ) و برای تابع موک نیز

     
2 2 2 2

1 2 1 2

1 1(1 1 4 ) 5 ( 1 4 , 5 )2 21 1 2
V V V V V V

n nG s s s P s
     



         
                           (59) 

 آیدب( بصورت زیر بدست می93مولفه بالایی دیراک نیز از معادله )

     
1

n n

n ps

d
F r U r G r

M E C dr r
 



 
   

   
                                                  (54) 

psCMEکه   حاسبات عددی وییژه ، برخی م6-5و  5-5آیند. در جدول و فق  ویژه مقادیر منفی بدست می

0.015اند. ضرایب پتانسیل عبارتنید از: ( محاسبه شده51رابطه )مقادیر انرژی   ،1 0.001V  ،2 0.01V  

1Mو همچنین    4وpsC   1ضیریب پتانسییل تانسیوری را  5-5. در جدولH   ایین  6-5و در جیدول

5Hضریب را   ( 0درنظر گرفتیم و با حالتی که پتانسیل تانسوری وجود نداردH .مقایسه کردیم ،) 
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  در حالت تقارن شبه اسپینی  Eckart ی پتانسیلویژه مقادیر انرژ 5-5جدول

 

l
 

, 0n 
 

 ,l j

 
, 0nE   

Present 
work 

, 0nE   

Ref. [44] 

0H   

1, 0n 
 

 2, 1l j 

 
1, 0nE 

Present 
work 

1, 0nE   

Ref. [44] 

0H   

1 1, -1 
1 21s

 

−2.999746 -2.999369 0, 2 
3 20d  

−2.998416 -2.999369 

2 1, -2 
3 21p

 

−2.999199 

 

-2.999102 0, 3 
5 20f  

−2.997405 -2.999102 

3 1, -3 
5 21d

 

−2.998416 -2.998771 0, 4 
7 20g  

−2.996165 -2.998771 

4 1, -4 
7 21f

 

−2.997405 -2.998380 0, 5 
9 20h  

−2.994698 -2.998380 

1 2, -1 
1 22s

 

−2.999193 -2.992722 1, 2 
3 21d  

−2.9974017

99 

-2.992722 

2 2, -2 
3 22p

 

−2.998413 

 

-2.998352 1, 3 
3 21d  

−2.996162 -2.998352 

3 2, -3 
5 22d

 

−2.997402 -2.997103 1, 4 
7 21g  

−2.994695 -2.997103 

4 2, -4 
7 22f

 

−2.996162 -2.997411 1, 5 
9 21h  

−2.992999 -2.997411 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  در حالت تقارن شبه اسپینیEckart ی پتانسیل ویژه مقادیر انرژ 6-5جدول 
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l
 

, 0n 
 

 ,l j  
, 0nE   

Present 
work 

, 0nE   

Ref. [44] 

0H   

1, 0n 
 

 2, 1l j 

 
1, 0nE 

Present 
work 

1, 0nE   

Ref. [44] 

0H   

1 1, -1 
1 21s  

−2.997405 -2.999369 0, 2 
3 20d  

−2.993002 -2.999369 

2 1, -2 
3 21p  

−2.998416 -2.999102 0, 3 
5 20f  

−2.991076 -2.999102 

3 1, -3 
5 21d  

−2.999198 -2.998771 0, 4 
7 20g  

−2.988919 -2.998771 

4 1, -4 
7 21f  

−2.999746 -2.998380 0, 5 
9 20h  

−2.986529 -2.998380 

1 2, -1 
1 22s  

−2.996162 -2.992722 1, 2 
3 21d  

−2.991072 -2.992722 

2 2, -2 
3 22p

 

−2.997402 -2.998352 1, 3 
3 21d  

−2.988915 -2.998352 

3 2, -3 
5 22d

 

−2.998413 -2.997103 1, 4 
7 21g  

−2.986525 
 

-2.997103 

4 2, -4 
7 22f  

−2.999193 -2.997411 1, 5 
9 21h  

−2.983901 -2.997411 

 

هیای شییبه اسییپینی کنیییم، تبهگنیی بییین جفییتمشییاهده میی ی فییوقهیاجییدول همانطوریکیه از 1 2 3 21 ,0s d ،

 3 2 5 21 ,0p f ، 5 2 7 21 ,0d g220[ ، ... در حضور پتانسیل تانسوری از بین رفته است[. 

 

 Killingbeckپتانسیل  5-4

باشید. ایین میی Killingbeckای و ذرات بنییادی پتانسییل های پرکاربرد در فیزییک هسیتهیکی دیگر از پتانسیل

 پتانسیل از سه جمله کولنی، خطی و نوسانگر هماهنگ به فرم زیر تشکیل شده است

  2 c
V r ar br

r
                                                                                                     (55) 

 با جایگذاری پتانسیل فوق در معادله دیراک در حالت تقارن اسپینی خواهیم داشت

   
2

2 2 2

2 2

( 1)
0n

d c
M E M E ar br F r

dr r r


     
          

   
                      (56) 
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باشید. بیرای حیل ایین گونیه معیادلات از روش حدسیی ی دیراک دارای حل دقیق نمییبرای مولفه بالای معادله فوق

  گیریمکنیم. در ابتدا تابع موک را بصورت زیر در نظر میاستفاده می

     expn nF r p r g r                                                                                           (59) 

 آن که در

 
 

 

1

2

1,2,3,...

1 0

1
ln

2

n
n

i

in

r n
p r

n

g r r r r



  




 

 
 

   



                                                                (58) 

 و  .( خواهیم داشت59از معادله ) ضرایب ثابت و مثبت هستند 

     
     

 
 

2
2

2

2n nn
n n

n

p r p r g rd F
F r g r g r F r

dr p r


 

   
       

 
                     (53) 

0n برای حالت  آوریمبدست می 

2 2
2 2 20

2 2 2

2
2 2

d F
r r

dr r r r

   
                                                      (60) 

 ]222[خواهیم داشت  r( و مساوی قرار دادن ضرائب 56ادله فوق در معادله )با جایگذاری مع

 a E M    (62الف)                                                                                                   

  2M E c    (62ب)                                                                                                   

  2M E b    (62ک)                                                                                                  

 2 1 0
1

 
   

 

 
     

 
 (62د)                                                                        

 2 2 21 2E M        (62ه)                                                                                     

1نهایت، با توجه به شرای  مرزی در مبدا و بی   یم. بنیابراین شیرط محیدود کننیده روی کنیرا انتخاب می

 کنیمضرائب پتانسیل را بصورت زیر پیدا می

  
 

 

1 b
c

E M a

 



                                                                                                     (61) 

0n(،به ویژه مقادیر انرژی را برای حالت پایه 62دله فوق و معادلات )ااز مع  222[رسیمبصورت زیر می[  
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   0 0 2 3
2 1

c
E M E M a  


    


                                                           (69) 

 ]222[ شودهمچنین، ویژه توابع در حالت پایه برای مولفه بالایی بصورت زیر داده می

 
 201

1 2
0 0

E M
ar br

aF r N r e




 


 

                                                                              (64) 

0Nکه   0 باشد و مولفه پایینیثابت نرمالیزاسیون میG  آیددر حالت پایه از رابطه زیر بدست می 

0 0

0

1
k

d
G F

M E dr r




 
  

  
                                                                                 (65) 

 

 های تانسوری خطی و کولنیدر حضور پتانسیل شبه هارمونیکپتانسیل  5-5

 شودبصورت زیر تعریف می شبه هارمونیکپتانسیل 

2

( ) ,e
e

e

rr
V r D

r r

 
  

 
 ( 66 ) 

-. شکل ساده این پتانسیل بصورت زیر مییباشندضرائب جایی انرژی و نقطه تعادل بترتیب می erو  eDکه در آن 

 باشد

2

2
( ) ,

B
V r Ar C

r
   ( 96 ) 

 که در آن

2

2
, , 2 .e

e e e

e

D
A B D r C D

r
    ( 86 ) 

 تقارن شبه اسپینی 5-5-1

های اسکالر و برداری را بعنوان پتانسیل شبه هارمونیک و همچنین قسیمت تانسیوری اختف  پتانسیلدر این بخش، 

 گیریمهای خطی و کولنی در نظر میرا مجموع پتانسیل

  2

2
,

B
r Ar C

r
    ( 36 ) 

  ,
H

U r r
r

   (90) 
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های فیوق در معادلیه شیرودینگرگونه بیرای مولفیه با جایگذاری پتانسیل باشند.ضرائب ثابت می و  Hکه در آن 

 پایینی خواهیم داشت

 
 

 

2 2
2

2 2 2 2 2

2 2

2

1 2
(2 2 1)

,

n

n

d H H H
r H G r

dr r r r r

B
Ar C G r

r





  
  

 

 
        

 

  
     

  

 (92) 

nکه  psE M C     و  2

n n psM E M E C     .  2با تغییر متغیرs r رابطیه فیوق ،

 شودبصورت زیر بازنویسی می

 
2

2 2

2 2

1 1
0,

2 4
n

d d
p s qs G

dr s ds s


 
     

 
 (91) 

 که

2 2

2

,

(2 2 1),

( 1) , .

p A

q C H

B H  

 

   

  

 

    

       

 (99) 

 شوندتعریف می NUای های زیر طبق روش چند جمله

 

 

   2 2

1,

2 ,

.

s

s s

s p s qs





 





   

 (94) 

) و تابع )s آیدبصورت زیر بدست می 

1 1
4 1

2 4 2 2
( ) ,

1 1
4 1

2 4 2 2

q p
ps for k

s
q p

ps for k

 



 

  
         

  
 

 
         
 

 (95) 

)از آنجایی که مشتق  )s  ،منفی باید باشد( )s کنیمرا بصورت زیر انتخاب می 

1 1
( ) 4 1.

2 4 2 2

q p
s ps for k  

 
         

 
 (96) 
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)و  )s آیدبصورت زیر بدست می 

1
( ) 2 2 ,

4
s ps      (99) 

 آوریمرا بصورت زیر بدست می برای محاسبه ویژه مقادیر، ضرائب 

 
 

 
1

2 ,
2

n

n n
n s s pn   


      ( الف98 ) 

  4 1 .
2 2

q p
k s p         ( ب98 ) 

 ]221[ آیددرنتیجه، شکل بسته تابع ویژه مقادیر انرژی بصورت زیر بدست می

 4 2 4 1 0.p n q     (93) 

 کنیمبرای بدست آوردن ویژه توابع در حالت تقارن شبه اسپینی، ابتدا تابع وزن را پیدا می

1 4
( ) pss e s




 (80) 

 آوریمسپس با جایگذاری تابع وزن در رابطه رودریگوز، قسمت اول تابع موک را بصورت زیر بدست می

 
 

   

  1 4 1 4

1 4
2 ( ),

n
nn

n n

n
n psn

n nnps

B d
y s s s

s ds

B d
s e s B L ps

dse s

 



 


 



   

  
  

 (82) 

ثابت نرمالیزاسیون و  nBکه در آن  k

nL x برای قسمت دوم تابع موک بدسیت  باشند.ای لاگر وابسته میچندجمله

 آوریممی

1
(1 4 1)

2 4( ) ,
p

s

s e s



  

 
(81) 

 آید که ازکوچک اسپینور دیراک بصورت زیر بدست می هسرانجام، مولف
2s r ردیماده کاستف 

2 11
(1 4 1)

242 2( ) ( ) ( ),
p

r

n n n nG r y r D e r L pr


 
  

  
(89) 

 شودباشد و بصورت زیر تعیین میجدید می ثابت نرمالیزاسیون nkDکه در آن 
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1
1 4 1

42 !
,

1
4 1 !

4

nk

p n
D

n





 
  

 


 

  
 

 (84) 

 شودبصورت زیر محاسبه می اسپینور دیراک بزرگ همولف

     

2

2

11
(1 4 1)

242 2

11
(1 4 1)

242 2
1

1

1 2(1 4 1)
( )

2
( ),

n
n n

n ps n ps

p
r

n

p
r

n

n

n ps

Dd
F r U r G r

M E C dr r M E C

H
pr r e r L pr

r

D pr
e r L pr

M E C


 

 










 


  

  



 
    

    

    
    
 
 


 

 (85) 

n که در آن psE M C  .   

 تقارن اسپینی 5-5-2

هیای در حد تقار اسپینی، معادله شرودینگرگونه برای مولفه بالایی دییراک بیا پتانسییل شیبه هارمونییک و پتانسییل

 آیدبصورت زید در میتانسوری خطی و کولنی 

 
 

 

2 2

2 2 2 2 2

2 2

2

1 2
(2 2 1)

,

n

n

d H H H
H F r

dr r r r r

B
Ar C F r

r





  
 

 

 
       

 

  
     

  

 (86) 

nکه در آن  sM E C     و  2

n n sM E M E C      برای حل معادله فوق و همچنین .

   ]221[ آیدبرای جلو گیری از تکرار، شکل بسته رابطه انرژی در حالت اسپینی بصورت زیر بدست می

 4 2 4 1 0,p n q     (89) 

 و ویژه توابع مولفه بالایی بصورت زیر خواهند شد 

2 11
(1 4 1)

242 2 ( ),
p

r

n n nF D e r L pr


 

  

 
(88) 

 که در آن 

2 2

2

,

(2 2 1),

( 1) , 1,

p A

q C H

B H  

 

   

     

 

    

     

 (83) 

 شودطبق رابطه زیر داده می nkDو ثابت نرمالیزاسیون 
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1
1 4 1

42 !
.

1
4 1 !

4

nk

p n
D

n





 
  

 


 

  
 

 (30) 

 آیدمولفه پایینی اسپینور دیراک نیز از رابطه زیر بدست می

     

2

2

11
(1 4 1)

242 2

11
(1 4 1)

242 2
1

1

1 2(1 4 1)
( )

2
( ),

nk
n n

n s n s

p
r

n

p
r

nk
n

n s

Dd
G r U r F r

M E C dr r M E C

H
pr r e r L pr

r

D pr
e r L pr

M E C

 

 









 


  

  



 
    

    

    
     
 


 

 (32) 

nکه  sE M C   . 

)مدار جدید -پتانسیل تانسوری یک جمله اسپین 1)   تولید می کند که    یا نتیایم میا در ایین .

0Hبخش در غیاب پتانسیل تانسوری کولنی   شوندتبدیل می [44 ,17]، به نتایم مراجع 

   2 24 2 (2 1) 4 2 0,nA n B E M C                 (31) 

0Hهای تانسوری در غیاب پتانسیل   پتانسیل شبه هارمونیک را خواهیم داشیت ، نتایم معادله دیراک برای

  ]229[ باشندکه با نتایم دیگران یکسان می

 
2

2

2

2 4 (2 1) 4( )

( )( ) 0

n ps

n ps n

A n E M C B

E M C E M C



 

     

     

 ( الف39 ) 

 
2

2

2

2 4 (2 1) 4( )

( )( ) 0.

n ps

n ps n

A n E M C B

E M C E M C



 

     

     

 ( ب39 ) 

 انیید کییه از ضییرائبنمییایش داده شییده 4-5و  9-5هییای نتییایم عییددی اییین بخییش در شییکل
110M fm ، 

15eD fm ، 2.4er fm، 111.45psC fm   10 وsC fm  5در شیکل  .]229[ استفاده کردیم-

 های شبه اسپینی، جفت9 1 2 3 21 ,0s d ، 3 2 5 21 ,0p f ، 5 2 7 21 ,0d g ، 7 2 9 21 ,0f h ... ،  را بررسی

 .]221[ نمودیم
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 و nبرای مقادیر مختلف  در حالت تقارن شبه اسپینی  ویژه مقادیر انرژی پتانسیل شبه هارمونیک  3-5شکل 
. 
 

، جفت هیای اسیپینی 4-5در شکل  1 2 3 20 ,0p p ، 3 2 5 20 ,0d d ، 5 2 7 20 ,0f f ، 7 2 9 20 ,0g g ... ،

بیرد. همچنیین، ها قابل مشاهده است، پتانسیل تانسوری تبهگنی را از بین میرا بررسی نمودیم. همانطو که در شکل

0در غیاب پتانسیل تانسوری خطی، یعنی    0وH شیوند. ، سطوح انرژی در خف  جهت اسپین رانده میی

بیییییرای مثیییییال، در جفیییییت شیییییبه اسیییییپینی  1 2 3 21 ,0s d 0، هنگامیکیییییهH   دارییییییم ،

1

1, 1 1,2 0.985845E E fm 

    1، ولی هنگامیکیهH   0و 1 ، دارییم

1, 1 1.050263E fm

   

0برای    1و

1,2 0.876620E fm  0 برای ][112 . 

 

 . و nبرای مقادیر مختلف  در حالت تقارن اسپینی  ویژه مقادیر انرژی پتانسیل شبه هارمونیک  4-5شکل 
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 Hartmannپتانسیل  5-6

 باشد که در مختصات کرویرمرکزی مییغ ییک پتانسیل فیزیک Hartmannپتانسیل   ,,r  بصورت زییر داده

 شودمی

 
2

2 0 0
02 2

2
,

sin
q

a a
V r q

r r
   



 
  

 
                                                                   (34) 

که در آن 
2

2

0
Me

a


  و
2

4

0
2

Me
 باشیند. شعاع بوهر و انرژی پاییه اتیم هییدروژن بترتییب میی  و 

، پتانسییل میذکور بیه Z2و  0qباشیند. هنگامیکیه ضریب حقیقی می q ضرائب ثابت حقیقی مثبت و

 شود. پتانسیل کولنی تبدیل می

 شودبرای مولفه بالایی در مختصات کروی بصورت زیر نوشته می Hartmannمعادله دیراک با پتانسیل 

     
2

2 2 2 20 0
0 2 2

2
2 , , , ,

sin

a q a
M E r E M r

r r


       



  
          

  
    (35) 

 آیدو مولفه پایینی نیز بصورت بدست می

   
.p

r r
E M


 


                                                                                             (36) 

 گیریمابتدا، تغییر متغیر زیر را در نظر می

 
 

   , ,
u r

r H
r

                                                                                        (39) 

 خواهیم داشت( 35)و با جداسازی متغیرها در معادله 

 
 

   
 

2 2

2 2

2 2

0

2 11
0

d u r M E l l
E M u r

dr Ma r r

   
     
  

 (38الف)                          

 
 

 

 

2 2

2

2

1
sin 1 0

sin sin

M E q
mdHd Ml l H

d d

 


 
   

 
  

     
  
  

 (38ب)              

 
 

2

2

2
0

d
m

d







    (38ک)                                                                                        
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 باشدبصورت زیر می ک(38) . حل معادله2,1,0l,...که 

 
1

0, 1, 2,...
2

im

m e m


                                                                        (33) 

 حل قسمت شعاعی 5-6-1

 کنیمالف(، ابتدا پارامترهای زیر را معرفی می38)معادله برای حل قسمت شعاعی، 

 

 

2

0

2 2

2 2

2 2 2

2 M E
A

Ma

M E q
B

M

m m B

M E



 




 




  

 

                                                                                            (200) 

 شودبه فرم زیر تبدیل می الف(38) معادلهبنابراین 

   
 

2

2

2 2

1
0

d u r l lA
u r

dr r r


 
     
 

                                                              (202) 

 یا بطور معادلو 

   
 

2 2 2

2 2

1
0

d u r r Ar l l
u r

dr r

   
   
 

                                                            (201) 

 ]224[ شونداتم هیدروژن، ویژه مقادیر انرژی بصورت زیر داده می معادلهبا استفاده از شباهت رابطه فوق با 

 

 

 

 

 

 

22 2 2 4

0

22 2 2 4

0

2 02 4 2 2

0

2 2
2 02 4 0

1

1

1 2 1 2

1 2
1 2

nl

M a n l
E M

M a n l

n l M n l ZMM M
M n l Z

n l
M

 

 


  

 
 

  


  

     
 

  
  

                            (209) 

0که در آن  2

1
a

Me
 ،2Z   و

4

0
2

Me
 .  ،تابع موک همچنین ru شودبصورت زیر داده می 

   
2 21 2 1 2 22l M E r l

nl nu r C r e L M E r                                                            (204)  

 باشدبصورت زیر می nlCو ثابت نرمالیزاسیون 

 

 

1 1 1
22 2 2 221 ! 2

1

l

nl

n lM E M E
C

n n n l n



      
               

                                    (205) 
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 ایزاویهحل قسمت  5-6-2

بیه فیرم زییر  ب(38معادله )کنیم و استفاده می cossای از تغییر متغیر برای بدست آوردن حل قسمت زاویه

 شودتبدیل می

 

   

 
      

2

2 2

22 2
2

2 1
1 1 0

1 1

d H s dH ss
l l s l l m H s

ds s ds s


       

 
         (206) 

 ایهای زیر قابل استنتاک هستندچندجمله، NUدر مقایسه با روش 

 

 

     

2

2 2

2

1

1 1

s s

s s

s l l s l l m







 

 

     

                                                                      (209) 

و تابع  s آیدبدست می زیر بصورت 

 
 

 

21

1

m s for k l l m
s

m for k l l


     
 

  

                                                (208) 

و همچنین تابع      sss  2~  

   2 1s m s                                             (203) 

 شوندبرای محاسبه ویژه مقادیر شعاعی بصورت زیر محاسبه می   هایدر نهایت ثابت

     1 1k s l l m m          (220الف)                   

 
 

     
1

2 1 1
2

n

n n
n s s n m n n  


          (220ب)                

 آوریمباشد. با تساوی دو رابطه فوق بدست میعدد صحیح غیر منفی می ~nکه 

     1 1 2 1l l m m nm n n                                 (222) 

 یا

2l n m n m B                                        (221) 

را بصورت زییر بدسیت  Hartmannجایگذاری کنیم، ویژه مقادیر انرژی پتانسیل  (209) معادلهاگر رابطه فوق را در 

  ] 224[آوریممی
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 
 

2
2 2 2 2

0

2
2 2 2 2

0

1

1
nnm

M a n m B n Z
E M

M a n m B n Z

    


    

                            (229) 

0qهنگامیکه   0، یا بطور معیادلB  ،m m  ،l n m   1و 1,2,3,...n n l     پتانسییل ،

Hartmann شود شود و ویژه مقادیر آن نیز به رابطه زیر تبدیل میبه پتانسیل کولنی تبدیل می 

2 2 2 2

0
( ) 2 2 2 2

0

2 2 2

2 2 2

Coulomb

M a n Z
E M

M a n Z

n Z
M

n Z





 


 

 


 

                     (224) 

eکه در آن    1)در واحدc شعاعی بدست مییهمچنین برای ویزه توابع  باشد.( ثابت ساختار ریز می-

 آوریم

       ,21
m m m

nm nm nH s N s P s
  

                           (225) 

mnNکه   آیدثابت نرمالیزاسیون توس  رابطه زیر بدست می 

 
1 2

1
1nmH s ds





                              (229) 

 بطوریکه خواهیم داشت

     

   2 1

2 2 1 2 1

2 1 1
nm m

n m n n m
N

n m n m
 

      


      
                      (228) 

 آیددر انتها، تابع بصورت زیر بدست می

 
 

   

      
2 2 ,2 1 2 22 sin cos

2

m m ml M E r l im

n n

u r
r H

r

C
r e L M E r P e 

  

 


    

 

 

            (223) 

 ]224[ شودبصورت زیر نوشته می Hartmannسرانجام، اسپینور دیراک برای پتانسیل 

 
 
 

      

2 2

,2 1 2 2

1

.
2

2 sin cos

l M E rnm

m m ml im

n n

r C
r r ep

r
E M

L M E r P e 




 

 

 

  

 
      

   
 

 

          (210)  

همچنین شرای  مرزی    0 0u u    ،   0 0H H    و     قابل مشیاهده  2

 باشند.می
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 کولنی با جرم وابسته به مکان و پتانسیل تانسوریپتانسیل  5-7

 ] 224[ آیندهای تانسوری و جرم متغیر بصورت زیر در میمعادلات شرودینگر گونه دیراک در حضور پتانسیل

 
 

 
 

   

   
   

2
2

2 2

1 2
n

n

dm r d r

dr drdU rd d
U r U r U r F r

dr r r dr m r E r dr r




   

  
  

               
 
  

 

           n n nm r E r m r E r F r  
                    (212) 

 
 

 
 

   

   
   

2
2

2 2

1 2
n

n

dm r d r

dr drdU rd d
U r U r U r G r

dr r r dr m r E r dr r




   

  
  

               
 
  

 

           n n nm r E r m r E r G r  
                     (211) 

در این بخش برای حل معادلات فوق از رابطه ریاضی 
     dm r d r dV r

dr dr dr


    کنییم. اسیتفاده میی

 گیریمرا بصورت زیر در نظر می همچنین وابستگی جرم

1
0( )

m
m r m

r
                             (219) 

اگر پتانسیل تانسوری را بصورت  باشد.جرم اختفلی می 1mجرم سکون ذره و  0mکه در آن   ,
H

U r
r

  

 آید( برای مولفه پایینی دیراک بصورت زیر دز می219) معادلهدر نظر بگیریم، 

       
 

2
1 1 1 1 0 2

2 2

1
0

n

n

m m C m C m m Ed
G r

dr r r

  






        
    

 
 (214) 

 که

  
0

2

0 0

n ps

n n ps

H

E m C

E m m E C





 







  

  

   

                           (215) 
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با تغییر متغیر 
1

2( ) ( )r

n nkG r r e g r







شود، رابطه فوق به فرم زیر تبدیل می 

2 2

2

( ) ( )2 2 1 2
( )n n

n

d g r dg r
g r

dr r dr r

 


         
    
   

                           (216) 

 که در آن 

2

1 1

2

1 1 0

1
( 1) ( )

4

( ) ( )

m m C

m C m m C

 



      

    

                     (219) 

حل نماییم. بنابراین در مقایسه با این روش، جمفت زییر را  AIMرا با روش  (216خواهیم معادله )در این بخش می

 آوریمبدست می

0

2

0

2 2 1
( )

2
( )

r
r

S r
r

 


 

 


 


               (218) 

 آیندهمچنین جمفت مراتب بالاتر بصورت زیر بدست می

2 2
2

1 2

2 2 2 2 2 2

1

6 3 4 6 2
( ) 4

4 2 2 2 2 4 2 4
( )

.

.

.

r
r r

S r
r r

   
 

       

   
  

        
 

                    (213) 

 کنیمبرای بدست آوردن ویژه مقادیر انرژی، از رواب  زیر استفاده می

2

1 1 0 0 1 0

2

2 2 1 1 2 1

1
1 ( ) 0 ( ) ( ) ( ) ( ) 0

2 2

3
2 ( ) 0 ( ) ( ) ( ) ( ) 0

2 2

.

.

.

k r r S r r S r

k r r S r r S r

  


  



         


         

                     (290) 

 آوریمدلخواه بدست می kو در حالت کلی برای 

2 1

2 2
n n



  
   

 
                            (292) 
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 ] 225[آیدها، فرم بسته ویژه مقادیر انرژی بصورت زیر بدس میو در نهایت با جایگذاری ثابت

  

    

2

0 0 1 1

2

0 1 1 0

2 1 4( )( 1) 4 ( ) 1n n ps

n ps n

E m m E C n H H m m C

E m C m C m m E

 

 

            
 

      
 

 (291) 

1هنگامیکه  0psH m C  شود و ویژه مقادیر انرژی بصورت زیر ، مساله مذکور به پتانسیل کولنی تبدیل می

 آیندبدست می

2 2 2 2 2

( ) 0 02 2 2 2 2

( ) ( )

( ) ( )
n Coulomb

n C n Z
E m m

n C n Z


  

  

   
   

   
              (299) 

نتایم را در حضور جرم اختفلیی و  9-5در جدول  نشان داده شده اند. 8-5و  9-5ر جداول نتایم عددی این بخش د

 نتیایم را فقی  در حضیور پتانسییل تانسیوری محاسیبه نمیودیم ،8-5پتانسیل تانسوری بدست آوردیم و در جیدول 

]225[.  

 

در حضیور جیرم اختفلیی و پتانسییل  ی پتانسیل کولنی در حالت تقارن شبه اسیپینیویژه مقادیر انرژ 7-5جدول 

1با  تانسوری

0 5m fm  ،0.5C   0وpsC . 

l
 

, 0n 
 

 ,l j
 

, 0

1

1

0.5

nE

H

m







 

1, 0n 
 

 2, 1l j   
1, 0

1

1

0.5

nE

H

m







 

1 1, -1 
1 21s  

−4.553184694 0, 2 
3 20d  

−4.851130965 

2 1, -2 
3 21p  

−4.749331473 0, 3 
5 20f  

−4.902767354 

3 1, -3 
5 21d  

−4.851130965 0, 4 
7 20g  

−4.931815494 

4 1, -4 
7 21f  

−4.902767354 

 

0, 5 
9 20h  

−4.949632811 

1 2, -1 
1 22s  

−4.779321871 1, 2 
3 21d  

−4.903808321 

2 2, -2 
3 22p

 

−4.855413144 1, 3 
3 21d  

−4.932163183 

3 2, -3 
5 22d

 

−4.903808321 1, 4 
7 21g  

−4.949774758 

4 2, -4 
7 22f  

−4.932163183 1, 5 
9 21h  

−4.961375704 
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بیا  در حضیور پتانسییل تانسیوری ی پتانسیل کیولنی در حالیت تقیارن شیبه اسیپینیویژه مقادیر انرژ 8-5جدول 
1

0 5m fm  ،0.5C   0وpsC . 

l
 

, 0n 
 

 ,l j  , 0

1

1

0

nE

H

m







 

 

1, 0n    2, 1l j   
1, 0

1

1

0

nE

H

m







 

 

1 1, -1 
1 21s  

−4.846153846 0, 2 
3 20d  

−4.961089494 

2 1, -2 
3 21p  

−4.931034483 0, 3 
5 20f  

−4.975062344 

 

3 1, -3 
5 21d  

−4.961089494 0, 4 
7 20g  

−4.982668977 

4 1, -4 
7 21f  

−4.975062344 0, 5 
9 20h  

−4.987261146 

1 2, -1 
1 22s  

−4.931034483 1, 2 
3 21d  

−4.97506234 

2 2, -2 
3 22p  

−4.961089494 1, 3 
3 21d  

−4.982668977 

3 2, -3 
5 22d  

−4.975062344 1, 4 
7 21g  

−4.987261146 

4 2, -4 
7 22f  

−4.982668977 1, 5 
9 21h  

−4.990243902 

 

برد در حالیکه جیرم اختفلیی ها را از بین میگیریم که پتانسیل تانسوری تبهگنی بین جفتاز جداول فوق نتیجه می

 برای بدست آوردن ویژه توابع خواهیم داشتتواند انجام دهد. این کار را نمی

0

2
2

1 2

( )

2
( ) ( 2 ) 1

2

.

.

.

g r N

g r N







 
    

  

                   (294) 

 ] 225[ شود بهکه منجر می

1 2 1
22

1 1( ) ( 1) ( ( 1) ) ( , 2 1;2 )
n

n
r n

n n n

k n

G r B r e k F n r




   







 
       

 
                   (295) 
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1هندسی  فوق توابعباشد. همچنین ویژه ثابت نرمالیزاسیون می nBکه  1F بصیورت  توان بر اساس توابع لاگیرمی را

 زیر نوشت

1

22( ) (2 )
n

nr

n n nG r D r e L r




  


              (296) 

nD که در آن  شودباشد و با رابطه زیر داده میجدید می ثابت نرمالیزاسیون 

1 2 ( 2 )!1
(2 )

! !
n n

n

n
D

n n






  

              (299) 

 آیداک بصورت زیر در میرهمچنین مولفه بالایی دی

     
1

( )
n n

n ps

d
F r U r G r

m r E C dr r
 



 
   

   
                    (298) 

 

 مورس در حضور پتانسیل تانسوریپتانسیل  5-8

 شودپتانسیل مورس بصورت زیر تعریف می

 0 02 ( ) ( )
( ) , ( 0, 0)

a r r a r r
V r D e e D a

   
  (293) 

 باشد.عرض چاه پتانسیل می پارامتری برای کنترل aصله تعادل و فا 0rانرژی جدایی، Dکه 

 تقارن شبه اسپینی 5-8-1 

اگر در تقارن شبه اسپینی اختف  دو پتانسیل از جنس پتانسیل مورس و پتانسیل تانسوری نییز از جینس پتانسییل 

 آیدمعادله شرودینگرگونه دیراک برای مولفه پایینی بصورت زیر درمیباشد،  کولنی

 
   0 0

2
2 ( ) ( ) 2

2 2

1
0,

a r r a r r

n

d
D e e G r

dr r

 

    
   

     
 

 (240) 

nکییه  psE M C    ،  2

n n psM E M E C       وH   .  معادلییه فییوق در

0باشد مگر بیرای حالیت مدار بطور تحلیلی قابل حل نمی-حضور جمله اسپین  بنیابراین از تقرییب پکیریس .

0rمییدار را اطییرا  -اسییتفاده خییواهیم نمییود. در اییین تقریییب، جملییه اسییپین r  بییر حسییب سییری تییوانی

0 0( )x r r r  دهیمبس  می    
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2 3

2 2 2 2

0 0

( 1) ( 1) ( 1)
( ) (1 2 3 4 ...)

(1 )
soV r x x x

r r x r

             
      


 (242) 

 کنیممدار استفاده می-همچنین از تقریب زیر برای جمله اسپین

2

0 1 22

0

( 1)
( ) ( )x x

soV r c c e c e
r

    
   (241) 

0aکه در آن  r  و ic 3باشند. با بس  رابطه فوق تا جمله ضرائب ثابت میx خواهیم داشت 

2 2 3 3

0 12

0

2 2 3 3

2

( 1)
( ) (1 ...)

2! 3!

4 8
(1 2 ...)

2! 3!

so

x x
V r c c x

r

x x
c x

   


 



     




     



 (249) 

 بعد از مرتب سازی رابطه فوق خواهیم داشت

 0 1 2 1 22

0

2 3 2
2 2 3

1 2 1 2

( 1)
( ) ( 2 )

4
( 2 ) ( ) ...

2 6 3

soV r c c c x c c
r

x c c x c c

 
 

  



    


     



 (244) 

 3xضیرائب ثابیت را بیر اسیاس پیارامتر  (،242) معادلیههای برابر در رابطه فیوق و با مساوی قرار دادن ضرائب توان

 آوریمبصورت زیر بدست می

0 2

1 2

2 2

3 3
1 ,

4 6
,

1 3
.

c

c

c

 

 

 

  

 

 

 (245) 

 شودمدار نماییم. بنابراین، معادله به فرم زیر تبدیل می-را جایگزین پتانسیل اسپین soVتوانیم پتانسیل اکنون می

 

   

2
2

0 1 22 2 2

0 0

2 2

11
( )

0,

x x

x x

n

d
c c e c e

r dx r

D e e G x

   

 

 

 

 

   
  



   


 (246) 

xsبا تغییر متغیر  e  آیدشکل زیر در می، معادله فوق به  
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22
20

22 2 2 2

2 2

0 0
1 02 2 2 2

( ) ( ) ( 1)1 1

( 1) ( 1)
( ) 0

n n

n

rd G s dG s
c D s

ds s ds s

r r
c D s c G s

   

   




 

 

   

    
     

 

       
       

   

 (249) 

 آوریمای زیر را بدست می، ضراوب چند جملهNUبا مقایسه معادله فوق و معادله پارامتری 

2

0
1 1 22 2

2

0
2 2 12 2

2

0
3 3 02 2

( 1)
1,

( 1)
0,

( 1)
0,

r
c D

r
c D

r
c

 

 

 


 

 


 

 


 

 

  
  

  
   

  
  

 (248) 

 اند.داده شده نشان 3-5جدول دیگر ضرائب این روش در 

 برای پتانسیل مورس در حالت شبه اسپینی NUضرائب  9-5جدول 

 

Analytic value constant 

0 
4  

0 
5  

2

0
22 2

( 1) r
c D  

 

  
 

6  

2

0
12 2

( 1) r
c D  

 

  
 

7  

2

0
02 2

( 1) r
c  

 

  
 

8  

2

0
22 2

( 1) r
c D  

 

  
 

9  

2

0
02 2

( 1)
1 2

r
c  

 

  
  

10  

2

0
22 2

( 1)
2

r
c D  

 

  
 

11  

2

0
02 2

( 1) r
c  

 

  
 

12  

2

0
22 2

( 1) r
c D  

 

  
  

13  

   

با استفاده از ضرائب در جدول فوق، فرم بسته معادله انرژی برای پتانسیل مورس در حالت شبه اسپینی بصورت زییر 

 ] 226[ آیدبدست می
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2 2

0 0
2 12 2 2 2

2 2

0 0
2 02 2 2 2

( 1) ( 1)
(2 1)

( 1) ( 1)
2 0

r r
n c D c D

r r
c D c

   

   

 

   

 

   

     
   

       
     

  

 (243) 

انید کیه از ضیرائب  در جیدول زییر نشیان داده شیدهبیرای پتانسییل میورس در حالیت شیبه اسیپینی نتایم عیددی 

110M fm  ،15D fm  ،0 2.4087r fm 0.988879 وa fm .استفاده کردیم 

 .در حضور پتانسیل تانسوری تقارن شبه اسپینیی پتانسیل مورس در حالت ویژه مقادیر انرژ 11-5جدول 

 

l
 

, 0n 
 

 ,l j

 

, 0nE    

Present work 

, 0nE    

Ref. [117] 

0H   

1, 0n  
 

 2, 1l j 

 
1, 0nE  

Present 

work 

1, 0nE    

Ref. [117] 

0H   

1 1, -1 
1 21s  

−0.0285438 −0.0064123 0, 2 
3 20d  

0.0287476 −0.0064123 

2 1, -2 
3 21p  

−0.0323811 −0.0155771 0, 3 
5 20f  

0.0669859 −0.0155771 

3 1, -3 
5 21d  

−0.0305324 −0.0243659 0, 4 
7 20g  

0.1171055 −0.0243659 

4 1, -4 
7 21f  

−0.0243675 −0.0305297 0, 5 
9 20h  

0.6488355 −0.0305297 

1 2, -1 
1 22s  

−0.0760362 −0.0070204 1, 2 
3 21d  

−0.0890169 −0.0070204 

2 2, -2 
3 22p

 

−0.0637502 −0.0190441 1, 3 
5 21f  

−0.0825473 −0.0190441 

3 2, -3 
5 22d

 

−0.0492179 −0.0337719 1, 4 
7 21g  

−0.0694496 −0.0337719 

4 2, -4 
7 22f  

−0.0337736 −0.0492150 1, 5 
9 21h  

−0.0490407 −0.0492150 

 

 

3(هییای در جییدول فییوق جفییت 2( 1)n d,1 2ns(  1بییاl ، )5 2( 1)n f ,3 2np(  2بییاl   5,و 2nd(

)7 2( 1)n g  3باl    در غیاب پتانسیل تانسوری انرژی یکسان دارند. همچنین حضور پتانسییل تانسیوری ایین

 برد و نتایم با کار دیگران در غیاب پتانسیل تانسوری مقایسه شده است.ها را از بین میتبهگنی

 آیندموک مولفه پایینی دیراک بصورت زیر بدست می توابع NUو روش  3-5جدول با رجوع به 
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1 2 1 2
0 0 2 0

1 2
0 0

( 1) ( 1)

( 1) 1 2

2 0

( )

(2 ( 1) )

c r s c r D

n n

c r

n

G s N s e

L c r Ds

   

 

   

 

 

  

 



        

    



    

 (250) 

nNکه   آیدت میینور دیراک از رابطه زیر بدسباشد. همچنین مولفه بالایی اسپثابت نرمالیزاسیون می 

 

     
1

n n

n ps

d
F r U r G r

M E C dr r
 



 
   

   
 (252) 

psEکه در آن  M C . 

 تقارن اسپینی 5-8-2

 آیدمعادله شرودینگرگونه برای پتانسیل مورس با پتانسیل تانسوری کولنی در حالت اسپینی بصورت زیر در می

 
   0 0

2
2 ( ) ( ) 2

2 2

1
0,

a r r a r r

n

d
D e e F r

dr r

 



 
    

 
     

 
 (251)  

nکه  sM E C   ،   2

n n sM E M E C       1وH   . 

 ]226[ شودهمانند بخش و برای جلوگیری از تکرار، تابع ویژه مقادیر انرژی بصورت زیر بدست آورده می

2 2

0 0
2 12 2 2 2

2 2

0 0
2 02 2 2 2

( 1) ( 1)
(2 1)

( 1) ( 1)
2 0

r r
n c D c D

r r
c D c

   

   

    

   

    

   

 
   

   
     

  

 (259)  

 رائب یکسان در بخش قبل استفاده نمودیم.ضاند که از داده شده نشان 22-5جدول نتایم عددی این قسمت در 
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 .در حضور پتانسیل تانسوری ی پتانسیل مورس در حالت تقارن اسپینیویژه مقادیر انرژ 11-5جدول 

 

l
 

, 0n 
 

 , 1 2l j l   
, 0nE    

Present 

work 

, 0nE    

0H   

, 0n    , 1 2l j l 

 
, 0nE    

Present 

work 

, 0nE    

0H   

1 0, -2 
3 20p  

0.0083930 0.0273238 0, 1 
1 20p  

0.0578865 0.0273238 

2 0, -3 
5 20d  

0.0273237 0.0578864 0, 2 
3 20d  

0.1003089 0.0578864 

3 0, -4 
7 20f  

0.0578865 0.1003089 0, 3 
5 20f  

0.1548177 0.1003089 

4 0, -5 
9 20g  

0.1003089 0.1548177 0, 4 
7 20g  

0.2216764 0.1548177 

1 1, -2 
3 21p  

0.0758372 0.1000348 1, 1 
1 21p  

0.1415506 0.1000348 

2 1, -3 
5 21d  

0.1000348 0.1415506 1, 2 
3 21d  

0.1970213 0.1415506 

3 1, -4 
7 21f  

0.1415506

552 

0.1970213 1, 3 
5 21f  

0.2655445 0.1970213 

4 1, -5 
9 21g  

0.1970213 0.2655445 1, 4 
7 21g  

0.3470327 0.2655445 

 

 

3(هییای شییود جفییتاز جییدول فییوق مشییاهده مییی 2np,1 2np(، )5 2nd,3 2nd(  و)7 2nf,5 2nf(  در غیییاب

ویژه توابع  روند.ها از بین میپتانسیل تانسوری دارای انرژی یکسان هستند که در حضور بخش تانسوری این تبهگنی

 آیندهای مورس و تانسوری کولنی بصورت زیر بدست میمتناظر برای مولفه بالایی در حضور پتانسیل

1 2 1 2
0 0 2 0

1 2
0 0

( 1) ( 1)

( 1) 1 2

2 0

( )

(2 ( 1) )

c r s c r D

n n

c r

n

F s N s e

L c r Ds

   

 

       

 

   

    

 



    

  



  

 (254)  

nNکه   آیدت میینور دیراک از رابطه زیر بدساسپ پایینیباشد. همچنین مولفه ثابت نرمالیزاسیون می 

     
1

n n

n s

d
G r U r F r

M E C dr r
 



 
   

   
 (255)  

sEکه  M C  . 
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 trigonometric Pöschl-Teller (tPT)پتانسیل  5-9

 ] 228[  باشدبه فرم زیر می tPTپتانسیل 

1 2

2 2
( ) ,

sin ( ) cos ( )
tPT

V V
V r

r r 
    1 0,V    2 0V                                                        (256) 

ایین پتانسییل کننید. پهنای چاه پتانسییل را تعییین میی  و پارامتر پتانسیل عمق چاه 2Vو   1Vکه پارامترهای 

1دارای مینییییمم در نقطیییه  1
40

2

1
tan .

V
r

V


 

   
 

1باشییید و هنگامیکیییه میییی  2 ,V V مقیییدار مینییییمم ،

0 (0, )
4

r



    0برای  0ر است. مشتق دوم دr r شودبا رابطه زیر داده می 

 

0

22
2 1 2

2
2 1 1

4

2

8
,

cos tanr r

V V Vd V

dr V

V








  
   
   

                                                                                 (259) 

 و همچنین

1 2 2
0

2 1 1
4

2

( ) ,

cos tan

V V V
V r

V

V






  
   
   

                                                                                      (258) 

1هنگامیکه  2V V V 0 ، مینیمم پتانسیل( ) 4V r V و همچنین 
0

2
2

2
32 .

r r

d V
V

dr




 باشید. در شیکل می

1را بییییا مقییییادیر  tPTب پتانسیییییل 5-5الییییف و 5-5

1 5.0 fmV  ،1

2 3.0 fmV  ،10.02 fm   و

10.30 fm  .رسم نمودیم 
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fm 10.2با  tPTپتانسیل  الف5-5شکل  . 

 

 

 

fm 10.8با  tPTپتانسیل  ب5-5شکل  . 
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,0هنگامیکه   پتانسیل ،tPT  به پتانسیلKratzer  با فرم
2

( ) ,e
e

r r
V r D

r


 
  

 
 شیود کیهتبدیل می 

er  نقطییه تعییادل وeD باشیید.  همچنییین در مقایسییه بییا پتانسیییل انییرژی جییدایی میییtPT  ضییرائب بشییکل

1 2,  eD V V   1و/er  یابند.تغییر می 

 شوداک با پتانسیل تانسوری کولنی به فرم زیر تبدیل میگونه دیراک برای مولفه بالایی دیرمعادله شرودینگر

 
 

2
21 2

2 2 2 2

1
0,

sin ( ) cos ( )
n

V Vd
F r

dr r r r

 



 
 

 

   
      

  
 (253الف)                        

n sM E C     و   2

n n sM E M E C       (258ب)                                        .

1H که    مدار دارای حیل دقییق -معادله فوق با وجود جمله اسپین باشد.مدار جدید می-جمله اسپین

1باشد مگر برای حالت نمی   در غیاب پتانسیل تانسوری. بنابراین یک تقریب جدید به فرم زییر معرفیی میی-

 ] 228[ کنیم 

2

02 20

1 1
lim ,  0 / 2

sin ( )
d r

r r
  



 
    

 
                                                           (260) 

0 کیییییییه 1 12d   1پیییییییارامتر بیییییییدون بعییییییید وr .   در تقرییییییییب فیییییییوق از بسییییییی

3 5 7sin( ) / 3! / 5! / 7! ,z z z z z       0کمک گیرفتیم و همچنیین هنگامیکیهz  ،sin( ) .z z .

21برای نشان دادن اعتبار تقریب فوق، جمفت  r 2هایش و تقریب 2/ sin ( )r   و 2 2

0 1 sin ( )d r  

میدار -رسم نمودیم. همانطوریکه از شکل پیداست، تقریب فوق جایگزین مناسبی برای جمله اسیپین 6-5 شکل را در

 باشد.می
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21جمله   6-5شکل r (.260های آن در معادله )و تقریب 
 

 آیدبصورت زیر درمی (260)با تقریب الف( 253) معادلهبنابراین 

   
2

2 21 2
02 2 2 2

1
1 0.

sin ( ) sin ( ) cos ( )
n

V Vd
d F r

dr r r r
      

  

    
          

    
(262) 

)2با تغییر متغیر  ) sin ( )s r r شودمعادله فوق بفرم زیر تبدیل می 


2

2

,2 2 2

1
12 ( ) 0,

(1 ) (1 )
n

s
d d

As Bs C F s
ds s s ds s s






         


                                   

2 2

02

1
( 1) ,

4
A d    


       

2 2

0 1 22

1
( 1) (1 ) ( ) ,

4
B d V V     


         

2

12

1
( 1) .

4
C V    


                                                                                     (261) 

 



 98 

 ] 228[  آوریمدر نهایت رابطه بسته انرژی را بصورت زیر بدست می

2

1 1 1
,

2 16 16
n A B C C A
 

         
 

                                                            (269) 

 بطور معادل یا و

 
 

 
2

22 1

2 2

4 41 1
2 1 1 2 1

2 2

n s n sV M E C V M E C
n

 


 

    
      
 
 

                                                         

   02

1
( 1) .n n sE M M E C d    


                                                          (264) 

110fmMدر جییدول و نتییایم عییددی اییین بخییش را بییا پارامترهییای   ،1

1 5.0 fmV  ،1

2 3.0 fmV  ،

10fmsC  0.8 و,  0.6, 0.4,  0.2,  0.04,  0.02   ور آن نشان عدم حضدر حضور پتانسیل تانسوری و

 دادیم.

0.8با  در حضور پتانسیل تانسوری در حالت تقارن اسپینی tPTی پتانسیل ویژه مقادیر انرژ 12-5جدول  . 

l
 

, 0n 
 

 , 1 2l j l   
, 0nE    

0H   

, 0nE    

0H   

, 0n    , 1 2l j l 

 
, 0nE    

0H   

, 0nE    

0H   

1 0, -2 
3 20p  

26.82780 26.89327 0, 1 
1 20p  

27.02322 26.89327 

2 0, -3 
5 20d  

26.89327 27.02322 0, 2 
3 20d  

27.21577 27.02322 

3 0, -4 
7 20f  

27.02322 27.21577 0, 3 
5 20f  

27.46825 27.21577 

4 0, -5 
9 20g  

27.21577 27.46825 0, 4 
7 20g  

27.77739 27.46825 

1 1, -2 
3 21p  

28.96349 29.02725 1, 1 
1 21p  

29.15386 29.02725 

2 1, -3 
5 21d  

29.02725 29.15386 1, 2 
3 21d  

29.34155 29.15386 

3 1, -4 
7 21f  

29.15386 29.34155 1, 3 
5 21f  

29.58785 29.34155 

4 1, -5 
9 21g  

29.34155 29.58785 1, 4 
7 21g  

29.88968 29.58785 
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 .پتانسیل تانسوری غیابدر  در حالت تقارن اسپینی tPTی پتانسیل ویژه مقادیر انرژ 13-5جدول 

l  
,n    , 1 2l j l 

 

0.8   

 
0.4   

 

0.2   

 

0.04 
  

0.02 

 

1 1, -2,1 
3 21p ,

1 21p  29.02725 

 

27.36375 

 

26.54876 

 

25.90551 

 

25.82567 

 

2 1, -3,2 
5 21d ,

3 21d  29.15386 

 

 

27.39629 

 

26.55699 

 

25.90584 

 

25.82575 

 

3 1, -4,3 
7 21f ,

5 21f  
29.34155 

 

27.44495 

 

26.56933 

 

25.90634 

 

25.82588 

 

4 1, -5,4 
9 21g ,

7 21g  29.58785 27.50956 

 

26.585773 

 

25.90701 

 

25.82605 

 

1 2, -2,1 
3 22 p ,

1 22 p  31.16696 

 

28.43165 

 

27.08151 

 

26.01179 

 

25.87879 

 

2 2, -3,2 
5 22d ,

3 22d  31.29020 
 

28.46376 
 

 

27.08969 
 

26.01212 
 

25.87887 
 

3 2, -4,3 
7 22 f ,

5 22 f  31.47301 

 

28.51179 

 

27.10195 

 

26.01262 25.87810

0 
 

4 2, -5,4 
9 22g ,

7 22g  31.71308 

 

28.57555 

 

27.11828 

 

26.01328 

 

25.87916 

 

 

کنید،انرژی بیه سیمت مقیدار ثابیت به سمت صیفر مییل میی همانطوریکه از جدول فوق نمایان است، هنگامیکه 

1 2 1 22M V V V V   کند  یعنیمیل می , 1 2 1 2
0

lim 2nE M V V V V


    ] 228[ . 

 اثر پتانسییل تانسیوری را روی دو جفیت اسیپینی 9-5شکل در  7 2 5 21 ,1f f و  3 2 1 21 ,1p p  .نشیان دادییم

0H هنگامیکه  یابید، توانیم تبهگنی را مشاهده کنیم. همچنیین هنگامیکیه پتانسییل تانسیوری افیزایش مییمی

2 گیریند، زیرا جملهرود و ترازها از هم فاصله میتبهگنی از بین می H دو تراز تبهگن می انرژی در باعث تفاوت-

 شود.
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 .tPTهای اسپینی در حضور پتانسیل تاثیر پتانسیل تانسوری روی جفت  7-5شکل
 

 

 

 آیدو تابع موک مولفه بالایی دیراک بصورت زیر بدست می

   
1 11 1 ,1 1
2 22 2( ) (sin( )) (cos( )) (cos(2 )),n n nF r N r r P r


  

    
 

   
                               (265) 

 که در آن

2

12

4
1 ( 1) ,V      


          2

2

4
1 ,

V



                                               (266) 

-در حالت شبه اسپینی، معادله شرودینگرگونه با تقریب ذکر شده برای مولفه پایینی دیراک بصورت زیر نوشیته میی

 شود

   
2

2 21 2
02 2 2 2

1
1 0.

sin ( ) sin ( ) cos ( )
n

V Vd
d G r

dr r r r
      

  

    
          

    
    (269) 

Hکه   . آوردن ویژه مقادیر انرژی و ویژه توابع متنیاظر از تبیدیفت زییر در حالیت اسیپینی  برای بدست

 استفاده کرده و نتایم قسمت شبه اسپینی را بدست آورد

1 1 2 2( ) ( ),  1,  ( ) ( ) ( i.e., ,  ),  n nF r G r V r V r V V V V          

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
28.9

29

29.1

29.2

29.3

29.4

29.5

29.6

29.7

29.8

29.9

H

E
n
, 

 

 

1p
3/2

1p
1/2

1f
7/2

1f
5/2
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n E ,  .n s psE C C                                                                                          (268) 

 شوندبنابراین ویژه مقادیر انرژی بصورت زیر بدست آورده می

 
 

 
2

22 1

2 2

4 41 1
2 1 1 2 1

2 2

n ps n psV E M C V E M C
n

 


 

    
       
 
 

                           

   02

1
( 1) .n n psM E M E C d    


                                                        (263) 

 شوندمیهمچنین تابع موک مولفه پایینی دیراک بصورت زیر داده 

   
1 11 1 ,1 1
2 22 2

,( ) (sin( )) (cos( )) (cos(2 )),n n nG r N r r P r


  

    
 

   
                              (290) 

 با

 
 2 1

2

4
2 1 ,

n psV E M C

  


 
      

 2

2

4
1 ,

n psV E M C




 
               (292) 

 اسپینیشبه اثر پتانسیل تانسوری را روی دو جفت  8-5 شکلدر  5 2 7 21 ,0d g و  7 2 9 22 ,1f h  .نشان دادیم

0H هنگامیکه  یابید، توانیم تبهگنی را مشاهده کنیم. همچنیین هنگامیکیه پتانسییل تانسیوری افیزایش مییمی

2 ند، زیرا جملهگیررود و ترازها از هم فاصله میتبهگنی از بین می H دو تراز تبهگن میی انرژی در باعث تفاوت-

 شود.

 

 .tPTهای شبه اسپینی در حضور پتانسیل تاثیر پتانسیل تانسوری روی جفت  8-5شکل

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
-32.5

-32

-31.5

-31

-30.5

-30

-29.5

-29

H

E
n,


 

 

1d
5/2

0g
7/2

2f
7/2

1h
9/2
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 tPTغیرنسبیتی پتانسیل  حد 5-9-1

را در حالت غیرنسبیتی از مولفه بیالایی در حالیت اسیپینی بیا  tPTدر این قسمت ویژه مقادیر و ویژه توابع پتانسیل 

sC,0تبدیفت   ،,l  ،n nlE M E    2و .nM E m  آوریم. بنیابراین وییژه مقیادیربدست می 

 ] 228[ آیند انرژی بصورت بدست می

2
2 2 2 2

20 1 2

2 2 2 2

( 1) 8 82 1 1
(2 1) 1 .

2 2 4
nl

l l d mV mV
E n l

m m

 

 

  
          

   

        (291) 

0و هنگامیکه   شودمی، انرژی فوق بفرم زیر تبدیل 

 
2

1 2
0

lim .nlE V V


                                                                                              (299) 

 قابل مشاهده است.  زیر  نشان دادیم و حد فوق در جدول 24-5 جدول را در tPTنتایم بخش غیرنسبیتی پتانسیل 

 در حالت غیرنسبیتی. tPTی پتانسیل ویژه مقادیر انرژ 14-5جدول 

nlE  

110.0fm ,M  1

1 5fm ,V  1

2 3 fmV    State 

( , )n l  
0.002   0.02   0.2   0.4   0.8   1.2   

15.75661628 15.85264289 16.83082621 17.95616357 20.32991862 22.87051710 1s 

15.76371786 15.92394680 17.57271070 19.50420742 23.68420415 28.29143398 2s 

15.76371860 15.92402153 17.58054181 19.53712286 23.82847894 28.64395419 2p 

15.77082105 15.99541071 18.33059518 21.11625126 27.2944896 34.28835086 3s 

15.77082179 15.99548560 18.33858626 21.15044543 27.44896381 34.67512504 3p 

15.77082328 15.99563534 18.35456399 21.21875330 27.75631556 35.43921159 3d 

15.77792584 16.06703463 19.10447967 22.79229510 31.16077522 40.86126774 4s 

15.77792658 16.06710967 19.11263070 22.82776800 31.32544868 41.28229584 4p 

15.77792806 16.06725974 19.12892817 22.89862721 31.65300783 42.11348590 4d 

15.77793030 16.06748485 19.15336297 23.00470171 32.14003977 43.33519178 4f 
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 آینددر نهایت ویژه توابع غیرنسبیتی بصورت زیر بدست می

     1 /2 /2, /21 /2

, ( ) (sin( )) (cos( )) (cos(2 )),l l

n l nl nR r N r r P r
  

  
 

  (294الف)                          

 
2 1

2 2

8
2 1 ,l

mV
l


     

2
2 2

8
1

mV



   (294ب)                                                                   

 باشد.ثابت نرمالیزاسیون می nlNکه 

 

 هلمن پتانسیل 5-11

 ] 223[  شودداده میهای کولنی و یوکاوا که توس  هلمن پیشنهاد شده است، توس  رابطه زیر مجموع پتانسیل

( ) ,
ra e

V r b
r r



                                                                                                 (295) 

معادله شرودینگرگونه مولفه بالایی دیراک در حضیور  های کولنی و یوکاوا بترتیب هستند.شدت پتانسیل bو  a که

 پتانسیل تانسوری و پتانسیل هلمن بصورت زیر نوشته می شود

 
 

2
2

2 2

1
0,

r

n

d a e
b F r

dr r r r


 



 
 

   
       

  
 (296الف)                                       

1H    , n sM E C     و   2

n n sM E M E C       (296ب)               .

1باشد، مگیر بیرای حالیت مدار دارای حل دقیق نمی-معادله فوق با وجود جمله اسپین    در غییاب پتانسییل

 کنیمتانسوری. بنابراین یک تقریب جدید به فرم زیر معرفی می

2

2 2

1
,

(1 )rr e 







                                                                                                   (299) 

 یا 

1
,

1 rr e 







                                                                                                         (298) 

1r که برای   شوددر نتیجه پتانسیل هلمن بصورت تقریبی بصورت زیر نوشته می باشد.میمعتبر 
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( ) .
1 1

r

r r

a be
V r

e e



 

  

 
  

 
                                                                                   (293) 

 و همچنیین پتانسییل میوثر (293) پتانسیل هلمن و تقریب 20-5و  3-5 هایشکلبرای تست دقت این تقریب، در 

 و تقریب آن را رسم نمودیم. هلمن

 

  

 پتانسیل هلمن )خ  ممتد( و تقریب آن )نقاط توپر(. 9-5شکل
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1( )r fm

( )V r
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 های آن. پتانسیل موثر هلمن و تقریب 11-5شکل
 

 

) 1a l 

) 2b l 

effV

effV
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 آیدالف( با تقریب فوق بصورت زیر در می296) معادلهبنابراین 

   
2 2

2

2 2
1 0.

(1 ) 1 1

r

nr r r

d a be
F r

dr e e e



    

  
   



  

  
       

     
                  (280) 

rs با تغییر متغیر e  شودمعادله فوق بفرم زیر تبدیل می 


2

2

,2 2 2

1 1
( ) 0,

(1 ) (1 )
n

d s d
As Bs C F s

ds s s ds s s


 
         

  

2

2
,

b
A

 

 
    

2

2

2
,

a b
B

  

  
     

2

2
( 1) .

a
C  

 
 

 
                                                                                            (282) 

 ] 223[  آیدشکل بسته ویژه معادله انرژی در حالت اسپینی برای پتانسیل هلمن بصورت زیر بدست می

2
2

2
( 1) ( 1) (2 1 2) ( 1) ( ) 0

a
n n b a     

  
     

  
                  (281) 

، نتایم عددی را برای دو جفت اسپینی 22-5 شکل 3 2 1 21 ,1p p  و 7 2 5 21 ,1f f دهد که از ضیرائب نشان می

15fmM  ،1a  ،15.5fmsC  0.01 و  0 هنگامیکهده نمودیم. استفاH  تیوانیم تبهگنیی می

رود و ترازها از هم فاصیله یابد، تبهگنی از بین میتانسوری افزایش میرا مشاهده کنیم. همچنین هنگامیکه پتانسیل 

   .دگیرنمی
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 های اسپینی در حضور پتانسیل هلمن.تاثیر پتانسیل تانسوری روی جفت 11-5شکل

 

 آیدهمچنین تابع موک مولفه بالایی اسپینور دیراک بصورت زیر بدست می

   (2 ,2 1)( ) 1 1 2 ,CC r r r

n n nF r N e e P e





  

 

                                               (289) 

nN که  در حالت شبه اسپینی، معادله شرودینگرگونه برای مولفه پایینی بصیورت زییر  باشد.ثابت نرمالیزاسیون می

 شودنوشته می

 
 

2
2

2 2

1
0,

r

n

d a e
b G r

dr r r r


 



 
 

   
       

  
 (284الف)                                     

H   n psE M C     و   2 ,n n psM E M E C       (284ب)                     

 شود، معادله فوق بفرم زیر تبدیل می 293-299با استفاده از تقریب معادلات 

   
2 2

2

2 2
1 0.

(1 ) 1 1

r

nr r r

d a be
G r

dr e e e



    

  
   



  

  
       

     
                 (285) 

 باشنداستفاده از تبدیل زیر در حالت اسپینی، نتایم بخش شبه اسپینی قابل استنتاک میبرای جلوگیری از تکرار، با 

1 1 2 2( ) ( ),  1,  ( ) ( ) ( i.e., ,  ),  n nF r G r V r V r V V V V          

n E ,  .n s psE C C                                                                                          (286) 

 ] 223[  آیداسپینی برای پتانسیل هلمن بصورت زیر بدست می شبه در حالتشکل بسته ویژه معادله انرژی پس، 
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2
2

2
( 1) ( 1) (2 1 2) ( 1) ( ) 0

a
n n b a     

  
     

  
                  (289) 

اسپینی  شبه ، نتایم عددی را برای دو جفت21-5 شکل 5 2 7 21 ,0d g  و 7 2 9 22 ,1f h دهید کیه از نشان می

15fmMضرائب   ،1a  ،15.5fmsC  0.01 و  0 هنگامیکیهده نمودیم. استفاH  تیوانیم میی

رود و ترازهیا از یابد، تبهگنی از بیین مییتبهگنی را مشاهده کنیم. همچنین هنگامیکه پتانسیل تانسوری افزایش می

   .دگیرنفاصله می هم

 
 های شبه اسپینی در حضور پتانسیل هلمن.تاثیر پتانسیل تانسوری روی جفت 12-5شکل

 

را در حالیت غیرنسیبیتی از مولفیه بیالایی در حالیت اسیپینی بیا تبیدیفت  هلمین ویژه مقادیر و ویژه توابع پتانسیل

0,sC  ،,l  ،n nlE M E    2و .nM E m  بنیابراین وییژه مقیادیر انیرژی آورییم. بدست میی

 آیندبصورت بدست می

2

2
2

2
( ) ( 1) ( 1)

2
( 1)

2 2( 1)
nl

m
a b n l l l

ma
E l l

m n l

 


  
       

      
   

   

                         (288) 

1c نتایم عددی پتانسیل هلمن غیرنسبیتی در واحد 25-5 جدول در  و بیا نتیایم دیگیران  شیده نشان داده

 اندمقایسه شده
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 ی پتانسیل هلمن در حالت غیرنسبیتی.ویژه مقادیر انرژ 15-5جدول 

 
1b    1b      State 

Ref. [92] NU Ref. [92] NU 

-2.24900 

-2.24501  

-2.24005 

-2.250500 

-2.252506 

-2.255025 

-0.250999 

-0.254963 

-0.259852 

-0.251500 

-0.257506 

-0.265025 

0.001 

0.005 

0.01 

1s 

-0.561502  

-0.557550  

-0.552697 

-0.563001 

-0.565025 

-0.567600 

-0.063494  

-0.067353  

-0.071928 

-0.064001 

-0.070025 

-0.077600 

0.001 

0.005 

0.01 

2s 

-0.561502  

-0.557541  

-0.552664 

-0.563000 

-0.565000 

-0.567500 

-0.063495  

-0.067377 

-0.072020 

-0.064000 

-0.070000 

-0.077500 

0.001 

0.005 

0.01 

2p 

-0.249004  

-0.245111  

-0.240435 

-0.250502 

-0.252556 

-0.255225 

-0.028764  

-0.032457  

-0.036557 

-0.029280 

-0.035334 

-0.043003 

0.001 

0.005 

0.01 

3s 

-0.249004  

-0.245103  

-0.240404 

-0.250501 

-0.252531 

-0.255125 

-0.028765  

-0.032480  

-0.036644 

-0.029279 

-0.035309 

-0.042903 

0.001 

0.005 

0.01 

3p 

-0.249003  

-0.245086  

-0.240341 

-0.250833 

-0.254151 

-0.258269 

-0.028767  

-0.032526  

-0.036813 

-0.029388 

-0.035817 

-0.043825 

0.001 

0.005 

0.01 

3d 

-0.139633  

-0.135819  

-0.131381 

-0.141129 

-0.143225 

-0.146025 

-0.016601  

-0.020077  

-0.023551 

-0.029280 

-0.035334 

-0.043003 

0.001 

0.005 

0.01 

4s 

-0.139633  

-0.135811  

-0.131351 

-0.141128 

-0.143200 

-0.145925 

-0.016602  

-0.020098  

-0.023641 

-0.017128 

-0.023200 

-0.030925 

0.001 

0.005 

0.01 

4p 

-0.139632  

-0.135796  

-0.131290 

-0.141314 

-0.144089 

-0.147606 

-0.016604  

-0.020142  

-0.023814 

-0.017189 

-0.023464 

-0.031356 

0.001 

0.005 

0.01 

4d 

-0.139631  

-0.135772  

-0.131200 

-0.141686 

-0.145902 

-0.151106 

-0.016607  

-0.020206  

-0.024056 

-0.017311 

-0.024027 

-0.032356 

0.001 

0.005 

0.01 

4f 
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 ادامه 15-5جدول 

 

4b    2b      State 

Ref. [92] NU Ref. [92] NU 

-8.996000  

-8.980020  

-8.960100 

-8.999000 

-8.995006 

-8.990025 

-3.998000  

-3.990020  

-3.980070 

-4.000000 

-4.000006 

-4.000025 

0.001 

0.005 

0.01 

1s 

-2.246000  

-2.230100  

-2.210400 

-2.249001 

-2.245025 

-2.240100 

-0.998000  

-0.990075  

-0.980297 

-1.000001 

-1.000025 

-1.000100 

0.001 

0.005 

0.01 

2s 

-2.246000  

-2.230080  

-2.210330 

-2.249000 

-2.245000 

-2.240000 

-0.998002  

-0.990062  

-0.980248 

-1.000000 

-1.000000 

-1.000000 

0.001 

0.005 

0.01 

2p 

-0.996009  

-0.980220  

-0.960885 

-0.999002 

-0.995056 

-0.990225 

-0.442451  

-0.434611  

-0.425103 

-0.444447 

-0.444501 

-0.444669 

0.001 

0.005 

0.01 

3s 

-0.996008  

-0.980207  

-0.960820 

-0.999001 

-0.995031 

-0.990125 

-0.442451  

-0.434599  

-0.425055 

-0.444446 

-0.444476 

-0.444569 

0.001 

0.005 

0.01 

3p 

-0.996007  

-0.980174  

-0.960691 

-0.999666 

-0.998317 

-0.996603 

-0.442450  

-0.434574  

-0.424959 

-0.444888 

-0.446651 

-0.448825 

0.001 

0.005 

0.01 

3d 

-0.558516  

-0.542894  

-0.524055 

-0.561504 

-0.557600 

-0.552900 

-0.248012  

-0.240294 

 -0.231150 

-0.250004 

-0.250100 

-0.250400 

0.001 

0.005 

0.01 

4s 

-0.558515  

-0.542878  

-0.523991 

-0.561503 

-0.557575 

-0.552800 

-0.248011  

-0.240281  

-0.231103 

-0.250003 

-0.250075 

-0.250300 

0.001 

0.005 

0.01 

4p 

-0.558514  

-0.542845  

-0.523865 

-0.561876 

-0.559402 

-0.556356 

-0.248010  

-0.240257  

-0.231011 

-0.250251 

-0.251277 

-0.252606 

0.001 

0.005 

0.01 

4d 

-0.558512  

-0.542797  

-0.523674 

-0.562624 

-0.563089 

-0.563606 

-0.248009  

-0.240221  

-0.230872 

-0.250749 

-0.253714 

-0.257356 

0.001 

0.005 

0.01 

4f 

 

 شودهمچنین تابع موک در حالت غیرنسبیتی به فرم زیر تبدیل می

 

     
2 2

2
(2 ( ) ( 1) ,2 1)12 ( ) ( 1)

1 1 2 .

m
E a l l llm E a l l r r r

nl nl nR r N e e P e


   


                 (283) 

 ، تابع موک نرمالیزه را برای چند حالت مختلف رسم نمودیم.29-5 شکلدر 
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 تابع موک نرمال شده برای پتانسیل هلمن در حد غیر نسبیتی.13-5شکل
 

0bهمچنین کند و بسمت صفر میل می  سرانجام، هنگامیکه پتانسیل هلمن به پتانسیل کولنی تبدبل میی ،-

 باشد بصورت زیر قابل استنتاک می (288معادله )شود و ویژه مقادیر پتانسیل کولنی از 

2

, 2

1

2Coulombn l

a
E m

n
 


                                                                                              (230) 

1nکه  n l    ] 210[ . 

 

 

 

 1+1های اسکالر، برداری و شبه اسکالر کولنی در ابعاد معادله دیراک در حضور پتانسیل 5-11

 و شبه اسیکالر VV ، برداریSVهای اسکالر با جرم تحت پتانسیل -برای یک ذره اسپین 2+2دله دیراک در ابعاد امع

PV 1 در واحدc  215-212[شودبصورت زیر نوشته می[  

,H E     

3 3
1 3 2

1 1

2 2
pH p m V

 
  

 
                                                                 (232) 

Vکه در آن  SV V    وV SV V  . باشد ارتباط رابطه فوق با معادله دیراک در چهار بعد بصورت زیر می 

( )R r

r
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0 5 0

1 2 3, ,                                                                   (231) 

5که  0 1 2 3i    .  اگر تابع موک را بصورت









 
  
 

فرض کنیم، دو معادله درجه اول برای مولفیه بیالایی  

   و مولفه پایینی  آینداسپینورهای دیراک بصورت زیر در می 

p

d
i m iV E

dx


   

                                                                           (239) 

 p

d
i m iV E

dx


   

                                                                           (234) 

همچنین اسیپینورها توسی  رابطیه  2 2
1dx 



 


  در حالیت شیبه اسیپینی،  شیوند.نرمیالیزه میی

0هنگامیکه    وE m شوند، معادلات فوق بفرم زیر تبدیل می 

( )
( )

( )
p

d x
V x

dx
x i

E m











 
 

  


 (235الف)                                                                     

2
2 2 2

2

( )
( ) ( ) ( ) ( )

p

p

dVd x
E m V x E m x

dx dx


 

 

 
       

 
 (235ب)                         

0و در حالت شبه اسپینی،   وE m توانید بیا تبیدیفت ، معادله دییراک میی   ،m m، 

  و p pV V .0اگر در معادلات فوق  بدست آیدsC  شبه -براداری-های اسکالرو همچنین پتانسیل

 برداری را بصورت پتانسیل کولنی یک بعدی در نظر بگیریم

sa

x
    (236الف)                                                                                                           

p

p

a
V

x
   (236ب)                                                                                                          

 و همینطور برای جرم داشته باشیم

1
0( )

m
m x m

x
                                                                                                    (239) 

 معادله دیفرانسیل شرودینگرگونه برای مولفه بالایی بصورت  216 [ آیدزیر در می[  

22
2

22

( )
( ) 0

ps
AAd x

x
dx x x


 



 
     
  

                                                                (238) 
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2کیییه  2 2

0m E   ،0 0 1( ) 2s sA a E m m m    2و 2

1 1( 1)p p p sA a a m m a    توابیییع میییوک .

نییم خی  مثبیت بیان شوند. امیا بیا در نظیر گیرفتن  Whittakerایهای توانند بذ اساس چند جملهمعادله فوق می

0x  1/2 و تغییر متغیر( ) ( )x x x   شودمعادله فوق بصورت زیر تبدیل می 

2
2 2 2

2 2

1 1
( ) 0,s p

d d
x A x x

dx x dx x
  

 
        

 
                                              (233) 

 که

2

2 2 2

1 1

1 1
.

4 2
p p p sA a m m a

 
      

 
                                                                   (100) 

 ]216[  آیندویژه مقادیر انرژی معادله فوق بصورت زیر بدست می ،] 10[با پیروی از مرجع

 
,

1 2 2

sA

n





 
                                                                                                   (102) 

 و یا بطور واضح

 
2

0 0 1

0 0 2
2

2

1 1

( ) 2
( )( )

1 1
4

2 2

s

p s

a E m m m
E m E m

n a m m a

 
   

 
 

      
  

 

                                 (101) 

 شوندهمچنین ویژه توابع بصورت زیر بیان می

2
( ) (2 ),p px

nx x e L x
  

                                                                                        (109) 

 ]216[  ند نوشته شوندتوانازاینرو، ویژه توابع اسپینور بالایی دیراک بصورت زیر می

1/2 2
( ) (2 )p px

nx e x L x
  



 N  

 1/ 2

1 1

( 2 1)
,2 1,2 ,

! (2 1)

pp x

p

p

n
e x F n x

n




 



  

  
 

N                                    (104) 

 ایهییای لاگییر و فییوق هندسییی بصییورتباشیید و از رابطییه بییین چنیید جملییهثابییت نرمالیزاسیییون مییی Nکییه 

1 1

( 1)
( ) ( , 1, )

! ( 1)

p

n

n p
L x F n p x

n p

  
  

 
0xتوابع میوک فیوق در شیرای  میرزی  استفاده نمودیم.    و

x  1 با شرط 2p   باشند. توابع موک اسپینور پایینی دیزاک نیز از رابطه زیر بدست مینیز صادق می-

 آیند



 114 

( )
( )

( )

pad x
x

dx x
x i

E m











 
 

  


                                                                        (105) 

 

 1+1های اسکالر، برداری و شبه اسکالر کرنل در ابعاد معادله دیراک در حضور پتانسیل 5-12

)پتانسیل کرنل به فرم  )
a

V x bx
x

  اسیت، میورد  های کولنی و خطی تشکیل شیده، که از مجموع پتانسیل

در ایین قسیمت،  .]290-219[  باشیدای میهای فیزیک ذرات بنیادی و هستهتوجه بسیاری از فیزیکدادنان در شاخ

 گیریمهای مورد نظر را بصورت زیر در نظر میپتانسیل

s
s

a
b x

x
     (106الف)                                                                                                   

p

p p

a
V b x

x
    (106ب)                                                                                                 

 شودبا استفاده از معادله ، معادله دیراک برای اسپینور بالایی بصورت زیر نوشته می

2
2 2 2

2 2

( 1)
(2 1) 0

p ps
p p p s

a aad
b a b x b x

dx x x


  



 
        
 

                        (109) 

0sCکه در آن   ،2 2 2E m    وE m  .  معادله فوق برحسب توابیعbiconfluent Heun  بییان

 . با تعریف تغییر متغر]292[ می شود 

pz b x                                                                                                             (108) 

 شودرابطه زیر تبدیل می اعی فوق بهمعادله شع

2
2

2 2

( )
( ) 0

p p

d z z
z z

dz b z z b

    




 
       
 

                                                    (103) 

 که

2 (2 1)p pb a     

( 1)p pa a     
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s

p

a

b


   

s

p

b

b


                                                                                                               (120) 

0zبمنظور بدست آوردن ویژه مقادیر انرژی، حالات حدی رابطه فیوق را در    وz  گییریم. در نظیر میی

) بنابراین، تابع )z  291 [ توانیم بصورت زیر در نظر بگیریمرا می[ 

1

2
( ) ( )p

z z
b

z z e H z





 
   

 
 

                                                                              (122) 

 با

1 1
1

2 4
pa                                                                                              (121) 

 آوریم، بدست می(103) معادله اری تابع فوق درذبعد از جایگ

2
2

2

( ) ( )
2 2

p

d H z dH z
z z

dz b dz




 
   
  

 

2

2
2 1 ( ) 0

4p p p

z H z
b b b

  
  
  

          
  

                  (129) 

 biconfluent Heunکیه جیواب آن توابیع  باشیدمیی biconfluent Heunدلیه فیوق معادلیه دیفرانسییل امع

(BCH) ،BHبصورت. با استفاده از روش فروبنیوس ]292 [شود ، نامیده می 

0

( ) n

n

n

H z c z




                                                                                                    (124) 

 ]291[  آیدرابطه بازگشتی برای ضرائب بصورت زیر بدست می

2 1

1
( 1) (2 )

( 2)(2 1)
n n n

p

c n B c n C c
n n b




 

  
              

                             (125) 
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 و همچنین 

1 0

1

2 p

c c
b

 



 
    

 

                                                                                              (126) 

 که

p

B
b


    

2
2 1

4p p

C
b b

 
                                                                                             (129) 

 با توجه به دو شرط 

2 ,C n                                                                                                                 (128) 

 و

1 0.nc                                                                                                                   (123) 

0 و همچنین با در نظر گرفتن 1c  دو ضریب دیگیر را بصیورت زییر بدسیت ( 125رابطه بازگشتی )، با استفاده از ،

 ]291[  آوریممی

2

1
,

2(2 1) 2 2p p

c B C
b b

  

 

   
             

 

3

1 1 2

6( 1) 2(2 1) 2 2p p p

c B B C
b b b

   

  

      
                        

 

( 2) .
2 2p

C
b

 



 
    

 

                    (110) 

2Cشرط  n دهدطیف انرژی را بصورت زیر بدست می 

2 2 ( ) 2 ( 3 2) 0s p p pE m E m b b b n a                                                         (112) 
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)برای حالتی تابع  )H z ای که چند جملهHeun خواهیم داشتاز درجه اول شود ، 

1

1
( ) 1 1

2 p

H z c z z
b

 



 
      

 

                                                                        (111) 

 ]291[  و همچنین برای طیف انرژی خواهیم داشت

2 2 ( ) 2 ( 5 2) 0s p p pE m E m b b b a                                                             (119) 

0سرانجام بای حالت شبه اسیپینی،    وE m معادلیه دییراک بیرای اسیپینور پیایینی دییراک بیا تبیدیل ،

   ،m m ،   وp pV V شایان ذکر است نتایم فیوق هنگیامی بیرای  آید.بدست می

 باشد که پتانسیل تانسوری جایگزین پتانسیل شبه اسکالر شود.بعد قابل تعمیم می 2+9معادله دیراک در 
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 گیرینتیجه

هامیلتونی دیراک، هنگامیکه یک پتانسیل اسکالر لورنتس و یک پتانسیل برداری لورنتس )فقی  در 

با یک جزء زمانی( مساوی در اندازه و عفمت باشند، تقارن اسپینی در هسته تولید خواهد شید کیه 

1های حالت 2np  3و 2np 3های و همچنین حالت 2nd  5و 2nd  تبهگن خواهنید بیود کیه بعنیوان

شوند. اما هنگامیکه یک پتانسیل اسکالر لورنتس و یک پتانسییل بیرداری جفت اسپینی شناخته می

لورنتس )فق  با یک جزء زمانی( مساوی در اندازه ولی مخالف در عفمت، یک تقارن شیبه اسیپینی 

1هیای خواهد شد. در این تقارن، حالتتولید  21s  3و 20d 3هیای و همچنیین حالیت 21p  5و 20f 

باشند  یعنی حالتهای تبهگن در اندازه حرکیت زاوییه تبهگن خواهند بود، که جفت شبه اسپینی می

ها، بررسی واحد اختف  دارند. با توجه به مشاهده تقارن شبه اسپینی در طیف هسته 1ندازه ای به ا

های کیروی دییراک، تواند خیلی مفید واقع شود. در این رساله، پس از بررسی تقارنتحلیلی آنها می

مشیاهده بررسی کیردیم و ، کرنل، شبه هارمونیک، ... Eckartو  Mieهای ها را با پتانسیلاین تقارن

 هیایهای اسپینی و شبه اسپینی دارای تبهگنی هستند. سپس با کمیک پتانسییلنمودیم که جفت

اثر پتانسیل تانسوری را روی در این رساله،  توانستیم این تبهگنی را از بین ببریم.خطی و کولنی تانسوری 

نظیر  اسپینی هایجفت 7 2 5 21 ,1f f و  3 2 1 21 ,1p p  نظییر  اسیپینیهیای شیبه جفتو 5 2 7 21 ,0d g و 

 7 2 9 22 ,1f h توانیم تبهگنی را مشاهده کنییم. همچنیین می پتانسیل تانسوری بررسی نمودیم بطوریکه در غیاب

 گیرینید، زییرا جملیهترازها از هیم فاصیله میی رود ویابد، تبهگنی از بین میهنگامیکه پتانسیل تانسوری افزایش می

2 H بیا  2+2شایان ذکر است که بررسیی مسیاله دییراک در ابعیاد  شود.دو تراز تبهگن می انرژی در باعث تفاوت
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-میی 2+2 باشد که در بعضی موارد، حل مساله در ابعادمی 2+9های شبه اسکالر همانند بررسی آن در ابعاد پتانسیل

 تواند مفید باشد.

باشند. در نتیجه با استفاده از ییک تقرییب مناسیب ای دارای حل تحلیلی و دقیق نمیهای هستهبسیاری از پتانسیل

کنیم. همچنین بیرای حیل معادلیه دییراک از اوربیت مرکزی، این مسائل را بطور تقریبی حل می-برای جمله اسپین

برای حل معادلات دیفرانسیل درجیه دوم  NUکمک گرفتیم. روش  Nikiforov-Uvarov (NU)روش قدرمتند 

تواند بسیار ارزشمند و جالب ولی در عیین حیال شود که استفاده از آن در این رساله میشبه شرودینگر بکار برده می

هسیته بیا  هیا در، ... باشد. اما در ادامه، بررسی این تقیارنSUSY ،AIM ،CPTهایی مثل ساده در مقایسه با روش

، ...  Generalized Woods-Saxon Potential ،Hulthén ،Pöschl-Tellerای نظییر تر هستهپتانسل واقعی

 بسیار ارزشمند خواهد بود.

توانید مفیید باشید. بطیور در نتیجه نتایم ما برای تحقیقات آینده در تقارن اسپینی و شبه اسپینی معادله دیراک می

توانید بطیور های فیزیکی مییهای اسپینی و شبه اسپینی برای سیستمنسوری بر روی جفتهای تاویژه، تاثیر پتانسل

های تانسوری غیر از خطیی و شود که مساله دیراک با پتانسیلتر مورد مطالعه قرار گیرد. همچنین پیشنهاد میعمیق

ها های جدیدتری از این پتانسیلیلکولنی مورد مطالعه قرار گیرد تا نتایم حاصله با نتایم موجود مقایسه شوند و تحل

 انجام شود.

برخی مسایل جالب در  ، باباشد که در فرآیند مطالعات و گردآوری مطالب مربوط به این رسالهدر انتها شایان ذکر می

مولکولی مواجه شدیم که مسایل را بطور تحلیلی حل نموده و در مجفت مربوطه گزارش دادییم  -زمینه فیزیک اتمی

های دواتمی را مورد مطالعه قیرار داده و طییف آنهیا را بدسیت آورده و بیا در مقالات ذکر شده مولکول .]299-299[

 نتایم تجربی یا نتایم دیگران مورد مقایسه قرار دادیم.
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Abstract 

Relativistic symmetries of the Dirac Hamiltonian had been discovered many years 

ago, but only recently these symmetries have been recognized empirically in nuclear 

and hadronic spectroscopy. Within the framework of Dirac equation, pseudospin 

symmetry used to feature deformed nuclei, superdeformation, to establish an effective 

shell-model and spin symmetry is relevant for mesons. Spin symmetry occurs when 

the scalar potential  S r  is nearly equal to the vector potential  V r  or equivalently 

   S r V r  and pseudospin symmetry occurs when    S r V r  . The 

pseudospin symmetry refers to a quasi-degeneracy of single nucleon doublets with 

non-relativistic quantum number  , , 1 2n l j l   and  1, 2, 3 2n l j l    , 

where n , l  and j  are single nucleon radial, orbital and total angular quantum 

numbers, respectively. The total angular momentum is j l s  , where 1l l   is 

pseudo-angular momentum and s  is pseudospin angular momentum . Tensor 

potentials were introduced into the Dirac equation with the substitution 

 ˆ.p p im rU r   and a spin-orbit coupling is added to the Dirac Hamiltonian. 

In this thesis, we introduce the Dirac equation with scalar and vector potential with 

arbitrary spin-orbit coupling number   including tensor interaction under spin and 

pseudospin symmetry limits. The Pekeris approximation is discussed for some 

exponential potentials. The Nikiforov-Uvarov method and its generalized form are 

presented in this thesis too. The energy eigenvalue equations and corresponding 

eigenfunctions of are obtained for some important potential as Eckart, Mie-Tpe, 

Pseudoharmonic, Morse, generalized Woods-Saxon, Cornell and Killingbeck 

potentials. The analytical results have been compared with other results and methods 

and we see that our calculations are in good agreement with those obtained before.  
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