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 چکیده فارسی

ای نظری و ذرات بنیادی است. در فیزیک هستههای مورد بحث مدل پتانسیل کماکان یکی از مدل

های معادله مورد ترین موضوع، و به نوعی دشوارترین قسمت کار، در این مدل پیدا کردن جوابمهم

بررسی تحت یک پتانسیل موفق است. تاکنون کارهای بسیار زیادی بر روی معادلات شناخته شده 

-مشخص معادلات شرودینگر، دیراک و کلین مکانیک کوانتومی غیرنسبیتی و نسبیتی، و به طور

-پی و سالپیتر بدون اسپین را در نظر می-کی-گوردون، انجام شده است. در این رساله دو معادله دی

اند. معادله اول هم قابلیت بررسی گیریم که علی رغم ساختار جذاب کمتر مورد بررسی قرار گرفته

و هم ذرات نسبیتی اسپین یک را دارد. معادله  ذرات نسبیتی اسپین صفر )که مورد بحث ما است(

--شود، دارای ماهیت نیمهسالپیتر منتج می-ها از معادله بتهدوم، که پس از یک سری از تقریب

های کاملا تحلیلی به شود. و در ابتدا، با روشبندی دو جسمی معرفی مینسبیتی بوده و در یک فرمول

ساکسون، یوکاوا و -مانند نمایی، کولنی، هالسن، وودز های موفقحل این معادلات تحت پتانسیل

 را بررسی میکنیم. های اسپین صفر کرنل خواهیم پرداخت و سپس برخی مزون

 جسمی، مدل پتانسیل.پی، معادله سالپیتر بدون اسپین، سیستم دو-کی-معادله دی کلید واژه:
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 مقدمه 

ي فيزيکي به هاها براي بررسي سيستمترين گزينهکماکان يکي از جذاب کوانتوميمعادلات موج مکانيک

رد، هنوز يکي از مسائل باز رغم قدمتي که دا، علي1نسبيتي شرودينگرموج غيرروند. معادله شمار مي

هاي فيزيکي ليلي دقيق اين معادله حتي براي پرکاربردترين پتانسيلهاي تحفيزيک است و جوابرياضي

 اند. هنوز ارائه نشده ،کرنلمانند ترکيب جملات هارمونيک و کولني و يا 

ترتيب که به 3گوردون-و کلين 2عبارتند از معادلات ديراکي رايج و آشنا هاگزينهدر محدوده نسبيتي،

هاي مختلفي توسط افراد بسياري کنند. اين معادلات با روشوصيف ميرا ت 1و  ½ذرات نسبيتي با اسپين 

 نهاي تحليلي و عددي بسياري در اختيار هستند. دليل اين موضوع ايو جواب اندورد بررسي قرار گرفتهم

هاي وند که از روشششرودينگر تبديل مي-است که اين دو معادله در بسياري از موارد به يک معادله شبه

هاي رايج مانند اين معادلات در حضور پتانسيل حل هستند.نسبيتي قابلنتومي غيرکوامرسوم مکانيک

عبارتند از مکانيک کوانتومي ي هاي تحليلن حلچند نمونه از اياند. ، کولني، هارمونيک و ... حل شدهنمايي

، روش کسرهای  8، جبر لی 7، تبدیلات کانونیک 6، روش وردشی5یوواروو-، روش نیکوفروو4ابرتقارني

متر مورد ک 11و سالپیتر بدون اسپین 10پی-کی-دیاما دو معادله بسيار پرکاربرد و غیره.  9داردنباله

کار د، براي توصيف ذرات اسپين صفر بهيآميعنوانش برطور که از توجه قرار گرفته اند. معادله دوم، همان

بعدي دانست که براي توصيف سه سالپيتر-ترين جايگزين معادله بتهرايج عنوانتوان آن را بهرود و ميمي

                                                 
1 Schrödinger 
2 Dirac 
3 Klein-Gordon 
4 Supersymmetry quantum mechanics 
5 Nikiforov-Uvarov 
6 Variation 
7 Canonical transformation 
8 Lie algebras 
9 Continued  fractions 
10 Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)   
11 spinless Salpeter equation 
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هم اثرات نسبيتي   1سالپيتر-معادله بته ،از طرفي ود.رکار ميوانتومي ميدان بهه کهاي مقيد در نظريحالت

ها هستند. اي و مزونه جز بنيادي مواد هستهها به کار مي رود کگيرد و هم براي توصيف کوارکميبررا در

-ستيم بر روي نزديکترين گزينه کار، ناگزير هکاملي براي اين معادله ارائه دادتوان حل که نميجاييآناز

و کرومودینامیک  الکترودینامیکه سالپيتر همخواني قابل قبولي با مده از معادلدست آکنيم. نتايج به

نوان يک روش استاندارد ع ها بر اساس اين معادله بهتوصيف هادرون مشخص،طوردارد. بهکوانتومی 

به  نيست.ل حل بصورت تحليلي قاشود که اين معادله بهجا ناشي مياينمشکل ازاما شود. شناخته مي

 گيرند:مياي نظري مورد استفاده قرارهسته ه در فيزيکهاي منتج از اين معادلخاطر، اغلب معادلههمين

هاي تعميم به سيستممعادله اخير قابل  اسپين. معادله سالپيتر بدونو  2يافتهمعادله سالپيتر کاهش يعني

 ناگزير از تقريب ،موضعي بودن معادله است. بنابراينجسمي نيز هست، اما مشکلي که وجود دارد غيردو

-خارج شود. در قدم بعدي پتانسيل 3يموضعکنيم تا معادله از فرم غيربراي حل معادله استفاده مي هایی

بدون  و هاي تحليليگرفته و با استفاده از تکنيکنظررا درکرنل و  4نهالس ،هاي رايج مانند نمايي، کولني

، پی-کی-دیمعادله  پردازیم.میمسئله گير عددي به حل ش هاي پرزحمت و وقتگيري از روبهره

بگنجاند. در غياب پتانسيل برداري و اسکالر را در خود تواند دو پتانسيلگوردون، مي-همانند معادله کلين

حتی در تر از وقتيست که پتانسيل اسکالر حاضر است. ردن با اين معادله به مراتب ساده، کار کاسکالر

-تر از معادلات فوقشوند که بسیار پیچیدههای ساده جواب ها به فرم معادله هیون ظاهر میمثال

 صفر و هم ذراتتواند هم ذرات اسپين مهمترين ويژگي اين معادله اين است که ميهندسی هستند. 

رسد که توجه داشته تر به نظر ميسي نمايد. اين نکته وقتي با ارزشطور نسبيتي بررهرا ب اسپين یک

ترين دليل و ذرات اسپين یک بسیار محدود هستند.  برجستهپروکا ه معادله اشيم مقالات حاضر دربارب

 پروکا باشد.   اين موضوع هم شايد پيجيدگي معادله

  

                                                 
1 Bethe-Salpeter 
2 Reduced saltpeter equation   
3 nonlocal 
4 Hulthén 
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 فصل دو

 پی-کی-معادلات سالپیتر بودن اسپین و دی
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 معادله سالپیتر بدون اسپین 2-1
سالپيتر است. -در نظريه کوانتومي ميدان نسبيتي، معادله بته دوب مناسب براي توصيف حالات مقيچارچ

هاي را در نظر بگيريد که داراي جرم ½يک فرميون و يک پادفرميون با اسپين  Mحالت مقید 

1 2,M Mهاي و تکانه
1 2,P P سالپيتر-سالپيتر، اين حالت مقيد با دامنه بته-بتهبندي هستند. در فرمول 

 :شود که يک تبديل فوريه عملگرهاي ميدان به فرم زير استتوصيف مي

        4

1 2 2( ) exp exp( ) 0 , (1 1 2)CMP iKX d X iPX T X X M K    
که در اين رابطه مطابق معمول 

1 2K P P  ،P ،تکانه نسبي
CMXمختصه مرکز جرم و

1 2X X X  

 مختصه نسبي است.  دامنه در معادله

   
 

 1 1 4

1 1 2 2 4
( ) , ( ), (2 1 2)

2

i
S P P S P d P Q Q



       

 صدق مي کند که داراي دو جز ديناميکي زير است:

)انتشارگر فرميوني کامل ذره  - 1,2)i i که با( , )S P M با فرم آزادش  شود و اغلبنشان داده مي

 شود: تقريب زده مي

   1

0 , , (3 1 2)S P M i P M


      

ترين مرتبه الکتروديناميک هاي فينمن است و در پايينکنشي که به نوعي جمع دياگرامکرنل برهم -

  :کوانتومي عبارتست از

 
 

2

2
, , (4 1 2)

e
P Q

P Q



     


حالت اوليه هاي نسبي تکانه-کنيم کرنل تنها به سهفرض مييم، يعني گیرمي اکنون تقريب پايا را درنظر

Q و حالت نهاييQ :وابسته است 

   , , . (5 1 2)P Q P Q   

)اکنون تابع موج مستقل از زمان  )P کنيمرا تعريف مي:  

0 0( ) ( , ), (6 1 2)P dP P P     

 رسيم به و در نهايت مي
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 

           3
1 0 0 2 1 0 0 2

3
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

, ,
( ) , (7 1 2)

2

c c

P Q Q P Q Qd Q
P

E P M P M E P M P M

   



           
     
        
 

 

 هاي تصوير انرژي عبارتند از که عملگر

 

   

2 2

0

2 2

1

.
, (8 1 2)

2

, (9 1 2)

i i i i

i

i i

c T

i i i

P M P M

P M

C C

 


  

  
   



      

 

کردن از جمله دوم سمت راست معادله سالپيتر و در نظر نظرنون با صرفماتريس هميوغ بار است. اک Cو

 گرفتن تقريب 

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 , (10 1 2)E P M P M E P M P M          

 رسيميافته ميبه معادله سالپيتر کاهش

 

 
     

2 2 2 2

1 1 2 2

3

1 0 0 23

( )

( ) , , (11 1 2)
2

c

E P M P M P

d Q
P P Q Q 



 

     

       

 کرنل از نوع کنولوشن باشد، يعني اين فرض که ، ظر کردن از درجات آزادي اسپينينصرفبا  

   , , (12 1 2)P Q P Q    

 هاي با انرژي مثبت داريم کردن بحث به حالتو محدود 

 2 2 2 2

1 1 2 2 . (13 1 2)P M P M V X E        
  

است. به طور خاص، در چارچوب کنشي که معادله سالپيتر بدون اسپين نام دارد و شامل جمله برهم

 جسمي داريمجرم سيستم دومرکز

, (14 1 2)H E   

 که 

 2 2 2 2

1 1 2 2 , (15 1 2)H P M P M V X      
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 حالت خاص جرم هاي مساوي 2-9-9

1هاي مساويسيستمي با جرم در حالت خاص 2M M M  ،سادگي به توان معادله دو جسمي را بهمي

نسبيتي زير را که شامل يک پتانسيل -يل کرد. براي مثال، معادله نیمهجسمي تبديک معادله معادل تک

 تواني است 

2 22 , , (16 1 2)n

n

n Z

H P M k R R X


     

 به همراه تبديل  

,

, (17 1 2)

p P

X
x







  

 که

 , , , (18 1 2)x p X P    

 نسبيتي -هاميلتوني نيمهدر نظر بگيريد. با انتخاب 

2 2

2 2

4 4

4 2 , (19 1 2)

n

n

n Z

n n

n

n Z

H P M k R

P M k r





  

    





 در نظر گرفتن و

2 ,

2 , (20 1 2)n

n n

m M

a k



  

 رسيمجسمي معادل زير مي-توني تکبه هاميل

2 2 , , (21 1 2)n

n

n Z

H p m a r r x


     

 

 

  

 معادله سالپيتر بدون اسپين )تک جسمي( 2-9-2

 الحاقي هاميلتوني خودبا توجه به بحث بالا، اکنون تنها کافيست 
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, (22 1 2)H T V   

و تکانه  mاي به جرمنشان دهنده ريشه عملگر نسبيتي انرژي جنبشي )آزاد( ذره Tرا وارد بحث کنيم که

p:است 

2 2( ) , (23 1 2)T T p p m    

)و )V x ن اسپين عبارتست از وکنش مستقل از زمان است. بنابراين، معادله سالپيتر بديک عملگر برهم 

, (24 1 2)k k kH E   

 و 

, (25 1 2)
k k

k

k k

H
E

 

 
  

 گرفت. نظرتعميم نسبيتي معادله شرودينگر درترين عنوان سادهتوان اين معادله را بهو مي

 

 هاي بالاي تحليلي کران  2-9-3

 بيشينه  -اصل کمينه

ريم. گیمي نظرترين نوع آن را دراينجا کاربرديتوان اين اصل را به چند بيان مختلف بيان نمود. در مي

 و دار استالحاقي باشد که از پایین کرانيک عملگر خودHفرض کنيد

1

sup , 0,1,2,... ., (26 1 2)
k

k
D

H
E for k



 

 

   

 که

0 1 2... . (27 1 2)E E E   

- 
dDيک زير فضايDبعدي از دامنهH  .باشد 

 کند. امين ويژه مقدار در نامساوي زير صدق ميkبا اين شرايط، 

1

sup 0,1,2,... . (28 1 2)
k

k
D

E for k


 

 


   

 



10 

 

 نامساوي هاي عملگري 2-9-4

بشي هستيم. بنابراين تري براي عمگلر انرژي جنست که ما به دنبال جايگزين مناسبفتن نينيازي به گ

Hنامساوي کار بگيريم. يک نامساوي عملگري به نه را برايبيشي-نهبايد روش کمی    را درنظر

 داریم: کاربا اين  ،بگيريد

1

1

sup

sup . (29 1 2)

k

k

k k

k

k k

D

D

H
E

H





 

 

 

 

 

 














  

)اکنون فرض کنيد که زيرفضاي  1)k - بعدي
1kD 

)ها توسط ن نامساويدر اي 1)k  تابع اوليه ويژه

 شود و لامت زده ميعملگر ع

0 1 2... . (30 1 2)E E E   

 در اين صورت 

1

sup , (31 1 2)
k

k
D

E


 

 


  

مقداردر نتيجه ويژه
kE  مقدار متناظر لا با ويژهبااز

kE کراندار است و 

, (32 1 2)k kE E  

 

 کران شرودينگري  2-9-5

آيد. با استفاده از مثبت بودن دست مياز هاميلتوني شرودينگر متناظر بهترين کران بالاي اين نظريه ساده

)مجذور عملگر  )T m داريم 

 
2

2 2

2 2

0

2

2 2 . (33 1 2)

T m

T m mT

p m mT

 

  

    

 داريم  mبا فرض مثبت بودن
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2

, (34 1 2)
2

p
T m

m
   

 و در نتيجه براي هاميلتوني سالپيتر داريم

, (35 1 2)SH H  

 ست از ا که در آن هاميلتوني شرودينگر عبارت

2

, (36 1 2)
2

S

p
H m V

m
    

 براي مثال، براي پتانسيل کولني انرژي متناظر هاميلتوني شرودينگر برابر است با 

2

, 2
1 , (37 1 2)

2
S nE m

n

 
    

 

 که اعداد کوانتومي با رابطه زير مرتبطند

1,

0,1,2,...,

0,1,2,... . (38 1 2)

r

r

n n l

n

l

  



  

 

 يک کران مجذوري  2-9-6

 بگيريدنظرمنظورمان، مجذور هامليتوني را دربراي رسيدن به 

2 2 2 , (39 1 2)Q H T V VT TV      

 مقداري اصلي حل کردتوان از همان معادله ويژهو ويژه مقادير اين معادله را مي

2 , (40 1 2)k k kQ E   

اکنون مثبت بودن عملگر خود الحاقي  T m V شود به منجر مي 

 
2

2 2 2

0

2 2 , (41 1 2)

T m V

T m V mT mV TV VT

  

        

 و چون 

0 , (42 1 2)m T   

VTجاييوان به يک نامساوي مفيد براي عملگر پادجابهتمي TV  :انرژي جنبشي و پتانسيل رسيد 
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2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 2 2

2 . (43 1 2)

TV VT T m V mT mV

p m V mT mV

p V mV

     

    

    

 

 داريم له اخير،دن معاداشتدرنظربا 

, (44 1 2)Q R  

 که

2 2 22 2 2 . (45 1 2)R p m V mV     

 

با معادله سالپيتر بدون اسپين از بالا  kEبيشينه، مجذور ويژه مقادير انرژي -با توجه به اصل کمينهو 

R,محدود به ويژه مقاديررابطه زير  K عملگرR  :هستند 

, , (46 1 2)k R KE   

داراي همان ساختار هاميلتوني شرودينگر است با اين تفاوت  Rتنها براي پتانسيل کولني است که عملگر

)2که يک عدد کوانتومي زاويه اي موثر داريم که از رابطه  1) ( 1)L L l l     آيد و بدين دست ميهب

 معناست که

21 4 ( 1) 1
, 0,1,2,... (47 1 2)

2

l l
L l

     
    

 عبارتند از Rبنابراين ويژه مقادير عملگر 

2
2

2,
1 , 1, 0,1,2,... (48 1 2)

2
r rR N

m N n L n
N




 
        

 
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 تعميم نتايج  2-1-7

هاي شرودينگري را بهتر کرد. برای این کار از ایده مثبت بودن مجذور کرانتوان با اندکي تغيير مي

Tعملگر   کنیم که استفاده می است:یک پارامتر حقیقی دلخواه با بعد جرم 

 
2

2 2

2 2 2

0

2

2 . (49 1 2)

T

T T

p m T



 

 

 

  

     

 

 یا به طور معادل 

2 2 2

. (50 1 2)
2

p m
T





 
  

 ها مطابق زیر نوشتتوان بر حسب هامیلتونیاين رابطه را می

2 2 2

( ), ( ) , (51 1 2)
2

S S

p m
H H with H


 



 
   

 بیشینه، -با درنظر گرفتن مجدد اصل کمینه

, ( ) , 0, (52 1 2)k S kE E     

 و در نتیجه

,
0

min ( ), (53 1 2)k S kE E





  

 برای پتانسیل کولنی، 

2
2 2

, 2

1
( ) 1 , 1, (54 1 2)

2
S n rE m n n l

n


 



  
         

  

کردن و با کمینه
,S nE نسبت به پارامترداریم 

2

, 20
min ( ) 1 , , (55 1 2)S k cE for

n


  


    

 

cکه  شدگی کولنی ها برای تمام مقادیر ثابت جفتاین کران   و همچنین تمام ترازهای

 بخشد. های شرودینگری را بهبود میکرانبرانگیخته برقرار است و 
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 روش وردشی  2-1-8

 شود بهبیشينه تبديل مي-در اين وضعيت روش کمينه

0 , (56 1 2)
H

E
 

 
  

های حدسی ای از حالتبرای بهینه کردن جواب مجموعه  گیریم. سپس مقدار نظر میرا در

حدسی انتظاری هامیلتونی را نسبت به حالت  کنیم:محاسبه می 

( ) , (57 1 2)
H

E
 

 

 


 
  

در مرحله بعدی 
min را که( )E و سپس  کنیممیکند انتخاب کمینه می

min( )E  را محاسبه می-

 رسیم:نماییم. با انجام این روند به یک کران بالای بهینه شده برای حالت پایه می

0 min( ), (58 1 2)E E   

 برای رهایی از فرم رادیکالی در هامیلتونی، از ایده ساده 

2 2 , (59 1 2)         

 یا به طور معادل

2

. (60 1 2)
   

   

 
  

 

 کنیماستفاده می

2

, (61 1 2)
T T   

   
  

 داریم  Hنسبیتی-با اعمال این نامساوی به هامیلتونی نیمه
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0

2

2

2 . (62 1 2)

H
E

T V

T V

p V
m

 

 

 

 

   

   

   

   






 

    

 

-برای پتانسیل کولنی، با درمحاسبه شوند.  Vو 2pدر این وضعیت تنها کافیست مقادیر انتظاری

 گرفتن تابع حدسی اتم هيدروژن، يعنينظر

3

( ) exp( ) , 0, (63 1 2)x r


  


    

 داريم

2

2 , (64 1 2)
p 

 

 


 
  

 

1

, (65 1 2)
r 

 

 


 



  

 های بالا به کران بالای تک متغیره با وارد کردن این مقادیر انتظاری در عبارت

2 2

0 , (66 1 2)E m     

 می رسیم که مینیمم مطلق آن

2

0 1 , (67 1 2)E m    

 در نتیجهاست و 

2

,0 1 . (68 1 2)
2

SE m
 

    
 

 

 

 پی-کی-دیی معادله 2-2
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شرودینگر  نسبیتی از معادلهصیف ذرات در مکانیک کوانتومی غیردر فیزیک ذرات بنیادی برای تو

گوردن )ذرات با اسپین صفر(، دیراک )ذرات با -و در مکانیک کوانتومی نسبیتی از معادلات کلاین

1اسپین 

2
پتیو )ذرات با اسپین صفر و یک( استفاده -کمر-)ذرات با اسپین یک( و دافین 1(، پروکا

 شود. می

تاد سال بیش از هف پی بپردازیم که-کی-دیی معادلهدر این فصل سعی بر آن داریم به بررسی 

اسپین صفر و  ساخت که هم ذرات بااین معادله فیزیکدانان نظری را قادر می پیش معرفی شده است.

. این معادله ]11-3[الب یک معادله در بخش نسبیتی مورد بررسی قرار دهند هم اسپین یک را در ق

های با اسپین صفر و یک با هسته، به عنوان بیتی هادرونهای نسکنشبرای بررسی و تحلیل برهم

 پی-کی-دیی گوردن و پروکا استفاده شده است. معادله-ی دوم کلاینهای مرتبهجایگزین معادله

های گاما جایگزین ماتریس های دیراک است که در آن ماتریس تعمیم مستقیم از معادله

 شود. گرفته مینظرپی در آن در-کی-دیای با عنوان جبر جبر پیچیده این تفاوت کهاند با شده

ترتیب شود که بهای نمایش داده میولفهای و ده مالب پنج مولفهاین معادله به طور معمول در دو ق

 رای ذرات با اسپین صفر، تحتب د. معادلهنشوهای اسپین صفر و اسپین یک استفاده میبرای بوزون

-ی کلاینیعنی معادله اشضی یکسانی با همتای شناخته شدهپتانسیل برداری دارای ساختار ریا

کردند که این معادلات ی فیزیکی این طور تصور میها، جامعهگوردن دارد و در نتیجه طی سال

 یستقبول نبه طور کامل قابلدانیم که این هم ارزی ارز هستند، اگر چه در حال حاضر میکاملا هم

ی گوردن در مطالعه-ی پروکا و کلاین. این معادله کاربردهای بیشتری در مقایسه با معادله]19-15[

 ] .11، 11[ها دارد کنشبرهم

 11-11 [است  زیر های اسکالر و برداری به صورت معادلهکنشدر حضور برهم پی-کی-دیهامیلتونی 

[: 

                                                 
1  Proca Equation 
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 2 0 0. ( ) ( ), (1 2 2)o

s vpc mc U U r E r         

 که 

( ) , (2 2 2)
upper

lower

r
i






 
   
 

 های بالا و پایین داریم:  و برای مؤلفه

1

2

3

, . (3 2 2)upper lower

A

A

A


 



 
   

      
   

 

 

, o

s vU U 0های اسکالر و برداری و کنشبیانگر برهم 5های ماتریس 5 هستند که به صورت زیر 

 شوندیتعریف م

0
00

, , (4 2 2)
0 0 0

i

i

i

T T


 



  
           

 

2های صفر ماتریس 0و  0،0که 2 ،2 3 3و 3 باشند، ومی 

 1 2 3
0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1

, , , . 5 2 2
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

   
         

            
       

        

 ] 11-3[شود نوشته می زیربعد به صورت معادله در سه پس از محاسبات، 

   

 

   

2

2

2

. ,

,

. (6 2 2)

o

s v

s

o

s v

mc U E U c A

mc U A

mc U E U

 



 

    

  

    

که 
1 2 3( , , )A A A A باشد و می 2به طور همزمان ویژه توابعJ  3وJ      است 

2

2

2

3

3

3 3

( 1) ,
( )

, (7 2 2)
( )

upper upper upper

lower lowerlower

upper upper upper

lower lower lower

L
J J J

L S

L
J M

L s

  

 

  

  

    
           

     
        

     

 

 گیریم( در نظر می8-4جواب عمومی را به صورت رابطه )
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1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) , (8 2 2)

( ) ( )

nJ JM

JM nJ JM

M

nJL JLL

f r Y

r g r Y

i h r Y



 
 

    
 

 
)که )JMY  ی از مرتبهJ  هستند، و

1 ( )M

JLY   های کروی و هارمونیک شدهبهنجاربردارهایnJg ،nJf 

-11[شوند توابع موج شعاعی هستند. معادلات بالا منجر به جفت معادلات دیفرانسیل زیر می nJLhو 

11 [ 

   

 

 

0 2

, , ,

, 2

, 1, ,

, 2

, 1, ,

1, , 1, ,

1, , 1, ,

( ) ( ),

( ) 1 1
( ) ( ),

( ) 1
( ) ( ),

( ) ( )1
( ) ( )

1

n J v n J s n J

n J

n J s n J

J

n J

n J s n J

J

n J n J

J n J n J

E U F r mc U G r

dF r J
F r mc U H r

dr r

dF r J
F r mc U H r

dr r

dH r dH rJ J
H r H r

dr r dr r

m
c





 







  

 
    

 

 
   

 

   
       

   

    2 0

, , ,( ) ( ) , (9 2 2)s n J n J v n Jc U F r E U G r    

 

 :] 11 [ دهدمیه که پس از جداسازی نتیج

 

 

 
    

2 2
,

2 2

2
,

2

2 2
22 0

, ,2 2 2 2

( )
1

( )
1

1 1 1
( ) 1 0, (10 2 2)

n J J

J

n J s J

s J

J s J
n J s n J v

J s J J

d F r

dr

dF r U

dr m U

J J U J J
F r m U E U

r m U r r









 

  

 
 

 

  
   

   

      
               

    

 

 که 

1 1

(2 1),

1
,

2 1

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

. (11 2 2)

J

J

nJ

nJ

nJJ

J J

J

J

f r F r r

g r G r r

h H r





 

 










  

   

0sUبا در نظر گرفتن  ( می11-4به فرمول معروف معادله ) 11-11 [رسیم[ 
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 
 

2
2

0 2

, ,2 2

1
( ) 0. (11 2 2)n J v n J

J Jd
E U m F r

dr r

 
       

 
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 فصل سه

 های تحلیلیروش

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 روش های تحلیلی

روش ، تقارنیرکوانتومی اب مکانیکهاي تحلیلی توانمند از جمله چند نمونه از روش رسالهدر اين 

 .کنیمزدن را معرفی مییوواروو و روش حدس-نیکیفروو
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 تقارنيمقدمه اي بر مکانيک کوانتومي ابر 3-9

هاي زباني از به محدوديت اين ترجمه خيلي مناسب نيست، بناچه )اگر 1مکانيک کوانتومي، فوق بارهادر 

دير يکساني هستند به مقال يک هاميلتوني را که داراي ويژهحالت اورتونرماکنيم( دو ويژهآن استفاده مي

بندي فرمول 2ویتنهاي ابرتقارني مدلي است که توسط مدلترين سازد. يکي از کاربرديهم مرتبط مي

  [4] کنيمبارهاي مختلط زير کار ميفوقتر شدن بحث، با مل بر دو فوق بار است. براي سادهشده و مشت

†

†

0
,

0 0

0 0
, (1 1 3)

0

A
Q

Q
A

 
  
 

 
   
 

 

 شوند اي خلق و فنا مطابق زير تعريف ميکه در آن  عملگره

†

( ),

( ), (2 1 3)

A ip x

A ip x

 

    

 عبارتست از و هاميلتوني ابرتقارني

0
, (3 1 3)

0

H
H

H





 
   
 

 که 

2

( ), (4 1 3)
2

p
H V x

m
    

 و

2( ) ( ) ( ), (5 1 3)V x x x
    

 از طرف ديگر شرط 

( ) ( ), (6 1 3)E EA x E x    

 يا به طور معادل معادله ديفرانسيل مرتبه اول

( ) , (7 1 3)E Ex E
x

 
 
    

 
 

                                                 
1 Supercharges 
2 Witten 
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0ست، يعني ا 1ابرتقارن خوبيک  0E   و 

0 ( ) , (8 1 3)Ux Ce     

 آيدبه راحتي از رابطه زير به دست می  U2پتانسيلابرثابت بهنجارش است و  Cکه 

0

( ) ( ), (9 1 3)

x

x

U x dz z   

 توان ديد که ( مي9تي محاسبه کنيم. از معادله )راحايم تابع موج حالت پايه را بهتوانستهبنابراين تا اينجا 

0

0

1
( ) , (10 1 3)

( )
x

x







  

 شرطپردازیم. اگر می 3اکنون به معرفی شرط ناوردایی شکل

0 1 1( , ) ( , ) ( ), (11 1 3)V a x V a x R a    

 ایمجموعه 1aهاي همراه در اصطلاح داراي ناوردايي شکل هستند. در رابطه اخير،برقرار باشد، پتانسيل

0طور يکتا از طريق نگاشت به جديد از پارامترهاست که 1 0: ( )F a a F a  0از مجموعه قديميa

)1تعيين ميشود و جمله باقيمانده  )R aشامل متغيرx  .در واقع، ناوردايي شکل به اين معناست که نيست

)1به عنوان يک پتانسيل همراه جديدپتانسيل معادله شرودينگر، صرف نظر از يک جمله ثابت،  , )V a x 

)1مرتبط با يک پتانسيل ابرتقارنيکه  شودتفسير مي , )a x چيز است. در صورت برقراري اين شرط، همه

قابل محاسبه هستند از روابط زیر موج مراتب بالاتر به راحتي ويژه مقادير انرژي و تمام توابع ساده شده و

[3, 4]: 

1

†1

0 01 20

0

0

( ) (12 1 3)

( )
( , ) ( , ) (13 1 3)

[ ]

( , ) exp ( , ) (14 1 3)

n

n s

s

n
s

n n
s

n s

x

n n

E R a

A a
a x a x

E E

a x C dz a z

 






 





  

 
    

 

 
     

 





 در اين رابطه 

                                                 
1 Good-SUSY 
2 Superpotential 
3 Shape invariance   
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† ( , ), (15 1 3)s sA a x
x


    



 هاي زير قابل حصول هستندبنابراين اطلاعات دقيق هاميلتونيو 

2

2
( , ) , (16 1 3)s s sH V a x E

x



     



 هاي توابع انرژي هاميلتونيت که ويژهقابل ذکر اس

( , ) ( , ) , (17 1 3)s n s s n n s sH a x E a x n s  

    

 با رابطه زير به هم مرتبطند 

†

( 1) 11 2
( , ) ( , ) (18 1 3)

[ ]
n s s n s s

n s

A
a x a x

E E
  

     


 

تمام اطلاعات سيستم قابل  ناوردايي شکل برقرار باشند،و شرط  1تر، اگر جواب معادله ريکاتيبه بيان ساده

 اگر پردازيم. اکنون به بررسی یک مثال ساده میمحاسبه است. 

( ) , (19 1 3)
b

x ax
x

    

 

 آيدست ميمطابق زير به دتابع موج حالت پايه 

2

2
10 10( ) , (20 1 3)

a
x

bx N e x


  

 عبارتند از  ههاي همراپتانسيلو 

2 2 2

2

2 2 2

2

( 1)
( ) ( ) ( 2 ),

( 1)
( ) ( ) ( 2 ), (21 1 3)

b b
V x x a x ab a

x

b b
V x x a x ab a

x






       


         

 اگر نگاشتي مطابق 

1, (22 1 3)b b b    

ها يکسان هستند، يعني شرط ناوردايي نظر از يک جمله ثابت، پتانسيلبينيم که صرفبگيريم، مينظررا در

 شکل برقرار است. در نتيجه 

                                                 
1 Riccati 
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1 0 01 (23 1 3)sb b b b s      

 و 

1( ) 2 ( ) (24 1 3)s s sR a a b b    

 از طرف ديگر 

1 ( 1) (25 1 3)

s

s

b b s

b b s

 

    

 اينبنابر

1 2 1

1

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ), (26 1 3)
n

n s s s

s

E R a R a R a R a R a



       

 بعدي با ابرپتانسيل مدل ساده، يک نوسانگر هماهنگ سه مثال فيزيکي اين

 11
, (27 1 3)

2

l
r

r



    

 و پتانسيل ابرتقارني 

 2 2
11 3

, (28 1 3)
4 2

l l
V r l

r
 

  
      

 

 است که داراي  ويژه توابع و ويژه مقادير زير است 

 1 1

22 2
1 1

exp ( ),
2 2

2 , (29 1 3)

l
l

n

n

y y L y y r

E n






 

  
 

  

که 
1

2 ( )
l

nL y


 توابع لاگر هستند. 

 

 معادله ديراک را در حضور تقارن هاي اسپيني و شبه اسپيني 3-1-1
 [40-38] معادله ديراک عبارتست از

ˆ. ( ) . (30 1 3)H p m S V i rU        

,که ,S V U نظر درهاي مرسوم را به ترتيب پتانسيل هاي اسکالر، برداري و تانسوري هستند و ماتريس

 گيريم. تابع موج کلي عبارتست از مي
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( )

( )
ˆ( )

( )
, (31 1 3)

( ) ( )
ˆ( )

lnk
jmk

nk

njmk

lnk nk
jm k

f r
i r

f r r

g r g r
i r

r



 

 
  

      
  
 
 

 

lکه 

jmkهاي کروي اسپيني هستند و رابطه بين اعداد کوانتومي عبارتست از هماهنگ 

1 1
( 1) ( ), , ( 0)

2 2
, (32 1 3)

1 1 1
( ), , ( 0)

2 2 2

l j j l aligned spin k

k

l j j l j l unaligned spin k


       

  
        


 کنند شرودينگر زير صدق مي-و پايين به ترتيب در معادلات شبه لاهاي باتوان نشان داد مولفهمي

 

  

2
2

2 2

( 1) 2
( )

( )

( ), (33 1 3)

k

k

k

d k k k dU
U U g r

dr r r dr

d

d kdr U g r
E m dr r

E m E m g r

 
     
 



 
   

   

       

 

 

  

2
2

2 2

( 1) 2
( )

( )

( ), (34 1 3)

k

k

k

d k k k dU
U U f r

dr r r dr

d

d kdr U f r
E m dr r

E m E m f r

 
     
 



 
   

   

       

 که 

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ), (35 1 3)

r V r S r

r V r S r

  

    

 اري انتخاب شده نيز همخواني دارد. که با نمادگذ

 

 حد تقارن اسپيني  3-1-2
کنيم که در بررسي تغيير شکل، اسپيني را در معرفي ميشبهدر دو قسمت بعدي، حدهاي اسپيني و 

 ]44-42[ها کاربرد دارندباندهاي مشابه و گشتاور مغناطيسي هسته



26 

 

)در حالت اسپيني، )r گيريم. بنابراين با در نظر گرفتن يک جمله هارمونيک در کنار را صفر در نظر مي

 را دارديک جمله تانسوري که هر دو جمله کولني و خطي 

2

( ) ,

( ) ,

( ) 0, (36 1 3)

U r r
r

r Ar

r


  

 

   

 متناظر تبدیل میشود بهمعادله 

  
    

  

2
2 2

2 2

2 2

1
2 2 ( )

( ), (37 1 3)

nk k

nk k

k kd
A E m r k g r

dr r

E m g r

 
   

   
          
 

  

 کنيممثال ابرتقارني قبل، ابرپتانسيل را مطابق زير انتخاب مياکنون با در ذهن داشتن 

 
 2( ) , (38 1 3)nk

k
r A E m r

r





      

 که متناظر با پتانسيل ابرتقارني 

  
    2 2 2

2

1 1
2 (39 1 3)

2
nk nk

k k
V A E m r k A E m

r

 
  

    
           

 

 . به این منظور مینویسیممکانيک کوانتومي ابر تقارني حل کنيمبا استفاده از است. اين معادله را 

  
    

     

2
2 2 2

2 2

2 2 2

1 1
2 ( )

2

( )

1
2 2 2 , (40 1 3)

2

nk nk k

nk k

nk nk nk

k kd
A E m r k A E m g r

dr r

g r

E m k k A E m

 
  



     

    
            

  

  
             

  

 که 

( 1) ( 1 2)
, (41 1 3)

( 1 2)

l for j l
k k

l for j l


   
    

 

بنابراين، 

     

 

2 2 2

2

1
2 2 2

2

4 , (42 1 3)

nk nk nk

nk

E m k k A E m

N A E m

     



  
            

  

   

 يا به طور معادل 
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     2 2 2 1
2 2 2 2 , (43 1 3)

2
nk nkE m A E m N k k    

  
             

  

 که عدد کوانتومي اصلي ما عبارتست از 

1
, (44 1 3)

2
N n k    

 و ويژه توابع عبارتند از 

 
 

  

1 1

2 2

1
2 22

1
( ) exp ( ),

2

, (45 1 3)

k
k

k n

nk

g r y y L y

y A E m r






 
  

  
 

    

 

 

 حد تقارن شبه اسپيني   3-1-3
)گريم که در آن اين بار حد شبه اسپيني را در نظر مي )r  2صفر و( )r Ar  :است  

  
    

 

2
2 2

2 2

2 2

1
2 2 ( )

( ), (46 1 3)

nk k

nk k

k kd
r A E m k f r

dr r

E m f r

 
   

   
          
 

  

 کنيم که آن را به فرم زير بازنويسي مي

  
    

2
2 2 2

2 2

1 3
2

2

( ), (47 1 3)

nk nk

nk k

k kd
r A E m k A E m

dr r

f r

 
  



    
            

  

  

 با استدلالي مطابق وضعيت قبل و 

     

 

2 2 2

2

3
2 2 2 ,

2

4 , (48 1 3)

nk nk nk

nk nk

E m k k A E m

N A E m

     

 

  
            

  

     
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 

  

1

2 2

2 2

1
( ) exp ( ),

2

, (49 1 3)

k
k

k n

nk

f r y y L y

y A E m r







  

  
 

    

 

 NUروش  3-2

این روش برای حل بسیاری از معادلات ریاضی فیزیک از فیزیک ذرات گرفته تا کیهان شناسی و 

 ای به فرم را در نظر بگیرید:فیزیک سیاه چاله ها کاربرد داشته است. معادله

2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0, (1 2 3)

( ) ( )

s s
s s s

s s

 
  

 
     

( )s و( )s حداکثر مرتبه هایی حداکثر از مرتبه دو هستند و چند جمله ای( )s یک است. با استقاده

 از تبدیل 

( ) ( ) ( ), (2 2 3)s W s s    

 شود به معادله قبل تبدیل می

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0, (3 2 3)s s s s s          

 که

( ) ( ) 2 ( ), ( ) 0. (4 2 3)s s s s        

 معادله اصلی ما یک جواب خصوصی درجه دارد و 

( 1)
( ) ( ), with 0,1,2,... . (5 2 3)

2
n

n n
n s s n   


       

 برای به دست آوردن انرژي سیستم، ناگزيریم جواب معادله 

2( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ),

2 2

( ), (6 2 3)

s s s s
s s k s

k s

   
  

 

  
   

   

 یک ثابت است. عبارت زیر رادیکال باید توان دو یک عبارت درجه یک λرا پیدا کنیم که در ان 

 بر حسب فرمول رودریگز نوشتاز درجه یک است و میتوان جواب معادله اولیه   π(s)باشد چرا که 

( ) [ ( ) ( )], (7 2 3)
( )

n
nn

n n

C d
s s s

s ds
 


   

 ثابت بهنجارش است و تابع وزن در رابطه  nC  در این رابطه
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[ ( ) ( )] ( ) ( ). (8 2 3)s s s s      

 کند. ضریب دیگر در رابطه لگاریتمی صدق می

( )
ln ( ) . (9 2 3)

( )

d s
W s

ds s




  

 کند.صدق می

 

 فرم پارامتریک روش 3-2-9
 تر شده است. معادله در فرم پارامتری این روش، کار ساده

 
2

21 2
1 2 32 2

3 3

1
{ [ ]} 0 10 2 3

(1 ) [ (1 )]

sd d
s s

ds s s ds s s

 
   

 


       

  

 را در نظر بگیرید. طبق روش پارامتریک، ویژه توابع عبارتند از

 
13 11

12 10 10
3 312

( 1, 1)

3 3( ) (1 ) (1 2 ) 11 2 3ns s s P s

 
  

   
    

     

 ژه مقادیر انرژی از رابطهیو و

 در آنشوند که تعیین می

 2 5 9 3 8 3 7 3 8 8 9(2 1) (2 1)( ) ( 1) 2 2 0, 12 2 3n n n n n                      

 

 و 

4 1

5 2 3

2

6 5 1

7 4 5 2

2

8 4 3

1
(1 ),

2

1
( 2 ),

2

,

2 ,

,

 

  

  

   

  

 

 

 

 

 

 

2

9 3 7 3 8 6

10 1 4 8

,

2 2 ,

     

   

  

  
 



30 

 

11 2 5 9 3 8

12 4 8

13 5 9 3 8

2 2( ),

( ). (13 2 3)

     

  

    

   

 

    

3در حالت خاص 0  از روابط ، 

 
11

10 10
3 10

3

( 1, 1)
1

3 11
0

lim (1 2 ) ( ), 14 2 3n nP s L s


 

 


 

  



   

 و

13
12

3 13

3
3

0
lim(1 ) , (15 2 3)

s
s e




 




 


   

 داریم 

13 1012 1

11( ) ( ) , (16 2 3)
s

ns s e L s
  

  

 

  1روش حدس زدن 3-3

توان با حل يک معادله . در چنین مواردی میتوان جوابی دقیق پیدا کردمیدر بسیاری از معادلات ن

 زد. برای روشن شدن موضوع جوابی به فرم  یکاتی جوابی مناسب برای مسئله حدسر

( ) ( )exp( ( )), (1 3 3)n n nR x f x g x   

 گیریم که در آننظر می ررا د

 

1

1, 0

( ) . 2 3 3
( ), 1

n
n n

i

i

if n

f x
x if n






  
 




 

 ، یعنیاگر جواب حالت پایه را در نظر بگیریم

0 0( ) exp( ( )), (3 3 3)R x g x   

آن پتانسیل  رسیم که طرف دومبه یک معادله ریکاتی می مر معادله شرودینگر جایگذاری کنیو د

 معادله شرودینگر است، یعنی 

2 2

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ). (4 3 3)effg x g x G x G x V x        

                                                 
1 Ansatz 
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 به طور مثال، پتانسیل مورس را در نظر بگیریم 

 

     

2

2

( ) exp( )

exp 2 2 exp , (5 3 3)

e

e e e e e

V r D q x

D a r r qD a r r q D

   

       

 نگر متناظر عبارتست ازمعادله شرودی

2
,

.2 2 2 2

22 ( 2 1)( 2 3)
[ ( ) ] ( ) 0, (6 3 3)

4

n l

n l

Ed D l D l
V r R r

dr r

    
      

 داریم:با بسط تابع نمایی  یا

2 2

4 3 2 1 2
4 3 2 1 0 2

( ) ( ) ( ) ( )

. (7 3 3)

g x g x G x G x

A A
A x A x A x A x A

x x

 

     

       
 

 معادله ریکاتی متناظر عبارتست از

2 2 4 3 2 1 2
4 3 2 1 0 2

( ) ( ) ( ) ( ) . (8 3 3)
A A

g x g x G x G x A x A x A x A x A
x x

               

 فرم زیر دارد که جوابی به

3 2( ) ln . (9 3 3)g x x x x x         

 های متناظر داریم :ر معادله و مساوی قرار دادن توانبا قرار دادن این جواب د
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 

 

 

22
,2 2 2

2 2

2
2

2

2
2 2

2

22

2

22
2

2

2

22
2 2 ,

2
2 6 4 4 6 ,

2
2 4 6 ,

42
12 ,

3 3

22
9 ,

3 12

2

e e

e e

e e

e e

e e

n lar ar

e e e

ar ar

e e

ar ar

e e

ar ar

e e

ar ar

e e

E aa
D e qD e q D

a
D e qD e

a
D e qD e

D e qD ea

D e qD ea

a C


 


   


 









 
      

 

    

  

 
  

 

 
  

 

2

4
2

2

2 ,

( 2 1)( 2 3)
. (10 3 3)

2

a D l D l




 



   
   

رغم سادگی در حل بسیاری از مسایل فیزیک، از روش علیاین کند. که جواب مسئله را تعیین می

 شناسی مورد استفاده قرار گرفته است. کیهانای گرفته تا فیزیک ذرات و هسته
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 فصل چهار

 های مختلفکنشجسمی تحت برهممعادله سالپیتر بدون اسپین دو
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 مقدمه

گرفت که نظرسالپيتر در-اسبي براي معادله بتهتوان به عنوان تقريب منمعادله سالپيتر بدون اسپين را مي

رود. در نگاهي ديگر اين معادله تعميم نسبيتي به کار مي هاي مقيد در نظريه ميدانالتبراي توصيف ح

نسبيتي شرودينگر به محدوده نسبيتي است. در اين معادله بستگي زماني و همچنين معادله موج غير

 شوند. ت آزادي اسپيني در نظر گرفته نميدرجا

هاي تحليلي دقيق نيست جواب داراي کنيم، اين معادلهر ميها کابا آن ساير معادلاتي که معمولًا بر خلاف

هاي مختلف اين معادله و پيشنهادات هاي تقريبي هستيم. جنبهحل آن ناگزير از استفاده از روش و در

اند ارائه شده  W. Lucha, F. F. Schoberl ,R. Hallبسيار خوب و جالبي براي حل آن در کارهاي

گيريم که در بسياري از نمايي در نظر مي . در اين قسمت، ما اين معادله را تحت پتاسيلي[10-24]

 . [33-25]هاي فيزيکي کاربرد دارند سيستم

 

 پتانسيل نمايي  4-1

، در کنندکنش ميتقارن کروي برهممعادله سالپيتر بدون اسپين براي دو ذره که تحت پتانسيلي با 

 93939393سيستم مرکز جرم عبارتست از  

2 2

1,2

( ) ( ) 0, (1 1 4)i

i

m V r M r


 
        

 


)که  ) ( , ) ( )lm nlr Y R r    [93-95]. براي ذرات سنگين، تقريب 

2
2

1 2 3
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
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




 
   

 

  [35-31] با جايگذاري داريممنطقي است.  تقريبي کاملًا
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 

 که 

   3 2 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ),

3 . (5 1 4)
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m m m m m   

 

    
 

)0فرماکنون يک پتانسيل نمايي به  )

0( )
a r r

V r v e
 

 هاي با گيريم که در توصيف سيستممي نظررا در

 انرژي بالا کاربرد دارد. با اين جايگذاري داريم
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 
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 اکنون براي حل تحليلي معادله از تقريب 

 2

0 1 22

1
( ), 7 1 4x xC C e C e

r

      

 کنيم که در آناستفاده مي

 

0

0

0

0 2 2

0

1 2 2

0

2 2 2

0

1 3 3
1 ,

1 4 6
, 8 1 4

1 1 3
.

r r
x

r

ar

C
r

C
r

C
r



 

 

 






 
   

 

 
    

 

 
  

 

 ( داريم 3با جايگذاري رابطه اخير در معادله )

 

   

2
2 0 0

0 12 2 2
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2 2 20

0 2 0 02 2 2
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2
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v E E
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

 

  






  
      

 

   
              
   

 

 کنيم. اگر ابرپتانسيل را مطابق مثال ابرتقارني ديگر را مرور مي اکنون يک

( ) exp( ), (10 1 4)x A B x      
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 انتخاب کنيم، داريم

 

 

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) exp( 2 ) 2 2 exp( )
, (11 1 4)

( ) ( ) ( ) exp( 2 ) 2 2 exp( )

V x x x A B x B A x

V x x x A B x B A x

  

  





         
 

        

 

ها تحت به اختصار اشاره شد، اين پتانسيلطور که در قسمت مربوط به حدود تقارني معادله ديراک همان

 يک نگاشت به فرم 

1 ( ) . (12 1 4)A F A A      

 گفته شد، داريم  شکل هستند. بنابر اين ، مشابه آنچه قبلًاداراي ناوردايي

1

2 1 1

1

( ) ,

( ) 2 ,

( ) , (13 1 4)s s

A F A A

A F A A A

A F A A n



 



  

    

    

 

 موج به ترتيب عبارتند از مقادير انرژي و توابعويژه و با استفاده از رابطه

     

 

1 2

1

2 2 2 2 2 2

1 1 2 1

22 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
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n s n
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n n

n

E R A R A R A R A
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A A A A n





    

      

      



 

 و

 

   

2 2exp( 2)

2 exp ,

. (15 1 4)

s n s n

ny y L y

y B x

s A

 



 

 

  

 

 و بنابراین مورس داريم-شرودينگر تحت پتانسيل روزن-بينيم که باز هم يک معادله شبهمياکن.ن 
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 نیز عبارتست ازرابطه انرژی 
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      
  

 

 

 

  1پتانسیل یوکاو 4-2

 گیریم:مینظرقسمت پتانسیل معروف یوکاوا را دردر این 

                                                 
1 Yukawa 
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2برای حل این معادله ابتدا تبدیل  rz e  کنیم. با این کار داریم را معرفی می 
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 عبارتند از NUهای مورد نیاز در روش و پارمتر
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 معادله انرژی متناظر عبارتست ازو  
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 موج هم عبارتند ازتوابع
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 و در نتیجه
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 . انرژی سیستم برای پتانسیل یوکاوا به ازای 1.3جدول 

0

1
0.001, 0.7, , 2 1

2
V m and       

,n l 0,lE
 

,n l 1,lE
 

,n l 2,lE
 

,n l 3,lE
 

0,0 0.2917844975 1,0 0.2909912076 2,0 0.2901983486 3,0 0.2894059234 
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     1ساکسون-پتانسیل وودز 4-3
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 با تبدیلی به فرم 

0 0
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, (3 3 4)
r R R

x
R a




    

 شود بهمعادله سالپیتر تبدیل می

                                                 
1 Woods-Saxon 

0,1 0.2917807046 1,1 0.2909874117 2,1 0.2901945495 3,1 0.2894021212 

0,2 0.2917731190 1,2 0.2909798198 2,2 0.2901869514 3,2 0.2893945169 

0,3 0.2917617409 1,3 0.2909684324 2,3 0.2901755547 3,3 0.2893831108 

0,4 0.2917465708 1,4 0.2909532499 2,4 0.2901603597 3,4 0.2893679034 

0,5 0.2917276092 1,5 0.2909342727 2,5 0.2901413671 3,5 0.2893488952 

0,6 0.2917048569 1,6 0.2909115017 2,6 0.2901185774 3,6 0.2893260870 

0,7 0.2916783146 1,7 0.2908849377 2,7 0.2900919917 3,7 0.2892994795 

0,8 0.2916479835 1,8 0.2908545817 2,8 0.2900616108 3,8 0.2892690739 

0,9 0.2916138645 1,9 0.2908204348 2,9 0.2900274360 3,9 0.2892348711 

0,10

 

0.2915759590 1,10

 

0.2907824983 2,10 0.2899894685 3,10 0.2891968726 
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 کنیم :د، تقریب زیر را معرفی میبرای این که بتوان جوابی کلی را به دست آور
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(1 ) [ (1 )]
n l

d y d C B C A B C
y y y

dy y y dy y y


     


            

 
 

 نویسیم که در آنمی

2 2

0 0
2 2

2 2

0 0 0 0
1 2 2

2 2 2

, 0 , 0

0 2 2

( 1) ,

2 2
( 1) ,

2
( 1) , (9 3 4)

n l n l

V R
A l l C

m

V R V R
B l l C

m

E R E R
C l l C

m



 

 

   

    

      

تبدیل شده است و پارامترهای مورد نیاز  هندسیواضح است، این معادله به فرم فوقطور که همان

 عبارتند از 
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1 2 32 2 2

1 2 3

2
, ,

1, 1

C B C A B C
  

  

  

   
   

   

 

 

4 5 6 1 7 2 8 3

9 1 3 2 10 3

11 1 3 2 3 12 3

13 1 3 2 3

1 1
0, , , ,

2 4

1
, 1 2 ,

4

1
2 2( ), ,

4

1 1
( ), (10 3 4)

2 4

       

     

      

    

      

     

       

       

 در نتیجه

1 3 2 3

2 3 3 1 3 2

1 1
(2 1) (2 1)( ) ( 1)

2 4

1
2 2 ( ) 0, (11 3 4)

4

n n n n n   

     

          

        

 

 
12 13 10 11 1012 ( 1, 1)

, ( ) (1 ) (1 2 ).      (12-3-4)n l ny y y p y
          

   

 در جدول طیف انرژی سیستم گزارش داده شده است. 
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 ساکسون-. پتانسیل وودز1.3شکل 
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ساکسون به ازای -. انرژی پتانسیل وودز1.3شکل 
0 0

1
0.1, 0.02, , 2, 4 1

2
V m r and       

 

 

 

 

 

 

 ساکسون به ازای-وودز. انرژی سیستم برای پتانسیل 3.4جدول 

0 0

1
0.1, 0.02, , 2, 4 1

2
V m r and       

0

1

2

3

4

5

6

0 2 4 6 8 10 12

E n
,l

n

E(l=1)

E(l=2)

E(l=3)

E(l=4)

E(l=5)

,n l 
0,lE ,n l 

1,lE ,n l 
2,lE ,n l 

3,lE 
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   1هالسنسالپيتر براي  4-4

 گيريممينظرپتانسيل هالسن زير را دراين بار 

   0 , 1 4 4
1r

V
V r

e
   



0که  ,V   ثابت هستند. با انتخاب, ( )
( )

n l

nl

U r
r

r
  بهشود معادله قبل تبديل مي 

  2 2 22 2

0 0 0
,2 2 2

1 1
( ) 0, (2 4 4)

2 2 1 2 ( 1) 2 2 ( 1)

nl nl
nl n lr r r

l l V V E V Ed
E U r

dr r e m e m m e   

 
         

   

  47قبل از اينکه ادامه دهيم، از تقريب قابل قبول 

 

2

22

1
, (3 4 4)

1rr e


  



 کار داريم کنيم. با ايناستفاده مي

                                                 
1 Hulthén 

0,0 −0.727861667 1,0 −.140284105 2,0 −0.068680033 3,0 −0.046192722 

0,1 0.479792734 1,1 1.143856306 2,1 1.687396737 3,1 2.157965985 

0,2 0.861986096 1,2 1.830828599 2,2 2.597613966 3,2 3.251614486 

0,3 1.246292653 1,3 2.440449462 2,3 3.373570362 3,3 4.165344056 

0,4 1.634619139 1,4 3.006699480 2,4 4.074709669 3,4 4.979661087 

0,5 2.026402250 1,5 3.544193272 2,5 4.726269886 3,5 5.728248822 

0,6 2.420929093 1,6 4.061037315 2,6 5.342083410 3,6 6.429394261 

0,7 2.817613025 1,7 4.562305120 2,7 5.930747284 3,7 7.094401062 

0,8 3.216004433 1,8 5.051413663 2,8 6.498035879 3,8 7.730840669 

0,9 3.615762715 1,9 5.530783459 2,9 7.048041296 3,9 8.34407392 

0,10

 

4.016628558 1,10

 

6.002194502 2,10 7.583780839 3,10 8.93805517 
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 

 

2
20 0

22 0 2
2

,22 2 2 2

2 1
2

( ) 0, (4 4 4)
(1 ) 1

nl

r r nl nl
n lr r

V E V
V l l

E Ed m me e U r
dr e me

 

 

 
 

  

 

 
    

       
  

  

rzاکنون با تغيير متغيير e   و انتخاب 

 

0
0

2

2
2 0

2

2

2 2

2

,

1 ,

2
, (5 4 4)

nl

nl nl

V E
V

mA

V
B l l

m

E E
C

m







 





   

   

 رسيم بهمي 

2
2

,2 2 2 2 2 2

(1 ) 1 1 1 1
[ ( ) ( 2 ) ] ( ) 0, (6 4 4)

(1 ) (1 )
n l

d z d
A B C z C A z C U z

dz z z dz z z   

 
            

  

 با مقايسه  داريم 

1

2

3

1 2

2 2

3 2

1,

1,

1

1
( ),

1
( 2 )

1

A B C

C A

C























   

  




 

 آيندميدستساير ضرايب مطابق زير بهو 
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 

4

5

6 1

7 2

8 3

9 2 3 1

10 3

11 2 3 1 3

12 3

13 2 3 1 3

0,

1
,

2

1
,

4

1

4

1 2 ,

1
2( )

4

,

1 1
( ), 7 4 4

2 4





 

 

 

   

 

    

 

    



 

 

 



    

 

     



         

 در نتيجه 

 

2 3 1 3

2 2 3 3 2 3 1

1 1
(2 1) (2 1)( )

2 4

1
( 1) 2 2 ( ) 0, 8 4 4

4

n n n

n n

   

      

        

           

 يا

 

2 2 2

3 2

2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 1
(2 1) (2 1)( [ ( 2 )] [ ] [ ( )]

2 4

1
) ( 1) [ ( 2 )]

1 1
2[ ( 2 )]( )

1 1 1 1 1
2 ( )( [ ( 2 )] ( ) [ ( )]) 0, 9 4 4

4

n n n C A C A B C

n n C A

C A C

C C A C A B C

  




 

   

 
             

     


  

  
           

توابع عبارتند ازو ويژه

3 2 3 1 3 3 2 3 1 3 3
3

1 1 1
( ) (1 2 1,2( ) 1 2 1)

2 4 4
, ( ) (1 ) (1 2 ), (10 4 4)n l nU z z z P z

          


                 

    
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  1هسته نرم کولنی کنشهممعادله سالپیتر تحت بر 4-5

 این پتانسل عبارتست از

  , (1 5 4)
g f

V r
r r 

   


 معادله متناظر دارای فرم زیر است

2 2
,

2 2

22
, ,

, ,2

22 1 1
[ (2 ) ( ( 1))

22 1 1
(2 ) 2 ( )] ( ) 0. (2 5 4)

( ) 2

n l

n l n l

n l n l

gEd gf g
g l l

dr m m r m r

fE Egf f
f E r

m m r m r m

 




 
  

  

     

        
 

 

 کنیم نون جوابی مطابق زیر را معرفی میاک

 , ( ) ( )exp( ( )), 3 5 4n l n lr h r s r   

 که در آن

 

1

1, 0

( ) , 4 5 4
( ), 1

( ) ln( ) ln( ) . (6 5 4)

n
n n

i

i

l

if n

h r
r if n

s r r r r



   






  
 



     



 رسیم بهمیدادن این جواب در معادله پس از قرار

 

0,

2 2 2

0,2 2

( )

2 1 1 2 1 1
[( 2 ) ( ) ( 2 ) ( ) ] ( ). 7 5 4

( )

l

l

r

r
r r r r



 
       

   

 

          
 

 رسیم بهها میدادن توانپیشنهادی و مساوی قراربا جایگذاری جواب 

                                                 
1 

Soft-core Coulomb
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0,

2
2

0,

2
2

2

0,2

0,

22 2
2 (2 ),

( 1),

22 2
2 (2 ),

,

2 ( ). (8 5 4)
2

l

l

l

l

gEgf
g

m m

g
l l

m

fEgf
f

m m

f

m

E
E

m

 
 

 


 

 
 

 


 

 

   

    

     

  

    

 گیریم. در این وضعیتمی نظرکنند. اکنون حالت بعدی را درکه طیف انرژی را تعیین می

1

1 1( ) . (9 5 4)h r r a   

 شود بهشرودینگر ما تبدیل میمعادله شبه و

 

2 2 2

1, 2 2

1,1 1 1

1 1 1

2 1 1 2 1 1
( ) [( 2 ) ( ) ( 2 ) ( )

( )

2 2 2
] ( ), 10 5 4

( ) ( )( )

l

l

r
r r r r

r
r r a r r a r a

 
       

   

  




          
 

    
   

 یا

 

1
1 1 2 1 21
1 1, 1 1 2

2 1

1

1 2 1 2 2

1 1 1,2

2 1 1
( ) ( ) [( 2 ) ( )

2 1
( ( )( 2 ))

1
( )( ) ( 2 2 2 ) ] ( ), 11 5 4

( )

l

l

a
r a r a a

r r

a
r

a a r r
r


     




   

 

        


       

      


          


 از طرف دیگر

1

1 1,

2 2
1,1 1

1 1 2

2
1,1

1

2
1, 1,1

1 2

2

1,1

1 1,

( ) ( )

22 1 1
[ ( (2 ) ( 1) ) ( ( 1))

22 1
( ( )(2 ) )

2 21
( ) ( 2 2 )

( )

2 ( ))
2

l

l

l

l l

l

l

r a r

gEgf g g
a g l l a l l

m m m r m r

fEgf f
a f

m m m r

gE fEf
a g f

m r m m

E
a E

m



  




 
 

 

 
  





 

        

     


      


 

2

1,

1, 1,2 ( ) ] ( ). (12 5 4)
2

l

l l

E
E r r

m
    
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 دادن طرفین متناظر و با مساوی قرار

1 2
1,1 2 11

1 1

2
2

2
1,2 1 1

1 1

2
2

1 2

1

22 2
2 ( (2 ) ( 1) ),

( ) ( ( 1)),

22 2
( )( 2 ) ( ( )(2 ) ),

( ) ,

2
2 2 2 ( 2 2

l

l

gEa gf g
a a g l l

m m m

g
l l

m

fEgf f
a a f

m m m

f

m

gE
a g f

  
   

 


 

  
     

 


 


     

          

    

            

  

        

2

1, 1, 1,1

1 1,

2

1,2

1,

2
) 2 ( )),

2

2 ( ), (13 5 4)
2

l l l

l

l

l

fE E
a E

m m m

E
E

m




 

  

    

,کند. در واقع با داشتن که طیف انرژی را تعیین می , ,m g موارد ، 
1

1, 1, , , , ,lE f a    قابل

محاسبه هستند. به ازای مقادیر
1 2

1
1, 1, 0.5,

2
m m g     

ر جدول گزارش داده شده ، انرژي د 

های بالاتر با انتخاب  است. حالت
2 2

2 1 2( ) ( )( )h r r r   و
3 3 3

3 1 2 3( ) ( )( )( )h r r r r       

 ... قابل محاسبه هستند. 

 

 

 f=0حالت خاص  4-5-9

این حالت عملا" همان پتانسیل کولنی است:  
g

V r
r

وضعیتی معادله سالپیتر تبدیل  . در چنین

 شود بهمی

2

, ,2 2

( 1)
[ ] ( ) 0, (14 5 4)n l n l

d l l g
E r

dr r r


  
     

 که
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2

,

2

,

, ,

1
[ 1 1 4( ( 1))]

2

2
2 ,

2 ( ), (15 5 4)
2

n l

n l

n l n l

g
l l l

m

gE
g g

m

E
E E

m








       

  

    

 این معادله دقیقا قابل حل است و تابع موج 

1

0, 0,( ) exp( ) (16 5 4)l

l lr r E r 

 
    

 و انرژی متناظر با آن عبارتست از

2 2

0, 2 2
2

2

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2

1 1 8
( ( 8 ( 1))

42
( 4( 1) )

8 4
( 8 ( 1)) 16 ( 4( 1) )). (17 5 4)

l

g
E l

g m
l

m m

g g
l g l

m m m




 

  
 


   

 

        

 ، داریمf=0کنیم . به ازای با جواب خود مقایسه میاکنون این جواب دقیق را 

0,

2

2

0,2

0,

2
2 (2 ),

( 1),

2 ( ), (18 5 4)
2

l

l

l

gE
g

m

l l

E
E

m


 

 

 







  

   

    

 و

2

0,

0,2 ( ), (19 5 4)
2

1, (20 5 4)

l

l

E
E

m

l

 





     

   

 دهد ین جواب برای حالت پایه نتیجه میا

2 2

0, 2 2
2

2

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2

1 1 8
( ( 8 ( 1))

42
( 4( 1) )

8 4
( 8 ( 1)) 16 ( 4( 1) )), (21 5 4)

l

g
E l

g m
l

m m

g g
l g l

m m m




 

  
 


   

 

        

 که با جواب دقیق همخوانی دارد.

 

 نرم-انرژي پتانسیل هسته 9.3جدول 
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,n l 0,lE    f 

0,0 - 0.1707706162 0.933012701 0.03227418780 -0.4043265578 0.3534547473 

0,1 - 0.03278598585 1.979019946 0.01347214880 - 0.1803254159 0.2305701629 

0,2 - 0.01208578196 2.987468593 0.006547063199 - 0.1097691461 0.1612972308 

0,3 - 0.00604976309 3.991060011 0.003787635925 - 0.0777213817 0.1228542183 

 

     1کرنل 4-6

 گیریم :نظر می راین بار پتانسیل کرنل را د

( ) . (1 6 4)
b

V r ar
r

    

 داریمبا جایگذاری در معادله اصلی 

2
2

,2 2
[ ] ( ) 0, (2 6 4)n l

d A B
Cr fr h r

dr r r
       

 که

2

2

,

2 2

2

2

,

2 2

2

, ,

2 2 2

( 1) ,

22
,

,

22
,

2 2
. (3 6 4)

n l

n l

n l n l

b
A l l

m

E bb
B

m

a
C

m

E aa
f

m

E E ab
h

m m









  

   

  



  

    

 اکنون جوابی به فرم

 , ( ) ( )exp( ( )), 4 6 4n l n lr g r y r   

 

 دهیم که در آنرا پیشنهاد می

                                                 
1 Cornell 
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 

1

1, 0

( ) , 5 6 4
( ), 1

n
n n

i

i

if n

g r
r if n






  
 




 با حل معادله ریکاتی متناظر داریمچه در بخش سوم گفته شد، مطابق آن

2

( ) 1, (6 6 4)

( ) ln( ) . (7 6 4)

n

l

g r

y r r r r  

  

    

 از جایگذاری داریمپس 

2 2 2 2

, ,2

1 1
( ) [( ) (2 ) 4 4 ( 2 4 )] ( ). (8 6 4)n l n lr r r r

r r
                    

 دهدکه نتیجه می

2

2

2

,

2 ,

4 ,

4 ,

2 4 . (9 6 4)

A

B

C

f

h

 







  

  

 

 

 

     

 توان از این رابطه طیف حالت بدون گره را تعیین کرد. به راحتی می
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 فصل پنج

 های مختلفکنشهمپی تحت بر-کی-معادله دی
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



55 

 

 دی کی پی تحت پتانسیل نمایی 5-1

 این بار پتانسیل نمایی 

0( )
, (1 1 5)

a r r

vU Ve
 

   

های متناظر این معادله با روشی تحلیلی قابل حل نیست و ناچاریم از کنیم. جوابرا انتخاب می

 روشی تقریبی استفاده کنیم. معادله متناظر عبارتست از

 2
2 2 2

0 02 2

1
2 exp( ( )) exp( 2 ( )) ( ) 0. (2 1 5)

J Jd
E EV a r r V a r r m F r

dr r

 
            

 

 که با انتخاب تقریب 

 

2

0 1 22

0

0

0

1
( ),

,

, 3 1 5

x xC C e C e
r

r r
x

r

ar

 



   




  

 

 

0 2 2

0

1 2 2

0

2 2 2

0

1 3 3
1 ,

1 4 6
,

1

1 1 3
. (4 1 5)

C
r

C
r

C
r

 

 

 

 
   

 

 
  

 

 
    

 

 

 شود بهتبدیل می

        
2

2 2 2 2 2 2 2

1 0 2 0 0 02
1 2 1 1

( ) 0, (5 1 5)

x xd
e C J J EV r e V C J J r C J J E m r

dx

F x

   
          

 

  

 

 نسبیتی مورس است که در آنمعادله در واقع همان پتانسیل غیراین 

  

 

  

2

0 2

0 0

2

0 1

1 ,

1 ,

1 2
2 . (6 1 5)

B r V C J J

A r C J J

r C J J EV
A

B


   

  

 
   

 

 ها عبارتند ازاین جوابو بنابر
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 

   

2 2( ) exp( 2) ,

2 exp ,

. (7 1 5)

s n s n

n nF x C y y L y

y B x

s A

 



  

 

  

 

 توابع انرژی از رابطه و ويژه

 

   
  

  
 

2 2 2

0

2

12

0 0 0 0 0
2

2

1 2
1 1 2 1 . (8 1 5)

1

n r E m

C J J EV
C J J r r C J J n C J J

V C J J

   

  
          

      
  

 

 قابل محاسبه هستند. 

 

 پتانسیل یوکاوا 5-2

 ا داریمبا جایگذاري پتانسیل یوکاو

  22
2

, ,2 2

1
( ) 0. (1 2 5)r

n J n J

J Jd
E e m F r

dr r r

 
   

           

 کنیم اکنون تقریب زیر را معرفی می

2 2

2 2 2

1 4
, (2 2 5)

(1 )

r

r

e

r e





 


  



 شود به و معادله تبدیل می

  22 22 2 2 4
,2 2

, ,2 2 2 2 2 2

44 1 4
( ) 0. (3 2 5)

(1 ) (1 ) (1 )

rr r
n J

n J n Jr r r

E eJ J ed e
E m F r

dr e e e

 

  

  
 

  

 
            

2برای حل این معادله ابتدا تبدیل  rs e نویسیمعادله را به فرم زیر میکنیم و مرا اعمال می 

2

2

2 2 2 2 2 2
2 2

,2 2 2 2 2 2 2 2

(1 )

(1 )

1
( 1) ( ) 0. (4 2 5)

(1 ) 4 4 2 2 4 4
n J

d s d

ds s s ds

E m E E E m E m
s s J J F r

s s

 


       


 



     
                 

      

 



57 

 

 های مقیدحالت 5-2-9
های آن را به آسانی توان جوابشده است و اکنون میتبدیل   NUمعادله اخیر به فرم استاندارد معادله

 دست آورد:به با مقایسه

2 2
,

2 2

2 2
, ,

2 2

1 1
( 1) (2 1) ( 1) (2 1)

2 4 4 4

1
( 1) 2 ( ( 1))( ) 0, (5 2 5)

4 4 4

n J

n J n J

E m
n n n J J n

E E m
J J J J

 



  


         

         

 توابع متناظر بر حسب توابع ژاکوبی عبارتند از یژهو و

2 22 2
, ,

2 2 2 2

11 1
(2 ,2 ( 1) )( 1)

44 4 4 42 4
, (1 ) (1 2 ). (6 2 5)

n J n JE Em m
J JJ J

n J nF s s P s   
       

    

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,0.001. انرژی پتانسیل یوکاوا به ازای1.5جدول  0.7, 1m    
 

,n J 0,JEfor  

0.001, 0.7   

,n J

 

1,JEfor 

0.001, 0.7   

,n J 2,JEfor 

0.001, 0.7   

,n J 3,JEfor 

0.001, 0.7   

0,0 0.974500 1,0 0.985702 2,0 0.991016 3,0 0.993936 

0,1 0.985702 1,1 0.991016 2,1 0.993936 3,1 0.995706 
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0,2 0.991016 1,2 0.993936 2,2 0.995706 3,2 0.996856 

0,3 0.993936 1,3 0.995706 2,3 0.996856 3,3 0.997644 

0,4 0.995706 1,4 0.996856 2,4 0.997644 3,4 0.998205 

0,5 0.996856 1,5 0.997644 2,5 0.998205 3,5 0.998618 

0,6 0.997644 1,6 0.998205 2,6 0.998618 3,6 0.998928 

0,7 0.998205 1,7 0.998618 2,7 0.998928 3,7 0.999167 

0,8 0.998618 1,8 0.998928 2,8 0.999172 3,8 0.999352 

0,9 0.998928 1,9 0.999167 2,9 0.999352 3,9 0.999499 

0,10

 
0.999167 

1,10

 
0.999352 2,10 0.999499 3,10 0.999615 

 

 

 

      

 ساکسون-دی کی پی تحت وودز -5-3

 
 طور که در قسمت مربوط به معادله سالپیتر گفته شد، این پتانسیل دارای فرم همان

0

0

( )                                                                                      (1-3-5)

1 exp( )

V
V r

r a

r






 

0Vاست که در آن 
 

 0rو 
 ثابت هستند. اکنون با معرفی تقریب 

2
2

0 0

1
~                                                      (2-3-5)

1 exp( ) (1 exp( ))

c d
b

r a r ar

r r

 
 

 

 

 که در آن
2

0 0

2 2

2

0 0

2 2

3 31
(1 )                                                                                                 (3-3-5)

4 61
( )                                                          

r r
b

a a a

r r
c

a a a

  

 

2

0 0

2 2

                                            (4-3-5)

31
( )                                                                                                     (5-3-5)

r r
d

a a a
  

 

  [] های معادله عبارتند ازجواب
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2 2 2 2

0 , 0 , 0

2 2 2 2
0 , 0 , 0

( 1) ( 1)( ) ( )

,

0 0

(2 ( 1) ,2 ( 1)( ) ( ) )

0

1 1
( ) (1 )

1 exp( ) 1 exp( )

2
(1 )                             (6-5-5)

1 exp( )

n J n J

n j n J

r bJ J m E r J J b c d E eV m

n J

r bJ J m E r J J b c d E eV m

n

F
r a r a

r r

P
r a

r

        

        

 
 

 

 




 و رابطه انرژی عبارتست از
 

2 2 2 2

0 , 0 ,

2 2 2 2

0 0 , 0 ,

2 2 2 2 2

0 , , 0

2 (2 1) ( ( 1)( ) ( ) ( 1) )

( 1) (2 ( 1)) 2 ( ( 1) )

2 ( ( 1) )[ ( 1)( ) ( ) ] 0         (7-3-5)

n J n J

n J n J

n J n J

n n r J J b c d E eV m bJ J m E

n n r eV E cJ J r bJ J m E

r bJ J m E J J b c d E eV m

            

        

         

 

 

 

 

 

 کنش برداري هالسن تحت يک برهم DKPمعادله  5-4
 دهيم، يعني سيل هالسن را مورد بررسي قرار ميدر اين کار پتان

   0 0 , 1 4 5
1

v r

U
U r

e
   



 کنيم استفاده مي، از تقريب مناسب زير يک کميت ثابت است. براي حل تحليلي معادله 0Uکه 

 

2

22

1
, (2 4 5)

1rr e


  



 داریمکار، با اين

2

, , , , ,2
( ) ( ) ( ), (3 4 5)eff n J n J n J n J

d
V r F r F r

dr


 
     
 

 که

 2 2

, 00

, , 2

2 2

, , 0

21
( ) , (4 4 5)

( 1) ( 1)

, (5 4 5)

n J

eff n J r r

n J n J

E UU J J
V r

e e

E m

 





 
   

 

   
 

 اکنون با در ذهن داشتن روش مکانيک کوانتومي ابرتقارني، ابرپتانسيل را مطابق 
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( ) , (6 4 5)
( 1)r

A
r B

e


    


 کنيم که درآنانتخاب مي

 

 

 

2 2 2

0

2 2 2

0 , 0

2

0,

4{ 1 }

2

( 1 2 )

2

, 7 4 5

n J

J

U J J
A

A U J J E U
B

A

B

  





   


    


   

 

,و 0A B    داشتيم . 

 2( ) ( ) ( ) 8 4 5V r r r
   

 

 آيدج حالت پايه مطابق زير به دست ميو تابع مو

0, 0,( ) exp ( ) , (9 4 5)J JF r N r dr     
 

 

 هاي همراه در اين وضعيت عبارتند از پتانسيل

    

    

2 2 2 2 2
0 , 0 0 , 0

2

2 2 2 2 2
0 , 0 0 , 0

2

( )

1 (2 ) ( 1 2 )( )
,

( 1) 1 2

( )

1 (2 ) ( 1 2 )( )
, (10 4 5)

( 1) 1 2

r
n l n l

r r

r
n l n l

r r

V r

U J J E U A U J J E VA A e

e e A

V r

U J J E U A U J J E UA A e

e e A



 



 

 

 







       
 

 



       
   

 

 مقادير انرژي عبارتند از گاشت انتقالي ناوردا هستند. ويژهتحت يک نبينيم و همانطور که مي

           

( )

0,

( )

,

1

22 22 2 2 2 2

0 , 0 0 , 0

0

( )

1 2 1 2
(11 4 5)

2 2( )
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

 

          
     

   
   

 

 و در نتيجه طيف کامل سيستم عبارتست از 
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      
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      
 
 

 

 تر يا به فرم فشرده

      
2

2 2 2

0 , 02 2

, 0

1 2
. (13 4 5)
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n J

n J

A n U J J E U
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A n

 



     
    
 
 

 

0.15ازاي  در جدول زير ويژه مقادير انرژي را به  ايم. گزارش کرده 

 . انرژی پتانسیل هالسن2.5جدول 

 J 

n 0 1 2 3 4 

0 0.769358 0.866548 0.935606 0.978947 0.998528 

1 0.780888 0.875047 0.94131 0.982084 0.999257 

2 0.806502 0.893658 0.953506 0.988388 0.999998 

3 0.841774 0.918638 0.969087 0.995286 0.998594 

4 0.881415 0.945541 0.984341 0.999653 0.992323 

5 0.920373 0.97013 0.995682 0.998365 0.978278 

6 0.954454 0.988851 0.999999 0.98852 0.953413 

7 0.980478 0.998907 0.994653 0.967319 0.914167 

8 0.996132 0.998068 0.977211 0.93162 0.855383 

9 0.999654 0.984321 0.944968 0.876967 0.767092 

10 0.989454 0.955383 0.894063 0.795046 0.618465 

 

0.2کنيم در محدودهاشته باشيم تقريبي که استفاده ميتوجه د بايد  توجه به  تقريب مناسبي است. با

 ، تابع موج حالت پايه برابر است با روابطي که پيشتر داشتيم

 
 

2 2 2

0 , 0

0, 0,

( 1 2 )
( ) ( 1) [{ } ] 14 4 5

2

A
n lr

J J

A U J J E V
F r N e exp A r

A

 
    

     

 که در شکل زير آمده است. 
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 تابع موج تحت هالسن .1.5شکل 

 

. نتيجه اينکه تابع موج کلي سيستم (  قابل محاسبه هستند13ز روابط )راحتي اتوابع موج مراتب بالاتر به

 به صورت زير است
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J
A Y
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

 
 
 
 
 
 
 
 
 

          

 

در مرجع آمده است. نکته ديگري که بايد توجه داشت  DKPتر ساختار ابرتقارني معادله بررسي مبسوط

داريم و بنابر اينکروي  rخط را )منظور معادلاتي هستند که در آن ها -اين است وقتي يک مسئله نيم
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0 r   امل ( با يک وضعيت تمام خط )شx  سازي مي کنيم، بايستي دقت ( مشابهت

 ي مورد اعداد کوانتومي اعمال شود. کاف

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 لسنهای مختلف برای پتانسیل برداری هاویژه مقادیر انرژی به ازای حالت. 9.5جدول 
 

,n JE ,n J ,n JE ,n J 

9.830010003 2,0 7.096023618 0,0 

9.939720311 2,1 9.687495014 0,1 

9.966533865 2,2 9.867457411 0,2 

9.979694256 2,3 9.927476105 0,3 

9.987025400 2,4 9.954672859 0,4 

9.991432557 2,5 9.969225011 0,5 

9.922948020 3,0 9.511536512 1,0 

9.969030744 3,1 9.874625818 1,1 

9.982591989 3,2 9.935590908 1,2 

9.989716791 3,3 9.961774549 1,3 

9.993800843 3,4 9.975336341 1,4 

9.996256663 3,5 9.983180686 1,5 

 



64 

 

              

 

 برای پتانسیل برداری هولسن αانرژی سیستم بر حسب پارامتر . 1.5شکل 

 
 برای پتانسیل برداری هولسن 0Vانرژی سیستم بر حسب پارامتر . 9.5شکل 
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0.1و  ،nتابع موج سیستم برای پتانسیل برداری هولسن به ازای مقادیر مختلف . 3.5شکل   ،

0 0.05V ،10m  

 کنش اسکالر کولنیدر حضور برهم DKPی معادله  -5-5

 ] 11[گیریم نظر میپتانسیل اسکالر کولنی زیر را در در اینجا

 , 1 5 5s

k
U

r
   

 معادله متناظر عبارتست از

 
 

2
2

, ,

2

2

,2
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1 1 1
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r m
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 
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  
 
 

  
  

          
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   

 که در آن
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C J J
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 ر غییر متغیبا ت
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 , ,( ) ( ), 4 5 5n J n J

k
F r m r

r
   

 رسیم بهمی

 

 

2 2
,

2 2
3 4 2

22 2
,

,3 2 2 2 2 2

( ) 13
[

( ) 2 ( )

1 1 2 1
] ( ) 0, 6 5 5
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n J
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J J J J

d r J Jk k

k kdr r
r m r m
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EkC m k mk
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   


  

 

       



 

 شود بهها تبدیل میرمعادله اخیر، پس از جداسازی متغی

 

2 2
,

2 2 2 2

22 2 2
,2

,2 2 2

( ) 2 2 1 1 1
[( ) ( ( 1) )
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 اکنون جوابی به فرم 

 , ( ) ( )exp( ( )), 8 5 5n J n Jr f r g r   

 نکنیم که در آرا پیشنهاد می
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 با جایگذاری این جواب داریم
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 رسیم بههای متناظر میو با برابر قرار دادن توان
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 نهایی عبارتست از بنابراین، جواب

0, ( ) ( ) exp( ). (13 5 5)J

k
F r m mr k r r
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      

 

 های اسکالر و برداری کرنل تحت پتانسیل DKPی معادله 5-6

که يکی از موفق ترین بر همکنش های فیزیک ذرات است و هر دو جمله محبوس کننده و غیر 
است و محبوس کننده را داراست. ضریب جمله کولنی در واقع در برگیرنده ضریب جفت شدگی قوی 

کنش را به صورتهمکی است و در بسیاری موارد این برضریب جمله خطی فاصله بین کوار
4

3

s kr
r


  های اسکالر و برداری کرنل معادلات )در حضور پتانسیل نویسند.میa-3-13( و )b-3-

13 )]13 [ 

 0 1 6 5
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s s
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 
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محبوس کننده و غیرزیک ذرات است و هر دو جمله محبوسفیهای نشهمکترین برکه يکی از موفق
شدگی قوی است و ضریب واقع در برگیرنده ضریب جفته را داراست. ضریب جمله کولنی درکنند

4کنش را به صورتهمکی است و در بسیاری موارد این برجمله خطی فاصله بین کوار

3
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:در معادله اصلی داریمنویسند. با جایگذاری 
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زدن استفاده خواهیم ود و بنابراین ناگزیر از روش حدسشهای مرسوم حل نمیمعادله اخیر با روش
 ر به این منظور، ابتدا تغییر متغی کرد.
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 نویسیم صورت زیر می تر و بهاین معادله را کمی مرتب
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 اند. تابع موج در شکل رسم شده است. ستم و ضریب بهنجارش در جدول آمدهمقادیر انرژی سیويژه
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 تحت کرنل . تابع موج5.5شکل 

 

 

 

 دنگ فندی کی پی تحت  5-7

 های برداری و اسکالر کنشهمپی را تحت بر-کی-این بار معادله دی
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کنش هالسن است و در حالت حدی علاوه بر همتر برکنش حالت کلیهمگیریم. این بردر نظر می

شناخته شده قابل  هایوری نیز هست. معادله حاصل با روشجمله کولنی، دارای یک جمله عکس مجذ

 این ابتدا تبدیلی به فرم حل نیست. بنابر
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 جه، برای حالت بدون گره داریمدر نتی
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کند. که انرژی سیستم را تعیین می
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 فصل شش

    DوB های مزون  بررسی
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 کرنلتحت  .Dو B های مزونبررسی  6-9

 تابع
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

-هاست. در این فصل نتایج پتانسیل کرنل را برای مزونها برای یررسی مزونیکی از بهترین معیار

 بینیم، نتایج همخوانی خوبی دارند.طور که میایم. همانهای و  اعمال کرده

 
0.318به ازایB. مشخصات مزون 1.1جدول     . 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

0.2761به ازای D. مشخصات مزون1.1جدول   . 

0r  3 ( )N ours  2 ( )ours  2 [9]  
2 [22]  

2 [55]  ( )c ours  [9]c  [33]c  

3.5 8.2365 0.1746 -  

 

 

 

0.83 

 

 

 

 

1.04 

0.0151 -  

 

 

 

1.36 

4.0 8.1626 0.2306 0.6699 0.0268 0.0268 

4.5 8.1092 0.3004 0.7030 0.0460 0.1118 

5.0 8.0655 0.3930 1.1758 0.0794 0.3451 

5.5 8.0112 0.5270 2.0523 0.1415 0.8722 

6.0 7.9118 0.7360 2.7854 0.2629 1.4441 

6.5 7.7132 1.0735 - 0.5028 - 

7.0 7.3458 1.6058 - 0.9562 - 

7.5 6.7498 2.3785 - 1.7376 - 

8.0 5.9215 3.3656 - 2.9221 - 

0r  3 ( )N ours  2 ( )ours  
2 [9]  

2 [40,41]  
2 [42]  ( )c ours  [9]c  
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. مشخصات مزون9.1جدول 
sD 0.368به ازای   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

0.4401به ازای  sB. مشخصات مزون3.1جدول  . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

3.5 8.1466 0.1300 -  

 

 

 

1.67 

 

 

 

 

1.35 

0.0082 - 

4.0 8.1130 0.1694 - 0.0141 - 

4.5 8.1186 0.2170 - 0.0236 - 

5.0 8.1499 0.2811 0.6821 0.0402 0.1138 

5.5 8.1730 0.3827 1.2249 0.0747 0.3571 

6.0 8.11430 0.5677 1.9099 0.1543 0.7342 

6.5 7.8407 0.9139 2.463 0.3374 1.1247 

7.0 7.1873 1.4976 - 0.7097 - 

7.5 6.0965 2.2928 - 1.3224 - 

8.0 4.7511 3.1433 - 2.1281 - 

0r  3 ( )N ours  2 ( )ours  2 [9]  ( )c ours  [9]c  

3.5 8.2974 0.2517 - 0.0322 - 

4.0 8.1860 0.3401 - 0.0592 - 

4.5 8.0783 0.4545 - 0.1057 - 

5.0 7.9638 0.6080 2.1054 0.1867 0.9665 

5.5 7.8275 0.8221 1.0707 0.3296 0.2882 

6.0 7.6489 1.1286 3.8782 0.5823 2.6875 

6.5 7.4025 1.5697 - 1.0226 - 

7.0 7.0614 2.1923 - 1.7628 - 

7.5 6.6050 3.0327 - 2.9409 - 

8.0 6.0307 4.0964 - 4.6894 - 

0r  3N  2 ( )ours  2 [9]  ( )c ours  [9]c  

3.5 8.2427 0.4424 0.9809 0.0971 0.2101 

4.0 8.0616 0.6236 1.0924 0.1886 0.2805 

4.5 7.8637 0.8666 2.2312 0.3504 1.1423 

5.0 7.6400 1.1935 3.6471 0.6291 2.5282 

5.5 7.3810 1.6322 - 1.0951 - 

6.0 7.0778 2.2142 - 1.8497 - 

6.5 6.7241 2.9697 - 3.0267 - 

7.0 6.3176 3.9223 - 4.7874 - 

7.5 5.8625 5.0814 - 7.3063 - 

8.0 5.3694 6.4388 - 10.7511 - 
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 فصل هفت

 نتیجه گیری و پیشنهادات
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-پی هر دو به صورت معادلات شبه-کی-طور که دیدیم معادلات سالپیتر بدون اسپین و دیهمان

تقارنی، کوانتومی ابر های تحلیلی توانایی مانند مکانیکبا استفاده از روش شرودینگر تبدیل شدند.

های مهم فیزیکی کنشیووارو، و روش آنساز توانستیم این معادلات را تحت برهم-روش نیکیفروو

طور که های پایه و برانگیخته را محاسبه کنیم. همانمقادیر انرژي حالتکنیم و توابع موج و ويژهحل

به عنوان  قابل قبولی داشت.کننده نتایج ار داشتیم پتانسیل کرنل به دلیل داشتن جمله محبوسانتظ

های نمایی و یا یوکاوا ترکیب کرد و نتایج را توان پتانسیل کرنل را با پتانسیليک پیشنهاد، می

انتقال بار، نتایج حاصل را میتوان برای محاسبه انرژی بستگی، خواص گذار، شعاع باری، بررسی نمود. 

 فرم فکتورها و ... به کار بست. 
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Abstract 

The potential model is still one of the most challenging models in theoretical nuclear and 

particle physics. The most important, and probably the most difficult part ingredient of 

model, is to obtain the solutions of the equation under a successful potential. Till now, 

many works have been done on the famous equations of nonrelativistic and relativistic 

quantum mechanics, namely the Schrödinger, Dirac and Klein-Gordon equations. Within 

this thesis, we will consider the DKP and spinless Salpeter equations which have not 

sufficiently discussed despite their interesting structures. The former is capable of 

investigating both spin-zero (which is our topics) and spin-one particles. The second 

equation, which is derived from the Bethe-Salpeter equation after some approximations, 

has a semi-relativistic nature and will be introduced in a two-body basis. We first solve 

these equations by pure-analytical techniques under successful phenomenological 

potentials including exponential, coulomb, Hulthen, Woods-Saxon, Yukawa and Cornell, 

and thereby investigate some spin-zero bosons. 

 

Keywords: DKP equation, sapinless Salpeter equation, two-body system, potential model.  
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