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قدردانی

... الخالق یشکر لم المخلوق، یشکر لم من
پژوهش، این راهنماي استاد دریغ بی کمکهاي و تلاشها از دانم، می واجب خود بر سطر چند این در
خویشرا بر ایشان بزرگ حق هرگز و باشم داشته را امتنان و تشکر نهایت زیره، احمد دکتر آقاي جناب
پژوهش مشاور استاد از همچنین آموختند. نیز اخلاق ودرس زندگی راه من به که نمایم، نمی فراموش

سپاسگذارم. ایشان، کاربردي و دقیق هاي مشاوره براي هاشمی، ابراهیم دکتر آقاي جناب

سپاس ارشد کارشناسی ي دوره اساتید خص بالأ و تاکنون، ابتدا از گرانقدرم، اساتید تمام از ادامه در
دکتر آقاي جناب زیره، احمد دکتر آقاي جناب همچون اساتیدي آموختم، بسیار ایشان از که گذارم،
خوبی بالأخصشاگرد حجازي. دکتر آقاي جناب و وکیلی جعفري دکتر آقاي جناب شریفی، کامران
من به که استادي باشم، برده یاد از را دکترشریفی آقاي جناب زحمات و صدر ي سعه اگر بود نخواهم

نفسآموخت. به اعتماد
خواهانم. اساتید این براي افزون روز توفیق و سلامتی آرزوي منان خداوند از



چکیده
تحلیلی توابع و ها اي چندجمله ضرایب روي جدید شرایط تعیین با تا است آن بر سعی رساله این در

ببریم. بالا مطلوبی نحو به را آنها صفرهاي قدرمطلق کران دقت
پردازیم. می آنها تعمیم به و کنیم می بیان را ایها چندجمله براي پلت قضیه و کشی قضیه اول فصل در
و آوریم می بدست آن ضرایب پایه بر اي چندجمله صفرهاي براي کرانی دوم فصل از اول بخش در
را ندارد صفري هیچ آن در نظر مورد اي چندجمله که کرانی تا داده بهبود را کران این بعدي بخش در

بیابیم.
فصل در و ایم. پرداخته تحلیلی توابع صفرهاي براي کران تعیین و بررسی به سوم فصل در همچنین

جواب هر که دهیم می نشان و آوریم می بدست ماتریسی اي چندجمله صفرهاي براي کرانی چهارم
کرد. تجزیه متناوب و کاهنده نرم قسمت دو به توان می را دیفرانسیل معادله عمومی

ماتریس ، تحلیلی توابع و اي چندجمله صفرها ، تحلیلی توابع ، ایها جمله چند کلیدي: واژه�هاي
اي چندجمله صفرهاي مکان ، دیفرانسیل معادلات دستگاه ، هرمیتی



پیشگفتار

اي چندجمله هاي ریشه یافتن مختلط آنالیز در تحلیلی توابع و ها اي چندجمله اهمیت به توجه با
را ها ریشه تعداد جبر اساسی قضیه چه گر نماید. مهم بسیار آنها مکان حداقل ویا تحلیلی، توابع و ها
صورتی در است داده نشان تحقیقات باشد. نمی ها ریشه مکان کردن پیدا به قادر اما سازد مشخصمی

ندارد. وجود ها ریشه دقیق مکان یافتن براي مشخصی روش (n ≥ 5) که
قرار با مقالات این ودر برسد بچاپ زیادي مقالات اخیر سالهاي در تا است گشته موجب مطلب این

دهد. می قرار مطالعه مورد را ها ریشه مکان آنها، ضرایب روي شرایط دادن
تشکیل را توابع کاربردي نظریه از یکقسمتی اي، هايیکچندجمله ریشه بررسی مسأله بیستم قرن در
اي چندجمله هندسه یا ها اي چندجمله آنالیز نظریه توابع، کابردي نظریه خاصدر ي زمینه این که داد.
و بالایی کرانهاي تخمین و محاسبه ها، اي چندجمله آنالیز در مهم بسیار یکمسأله و شود می نامیده ها

است. مختلط اي یکچندجمله هاي ریشه مطلق قدر براي پایینی
تحلیلی توابع و ها اي چندجمله ضرایب روي جدید شرایط تعیین با تا است آن بر سعی رساله این در

ببریم. بالا مطلوبی نحو به را صفرها کران این دقت
گام در و شود می تعیین ضرایب پایه بر ها اي چندجمله صفرهاي براي کرانهایی ابتدا روش این در
بیابیم. را ندارد صفري هیچ آن در نظر مورد اي چندجمله که کرانهایی تا داده بهبود را کرانها این بعدي

ایم. پرداخته ماتریسی اي جمله چند و تحلیلی توابع براي کرانها وتعیین بررسی به وهمچنین
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1 فصل
مقدماتی مفاهیم و نیازها پیش

پلت کران و کشی کران 1.1
و بیان را پلت قضیه و کشی سپسقضیه کنیم تعریفمی را پلت2 کرانهاي و کشی1 بخشکران این در

کنیم. می اثبات

یا بعضی همراه به Dرا دامنه و باشد همبند و Dباز اگر گوئیم دامنه Dرا مجموعه زیر .1.1.1 تعریف
نامیم. می ناحیه آن مرزي نقاط تمام

دفعات تعداد با برابر اي مثبتیکچندجمله هاي ریشه تعداد علامتدکارت: تغییر قانون .2.1.1 قضیه
باشد. می اي چندجمله این ضرایب علامت تغییر

گیریم: می نظر در را زیر ایهاي چندجمله .3.1.1 تعریف

p(z) = anz
n − an−1zn−1 − ...− a1z − a0

g(z) = |an|zn − |an−1|zn−1 − ...− |a1|z − |a0|

اي چندجمله کشی راکران دکارت) علامت تغییر قانون از استفاده (با g(z) = 0 معادله مثبت ریشه تنها
نامیم. می p(z)

1Cauchys baund
2Pellet baunds

1



2 مقدماتی مفاهیم و نیازها پیش .1 فصل

گیریم: می نظر در را زیر هاي اي چندجمله .4.1.1 تعریف

f(z) = anz
n + ...+ ap+1zp+1 − apz

p + ...+ a0, (ap ̸= 0 , 0 < p < n)

h(z) = |an|zn + ...+ |ap+1|zp+1 − |ap|zp + ...+ |a0|

جمله چند پلت کرانهاي را ( دکارت علامت تغییر قانون از استفاده با ) h(z) = 0 معادله مثبت ریشه دو
نامیم. می f(z) اي

کرد. خواهیم اشاره آنها به پایین در که داریم نیاز لم چند به فصل این قضایاي اثبات براي حال

از اي یکچندجمله an ̸= 0 و p(z) =∑n
j=0 ajzj کنیم فرضمی ( جبر اساسی قضیه ) .5.1.1 قضیه

طوریکه به دارند وجود z1, z2, ..., zn ∈ C آنگاه باشد، n درجه

p(z) = an

n∏
j=1

(z − zj)

نیستند. متمایز لزوماً و

بطوریکه باشند مختلط اعداد tk و ak > 0 ، 0 ≤ k ≤ m,m ≥ براي1 کنیم فرضمی [42] .6.1.1 لم
آنگاه tk = eiθk

|
m∑
k=0

aktk| ≤
m∑
k=0

ak, (1.1)

بطوریکه arg(tk) = θk = c ، 0 ≤ k ≤ m همه اگروتنهااگربراي است برقرار ( 1.1 ) تساوي حالت و
. است ثابت c

باتوجه باشند مختلط هاي دنباله q = (q1, q2, ..., qm) و p = (p1, p2, ..., pm) که کنیم می فرض اثبات.
داریم: کوشی نامساوي به



3 مقدماتی مفاهیم و نیازها پیش .1 فصل

|
m∑
j=0

pjqj| ≤

(
m∑
j=0

|pj|2
) 1

2 ( m∑
j=0

|qj|2
) 1

2

( است ثابت λ که p = λq یعنی باشند( متناسب q و p که دهد می رخ زمانی تساوي و

داریم: qj = √
aj و pj = tj

√
aj دادن قرار با حال

|
m∑
j=0

tjaj| = |
m∑
j=0

pjqj| ≤

(
m∑
j=0

|pj|2
) 1

2 ( m∑
j=0

|qj|2
) 1

2

=

(
m∑
j=0

|tj
√
aj|2
) 1

2 ( m∑
j=0

|√aj|2
) 1

2

=
m∑
j=0

aj .

z = reiθ و akj ̸= 0 ، (0 ≤ j ≤ m, 0 ≤ k0 < k1 < ... < km) براي کنیم فرضمی [29] .7.1.1 لم
آنگاه ،

|
m∑
k=0

akjz
kj | ≤

m∑
k=0

|akj |rkj , (2.1)

اگروتنهااگر دهد می رخ (z = αs , o ≤ s ≤ d− 1) نقطه (2.1)در در تساوي حالت و
باشد θkj + (kj − k0)φ ≡ θk0 (mod2π, 0 ≤ j ≤ m)

بطوریکه:

αs = reiφs , φs = φ+ (2πs)/d , d = gcd {kj|0 ≤ j ≤ m} ,



4 مقدماتی مفاهیم و نیازها پیش .1 فصل

φ =


θk0 − θk1
k1 − k0

θk1 ≤ θk0

θk0 − θk1 + 2π
k1 − k0

θk1 > θk0

(3.1)

اي چندجمله آنگاه باشند نامنفی و حقیقی اعداد cn−1 ، ... ،c2 ،c1 کنیم فرضمی [31] .8.1.1 لم
دارد. مثبت یکصفر دقیقا h(x) = xn −

∑n−1
j=0 cjxj

باشد بسته ژوردن خم γ و Gباشند ناحیه مرومورفیکدر تابع دو ψ و ϕ کنیم فرضمی [21] .9.1.1 لم
ندارد وجود γ درون ψ و ϕ هاي قطب از یک وهیچ . D ⊆ G و باشد شده محصور γ در D بطوریکه

بطوریکه

|ϕ− ψ| < |ϕ|+ |ψ|

آنگاه

N(ϕ, γ)− p(ϕ, γ) = N(ψ, γ)− p(ψ, γ)

باشند. می D ناحیه در ϕ قطبهاي p(ϕ, γ) و ϕ صفرهاي N(ϕ, γ) که

پذیر مشتق z0 همسایگی یک در هرگاه گوییم می تحلیلی z0 نقطه در را f(z) تابع .10.1.1 تعریف
باشد.

باشد تحلیلی C بسته و ساده خم روي و درون g(z) و f(z) کنیم فرضمی ( 3 روشه ) .11.1.1 قضیه
دارند. برابر صفرهاي تعداد C درون f(z) + g(z) و f(z)صورت این در |g(z)| < |f(z)| ، C بر و

در اگر f(0) = 0 و است تحلیلی |z| < R براي f(z) کنیم می فرض ( شوارتس4 لم ) .12.1.1 لم
است برقرار هنگامی تنها تساوي و (|z| = r < R) |f(z)| ≤ (

r

R
)M آنگاه ، |f(z)| ≤M , |z| < R

حقیقی. α با f(z) = (M
R
)eiαz که

3Rouche
4Schwaz Lemma
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nباشد، درجه اياز چندجمله p(z) = anz
n−
∑n−1

j=0 ajzj فرضمیکنیم کشی) ) [31] .13.1.1 قضیه
g(z) = |an|zn −

∑n−1
j=0 |aj|zj = 0 معادله کشی کران r اگر باشند، p(z) صفرهاي zn, zn−1, ..., z1 و

. |zj| ≤ r آنگاه باشد

داریم: باشد p(z) اي چندجمله یکصفر ξ کنیم فرضمی اثبات.

anξ
n − ...− a1ξ − a0 = 0 ⇒ anξ

n =
n−1∑
j=0

ajξ
j

⇒ |an||ξn| = |
n−1∑
j=0

ajξ
j| ≤

n−1∑
j=0

|aj||ξj|

⇒ |ξ|n ≤
n−1∑
j=0

|aj
an

||ξ|j

h(x) داریم h(x) = xn −
∑n−1

j=0 |
aj
an

|xn اي چندجمله گرفتن نظر در با و بالا نامساوي به توجه با حال
|ξ| ≤ rاستپس h(z)صفرهاي مساوي کوچکتر |ξ| داریم لم8.1.1 به باتوجه استحال نامثبت |ξ| در

. است) h(z) = مثبت0 ریشه rتنها )

، f(z) = anz
n + ...+ ap+1zp+1 − apz

p + ...+ a0 بصورت ایهاي چندجمله براي را کشی ایده پلت
آورد. بدست را زیر قضیه روشه قضیه بردن کار به با و داد گسترش 0 ≤ p ≤ n− 1

یک f(z) = anz
n + ...+ ap+1zp+1 − apz

p + ...+ a0 کنیم فرضمی پلت) ) [31] .14.1.1 قضیه
wn, ..., w1 و باشد ana0 ̸= 0 و ap ̸= 0 ، 0 < p < n براي باشدبطوریکه n درجه از اي جمله چند
باشند f(z) پلت کرانهاي r2 و r1 اگر |wn| ≥ |wn−1| ≥ ... ≥ |w1| بطوریکه باشند f(z)صفرهاي

r1)آنگاه < r2)

. |wi| ≥ r2 p+ 1 ≤ i ≤ n و 0 ≤ c ≤ p ، |wc| ≤ r1 (1
ندارد. صفري هیچ r1 < |z| < r2 در f(z)(2
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پلت وقضیه کشی قضیه از تعمیمی 2.1
دادند. جواب زیر سوالات به پلت قضیه و کشی قضیه تعمیم با 7 ورج و 6 صف ، 5 اندرسن

شود؟ |z| < r به تبدیل |z| ≤ r نامعادله تا باشد شرایطی چه داراي p(z) اي چندجمله (1

باشد؟ 1 ≤ m ≤ n, |zm| = r اگر باشد مشخصاتی چه p(z)(2داراي

؟ شود تبدیل |wp+1| > r2و |wp| < r1 به |wp+1| ≥ r2 و |wp| ≤ r1 تا باشد f(z) روي شرایطی 3)چه

p+1 ≤ t ≤ nبراي |wt| = r2 و 1 ≤ s ≤ pبراي |ws| = r1 باشداگر موجود f(z)روي شرایطی 4)چه
باشد؟ برقرار

r و (0 ≤ k0 < k1 < ... < km = n, 0 ≤ j ≤ m), akj ̸= 0 کنیم فرضمی [42]،[1] .1.2.1 قضیه
آنگاه: باشد، g(z) = 0 معادله کشی کران

، |zn| < r آنگاه (0 ≤ s ≤ d− 1), p(αs) ̸= 0 اگر (1
براي zn−d+1+sاگروتنهااگر = αs ، (0 ≤ s ≤ d− 1) براي (2

θkj + (kj − k0)φ ≡ θk0، (0 ≤ j ≤ m)

که جاهایی

θkj = arg(akj), αs = reiφs, φs = φ+ (2πs)
d
, d = gcd (kj | 0 ≤ j ≤ m) ,

تعریفشده(3.1)باشد. φ و
5Anderson
6Saff
7Varge
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داریم: z ̸= αs و θ = arg z ، z = reiφs ، |z| = r براي 7.1.1 لم به باتوجه اثبات.

|
m∑
k=0

akjz
kj | ≤

m−1∑
k=0

|akj ||z|kj ,

|p(z)| ≥ |an||z|n − |
m−1∑
k=0

akjz
kj | > |an|rn −

m−1∑
k=0

|akj |rkj = g(r) = 0

. p(αs) ̸= 0 نتیجه در p(z) ̸= 0 ، |z| = r براي لذا

می نتیجه |z| > r براي حال است g(z) = 0 مثبت ریشه تنها r و limt→∞ g(t) = ∞ که کنیم توجه
. p(z) ̸= 0 ، |z| > r براي بنابراین باشد می |p(z)| ≥ g(|z|) > 0 چون و g(|z|) > شود0

.|zn| < rاست معنی بدین واین دارند قرار |z| < r ناحیه در p(z) صفرهاي همه لذا

معنی بدین این و باشد zn−d+1+s = αs ، s = 0, 1, ..., d− 1 براي کنیم فرضمی لازم: شرط (2)
داریم: پس p(αs) = 0 که است

anα
n
s =

m−1∑
j=0

akjα
kj
s , |an|rn = |

m−1∑
j=0

akjα
kj |.
s

داریم: 7.1.1 لم به جه تو با لذا |an|rn =
∑m−1

j=0 |akj ||αs|kj داریم پس است g(r) = 0 چون

θkj + (kj − k0)φ ≡ θk0 , ( mod 2π, 0 ≤ j ≤ m− 1)

arg

(
m−1∑
j=0

akjα
kj
s

)
= θk0 + k0φ, arg (anα

n
s ) = θn + nφ+ 2πl, (l ∈ I)

θn + (n− k0)φ ≡ θk0 , ( mod 2π) بنابراین



8 مقدماتی مفاهیم و نیازها پیش .1 فصل

است. برقرار θkj + (kj − k0)φ ≡ θk0 , ( mod 2π, 0 ≤ j ≤ m) یعنی

θkj + (kj − k0)φ ≡ θk0 , ( mod 2π, 0 ≤ j ≤ m ; 0 ≤ j ≤ m) کنیم فرضمی کافی: شرط (2)
داریم: 7.1.1 لم به توجه با لذا αs = reiφs باشیم داشته و باشد برقرار

|
m∑
k=0

akjα
kj
s | =

m∑
k=0

|akj ||αs|kj ,

: داریم پس g(r) = 0 چون
m∑
k=0

|akj ||αs|kj = |an||αs| , arg

(
m∑
k=0

akjz
kj

)
= θk0 + k0φ = arg (anαs).

مثبت ریشه تنها r و |αs| = r چون است. p(αs) = 0 یعنی است برقرار anαs =
∑m

k=0 akjα
kj
s نتیجه در

باشد می g(z) = 0 معادله

است. برقرار zn−d+1+s = αs ; s = 0, 1, ..., d− 1 و |zn| ≤ r داریم 13.1.1 قضیه به توجه با لذا

داریم: گیریم می نظر در را p1(z) = z8 − 1
3z

6 − 1
3z

4 − 1
3z

2 اي چندجمله [2] .2.2.1 مثال

g1(z) = z8 − 1
3z

6 − 1
3z

4 − 1
3z

2

داریم: وهمچنین است g1(z) = 0 معادله مثبت ریشه تنها r = 1 و

φ = 0 , d = gcd {8, 6, 4, 2} = 2, α0 = 1, α1 = −1, p1(α0) = 0, p1(α1) = 0

باشد. |zj|می < 1 ، j = 1, 2, ..., 6 براي و z7 = 1, z8 = −1 بالا قضیه به توجه با و
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و r1 و (0 ≤ k0 < k1 < ... < km = n , 0 ≤ j ≤ m) که akj ̸= 0 کنیم فرضمی [42] .3.2.1 قضیه
آنگاه: βs = r2eiφs ، αs = r1eiφs اگر و ،(r1 < r2)باشند h(z) = 0 معادله پلت کرانهاي r2

|wp| < r1 و |wp+1| > r2 آنگاه باشد. p(αs) ̸= 0 یا p(βs) ̸= 0 ، (0 ≤ s ≤ d − 1) براي اگر (1
، ندارند وجود r1 ≤ |z| ≤ r2 در f(z)صفرهاي یکاز وهیچ

(mod2π, 0 ≤ j ≤ m), θkj + (kj − k0)φ ≡ θk0 اگروتنهااگر wp+1+s = βs wp−d+1+sو = αs (2

کنیم. می واثبات بیان را زیر حکم بالا قضیه اثبات از قبل

است p(αs) ̸= 0 ، s = 0, 1, ..., d− 1 براي باشد برقرار بالا قضیه مفروضات اگر [42] .4.2.1 نتیجه
.p(βs) ̸= اگروتنهااگر0

داریم: آنگاه f(βs) = 0 ولی f(αs) ̸= 0 کنیم فرضمی اثبات.

apβ
p
s =

∑
kj ̸=p

akjβ
kj
s ; |ap||βs|p = |

∑
kj ̸=p

akjβ
kj
s |.

داریم: لذا باشد می h(z) = مثبت0 یکریشه |βs| = r2 چون

|ap||βs|p = |
∑
kj ̸=p

akjβ
kj
s | =

∑
kj ̸=p

|akj ||βs|kj .

داریم 7.1.1 لم به توجه با لذا

θkj + (kj − k0)φ ≡ θk0 , ( mod 2π; 0 ≤ j ≤ m; kj ̸= p

arg

∑
kj ̸=p

akjβ
kj
s

 = θk0 + k0φ , arg(apβ
p
s ) = θp + pφ+ 2πl , (l ∈ I) ;

θp + pφ ≡ θk0 + k0φ , ( mod 2π)

. f(αs) = h(r1)eiθk0 = 0 و θkj + (kj − k0)φ ≡ θk0 , ( mod 2π ; 0 ≤ j ≤ m) براین بنا

باشد. می f(βs) ̸= پس0
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. f(αs) ̸= 0 آنگاه f(βs) ̸= 0 اگر مشابها

کنیم: می اثبات را بالا قضیه حال

داریم 7.1.1 لم بردن بکار وبا |z| ̸= αs ، |z| = r1 براي اثبات.

|
∑
kj ̸=p

akjz
kj | <

∑
kj ̸=p

|akj ||z|kj

داریم: همچنین و

|f(z)| ≥ |ap||z|p − |
∑

kj ̸=p akjz
kj | > |ap||z|p −

∑
kj ̸=p |akj ||z|kj = g(|z|) = 0

بطوریکه f(z) ̸= 0 داریم پس . f(αs) ̸= 0 ، |z| = r1 براي چون

|f(z) + apz
p| = |

∑
kj ̸=p

akjz
kj | ≤

∑
kj ̸=p

|akj |z|kj = |ap||z|p < |f(z)|+ |ap||z|p.

دارند. قرار |z| < r1 ناحیه در f(z) صفرهاي از تا p 9.1.1 لم به توجه با لذا

داریم: 7.1.1 لم به باتوجه z ̸= βs و |z| = r2 گر

|f(z)| ≥ |ap||z|p − |
∑

kj ̸=p akjz
kj | > |ap||z|p −

∑
kj ̸=p |akj ||z|kj = −h(|z|) = 0

. f(z) ̸= 0 داریم لذا f(βs) ̸= 0 ، |z| = r2 براي چون
باشد می h(z) = 0 معادله مثبت ریشه دو r2 و r1 چون باشد r1 < |z| < r2 اگر

ندارد. مثبت ریشه h1 که داریم h(r) = (r − r1)(r − r2)h1(r) و
r1 < |z| < r2 براي پس باشد می h1(r) > 0 و limr→∞ h(r) = +∞ ، r1 < |z| < r2 براي چون

داریم:
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|f(z)| ≥ |ap||z|p −
∑

kj ̸=p |akj ||z|kj = −h(|z|) = 0

، f(z) لذا دارد صفر n ، f(z) که آنجایی از و ندارد صفري هیچ r1 ≤ |z| ≤ r2 ناحیه در f(z) بنابراین
دارد. قرار |z| > r2 ناحیه در صفر n− p

و f(αs) = پس0 باشد برقرار wp+1+s = βs و wp−d+1+s = αs کنیم فرضمی لازم: شرط (2)
داریم: و f(βs) = 0

apα
p =

∑
kj ̸=p

akjα
kj
s , i.e., |ap||αp| = |

∑
kj ̸=p

akjα
kj
s |

داریم: پس h(|αs|) = 0 چون
∑
kj ̸=p

|akj ||αs|kj = |ap||αs|p = |
∑
kj ̸=p

akjα
kj
s |.

داریم: 7.1.1 لم به توجه با لذا

θkj + (kj − k0)φ ≡ θk0 , ( mod 2π , 0 ≤ j ≤ m) , kj ̸= p

arg

∑
kj ̸=p

akjα
kj
s

 = θk0 + k0φ .

داریم: پس f(αs) = 0 چون

θp + (p− k0)φ ≡ θk0 , ( mod 2π)

داریم: بنابراین
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θkj + (kj − k0)φ ≡ θk0 , ( mod 2π , 0 ≤ j ≤ m).

αs = r1eiφs و θkj + (kj − k0)φ ≡ θk0 , ( mod 2π, 0 ≤ j ≤ m) کنیم فرضمی کافی: (2)شرط
داریم: 7.1.1 لم به توجه با باشد

|
∑

kj ̸=p akjz
kj | =

∑
kj ̸=p |akj ||z|kj

داریم: لذا است h(r1) = 0 چون
∑
kj ̸=p

|akj ||z|kj = |ap||αs|p

arg

∑
kj ̸=p

akjz
kj

 = θk0 + k0φ = arg (apα
p
s) .

از کوچکتر ریشه r1 و |αs| = r1 وچون f(αs) = 0 یعنی است برقرار apαp
s =

∑
kj ̸=p akjz

kj بنابراین
(r1 < r2)است h(z) = مثبت0 ریشه دو

است. برقرار wp−d+1+s = αs ، s = 0, 1, ..., d−1براي و |wp| ≤ r1 داریم 14.1.1 قضیه به توجه با لذا
شود. می اثبات مشابه بطور wp+1+s = βs تساوي s = 0, 1, ..., d− 1 وبراي

گیریم: می نظر در را f1(z) = z8 − 3
2z

2 + 1
2 اي چندجمله .5.2.1 مثال

h1(z) = z8 − 3
2z

2 + 1
2

باشند می h(z) = 0 معادله مثبت ریشه دو r2 = 1 و w =
3√82+ 6√201 که r1 =

√
w − w−1 − 2√6 و

وهمچنین

p = 2, φ = 0, d = gcd {8, 2, 0} = 2, α0 = r1, α1 = −r1,
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β0 = 1 , β1 = −1, f1(α0) = 0, f1(α1) = 0, f1(β0) = 0, f1(β1) = 0,

، (5 ≤ i ≤ 8) براي و باشند می w4 = −1 و w3 = 1 ، w2 = −r1 ، w1 = r1 بالا قضیه به توجه با و
است. |wi| > 1



2 فصل
صفرهاي قدرمطلق براي کرانهایی

اي چندجمله
-کاکیا انسترم ازقضیه هاي تعمیم 1.2

به را اول فصل ر د آمده بدست نتایج برخی و کنیم می بیان را -کاکیا انستروم قضیه ابتدا بخش این در
براي کرانهایی و دهیم می تعمیم آنها ضرایب روي خاص شرایط اعمال با ها اي چندجمله از اي رده
در که آمد خواهد بدست بیشتري کلی نتایج آنها تعمیم با و آوریم می بدست آنها صفرهاي قدرمطلق

کرد. خواهیم اشاره نیز آنها به ادامه

انستروم-کاکیا به منسوب است معروف اي چندجمله صفرهاي توزیع به معروف که زیر مشهور قضیه
است.

طوریکه: به n درجه از اي چندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj اگر ( 1 کاکیا انستروم- ) [31] .1.1.2 قضیه

an ≥ an−1 ≥ ... ≥ a1 ≥ a0 > 0

دارند. قرار | z |≤ 1 ناحیه در p(z)صفرهاي همه آنگاه

ضرایبمختلط با ، n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj کنیم فرضمی [8] .2.1.2 قضیه

باشیم: داشته k ≥ 1 براي بطوریکه باشد
1Enestron-Kakeya Theorem

14
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kan ≥ an−1 ≥ an−2 ≥ ... ≥ a1 ≥ a0 > 0,

دارند. قرار |z + k − 1| ≤ k در P (z) صفرهاي همه آنگاه

مثبت حقیقی ضرایب با n درجه از اي چندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj کنیم فرضمی [8] .3.1.2 قضیه

دهیم می قرار باشد.

α = min

(
aj
aj+1

)
, β = max

(
aj
aj+1

)
, 0 ≤ j ≤ n− 1.

دارند. قرار زیر ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه

α ≤ |z| ≤ β

کنیم. می بررسی را باشد صعودي اي چندجمله ضرایب که حالتی براي را 1.1.2 قضیه (*

طوریکه: به n درجه از اي چندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj اگر [26] .4.1.2 قضیه

an ≥ an−1 ≥ ... ≥ a1 ≥ a0

دارند. قرار زیر ناحیه در p(z) صفرهاي ي همه آنگاه

|z| ≤ an − a0 + |a0|
|an|

.

طوریکه: به n درجه از اي چندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj اگر [4] .5.1.2 نتیجه

an ≤ an−1 ≤ ... ≤ a1 ≤ a0

دارند. قرار زیر ناحیه در p(z) صفرهاي ي همه آنگاه
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|z| ≤ |a0|+ a0 − an
|an|

.

ضرایبحقیقی با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj کنیم فرضمی [25] .6.1.2 قضیه

بطوریکه: باشد

0 < a0 = a1 = ... = ar1−1

< ar1 = ar1+1 = ... = ar2−1 < ...

< ars = ars+1 = ... = am

. k > 1 اگروتنهااگر |zn| = 1 آنگاه k = gcd {n+ 1, r1, ..., rs} دهیم می قرار

بدست محمد3 و توسطعزیز2 که داریم نیاز زیر لم به بعدي وفصول فصل این اثباتقضایاي براي (*
است. آمده

عدد براي بطوریکه باشد n درجه از اي چندجمله p(z) = ∑n
j=0 ajzj کنیم می فرض [3] .7.1.2 لم

باشیم: داشته t > 0 و βحقیقی

| arg aj − β| ≤ α ≤ π

2 , t|aj| ≥ |aj−1|, j = 0, 1, 2, ..., n,

آنگاه:

|taj − aj−1| ≤ ||taj| − |aj−1|| cosα+ (t|aj|+ |aj−1|) sinα.

مختلط ضرایب با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj کنیم فرضمی [24] .8.1.2 قضیه
، β حقیقی یکعدد براي بطوریکه باشد،

2A. Aziz
3Q. G.Mohammad
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| arg aj − β| ≤ α ≤ π
2 , j = 0, 1, 2, ..., n

|an| ≥ |an−1| ≥ |an−2| ≥ ... ≥ |a1| ≥ |a0|,

دارند. قرار دیسکزیر در P (z) صفرهاي همه آنگاه

|z| ≤ (sinα+ cosα) +
2 sinα
|an|

n−1∑
j=0

|aj|.

مختلط ضرایب با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj کنیم فرضمی [36] .9.1.2 قضیه
، β حقیقی یکعدد براي بطوریکه باشد،

| arg aj − β |≤ α ≤ π
2 , j = 0, 1, 2, ..., n

k ≥ 1 براي و

k | an| ≥| an−1 |≥ ... ≥| a1 |≥| a0 |,

دارند. قرار زیر ي ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه

| z + k − 1 |≤ 1
|an|

{
(k|an| − |a0|)(sinα + cosα) + |a0|+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|

}
.

گیریم: می نظر در را زیر اي چندجمله اثبات.

F (z) = (1− z)p(z)

= −anzn+1 + (an − an−1)zn + ...+ (a1 − a0)z + a0

= −an(z + k − 1)zn + (kan − an−1)zn + (an−1 − an−2)zn−1

+...+ (a1 − a0)z + a0 .
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وداریم. 1
|z|n−j

< 1 ، 0 ≤ j ≤ n براي لذا باشد |z| > 1 کنیم فرضمی حال

|F (z)| ≥ |z|n [|an||z + k − 1|

−
{
|kan − an−1|+

|an−1 − an−2|
|z|

+ ...+
|a1 − a0|
|z|n−1

+
|a0|
|z|n

}
]

≥ |z|n [|an||z + k − 1| − {|kan − an−1|+ |an−1 − an−2|+ ...

+|a1 − a0|+ |a0| }].

داریم: 7.1.2 لم از استفاده با حال

|F (z)| ≥ |z|n|an||z + k − 1| −
[
{k|an| − |a0|} (cosα+ sinα) + |a0|+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|

]

اگر: |F (z)| > 0 لذا

|z + k − 1| > {k|an| − |a0|} (cosα + sinα) + |a0|+ 2 sinα∑n−1
j=0 |aj|

|an|

دارند. قرار زیر ناحیه در F (z) صفرهاي همه |z| > 1 براي بنابراین

|z + k − 1| ≤ 1
|an|

{
(k|an| − |a0|)(cosα+ sinα) + |a0|+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|

}

F (z)صفرهاي نیز p(z)صفرهاي همه وچون دارند قرار بالا درناحیه F (z)صفرهاي همه |z| ≤ براي1 و
دارند. قرار زیر ناحیه در p(z) صفرهاي همه لذا هستند

|z + k − 1| ≤ 1
|an|

{
(k|an| − |a0|)(cosα + sinα) + |a0|+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|

}
.

داشت. خواهیم را زیر نتیجه P (tz) اي چندجمله براي بالا قضیه بردن بکار با (*
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ضرایب با n درجه از اي چندجمله یک p(z) =
∑n

j=0 ajzj کنیم می فرض [36] .10.1.2 نتیجه
، β حقیقی یکعدد براي بطوریکه باشد، مختلط

| arg aj − β |≤ α ≤ π
2 , j = 0, 1, 2, ..., n

، t > 0 و k ≥ 1 براي و

ktn | an| ≥ tn−1 | an−1 |≥ ... ≥ t | a1 |≥| a0 |,

دارند. قرار زیر ي ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه

| z + kt− t |≤ t

|an|

{(
k|an| −

|a0|
tn

)
(sinα + cosα) +

|a0|
tn

+ 2 sinα
n−1∑
j=0

|aj|tj−n

}
.

آوریم. می بدست را زیر نتیجه بالا قضیه در k = | an
an−1

| ≥ 1 دادن قرار با حال (*

ضرایب با n درجه از اي چندجمله یک p(z) =
∑n

j=0 ajzj کنیم می فرض [36] .11.1.2 نتیجه
، β حقیقی یکعدد براي بطوریکه باشد، مختلط

| arg aj − β |≤ α ≤ π
2 , j = 0, 1, 2, ..., n

| an| ≤ | an−1 |

| an−1 | ≥ ... ≥| a1 |≥| a0 |,

دارند. قرار زیر ي ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه

| z + | an
an−1

| − 1 |≤ 1
|an|

{
(|an−1| − |a0|)(sinα + cosα) + |a0|+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|

}
.
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ضرایبمختلط با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj فرضمیکنیم [35] .12.1.2 قضیه

، β حقیقی یکعدد براي بطوریکه باشد،

| arg aj − β |≤ α ≤ π
2 , j = 0, 1, 2, ..., n

t > 0 ، 0 ≤ λ ≤ n که λیک براي و

tn|an| ≤ tn−1|an−1| ≤ ... ≤ tλ|aλ|,

tλ | aλ | ≥ tλ−1|aλ−1| ≥ ... ≥ t|a1 |≥| a0 |

دارند. قرار زیر ي ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه
|z| ≤ t

{(2tλ|aλ|
tn|an|

− 1
)
cosα + sinα

}
+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j−1 . (1.2)

گیریم: می نظر در را زیر اي چندجمله اثبات.

F (z) = (t− z)p(z) = −anzn+1 + (tan − an−1)zn + ...+ (ta1 − a0)z + ta0

داریم: 7.1.2 لم به توجه با 1
|z|n−j < tبنابراین ، |z| > t کنیم فرضمی

F (z) = (t− z)p(z)

= (t− z)(anz
n + an−1zn−1 + ...+ aλ+1zλ+1 + aλz

λ + aλ−1zkλ−1 + ...+ a1z + a0)

= −anzn+1 + (tan − an−1)zn + ...+ (taλ+1 − aλ)z
λ+1 + (taλ − aλ−1)zλ

+(taλ−1 − aλ−2)zλ−1 + ...+ (ta2 − a1)z2 + (ta1 − a0)z + ta0

= −anzn+1 +
n∑

j=0
(taj − aj−1)zj, (a−1 = 0)
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داریم: |z| > t براي لذا

|F (z)| ≥ |an||z|n
(
|z| − 1

|an|

n∑
j=0

|taj − aj−1|
1

|z|n−j

)

> |an||z|n
(
|z| − 1

|an|

n∑
j=0

|taj − aj−1|
1
tn−j

)

= |an||z|n
(
|z| − 1

|an|tn
n∑

j=0
|taj − aj−1|tj

)

داریم: حال
n∑

j=0
|taj − aj−1|tj ≤

n∑
j=0

|t|aj| − |aj−1||tj cosα +
n∑

j=0
(t|aj| − |aj−1|)tj sinα

=
λ∑

j=0
|t|aj| − |aj−1||tj cosα +

n∑
j=λ+1

|t|aj| − |aj−1||tj cosα

+
n∑

j=0
(t|aj| − |aj−1|)tj sinα, (0 ≤ λ ≤ n)

= 2|aλ|tλ+1 cosα− tn|an| cosα + tn|an| sinα+ 2t sinα
n−1∑
j=0

|aj|tj

بنابراین
1

|an|tn
n∑

j=0
|taj−aj−1|tj ≤

t

|an|

{2|aλ| cosα
tn−λ

− |an|
t

cosα +
|an|
t

sinα

}
+2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j−1 .

داریم: اکنون

|F (z)| ≥ |an||z|n [ |z|

− t

|an|

{2|aλ| cosα
tn−λ

− |an|
t

cosα +
|an|
t

sinα

}
+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j−1 ] > 0,
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باشیم داشته اگر است |F (z)| > 0 لذا

|z| > t

|an|

{2|aλ| cosα
tn−λ

− |an|
t

cosα+
|an|
t

sinα

}
+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j−1 .

دارند. قرار زیر ناحیه در F (z) صفرهاي همه |z| > t براي بنابراین

|z| ≤ t

{(2tλ|aλ|
tn|an|

− 1
)
cosα + sinα

}
+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j−1 .

بالا ناحیه در p(z) صفرهاي همه |z| > t براي لذا هستند F (z) صفرهاي نیز p(z) صفرهاي همه چون
دارند. قرار

دارند. قرار زیر ناحیه در F (z) صفرهاي همه |z| ≤ t وبراي

|z| ≤ t

{(2tλ|aλ|
tn|an|

− 1
)
cosα + sinα

}
+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j−1 .

است. تمام اثبات لذا هستند F (z) صفرهاي نیز p(z) صفرهاي همه وچون

ضرایبمختلط با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj فرضمیکنیم [36] .13.1.2 قضیه

، β حقیقی یکعدد براي بطوریکه باشد،

| arg aj − β |≤ α ≤ π
2 , j = 0, 1, 2, ..., n

، 0 ≤ λ ≤ n− 1 که λیک براي و

| an | ≤ | an−1 |≤ ... ≤| aλ |,

| aλ | ≥ | aλ−1 |≥ ... ≥| a1 |≥| a0 |

دارند. قرار زیر ي ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه

| z + an−1
an

− 1 | ≤ 1
| an |

{2 | aλ | cosα− | an−1 | (cosα + sinα) + 2 sinα

×
n−1∑
j=0

| aj | − | a0 | (cosα + sinα− 1) } .
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گیریم می نظر در را زیر اي چندجمله اثبات.

F (z) = (1− z)p(z) = −anzn+1 + (an − an−1)zn + ...+ (a1 − a0)z + a0

داریم: 7.1.2 لم به توجه با 1
|z|n−j < بنابراین1 ، |z| > 1 کنیم فرضمی

|F (z) | ≥ | anzn1 + (an − an−1)zn | + | (an−1 − an−1)zn−1 + · · ·+ (a1 − a0)z + a0 |

≥ | z |n| anz + (an − an−1) | + | an−1 − an−2 || z |n−1 + · · ·+ | a1 − a0 || z | + | a0 |

≥ | z |n
[
| anz + an−1 − an | −

{
| an−1 − an−2 || z |+ · · ·+ | aλ+1 − aλ |

| z |n

+
| aλ − aλ−1 |
| z |n−λ−1 +

| aλ − aλ−1 |
| z |n−λ

+ · · ·+ | a1 − a0 |
| z |n−1

+
a0

| z |n
}]

≥ | z |n {| anz + an−1 − an | −2 | aλ | cosα+ | an−1 | (cosα + sinα)

−2 sinα
n−1∑
j=0

| aj | + | a0 | (cosα + sinα− 1) }

: باشیم داشته اگر است صفر از بزرگتر | F (z) | بنابراین

|z + an−1
an

− 1| >
1

|an|
{ 2 | aλ | cosα− | an−1 | (cosα + sinα)

+2 sinα
n−1∑
j=0

| aj | − | a0 | (cosα + sinα− 1) ] }

دارند. قرار زیر ناحیه در 1 از بزرگتر مطلق قدر در F (z) صفرهاي ي همه که دهد می نشان این و

| z + an−1
an

− 1 | ≤ 1
| an |

{2 | aλ | cosα− | an−1 | (cosα+ sinα)

+2 sinα
n−1∑
j=0

| aj | − | a0 | (cosα + sinα− 1) } .

کند. می صدق بالا ناحیه در |z| ≤ 1 در F (z) صفرهاي ي همه همچنین و
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دارند. قرار زیر ناحیه در F (z) صفرهاي ي همه لذا

| z + an−1
an

− 1 | ≤ 1
| an |

{ 2 | aλ | cosα− | an−1 | (cosα + sinα)

+2 sinα
n−1∑
j=0

| aj | − | a0 | (cosα + sinα− 1) } .

است. تمام اثبات نتیجه در هستند F (z) صفرهاي p(z) صفرهاي همه چون

ضرایبمختلط با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj کنیم فرضمی [7] .14.1.2 قضیه
، β حقیقی یکعدد براي بطوریکه باشد،

| arg aj − β |≤ α ≤ π
2 , j = 0, 1, 2, ..., n

t > 0 ، 0 ≤ λ ≤ n− 2 که λیک براي و

tn | an | ≤ tn−1|an−1| ≤ ... ≤ tλ|aλ|,

tλ|aλ| ≥ tλ−1|aλ−1| ≥ ... ≥ t|a1| ≥ |a0|

دارند. قرار زیر ي ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه
|z + an−1

an
− t| ≤ t

|an|

{2|aλ| cosα
tn−λ

− |an−1|
t

(cosα + sinα)

}
+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j−1 . (2.2)

ما و است 0 ≤ λ ≤ n − 2 از حالتی براي 12.1.2 قضیه از تعمیمی 14.1.2 قضیه [7] .15.1.2 تذکر
دارد. قرار ( 1.2 ) دایره درون ( 2.2 ) دایره که دهیم می نشان

داریم: آنگاه باشد ( 2.2 ) دایره از یکصفري z = w که کنیم فرضمی

|w +
an−1
an

− t| ≤ t

|an|

{2|aλ| cosα
tn−λ

− |an−1|
t

(cosα+ sinα)

}
+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j−1 .
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داریم: همچنین و

|w| = |w +
an−1
an

− t+ t− an−1
an

| ≤ |w +
an−1
an

− t|+ |t− an−1
an

|

≤ |tan − an−1|
|an|

+
t

|an|

{2|aλ| cosα
tn−λ

− |an−1|
t

(cosα + sinα)

}
+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j−1 ,

داریم: 7.1.2 لم از استفاده با و باشد می | arg aj − β |≤ α ≤ π
2 ، j = 0, 1, 2, ..., n براي چون

|w| ≤
[
|an−1|
|an|

− t

]
cosα +

[
t+

|an−1|
|an|

]
sinα + t

[2tλ|aλ|
tn|an|

]
cosα

−|an−1|
|an|

(cosα + sinα) + 2 sinα
n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j−1

= t

{[2tλ|aλ|
tn|an|

− 1
]
cosα + sinα

}
+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j−1 .

پردازیم. می 14.1.2 قضیه اثبات به حال (*

گیریم: می نظر در را زیر اي چندجمله اثبات.

F (z) = (t− z)p(z)

= (t− z)(anz
n + an−1zn−1 + ...+ aλ+1zλ+1 + aλz

λ + aλ−1zkλ−1 + ...+ a1z + a0)

= −anzn+1 + (tan − an−1)zn + ...+ (taλ+1 − aλ)z
λ+1 + (taλ − aλ−1)zλ

+(taλ−1 − aλ−2)zλ−1 + ...+ (ta2 − a1)z2 + (ta1 − a0)z + ta0

= −anzn+1 + (tan − an−1)zn +
n−1∑
j=0

(taj − aj−1)zj , (a−1 = 0)

آنگاه: باشد |z| > t کنیم فرضمی
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|F (z)| ≥ |an||z|n
(
|z + an−1

an
− t| − 1

|an|

n−1∑
j=0

|taj − aj−1|
1

|z|n−j

)

> |an||z|n
(
|z + an−1

an
− t| − 1

|an|

n−1∑
j=0

|taj − aj−1|
1
tn−j

)

= |an||z|n
(
|z + an−1

an
− t| − 1

|an|tn
n−1∑
j=0

|taj − aj−1|zj
)

داریم: همچنین
n−1∑
j=0

|taj − aj−1|tj ≤
n−1∑
j=0

|t|aj| − |aj−1||tj cosα+
n−1∑
j=0

(t|aj| − |aj−1|)tj sinα

=
λ∑

j=0
|t|aj| − |aj−1||tj cosα+

n−1∑
j=λ+1

|t|aj| − |aj−1||tj cosα

+
n−1∑
j=0

(t|aj|+ |aj−1|)tj sinα , (0 ≤ λ ≤ n− 2)

= 2|aλ|tλ+1 cosα− tn|an−1| cosα− tn|an−1| sinα+ 2t sinα
n−1∑
j=0

|aj|tj

= 2|aλ|tλ+1 cosα− tn|an−1|(cosα+ sinα) + 2t sinα
n−1∑
j=0

|aj|tj.

بنابراین
1

|an|tn
n−1∑
j=0

|taj − aj−1|tj ≤
t

|an|

{2|aλ| cosα
tn−λ

− |an−1|
t

(cosα + sinα)

}
+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j−1 .

داریم: اکنون

|F (z)| ≥ |an||z|n [ |z +
an−1
an

− t|

− t

|an|

{2|aλ| cosα
tn−λ

− |an−1|
t

(cosα + sinα)

}
+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j−1 ] > 0 ,

باشیم داشته اگر است |F (z)| > 0 لذا

|z + an−1
an

− t| > t

|an|

{2|aλ| cosα
tn−λ

− |an−1|
t

(cosα + sinα)

}
+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j−1 .
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دارند. قرار زیر ناحیه در F (z) صفرهاي همه |z| > t براي بنابراین

|z + an−1
an

− t| ≤ t

|an|

{2|aλ| cosα
tn−λ

− |an−1|
t

(cosα+ sinα)

}
+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j−1 .

بالا ناحیه در p(z) صفرهاي همه |z| > t براي لذا هستند F (z) صفرهاي نیز p(z) صفرهاي همه چون
دارند. قرار

داریم: 7.1.2 لم بردن بکار وبا باشد 0 ≤ λ ≤ n− 2 و |z| ≤ t کنیم فرضمی اکنون

|z + an−1
an

− t| ≤ t+
|tan − an−1|

|an|

≤ t+

(
|an−1
an

| − t

)
cosα +

(
|an−1
an

|+ t

)
sinα

≤ t

|an|

{2|aλ| cosα
tn−λ

− |an−1|
t

(cosα + sinα)

}
+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j−1

باشیم: داشته اگر است برقرار بالا نامساوي
t(1− cosα) + t sinα + 2|an−1

an
| cosα ≤ 2|aλ

an
| 1
tn−λ−1 cosα + 2 sinα

n−2∑
j=0

|aj
an

|t
j+1

tn
. (3.2)

فرضداریم: به توجه با چون

tn|an−1| ≤ |aλ|tλ+1

اگر: است برقرار (3.2 ) نتیجه در
t(1− cosα) + t sinα ≤ 2 sinα

n−2∑
j=0

|aj
an

|t
j+1

tn
. (4.2)

داریم: لذا است 0 ≤ λ ≤ n− 2 اینکه به توجه وبا
n−2∑
j=0

|aj
an

|t
j+1

tn
=

λ−1∑
j=0

|aj
an

|t
j+1

tn
+

n−2∑
j=λ

|aj
an

|t
j+1

tn
≥

n−2∑
j=λ

|aj
an

|t
j+1

tn

= t
n−2∑
j=λ

|aj
an

| t
j

tn
≥ t

n−2∑
j=λ

1 = t(n− λ− 1) ≥ t.
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باشیم: داشته که است برقرار )زمانی 4.2 ) بنابراین

t(1− cosα) + t sinα ≤ 2t sinα, 0 ≤ α ≤ π
2

باشیم: داشته 0 ≤ α ≤ π
2 براي یا

cosα + sinα ≥ 1 (5.2)

است cosα + sinα =
√2 sin(α + π

4 ) ≥
√2. 1√2 = 1 باشد 0 ≤ α ≤ π

2 وقتی که کنیم توجه
داریم: 0 ≤ λ ≤ n− 2 و |z| ≤ t براي لذا است برقرار ( 5.2 ) و

|z + an−1
an

− t| ≤ t

|an|

{2|aλ| cosα
tn−λ

− |an−1|
t

(cosα+ sinα)

}
+ 2 sinα

n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j−1 .

دارند. قرار بالا درناحیه p(z) صفرهاي همه پس هستند F (z) صفرهاي نیز p(z) صفرهاي همه وچون

آورده بدست را زیر قضایاي ضرایب، موهومی و حقیقی هاي قسمت روي قبلی شرایط دادن قرار با (*
کنیم. می اثبات را آنها و

ضرایبمختلط با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj فرضمیکنیم [26] .16.1.2 قضیه

باشیم: داشته ℑaj = βj ،ℜaj = αj ، j = 0, 1, 2, ..., n,براي اگر باشد،

α0 ≥ α1 ≥ ... ≥ αn

β0 ≥ β1 ≥ ... ≥ βn

دارند. قرار زیر ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه

|z| ≤ |a0|+ (α0 + β0)− (αn + βn)

|an|
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ضرایب با n درجه از اي چندجمله یک p(z) =
∑n

j=0 ajzj کنیم می فرض [26] .17.1.2 نتیجه
باشیم: داشته ℑaj = βj ، ℜaj = αj ، j = 0, 1, 2, ..., n,براي اگر باشد، مختلط

α0 ≥ α1 ≥ ... ≥ αn

β0 ≤ β1 ≤ ... ≤ βn

دارند. قرار زیر ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه

|z| ≤ |a0|+ α0 − β0 − αn + βn
|an|

ضرایب با n درجه از اي چندجمله یک p(z) =
∑n

j=0 ajzj کنیم می فرض [26] .18.1.2 نتیجه
باشیم: داشته ℑaj = βj ، ℜaj = αj ، j = 0, 1, 2, ..., n,براي اگر باشد، مختلط

α0 ≤ α1 ≤ ... ≤ αn

β0 ≥ β1 ≥ ... ≥ βn

دارند. قرار زیر ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه

|z| ≤ |a0| − α0 + β0 + αn − βn
|an|

ضرایبمختلط با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj فرضمیکنیم [35] .19.1.2 قضیه

باشیم: داشته k ≥ یک1 براي و ℑaj = βj ، ℜaj = αj ، j = 0, 1, 2, ..., n,براي اگر باشد،

kαn ≥ αn−1 ≥ ... ≥ α1 ≥ α0,

βn ≥ βn−1 ≥ ... ≥ β1 ≥ β0 > 0,

دارند. قرار زیر ي ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه
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|z + αn

an
(k − 1)| ≤ 1

|an|
{kαn − α0 + |α0|+ βn} .

است. زیر ناحیه با معادل این و

|z + αn

an
(k − 1)| ≤ √1+ k2 +

1
|an|

(|α0| − α0).

گیریم: می نظر در را زیر اي چندجمله اثبات.

F (z) = (1− z)p(z)

= −anzn+1 + (an − an−1)zn + ...+ (a1 − a0)z + a0

=
{
−αnz

n+1 + (αn − αn−1)zn + ...+ (α1 − α0)z + α0 }

+i
{
−βnzn+1 + (βn − βn−1)zn + ...+ (β1 − β0)z + β0 }

= −αnz
n(z + k − 1) + (kαn − αn−1)zn + (αn−1 − αn−2)zn−1

+...+ (α1 − α0)z + α0 + i
{
−βnzn+1 + (βn − βn−1)zn

+...+ (β1 − β0)z + β0 }

= −zn {(αn + iβn)z + αn(k − 1) }+(kαn − αn−1)zn)

+(αn−1 − αn−2)zn−1 + ...+ (α1 − α0)z + α0

+i {(βn − βn−1)zn + ...+ (β1 − β0)z + β0 }.
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وداریم: باشد می 1
|z|n−j

< 1 ، j = 0, 1, ..., n− 1 براي پس |z| > 1 کنیم فرضمی حال

|F (z)| ≥ |z|n [ |anz + αn(k − 1)|

−
{
|kαn − αn−1|+

|αn−1 − αn−2|
|z|

+ ...+
|α1 − α0|
|z|n−1

+
|α0|
|z|n

}
−
{
|βn − βn−1|+

|βn−1 − βn−2|
|z|

+ ...+
|β1 − β0|
|z|n−1

+
|β0|
|z|n

}
]

= |z|n
[
|an||z +

αn

an
(k − 1)| − kαn − α0 + |α0|+ βn

]
.

اگر: است |F (z)| > پس0

|z + αn

an
(k − 1)| > kαn − α0 + |α0|+ βn

|an|
.

دارند. قرار زیر ناحیه در F (z) صفرهاي همه |z| > 1 براي نتیجه در

|z + αn

an
(k − 1)| ≤ kαn − α0 + |α0|+ βn

|an|
.

صفرهاي نیز p(z) صفرهاي همه چون و باشد می بالا ناحیه درون F (z) صفرهاي |z| ≤ 1 براي چون و
دارند. قرار زیر ناحیه در p(z) صفرهاي همه لذا هستند F (z)

|z + αn

an
(k − 1)| ≤ kαn − α0 + |α0|+ βn

|an|
.

ضرایبمختلط با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj فرضمیکنیم [24] .20.1.2 قضیه

داشته t > 0 و β حقیقی عدد یک براي و ℑaj = βj ، ℜaj = αj ،j = 0, 1, 2, ..., n براي اگر باشد،
باشیم:
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| arg aj − β |≤ α ≤ π
2 , j = 0, 1, 2, ..., n

0 < tnαn ≤ tn−1αn−1 ≤ ... ≤ tλαλ , 0 ≤ λ ≤ n

tλαλ ≥ tλ−1αλ−1 ≥ ... ≥ tα1 ≥ a0 > 0

دارند. قرار زیر ي ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه

|z| ≤
(2tλαλ

tnαn

− 1
)
+

2
αn

n∑
j=0

|βj|
tn−j−1 . (6.2)

در تعریفشده دایره دهیم می نشان و کنیم می بررسی 0 ≤ λ ≤ n− 1 حالتی براي را بالا قضیه (*
است. قبل قضیه در تعریفشده دایره درون زیر قضیه

ضرایبمختلط با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj کنیم فرضمی [7] .21.1.2 قضیه

داشته t > 0 و β حقیقی یکعدد براي و ℑaj = βj ، ℜaj = αj ، j = 0, 1, 2, ..., n براي اگر باشد،
باشیم:

| arg aj − β |≤ α ≤ π
2 , j = 0, 1, 2, ..., n

0 < tnαn ≤ tn−1αn−1 ≤ ... ≤ tλαλ , 0 ≤ λ ≤ n− 1,

tλαλ ≥ tλ−1αλ−1 ≥ ... ≥ tα1 ≥ a0 > 0

دارند. قرار زیر ي ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه
|z + αn−1 − tαn

an
| ≤ 1

|an|

{(2αλt
λ+1

tn
− αn−1

)
+ t|βn|+

2
tn−1

n−1∑
j=0

|βj|tj
}
. (7.2)

در تعریفشده ناحیه دهیم می نشان و است 20.1.2 قضیه از تعمیمی 21.1.2 قضیه [7] .22.1.2 تذکر
است. ( 6.2 ) در تعریفشده دایره درون ( 7.2 )
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داریم: باشدآنگاه (7.2 ) دایره درون نقطه یک z = w کنیم فرضمی

|w +
αn−1 − tαn

an
| ≤ 1

|an|

{( 2αλ

tn−λ−1 − αn−1
)
+ t|βn|+

2
tn−1

n−1∑
j=0

|βj|tj
}
.

نتیجه: در

|w| ≤ 1
|an|

{
|αn−1 − tαn|+

2αλ

tn−λ−1 − αn−1 + t|βn|+ 2
n−1∑
j=0

|βj|
tn−j−1

}

≤ 1
|αn|

{
|αn−1 − tαn|+

2αλ

tn−λ−1 − αn−1 + t|βn|+ 2
n−1∑
j=0

|βj|
tn−j−1

}

=
1

|αn|

{
αn−1 − tαn +

2αλ

tn−λ−1 − αn−1 + t|βn|+ 2
n−1∑
j=0

|βj|
tn−j−1

}

≤ t

( 2αn

αntn−λ
− 1
)
+

1
αλ

[
t|βn|+ 2

n−1∑
j=0

|βj|
tn−j−1

]

≤ t

(2tλαλ

αntn
− 1
)
+

2
αn

n∑
j=0

|βj|
tn−j−1 .

دارد. قرار ( 6.2 ) دایره درون z = w نقطه پس

پردازیم. می 21.1.2 قضیه اثبات به حال

گیریم: می نظر در را زیر اي چندجمله اثبات.

F (z) = (t− z)p(z)

= (t− z)(anz
n + an−1zn−1 + ...+ aλ+1zλ+1 + aλz

λ + aλ−1zkλ−1 + ...+ a1z + a0)

= −anzn+1 + (tan − an−1)zn + ...+ (taλ+1 − aλ)z
λ+1 + (taλ − aλ−1)zλ

+(taλ−1 − aλ−2)zλ−1 + ...+ (ta2 − a1)z2 + (ta1 − a0)z + ta0

= −anzn+1 + (tan − an−1)zn +
n−1∑
j=0

(taj − aj−1)zj, (a−1 = 0)
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داریم: پس |z| > t کنیم فرضمی

|F (z)| ≥ |z|n
{
|anz + an−1 − tan| −

n−1∑
j=0

|taj − aj−1|
1

|z|n−j

}

≥ |z|n
{
|anz + αn−1 − tαn| − |βn−1| − t|βn| −

n−1∑
j=0

|taj − aj−1|
1

|z|n−j

}
.

فرضداریم: به توجه با حال
n−1∑
j=0

|taj − aj−1|tj ≤
n−1∑
j=0

|tαj − αj−1|tj +
n−1∑
j=0

(t|βj|+ |aj−1|)tj

=
λ∑

j=0
|tαj − αj−1|tj +

n−1∑
j=λ+1

|tαj − αj−1|tj +
n−1∑
j=0

(t|βj|+ |aj−1|)tj

≤ tα0 + (tα1 − α0)t+ ...+ (tαλ−1 − αλ−2)tλ−1

+(tαλ − αλ−1)tλ + (αλ − tαλ+1)tλ+1

+...+ (αn−2 − tαn−1)tn−1 + t|β0|+ (|β0|+ t|β1|)t+ (|β1|+ t|β2|)t2

+...+ (|βn−3|+ t|βn−2|)tn−2 + (|βn−2|+ t|βn−1|)tn−1

= 2αλt
λ+1 − αn−1tn + 2t

n−1∑
j=0

|βj|tj − |βn−1|tn.

داریم |z| > t براي لذا

|F (z)| ≥ |z|n
{
|anz + αn−1 − tαn| −

2αλt
λ+1

tn
+ αn−1 −

2t
tn

n−1∑
j=0

|βj|tj − |βn|t

}
> 0

باشیم: داشته اگر است |F (z)| > 0 بنابراین

|anz + αn−1 − tαn| >
2αλt

λ+1

tn
+ (|βn|t− αn−1) +

2t
tn

n−1∑
j=0

|βj|tj.

دارند. قرار زیر ناحیه در |z| > t براي F (z) صفرهاي پسهمه

|z + αn−1 − tαn

an
| ≤ 1

|an|

{(2αλt
λ+1

tn
− αn−1

)
+ t|βn|+

2
tn−1

n−1∑
j=0

|βj|tj
}
.
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آنگاه: باشد |z| ≤ t اگر حال

|anz + αn−1 − tαn| ≤ |an|t+ |αn−1 − tαn|

≤ tαn + t|βn|+ αn−1 − tαn

= t|βn|+ αn−1 = t|βn|+ 2αn−1 − αn−1

≤ t|βn|+
2tλ+1
tn

αλ − αn−1

≤ 2αλt
λ+1

tn
− αn−1 + t|βn|+

2
tn−1

n−1∑
j=0

|βj|tj.

دارند. قرار ناحیه در F (z) صفرهاي همه |z| ≤ t براي نتیجه در

|z + αn−1 − tαn

an
| ≤ 1

|an|

{(2αλt
λ+1

tn
− αn−1

)
+ t|βn|+

2
tn−1

n−1∑
j=0

|βj|tj
}
.

لذا هستند F (z)صفرهاي نیز p(z)صفرهاي همه چون و دارند قرار بالا ناحیه در F (z)صفرهاي همه لذا
دارند. قرار بالا ناحیه در p(z) صفرهاي همه

ضرایبمختلط با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj فرضمیکنیم [35] .23.1.2 قضیه

باشیم: داشته k ≥ یک1 براي و ℑaj = βj ، ℜaj = αj ، j = 0, 1, 2, ..., nبراي اگر باشد،

kαn ≤ αn−1 ≤ ... ≤ αλ

αλ ≥ αλ−1 ≥ ... ≥ α1 ≥ α0 , 0 ≤ λ ≤ n− 1

βn ≥ βn−1 ≥ ... ≥ β1 ≥ β0 > 0,

دارند. قرار زیر ي ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه

|z + αn

an
(k − 1)| ≤ 1

|an|
{2αλ − kαn − α0 + |α0|+ βn} .
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گیریم: می نظر در را زیر اي چندجمله اثبات.

F (z) = (1− z)p(z)

= −anzn+1 + (an − an−1)zn + ...+ (a1 − a0)z + a0

=
{
−αnz

n+1 + (αn − αn−1)zn + ...+ (α1 − α0)z + α0 }

+i
{
−βnzn+1 + (βn − βn−1)zn + ...+ (β1 − β0)z + β0 }

= −αnz
n(z + k − 1) + (kαn − αn−1)zn + (αn−1 − αn−2)zn−1

+...+ (α1 − α0)z + α0 + i
{
−βnzn+1 + (βn − βn−1)zn

+...+ (β1 − β0)z + β0 }

= −zn {(αn + iβn)z + αn(k − 1) }+(kαn − αn−1)zn)

+(αn−1 − αn−2)zn−1 + ...+ (α1 − α0)z + α0

+i {(βn − βn−1)zn + ...+ (β1 − β0)z + β0 }.

وداریم: باشد می 1
|z|n−j

< 1 ، j = 0, 1, ..., n− 1 براي پس |z| > 1 کنیم فرضمی حال

|F (z)| ≥ |z|n [ |anz + αn(k − 1)| −
{
|kαn − αn−1|+

|αn−1 − αn−2|
|z|

+ ...+
|αλ+1 − αλ|
|z|n−λ−1

+
|αλ − αλ−1|

|z|n−λ
+

|αλ−1 − αλ−2|
|z|n−λ+1 + ...+

|α1 − α0|
|z|n−1

+
|α0|
|z|n

}

−
{
|βn − βn−1|+

|βn−1 − βn−2|
|z|

+ ...+
|β1 − β0|
|z|n−1

+
|β0|
|z|n

}
]

= |z|n
[
|an||z +

αn

an
(k − 1)| − 2αλ − kαn − α0 + |α0|+ βn

]
.

اگر: است |F (z)| > پس0
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|z + αn

an
(k − 1)| > 2αλ − kαn − α0 + |α0|+ βn

|an|
.

دارند. قرار زیر ناحیه در F (z) صفرهاي همه |z| > 1 براي نتیجه در

|z + αn

an
(k − 1)| ≤ 2αλ − kαn − α0 + |α0|+ βn

|an|
.

صفرهاي نیز p(z)صفرهاي همه چون کند می صدق بالا ناحیه در F (z)صفرهاي |z| ≤ براي1 چون و
دارند. قرار زیر ناحیه در p(z) صفرهاي همه لذا هستند F (z)

|z + αn

an
(k − 1)| ≤ 2αλ − kαn − α0 + |α0|+ βn

|an|
.

داشت: خواهیم را زیر نتیجه P (tz) اي چندجمله براي بالا قضیه بردن بکار با (*

مختلط ضرایب با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj کنیم فرضمی .24.1.2 نتیجه

باشیم: داشته k ≥ یک1 براي و j = 0, 1, 2, ..., n , ℑaj = βj ، ℜaj = αj اگر باشد،

ktnαn ≤ tn−1αn−1 ≤ ... ≤ tλαλ ,

tλαλ ≥ tλ−1αλ−1 ≥ ... ≥ tα1 ≥ α0, 0 ≤ λ ≤ n− 1

tnβn ≥ tn−1βn−1 ≥ ... ≥ tβ1 ≥ β0 > 0 ,

دارند. قرار زیر ي ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه

|z + tαn

an
(k − 1)| ≤ t

|an|

{
2 αλ

tn−λ
− kαn +

1
tn
(|α0| − α0) + βn

}
.

ضرایبمختلط با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj فرضمیکنیم [22] .25.1.2 قضیه

باشیم: داشته اگر همچنین و j = 0, 1, 2, ..., n , ℑaj = βj ، ℜaj = αj اگر باشد،
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tnαn ≤ tn−1αn−1 ≤ ... ≤ tλαλ ,

tλαλ ≥ tλ−1αλ−1 ≥ ... ≥ tα1 ≥ α0 , 0 ≤ λ ≤ n− 1

tnβn ≤ tn−1βn−1 ≤ ... ≤ trβr

trβr ≥ tr−1βr−1 ≥ ... ≥ tβ1 ≥ β0 , 0 ≤ r ≤ n− 1,

دارند. قرار زیر ي ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه

|z| ≤ max

{
M

|an|
,
1
t

}

M = |a0|tn+1 − tn−1(α0 + β0)− t(αn + βn)

+(t2 + 1)(tn−λ−1αλ + tn−r−1βr)

+(t2 − 1)
(

λ−1∑
j=0

tn−j−1αj +
r−1∑
j=0

tn−j−1βj

)

+(1− t2)

(
n−1∑

j=λ+1
tn−j−1αj +

r−1∑
j=0

tn−j−1βj

)

داریم. نیاز زیر لم به بعدي قضایاي اثبات *)براي

درجه از اي یکچندجمله P (z) = anz
n + akz

k + ...+ a1z + a0 فرضکنیم [31] ،[3] .26.1.2 لم
صفرهاي همه r حقیقی عدد هر براي آنگاه باشد. 0 ≤ k ≤ n − 1 بطوریکه باشد مختلط ضرایب با n

دارند. قرار زیر دایره در P (z)

| z| ≤Max

{
r ,

k∑
j=0

| aj
an

| 1
rn−j−1

}
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حقیقی ضرایب با n درجه از اي چندجمله یک p(z) =
∑n

j=0 ajzj کنیم فرض [4] .27.1.2 قضیه
بطوریکه باشد.

t1t2ar + (t1 − t2)ar−1 − ar−2 ≥ 0 , r = 1, 2, ..., n+ 1,

دارند. قرار | z| ≤ t1 ناحیه در P (z) صفرهاي همه آنگاه

گیریم: می نظر در را زیر اي جمله چند اثبات.

F (z) = (t2 + z)(t1 − z)P (z) = (t2 + z)(t1 − z)(anz
n + an−1zn−1 + ...+ a1z1 + a0)

= −anzn+2 + ((t1 − t2)an − an−1)zn+1 + (t1t2an + (t1 − t2)an−1 − an−2)zn

+...+ (t1t2a2 + (t1 − t2)a1 − a0)z2 + (t1t2a1 + (t1 − t2)a0)z + a0t1t2

= −anzn+2 +
n+1∑
j=0

(t1t2aj + (t1 − t2)aj−1 − aj−2)zj (a−1 = a−2 = an+1 = 0).

k = n + 1 و r = t1 دادن قرار با و n + 2 درجه از F (z) اي چندجمله براي 26.1.2 لم بردن بکار با
دارند. قرار زیر ناحیه در F (z)صفرهاي همه که داریم

| z |≤Max

{
t1,

n+1∑
j=0

| t1t2aj + (t1 − t2)aj−1 − aj−2 |
tn−j+1
1 | an |

}

که: داریم حال
n+1∑
j=0

| t1t2aj + (t1 − t2)aj−1 − aj−2 |
tn−j+1
1 |an|

=
1

|an|

(
t1t2a0
tn+11

+
t1t2a1 + (t1 − t2)a0

tn1

+
t1t2a2 + (t1 − t2)a1 − a0

tn−11
+
t1t2a3 + (t1 − t2)a2 − a1

tn−21

+...+
t1t2an + (t1 − t2)an−1 − an−2

t11
+
t1t2an+1 + (t1 − t2)an − an−1

t01
)

= t1
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قرار |z| ≤ t1 ناحیه در P (z) صفرهاي همه بنابرین هستند F (z) صفرهاي P (z) صفرهاي همه چون
دارند.

باشد. مختلط ضرایب با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj فرضکنیم .28.1.2 قضیه
باشیم: داشته t1 > t2 ≥ 0 براي اگر

t1t2|ar|+ (t1 − t2)|ar−1| − |ar−2| ≥ 0 , r = 1, 2, ..., k + 1,

t1t2|ar|+ (t1 − t2)|ar−1| − |ar−2| ≤ 0 , r = k + 2, .., n+ 1,

دارند. قرار زیر ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه a−1 = an+1 = 0 ، 0 ≤ k ≤ n و

| z |≤ t1
{2|ak|+ 2t2|ak+1|

tn−k1 |an|
− 1
}
+ t1

|an − |an||
|an|

.

گیریم: می نظر در را زیر اي جمله چند اثبات.

F (z) = (t2 + z)(t1 − z)P (z) = (t2 + z)(t1 − z)(anz
n + an−1zn−1 + ...+ a1z1 + a0)

= −anzn+2 +
n+1∑
j=0

(t1t2aj + (t1 − t2)aj−1 − aj−2)zj, (a−1 = a−2 = an+1 = 0).

k = n + 1 و r = t1 دادن قرار با و n + 2 جه در از F (z) اي چندجمله براي 26.1.2 لم بردن بکار با
دارند. قرار زیر ناحیه در F (z)صفرهاي همه داریم

| z |≤Max(t1,
n+1∑
j=0

| t1t2aj + (t1 − t2)aj−1 − aj−2 |
tn−j+1
1 | an |

)

=
n+1∑
j=0

| t1t2aj + (t1 − t2)aj−1 − aj−2 |
tn−j+1
1 |an|

.

: با است برابر t1 چون
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t1 = |
n+1∑
j=0

t1t2aj + (t1 − t2)aj−1 − aj−2
tn−j+1
1 an

|

≤
n+1∑
j=0

| t1t2aj + (t1 − t2)aj−1 − aj−2 |
tn−j+1
1 |an|

داریم: حال

n+1∑
j=0

| t1t2aj + (t1 − t2)aj−1 − aj−2 |
tn−j+1
1 |an|

≤
n+1∑
j=0

| t1t2|aj | +(t1 − t2)|aj−1| − |aj−2| |
tn−j+1
1 |an|

+
n+1∑
j=0

t1t2 | aj − |aj | |+ (t1 − t2) | aj−1 − |aj−1 | |− | aj−2− | aj−2| |
tn−j+1
1 |an|

=
k+1∑
j=0

(t1t2|aj | +(t1 − t2)|aj−1| − |aj−2|)
tn−j+1
1 |an|

+
n+1∑
k+2

(|aj−2| − (t1 − t2)|aj−1| − t1t2|aj |)
tn−j+1
1 |an|

+t1
|an − |an||

|an|

=

( 2|ak |
tn−k+11 |an|

+
2t2|ak+1 |
tn−k+11 |an|

− t1
)
+

n+1∑
j=0

t1 | aj−1 − |aj−1 | | − |aj−1 | |− | aj−2− | aj−2| |
tn−j+1
1 |an|

≤ t1
{2|ak | +2t2|ak+1 |

tn−k1 |an|
− 1
}
+ t1

|an − |an||
|an|

.



42 اي چندجمله صفرهاي قدرمطلق براي کرانهایی .2 فصل

دارند. قرار زیر ناحیه در f(z) صفرهاي همه بنابراین

| z |≤ t1
{2|ak|+ 2t2|ak+1|

tn−k1 |an|
− 1
}
+ t1

|an − |an||
|an|

.

است. تمام اثبات لذا هستند F (z) صفرهاي P (z) صفرهاي همه چون

داشت. خواهیم را زیر نتیجه باشد k = n بالا قضیه در اگر

باشد. مختلط ضرایب با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj فرضکنیم .29.1.2 نتیجه

طوریکه به t1 > t2 ≥ 0 اگر

t1t2|ar|+ (t1 − t2)|ar−1| − |ar−2| ≥ 0 , r = 1, 2, ..., n+ 1,

دارند. قرار زیر ناحیه در p(z) صفرهاي همه ،آنگاه a−1 = an+1 = 0 و

| z| ≤ t1(1+ |an − |an||
|an|

).

مختلط ضرایب با n درجه از اي یکچندجمله p(z) = ∑n
j=0 ajzj کنیم فرض [32] .30.1.2 قضیه

که باشیم داشته t1 > t2 ≥ 0 براي واگر باشد. j = 0, 1, ..., n ، ℑaj = βj و ℜaj = αj بطوریکه

t1t2|αr|+ (t1 − t2)|αr−1| − |αr−2| ≥ 0, r = 1, 2, ..., k + 1,

t1t2|αr|+ (t1 − t2)|αr−1| − |αr−2| ≤ 0, r = k + 2, .., n+ 1,

دارند. قرار زیر ناحیه در p(z) صفرهاي همه ،آنگاه 0 ≤ k ≤ n , a−1 = an+1 = 0 و

| z |≤ t1
{2αk + 2t2αk+1

tn−k1 αn

− 1
}
+

2
αn

n∑
j=0

|βj|
tn−j−1
1

.

شود. می ثابت قبل قضیه مشابه اثبات.
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کنیم. می اثبات و بیان را آن که داریم نیاز زیر لم به بعد قضیه دو اثبات براي

| arg aj − β| ≤ α ≤ π

2 باشیم داشته j = 0, 1, 2, ..., n و β حقیقی عدد براي اگر [32] .31.1.2 لم
: t1 > t2 ≥ 0 براي آنگاه

|t1t2aj + (t1 − t2)aj−1 − aj−2| ≤ |t1t2|aj|+ (t1 − t2)|aj−1|

− |aj−2|| cosα + (t1t2|aj|+ (t1 − t2)|aj−1|+ |aj−2|) sinα.

آنگاه: باشند arg aj−2 = αj−2 و arg aj−1 = αj−1 ، arg aj = αj کنیم فرضمی اثبات.

|t1t2aj + (t1 − t2)aj−1 − aj−2|2

= |t1t2|aj|eiαj + (t1 − t2)|aj−1|eiαj−1 − |aj−2|eiαj−2 |2

= t21t22|aj|2 + (t1 − t2)2|aj−1|2 + |aj−2|2 + 2t1t2(t1 − t2)|aj||aj−1| cos(αj − αj−1)

− 2(t1 − t2)|aj−1||aj−2| cos(αj−1 − αj−2)− 2t1t2|aj||aj−2| cos(αj−2 − αj)

بنابرین |αj−2 − β| ≤ α ≤ π
2 و |αj−1 − β| ≤ α ≤ π

2 ،|αj − β| ≤ α ≤ π
فرضداریم2 به توجه با حال

|αj−1 − αj−2| = |αj−1 − β + β − αj−2|

≤ |αj−1 − β|+ |αj−2 − β| ≤ 2α ≤ π.

داریم: لذا

cos(αj − αj−1) ≥ cos 2α,

cos(αj−1 − αj−2) ≥ cos 2α,

cos(αj−2 − αj) ≥ cos 2α.
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|t1t2aj + (t1 − t2)aj−1 − aj−2|2 ≤ t21t22|aj|2 + (t1 − t2)2|aj−1|2 + |aj−2|2

+2t1t2(t1 − t2)|aj||aj−1| cos 2α− 2(t1 − t2)|aj−1||aj−2| cos 2α− 2t1t2|aj−2||aj cos 2α

= |t1t2|aj|+ (t1 − t2)|aj−1| − |aj−2||2 cos2 α

+ (t1t2|aj|+ (t1 − t2)|aj−1|+ |aj−2|)2 sin2 α

≤ {|t1t2|aj|+ (t1 − t2)|aj−1| − |aj−2|| cosα

+(t1t2|aj|+ (t1 − t2)|aj−1|+ |aj−2|) sinα }2

نتیجه: در . 2 sinα cosα = sin 2α ≥ 0 ، 0 ≤ 2α ≤ π براي چون

|t1t2aj + (t1 − t2)aj−1 − aj−2| ≤ |t1t2|aj|+ (t1 − t2)|aj−1|

−|aj−2|| cosα + (t1t2aj + (t1 − t2)|aj−1|+ |aj−2|) sinα.

مختلط ضرایب با n درجه از اي یکچندجمله p(z) = ∑n
j=0 ajzj کنیم فرض [32] .32.1.2 قضیه

باشیم: داشته β حقیقی عدد براي بطوریکه باشد

| arg aj − β| ≤ α ≤ π
2 , j = 0, 1, 2, ..., n

باشیم، داشته t1 > t2 ≥ 0 براي اگر و

t1t2|ar|+ (t1 − t2)|ar−1| − |ar−2| ≥ 0, r = 1, 2, ..., k + 1,

t1t2|ar|+ (t1 − t2)|ar−1| − |ar−2| ≤ 0, r = k + 2, .., n+ 1,
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دارند. قرار زیر ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه ، 0 ≤ k ≤ n , a−1 = an+1 = 0 اگر و

| z |≤ t1

{(2|ak|+ 2t2|ak+1|
tn−k1 |an|

− 1
)
cosα + sinα

}
+
2 sinα
|an|

n−1∑
j=0

|aj|
tn−j−1
1

.

گیریم: می نظر در را زیر اي جمله چند اثبات.

F (z) = (t2 + z)(t1 − z)P (z) = (t2 + z)(t1 − z)(anz
n + an−1zn−1 + ...+ a1z1 + a0)

= −anzn+2 + ((t1 − t2)an − an−1)zn+1 + (t1t2an + (t1 − t2)an−1 − an−2)zn

+...+ (t1t2a2 + (t1 − t2)a1 − a0)z2 + (t1t2a1 + (t1 − t2)a0)z + a0t1t2

= −anzn+2 +
n+1∑
j=0

(t1t2aj + (t1 − t2)aj−1 − aj−2)zj, (a−1 = a−2 = an+1 = 0).

k = n + 1 و r = t1 دادن قرار با و n + 2 جه در از F (z) اي چندجمله براي 26.1.2 لم بردن بکار با
دارند. قرار زیر ناحیه در F (z)صفرهاي همه که داریم

| z |≤Max

{
t1,

n+1∑
j=0

| t1t2aj + (t1 − t2)aj−1 − aj−2 |
tn−j+1
1 | an |

}

=
n+1∑
j=0

| t1t2aj + (t1 − t2)aj−1 − aj−2 |
tn−j+1
1 |an|

.

داریم: 31.1.2 لم بکاربردن با حال

|z| ≤
n+1∑
j=0

|t1t2|aj|+ (t1 − t2)|aj−1| − |aj−2|| cosα
tn−j+1
1 |an|

+
n+1∑
j=0

(t1t2|aj|+ (t1 − t2)|aj−1|+ |aj−2|) sinα
tn−j+1
1 |an|
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داریم: اکنون
n+1∑
j=0

|t1t2|aj|+ (t1 − t2)|aj−1| − |aj−2|| cosα
tn−j+1
1 |an|

=
k+1∑
j=0

(t1t2|aj|+ (t1 − t2)|aj−1| − |aj−2|) cosα
tn−j+1
1 |an|

−
n+1∑

j=k+2

(t1t2|aj|+ (t1 − t2)|aj−1| − |aj−2|) cosα
tn−j+1
1 |an|

= t1
(
|ak|+ t2|ak+1|
tn−k1 |an|

)
cosα− t1

(
−|ak| − t2|ak+1|

tn−k1 |an|
+ 1
)
cosα

= t1
(2|ak|+ 2t2|ak+1|

tn−k1 |an|

)
cosα− t1 cosα.

داریم: همچنین
n+1∑
j=0

(t1t2|aj|+ (t1 − t2)|aj−1|+ |aj−2|)
tn−j+1
1 |an|

sinα =
n+1∑
j=0

t1|aj−1|+ |aj−2|
tn−j+1
1

sinα

= 2
n−1∑
j=0

|aj|
|an|tn−j+1

1
sinα + t1 sinα.

دارند. قرار زیر درناحیه F (z) صفرهاي همه لذا

| z |≤ t1

{(2|ak|+ 2t2|ak+1|
tn−k1 |an|

− 1
)
cosα + sinα

}
+
2 sinα
|an|

n−1∑
j=0

|aj|
tn−j−1
1

.

است. تمام اثبات لذا هستند F (z) صفرهاي نیز p(z) صفرهاي همه چون

مختلط ضرایب با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj فرضکنیم [32] .33.1.2 نتیجه

باشیم: داشته β حقیقی عدد براي بطوریکه باشد

| arg aj − β| ≤ α ≤ π
2 , j = 0, 1, 2, ..., n
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k = n براي و باشیم داشته t1 > t2 ≥ 0 براي اگر و

t1t2|ar|+ (t1 − t2)|ar−1| − |ar−2| ≥ 0, r = 1, 2, 3, ...n+ 1,

دارند. قرار زیر ناحیه در p(z) صفرهاي همه ،آنگاه a−1 = an+1 = 0 و

| z |≤ t1 (cosα + sinα) +
2 sinα
|an|

n−1∑
j=0

|aj|
tn−j−1
1

.

ضرایبمختلط با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj فرضمیکنیم [32] .34.1.2 قضیه

باشیم: داشته t1 > t2 ≥ 0 براي اگر ، j = 0, 1, ..., n ، ℑaj = βj و ℜaj = αj بطوریکه باشد

t1t2αr + (t1 − t2)αr−1 − αr−2 ≥ 0 , r = 1, 2, ..., k + 1,

t1t2αr + (t1 − t2)αr−1 − αr−2 ≤ 0 , r = k + 2, .., n+ 1, 0 ≤ k ≤ n

t1t2βr + (t1 − t2)βr−1 − βr−2 ≥ 0 , r = 1, 2, ...,m+ 1,

t1t2βr + (t1 − t2)βr−1 − βr−2 ≤ 0 , r = m+ 2, .., n+ 1, 0 ≤ m ≤ n

قرار زیر ناحیه در P (z) صفرهاي همه آنگاه ، αn, βn ≥ 0، α−1 = αn+1 = β−1 = βn+1 = 0 اگر و
دارند.

|z| ≤ t1
|an|

{2tk−n1 (αk + αk+1) + 2tm−n1 (βm + t2βm+1)− (αn + βn)
}
.

قرار زیر درناحیه p(z) صفرهاي همه آنگاه باشد k = n = m بالا قضیه در اگر [32] .35.1.2 نتیجه
دارند.

|z| ≤ t1
{
αn + βn
|an|

}
≤

√2t1

دهیم. می تعمیم باشد 1 ≤ k ≤ n− 1 که حالتی براي را بالا قضیه حال (*
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بطوریکه باشد n درجه از اي یکچندجمله p(z) کنیم فرضمی [38] .36.1.2 قضیه
است 1 ≤ k ≤ n− 1 ، k براي و t1 > t2 ≥ 0 اگر و aj = αj + iβj ، j = 0, 1, 2, ..., n براي

باشیم: داشته

t1t2αr + (t1 − t2)αr−1 − αr−2 ≥ 0 , r = 2, 3, ..., k + 1,

t1t2αr + (t1 − t2)αr−1 − αr−2 ≤ 0 , r = k + 2, .., n+ 1,

t1t2βr + (t1 − t2)βr−1 − βr−2 ≥ 0 , r = 2, 3, ..., k + 1,

t1t2βr + (t1 − t2)βr−1 − βr−2 ≤ 0 , r = k + 2, .., n+ 1,

دارند. قرار زیر درناحیه p(z) صفرهاي همه آنگاه

|z + an−1
an

− (t1 − t2)| ≤ R

بطوریکه:

R =
t1
|an|

{( 2αk

tn−k1
− αn−1

t1

)
+

1
tn1
(|α0| − α0)

}
+
t2
|an|

{( 2αk+1
tn−k−11

− αn

)
+

1
tn1
(|α0| − α0)

}
+
t1
|an|

{( 2βk
tn−k1

− βn−1
t1

)
+

1
tn1
(|β0| − β0)

}
+
t2
|an|

{( 2βk+1
tn−k−11

− βn

)
+

1
tn1
(|β0| − β0)

}

نمایید. مراجعه [38] به قضیه اثبات براي اثبات.
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هیچ آن در p(z) = ∑n
j=0 ajzj اي چندجمله که مکانی 2.2

ندارد صفري
و آوریم می بدست را ندارد صفري هیچ آن در p(z) اي چندجمله که مکانهایی بخش این در

دهیم. می بهبود آوردیم، بدست قبل بخش در آن قدرمطلق صفرهاي براي که را کرانهایی

دهیم. می تعمیم را 4.1.2 قضیه

4.1.2 قضیه مفروضات در که باشد n ازدرجه اي یکچندجمله p(z) کنیم فرضمی [3] .1.2.2 قضیه
دارند. قرار زیر ناحیه در p(z) صفرهاي همه آنگاه کند صدق

|a0|
|an| − a0 + an

≤ |z| ≤ |a0| − a0 + an
|an|

گیریم می نظر در را زیر اي چندجمله .2.2.2 مثال

p(z) = n!zn + (n− 1)!zn−1 + ...+ z + 1

دارند. قرار 1
2n!− 1 ≤ |z| ≤ 1 ناحیه در p(z) صفرهاي همه

بطوریکه، باشد n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj اگر [3] .3.2.2 نتیجه

an ≤ an−1 ≤ ... ≤ a1 ≤ a0

دارند. قرار زیر ناحیه در p(z) صفرهاي ي همه آنگاه
|a0|

|an|+ a0 − an
≤ |z| ≤ |a0|+ a0 − an

|an|

مختلط ضرایب با n درجه از اي چندجمله یک p(z) =
∑n

j=0 ajzj کنیم فرض [12] .4.2.2 قضیه
باشیم: داشته باشد زوج n اگر بطوریکه باشد
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an ≥ an−2 ≥ an−4 ≥ ... ≥ a2 ≥ a0 ,

an−1 ≥ an−3 ≥ an−5 ≥ ... ≥ a3 ≥ a1 ,

باشد، فرد n اگر

an ≥ an−2 ≥ an−4 ≥ ... ≥ a3 ≥ a1 ,

an−1 ≥ an−3 ≥ an−5 ≥ ... ≥ a2 ≥ a0 ,

ندارد. صفري هیچ زیر ناحیه در p(z) آنگاه

|z| < |a0|
|an|+ an + |an−1|+ an−1 + |a1| − a1 − a0

.

گیریم: می نظر در را زیر اي چندجمله اثبات.

Φ(z) = (1− z2)p(z)

= −anzn+2 − an−1zn+1 + (an − an−2)zn + (an−1 − an−3)zn−1 + ...

+(a3 − a1)z3 + (a2 − a0)z2 + a1z + a0

= a0 + ϕ(z)

بطوریکه،

ϕ(z) = −anzn+2 − an−1zn+1 + (an − an−2)zn + (an−1 − an−3)zn−1 + ...

+(a3 − a1)z3 + (a2 − a0)z2 + a1z



51 اي چندجمله صفرهاي قدرمطلق براي کرانهایی .2 فصل

داریم، |z| < 1 براي حال

|ϕ(z)| ≤ |an|+ |an−1|+ (an − an−2) + (an−1 − an−3) + ...

+(a3 − a1) + (a2 − a0) + |a1|

≤ |an|+ |an−1|+ an + an−1 − a1 − a0 + |a1|

شود، می نتیجه |z| < 1 براي 12.1.1 لم به توجه با لذا است ϕ(0) = 0 چون

|ϕ(z)| ≤M |z|

بطوریکه،

M = |an|+ |an−1|+ an + an−1 − a1 − a0 + |a1|

داریم: |z| < 1 ي برا لذا

|Φ(z)| ≥ |a0| − |ϕ(z)|

≥ |a0| −M |z|

> 0

باشد. برقرار |z| < |a0|
M

اگر است مثبت |z| < 1 براي Φ(z) بنابراین

ندارد. صفري هیچ زیر ناحیه در p(z) لذا هستند Φ(z) صفرهاي نیز p(z) صفرهاي همه چون

|z| < |a0|
|an|+ an + |an−1|+ an−1 + |a1| − a1 − a0

.
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ضرایبمختلط با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzn کنیم فرضمی [12] .5.2.2 قضیه

داشته λ ≥ یک1 براي اگر و ℑaj = βj ،ℜaj = αj باشیم داشته j = 0, 1, 2, ..., nبراي بطوریکه باشد
باشیم:

λαn ≥ αn−1 ≥ ... ≥ α1 ≥ α0 ,

βn ≥ βn−1 ≥ ... ≥ β1 ≥ β0 ,

ندارد. صفري هیچ زیر ناحیه در p(z) آنگاه

|z| < |a0|
|an|+ (λ− 1)|αn|+ λαn − α0 + βn − β0

.

گیریم: می نظر در را زیر اي چندجمله اثبات.

Φ(z) = (1− z)p(z)

= −anzn+1 + (an − an−1)zn + ...+ (a1 − a0)z + a0

= a0 + ϕ(z)

بطوریکه،

ϕ(z) = −anzn+1 + (an − an−1)zn + (an−1 − an−2)zn−1 + ...+ (a1 − a0)z

= −anzn+1 + (αn − αn−1)zn + (αn−1 − αn−2)zn−1 + ...+ (α1 − α0)z

+i
{
(βn − βn−1)zn + (βn−1 − βn−2)zn−1 + ...+ (β1 − β0)z

}
= −anzn+1 − (λ− 1)αnz

n

+(λαn − αn−1)zn + (αn−1 − αn−2)zn−1 + ...+ (α1 − α0)z

+i
{
(βn − βn−1)zn + (βn−1 − βn−2)zn−1 + ...+ (β1 − β0)z

}
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داریم، |z| < 1 براي حال

|ϕ(z)| ≤ |an|+ (λ− 1)|αn|+ λαn − α0 + βn − β0.

داریم، 12.1.1 لم بردن بکار با لذا است ϕ(0) = 0 چون

|ϕ(z)| ≤M |z|

Mباشد. = |an|+ (λ− 1)|αn|+ λαn − α0 + βn − β0 بطوریکه
داریم: |z| < 1 براي بنابراین

|Φ(z)| ≥ |a0| − |ϕ(z)|

≥ |a0| −M |z|

> 0

باشد. برقرار |z| < |a0|
M

اگر است مثبت |z| < 1 براي Φ(z) نتیجه در

ندارد. صفري هیچ زیر ناحیه در p(z) لذا هستند Φ(z) صفرهاي نیز p(z) صفرهاي همه چون

|z| < |a0|
|an|+ (λ− 1)|αn|+ λαn − α0 + βn − β0

.

ضرایبمختلط با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzn کنیم فرضمی [12] .6.2.2 قضیه
باشیم: داشته حقیقی βي براي بطوریکه باشد

| arg aj − β| ≤ α ≤ π
2 , j = 0, 1, 2, ..., n

، λ ≥ یک1 براي و
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λ|an| ≥ |an−1| ≥ ... ≥ |a1| ≥ |a0|.

ندارد. صفري هیچ زیر ناحیه در p(z) آنگاه

|z| < |a0|
λ|an|+ (λ|an| − |a0|) cosα+ (λ|an|+ |a0|) sinα + 2 sinα∑n−1

j=1 |aj|
.

گیریم: می نظر در را زیر اي چندجمله اثبات.

Φ(z) = (1− z)p(z)

= −anzn+1 + (an − an−1)zn + ...+ (a1 − a0)z + a0

= −anzn+1 − (λ− 1)anzn + (λan − an−1)zn + ...+ (a1 − a0)z + a0

= a0 + ϕ(z)

، بطوریکه

ϕ(z) = −anzn+1 + (λ− 1)anzn + (λan − an−1)zn + ...+ (a1 − a0)z

داریم: |z| < 1 براي و 7.1.2 لم بردن بکار با حال

|ϕ| ≤ |an|+ (λ− 1)|an|+ |λan − an−1|+ |an−1 − an−2|+ ...+ |a1 − a0|

≤ λ|an|+ (λ|an| − |a0|) cosα+ (λ|an|+ |a0|) sinα + 2 sinα
n−1∑
j=1

|aj|.

داریم: |z| < 1 براي لم12.1.1 به توجه با لذا است ϕ(0) = 0 چون

|ϕ(z)| ≤M |z|

، بطوریکه

M = λ|an|+ (λ|an| − |a0|) cosα + (λ|an|+ |a0|) sinα + 2 sinα
n−1∑
j=1

|aj|.
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داریم: |z| < 1 براي بنابراین

|Φ(z)| ≥ |a0| − |ϕ(z)|

≥ |a0| −M |z|

> 0,

باشیم: داشته اگر

|z| < |a0|
M

.

مختلط ضرایب با n درجه از اي یکچندجمله p(z) =∑n
j=0 ajzj کنیم فرضمی [22] .7.2.2 قضیه

باشیم: داشته اگر همچنین و j = 0, 1, 2, ..., n, ℑaj = βj ، ℜaj = αj اگر باشد،

tnαn ≤ tn−1αn−1 ≤ ... ≤ tλαλ,

tλαλ ≥ tλ−1αλ−1 ≥ ... ≥ tα1 ≥ α0, 0 ≤ λ ≤ n− 1

tnβn ≥ tn−1βn−1 ≥ ... ≥ trβr

trβr ≥ tr−1βr−1 ≥ ... ≥ tβ1 ≥ β0, 0 ≤ r ≤ n− 1,

ندارند. قرار زیر ي ناحیه در p(z) صفرهاي یکاز هیچ آنگاه

|z| < min

{
t|a0|

2 (tλαλ + trβr)− (α0 + β0)− tn (αn + βn − |an|)
, t

}

قرار R1 ≤ |z| ≤ R2 ناحیه در p(z)صفرهاي همه شود می نتیجه قبل قضیه و 25.1.2 قضیه به توجه با (*
دارد.
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R1 = min

{
t|a0|

2 (tλαλ + trβr)− (α0 + β0)− tn (αn + βn − |an|)
, t

}

R2 = max

{
M

|an|
,
1
t

}

M = |a0|tn+1 − tn−1(α0 + β0)− t(αn + βn)

+(t2 + 1)(tn−λ−1αλ + tn−r−1βr)

+(t2 − 1)
(

λ−1∑
j=0

tn−j−1αj +
r−1∑
j=0

tn−j−1βj

)

+(1− t2)

(
n−1∑

j=λ+1
tn−j−1αj +

r−1∑
j=0

tn−j−1βj

)
.

گیریم می نظر در را زیر اي چندجمله .8.2.2 مثال

p(z) = (1+i)+(0/2+0·2i)z+(0/03+0/03i)z2+(0/0031+0/0031i)z3+(0/0003+0/0003i)z4

دارند. قرار |z| ≥ 1/3598 در p(z) صفرهاي همه قبل قضیه به باتوجه



3 فصل
توابع صفرهاي مطلق قدر براي کرانهایی

تحلیلی
تحلیلی توابع صفرهاي 1.3

تحلیلی توابع صفرهاي مطلق قدر براي کرانهایی کاکیا انسترم قضیه تعمیم با
آوریم. می بدست آنها ضرایب خاصروي شرایط اعمال با f(z) =∑∞

j=0 ajzjبصورت

را ندارند صفري هیچ آن در تحلیلی توابع که مکانی کاکیا - انستروم قضیه تعمیم با محمد و عزیز
کردند. اثبات را زیر نتیجه و آوردند بدست

aj > 0 باشد.اگر تحلیلی | z |≤ t در f(z) =∑∞
j=0 ajzj ̸≡ 0 فرضکنیم [4] .1.1.3 قضیه

ندارد. صفري هیچ | z |< t ناحیه در f(z) آنگاه ، aj−1 − taj ≥ 0 , j = 0, 1, 2, ... و

براي بطوریکه باشد، تحلیلی |z| ≤ 1 f(z)در = ∑∞
j=0 ajzj ̸≡ 0 کنیم می فرض [36] .2.1.3 قضیه

، k ≥ 1 یکعدد

| arg aj| ≤ α ≤ π
2 , j = 0, 1, 2, ...,

k|a0| ≥ t|a1| ≥ t2|a2| ≥ ...,

ندارد. صفري هیچ زیر ناحیه f(z)در آنگاه
57
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|z − (k − 1)t
M 2 − (k − 1)2 | <

Mt

M 2 − (k − 1)2

باشد. Mمی = k(sinα + cosα) +
2 sinα
|a0|

∑∞
j=0 tj|aj| بطوریکه

گیریم: می نظر در را زیر تحلیلی تابع حال ، limj→∞ ajt
j = 0 داریم بوضوح اثبات.

F (z) = (z − t)f(z)

= −ta0 + (a0 − ta1)z + z

∞∑
j=2

(aj−1 − taj)z
j−1

= −ta0 + (a0 − ka0)z + (ka0 − ta1)z + z
∞∑
j=2

(aj−1 − taj)z
j−1

= −ta0 + (a0 − ka0)z +G(z)

داد نشان توان می آسانی به 7.1.2 لم به باتوجه لذا | arg aj| ≤ α ≤ π
2 داریم j = 0, 1, 2, ... براي چون

|taj − aj−1| ≤ |t|aj| − |aj−1|| cosα + (t|aj|+ |aj−1|) sinα

داریم: وهمچنین

|ta1 − ka0| ≤ ||a1| − k|a0|| cosα + (t|a1|+ k|a0|) sinα

داریم، |z| = t براي بنابراین

|G(z)| ≤ |ka0 − ta1|t+ t
∞∑
j=2

|aj−1 − taj|tj−1

≤ |k|a0| − t|a1||t cosα + (k|a0|+ t|a1|)t sinα

+t

[
∞∑
j=2

(|aj−1| − t|aj|)tj−1 cosα +
∞∑
j=2

(|aj−1|+ t|aj|)tj−1 sinα

]

= t|a0|

[
k(cosα + sinα) +

2 sinα
|a0|

∞∑
j=1

|aj|tj
]

= t|a0|M ;
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داریم: |z| ≤ t براي 12.1.1 لم بنابر لذا باشد می G(0) = 0 و است تحلیلی |z| ≤ t در G(z) چون

|G(z)| ≤ |a0|M |z|

داریم: لذا

|F (z)| ≥ |ta0 + (k − 1)a0z| − |G(z)|

≥ |ta0 + (k − 1)a0z| − |a0|M |z|

باشیم: داشته اگر است مثبت F (z) ، |z| ≤ t براي بنابراین

|a0|M |z| < |ta0 + (k − 1)a0z|

: که داد نشان توان می راحتی به بالا رابطه به توجه وبا

|z − (k − 1)t
M 2 − (k − 1)2 | <

Mt

M 2 − (k − 1)2

. ندارد صفري هیچ زیر ناحیه در f(z) لذا هستند F (z) صفرهاي نیز f(z) صفرهاي همه چون

|z − (k − 1)t
M 2 − (k − 1)2 | <

Mt

M 2 − (k − 1)2

یک براي اگر باشد. |z|تحلیلی ≤ t f(z)در =
∑∞

j=0 ajzj ̸≡ 0 کنیم می فرض [35] .3.1.3 قضیه
باشیم داشته ي λ > و0 k > 1

k|a0| ≤ t|a1| ≤ ... ≤ tλ|aλ|

tλ|aλ| ≥ tλ+1|aλ−1| ≥ ...

باشیم: داشته β براي همچنین و
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j = 0, 1, 2, ... ، | arg aj − β| ≤ α ≤ π

2
ندارد. زیر ناحیه در صفري f(z)هیچ آنگاه

|z −
(

(k − 1)t
B∗2 − (k − 1)2

)
| ≤ B∗t

B∗2 − (k − 1)2

B∗ =

{(2|aλ|
|a0|

tλ − k

)
cosα + k sinα+ 2sinα

|a0|

∞∑
j=1

|aj|tj
}
.

گیریم، می نظر در را زیر تحلیلی تابع اثبات.

F (z) = (z − t)f(z)

= −ta0 + (a0 − ta1)z + (a1 − ta2)z2 + ...+ (an−1 − tan)z
n + ...

= −a0 {(k − 1)z + t}+ (ka0 − ta1)z + (a1 − ta2)z2 + ...

+(aλ − taλ+1)zλ+1 + ...+ (an−1 − tan)z
n + ...

= −a0 {(k − 1)z + t}+G(z).

لم7.1.2 و قضیه فرضیات به توجه با حال ، | arg aj − β| ≤ α ≤ π

2 که داریم j = 0, 1, 2, براي... چون
داریم: |z| = t براي
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|G(z)| = |(ka0 − ta1)z + (a1 − ta2)z2 + ...+ (aλ − taλ+1)zλ+1

+...+ (an−1 − tan)z
n + ...|

≤ t [ (|ta1| − ka0) cosα + (|ta1|+ ka0) sinα

+(|t2a2| − |ta1|) cosα + (|t2a2|+ |ta1|) sinα + ...

+(|tλaλ| − |tλ−1aλ−1|) cosα+ (|tλaλ|+ |tλ−1aλ−1|) sinα

+(|tλaλ| − |tλ+1aλ+1|) cosα+ (|tλaλ|+ |tλ+1aλ+1|) sinα

+...+ (|tn−1an−1| − |tnan|) cosα

+(|tn−1an−1|+ |tnan|) sinα + ... ]

= t|a0|

[(
2|aλ
a0

|tλ cosα
)
− k cosα+ k sinα +

2 sinα
|a0|

∞∑
j=1

|aj|tj
]

= t|a0|B∗,

بطوریکه،

B∗ =

(
2|aλ
a0

|tλ cosα
)
− k cosα + k sinα+

2 sinα
|a0|

∞∑
j=1

|aj|tj.

داریم، |z| < 1 براي 12.1.1 لم از استفاده با لذا باشد می G(0) = 0 چون

|G(z)| ≤ t|a0|B∗
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|F (z)| ≥ |a0 {(k − 1)z + t} | − |G(z)|

≥ |a0| {|(k − 1)z + t| − |z|B∗}

> 0 ,

باشیم: داشته اگر است |F (z)| > 0 لذا

|z|B∗ < |(k − 1)z + t|.

شود: می نتیجه بالا نامساوي از

|z −
(

(k − 1)t
B∗2 − (k − 1)2

)
| ≤ B∗t

B∗2 − (k − 1)2

است. تمام اثبات لذا باشند می F (z) صفرهاي f(z) صفرهاي همه که آنجایی از و

باشد. تحلیلی | z |< t در f(z) =∑∞
j=0 ajzj ̸≡ 0 فرضکنیم [35] .4.1.3 قضیه

باشیم: داشته k ≥ یک1 براي و j = 0, 1, 2, 3, ... ajبطوریکه = αj + iβj اگر

k|α0| ≥ tα1 ≥ t2α2 ≥ ...,

ندارد. صفري هیچ زیر ناحیه در f(z) آنگاه

|z − (k − 1)ta0
α0[M 21 − (k − 1)2] | <

M1M2t
M 21 − (k − 1)2

. باشند می M2 =
|a0|
α0

M1و =
{
k +

|β0|
α0

+
2
α0
∑∞

j=1 |βj|tj
}
بطوریکه،
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گیریم: می نظر در را زیر تابع حال . limj→∞ tjαj = 0 که داریم بوضوح اثبات.

F (z) = (z − t)f(z)

= −ta0 + (a0 − ta1)z + z

∞∑
j=2

(aj−1 − taj)z
j−1

= −ta0 + [(α0 − tα1) + i(β0 − tβ1)]z

+z
∞∑
j=2

[(αj−1 − tαj) + i(βj−1 − tβj)]z
j−1

= −ta0 + (α0 − kα0)z + (kα0 − tα1)z + i(β0 − tβ1)z

+z
∞∑
j=2

[(αj−1 − tαj) + i(βj−1 − tβj)]z
j−1

= −ta0 + (α0 − kα0)z +G(z)

داریم: |z| = t وبراي

|G(z)| ≤ t[|kα0 − tα1|+ (|β0|+ t|β1|)

+
∞∑
j=2

[|αj−1 − tαj|+ (|βj−1|+ t|βj|)]tj−1]

= t(kα0 + |β0|+ 2
∞∑
j=1

|βj|tj)

= α0t

[
k +

|β0|
α0

+
2
α0

∞∑
j=1

|βj|tj)

]
= α0tM1

: که داریم |z| ≤ t براي 12.1.1 لم به باتوجه است، G(0) = 0 و تحلیلی |z| ≤ t در G(z) چون

|G(z)| ≤ α0M1|z|
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داریم: |z| ≤ t براي لذا

|F (z)| ≥ |tα0 + (k − 1)α0z| − |G(z)|

≥ |tα0 + (k − 1)α0z| − α0M1|z|

> 0,

باشیم: داشته اگر

α0M1|z| < |tα0 + (k − 1)α0z|.

داد: نشان توان می راحتی به بالا رابطه به توجه وبا

|z − (k − 1)tα0
α0[M 21 − (k − 1)2] | <

M1M2t
M 21 − (k − 1)2 ,

M2 =
|a0|
α0

,

ندارد. هیچ بالا ناحیه در f(z) بنابرین باشند می F (z) صفرهاي f(z) صفرهاي همه چون

کنیم: فرضمی .5.1.3 مثال

f(z) = (
1
6 + i) + (

1
2 .
1
2 +

i

2× 2)z + (
1
23 .

1
2 +

i

23 × 2)z
2 + (

1
25 .

1
2 +

i

25 × 2)z
3 + ...

| z − (0/02424 + 0/14545i) |< 0/9585018 ناحیه در f(z) تحلیلی تابع t = 2 و k = 3 براي آنگاه
ندارد. صفري هیچ
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کنیم: فرضمی .6.1.3 مثال

f(z) = (1+ i) +

( 1
2× 2 +

i

2× 2z
)
+

( 1
23 × 2 +

i

23 × 2
)
z2 + ...

می نشان بالا وقضیه ندارد، صفري |z| < در0/4 f(z) که دهد می نشان قبل نتیجه k = 1, t = 2 براي
ندارد. صفري هیچ |z| < 0/706 در f(z) که دهد

k ≥ یک1 وبراي باشد. تحلیلی | z |≤ t در f(z) =∑∞
j=0 αjz

j ̸≡ 0 فرضکنیم [6] .7.1.3 نتیجه
باشیم: داشته

kα0 ≥ tα1 ≥ t2α2 ≥ ...

ندارد. صفري هیچ زیر ناحیه در f(z) آنگاه

|z − (k − 1)t
2k − 1 | < kt

2k − 1 .

aj = αj + iβj اگر باشد. تحلیلی | z |< t در f(z) =∑∞
j=0 ajzj ̸≡ 0 فرضکنیم [17] .8.1.3 قضیه

باشیم: داشته k ≥ یک1 وبراي j = 0, 1, 2, 3, ... بطوریکه

kβ0 ≥ tβ1 ≥ t2β2 ≥ ...,

ندارد. صفري هیچ زیر ناحیه در f(z) آنگاه

|z − (k − 1)ta0
β0 [A21 − (k − 1)2] | <

A1A2t
A21 − (k − 1)2

باشند. می A2 =
|a0|
β0

و A1 =
[
k +

|a0|
β0

+
2
β0
∑∞

j=1 |αj|tj
]
که جاهایی

آوریم. می بدست را زیر قضیه قبل قضیه دو ترکیب با حال (*
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aj = αj + βj اگر باشد. تحلیلی | z |≤ t در f(z) =∑∞
j=0 ajzj ̸≡ 0 فرضکنیم [17] .9.1.3 قضیه

باشم: mداشته ≥ 1 و k ≥ 1 وبراي j = 0, 1, 2, 3, ... ،

kα0 ≥ tα1 ≥ t2α2 ≥ ...

mβ0 ≥ tβ1 ≥ t2β2 ≥ ...

ندارد. صفري زیرهیچ ناحیه در f(z) آنگاه

|z − ta0C1
C22 − |C1|2

| < |a0|C2t
C22 − |C1|2

باشد. (kα0 +mβ0) و C1 = (k − 1)α0 + i(m− 1)β0 بطوریکه

گیریم: می نظر در را زیر تابع حال . limt→∞ αjt
j = 0 , limt→∞ βjt

j = 0 که داریم بوضوح اثبات.

F (z) = (z − t)p(z)

= −ta0 + (a0 − ta1)z + z

∞∑
j=2

(aj−1 − taj)z
j−1

= −ta0 + [(1− k)α0 + i(1−m)β0]z + [(kα0 − tα1) + i(mβ0 − tβ1)]z

+z
∞∑
j=2

[(αj−1 − tαj) + i(βj−1 − tβj)]z
j−1

= −ta0 + [(1− k)α0 + i(1−m)β0]z +G(z).

: داریم |z |= t براي حال

|G(z)| ≤ t[|kα0 − tα1|+ |mβ0 − tβ1|+
∞∑
j=2

(|αj−1 − tαj|+ |βj−1 − tβj|)tj−1

= t(kα0 +mβ0)

= tC2.

|z| ≤ t براي داریم 12.1.1 لم به توجه با لذا است. G(0) = 0 تحلیلی، |z| ≤ t در G(z) چون
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|G(z)| ≤ C2|z|

|F (z)| ≥ |ta0 + [(k − 1)α0 + i(m− 1)β0]z| − |G(z)|

≥ |ta0 + [(k − 1)α0 + i(m− 1)β0]z| − C2|z|.

: اگر |F (z)| > 0 ، |z| ≤ t براي براین بنا

C2|z| < |ta0 + [(k − 1)α0 + i(m− 1)β0]z|

که: داد نشان توان می بوضوح بالا رابطه به توجه با حال

|z − ta0C1
C22 − |C1|2

| < |a0|C2t
C22 − |C1|2

باشد. C1 = (k − 1)α0 + i(m− 1)β0 که جایی
ندارد. صفري هیچ بالا ناحیه در f(z) بنابرین باشند می F (z) صفرهاي f(z) صفرهاي همه چون



4 فصل
ماتریسی ایهاي چندجمله

ضرایب با اي چندجمله صفرهاي براي کران یافتن 1.4
ماتریسی

B سطرهاي هرگاه گوییم می A = (aij)m.n ماتریس ترانهاده را B ماتریس ترانهاده: .1.1.4 تعریف
باشد. شده ساخته A ستونهاي از

A = Bt = (bij)n.m ⇐⇒ ∀i, j bij = aji

ضرب A در اگر که است n ∗ nماتریس An.n مربعی ماتریس وارون ماتریس: وارون .2.1.4 تعریف
دهیم. نمایشمی A−1 با را Aماتریس وارون شود، می حاصل In شود

AA−1 = A−1A = In

معکوس ABAصدقمیکند = Aشرط در ماتریسBکه باشد Aماتریسدلخواه اگر تعریف3.1.4.
است. شبیه معمولی معکوس به موارد برخی در که گوییم می یافته تعمیم

B ماتریس یک مختلط هاي درایه با A متناهی ماتریس هر براي که داد نشان 1955 درسال پنروس
کند. می صدق زیر شرط چهار در که است موجود

1) ABA = A 2) BAB = B 3) (AB)∗ = AB 4) (BA)∗ = BA

68
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دهیم. نمایشمی A♯ با و شود می نامیده A -پنروز1 مور یافته تعمیم معکوس ماتریسی، چنین

است z صفر غیر خطی مستقل بردارهاي تعداد برابر Aماتریس پوچی ماتریس: پوچی .4.1.4 تعریف
باشد. Az = 0 که

ویژه: بردارهاي و ویژه مقادیر (*
نظیر ویژه مقدار را λ اسکالر و A ویژه بردار Xرا صفر غیر بردار گیریم می نظر در را Aماتریسمربعی

باشد. برقرار زیر ماتریسی معادله چنانچه گوییم می بردار آن

AX = λX =⇒ (A− λI)X = 0

باشد. det(A− λI)X = 0 باید باشد داشته صفر غیر X جواب (A− λI)X = 0 اینکه براي

مقادیر det(A − λI)X = 0 حل از حاصل هاي λ به : ( Eigenvaluos ویژه( مقادیر .5.1.4 تعریف
نامیم. می Aماتریس ویژه

کنیم: فرضمی .6.1.4 مثال

A =

( 1 2
2 1

)
=⇒ det(A− λI) = (1− λ)2 − 4

det(A− λI) = 0 =⇒ λ = 3,−1

آن مختلط مزدوج ترانهاده که مربعی است ماتریسی : (Hermition ) ماتریسهرمیتی .7.1.4 تعریف
است. برابر خودش با

A∗ = A
t
, A = A∗ = A

t

هرمیتی: ماتریس خواص (*
اند. حقیقی هرمیتی یکماتریس ویژه مقادیر (1

1Moore - Penrose
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آنگاه باشند ساده ویژه مقادیر همه واگر عموداند. هم بر متمایز ویژه مقادیر به مربوط ویژه 2)بردارهاي
دهند. می را متعامد بردارهاي یکمجموعه تشکیل متمایز ویژه بردارهاي

سان کرد.بدین انتخاب متمایز دو دوبه ویژه mبردار توان می ،m تکرار مرتبه با ویژه مقدار هر براي (3
خطی مستقل هم و متعامد هم که کرد انتخاب طوري توان می همواره را ویژه بردار n کامل مجموعه

باشند.

حقیقی بردار هر ازاي به اگر است معین مثبت n ∗n ، An ماتریس معین: ماتریسمثبت .8.1.4 تعریف
باشیم داشته Xn·1 صفر غیر

X tAX > 0

داشته Zn·1 غیرصفر مختلط بردار هر ازاي به اگر است معین مثبت n.n ، An ماتریس .9.1.4 تعریف
است. Z مختلط مزدوج ترانهاده Z∗ آن در که Re(Z∗AZ) > 0 باشیم

است. حقیقی همیشه Z∗AZ باشد هرمیتی مختلط یکماتریس A *)اگر
. X∗AX ≥ 0 اگر است معین نامنفی یا است معین نیمه مثبت A هرمیتی *)ماتریس

باشد معین مثبت An ماتریس *)اگر

rakA = n

باشند. مثبت و حقیقی آن ویژه مقادیر تمامی اگروتنهااگر است معین مثبت Aماتریس(*

اسپکتروم باشد، ماتریسی اي یکچندجمله H(z) =
∑n

j=0Ajz
j و Aj ∈ Cn·n اگر .10.1.4 تعریف

کنیم. می تعریف زیر بصورت را H(z) ، (SpectralRadius) (طیفی) اسپکترال شعاع و (Spectrum)

σ(H) = {λ ∈ C : detH(λ) = 0}

ρ(H) = max {|λ| : λ ∈ σ(H)}
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داشته اگر است A ≥ Â آنگاه ، Â > 0 و A ≥ 0 باشند هرمیتی A, Â ∈ Cn·n اگر .11.1.4 تذکر
. A− Â ≥ 0 باشیم

مقدار کوچکترین و بزرگترین بترتیب λmin و λmax باشند حقیقی Aماتریس ویژه مقادیر همه اگر (*
است. A ویژه

: (Hermition Polynomals Matrics) هرمیتی ماتریسهاي ضرایب با هاي اي چندجمله *
Aj ∈ Cn·nضرایبهرمیتی با ايماتریسی H(z)یکچندجمله = Anz

n+...+A1z+A0 فرضمیکنیم
بطوریکه باشد

An ≥ An−1 ≥ ... ≥ A0 ≥ 0 , An > 0 (1.4)

اي چندجمله u ̸= 0 ، u ∈ Cn کنیم فرضمی و

pu(z) = u∗H(z)u =
∑n

j=0 ajzj

aj = u∗Aju, j = 0, 1, 2, ..., n

می صدق an ≥ 0 و an ≥ an−1 ≥ ... ≥ a0 شرط در pu(z)ضرایب بینیم می ( 1.4 ) رابطه به توجه با
دهیم. می تعمیم ماتریسی ایهاي چندجمله براي را -کاکیا انشتروم قضیه لذا کند.

pu(z) = 0 آنگاه u ̸= 0 و H(λ)u = 0 اگر (*

ضرایب با ماتریسی اي چندجمله یک H(z) = Anz
n + ... + A1z + A0 اگر [31] .12.1.4 قضیه

. ρ(H) ≤ 1 آنگاه کند صدق ( 1.4 رابطه( در بطوریکه باشد Aj ∈ Cn·n هرمیتی

دهیم. می تعمیم ماتریسی اي چندجمله براي را 6.1.2 قضیه
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ضرایبماتریسهاي با n درجه اياز H(z)یکچندجمله =
∑n

j=0Ajz
j فرضمیکنیم .13.1.4 قضیه

بطوریکه باشد هرمیتی

0 < A0 ≤ A1 ≤ ... ≤ Ar1−1 < Ar1 ≤ Ar1+1

≤ ... ≤ Ar2−1 < ... < Ars ≤ Ars+1 ≤ ... ≤ An

. ρ(H) < 1 آنگاه gcd {n+ 1, r1, ..., rs} = 1 1)اگر
. ρ(H) < 1 داریم 0 < A1 < A1 < ... < An 2)اگر

داریم قضیه فرضیات به باتوجه لذا باشد. واحد Dدایره و puz =
∑n

j=0 ajzj کنیم می فرض اثبات.
داریم λ ∈ ∂D براي بنابراین ρ(p) < 1 دهد می نشان 6.1.2 قضیه و arj−1 < arj , j = 0, 1, 2, ..., s

. ρ(H) < پس1 u∗H(z)u ̸= 0

ماتریس وارون A♯ و باشند مثبت معین نیمه n × n ماترسهاي Â ، A کنیم می فرض .14.1.4 تذکر
اگروتنها bA ≥ Â که است موجود b حقیقی عدد بوضوح باشد Aماتریس پنروس - مور یافته تعمیم

اگر

kerA ⊆ ker Â

دهیم: می قرار و

min
{
b ∈ R ; bA ≥ Â

}
= λmax(ÂA

♯).

دهیم: می وقرار . A > 0 آنگاه Â > 0 اگر داریم همچنین و

max
{
a ∈ R ; aA ≤ Â

}
= λmin(ÂA

−1).

دهیم. می تعمیم ماتریسی اي چندجمله براي را 3.1.2 قضیه *
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ضرایب با ماتریسی اي H(z)یکچندجمله = Anz
n+ ...+A1z+A0 کنیم فرضمی .15.1.4 قضیه

کنیم: فرضمی Anوهمچنین > 0 Ajو ≥ 0, j = 0, 1, 2, ..., n−1 بطوریکه Ajباشد ∈ Cn·n هرمیتی

kerAn−1 ⊆ ... ⊆ kerA0 (2.4)

کنیم تعریفمی زیر بصورت را β و α و

β = max
{
λmax(AjA

♯
i+1) ; j = 0, 1, 2, ..., n− 1

}
باشد A0 > 0 اگر و α = 0 ، detA0 = 0 اگر

α = min
{
λmin(AjA

−1
j+1) ; j = 0, 1, ..., n− 1}

باشد. می α ≤ |λ| ≤ β ، λ ∈ σ(H) براي آنگاه

βAj+1 ≥ Aj ، j = 0, 1, ..., n− 1 براي که دارد وجود β > 0 لذا . An−1 ̸= 0 کنیم فرضمی اثبات.
ماتریسی اي چندجمله براي 12.1.4 قضیه بردن بکار با پس Anβ

n > 0 و Aj+1βj+1 ≥ Ajβ
j بنابراین

H(βz) = A0 + A1βz + ...+ Anβ
nzn

H(z) = Anz
n داریم ( 2.4 ) توجه با باشد An−1 = 0 اگر و . |λ| ≤ β داریم λ ∈ σ(H) همه براي و

. β = 0 و σ(H) = 0 بنابراین
و است. خوشتعریف α لذا . Aj > 0 گیریم می نتیجه ( 2.4 ) از آنگاه A0 > 0 کنیم می فرض حال
آنگاه باشد A0 = 0 اگر و آوریم. می بدست را پایین کران znH(

α

z
) اي چندجمله گرفتن نظر در با

است. α = 0 لذا 0 ∈ σ(H)
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دیفرانسیل معادلات 2.4
بفرم خطی دیفرانسیل معادلات براي را قبل قضیه دو بخش این در

A0x(t) + ...+ An−1x(t+ n− 1) + Anx(t+ n) = 0

x(0) = x0, x(1) = x1, ..., x(n− 1) = xn−1

کنیم فرضمی و بریم می بکار

0 ≤ A0 ≤ A1 ≤ ... ≤ An−1 ≤ An , An > 0

و y(t) کاهنده نرم قسمت دو به توان می را دیفرانسیل معادله x(t) عمومی جواب هر دهیم می نشان و
کرد. تجزیه w(t)متناوب قسمت

در معادله این و باشد. بالا دیفرانسیل معادله عمومی جواب x(t) کنیم می فرض [19] .1.2.4 قضیه
شرط

0 ≤ A0 ≤ A1 ≤ ... ≤ An−1 ≤ An, An > 0

آنگاه کند صدق

x(t) = y(t) + w(t), t ≥ 0

، t ≥ 0 همه براي و p ≥ 2 براي یعنی ) است متناوب w(t) و limt→∞ y(t) = 0 بطوریکه
( w(t+ p) = w(t)

است. p = n+ 1 ، w(t)تناوب دوره باشد A0 > 0 اگر (*
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Abstract

In this thesis,we present certain interesting refinements of a well-known Enestrom-
Kakeya theorem in the theory of distribution of zeros of polynomials which among other
things also improve upon some results of Asis and Mohammad, Govil and Rehman and
others.
We obtain the region containing all the zeross of aclass of analytic functions whose
coefficients are subject to certain conditions.
We extend the Enestrom-Kakeya theorem and its refinement by Hurwitz to polynomial
matrices H(z) with positive semidefinitc coefficients. We determine an annular region
containing the zeros of det H(z).A stability result for systems of linear difference equation
is given as an application.
.

Keywords: polynomial, modulius of zeros, Enestrom-Kakeya theorem, analytic func-
tions, ploynomial matrices, system of difference equations.
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