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چکیده
استفاده به نیاز سازمانی بین و سازمانی درون ارتباط توسعه و ارتباطات و اطلاعات فن�آوري پیشرفت با
این است. داده گسترش شده فراهم اطلاعات و داده�ها از منطقی استفاده براي را بهینه�سازي مدل�هاي از
شرایط این در بود. خواهد دارند وجود عمل در که بهینه�سازي مسائل اندازه شدن بزرگ متضمن مطلب
قبول قابل کیفیت با را بزرگ بسیار مسائل بالا سرعت با بتوانند که کار�آمدي روش�هاي کارگیري به لزوم

می�شود. احساس بیش از بیش کنند حل
موفقیت�هاي اند، یافته توسعه مصنوعی هوش رویکرد پایه بر که بهینه�سازي روش�هاي اخیر دهه چند در
ژنتیک، الگوریتم چون روش�هایی آورده�اند. به�دست بهینه�سازي مسائل کاراي و مؤثر حل در چشم�گیري
عملی بزرگ مسائل حل در را خود قابلیت��هاي ... و عصبی شبکه تبریدي، شبیه�سازي ممنوع، جستجوي
وسیعی حوزه در را آنها کاربرد امکان عصبی شبکه�هاي در موجود ویژه�ي امتیازات داده�اند. نشان به�خوبی
بر�اساس عملکرد بهبود و یادگیري امکان به می�توان امتیازات آن جمله از است. ساخته فراهم تحقیقات از
امتیاز عصبی شبکه�هاي در موازي به�صورت محاسبات انجام امکان همچنین کرد. اشاره ورودي داده�هاي
این توسط را بزرگ بسیار مسائل حل امکان موازي، افزارهاي سخت گسترش به توجه با که است دیگري

می�سازد. ممکن رویکرد
می�شود. ارائه بهینه�سازي مسائل از رده�اي برايحل بازگشتی عصبی مختلفشبکه مدل دو نامه پایان این در
روش�هاي عملکرد و می�گیرند قرار بررسی مورد جواب�ها سراسري همگرایی و پایداري یکتایی، وجود تحلیل
مقاوم سازي بهینه �کسري، برنامه�ریزي تصادفی، برنامه�ریزي مسائل از مثال چند به�کارگیري با شده ارائه

می�شود. داده نشان سرمایه سبد سازي بهینه و
می�دهیم. ارائه آتی کارهاي براي پیشنهاداتی و کار نتایج انتها در

دوم، مرتبه مخروط برنامه�ریزي میانگین-واریانس، مدل پایداري، عصبی، شبکه�هاي کلیدي: واژه�هاي
مقاوم. بهینه�سازي کسري، برنامه�ریزي تصادفی، برنامه�ریزي
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1 فصل
اولیه مفاهیم و مقدمه

1



2 اولیه مفاهیم و مقدمه .1 فصل

مقدمه 1.1

با مرتبط تعاریف ابتدا است. شده آورده مختصر به�طور بعدي فصل�هاي در نیاز مورد تعاریف فصل این در

کافی و لازم شرایط ذکر به نامقید و مقید بهینه�سازي مسائل خصوص در و نموده بیان را 1 محدب تابع

می�دهیم. ارائه را دینامیکی سیستم�هاي در انرژي تابع و 3 پایداري مفاهیم سپس می�پردازیم. 2 بهینگی

و آماري مفاهیم برخی نیز پایان در و کرده، معرفی را دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي مسائل ادامه در

کرد. خواهیم بیان را اقتصادي

محدب توابع 2.1

است. نیاز مورد اصلی ریاضی مفهوم یک عنوان به همواره محدب تابع غیر�خطی، برنامه�ریزي توسعه در

اگر: می�گوییم محدب را E ⊂ Rnمجموعه .1.2.1 تعریف

∀x, y ∈ E, λ ∈ (٠,١) : λx+ (١ − λ)y ∈ E.

مجموعه یک در واقع نقاط مجموعه یک روي بر f(x) = f(x١, x٢, ..., xn) ∈ R تابع .2.2.1 تعریف

اگر: می�شود نامیده محدب تابع یک E ⊂ Rn محدب

∀ x, y ∈ E, λ ∈ (٠,١) : f(λx+ (١ − λ)y) ≤ λf(x) + (١ − λ)f(y).

باشد. محدب −f گاه هر گوییم مقعر E روي را f تابع

ازاي به که باشد موجود Nε(x̄) مثل x̄ از ε−همسایگی و x̄ ∈ X اگر ، (1.1) مسأله در .3.2.1 تعریف

است. (1.1) مسأله براي موضعی کمینه یک x̄ آنگاه f(x̄) ≤ f(x) باشیم داشته x ∈ X ∩Nε(x̄) هر
1Convex
2Optimality
3Stability



3 اولیه مفاهیم و مقدمه .1 فصل

هرگاه گوییم نرم تابع را ∥.∥ : Rn → R تابع .4.2.1 تعریف
∥x∥ ⩾ ٠, ∀ x
∥x∥ = ٠ ⇔ x = ٠
∥αx∥ = |α|∥x∥
∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥

داریم: x ∈ R بردار براي و

∥x∥١ = |x١|+ ...+ |xn|

∥x∥٢ =
√
xTx =

√
x١٢ + ...+ xn

٢

∥x∥r = r
√
x١r + ...+ xn

r, r ≥ ١

پوشش هر اگر می�گوییم فشرده مجموعه یک را X متریک فضاي از E مجموعه زیر یک .5.2.1 تعریف

�باشد. داشته متناهی باز پوشش زیر یک E باز

نامقید مسائل براي کافی و لازم شرایط

برنامه�ریزي مسأله باشد. Rn در باز مجموعه Xیک کنید فرض :([1] اول مرتبه لازم (شرط .6.2.1 قضیه

بگیرید: نظر در را زیر نامقید

Minimize f(x)

subject to

x ∈ X, (1.1)

∇f(x̂) = ٠ آنگاه باشد، موضعی کمینه یک x̂ اگر است. مشتق�پذیر x̂ در f : Rn → R آن در که

. صفر) بربر x̂ نقطه در f تایع (مشتق

اگر باشد. موجود x̂ در f : Rn → R دوم مشتق کنید فرض :( دوم[1] مرتبه لازم (شرط .7.2.1 قضیه

است. مثبت معین نیمه x̂ در f 4 هسین ماتریس و ∇f(x̂) = ٠ آنگاه باشد، موضعی کمینه یک x̂
4Hessian
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∇f(x̂) = ٠ اگر باشد. وجود x̂ در f : Rn → R دوم مشتق فرضکنید :([1] کافی (شرط .8.2.1 قضیه

است. اکید موضعی کمینه یک x̂ آنگاه باشد، مثبت معین x̂ در f هسین ماتریس و

کمینه یک داراي f(x) آنگاه باشد محدب تابعی E محدب مجموعه بر f(x) اگر :([1]) .9.2.1 قضیه

محدب مجموعه روي بر و است 6 سراسري کمینه یک شود، یافت کمینه�اي چنین اگر است. موضعی5

می�شود. آورده به�دست

براي x ≤ ٠, gk(x) ≤ ٠ قیود در که باشد Rn از نقاطی مجموعه E کنید فرض :([1]) .10.2.1 قضیه

است. محدب مجموعه یک E آنگاه باشند محدب توابعی ها gk(x) اگر کند. صدق k = (١, ...,m)

gk(x) همه و f(x) اگر سازي، کمینه کلی ریزي برنامه مسأله یک براي که می�کند بیان بالا قضیه دو

سراسري کمینه یک قیود، از مجموعه این تحت f(x)از موضعی کمینه یک آنگاه باشند محدب توابعی ها

است.

روي توابعی (i, j = ١, ..., n) mij آن عناصر که n× n اندازه در M(X) ماتریس یک .11.2.1 تعریف

هستند، E ⊂ Rn

اگر می�شود، نامیده E روي 7 مثبت معین نیمه .1

∀ V ∈ Rn, V ̸= ٠, X ∈ E : V TM(X)V ≥ ٠.

اگر می�شود، نامیده E روي 8 مثبت معین .2

∀ V ∈ Rn, V ̸= ٠, X ∈ E : V TM(X)V > ٠.
5Local minimum
6Global minimum
7Positive semi-definite
8Positive definite
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که به�طوري باشد داشته وجود α مانند مثبت عددي اگر ، نامیم E روي قوي مثبت معین .3

∀ V ∈ Rn, X ∈ E : V TM(X)V ≥ α∥V ∥٢.

داد. ارائه نیز ویژه مقدار مفهوم اساس بر می�توان را فوق تعاریف

آنگاه: باشد M(X)n×n ماتریس ویژه مقدار کوچکترین γ(x) اگر

γ(x) ≥ ٠, X ∈ E هر ازاي به اگر فقط و اگر مثبت معین نیمه E روي M(X)n×n .1

γ(x) > ٠, X ∈ E هر ازاي به اگر فقط و اگر مثبت معین E روي M(X)n×n .2

γ(x) ≥ α ≥ ٠, X ∈ E هر ازاي به اگر فقط و اگر قوي مثبت معین E روي M(X)n×n .3

مقید مسائل براي کافی و لازم شرایط

Rn در باز مجموعه یک X کنید فرض :([1]،(K.K.T ) 9 کروش-کان-تاکر لازم (شرایط .12.2.1 قضیه

بگیرید: نظر در را زیر مقید کمینه�سازي مسأله باشد.

Minimize f(x١, x٢, ..., xn)

subject to
gk(x١, x٢, ..., xn) ≤ ٠, k = ١, ...,m,
hj(x١, x٢, ..., xn) = ٠, j = ١, ..., l,
x = (x١, x٢, ..., xn)

T ∈ X.
(2.1)

این شدنی جواب یک x̂ کنید فرض . hj : Rn → R و gk : Rn → R ، f : Rn → R توابع آن در که

پذیر مشتق x̂ در k ∈ K براي gk و f کنید فرض همچنین . K = {k : gk(x̂) = ٠} و باشد مسأله

فرض به�علاوه باشند. پیوسته مشتق داراي (j = ١, ..., l) براي hj و پیوسته x̂ در k /∈ K براي gk ،

کمینه x̂ اگر باشند. مستقل�خطی مجموعاً (j = ١, ..., l) براي ∇hj(x̂) و k ∈ K براي ∇gk(x̂) کنید
9Krvsh-Kuhn-Tucker
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(j = ١, ..., l) براي vj ≥ ٠ و k ∈ K براي uk ≥ ٠ یکتاي اسکالر�هاي آنگاه باشد، (2.1) براي موضعی

که: به�طوري هستند موجود

{
∇f(x̂) +

∑
k∈K ûk∇gk(x̂) +

∑l
j=١ v̂j∇hj(x̂) = ٠,

ûk ≥ ٠, k ∈ K.

به�صورت می�تواند K.K.T شرایط آنگاه باشد، مشتق�پذیر x̂ در k /∈ K براي gk اگر بالا فرض�هاي بر علاوه

شود: نوشته زیر ∇f(x̂) +
∑m

k=١ ûk∇gk(x̂) +
∑l

j=١ v̂j∇hj(x̂) =,

ukgk(x̂) = ٠, k = ١, ...,m,
ûk ≥ ٠, k = ١, ...,m.

شود: نوشته زیر ماتریسی به�فرم می�تواند K.K.T شرایط همچنین
∇f(x̂) +∇g(x̂)Tu+∇h(x̂)Tv = ٠,
uTg(x̂) = ٠,
u ≥ ٠.

تایی m بردار یک û و است l × n ژاکوبی ماتریس ∇h(x̂) و m× n ژاکوبی ماتریس ∇g(x̂) آن در که

است. شده نامیده لاگرانژ ضرایب بردار (ûT , v̂T )T است. تایی l بردار یک v̂ و

Rn در باز مجموعه یک X کنید فرض :([1]،(K.K.T ) کروش-کان-تاکر کافی (شرایط .13.2.1 قضیه

اگر ،K = {k : gk(x̂) = ٠} و باشد شدنی یکجواب x̂ فرضکنید بگیرید. نظر در را (2.1) مسأله باشد،

(j = ١, ..., l) براي vj ≥ ٠ و k ∈ K براي uk ≥ ٠ اسکالر�هاي یعنی باشد، برقرار x̂ در K.K.T شرایط

، که به�طوري باشند موجود

∇f(x̂) +
∑
k∈K

ûk∇gk(x̂) +
l∑

j=١

v̂j∇hj(x̂) = ٠,

بود. خواهد (2.1) براي موضعی کمینه یک x̂ آنگاه



7 اولیه مفاهیم و مقدمه .1 فصل

لیاپانوف پایداري :1.1 شکل

پایداري 3.1

بگیرید: نظر در زیررا دینامیکی }سیستم
ẋ = f(x(t)),

x(t٠) = x٠ ∈ Rn
(3.1)

.f(x∗) = ٠ اگر می�شود نامیده (3.1) براي 10 تعادل نقطۀ یک x∗ است. f : Rn → Rn آن در که

لیاپانوف مفهوم به پایدار ،x∗ تنها تعادل نقطۀ باشد، (3.1) جواب یک x(t) که کنید فرض .1.3.1 تعریف

باشد داشته وجود δ > ٠ یک ، ε > هر٠ و x(t٠) = x٠ هر براي اگر ، (1.1) شکل به توجه با است 11

آنگاه ∥ x(t)− x٠ ∥≤ δ اگر که به�طوري

∀t ≥ t٠, ∥ x(t)− x∗ ∥< ε.

مجموعه به سراسري12 همگراي (3.1) دینامیکی سیستم .2.3.1 تعریف

Ω∗ = {x | دارد جواب (3.1) سیستم }

کند: صدق زیر رابطه در سیستم از x(t) دلخواه جواب هر اگر می�شود گفته

lim
t→∞

dist(x(t),Ω∗) = ٠,

10Equilibrium point
11Lyapunov
12Global convergance
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مجانبی پایداري :2.1 شکل

آن در که

dist(x,Ω∗) = inf
y∈Ω∗

∥ x− y ∥ .

x∗اگر می�شود نامیده 13 سراسري مجانبی پایدار x∗ یکتا تعادل نقطۀ در دینامیکی سیستم تعریف3.3.1.

کند: صدق زیر شرط در و باشد پایدار لیاپانوف مفهوم به

lim
t→∞

x(t) = x∗.

ببینید. را (2.1) شکل

اگر می�شود گفته (3.1) سیستم به نسبت پایدار14 مجموعه یک ، M ⊆ Rnمجموعه .4.3.1 تعریف

باشد. x(t) ∈ M ،t ≥ t٠ هر ازاي به آنگاه ،t٠ ≥ ٠ و x(t٠) ∈ M

به�طوري باشد، داشته وجود Lثابت عدد اگر می�کند صدق شیتز15 لیپ شرط در F نگاشت .5.3.1 تعریف

باشیم: داشته x, y ∈ Rn نقطه دو هر براي که

∥ F (x)− F (y) ∥≤ L ∥ x− y ∥ .

وجود� D٠ ⊂ Rn مانند همسایگی یک ،R از نقطه هر ازاي به اگر نامیم Rn روي محلی شیتز لیپ را F ،

باشد. برقرار x, y ∈ D٠ نقطه دو هر براي بالا نامساوي که به�طوري باشد داشته
13Globally asympotically stable
14Invariant set
15Lipschitz
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داشته x, y ∈ Rn نقاط از زوج هر براي اگر می�شود، گفته یکنوا16 F : Rn → Rn نگاشت .6.3.1 تعریف

باشیم:

(x− y)T (F (x)− F (y)) ≥ ٠.

F و باشد. برقرار x ̸= y هر براي اکید به�صورت فوق نامساوي اگر است، 17 یکنوا اکیداً Rn روي همچنین

به�طوري باشد، داشته وجود β > ٠ ثابت x, y ∈ Rn نقاط از زوج هر براي اگر است قوي یکنواي Rn روي

که:

(x− y)T (F (x)− F (y)) ≥ β ∥ x− y ∥٢ .

پذیر مشتق پیوسته به�طور تابع یک ، F : K ⊂ Rn → Rn که می�کنیم فرض :([3]) .7.3.1 قضیه

آنگاه باشد، مثبت) (معین مثبت معین نیمه نیست، متقارن لزوماً که F ژاکوبین ماتریس و باشد Kروي

است. قوي) (یکنواي یکنوا F (x)

پیوسته، تابع یک f : Rn −→ Rn که می�کنیم فرض (3.1) دینامیکی سیستم در :([4]) .8.3.1 قضیه

دارد. وجود τ > t٠ که t ∈ [t٠, τ) ازاي به x(t) 18 محلی جواب یک ، x٠ ∈ Rn و t٠ > ٠ هر براي آنگاه

Rn در f اگر و بود خواهد یکتا جواب آنگاه کند صدق محلی شیتز لیپ شرط در xدر٠ f اگر این بر علاوه

شود. داده توسعه +∞ تا می�تواند τ آنگاه کند صدق شیتز لیپ شرط در

تذکر:

با می�توان دیگر تعادل نقطۀ هر براي گرفت. نظر در x∗ = ٠ به�صورت را تعادل نقطۀ می�توان همیشه

می�کنیم: تعریف منظور این براي کرد. تعریف y∗ تعادل نقطۀ با جدید سیستم یک تغییرمتغیر، از استفاده

y = x− x∗ ⇒ ẏ = ẋ = f(x) =⇒ f(x) = f(y + x∗) = g(y).

16Monotone
17Strictly monotonic
18local solution
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زیرا است ẏ = g(y), y∗ = ٠ جدید سیستم تعادل نقطه نتیجه در

g(٠) = f(٠ + x∗) = f(x∗) = ٠.

سیستم تعادل نقطۀ y = ٠ اگر فقط و اگر است ẋ = f(x) سیستم براي تعادل نقطۀ x∗ نتیجه در

باشد. ẏ = g(y)

انرژي تابع 4.1

E : Ω ⊆ Rn → R تابع و (3.1) سیستم براي تعادل یکنقطۀ x = ٠ که فرضکنید :([5]) .1.4.1 قضیه

اگر باشد پذیر مشتق پیوسته به�طور

،E(٠) = ٠ .1

، E(X) > ٠ ، x ∈ Ω ⊆ Rn \ {٠} هر ازاي به .2

، Ė(X) ≤ ٠ ، x ∈ Ω ⊆ Rn \ {٠} هر ازاي به .3

سیستم براي انرژي» «تابع یا لیاپانوف» تابع را« E(x) و بود خواهد سیستم پایداري نقطۀ x = ٠ آنگاه

نامیم. (3.1)

E : Ω ⊆ و باشد (3.1) سیستم براي تعادل نقطۀ یک x = ٠ که کنید فرض :([5]) .2.4.1 قضیه

اگر باشد پذیر مشتق پیوسته به�طور تابع یک Rn → R

،E(٠) = ٠ .1

، E(X) > ٠ ، x ∈ Ω ⊆ Rn \ {٠} هر ازاي به .2

، Ė(X) < ٠ ، x ∈ Ω ⊆ Rn \ {٠} هر ازاي به .3
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بود. خواهد مجانبی پایدار x = ٠ آنگاه

E : Ω ⊆ Rn → تابع و (3.1) سیستم براي تعادل نقطۀ یک x = ٠ که کنید فرض :([5]) .3.4.1 قضیه

اگر باشد مشتق�پذیر پیوسته Rبه�طور

،E(٠) = ٠ .1

، E(X) > ٠ x ∈ Rn \ {٠} هر ازاي به .2

، ، Ė(X) < ٠ x ∈ Rn \ {٠} هر ازاي به .3

است. سراسري مجانبی پایدار x = ٠ نقطۀ آنگاه

به�طور V : Rn → R تابع می�کنیم فرض : 19 لازال (ناورداي) تغییرناپذیري اصل :([54]) .4.4.1 قضیه

می�کنیم فرض همچنین باشد، پذیر مشتق پیوسته

باشد، (3.1) سیستم جواب به نسبت پایدار و فشرده مجموعه یک M ⊆ Rn .1

،V̇ (x) ≤ ٠ ، x ∈ M هر ازاي به .2

،V̇ (x) = ٠ که به�طوري باشد M نقاط همه مجموعه E .3

،باشد N در پایدار مجموعه بزرگترین E .4

داریم: باشد، t٠ ≥ ٠ که x(t٠) ∈ M هر ازاي به آنگاه

lim
t→∞

dist(x(t), N) = ٠.
19Lasalle’s invariance principle
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دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي 5.1

اگر: می�شود نامیده 20 مخروط یک C ⊂ Rn مجموعه .1.5.1 تعریف

∀x ∈ C, λ ≥ ٠ ⇒ λx ∈ C.

اگر: می�شود نامیده مناسب مخروط C ⊂ Rn، مخروط یک .2.5.1 تعریف

باشد، بسته و محدب C .1

بسته، C .2

باشد)، ناتهی آن (درون باشد توپر C .3

.(x ∈ C,−x ∈ C ⇒ x = ٠) باشد تیز نوك C .4

می�شود: تعریف زیر به�صورت مخروط نامساوي صورت این در است، مناسب مخروط یک Kکه کنید فرض

x ⪯K y ⇔ x− y ∈ K.

می�دهد. معنی K مناسب مخروط به نسبت کلی به�طور ⪯K مخروط نامساوي که کنید توجه

معرفی را x ∈ Rnبردار یک از افرازي ، (n ≥ ١) Rn در 21 دوم مرتبه مخروط کردن تعریف منظور به

دوم مرتبۀ مخروط بنابراین . x١ ∈ Rn−١ و x٠ ∈ R آن در که می�شود داده x =

[
x٠
x١

]
توسط که کرده

شرایط نیز مخروط این که می�شود، تعریف |x٠| ≥ ∥x١∥ که به�طوري x ∈ Rn از مجموعه�اي به�صورت

دوم مرتبۀ مخروط همچنین است. ⪰K نامساوي همان شده ذکر نامساوي پس دارد. را مناسب مخروط

می��کنیم: تعریف زیر به�صورت را Cq

Cq = {x ∈ Rn | x١
٢ ≥ ∥ x٢n ∥٢, x١ ≥ ٠},

20Cone
21Second Order Cone
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R٣ در دوم مرتبه مخروط :3.1 شکل

گفته نیز بستنی) (مخروط لورنتس مخروط دوم، مرتبه مخروط به است، x٢n = (x٢, ..., xn) آن در که

خاصی حالت اکنون است. شده داده نشان (3.1) شکل در بعدي سه فضاي در دوم مرتبه مخروط می�شود.

بهینه�سازي مسائل بعضی حل براي که می�کنیم تعریف زیر به�صورت را دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي از

می�شود: استفاده

Minimize fTx

subject to

∥Aix+ bi∥ ≤ cTi x+ di, i = ١, ..., N (4.1)

و ci ∈ Rn،bi ∈ Rni−١، Ai ∈ R(ni−١)×n ، f ∈ Rn و بهینه�سازي متغیر x ∈ Rn آن در که

یعنی است، اقلیدسی استاندارد نرم است، رفته کار به قیود در که نرمی هستند. مسأله پارامترهاي di ∈ R

می�شود: تعریف زیر به�صورت k بعد از استاندارد دوم مرتبه مخروط یک . ||u||٢ = (uTu)
١
٢

ck =

{ [
u
t

] ∣∣∣∣ u ∈ Rk−١, t ∈ R, ∥u∥ ≤ t

}
.

زیر به�صورت بالا دوم مرتبه مخروط k = ١ براي

c١ =
{

t| t ∈ R, t ≥ ٠
}
.



14 اولیه مفاهیم و مقدمه .1 فصل

تحت دوم مرتبه مخروط معکوس نقش می�کنند، صدق دوم مرتبه مخروط قید یک در که نقاطی مجموعه

هستند: آفین نگاشت یک

||Aix+ bi|| ≤ cTi x+ di ⇔
[
Ai

cTi

]
x+

[
bi
di

]
∈ Cni

.

برنامه�ریزي بنابراین است. محدب مجموعه�اي که است ni ازبعد دوم مرتبه مخروط Cni
از منظور که

برنامه�ریزي ، ni = ١ که هنگامی مثال براي است، محدب برنامه�ریزي یک (4.1) دوم مرتبه مخروط

می�شود: تبدیل 22 خطی برنامه�ریزي به دوم مرتبه مخروط

Minimize fTx

subject to

cTi x+ di ≥ ٠, i = ١, ..., N. (5.1)

قید امین iحالت این در که است، ci = ٠ که زمانی آورد به�دست می�شود که دیگري جالب و خاص حالت

دو درجۀ قید (di ≥ ٠ فرض (با معادل آن می�یابد،که کاهش ∥Aix+ bi∥ ≤ di به دوم مرتبه مخروط

دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي هستند، صفر ها ci وقتی�که بنابراین است. ∥Aix+ bi∥٢ ≤ di
٢ (محدب)

دوم درجه برنامه�ریزي که می�بینیم همچنین می�شود. منجر 23 دوم درجه قیود با خطی برنامه�ریزي یک به

به�صورت می�توان را سازي بهینه مسائل از دیگري زیاد تعداد و شده مقید دوم درجه برنامه�ریزي و محدب

کرد. بندي فرمول دوم مرتبه مخروط ریزي برنامه

آماري مفاهیم 6.1

گویند X گسسته تصادفی متغیر احتمال جرم تابع را f(x) =
{

> ٠ x ∈ X(s)
= ٠ x /∈ X(s)

تابع .1.6.1 تعریف

. P(A) =∑x∈A f(x) داریم، A پیشامد براي x∈X(s)∑و f(x) = ١ اگر
22Linear programming(LP)
23Quadratic Constrained Linear Programming
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شده، داده نمایش µx یا E(X) با که ،X گسسته تصادفی متغیر میانگین یا ریاضی امید .2.6.1 تعریف

می�شود: تعریف زیر به�صورت

E(X) = µx =
∑
x

xP (X = x).

تعریف زیر به�صورت می�شود، داده نمایش σ٢ یا Var(X) با که ،X تصادفی متغیر واریانس .3.6.1 تعریف

می�شود:

σ٢ = Var(X) = E(X − µ)٢,

گوییم. X تصادفی متغیر معیار انحراف را σ همچنین

از: است عبارت Y و X تصادفی متغیر دو کوواریانس .4.6.1 تعریف

Cov(X,Y) = E[(X − µx)(Y − µy)] = E(XY )− E(X)E(Y ).

از: است عبارت Y و X تصادفی متغیر دو 24 همبستگی ضریب .5.6.1 تعریف

ρ =
Cov(X,Y)√
Var(X) Var(Y)

.

X پیوسته تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع را f(x) =

{
> ٠ x ∈ X(s)
= ٠ x /∈ X(s)

تابع .6.6.1 تعریف

. P(B) =
∫
B
f(x)dx داریم، B پیشامد براي و ∫∞

−∞ f(x)dx = ١ اگر گویند

توزیع تابع ، FX : R → [٠,١] تابع پیوسته) یا گسسته از (اعم X تصادفی متغیر هر براي .7.6.1 تعریف

می�شود. تعریف FX(x) = P(X ≤ x) به�صورت که است X تجمعی

نرمال توزیع

به�صورت Xپیوسته متغیر چگالی تابع کنید فرض

fX(x) =
١√
٢πσ

e
−
(x− µ)٢

٢σ٢ −∞ < x < +∞,

24Correlation Coefficient
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استاندارد نرمال چگالی تابع :4.1 شکل

همچنین . X ∼ N(µ, σ٢) می�نویسم و دارد σ٢ واریانس و µ میانگین با نرمال توزیع X گوئیم باشد،

تجمعی توزیع تابع .Z ∼ N(٠,١) یا دارد استاندارد نرمال توزیع Z گوئیم باشد، σ٢ = ١, µ = ٠ اگر

با را استاندارد نرمال

Φ(x) = P (Z ≤ x) =
١√
٢π

∫ x

−∞
e−

z٢
٢ dz,

و جدول این داشتن با می�کنند. حساب استاندارد نرمال جدول از را آن تقریبی مقادیر و می�دهند نشان

اینکه به توجه با

X ∼ N(µ, σ٢) ⇐⇒ z =
X − µ

σ
∼ N(٠,١),

داریم: (4.1) شکل طبق یافت. نرمال توزیع هر براي را احتمالات تقریبی مقادیر می�توان

Φ(z١) = p, z١ = Φ−١(p),

آورد: به�دست زیر به�صورت می�توان را p < ٠٫ ۵ به مربوط z١ مقادیر همچنین و

z١ = Φ−١(p) = −Φ−١)١ − p)
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اقتصادي مفاهیم 7.1

و ریسک سرمایه�گذاري، براي تصمیم�گیري در مفاهیم مهمترین ، 25 نامطمئن فضاي وجود به توجه با

بازده26هستند.

بازده 1.7.1

پاداشسرمایه�گذاران بهتر به�عبارت و کرده انگیزه ایجاد که است محرکی نیروي سرمایه�گذاري، فرایند در بازده

تفاوت تعیین دیگر طرف از است. مطلوب بازده کسب گذاري سرمایه هدف تمام که چرا می�گردد، محسوب

بازده�اي یافته، تحقق بازده است. برخوردار بالایی اهمیت از 28 انتظار مورد بازده و 27 یافته تحقق بازده میان

دوره�اي در دارایی29 یک براي تخمینی بازده انتظار، مورد بازده آنکه حال بوده، گذشته به مربوط که است

در دارد. وجود نیز آن نشدن برآورده احتمال و بوده همراه اطمینان30 عدم با بازده این که است آینده از

است: شده تشکیل جزء دو از بازده سهام، مخصوصا و دارایی�ها مورد

حاصل دارایی فروش و دارایی خرید قیمت بین اختلاف از جزء این ، 31 قیمت تغییر از ناشی بازده .1

می�شود.

تملک دلیل به دریافتی نقدي جریانات صورت از ناشی بازده این ، 32 سود دریافت از ناشی بازده .2

تقسیمی). سود (همانند است سرمایه�گذاري طول در دارایی
25Uncertainity Space
26Return
27Realized Return
28Expected Return
29Asset
30Uncertainty
31Capital Gain
32Yeild
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سهم هر انتظار مورد بازده

داریم سهم هر بالقوه بازده احتمال توزیع بودن معلوم با

E(Ri) =
m∑

k=١

(pk)PRk,

است. سهم یک بالقوه بازده PRk و بالقوه بازده نرخ هر وقوع احتمال pk آن، در که

سرمایه سبد�

خاص، به�طور سهام سبد و عام به�طور سرمایه�گذاري سبد ، 33 (پورتفوي) سرمایه سبد واژه ساده معنی

به است. مؤسسه یا فرد از اعم سرمایه�گذار یک توسط شده سرمایه�گذاري دارایی�هاي ترکیب از عبارت

می��گیرد. بر در را سرمایه�گذار مالی و حقیقی دارایی�هاي کامل مجموعه سرمایه، سبد یک فنی، لحاظ

سرمایه سبد انتظار مورد بازده

انتظار مورد بازده باشد، xi آن در iام دارایی وزن که باشیم داشته دارایی N با سرمایه سبد که صورتی در

می�شود: محاسبه زیر به�صورت سرمایه سبد

E(Rp) =
N∑
i=١

xiE(Ri). (6.1)

استقراضی فروش

قرض را آنها باید بنابراین ندارد. را اوراقی چنین که کسی به�وسیله بهادار اوراق فروش 34 استقراضی فروش

در اوراق قیمت کاهش از فروشنده که می�شود باعث فرم این به فروش دهد. تحویل خریدار به و بگیرد

نماید. پرداخت را خود بدهی و خریداري را اوراق آینده زمان در باید فروشنده ببرد. سود آینده
33Portfolio
34Short-Selling
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آن مفهوم و ریسک 2.7.1

پدیده�اي ریسک دیگر به�عبارت کرد. تعریف آتی نتایج به اطمینان عدم را ریسک می�توان ساده طور به�

است. همراه اطمینان عدم با زیرا نمود، بینی پیش دقیق به�طور را آن نمی�توان که است آینده به مربوط

فرصتی هر به�همراه مالی هاي بازار در است. بیشتر هم ریسک باشد، بیشتر اطمینان عدم این چه هر

خواهند بین از هم فرصتها کلیه زیرا برد بین از را ریسکها کلیه نمی�توان اصولا و دارد وجود هم ریسک

بپذیرد. را ریسک از قبولی قابل سطح که است کسی موفق گذار سرمایه رفت.

می�گیرند. نظر در دارایی بازدهی نوسان معادل را ریسک جمله، از شده بیان ریسک از مختلفی تعاریف

همچنین است. نظر همین مبناي بر ریسک معیار به�عنوان میانگین) حول (نوسان بازده واریانس از استفاده

در معمولا آن، انتظار مورد بازده از سرمایه�گذاري یک واقعی بازده اختلاف میزان از است عبارت ریسک

می�دهند ترجیح عدم�اطمینان بر را اطمینان و می�کنند عمل منطقی سرمایه�گذاران اینکه بر فرض اقتصاد

. گریزند35 ریسک سرمایه�گذاران و

سرمایه ریسکسبد

بیان زیر به�صورت که است منفرد سهام بازده�هاي بین کواریانس و منفرد سهام از تابعی سهام، سبد ریسک

می�شود:

Var(Rp) =
N∑
i=١

xiVar(Ri) +
N∑

i=١i ̸=j

N∑
j=١

xixjCov(Ri, Rj). (7.1)

همبستگی ضریب ρij و است j و i سهم�هاي بازده�هاي بین کواریانس Cov(Ri, Rj) = ρijσiσj آن در که

است. j و i بازده�هاي
35Risk-averse Investor
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ریسک اندازه�گیري

از بار اولین ریسک اندازه�گیري شاخص�هاي شده، معرفی ریسک تعیین براي مختلفی معیارهاي تاکنون

از جدیدتري روش�هاي بعد به آن از و گردیدند محاسبه آماري پراکندگی شاخص�هاي مطالعات طریق

نهایت در و قرضه اوراق ارزش حساسیت محاسبه براي 37 دیرش از استفاده ، 36 نامطلوب ریسک جمله

می�کنند. استفاده آماري روش�هاي از همگی که گردیدند معرفی 38 ریسک معرض در ارزش

مدلی معرفی با و پرداخت ریسک اندازه�گیري به کمی مدلی ارائه با مارکوویتز هري ، 1952 سال در

متغیري به�عنوان بازده کنار در را ریسک بار اولین براي 39 کارا مجموعۀ ارائه و بازده و ریسک بر مبتنی

پراکندگی، شاخص به�عنوان را معیار انحراف وي داد. قرار سرمایه�گذاري براي دارایی انتخاب جهت دیگر

نسبی تغییرات براي را حساسیت) (ضریب بتا شاخص شارپ، ویلیام او شاگرد خواند. ریسک عددي معیار

قیمت�گذاري مدل معرفی با و کرد ارائه مشخصات خط معرفی با بازار ارزش تغییر قبال در سهم یک ارزش

به�عنوان را دیرش معیار 40 کالی مک کرد. پایه�گذاري را سرمایه سبد علمی مدیریت سرمایه�اي، دارایی�هاي

به�عنوان را تحدب معیار کارش ادامۀ در کرد، معرفی ثابت درآمد با بهادار اوراق ریسک اندازه�گیري ملاك

در ارزش مدل (J.P.Morgan) موسسۀ 41مدیر وترستون 1996 سال در کرد. معرفی دقیق�تر شاخصی

داد: ارائه ریسک اندازه�گیري معیارهاي مورد در را زیر بندي طبقه می�توان کرد. معرفی را ریسک معرض

قبال در قیمت تغییرات مثل مستقل، متغیر یک تغییر اثر بر وابسته متغیر یک تغییر حساسیت: .1

بتا). و تحدب �(دیرش، سود نرخ واحد یک تغییر

مثل دیگر تصادفی پارامتر یک یا و میانگین اطراف در متغیر یک نوسان از است عبارت نوسان: .2
36Downside Risk
37Duration
38Value at Risk
39Efficient Frontier Line
40McCauley
41Weterstone
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معیار). انحراف و �(واریانس

ریسک مخرب بخش بر تنها نوسان، معیارهاي برعکس که معیارها این نامطلوب: ریسک معیار�هاي .3

می�دهند قرار محاسبه مورد را هدف متغیر یا و میانگین سطح زیر نوسانات حقیقت در و دارند تمرکز

ریسک). معرض در ارزش و معیار انحراف ،نیم 42 واریانس �(نیم

نامطلوب انحرافات براي و متغیر صفت پراکندگی محاسبه براي شاخصی واریانس: نیم .1.7.1 تعریف

(افزایش مطلوب تغییرات آنگاه کنیم، تعریف ضرر میزان را ریسک اگر دیگر به�عبارت می�شود. برده به�کار

از کمتر که مشاهداتی از دسته آن فقط و نمی�شود محسوب ریسک به�عنوان مالی) دارایی بازدهی نرخ

می�آید: به�حساب ریسک به�عنوان هستند، بازدهی نرخ میانگین

SV =
١
K

K∑
i=١

{max(٠, E − rT )}٢,

است. بازدهی نرخ ریاضی امید E مشاهدات، تعداد K دوره، طول در دارایی بازدهی rT در�آن، که

انحراف و واریانس طریق از شده محاسبه ریسک و بازدهی رابطۀ سرمایهMPTبراساس سبد مدرن نظریه

نامطلوب ریسک رابطۀ براساس 43PMPT سرمایه سبد فرامدرن نظریه می�شود. تبیین بازدهی معیار

مراجع بیشتر، توضیحات براي ) می�پردازد بهینه سرمایه سبد انتخاب معیار و سرمایه�گذار رفتار تبیین به

ببینید.) را [7 ،6]

42Semi Variance
43Post-Modern Portfolio Theory



2 فصل
عصبی شبکه�هاي بر مقدمه�اي

22



23 عصبی شبکه�هاي بر مقدمه�اي .2 فصل

مقدمه 1.2

و عصبی شبکه ساختار ابتدا در می�پردازیم. عصبی شبکه�هاي مدل�هاي از مقدمه�اي بیان به فصل این در

حل در عصبی شبکه�هاي از تاریخچه�اي بیان به ادامه در و می�کنیم بیان را عصبی سلول یک ریاضی مدل

سازي بهینه مسائل حل براي پیشین شده ارائه مدل�هاي بیان به انتها در می�پردازیم. سازي بهینه مسائل

پرداخت. خواهیم

دانشمندان که شد شروع آنجا از انسان مغز عملکرد از الهام با مصنوعی، عصبی شبکه�هاي روي بر کار

می�دهد. انجام را محاسبات مرسوم دیجیتالی کامپیوترهاي از متفاوت کاملاً به�گونه�اي بشر مغز دریافتند

نرون1 یا عصبی سلول نام به ساختاري واحدهاي از که است پیچیده بسیار داده پردازش سیستم یک مغز

(نرون پردازش واحد زیادي تعداد از که است غیر�خطی و پویا سیستمی عصبی شبکه است. شده تشکیل

می�شود. تشکیل پردازش واحد�هاي این بین اتصالات و ها)

مدل�هاي به است، مشخص و صریح کاملاً دستورهاي نیازمند که کامپیوتر خلاف بر عصبی شبکه یک

تعمیم را تجربیات این نتیجه سپس و کرده کسب تجربه انسان مانند بلکه ندارد، نیازي محض ریاضی

قبیل از مسائل حل براي که شده�اند عمومی و قدرتمند ابزاري به تبدیل شبکه�ها این امروزه می�دهد.

نگاشت یادگیري به نیاز که جا هر در کلی به�طور و کنترل، رباتیک، ، الگو2 تشخیص (تقریب)، تخمین

می�روند.[8] به�کار باشد، غیر�خطی یا و خطی

اجرا5. و تعمیم4 ، 3 آموزش می�کنند: طی را مرحله سه عصبی شبکه�هاي مسأله�اي، هر حل براي

مجموعه به�صورت (که را ورودي�ها در موجود الگوي تا می�آموزد شبکه آن طی که است فرایندي آموزش،

یادگیري قوانین از مجموعه�اي از عصبی شبکه هر منظور این براي بشناسد. است) آموزشی داده�هاي
1Neuron
2Pattern recognition
3Traning
4generalization
5Operation
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قبول قابل جواب ارائه براي شبکه توانایی تعمیم، می�کند. استفاده می�کنند تعریف را یادگیري نحوه که

شبکه به اولیه مثال�هاي آنکه از پس یعنی نبوده�اند. آموزشی مجموعه در که است ورودي�هایی قبال در

مناسب خروجی یک و گیرد قرار نشده داده آموزش ورودي یک قبال در می�تواند شبکه شد، داده آموزش

به�دست نیست درونیابی فرایند جز چیزي همانا که تعمیم مکانیسم براساس خروجی این نماید. ارائه را

می�گویند. اجرا را است شده طراحی منظور آن به که عملکردي انجام براي شبکه از استفاده می�آید.

تغییر می�شود) اعمال سلول هر ورودي�هاي روي بر (که داخلی6 وزن�هاي شبکه، دیدن آموزش اثر در

آموزش، نتایج که است این عصبی شبکه�هاي ضعف نقاط از یکی می�رسند. مناسب وضعیت به و می�کند

وزن�ها این نمی�دهد. بدست مسأله جواب�هاي اعتبار از روشنی تصویر هیچگونه داخلی، وزن�هاي یعنی

شرایط با و است صحیح اغلب شبکه، توسط شده تولید جواب�هاي وجود این با نیستند. درك قابل کاملاً

مهم�تر گاهی محیط، بر حاکم کمّی شرایط صدق و جوابها صحت این دارد. سازگاري محیط بر حاکم کمّی

جمله از است. رفته به�کار عصبی شبکه�هاي براي متفاوتی اسامی تا�کنون است. آن بودن توضیح�پذیر از

اشاره موازي9 مدل�هاي و عام8 زن�هاي تقریب ، تجربی مدل�هاي ،7 سیاه جعبه مدل�هاي به می�توان آنها

نمود.[9]

مصنوعی عصبی شبکه�هاي ساختار 2.2

چندین داراي واحد هر می�شوند. تشکیل اولیه ساختمانی واحد�هاي یکسري از مصنوعی عصبی شبکه�هاي

این می�دهند. به�دست را خروجی یک پردازش عملیات انجام از پس و شده ترکیب هم با که است ورودي

واحد ورودي عنوان به واحد هر خروجی به�طوري�که هستند متصل به�هم (1.2) شکل مانند اولیه واحد�هاي

می�نامند. نیز گره10 یا نرون عصبی، سلول را ساختمانی واحدهاي می�گیرد. قرار استفاده مورد دیگر هاي
6Internal Weight
7Black-Box models
8Universal Approximators
9Parallel models
10Node
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مصنوعی عصبی شبکه�هاي :1.2 شکل

این آموزش نتیجه خروجی، یک و ورودي چهار شامل ساده بسیار شبکه ،(الف)-یک (1.2) شکل در

که است میانی لایه دو داراي (ب)-شبکه می�دهد. نشان را آمار در لجستیک11 رگرسیون تکنیک شبکه

خطر ولی می�کند قوي�تر را شبکه پنهان لایه تعداد افزایش (ج)- دارد. الگو تشخیص در بیشتري قدرت

خروجی. چندین با عصبی شبکه (د)- دارد. وجود آن در 12 برازشی بیش

مفید خطی مسائل در تنها دلیل به�همین و داشتند وخروجی) (ورودي لایه دو تنها اولیه عصبی شبکه�هاي

ساختار رایج�ترین هستند. لایه بیشتري تعداد یا و سه شامل امروزي یافته توسعه ساختار�هاي بودند.

مسائل اکثر حل به قادر عموماً و خروجی) ولایه پنهان لایه یک ورودي، (لایه است لایه�اي سه شبکه،

است. پیچیده
11Logistic regression
12Over fitting
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عصبی سلول یک ساده مدل :2.2 شکل

عصبی یکسلول ریاضی مدل 3.2

اولین است شده تشکیل بخش دو از سلول این بدنه می�دهد. نشان را عصبی سلول مدل یک (2.2) شکل

عدد یک و ترکیب را ورودي�ها تمام که است این ترکیب تابع وظیفه می�گویند. 13 ترکیب تابع را بخش

مربوطه وزن�هاي در ورودي�ها . است خود به مختص وزن داراي ورودي هر (2.2) شکل مطابق کند. تولید

ترکیب تابع ترین رایج که گویند 14 موزون مجموع را حاصل مجموع می�شوند. جمع هم با سپس و ضرب

است.

انتقال سپس و تبدیل سلول خروجی به را ترکیب تابع داردکه نام 15 انتقال تابع عصبی، سلول دوم بخش

می�نامند. نیز 16 تحریک تابع را انتقال تابع می�دهد.

مراجع بیشتر توضیحات (براي است گردیده استوار بیولوژیک مدل�هاي پایه بر تحریک، توابع رایج�ترین

براي ورودي این بگیریم، نظر در xi را ورودي لایه در واقع ام i سلول ورودي اگر ببینید). 9]را ،11 ،10]

لایه در سلول شماره دهنده نشان wji در j حرف می�شود. ضرب wji وزن در بعد لایه ام j سلول به اتصال
13Combination function
14Weighted sum
15Transfer function
16Activation function
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عصبی سلول بلوکی مدل :3.2 شکل

را عصبی سلول یک بلوکی مدل (3.2) شکل است. قبلی لایه سلول شماره معرف اندیس دوم حرف و بعد

داده نشان bj با و می�گویند 17 اریبی آن به که است اضافی ورودي یک داراي مذکور سلول می�دهد نشان

است. موزون مجموع کاهش یا افزایش اریبی نقش می�شود.

می�شود: تعریف زیر رابطه دو بوسیله j سلول ریاضی، بیان به

uj =
m∑
i=١

wjixi,

yj = ϕ(uj + bj),

uj ، jسلول به ... و 2،1 ورودي�هاي اتصال وزن�هاي wj١, wj٢, ... ورودي، داده�هاي x١, x٢, ..., xm که

را bj و uj مجموع می�توان است. سلول خروجی yj و تحریک تابع ϕ اریبی، bj ورودي�ها، خطی ترکیب

داد: نمایش زیر به�صورت

vj = (uj + bj).

می�کند. عمل اریبی) (شامل وزن�ها مجموع روي بر می�شود داده نشان ϕ با که انتقال تابع یا تحریک تابع
17Bias
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انواع می�شود. انتخاب مسأله یک حل خاص نیاز اساس بر و باشد غیر�خطی یا خطی می�تواند تابع این

می�باشند: زیر بشرح آنها مهم���ترین که دارند وجود تحریک توابع از مختلفی

بیان زیر به�صورت و شده داده نشان (a) قسمت (4.2) شکل در تابع این : 18 آستانه حد تابع .1

می�شود

ϕ(ν) =

{
١ ν ≥ ٠,
٠ ν < ٠.

زیر به�صورت است شده داده نشان (b) قسمت (4.2) : شکل در که تابع این 19 خطی قسمتی تابع .2

می�شود: تعریف

ϕ(ν) =


١ ν ≥ ٠٫ ۵,
ν −٠٫ ۵ < ν < ٠٫ ۵,
٠ ν < ٠٫ ۵.

محسوب تحریک تابع پرکاربردترین و است آن مانند S شکل علت به تابع این نام سیگموئید20 تابع .3

سیگموئید تابع از مثالی می�کند. تغییر آرامی به غیرخطی، و خطی رفتار بین تابع این می�شود.

می�شود: بیان زیر به�صورت که است 21 لجستیک تابع

ϕ(ν) =
١

١ + exp(−aν)
,

شیب�هاي با مختلفی توابع ، aپارامتر تغییر با است، سیگموئید تابع شیب پارامتر a آن در که

می�آید. بدست شده داده نشان (c) قسمت (4.2) شکل در که آنچه مانند متفاوت

18Threshold function
19Piecewise-Linear function
20Sigmoid function
21Logistic function
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شیب�هاي با سیگموئید تابع ،ج) خطی قسمتی تابع ،ب) آستانه حد تابع الف) تحریک: تابع انواع :4.2 شکل
متغیر

مسائل حل در مصنوعی هايعصبی شبکه کاربرد تاریخچه 4.2
بهینه�سازي

شناسایی ، تصویر22 پردازش تحلیل مهندسی و علوم کاربرد�هاي از وسیعی درطیف بهینه�سازي مسائل

در می�شود. پدیدار و... رگرسیون26 آنالیز ،25 توابع تقریب ، فیلتر24 طراحی معادلات، حل ، ها23 سیستم

می�شود. نیاز مورد بسیار بهینه�سازي مسائل واقعی27 زمان جواب مهندسی و علوم کاربردهاي از بسیاري

بدست براي نیاز مورد زمان زیرا نیستند موثر چندان دیجیتال کامپیوترهاي براي قدیمی هاي الگوریتم

امیدوارکننده بسیار و یکرهیافتممکن این دارد، مسأله ساختار29 و 28 بُعد به زیادي وابستگی جواب آوردن
22Signal processing
23System identification
24Filter design
25Function approximation
26Regression analysis
27Real time
28Dimension
29Structure
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است. مصنوعی عصبی شبکه�هاي کاربرد

رهیافت دهند انجام هم با را موازي کارهاي از عظیمی حجم می�توانند که عصبی شبکه�هاي ذات واسطه به

الگوریتم�هاي سایر به نسبت بیشتري سرعت با را واقعی زمان در سازي بهینه مسائل می�تواند عصبی شبکه

مسائل حل براي را عصبی شبکه ابتدا [12] در 31 تنک و 30 هاپفیلد کند. حل موجود بهینه�سازي

عصبی شبکه�هاي ارائه براي زیادي تحقیقات بخش الهام آنها بنیادین دادند،کار پیشنهاد خطی برنامه�ریزي

زیادي بهینه�سازي عصبی شبکه�هاي ترتیب بدین شد. غیر�خطی و خطی برنامه�ریزي مسائل حل براي دیگر

برنامه�ریزي مسائل حل براي عصبی شبکه یک [13] در 33 چاو و کندي32 مثال به�عنوان یافتند. گسترش

تعادلشان نقاط و می�نمودند استفاده جریمه تابع روش و گرادیان روش از که کردند پیشنهاد غیر�خطی

پاتیسن35 و بازِردوم34 تصویر، و گرادیان روش از استفاده با بود. بهینه جواب�هاي از تقریبی با متناظر

کردند. معرفی کراندار متغیرهاي با تنها دوم درجه بهینه�سازي مسائل حل براي عصبی شبکه یک [14]

بود. همگرا بهینه جواب تنها به خاصی شرایط تحت عصبی شبکه این

حل براي عصبی شبکه چندین همکارانش[20]-[15] و ایکسیا36 تصویر، و گرادیان روش�هاي پایه بر

آنها سراسري همگرایی و کردند معرفی غیر�یکتا بهینه جواب�هاي با خطی و دوم درجه برنامه�ریزي مسائل

نمودند. ثابت دقیق جواب�هاي به را

سه باید خوب محاسباتی عملکرد با عصبی شبکه یک افزاري، سخت اجراي در ملاحظات از بعضی پایه بر

باشد: داشته اساسی ویژگی

شود. تضمین شده داده دلخواه وضعیت هر ازاي به عصبی شبکه همگرایی .1
30Hopfield
31Tank
32Kennedy
33Chua
34Bouzerdoum
35Pattison
36Xia
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باشد. نداشته وجود مجهولی پارامتر هیچ ترجیحاً شبکه طراحی در .2

باشد. تقریبی یا دقیق جواب�هاي با متناظر شبکه تعادل نقاط .3

مدل�هاي طراحی براي که هستند بهینه�سازي تکنیک�هاي به مربوط خصوصیات این ریاضی دیدگاه از

می�روند. به�کار بهینه�سازي عصبی شبکه�هاي

دارد. وجود روش نوع دو عصبی شبکه یک برحسب بهینه�سازي مسأله یک فرمول�بندي براي مجموع در

مسأله ابتدا در که است این می�شود استفاده بهینه�سازي عصبی شبکه یک ایجاد در عموماً که رهیافت یک

که می�کنند طراحی عصبی شبکه سپسیک و کرده تبدیل نامقید بهینه�سازي مسأله یک به را بهینه�سازي

شبکه�هاي از دسته آن براي مزیت یک گرادیان روش کند. حل گرادیان روش از استفاده با را نامقید مسأله

این در همگرایی که است این آنها عیب اما می�کنند استفاده انرژي تابع مشتق از مستقیماً که است عصبی

نیستند. کراندار جواب مجموعه�هاي که درحالتی بویژه نمی�شود تضمین موارد

تعادل نقاط به�طوري�که می�کنند ایجاد دیفرانسیل معادلات از مجموعه یک که است این دیگر رهیافت

مسیر�هاي همه به�طوري�که کرده، پیدا مناسب لیاپانوف تابع یک بعد و باشد مطلوب جواب با متناظر آنها

باشند. همگرا تعادل نقاط به سیستم

مسائل حل براي پیشین شده ارائه عصبی شبکه مدل�هاي 5.2
بهینه�سازي

سال اوایل از بهینه�سازي در مصنوعی) عصبی (شبکه�هاي عصبی شبکه�هاي کاربرد مورد در وبررسی بحث

برنامه�ریزي چون مواردي تا�کنون، زمان آن از شده انجام پژوهش�هاي نتایج است. شده آغاز میلادي 1980

اصلی ایده بر�می�گیرد. در را غیر�خطی برنامه�ریزي و هندسی برنامه�ریزي دوم، درجه برنامه�ریزي خطی،

و (نامنفی) انرژي تابع یک از استفاده سازي بهینه مسائل براي مصنوعی عصبی شبکه�هاي از استفاده در

مسائل متناظر مصنوعی عصبی شبکه�هاي مدل�هاي کننده بیان دو این که است دینامیکی سیستم یک
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مرتبه غیر�خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک معمولاً شده بیان دینامیکی سیستم هستند. بهینه�سازي

غیر�خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه پایداري نقطۀ آغازین نقطۀ یک براي که می�رود انتظار است. اول

این انرژي تابع از استفاده در اساسی اصل یک باشد. اصلی بهینه�سازي مسأله بهینه جواب آمده، به�دست

حتماً آن با متناظر انرژي تابع آن، پایداري نقطۀ به دیفرانسیل معادلات دستگاه همگرایی براي که است

نظر در بدون حتی را سازي بهینه مسائل نظیر عصبی شبکه�هاي مدل می�توان البته باشد. نامنفی باید

استفاده اساسی اصل بهینه�سازي، مسائل با متناظر مدل یک براي بنابراین کرد. بیان نیز انرژي تابع گرفتن

می�شود: بیان زیر به�صورت مسائل اینگونه در عصبی شبکه�هاي از

بدست غیر�خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه پایداري نقطۀ دلخواه، آغازین نقطۀ یک ”براي

برعکس”. و است اصلی مسأله بهینه جواب آمده

و دوگانی مدل�هاي قسمت دو به می�توان را بهینه�سازي مختلف مسائل متناظر شده مطرح مدل�هاي

مسائل در مهم بسیار نظریه دو جریمه�اي توابع و دوگانی نظریه نمود. تقسیم جریمه�اي مدل�هاي

نظریه در هستند. حل قابل کلاسیک روش دو این مبناي بر مسائل این اکثر که هستند بهینه�سازي

نظریه در ولی می�شود، استفاده نظر مورد مدل معرفی براي گرادیانی مدل�هاي از معمولاً جریمه�اي توابع

مسأله هر با متناظر بتوان اگر می�شود. استفاده مسائل این حل براي -دوگان اولیه مدل�هاي از دوگانی

برآورده را وکافی لازم شرایط مسأله آن حل براي روش آن که نمود ارائه را مشخصی روش بهینه�سازي،

به زیر در بسازیم. نظر مورد مسأله براي عصبی شبکه مدل یک روش، آن با متناظر می�توان آنگاه سازد،

می�پردازیم. شده�اند ارائه غیر�خطی و دوم درجه و خطی برنامه�ریزي مسائل براي تا�کنون که مدل چند بیان
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اول([21]) مدل

بگیرید: نظر در را زیر خطی برنامه�ریزي مسأله
Minimize f(x) = aTx
s.t.
g(x) = Dx− b = ٠,
x ≥ ٠,

(1.2)

به�صورت (1.2) دوگان است. b ∈ Rn ،x, a ∈ Rm ، Rank(D) = m ماتریسm×nو یک D آن در که

می�شود: بیان زیر
Maximize f̄(y) = bTy
s.t.
ḡ(y) = D̄Ty − a ≤ ٠,
y ∈ Rn.

(2.2)

است: شده داده نمایش زیر به�صورت (2.2) و (1.2) با متناظر مدل [21] مرجع در
dx

dt
= −[DT (Dx− b)− β(DTy − a)],

dy

dt
= −β[(Dx−DTy − a)+ − b],

. (x, y) ∈ {(x, y) | x ≥ ٠} و β =∥ (x+DTy − a)+ − x ∥٢
٢ آن در که

دوم([21]) مدل

بگیرید: نظر در را زیر دوم درجه برنامه�ریزي مسأله
Minimize f(x) = ١

٢x
TAx+ aTx

s.t.
Dx− b = ٠,
x ≥ ٠,

(3.2)

است: زیر به�صورت (3.2) دوگان است. مثبت معین متقارن ماتریس یک A آن در که
Maximize f̄(y) = bTy − ١

٢x
TAx

s.t.
D̄y − Ax− a ≤ ٠.

(4.2)

است: شده داده نمایش زیر به�صورت (4.2) و (3.2) با متناظر مدل [21] مرجع }در
dx
dt

= −{DT (x− b) + γ(−DTy + Ax+ a) + γA[x− (x+DTy − Ax− a)+]},
dy
dt

= −γ{Dx− b+D[(x+DTy − Ax− a)+ − x]},

. (x, y) ∈ {(x, y) | x ≥ ٠} و γ = ∥(x+DTy − Ax− a)+ − x∥٢
٢ آن در که
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سوم([12]) مدل

بگیرید: نظر در را زیر غیر�خطی برنامه�ریزي مسأله
Minimize f(x)
s.t.
g(x) = [g١(x), g٢(x), ..., gm(x)]

T ≤ ٠,
(5.2)

سال در تنک و هاپفیلد (5.2) حل براي . f(x), gi(x) : Rn → R١ و f(x), g(x) ∈ C٢ آن در که

دادند: ارائه زیر به�صورت عصبی شبکه مدل یک ،1986

ẋ = C−١{−∇f(x)−∇g(x)g+(x)− ١
s
Q−١x}s,

n × n قطري ماتریس یک Q و نرون هر ظرفیت کننده بیان n × n قطري ماتریس یک C آن در که

می�شوند: تعریف زیر بصورت آن اعضاي که است

qij =
١

١
ρi
+
∑m

j=١ −dji
,

پارامتر s و داخلی نرونهاي به شده داده تخصیص وزن�هاي dji نرون، هر گرمایی هدایت ضریب ١
ρi
که

است: شده انتخاب زیر به�صورت متناظر انرژي تابع است. جریمه

E١(x) = f(x) +
m∑
j=١

[g+i ]
٢ +

n∑
i=١

x٢
i

٢srii
.

چهارم([13]) مدل

داده�اند: ارائه زیر به�صورت دیگر مدلی [13] چوآ و کندي ، (5.2) حل براي

ẋ = C−١[−∇f(x)−∇g(x)g+(x)],

است: شده انتخاب زیر به�صورت مدل این متناظر انرژي تابع دارند. را سوم مدل شرایط s و C آن در که

E٢(x) = f(x) +
s

٢

m∑
j=١

[g+i ]
٢.



35 عصبی شبکه�هاي بر مقدمه�اي .2 فصل

پنجم([22]) مدل

است: شده ارائه زیر به�صورت مدلی رودریگز-واسکوئز توسط (5.2) حل براي مجدداً

ẋ = −ux∇f(x)− s∇g(x)g+(x),

چنان�که است x شدنی اندیس�هاي متناظر ux آن در که

ux =

{
١ g(x) ≤ ٠,
٠ ٠.w.

است: شده انتخاب زیر به�صورت نیز مدل این متناظر انرژي تابع

E٣(x) = −uxf(x) +
s

٢

m∑
j=١

[g+j (x)]
٢.

مشکلاتی به�دلیل این و شده�اند اصلاح متوالی به�طور شده بیان مدل�هاي می�کنید، ملاحظه که طور همان

داشته�اند.([21]) مدل�ها این از هرکدام که است بوده

([4]) ششم مدل

بگیرید: نظر در را زیر 37(CQP ) دوم درجه محدب برنامه�ریزي
Minimize f(x) = ١

٢x
TQx+DTx

s.t.
g(x) = Ax− b ≤ ٠,
h(x) = Ex− f = ٠.

(6.2)

و f ∈ Rl ،E ∈ Rl×n ، b ∈ Rm، A ∈ Rm×n،مثبت معین متقارن ماتریس یک Q ∈ Rn×n آن در که

می�شود: نوشته زیر به�صورت (6.2) دوم درجه محدب برنامه�ریزي دوگان است. x ∈ Rn
Maximize f̄(x, u, v) = f(x) + uT (Ax− b) + vT (Ex− f)
s.t.
ḡ(x, u, v) = Qx+D + ATu+ ETv = ٠,
u ≥ ٠.

(7.2)

37Convex quadratic programming
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بردارهاي اگر وتنها اگر است (6.2) بهینه جواب x∗ ∈ Rn ، (7.2) و (6.2) براي K.K.T شرایط طبق بر

کند: صدق زیر رابطه در به�طوري�که باشد داشته وجود v∗ ∈ Rl و u∗ ∈ Rm u∗ ≥ ٠, Ax∗ − b ≤ ٠, u∗T (Ax∗ − b) = ٠,
Qx∗ +D + ATu∗ + ETv∗ = ٠,
Ex∗ − f = ٠.

(8.2)

می�کنیم: معرفی است، فیشر-برمیستر38 تابع به معروف که را زیر تابع (6.2) مسأله حل براي
{

ϕ : R٢ → R١

ϕ(a, b) =
√
a٢ + b٢ − a− b.

:([23]) .1.5.2 قضیه

.a ≥ ٠, b ≥ ٠, ab = ٠ اگر وفقط اگر ϕ(a, b) = ٠ .1

باشد. پذیر مشتق پیوسته به�طور ϕ(a, b) مربع .2

هموار 39 قویاً مبدأ در ولی است، پذیر مشتق پیوسته به�طور بار دو مبدأ در جز به جا همه ϕ(a, b) .3

است.

می�شود. نامیده 40 NCP تابع کند، صدق (1.5.2) قضیه (١) شرط در که ϕ تابع

می�گیریم: نظر در را زیر دستگاه (6.2) و دستگاه(7.2) با متناظر

ϕ(x, u, v) =

ϕ(α,Qx+D + ATu+ ETv)
ϕ(u,Ax− b)
ϕ(β,Ex− f)

 , (9.2)

عصبی شبکه مدل است. β = (β١, ..., βl)
T و u = (u١, ..., um)، α = (α١, ..., αm)

T > ٠ آن در که

است: شده بیان زیر به�صورت (9.2) با }متناظر
dy

dt
= −τ ▽ E(y(t)), τ > ٠

y(t٠) = y٠ ∈ Rn+m+١.
(10.2)

38Fisher-Bermister
39Stringly smooth
40Nonlinear Complementarity Problem



37 عصبی شبکه�هاي بر مقدمه�اي .2 فصل

در ها تکرار تعداد کاهش و همگرایی سرعت افزایش براي ضریبی τ و y = (xT , uT , vT )T آن در که

انتخاب زیر به�صورت مدل این متناظر انرژي تابع است. (9.2) دستگاه حل براي شده انتخاب عددي روش

است: شده

E(y) =
١
٢
∥ ϕ(y) ∥٢.

([4]) هفتم مدل

نظر در زیر به�صورت (6.2) و (7.2) مسائل حل براي را K.K.T شرایط مجدداً هفتم، مدل طراحی براي

می�گیریم:
(u+ Ax− b)+ = u,
Qx+D + ATu+ ETv = ٠,
Ex− f = ٠.

می�شود: تعریف زیر دستگاه و(7.2) (6.2) متناظر آنگاه

U(x, u, v) =

−(Qx+D + ATu+ ETv)
(u+ Ax− b)+ − u

(Ex− f)

 . (11.2)

است: شده بیان زیر به�صورت و(7.2) (6.2) حل براي متناظر عصبی شبکه مدل
{

dy

dt
= κU(y),

y(t٠) = y٠.
(12.2)

([24]) هشتم مدل

فرم در ترتیب به آن براي بهینگی شرایط و دوگان بگیرید. نظر در را (6.2) دوم درجه ریزي برنامه مسأله

مسائل براي است. مثبت معین نیمه ماتریس یک Q ∈ Rn×n آن در که اند شده بیان (8.2) و (7.2)

می�شود: ارائه زیر به�صورت عصبی شبکه مدل یک (7.2) و (6.2)

dy

dt
= (I +MT )

−(Qx+D + ATu+ ETv)
(u+ Ax− b)+ − u

(Ex− f)

 , (13.2)
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و است همگرایی نرخ κ آن در که

M =

−Q AT ET

A ٠m×m ٠m×l

E ٠l×m ٠l×l

 .

([25]) نهم مدل

بگیرید: نظر در را زیر دوم درجه برنامه�ریزي مسأله
Minimize f(x) =

١
٢
xTAx+ aTx

s.t.
Dx ≤ b,
x ≥ ٠.

(14.2)

از: است عبارت آن دوگان
Maximize f̄(w) = bTw − ١

٢x
TAx

s.t.
D̄Tw − Ax ≤ a,
w ≥ ٠.

(15.2)

توجه با است. D ∈ Rm×n ،b ∈ Rm و a ∈ Rn است، مثبت معین نیمه و متقارن A ∈ Rn×n آن در که

مسائل براي بهینه جواب یک به�ترتیب (x∗T , w∗T )T محدب، برنامه�ریزي مسائل براي KKT شرایط به

کند: صدق زیر K.K.T شرایط در (x∗T , w∗T )T �اگر فقط و اگر است (15.2) و (14.2)
w∗ ≥ ٠, Dx∗ − b ≤ ٠, w∗T (Dx∗ − b) = ٠,
Ax∗ + a+DTw∗ ≥ ٠, x ≥ ٠,
x∗T (Ax∗ + a+DTw∗) = ٠.

است: شده بیان زیر به�صورت [25] در (15.2) و (14.2) با متناظر مدل

u̇ = B(I +MT ){(u− (Mu+ q)+ − u},

آن در که

u =

[
x
w

]
, q =

[
a
b

]
,M =

[
A DT

−D ٠

]
.

که است B = λI همچنین . uTMu = xTAx ≥ ٠ زیرا است مثبت معین نیمه ماتریس یک M

می�یابد. افزایش همگرایی سرعت λ افزایش با و λ > ٠
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مقدمه 1.3

سرمایه سبد بهینه�سازي مسأله سپس داریم سرمایه سبد سرمایه�گذاري بر مقدمه�اي ابتدا فصل این در

براي جایگزین مدل چندین ادامه در داریم. زمینه این در شده انجام کارهاي بر مروري و کرده بیان را

اثبات به و کرده معرفی را عصبی شبکه مدل محدب دوم درجه مسائل براي می�کنیم. معرفی را مبنا مدل

مسائل از عددي مثال چندین با را عصبی شبکه مدل کارایی پایان در می�پردازیم. آن همگرایی و پایداري

می�دهیم. نشان سرمایه سبد بهینه�سازي

تقسیم متفاوت و کلی چارچوب دو به می�توان را آن تحلیل و بهادار اوراق در سرمایه�گذاري بحث

کرد([7]):

تحلیل و 1 تکنیکی تحلیل روشهاي و ابزارها از استفاده با جداگانه به�طور دارایی انتخاب و تحلیل .1

.2 بنیادي

بازار تئوریهاي سایر و (MPT )3 سرمایه سبد نوین نظریه از استفاده با دارایی�ها سبد تشکیل .2

سرمایه.

برخوردار زیادي اهمیت که است سرمایه بازار مسائل از یکی دارایی�ها، از بهینه�اي مجموعه�ي انتخاب مسأله

فرد واقع در که است مسأله این از ناشی سرمایه�گذاري تصمیمات اهمیت خرد، اقتصاد حوزه از است.

تصمیم واقع در می�کند. موکول آینده در زمانی به بیشتر مصرف امید با را امروز مصرف سرمایه�گذار،

و می�گردد تعیین وي شخصی ترجیحات به توجه با که، است فرد هر مطلوبیت میزان سرمایه�گذاري، بهینه

از مجموعه�اي انتخاب از را فرد مطلوبیت معیارهایی با می�توان ولی بود، نخواهد یکسان افراد سایر با لزوما

انتخاب مجموعه کل بازده و ریسک معیارها، این مهمترین جمله از کرد. مشخص سرمایه�اي، دارایی�هاي
1Technical Analysis
2Fundamental Analysis
3Portfolio
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تعیین خاص، به�طور سهام) (سبد سهام مجموعه و عام به�طور دارایی�ها مجموعه مدیریت هدف است. شده

بیشتر سهام سبد ریسک چه هر شود. حداکثر بازده و حداقل ریسک که بگونه�اي سبد درون دارایی�هاي

است. بیشتر هم بالاتر بازده دریافت احتمال باشد،

نیز دارایی�ها بازده است، متفاوت یکدیگر با افراد ریسک�پذیري درجه به�اینکه توجه با واقعی دنیاي در

در اطمینان عدم این وجود دلیل به بود. خواهد پیش�بینی قابل غیر برآن، مؤثر متعدد عوامل وجود به�دلیل

شامل دارایی مختلف طبقات می�گردد. برخوردار ویژه�اي اهمیت از دارایی�ها در بخشی تنوع مسأله بازار،

است. متفاوت هم با آنها از یک هر بازده و ریسک که طلاو...هستند نقد،زمین، بهادار،پول اوراق انواع

تکاملی تاریخی سیر در و بودند برخوردار زیادي پیشرفتهاي از اخیر دهه چند در سرمایه�گذاري تئوریهاي

اوایل و بیستم قرن طی گذاري سرمایه و تجارت حجم یادفتند. دست زیادي کاربردي فرمولهاي به خود،

که است شده موجب آن، از حاصل تغییرات و گسترش این است. داشته فراوانی گسترش ویکم بیست

از شود. گرفته به�کار گذشته دوره�هاي با مقایسه در سرمایه�گذار تصمیم اخذ براي متفاوتی معیارهاي

دو این رابطه و بازده و ریسک مفهوم به سرمایه�گذار توجه سرمایه�گذاري، انجام و انتخاب در مؤثر عوامل

شرایط تحت تصمیمات که رسیدند نتیجه این به کرامر4 و برنولی میلادي ١٨ قرن در است. یکدیگر با

پذیرد. صورت مورد�انتظار بازده براساس صرفا نباید اطمینان عدم

بازده نسبتهاي از سرمایه�گذاري فرآیند در تصمیم اخذ جهت سرمایه�گذاران میلادي، بیستم قرن اوایل تا

از نداشتند. سرمایه�گذاري ریسک و پول زمانی ارزش مفاهیم به توجهی و می�کردند استفاده سرمایه�گذاري

این شد. سرمایه�گذاري و مالی ادبیات حوزه وارد 5 تنزیلی روشهاي با پول زمانی ارزش مفهوم ١٩٢٠ دهه

متفاوت رفتار همچنان لیکن آوردند. به�وجود سرمایه�گذاري طرحهاي انتخاب در توجه قابل تحولی روشها،

تا پول مطلوبیت نظریه اینکه وجود با واقع در می�شد. گرفته نادیده ریسک با مواجه در سرمایه�گذاران
4Bernoulli and Cramer
5Discounting Methods
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تا نبودند. برخوردار کافی جامعیت از هنوز لیکن بود، نموده کمک انتخاب معیارهاي تکامل به حدودي

را ریسک بار نخستین براي مارکویتز هري اینکه تا می�رفت به�شمار کیفی عامل یک ریسک ،١٩۵٠ دهه

ریسک سنجش کمیت به�عنوان را سرمایه�گذاري طرحهاي نقدي جریانات معیار انحراف و نمود کمیت�پذیر

ریسک، معیار به�عنوان (β) بتا حساسیت ضریب تبیین با [26] در شارپ ویلیام بعد چندي کرد. معرفی

مدل به�عنوان امروز روش این کرد. عرضه سرمایه�گذاري تئوریهاي دنیاي به را کاربردي�تري و ساده�تر مدل

بازار تئوري پایه بر [27] لینتر و شارپ ۶٠ دهه اواسط در و روند این ادامه در است. معروف شاخصی تک

شناخته سرمایه�اي6 دارایی�هاي قیمت�گذاري مدل عنوان تحت امروزه که دادند توسعه را مدلی سرمایه،

یکدیگر از ریسک اصلی اجزاي به�عنوان را غیر�سیستماتیک و سیستماتیک ریسک مدل این می�شود.

توضیحات (براي کرد. پایه�گذاري [28] در 7را آربیتراژ مدل راس، پروفسور ، ٧٠ دهه در می�کند. تفکیک

شود). مراجعه [29]، [30] به بیشتر

سرمایه سبد بهینه�سازي مسأله 2.3

مدرن تئوري بر مبنایی که داد ارائه را سرمایه سبد بنیادي مدل مارکوویتز هري میلادي، سال١٩۵٢ در

، بازده و ریسک مفاهیم با آشنایی علیرغم گذاران سرمایه تئوري این ارائه از پیش گردید. سرمایه سبد

مرغها تخم همه ندادن قرار تنوع، ایجاد ضمن گذاران سرمایه نبودند. کمی روش به آن اندازه�گیري به قادر

سرمایه سبد در بخشی تنوع مفهوم که بود کسی نخستین مارکوویتز داشتند. قبول نیز را سبد یک در را

متنوع چگونه که را موضوع این او داد. گسترش و بسط را خاص به�طور سهام سبد و عام به�طور گذاري

کمی به�صورت را شود سرمایه�گذار �یک سرمایه�گذاري ریسک کاهش به منجر می�تواند سرمایه سبد سازي

نمود. بیان

نموداري روشهاي خلاف بر نظریه این است. سهام بازار به کل�گرا نگرش یک سرمایه، سبد مدرن تئوري
6Capital Asset Pricing Model(CAPM)
7Arbitrage Pricing Theory(APT)
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میانگین- مدل فرمول�بندي در مارکوویتز دارد. توجه سبد در سهام مجموعه�ي به ، بنیادي و (تکنیکال)

دنبال به عاقل سرمایه�گذار وي، نظر به داشت. خاصی توجه سرمایه�گذاري هدف به خود، واریانس8

ریسکیکسرمایه�گذاري وي باشد. داشته ریسککمتر و بیشتر بازدهی که است طرحهایی در سرمایه�گذاري

سرمایه سبد در مختلف دارایی�هاي بین رابطه به بلکه نمی�کرد، جستجو طرح آن معیار انحراف در تنها را

داشت. توجه هم کل ریسک بر رابطه این تأثیر و

به�معناي که بود، کارا)9 سهام (سبد کارا سرمایه سبد نمود، مطرح مارکوویتز که مفاهیمی از دیگر یکی

شود حداقل معینی بازده ازاي در سرمایه سبد آن ریسک که به�نحوي است بهادار اوراق مطلوب ترکیب

با سرمایه�ها سبد این مجموعه ترتیب، این به شود. حداکثر معین ریسک ازاي در سرمایه سبد بازده یا

نمودار در است. شناسایی قابل غیر�خطی پارامتریک مسأله حل توسط و شده شناخته کارا مجموعه عنوان

می�شود. نامیده نیز کارا مرز کارا، مجموعه ریسک-بازدهی

به سرمایه�ها سبد این از کدام هر انتخاب که می�دهد ارائه سهام سرمایه سبد زیادي تعداد مجموعه کارا مرز

منحنی شدن مماس نقطه در که پورتفوئی سرمایه�گذار هر دارد. بستگی سرمایه�گذار 10 مطلوبیت منحنی

کرد. خواهد انتخاب سرمایه سبد بهترین به�عنوان را دارد قرار وي مطلوبیت منحنی و مارکوویتز کاراي مرز

می�دهد. نشان را سرمایه�گذار مطلوبیت منحنی و مارکوویتز کاراي مرز شکل(1.3)

از: عبارتند مفروضات این است. گرفته شکل مفروضاتی براساس مارکوویتز مدل

است. عقلایی رفتار داراي سرمایه�گذار .1

هستند. افزایشی انتظار مورد مطلوبیت داراي و ریسک�گریزند سرمایه�گذاران، .2

می�کنند. انتخاب بازدهی انتظار واریانسمورد و میانگین مبناي بر را خود سرمایه سبد سرمایه�گذاران .3
8Mean-Variance
9Efficient Portfolio
10Utility Curve
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مطلوبیت منحنی و کارایی مرز :1.3 شکل

است. انتظار مورد واریانس و بازده نرخ از تابعی آنها بی�تفاوتی منحنیهاي بنابراین

است. تقسیم قابل بی�نهایت تا سرمایه�گذاري گزینه هر .4

است. مشابه همه براي این و داشته دوره�اي یک زمانی افق سرمایه�گذاران .5

براي بلعکس و می�دهند ترجیح را بالاتري بازده ریسک، از مشخص سطح یک در سرمایه�گذاران .6

هستند. ریسک کمترین خواهان بازدهی، از معینی سطح

ندارد). وجود معاملات و مالیات (هزینه هستند کامل بازارها .7

تابع از آنها احتمال که می�شود گرفته نظر در تصادفی متغیر به�صورت دارایی�ها بازده مارکوویتز رویکرد در

به�عنوان هم 11 معیار انحراف و سرمایه سبد کارایی معیار به�عنوان میانگین می�آید. به�دست نرمال توزیع

مورد بازده از عبارتند مارکوویتز مدل اصلی ورودیهاي می�شود. گرفته نظر در سرمایه سبد ریسک شاخص

کلاسیک مدل بازدهی�ها. بین همبستگی ضریب و دارایی�ها بازدهی واریانس-کواریانس ماتریس ، انتظار
11Standard Deviation
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می�شود([31]): بیان زیر به�صورت MV

Minimize ZQp =
١
٢
XTΣX (1.3)

subject to
µTX = R,∑n

i=١ xi = ١,
xi ≥ ٠, i = ١,٢, ..., n,

(2.3)

آن در که

E[X] = x١µ١ + ...+ xnµn = µTX,

V [X] =
∑
i,j

ρijσiσjxixj = XTΣX,

اول قید و است ام i سهم انتظار مورد بازده µi ام، j و ام i سهم بین همبستگی ضریب ρij که وقتی

تمام که می�دهد را اطمینان این دوم قید ،Rیعنی انتظار مورد بازدهی از مشخصی سطح دهنده نشان

12 استقراضی فروش اجازه سرمایه�گذار که است این نشان�دهنده هم آخر قید و شود سرمایه�گذاري بودجه

به�موارد می�توان جمله از که دارد غیر�واقعی فرضیات و معایب سري یک مارکوویتز مدل متأسفانه ندارد. را

کرد: اشاره زیر

می�شود. بزرگ اندازه از بیش کواریانس ماتریس محاسبات حجم دارایی، تعداد افزایش با .1

همانند است، نشده گرفته نظر در مارکوویتز مدل در دارد، وجود واقعی دنیاي در که محدویتهایی .2

معاملات ، 15 آستانه�اي خرید معاملاتی14، هزینه�هاي سرمایه13، سبد در ثابت سهام محدودیت

غیر�خطی توابع از محدودیتها این اکثر ، ... و 17 ثابت دسته�هاي در سهام معادلات ، 16 بلوکی

می�نماید. پیچیدگی دچار حل براي را مدل�ها که می�کنند پیروي
12 Short Selling
13Cardinality Constraint
14Transaction Cost
15Buy-in Thresholdy
16Roundlots
17Transaction Lot
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نیست. قبولی قابل فرض دارایی�ها بازده توزیع تابع بودن نرمال فرض .3

نرمال توزیع با دارایی یک براي معیار این که است معیار انحراف یا و واریانس ریسک، عمومی معیار .4

واریانس باشد، نداشته وجود دارایی براي خصوصیت دو این اگر است. قبول قابل کارا بازار در و

نیست. مناسبی معیار

جایگزین مدل�هاي 3.3

که رسید نتیجه این به [32] در وي کرد، اشاره نامطلوب ریسک مزایاي به 18 مارکویتز 1959 سال در

سرمایه�گذاران اینکه نخست هستند، نامطلوب ریسک ساختن حداقل به مایل علت دو به سرمایه�گذاران

نوع از بازدهی) (نرخ تصادفی متغیرهاي توزیع اگر اینکه دوم و می�اندیشند سرمایه اصل امنیت به ابتدا

جایزه دریافت هنگام وي 1991 سال در بعدها بود. خواهد مفید نامطلوب ریسک معیار آنگاه نباشد، نرمال

داشت. اشاره مسأله این به نیز، (MV ) مدل و سرمایه سبد مدرن نظریه ارائه براي اقتصاد نوبل

آرمانی برنامه�ریزي کارگیري به با سبد�سرمایه بهینه�سازي به�منظور مدلی ،[33] در 19 لرو و لی 1973 سال

21 معیاره چند آرمانی برنامه�ریزي نگرش ،[34] در 20 چیسیر و لی 1980 سال در بعد چندي نمودند. ارائه

سبد بهینه�سازي براي خطی برنامه�ریزي طریق از مدلی ،1991 سال در یامازاکی و کونو کردند. مطرح را

برنامه�ریزي از مدلی ،[35] در 22 مانسینی و اسپرانزا ، 1997 سال در آن، از پس کردند. ارائه سرمایه�گذاري

و داد ارائه معاملات واحدهاي حداقل و معاملات هزینه�هاي مثل واقعی خصوصیات با را 23 آمیخته صحیح

سال کردند. آزمایش میلان سهام بازار براي را مدل و گرفتند کمک ابتکاري الگوریتم�هاي از آن حل براي

آن در که را خطی برنامه�ریزي توسط حل قابل سرمایه سبد بهینه�سازي مدل ،[36] در 24 یونگ 1998
18Markowitz
19Lee and Lerro
20Lee and Chesser
21Multi-criteria goal programming
22Mansini and Speranza
23Mixed integer programming
24Young
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1999 سال نامید. 25 حداکثر” نمودن ”حداقل رویکرد را آن و شده تعریف حالت بدترین مبناي بر ریسک

در همکاران، و 26 چانک سال همین فوریه در کردند. معرفی را خاص مدلی [37] در همکاران و اکسیا

همین نوامبر در ادامه در پرداختند. سهام بهینه�سازي جهت غیر�خطی و پارامتریک مدلی ارائه به [38]

و محدودیت�ها با سرمایه سبد بهینه�سازي به�معرفی [39] در همکارانش و 27 پالمکویست جوناس سال،

2002 سال در دادند. ارائه خطی برنامه�ریزي نوع از مدلی ، 28 شرطی ریسک درمعرض ارزش هدف تابع

در پرداختند. ثابت و خطی معاملات هزینه�هاي اعمال با سبد بهینه�سازي به [40] در همکاران و 29 لوبو

سپس و پرداخت زمینه این در موجود مدل�هاي ارائه به [41] در 30 پاپاریستودولو کریستوس سال، همین

مدل هر در آمده به�دست سبد�هاي مقایسه به ماهه 12 زمانی دوره در سهام 5 از متشکل اي مسأله طرح با

سرمایه سبد ”بهینه�سازي عنوان تحت مقاله�اي در همکاران و 31 کخلاو آلکسی 2003 ژانویه در پرداخت.

و 33 مانسینی 2003 ژولاي در پرداخت. زمینه این در مدلی ارائه به 32 دهنده” کاهش محدودیت�هاي با

حل براي همکاران و 34 گاندریو 2004 سال در پرداخته�اند. LP مدل�هاي به�معرفی [42] در همکارانش

ادامه در کردند. معرفی را اولیه-دوگان 35 درونی نقطه روش ، سرمایه سبد غیر�خطی بهینه�سازي مسائل

می�پردازیم. نامبرده مدل�هاي از مدل چندین بیان به�
25Minimax
26Chang
27Palmquist
28Conditional Value at Risk
29Lobo
30Papahristodoulou
31Alexi Chekhlov
32Draw Down
33Mansini
34Gandryv
35Interior-point method
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دوم درجه مدل�هاي 1.3.3

مؤلفه�هاي با میانگین-واریانس عنوان”مدل تحت را مارکویتز یافته اصلاح مدل ، [43] در 36 گومز و فرناندز

است: زیر به�صورت آن عمومی شکل که کردند معرفی ” 37 محدود

Minimize Z =
١
٢
XTΣX (3.3)

subject to
µTX = R,∑n

i=١ xi = ١,
εi ≤ xi ≤ δi, i = ١,٢, ..., n.

(4.3)

به�صورت مربوطه مدل شود، اضافه فوق مسأله به منتخب دارایی�هاي به مربوط محدودیت صورتی�که در

می�آید: در زیر

Minimize λ[
n∑

i=١

n∑
j=١

zixizjxjρij]− (١ − λ)[
n∑

i=١

zixiµi] (5.3)

subject to

∑n
i=١ xi = ١,∑n
i=١ zi = k,

εizi ≤ xi ≤ δizi,
zi ∈ [٠,١],
xi ≥ ٠, i = ١,٢, ..., n.

(6.3)

و λ ∈ [٠,١] و است ام i سهم انتظار مورد بازده µi ام، j و ام i سهم بین همبستگی ضریب ρij آن در که

بود خواهد سبد در که سهامی تعداد مجموع است. ام i سهم در سرمایه�گذاري مورد در تصمیم متغیر zi

بهینه تکنیک مثل ابتکاري هاي الگوریتم از مسأله این حل براي بود. خواهد تا k دوم، محدودیت به بنا

است. شده گرفته کمک 38 ذرات جمعی سازي
36Fernandez and Gomez
37Cardinality Constrained Mean-Variance(CCMV)
38Particle Swarm Optimization(PSO)
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قطري دوم درجه فرم با مدلهایی

می�شود: بیان زیر به�صورت V کواریانس ماتریس [44] چولسکی تجزیه

V = LTL

عناصر، با Y = LX به�صورت Yn×١ جدید بردار تعریف با است، مثلثی پایین ماتریس یک Ln×nدر�آن که

yi =
i∑

j=١

lijxj i = ١, ..., n,

می�شود: بیان زیر به�صورت قطري مدل بنابراین می�آید. به�دست مارکوویتز مسأله از یکسان فرمول�بندي

Minimize Zdiag١ =
n∑

i=١

y٢
i (7.3)

subject to
yi =

∑i
j=١ lijxj i = ١,٢, ..., n,∑n

i=١ xiµi = R,∑n
i=١ xi = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, ..., n,
gyi ≤ yi ≤ hy

i i = ١,٢, ..., n.

(8.3)

هستند. (−∞ < yi < +∞) آزاد متغیرهاي yi کلی، دوم درجه فرم براي

این در نیز را T دوره کل در شده مشاهده R بازدهی�هاي ، V کواریانس ماتریس تجزیه در مشابه رویکرد

زیر به�صورت V ماتریس آنگاه بگیریم نظر در بازدهی�ها میانگین ماتریس را R̄ اگر کنیم. اعمال تجزیه

می�شود: محاسبه

V =
١

n− ١
(R− R̄)T (R− R̄).

قطري مدل بنابراین می�شود، تعریف V = STS به�صورت V ماتریس ، ST×n = ١√
n−١(R− R̄)تعریف با

می�شود: بیان زیر به�صورت دوم

Minimize Zdiag٢ =
T∑

t=١

y٢
t (9.3)
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subject to
yt =

∑n
i=١ stixi t = ١,٢, ..., T,∑n

i=١ xiµi = R,∑n
i=١ xi = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, ..., n,
gyt ≤ yt ≤ hy

t t = ١,٢, ..., T.

(10.3)

خطی مدل�هاي 2.3.3
39 انحرافات قدر�مطلق میانگین مدل

ارائه سرمایه سبد بهینه�سازي از خطی مدل تا کرد فراوانی تلاش 1971 سال در شارپ مارکویتز، از بعد

MAD مدل در کرد. پیشنهاد خطی قطعه�اي توابع از استفاده با را مدلی ،[45] در 40 کونو آن از بعد دهد،

در[46] آنها چنین هم می�شود. اندازه�گیري انحرافات قدر�مطلق میانگین واریانستوسط جاي ریسکبه

معادل باشند، �متغیره چند نرمال توزیع داراي بازدهی�ها که فرض این تحت مارکویتز مدل که دادند نشان

بنابراین باشد، t زمان در آن میانگین از سرمایه سبد بازدهی مطلق mtانحرافات کنید فرض آنهاست. مدل

می�کنیم: بیان زیر به�صورت را مدل

Minimize Zmad =
١
T

T∑
t=١

mt (11.3)

subject to

∑n
i=١(rit − µi)xi ≤ mt t = ١,٢, ..., T,∑n
i=١(rit − µi)xi ≥ −mt t = ١,٢, ..., T,∑n
i=١ xiµi = R,∑n
i=١ xi = ١,

mt ≥ ٠, t = ١,٢, ..., T,
xi ≥ ٠, i = ١,٢, ..., n.

(12.3)

است. کرده بحث MAD و MV مدل دو مزایا و معایب درباره ، [47] در 41 سیمن
39Mean-absolute Divation(MAD)
40Konno
41Simaan
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Maxmin مدل

گذشته دوره�هاي در که بازدهی حداقل از سرمایه، سبد انتخاب مسأله براي [36] در 1998 سال در یانگ

حداکثر کردن، حداقل دنبال به دیگر به�عبارتی می�کنند. استفاده ریسک تخمین به�عنوان است شده حاصل

بازدهی حداقل نشان�دهنده که را Mp متغیر اکنون هستیم. دهد، رخ است ممکن دوره طول در که زیانی

به�صورت مدل بنابراین می�کنیم، معرفی Mp = mint

∑n
i=١ ritxi به�فرم را سرمایه سبد از آمده بدست

است: بیان قابل زیر

Maximize Zmm = Mp (13.3)

subject to

∑n
i=١ ritxi ≥ Mp t = ١,٢, ..., T,∑n
i=١ xiµi = R,∑n
i=١ xi = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, ..., n,
lMp ≤ Mp ≤ uMp .

(14.3)

Minimax مدل

یک مدل معرفی از قبل کردند، ارائه MAD پایه بر را ریسک جدید مدلی ،[48] در همکاران و 42 کاي

می�دهیم: ارائه تعریف

است: زیر به�صورت ریسک مطلق انحراف ماکسیمم ،L∞ مدل .1.3.3 تعریف

L∞(x) = max١≤j≤nE(| rjxj − µjxj |).

می�شود: بیان زیر به�صورت Minimax مدل بنابراین

Minimize Zmm = l∞(x) = max١≤j≤nE(|rjxj − µjxj|) (15.3)

42Cai
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subject to
∑n

j=١ xjµj = R,∑n
j=١ xj = ١,

xj ≥ ٠, j = ١,٢, ..., n.
(16.3)

کرد:([49]) تبدیل زیر خطی به�فرم می�توان را مدل این

Minimize y (17.3)

subject to
qjxj ≤ y,∑n

j=١ xjµj = R,∑n
j=١ xj = ١,

xj ≥ ٠, j = ١,٢, ..., n.

(18.3)

است. (j = ١,٢, ..., n) براي y = maxqj و qj = E(|rj − µj|) آن که�در�

به�صورت شد، پیشنهاد [50] در یانگ و 43 تئو توسط که را L∞ ریسک تابع دیگر جایگزین همچنین،

و (i = ١,٢, ..., n) براي rjt از انتظار مورد مقادیر µjt و تصادفی متغیرهاي rjt در�آن که است: زیر

صورت به Minimax از دیگر مدل بنابراین است. L∞ یافته توسعه تابع این هستند. (t = ١,٢, ..., T )

است: شده ارائه زیر

Minimize Zmm = HT
∞(x) =

١
T

T∑
t=١

max١≤j≤nE(|rjtxj − µjtxj|) (19.3)

subject to
∑n

j=١ xjµj = R,∑n
j=١ xj = ١,

xj ≥ ٠, j = ١,٢, ..., n.
(20.3)

کرد:([49]) تبدیل زیر خطی به�فرم می�توان نیز، را مدل این

Minimize
١
T

T∑
t=١

yt (21.3)

subject to

43Teo
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ajtxj ≤ yt, i = ١,٢, ..., n , t = ١,٢, ..., T,∑n

j=١ xjµj = R,∑n
j=١ xj = ١,

xj ≥ ٠, j = ١,٢, ..., n.

(22.3)

مدلهاي یافتن براي هستند. (i = ١,٢, ..., n)(t = ١,٢, ..., T ) براي ،ajt = E|rjt − µjt| آن که�در�

ببینید. را [52 ،51 ،32] مراجع بیشتر

عصبی شبکه مدل 4.3

برنامه�ریزي به�صورت سرمایه سبد سازي بهینه مسائل بیشتر که است واضح بالا، تحلیل�هاي به توجه با

نظر در زیر به�صورت را دوم درجه برنامه�ریزي مسائل کلی فرم ما بنابراین هستند، دوم درجه و خطی

می�گیریم:

Minimize
١
٢
xTQx+DTx (23.3)

subject to{
Ax− b ≤ ٠,
Ex− f = ٠. (24.3)

x ∈ Rn ، E ∈ Rl×n ،b ∈ Rn ، A ∈ Rm×n مثبت، معین نیمه و متقارن ماتریس Q ∈ Rn×n در�آن که

به را (24.3)-(23.3) مسأله بهینه�سازي، استاندارد تکنیک�هاي از استفاده با . rank(A,E) = m + l و

می�کنیم. تبدیل غیر�خطی دینامیکی سیستم

بردارهاي اگر تنها و اگر است (24.3)-(23.3) بهینه جواب x∗ ، 13.2.1 و 12.2.1 قضایاي به توجه با

کند: صدق زیر K.K.T سیستم در (x∗T , u∗T , v∗T )T به�طوري�که باشند موجود v∗ ∈ Rl و u∗ ∈ Rm


Qx∗ +DT + ATu∗ + ETv∗ = ٠
u∗ ≥ ٠, Ax∗ − b ≤ ٠, u∗T (Ax∗ − b) = ٠,
Ex∗ − f = ٠

(25.3)

است (24.3)-(23.3) بهینه جواب x∗ بنابراین می�گویند. (24.3) و (23.3) براي K.K.T نقطه یک را x∗

باشد. (24.3)-(23.3) ،K.K.T نقطه یک x∗ اگر تنها و اگر
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ساختار یک بیان هدف هستند. زمان به وابسته متغیرهاي v(.) و u(.) ، x(.) که کنید فرض اکنون

عصبی شبکه مدل ما شود. هدایت (24.3)-(23.3) مسأله K.K.T نقطه به که است پیوسته�اي دینامیکی

می�کنیم: بیان زیر به�صورت دینامیکی معادله با را بازگشتی
dx
dt

= −(Qx+D + AT (u+ Ax− b)+ + ETv),
du
dt

= (u+ Ax− b)+ − u,
dv
dt

= Ex− f.
(26.3)

آن ،که�در (xT
٠ , u

T
٠ , v

T
٠ )

T آغازین نقطه با

(u+ Ax− b)+ = ([(u+ Ax− b)١]
+, [(u+ Ax− b)٢]

+, ..., [(u+ Ax− b)m]
+),

[(u+ Ax− b)k]
+ = max{(u+ Ax− b)k,٠}, k = ١,٢, ...,m.

-(23.3) از بهینه نقاط مجموعه D∗ ، y = (xT , uT , vT )T ∈ Rn+m+l می�کنیم تعریف سادگی، براي

و دوگانش و (24.3)

ζ(y) =

−(Qx+D + AT (u+ Ax− b)+ + ETv
(u+ Ax− b)+ − u

Ex− f

 (27.3)

نوشت: زیر به�صورت می�توان را (26.3) عصبی شبکه بنابراین

dy

dt
= κζ(y), (28.3)

y(t٠) = y٠. (29.3)

سادگی براي که است (29.3)-(28.3) عصبی شبکه همگرایی نرخ کننده بیان و اسکالر پارامتر κ وقتی

افزار سخت روي فوق مدل که است این بیانگر (2.3) شکل می�گیریم. نظر در ١ برابر را κ تحلیلمان،

می�شود. اجرا چگونه

همگرایی و پایداري تحلیل 5.3

می�شود. بررسی (28.3)-(29.3) شده پیشنهاد عصبی شبکه همگرایی و پایداري بخش این در



55 سبد�سرمایه بهینه�سازي .3 فصل

(28.3)-(29.3) عصبی شبکه دیاگرام بلوك :2.3 شکل

باشد. (28.3)-(29.3) عصبی شبکه از تعادل نقطه ، y∗ = (x∗T , u∗T , v∗T )T کنید فرض .1.5.3 قضیه

-(23.3) مسأله بهینه جواب x∗ ∈ Rn اگر بر�عکس، و است (24.3)-(23.3) مسأله K.K.Tاز نقطه x∗ آنگاه

یک y∗ = (x∗T , u∗T , v∗T )T که به�طوري دارد وجود v∗ ∈ Rl و u∗ ∈ Rm بردارهاي آنگاه باشد، (24.3)

است. (28.3)-(29.3) شده پیشنهاد عصبی شبکه از تعادل نقطه

du∗

dt
= ٠،dx∗

dt
= ٠ آنگاه باشد، فوق عصبی شبکه تعادل نقطه y∗ = (x∗T , u∗T , v∗T )T فرضکنید اثبات.

بنابراین .dv∗
dt

= ٠ و
Qx∗ +D + AT (u∗ + Ax∗ − b)+ + ETv∗ = ٠,
(u∗ + Ax∗ − b)+ − u∗ = ٠,
Ex∗ − f = ٠.

(30.3)

اگر تنها و اگر (u∗ + Ax∗ − b)+ = u∗ داریم طرفی، از

u∗ ≥ ٠, Ax∗ − b ≤ ٠, u∗T (Ax∗ − b) = ٠. (31.3)
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داریم: (30.3) در (31.3) جایگذاري با

Qx∗ +D + ATu∗ + ETv∗ = ٠ (32.3)

این و می�کند صدق K.K.T شرایط در y∗ = (x∗T , u∗T , v∗T )T که می�رسد به��نظر ،(30.3) و (34.3) از

می�کند. کامل را اثبات

داراي (29.3)-(28.3) سیستم ، y(t٠) = (x(t٠)
T , u(t٠)

T , v(t٠)
T )T آغازین نقطه هر براي .2.5.3 لم

است. y(t) = (x(t)T , u(t)T , v(t)T )T پیوسته یکتاي جواب

لیپ Ex− f و (u+Ax− b)+ − u ، Qx+D+AT (u+Ax− b)+ +ETv که است واضح اثبات.

عصبی شبکه ، (8.3.1) قضیه به توجه با هستند، D ⊆ Rn+m+lباز مجموعه روي پیوسته محلی شیتز

است. τ → ∞ وقتی t ∈ [t٠, τ) براي y(t) پیوسته یکتاي جواب داراي (29.3)-(28.3)

است. منفی معین نیمه ماتریس ، (27.3) در شده تعریف ζ نگاشت از ∇ζ(y) ژاکوبی ماتریس .3.5.3 لم

که: به�طوري است موجود ٠ < p < m می�کنیم فرض مسأله، ازکلیت کاستن بدون اثبات.

(u+ Ax− b)+ =

(u+ Ax− b)١, (u+ Ax− b)٢, ..., (u+ Ax− b)p,٠,٠, ...,٠︸ ︷︷ ︸
m−p

 .

داد: نشان می�توان ساده محاسبات با

∇ζ(y) =

−Qn×n − (Ap)TAp −(Ap)T −ET

Ap Tm×m Om×l

E Ol×m Ol×l

 ,

در�آن که

Ap =

[
Up×n

O(m−p)×n

]
=



A١.
A٢.
...
...
Ap.

O١×n

O١×n

...

...
O١×n


,
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و

Tm×m =

[
Op×p Op×(m−p)

O(m−p)×p −I(m−p)×(m−p)

]
.

نیمه ، Tm×m ماتریس طرفی از و است. مثبت معین نیمه ماتریس (Ap)TAp و است صفر ماتریس O که

است. منفی معین نیمه ، ∇ζ(y) ژاکوبی ماتریس بنابراین است. منفی معین

آنگاه ، (u+Ax− b)+ = ((u+ Ax− b)١, (u+ Ax− b)٢, ..., (u+ Ax− b)m) یعنی p = m اگر

∇ζ(y) =

−Qn×n − ATA −AT −ET

A Om×m Om×l

E Ol×m Ol×l

 .

p = ٠ اگر سرانجام، است. منفی معین نیمه ماتریس ∇ζ(y) که داد نشان می�توان قبلی، حالت مشابه

داریم: آنگاه ، (u+ Ax− b)+ = (٠,٠, ...,٠︸ ︷︷ ︸
m

) یعنی

∇ζ(y) =

On×n On×m −ET

Om×n −Im×m Om×l

E Ol×m Ol×l

 .

را اثبات این است، منفی معین نیمه ماتریس ∇ζ(y) که داد نشان می�توان به�سادگی هم، مورد این در

می�کند. کامل

، (28.3)-(29.3) در شده پیشنهاد عصبی شبکه آنگاه باشد، برقرار (3.5.3) لم فرض اگر .4.5.3 قضیه

x∗ آن در که است y∗ = (x∗T , u∗T , v∗T )T به سراسري همگرایی و لیاپانوف مفهوم به مجانبی پایدار

است. (24.3)-(23.3) بهینه جواب

بگیرید: نظر در را زیر به�صورت را (E : Rm+n+l → R) لیاپانوف تابع اثبات.

E(y) = ∥ζ(y)∥٢ +
١
٢
∥y − y∗∥٢. (33.3)

داریم: (27.3) از

dζ

dt
=

∂ζ

∂y

dy

dt
= ∇ζ(y)ζ(y).
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داریم: ، (28.3)-(29.3) عصبی شبکه از E(y(t)) مشتق محاسبه با

dE(y(t))

dt
= (

dζ

dt
)T ζ + ζT (

dζ

dt
) + (y − y∗)T

dy(t)

dt
=

ζT (∇ζ(y)T +∇ζ(y))ζ + (y − y∗)T ζ(y).

داریم ، (3.5.3) لم بردن به�کار با

ζT (y)(∇ζ(y)T +∇ζ(y))ζ(y) ≤ ٠, ∀y ̸= y∗. (34.3)

داریم: (7.3.1) قضیه و (6.3.1) تعریف از استفاده با همچنین

(y − y∗)T (ζ(y)− ζ(y∗)) = (y − y∗)T ζ(y) ≤ ٠, ∀y ̸= y∗.

بنابراین

dE(y(t))

dt
≤ ٠. (35.3)

ادامه در است. لیاپانوف مفهوم به مجانبی پایدار ، (28.3)-(29.3) عصبی شبکه که است معنی بدان این و

چون

E(y) ≥ ١
٢
∥y − y∗∥٢ (36.3)

همگراي دنباله�هاي زیر

{(x(tk)T , u(tk)T , v(tk)T )T |t٠ < t١ < ... < tk < tk+١}

به�طوري�که دارد، وجود k → ∞ از tk → ∞ وقتی

lim
k→∞

(x(tk)
T , u(tk)

T , v(tk)
T )T = (x̄T , ūT , v̄T )T ,

می�کند: صدق زیر رابطه در (x̄T , ūT , v̄T )T وقتی
dE(y(t))

dt
= ٠.
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است {(x(t)T , u(t)T , v(t)T )T |t ≥ t٠} از ω−حدي نقطه یک ، (x̄T , ūT , v̄T )T که می�دهد نشان این

در لازال ناورداي مجموعه قضیه از استفاده با ببینید). را [55] پیوست و 225 ،صفحه [54] (مرجع

مجموعه بزرگترین ،M و t → ∞ وقتی�که ،{(x(t)T , u(t)T , v(t)T )T → M} می�یابیم در ، (4.4.1)

داریم، (35.3) و (28.3)-(29.3) از است. K = {(x(t)T , u(t)T , v(t)T )T |dE(y(t))
dt

= ٠} در ناوردا

.M ⊆ K ⊆ D∗ با (x̄T , ūT , v̄T )T ∈ D∗ بنابراین dx
dt

= ٠ du
dt

= ٠, dv
dt

= ٠ ⇔ dE(y(t))
dt

= ٠.

می�کنیم: تعریف دیگري، لیاپانوف تابع ما ، در(33.3) v∗ = v̄ و u∗ = ū ، x∗ = x̄ جایگذاري با

Ē(y) = ∥ζ(y)∥٢ +
١
٢
∥y − ȳ∥٢. (37.3)

که داریم توجه .Ē(ȳ) = ٠. و پذیر مشتق پیوسته به�طور Ē(y) آنگاه

lim
k→∞

(x(tk)
T , u(tk)

T , v(tk)
T )T = (x̄T , ūT , v̄T )T ,

موجود q > ٠ ، ∀ϵ > ٠ .پس، limk→∞ Ē(x(tk)
T , u(tk)

T , v(tk)
T )T = Ē(x̄, ū, v̄) داریم اینرو از

. dĒ(y(t))
dt

≤ ٠ آوریم بدست می�توانیم ما مشابها . Ē(y(t)) < ϵ داریم t ≥ tq هر براي به�طوري�که است

داریم، t ≥ tq براي
١
٢
∥y(t)− ȳ∥٢ ≤ Ē(y(t)) ≤ ϵ.

شده پیشنهاد عصبی شبکه بنابراین، . limt→∞ y(t) = ȳ و limt→∞ ∥y(t) − ȳ∥ = ٠ نتیجه، در

بهینه جواب x̄ آن، در که است ȳ = (x̄T , ūT , v̄T )T تعادل نقطه به سراسري همگراي (28.3)-(29.3)

است. (24.3)-(23.3)

بگیریم. نتیجه را زیر گزاره می�توانیم (4.5.3) قضیه از

عصبی شبکه آنگاه ، D∗ = {(x∗T , u∗T , v∗T )T} و باشد برقرار (3.5.3) لم فرضیات اگر .5.5.3 گزاره

y∗ = یکتاي تعادل نقطه به سراسري مجانبی پایدار ، (24.3)-(23.3) کردن حل براي (29.3)-(28.3)

است. (x∗T , u∗T , v∗T )T
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عددي مثال�هاي 6.3

2 از مثال ذکر7 به ما بخش این در شده، پیشنهاد عصبی شبکه تأثیر و کارایی دادن نشان منظور به

بررسی y(٠) مختلف مقادیر براي را عصبی شبکه عملکرد مثال�ها، برخی براي می�پردازیم. مختلف مسأله

مختلف مقادیر و κ گوناگون مقادیر با را عصبی شبکه از عددي عملکرد مقایسه ما همچنین می�کنیم،

Matlab افزار نرم ode۴۵s پکیج در شبیه�سازي نتایج داریم. y٠ مشخص آغازین نقطه با ∥x(t)− x∗∥٢

است. شده محاسبه Lingo١١ افزار نرم توسط نیز مسائل واقعی جواب و شده انجام

Iمسأله

کند. انتخاب مشتري یک براي بهینه سرمایه سبد یک دارد قصد سیگما، مؤسسه سرمایه سبد مدیر

(A,B,C,D,E) سهم 5 می�کنیم فرض سادگی براي سبد، در دارایی�ها زیاد تعداد گرفتن نظر در به�جاي

هر مطلق انحرافات و واریانس ماتریس ماهه، 12 تاریخی داده�هاي باشد. اختیار در استکهلم بورس بازار از

دریافتی بازدهی حداقل ،١٠٠٠٠٠SEK گذاري سرمایه خواهان مشتري است. شده داده در[41] ماه

باشد. داشته گذاري سرمایه ٠٫ ٧۵٪ حداکثر سهم هر در دارد، نظر در و است ٣ ٪ (٣,٠٠٠SEK)

نداشتن اجازه و مشتري خواسته�هاي گرفتن نظر در با سبد، ریسک کردن حداقل فوق، مسأله بنابراین

است. هرسهام در استقراضی فروش

بگیرید: نظر در را (2.3)-(1.3) فرم به دوم درجه برنامه�ریزي مسأله .1.6.3 مثال

Minimize
٠٫ ٠٠١۴۶٧٣٩x٢

A + ٠٫]٢ ٠٠٠٢۶١٧٩xAxB + ٠٫ ٠٠٠۵٢١٠٣xAxc + ٠٫ ٠٠٠١٧٣٨٢xAxD

+ ٠٫ ٠٠٠۴٣٢٧٢xAxE − ٠٫ ٠٠٠٠١١٣٣xBxC + ٠٫ ٠٠٠۵٩٠١٠xBxD + ٠٫ ٠٠٠۴٨۶٩٩xBxE

− ٠٫ ٠٠٠٠٢٩٩٠xCxD − ٠٫ ٠٠٠١٧٠۶۴xCxE + ٠٫ ٠٠٠۵۵٢۶۴xDxE] + ٠٫ ٠٠١١١۶۴٠x٢
B

+ ٠٫ ٠٠١٠۵٧٩٠x٢
c + ٠٫ ٠٠١٠٨۵۴٣x٢

D + ٠٫ ٠٠١٠٠٣٧١x٢
E

s.t.
٠٫ ٠٢٠٧xA + ٠٫ ٠٣١۶xB + ٠٫ ٠٣٢٣xC + ٠٫ ٠٣٣٧xD + ٠٫ ٠٣٧۶xE ≥ ٠٫ ٠٣,
xA + xB + xC + xD + xE = ١,
٠ ≤ xA, xB, xC , xD, xE ≤ ٠٫ ٧۵.



61 سبد�سرمایه بهینه�سازي .3 فصل

شبکه مسأله این حل براي ما . x∗ = (٠,٠٫ ١۴۴,٠٫ ۴١٧,٠٫ ١٢٧,٠٫ ٣١٢)T مسأله این بهینه جواب

شبکه مسیرهاي که می�دهد نشان (3.3) شکل می�بریم. به�کار را (29.3)-(28.3) در شده پیشنهاد عصبی

است. مسأله بهینه جواب به همگرا متفاوت، آغازین نقطه ١٠ با پیشنهادي عصبی

بگیرید: نظر در را (12.3)-(11.3) فرم به خطی برنامه�ریزي مسأله .2.6.3 مثال

Minimize
١
٢
∑١٢

t=١ yt

s.t.
y١ + ٠٫ ٠٣٣٣xA + ٠٫ ٠٠٠۴xB + ٠٫ ٠٠٨٣xC + ٠٫ ٠٠۴٣xD + ٠٫ ٠١١۴xE ≥ ٠,
y١ − ٠٫ ٠٣٣٣xA − ٠٫ ٠٠٠۴xB − ٠٫ ٠٠٨٣xC − ٠٫ ٠٠۴٣xD − ٠٫ ٠١١۴xE ≥ ٠,
y٢ + ٠٫ ٠٢۴٣xA + ٠٫ ٠٢٣۴xB + ٠٫ ٠٢٠٣xC + ٠٫ ٠٢٨٣xD + ٠٫ ٠٢٩۴xE ≥ ٠,
y٢ − ٠٫ ٠٢۴٣xA − ٠٫ ٠٢٣۴xB − ٠٫ ٠٢٠٣xC − ٠٫ ٠٢٨٣xD − ٠٫ ٠٢٩۴xE ≥ ٠,
y٣ + ٠٫ ٠۵٠٧xA + ٠٫ ٠۶٧۶xB + ٠٫ ٠١٢٣xC + ٠٫ ٠٧٠٧xD + ٠٫ ٠٧۶۶xE ≥ ٠,
y٣ − ٠٫ ٠۵٠٧xA − ٠٫ ٠۶٧۶xB − ٠٫ ٠١٢٣xC − ٠٫ ٠٧٠٧xD − ٠٫ ٠٧۶۶xE ≥ ٠,
y۴ + ٠٫ ٠٣٨٧xA + ٠٫ ٠٢٠۴xB + ٠٫ ٠٠٨٧xC + ٠٫ ٠١۶٣xD + ٠٫ ٠١٣۴xE ≥ ٠,
y۴ − ٠٫ ٠٣٨٧xA − ٠٫ ٠٢٠۴xB − ٠٫ ٠٠٨٧xC − ٠٫ ٠١۶٣xD − ٠٫ ٠١٣۴xE ≥ ٠,
y۵ + ٠٫ ٠٢٢٣xA + ٠٫ ٠١۵۴xB + ٠٫ ٠١٧٣xC + ٠٫ ٠٣١٣xD + ٠٫ ٠١١۴xE ≥ ٠,
y۵ − ٠٫ ٠٢٢٣xA − ٠٫ ٠١۵۴xB − ٠٫ ٠١٧٣xC − ٠٫ ٠٣١٣xD − ٠٫ ٠١١۴xE ≥ ٠,
y۶ + ٠٫ ٠٢۶٣xA + ٠٫ ٠٠٢۴xB + ٠٫ ٠٠٠٣xC + ٠٫ ٠٧۶٧xD + ٠٫ ٠٠٠۶xE ≥ ٠,
y۶ − ٠٫ ٠٢۶٣xA − ٠٫ ٠٠٢۴xB − ٠٫ ٠٠٠٣xC − ٠٫ ٠٧۶٧xD − ٠٫ ٠٠٠۶xE ≥ ٠,
y٧ + ٠٫ ٠٣٣۴xA + ٠٫ ٠٣١۴xB + ٠٫ ٠٠١٣xC + ٠٫ ٠٢٨٣xD + ٠٫ ٠١٧۴xE ≥ ٠,
y٧ − ٠٫ ٠٣٣۴xA − ٠٫ ٠٣١۴xB − ٠٫ ٠٠١٣xC − ٠٫ ٠٢٨٣xD − ٠٫ ٠١٧۴xE ≥ ٠,
y٨ + ٠٫ ٠١۵٣xA + ٠٫ ٠١۶۴xB + ٠٫ ٠١١٣xC + ٠٫ ٠٠٠٣xD + ٠٫ ٠١٢۶xE ≥ ٠,
y٨ − ٠٫ ٠١۵٣xA − ٠٫ ٠١۶۴xB − ٠٫ ٠١١٣xC − ٠٫ ٠٠٠٣xD − ٠٫ ٠١٢۶xE ≥ ٠,
y٩ + ٠٫ ٠۵٩٧xA + ٠٫ ٠٠۶۶xB + ٠٫ ٠٧۴٧xC + ٠٫ ٠٠١٣xD + ٠٫ ٠١۴۴xE ≥ ٠,
‘y٩ − ٠٫ ٠۵٩٧xA − ٠٫ ٠٠۶۶xB − ٠٫ ٠٧۴٧xC − ٠٫ ٠٠١٣xD − ٠٫ ٠١۴۴xEg ≥ ٠,
y١٠ + ٠٫ ٠۶٣٧xA + ٠٫ ٠٠٨۴xB + ٠٫ ٠١١٣xC + ٠٫ ٠٢٢٣xD + ٠٫ ٠١٧۶xE ≥ ٠,
y١٠ − ٠٫ ٠۶٣٧xA − ٠٫ ٠٠٨۴xB − ٠٫ ٠١١٣xC − ٠٫ ٠٢٢٣xD − ٠٫ ٠١٧۶xE ≥ ٠,
y١١ + ٠٫ ٠٢۵٣xA + ٠٫ ٠٠۴۴xB + ٠٫ ٠٠۴٣xC + ٠٫ ٠٢٣٣xD + ٠٫ ٠٠٧۴xE ≥ ٠,
y١١ − ٠٫ ٠٢۵٣xA − ٠٫ ٠٠۴۴xB − ٠٫ ٠٠۴٣xC − ٠٫ ٠٢٣٣xD − ٠٫ ٠٠٧۴xE ≥ ٠,
y١٢ + ٠٫ ٠٣١٣xA + ٠٫ ٠۴٨۶xB + ٠٫ ٠٠٣٧xC + ٠٫ ٠٠٨٧xD + ٠٫ ٠٠٢۴xE ≥ ٠,
y١٢ − ٠٫ ٠٣١٣xA − ٠٫ ٠۴٨۶xB − ٠٫ ٠٠٣٧xC − ٠٫ ٠٠٨٧xD − ٠٫ ٠٠٢۴xE ≥ ٠,
٠٫ ٠٢٠٧xA + ٠٫ ٠٣١۶xB + ٠٫ ٠٣٢٣xC + ٠٫ ٠٣٣٧xD + ٠٫ ٠٣٧۶xE ≥ ٠٫ ٠٣,
xA + xB + xC + xD + xE = ١,
٠ ≤ xA, xB, xC , xD, xE ≤ ٠٫ ٧۵,
yt ≥ ٠, t = ١, ...,١٢.

پیشنهاد عصبی شبکه مسأله این حل براي ما . x∗ = (٠,٠,٠٫ ٧۵,٠,٠٫ ٢۵)T مسأله این بهینه جواب

پیشنهادي عصبی شبکه مسیرهاي که می�دهد نشان (4.3) شکل می�بریم. به�کار را (29.3)-(28.3) در شده
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.1.6.3 مثال در دلخواه آغازین نقطه ١٠ با (29.3)-(28.3) عصبی شبکه گذرا رفتار :3.3 شکل

عصبی شبکه از κ پارامتر تأثیر همچنین ما است. مسأله بهینه جواب به همگرا متفاوت، آغازین نقطه ٣٠ با

بزرگتر، κ که است واضح کردیم. بررسی (5.3) شکل در را ∥x(t) − x∗∥٢ مقدار روي (29.3)-(28.3)

می�دهد. نتیجه ∥x(t)− x∗∥٢ از بهتري همگرایی نرخ
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.2.6.3 مثال در دلخواه آغازین نقطه ٣٠ با (29.3)-(28.3) عصبی شبکه گذرا رفتار :4.3 شکل
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مثال در y٠ = (۴٠,−۴٠,۴٠,−۴٠,۴٠,−۴٠,۴٠)T با ∥x(t) − x∗∥٢ از همگرایی رفتار :5.3 شکل
.2.6.3
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مثال در y٠ = (۴٠,−۴٠,۴٠,−۴٠,۴٠,−۴٠,۴٠)T با ∥x(t) − x∗∥٢ از همگرایی رفتار :6.3 شکل
.3.6.3

بگیرید: نظر در را (14.3)-(13.3) فرم به خطی برنامه�ریزي مسأله .3.6.3 مثال

Maximize z
s.t.
٠٫ ٠۵۴xA + ٠٫ ٠٣٢xB + ٠٫ ٠۶۴xC + ٠٫ ٠٣٨xD + ٠٫ ٠۴٩xE ≥ z,
٠٫ ٠۴۵xA + ٠٫ ٠۵۵xB + ٠٫ ٠۵۶xC + ٠٫ ٠۶٢xD + ٠٫ ٠۶٧xE ≥ z,
− ٠٫ ٠٣٠xA − ٠٫ ٠٣۶xB − ٠٫ ٠۴٨xC − ٠٫ ٠٣٧xD − ٠٫ ٠٣٩xE ≥ z,
− ٠٫ ٠١٨xA + ٠٫ ٠۵٢xB + ٠٫ ٠٠٧xC + ٠٫ ٠۵٠xD + ٠٫ ٠۵١xE ≥ z,
٠٫ ٠۴٣xA + ٠٫ ٠۴٧xB + ٠٫ ٠۵٣xC + ٠٫ ٠۶۵xD + ٠٫ ٠۴٩xE ≥ z,
٠٫ ٠۴٧xA + ٠٫ ٠٣۴xB + ٠٫ ٠٣۶xC − ٠٫ ٠۴٣xD + ٠٫ ٠٣٧xE ≥ z,
٠٫ ٠۵۵xA + ٠٫ ٠۶٣xB + ٠٫ ٠١٧xC + ٠٫ ٠۶٢xD + ٠٫ ٠۵۵xE ≥ z,
٠٫ ٠٣۶xA + ٠٫ ٠۴٨xB + ٠٫ ٠۴٧xC + ٠٫ ٠٣۴xD + ٠٫ ٠٢۵xE ≥ z,
− ٠٫ ٠٣٩xA + ٠٫ ٠٢۵xB − ٠٫ ٠۵٩xC + ٠٫ ٠٣۵xD + ٠٫ ٠۵٢xE ≥ z,
− ٠٫ ٠۴٣xA + ٠٫ ٠۴٠xB + ٠٫ ٠۴٧xC + ٠٫ ٠۵۶xD + ٠٫ ٠٢٠xE ≥ z,
٠٫ ٠۴۶xA + ٠٫ ٠٣۶xB + ٠٫ ٠۴٠xC + ٠٫ ٠۵٧xD + ٠٫ ٠۴۵xE ≥ z,
٠٫ ٠۵٢xA − ٠٫ ٠١٧xB + ٠٫ ٠٣٢xC + ٠٫ ٠٢۵xD + ٠٫ ٠۴٠xE ≥ z,
٠٫ ٠٢٠٧xA + ٠٫ ٠٣١۶xB + ٠٫ ٠٣٢٣xC + ٠٫ ٠٣٣٧xD + ٠٫ ٠٣٧۶xE ≥ ٠٫ ٠٣,
xA + xB + xC + xD + xE = ١,
٠ ≤ xA, xB, xC , xD, xE ≤ ٠٫ ٧۵,
z ≥ ٠.

روي فوق شبکه κ پارامتر تأثیر است. x∗ = (٠,٠,٠٫ ۴۵٩۶,٠,٠٫ ۵۴٠۴)T مسأله این بهینه جواب

است. شده داده نشان (6.3) شکل در ∥x(t)− x∗∥٢
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بگیرید: نظر در را (22.3)-(21.3) به�فرم خطی برنامه�ریزي مسأله .4.6.3 مثال

Minimize
١

١٢
∑١٢

t=١ yt

s.t.
٠٫ ٠٣٣٣xA + ٠٫ ٠٠٠۴xB + ٠٫ ٠٠٨٣xC + ٠٫ ٠٠۴٣xD + ٠٫ ٠١١۴xE ≤ y١,
٠٫ ٠٢۴٣xA + ٠٫ ٠٢٣۴xB + ٠٫ ٠٢٠٣xC + ٠٫ ٠٢٨٣xD + ٠٫ ٠٢٩۴xE ≤ y٢,
٠٫ ٠۵٠٧xA + ٠٫ ٠۶٧۶xB + ٠٫ ٠١٢٣xC + ٠٫ ٠٧٠٧xD + ٠٫ ٠٧۶۶xE ≤ y٣,
٠٫ ٠٣٨٧xA + ٠٫ ٠٢٠۴xB + ٠٫ ٠٠٨٧xC + ٠٫ ٠١۶٣xD + ٠٫ ٠١٣۴xE ≤ y۴,
٠٫ ٠٢٢٣xA + ٠٫ ٠١۵۴xB + ٠٫ ٠١٧٣xC + ٠٫ ٠٣١٣xD + ٠٫ ٠١١۴xE ≤ y۵,
٠٫ ٠٢۶٣xA + ٠٫ ٠٠٢۴xB + ٠٫ ٠٠٠٣xC + ٠٫ ٠٧۶٧xD + ٠٫ ٠٠٠۶xE ≤ y۶,
٠٫ ٠٣٣۴xA + ٠٫ ٠٣١۴xB + ٠٫ ٠٠١٣xC + ٠٫ ٠٢٨٣xD + ٠٫ ٠١٧۴xE ≤ y٧,
٠٫ ٠١۵٣xA + ٠٫ ٠١۶۴xB + ٠٫ ٠١١٣xC + ٠٫ ٠٠٠٣xD + ٠٫ ٠١٢۶xE ≤ y٨,
٠٫ ٠۵٩٧xA + ٠٫ ٠٠۶۶xB + ٠٫ ٠٧۴٧xC + ٠٫ ٠٠١٣xD + ٠٫ ٠١۴۴xE ≤ y٩,
٠٫ ٠۶٣٧xA + ٠٫ ٠٠٨۴xB + ٠٫ ٠١١٣xC + ٠٫ ٠٢٢٣xD + ٠٫ ٠١٧۶xE ≤ y١٠,
٠٫ ٠٢۵٣xA + ٠٫ ٠٠۴۴xB + ٠٫ ٠٠۴٣xC + ٠٫ ٠٢٣٣xD + ٠٫ ٠٠٧۴xE ≤ y١١,
٠٫ ٠٣١٣xA + ٠٫ ٠۴٨۶xB + ٠٫ ٠٠٣٧xC + ٠٫ ٠٠٨٧xD + ٠٫ ٠٠٢۴xE ≤ y١٢,
٠٫ ٠٢٠٧xA + ٠٫ ٠٣١۶xB + ٠٫ ٠٣٢٣xC + ٠٫ ٠٣٣٧xD + ٠٫ ٠٣٧۶xE ≤ ٠٫ ٠٣,
xA + xB + xC + xD + xE = ١,
٠ ≤ xA, xB, xC , xD, xE ≤ ٠٫ ٧۵,
yt ≥ ٠, t = ١, ...,١٢.

عصبی شبکه مدل از مسأله این حل براي ما . x∗ = (٠,٠,٠٫ ٧۵,٠,٠٫ ٢۵)T مسأله این بهینه جواب

عصبی شبکه مسیرهاي که می�دهد نشان (7.3) شکل می�کنیم. استفاده (29.3)-(28.3) در شده پیشنهاد

است. مسأله بهینه جواب به همگرا متفاوت، آغازین نقطه ۴٠ با پیشنهادي
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.4.6.3 مثال در دلخواه آغازین نقطه ۴٠ با (29.3)-(28.3) عصبی شبکه گذرا رفتار :7.3 شکل

بگیرید: نظر در را (10.3)-(9.3) فرم به دوم درجه برنامه�ریزي مسأله .5.6.3 مثال

Minimize
∑١٢

t=١ y
٢
t

s.t.
y١ = ١

٠٫)٢ ٠٣٣٣xA + ٠٫ ٠٠٠۴xB + ٠٫ ٠٠٨٣xC + ٠٫ ٠٠۴٣xD + ٠٫ ٠١١۴xE),
y٢ = ١

٠٫+)٢ ٠٢۴٣xA + ٠٫ ٠٢٣۴xB + ٠٫ ٠٢٠٣xC + ٠٫ ٠٢٨٣xD + ٠٫ ٠٢٩۴xE),
y٣ = ١

٠٫−)٢ ٠۵٠٧xA − ٠٫ ٠۶٧۶xB + ٠٫ ٠١٢٣xC − ٠٫ ٠٧٠٧xD − ٠٫ ٠٧۶۶xE),
y۴ = ١

٠٫−)٢ ٠٣٨٧xA + ٠٫ ٠٢٠۴xB − ٠٫ ٠٠٨٧xC + ٠٫ ٠١۶٣xD + ٠٫ ٠١٣۴xE),
y۵ = ١

٠٫+)٢ ٠٢٢٣xA + ٠٫ ٠١۵۴xB + ٠٫ ٠١٧٣xC + ٠٫ ٠٣١٣xD + ٠٫ ٠١١۴xE),
y۶ = ١

٠٫+)٢ ٠٢۶٣xA + ٠٫ ٠٠٢۴xB + ٠٫ ٠٠٠٣xC − ٠٫ ٠٧۶٧xD − ٠٫ ٠٠٠۶xE),
y٧ = ١

٠٫+)٢ ٠٣٣۴xA + ٠٫ ٠٣١۴xB + ٠٫ ٠٠١٣xC + ٠٫ ٠٢٨٣xD + ٠٫ ٠١٧۴xE),
y٨ = ١

٠٫+)٢ ٠١۵٣xA + ٠٫ ٠١۶۴xB + ٠٫ ٠١١٣xC + ٠٫ ٠٠٠٣xD − ٠٫ ٠١٢۶xE),
y٩ = ١

٠٫−)٢ ٠۵٩٧xA − ٠٫ ٠٠۶۶xB − ٠٫ ٠٧۴٧xC + ٠٫ ٠٠١٣xD + ٠٫ ٠١۴۴xE),
y١٠ = ١

٠٫−)٢ ٠۶٣٧xA + ٠٫ ٠٠٨۴xB + ٠٫ ٠١١٣xC + ٠٫ ٠٢٢٣xD − ٠٫ ٠١٧۶xE),
y١١ = ١

٠٫+)٢ ٠٢۵٣xA + ٠٫ ٠٠۴۴xB + ٠٫ ٠٠۴٣xC + ٠٫ ٠٢٣٣xD + ٠٫ ٠٠٧۴xE),
y١٢ = ١

٠٫+)٢ ٠٣١٣xA − ٠٫ ٠۴٨۶xB − ٠٫ ٠٠٣٧xC − ٠٫ ٠٠٨٧xD + ٠٫ ٠٠٢۴xE),
٠٫ ٠٢٠٧xA + ٠٫ ٠٣١۶xB + ٠٫ ٠٣٢٣xC + ٠٫ ٠٣٣٧xD + ٠٫ ٠٣٧۶xE ≥ ٠٫ ٠٣,
xA + xB + xC + xD + xE = ١,
٠ ≤ xA, xB, xC , xD, xE ≤ ٠٫ ٧۵,
yt ≥ ٠, t = ١, ...,١٢.

عصبی شبکه مسأله این حل براي ما . x∗ = (٠,٠,٠٫ ۵١۵۵,٠,٠٫ ۴٨۴۵)T مسأله این بهینه جواب

عصبی شبکه مسیرهاي که می�دهد نشان (8.3) شکل می�بریم. به�کار را (29.3)-(28.3) در شده پیشنهاد



67 سبد�سرمایه بهینه�سازي .3 فصل

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

 x
1
(t)  x

2
(t)

 x
3
(t)

 x
4
(t)

 x
5
(t)

 x

.5.6.3 مثال در دلخواه آغازین نقطه ٣٠ با (29.3)-(28.3) عصبی شبکه گذرا رفتار :8.3 شکل

روي فوق شبکه κ پارامتر تأثیر است. مسأله بهینه جواب به همگرا متفاوت، آغازین نقطه ٣٠ با پیشنهادي

است. شده داده نشان (9.3) شکل در هم ∥x(t)− x∗∥٢

II مسأله

وجوه و قرضه اوراق ،US سهام�هاي شامل سبد کنید فرض می�شود، بیان صورت این به دیگر فرضی مسأله

مورد بازده دارایی�ها، از کلاس 3 این براي تاریخی بازدهی داده�هاي از استفاده با می�خواهیم ما باشد. نقد

10 خزانه اوراق شاخص سهام�ها، بازدهی براي S&P۵٠٠ شاخص از بزنیم. تخمین را آنها آتی انتظار

که شده سرمایه�گذاري پول بازار در ما وجه می�کنیم فرض و کردیم استفاده اوراق بازدهی براي 44 ساله

بازدهی براي سالانه زمانی سري است. شده داده (١ − dayfederalfundrate) شاخص با آن بازدهی

شده داده [57] در 2003 و 1960 سال�هاي بین دارایی کلاس هر کواریانس ماتریس و میانگین ، کل
4410-year Treasury Bond Index
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.5.6.3 مثال در ∥x(t)− x∗∥٢ از همگرایی رفتار :9.3 شکل

است.

بگیرید: نظر در را (2.3)-(1.3) فرم به دوم درجه برنامه�ریزي مسأله .6.6.3 مثال

Minimize
٠٫ ٠٢٧٧٨x٢

S + ٠٫ ٠١١١٢x٢
B + ٠٫ ٠٠١١۵x٢

M + ٠٫)٢ ٠٠٣٨٧xSxB + ٠٫ ٠٠٠٢١xSxM − ٠٫ ٠٠٠٢٠xBxM)
s.t.
٠٫ ١٠٧٣xS + ٠٫ ٠٧٣٧xB + ٠٫ ٠۶٢٧xM ≥ R,
xS + xB + xM = ١,
xS, xB, xM ≥ ٠.

کارا سرمایه�هاي سبد :1.3 جدول

MM Bonds Stocks واریانس (R)بازدهی نرخ
0.87 0.10 0.03 0.0010 0.065
0.75 0.12 0.13 0.0014 0.070
0.62 0.14 0.24 0.0026 0.075
0.49 0.16 0.35 0.0044 0.080
0.37 0.18 0.45 0.0070 0.085
0.24 0.20 0.56 0.0102 0.090
0.11 0.22 0.67 0.0142 0.095
0 0.22 0.78 0.0189 0.100
0 0.07 0.93 0.0246 0.105
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.6.6.3 مثال در آمده بدست سرمایه�هاي سبد کارایی مرز :10.3 شکل

ازاي به مدل این حل با و Rدرصد = ٠٫ ۵٪ افزایش با R = ١١٫ ۵٪ الی R = ۶٫ ۵٪ ازاي به

مرز (10.3) شکل می�آید. بدست (1.3) جدول مطابق بهینه سرمایه�هاي سبد ، R مختلف مقادیر

x∗ = ، R = ١٠٫ ۵٪ براي مسأله این بهینه جواب می�دهد. نشان را سرمایه�ها سبد این کارایی

(29.3)-(28.3) در شده پیشنهاد عصبی شبکه مسأله این حل براي ما است. (٠٫ ٩٣١۵,٠٫ ٠۶٨۵,٠)T

آغازین نقطه ۵٠ با پیشنهادي عصبی شبکه مسیرهاي که می�دهد نشان (11.3) شکل می�بریم. به�کار را

آغازین نقطه با ∥x(t)−x∗∥٢ روي فوق شبکه κ پارامتر تأثیر است. مسأله بهینه جواب به همگرا متفاوت،

است. شده داده نشان (12.3) شکل در ،y٠ = (٢٠−,٢٠,٢٠−,٢٠,٢٠−,٢٠,٢٠−,٢٠)T
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.6.6.3 مثال در دلخواه آغازین نقطه ٣٠ با (29.3)-(28.3) عصبی شبکه گذرا رفتار :11.3 شکل
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.6.6.3 مثال در ∥x(t)− x∗∥٢ از همگرایی رفتار :12.3 شکل
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بگیرید: نظر در را (8.3)-(7.3) فرم به دوم درجه برنامه�ریزي مسأله .7.6.3 مثال

Minimize (y١)
٢ + (y٢)

٢ + (y٣)
٢

s.t.
y١ = ٠٫ ١۶۶۶٧xS,
y٢ = ٠٫ ٠٢٣٢٢xS + ٠٫ ١٠٢٨۶xB,
y٣ = ٠٫ ٠٠١٢۶xS + ٠٫ ٠٢۴۶٨xM − ٠٫ ٠٠٢٢۴xB,
٠٫ ١٠٧٣xS + ٠٫ ٠٧٣٧xB + ٠٫ ٠۶٢٧xM ≥ ٠٫ ١٠۵,
xS + xB + xM = ١,
xS, xB, xM ≥ ٠,
y١, y٢, y٣ ≥ ٠.

پیشنهاد عصبی شبکه مسأله این حل براي ما . x∗ = (٠٫ ٩٣١۵,٠٫ ٠۶٨۵,٠)T مسأله این بهینه جواب

می�بریم. به�کار را (29.3)-(28.3) در شده

یکدیگر با مدل�ها عملکرد مقایسه

می�گیریم: نظر در فرضیه 2 با مدل، 5 این عملکرد مقایسه مورد در

به توجه با است. خود دریافتی بازدهی میزان به توجه بدون ریسک کمترین خواهان گذار، سرمایه .1

است. وي براي انتخاب بهترین MV مدل ، (2.3) جدول طبق شرط این

می�کند. انتخاب را Maximin مدل بنابراین است، بازدهی بیشترین خواهان گذار سرمایه .2

مدل�ها مقایسه :2.3 جدول

σ(٪) E(r)(٪) وزن�ها مدل
0.0383 3.40 x∗ = (٠,٠٫ ١۴۴,٠٫ ۴١٧,٠٫ ١٢٧,٠٫ ٣١٢) MV
0.0594 3.36 x∗ = (٠,٠,٠٫ ٧۵,٠,٠٫ ٢۵) MAD
0.0432 3.52 x∗ = (٠,٠,٠٫ ۴۵٩۶,٠,٠٫ ۵۴٠۴) Maximin
0.0594 3.36 x∗ = (٠,٠,٠٫ ٧۵,٠,٠٫ ٢۵) Minimax
0.0431 3.49 x∗ = (٠,٠,٠٫ ۵١۵۵,٠,٠٫ ۴٨۴۵) Diago٢
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مقدمه 1.4

شده انجام کارهاي بر مروري و کرده معرفی را تصادفی خطی برنامه�ریزي ابتدا نامه پایان از قطعه این در

مسائل براي عصبی شبکه مدل یک می�کنیم. مطرح را تصادفی قیود با بهینه�سازي مسائل سپس داریم،

می�آوریم. شده پیشنهاد مدل همگرایی و پایداري بر تحلیلی و می�دهیم ارائه دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي

تصادفی برنامه�ریزي مسائل از عددي مثال 4 شده، پیشنهاد عصبی شبکه مدل کارایی دادن نشان براي

می�کنیم. حل را هستند، محدب دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي مسائل از خاصی حالت که

تصادفی خطی برنامه�ریزي 1.1.4

کرد: فرمولبندي زیر به�صورت می�توان را تصادفی خطی برنامه�ریزي مسأله

Minimize f(x) =
n∑

j=١

cjxj, (1.4)

subject to

n∑
j=١

aijxj ≥ bi, i = ١,٢, ...,m, (2.4)

xj ≥ ٠, j = ١,٢, ..., n. (3.4)

متغیرهاي سادگی، (براي هستند. معلوم احتمال توزیعهاي با تصادفی متغیرهاي bi و aij و cj وقتیکه

طرح�هایی ایجاد سبب [60 ،59 ،58] تصادفی برنامه�ریزي مدل�هاي می�شوند)، فرض ،قطعی xj تصمیم

مقاومت می�توانند بهتر آمیز) فاجعه (نقص�هاي محصول موفقیت عدم و زیان�ها برابر در که می�شوند

مالی نقشه�هاي ، [61] 1 الکتریکی انرژي تولید شامل مختلف کاربردهاي براي مدلهایی چنین کنند.

تولید نفت[68]، صنایع ، [67] 4 تأمین زنجیره مدیریت ،[66 ،65] 3 تلفنی ارتباط ، [64 ،63 ،62] 2

1Electric power generation
2Financial planning
3Telecommunication network planning
4Supply chain management
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،[74 ،73] ونقل حمل محیط[72]، ،[71 الکتریسیته[70، کنندگان تأمین نقلیه[69]، وسایل کنندگان

می�روند. به�کار نظامی[76]5 سیستم و هوا-فضا شیمیایی[75]، فرآیند�هاي انرژي، ساختمان،

متغیرهاي هستند. 7 تطبیقی و 6 پیش�بینی قابل تصمیم متغیرهاي شامل تصادفی برنامه�ریزي مدل�هاي

پارامترهاي به توانند نمی و شوند گرفته حال زمان در باید که می�شوند تصمیماتی به مربوط پیش�بینی قابل

پس آتی تصمیمات به تطابقی متغیر�هاي باشند. وابسته آینده مشاهدات و جزئی تشخیص تصادفی

در می�توانند پیش�بینی قابل مدل�هاي دارند. بستگی تصادفی پارامترهاي از برخی یا تمام مشاهده از

شوند. بندي فرمول 9 تصادفی قیود با برنامه�ریزي مدل�هاي یا و 8 منابع با تصادفی برنامه�ریزي

یک به ما شد، ارائه [59] در 10 کوپر و چارنز توسط که تصادفی قیود با برنامه�ریزي فرمول�بندي در

قیود به معمولا مدل�ها این داریم. نیاز مشخص احتمال همراه به هدف دامنۀ درون خاص(تابع) متغیر

تصادفی قیود با برنامه�ریزي مسائل محاسباتی اولیه کارگیري به می�شوند. منتهی نامحدب و غیر�خطی

کلی مسأله حل براي دوگانه الگوریتم یک [77] 11 پریکوپا می�شود. نرمال تصادفی متغیرهاي به محدود

تصادفی قیود مدل�هاي حل براي مختلف روشهاي درباره بحث به در[78] او داد، پیشنهاد تصادفی قیود

تقریب براي فرآیندي [79] در 12 هیلر می�پردازد. جریمه توابع از استفاده و گرادیانی روش�هاي شامل

کرد جایگزین محدب تفکیک�پذیر قیود با را تصادفی قیود وي داد. پیشنهاد را خطی قیود با تصادفی قیود

سپالا کرد. سیمپلکسحل الگوریتم از استفاده با محدب تفکیک�پذیر برنامه�ریزي روش با را مسأله سپس و

را می�شود منفرد تصادفی قید یک جایگزین که 13 سخت یکنواخت خطی قیود از مجموعه�اي [80] در

دارد. کمتري کارایی هیلر روش به نسبت اما تراست دقیق بسیار روش این سپالا نظر براساس کرد. معرفی
5Military system
6Anticipative
7Adaptive
8Stochastic Programming with Recourse (SPR)
9Chance Constrained Programming (CCP)
10Charnes and Cooper
11Prekopa
12Hillier
13uniformly tighter linear constraints
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نسبت بیشتري محدودیت�هاي به حال این با نمی�شود، کران�دار متغیر داراي مسائل به محدود مدل این

کردند. امتحان را سپالا الگوریتم دقت و کارایی [81] در 14 اورپانا و سپالا است. نیازمند هیلر روش به

پیشنهاد تصادفی قیود با برنامه�ریزي مسائل حل براي تقریبی فرمول یک [82] در 15 سونس و اولسون

داشته خطی غیر فرم است ممکن این(هم) که می����گردد، تصادفی قیود براي کران ایجاد سبب که دادند

روش [84] در 16 ورا و وینتراب ببینید). را [83]) نیست دقیق خیلی تکنیک این وجود این با باشد،

تصادفی شده محدود ضرایب براي تصادفی قیود با برنامه�ریزي مسائل قطعی معادل حل براي برشی صفحه

سناریوها از مجموعه�اي روي جزئی ترتیب [85] در همکاران و 17 دنچوا کردند. ارائه را نرمال توزیع با

می�شوند) نامیده (١ − α) مؤثر نقاط (که سناریوها از محدودي تعداد که دادند نشان و کردند تعریف

به�منظور را مؤثر نقاط از مجموعه�اي مدوام به�طور که کردند ایجاد الگوریتمی آنها دارند. کلیدي نقش ،

قیود با کلی محدب برنامه�ریزي حد تا الگوریتم این می�کند. رسانی به�روز پائین و بالا کران�هاي تولید

پرداختند روش�هایی درباره بحث به [87] در 18 روژنسکی و برالدي است. یافته توسعه در[86] تصادفی

در 19 روژنسکی است. تصادفی صحیح برنامه�ریزي براي مؤثر نقاط کامل یا جزئی شمارش براساس که

با را 20 مقیاس بزرگ آمیخته صحیح برنامه�ریزي مسائل چون تصادفی قیود با برنامه�ریزي مسائل [88]

مسأله براي صحیح نامعادله�هاي و کرد فرمول�سازي دوباره 21 پشتی کوله محدودیت�هاي گرفتن نظر در

را سازي شبیه فرآیند و 23 ممنوع جستجوي [89] در 22 آرینگري کرد. ایجاد آمیخته صحیح برنامه�ریزي

داد. توسعه تصادفی قیود با برنامه�ریزي از فرمول�بندي با تلفنی ارتباط شبکه بهینه�سازي مسأله دو براي
14Seppala and Orpana
15Olson and Swenseth
16Weintraub and Vera
17Dentcheva
18Beraldi and Ruszczynski
19Ruszczynski
20Large scale Mixed integer programming
21Knapsack Constraints
22Aringheri
23Tabu Search
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نمونه�گیري مبناي بر تقریبی روش�هاي [91] در 25 ون�روي و دي�فاریاس ، [90] در 24 کامپی و کالافیور

آماري یادگیري روش�هاي از کامپی و کالافیور دادند. پیشنهاد را آماري یادگیري روش�هاي و محدودیت

حل طریق از احتمالا که اصلی قیود مجموعۀ از حجم) یا (احتمال اندازه روي کران�هایی کردن ایجاد براي

جواب که اساسی اصل این از استفاده با آنها توسط آمده بدست نتایج کردند. استفاده شده�اند تصادفی

نشان ون�روي و دي�فاریاس می�شود. پشتیبانی قیود از متناهی تعداد طریق از محدب مسأله براي بهینه

ردیابی قابل تعداد نمونه�گیري طریق از خطی برنامه�ریزي مسأله یک براي می�تواند وقوع احتمال که دادند

می�یابد افزایش اي چند�جمله صورت به متغیرها تعداد شدن زیاد با نمونه اندازه گردد. فراهم قیود از 26

مسائل براي پیچیدگی نتایج نمونه [92] در 27 لینگار و اردوگان است. اصلی قید مجموعۀ از مستقل و

مجموعه آن در که دادند گسترش مبهم تصادفی قیود با برنامه�ریزي مسائل با تصادفی قیود با برنامه�ریزي

استفاده با است. شده داده 28 پروهورف متریک تابع از جملاتی در شده تعریف گوي�هاي با قطعی غیر

مسائل براي خوبی تقریب که ساختند را 29 مقاوم نمونه مسأله یک استراسن-دوادلی، نمایش قضیه از

ژنتیک الگوریتم براساس [93] در 30 لیو و ایوامورا است. بالا احتمال با مبهم تصادفی قیود با برنامه�ریزي

هدف توابع محاسبه و تصادفی قیود بررسی شبیه�سازي، آن در که کردند ایجاد تصادفی سازي شبیه یک

چارچوبی لیو، و ایوامورا کار از گرفتن الهام با 31 [94] در وارگس و پوجاري می�گرفت. قرار استفاده مورد

پیشنهاد تصادفی قیود با برنامه�ریزي مسأله حل براي 32 کارلو مونت شبیه�سازي و ژنتیک الگوریتم شامل

کردند.

مطلوب معمولا تصادفی قیود مسائل واقعی زمان جوابهاي علمی، کاربردهاي از بسیاري و مهندسی در
24Calafiore and Campi
25De Farias and V. Roy
26tractable
27Erdogan and Iyengar
28Prohorov metric
29Robust
30Iwamura and Liu
31Poojari and Varghese
32Monte Carlo simulation
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نتایج داریم. نیاز واقعی زمان تصادفی قیود با برنامه�ریزي حل براي مؤثر روشهاي به نتیجه در است.

مختلف مسائل حل براي می��توان عصبی شبکه�هاي از که است آن از حاکی [124]-[95] قبلی مطالعات

و نامنفی انرژي تابع یک ایجاد بهینه�سازي براي عصبی شبکه�هاي اصلی ایده کرد. استفاده بهینه�سازي

دینامیکی سیستم می�کند. ایجاد را مصنوعی عصبی شبکه یک که است دینامیکی سیستم یک پایه�گذاري

یک به دینامیکی سیستم که می�رود انتظار به�علاوه است. اول مرتبه دیفرانسیل معادلات فرم به معمولا

اولیه نقطه یک با که است اصلی بهینه�سازي مسأله جواب با متناظر که تعادل) نقطۀ (یا پایدار وضعیت

گردد. نزدیک می�شود آغاز

تصادفی برنامه�ریزي مسائل حل براي عصبی شبکه�هاي از مدل یک فصل این در فوق، مباحث به توجه با

دوم مرتبه مخروط ریزي برنامه مسأله یک به�صورت تصادفی برنامه�ریزي مسأله ابتدا می�دهیم. ارائه خطی

می�کنیم، نامساوي قیود با محدب غیرخطی برنامه��ریزي به تبدیل را مسأله این سپس می�آید در محدب

�شوند. تبدیل آن هموار به�فرم ناهموار دوم مرتبه مخروط قیود سازي، هموار تکنیک از استفاده با زمانیکه

برنامه��ریزي مسائل حل براي عصبی شبکه مدل ، محدب برنامه�ریزي (K.K.T ) بهینگی شرایط براساس

شده پیشنهاد عصبی شبکه تعادل نقطۀ می�شود ثابت همچنین شد. خواهد پیشنهاد 33 محدب غیرخطی

تعادل نقطه یکتایی و وجود است. محدب دوم مرتبه مخروط ریزي برنامه مسأله از K.K.T نقطه برابر

براي کافی شرط مناسب، لیاپانوف تابع یک ساختن با گرفت. خواهد قرار آنالیز مورد نیز عصبی شبکه

آمد. خواهد بدست شده پیشنهاد شبکه یکتاي تعادل نقطه براي سراسري مجانبی پایدار و وجود تضمین

، [109] در maximum flow ،[108] در Minimax مسائل براي شده پیشنهاد عصبی شبکه مدل

شده استفاده موفقیت با نیز [111] در هندسی برنامه�ریزي براي و [110] در shortest Path problem

است.
33Convex Nonlinear Programming
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تصادفی قیود با بهینه�سازي مسائل 2.4

بیان زیر به�صورت (3.4)-(1.4) خطی تصادفی برنامه�ریزي مسأله تصادفی، قیود با برنامه�ریزي روش در

می�شود:

Minimize f(x) =
n∑

j=١

cjxj (4.4)

subject to

P[
n∑

j=١

aijxj ≤ bi] ≥ pi, i = ١,٢, ...,m, (5.4)

xj ≥ ٠, j = ١,٢, ..., n. (6.4)

(2.4) که کنید توجه هستند. شده مشخص احتمالات ها pi و تصادفی متغیرهاي ، aij ، bi ، cj وقتیکه

قید �iامین که می�دهد نشان
n∑

j=١

aijxj ≤ bi,

که می�کنیم فرض سادگی، براي شود. برآورده است، ٠ ≤ pi ≤ ١ وقتیکه pi احتمال با کم دست باید

تصادفی متغیرهاي ها bi یا aij یا cj تنها که را خاصی حالات ابتدا هستند. قطعی xj تصمیم متغیر�هاي

می�پردازیم. هستند، تصادفی متغیرهاي همگی bi cjو ، aij که کلی حالت به سپس کرده، بررسی را هستند

معیار انحراف و میانگین با نرمال توزیع داراي تصادفی متغیرهاي همۀ که می�کنیم فرض این بر علاوه

هستند. معلوم

هستند تصادفی متغیرهاي ها aij تنها هنگامی�که

همچنین باشد. نرمال توزیع با aij تصادفی متغیر واریانس Var(aij) = σ٢ و میانگین ،āij کنید فرض

متغیرهاي بین کواریانس نتیجه در و (i = ١, ...,m; j = ١, ..., n) ها aij متغیره چند توزیع کنید فرض
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می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را di کمیت . باشد معلوم cov(aij, akl) یعنی akl و aij تصادفی

di =
n∑

j=١

aijxj, i = ١,٢, ...,m. (7.4)

توزیع داراي هم di ، هستند نامعلوم و ثابت مقادیر x١, ..., xn و نرمال توزیع داراي ai١, ..., ain چون

واریانس و میانگین با نرمال

d̄i =
n∑

j=١

āijxj, i = ١,٢, ...,m, (8.4)

Var(di) = σ٢
di
= XTViX, (9.4)

می�شود: تعریف زیر به�صورت کواریانس، ماتریس امین i ، Vi آن در که است،

Vi =


Var(ai١) Cov(ai١, ai٢) ... Cov(ai١, ain)

Cov(ai٢, ai١) Var(ai٢) ... Cov(ai٢, ain)... ...
Cov(ain, ai١) Cov(ain, ai٢) ... Var(ain)

 . (10.4)

کرد: بیان زیر به�صورت می�توان را (5.4) قیود

P[di ≤ bi] ≥ pi,

یعنی

P[
di − d̄i√
Var(di)

≤ bi − d̄i√
Var(di)

] ≥ pi i = ١,٢, ..,m, (11.4)

بنابراین است. یک واریانس و صفر میانگین با استاندارد نرمال تصادفی34 متغیر یک di − d̄i√
Var(di)

وقتی

نوشت: زیر به�صورت می�توان را باشد bi با مساوي یا diکوچکتر اینکه احتمال

P[di ≤ bi] = ϕ(
bi − d̄i√
Var(di)

), i = ١, ...,m, (12.4)

34Variate
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دهندة نشان ei اگر است. x نقطه در استاندارد نرمال توزیع تجمعی، توزیع تابع بیانگر ϕ(x) آن که�در�

آن در که باشد استانداردي نرمال توزیع مقدار

ϕ(ei) = pi ≥ ٠٫ ۵ (ei ≥ ٠), (13.4)

کرد: بیان زیر به�صورت توان می� را (11.4) رابطۀ قیود آنگاه

ϕ(
bi − d̄i√
Var(di)

) ≥ ϕ(ei), i = ١,٢, ...,m, (14.4)

که است برقرار وقتی تنها نامساوي این

(
bi − d̄i√
Var(di)

) ≥ ei,

یا

d̄i + ei
√

Var(di)− bi ≤ ٠, i = ١,٢, ...,m. (15.4)

داریم ،(15.4) در (9.4) و (8.4) روابط دادن قرار با

n∑
j=١

āijxj + ei
√
XTViX − bi ≤ ٠, i = ١,٢, ...,m. (16.4)

احتمالی برنامه�ریزي مسأله جواب بنابراین هستند. تصادفی خطی قیود با معادل قطعی غیر�خطی قیود اینها

آورد. دست به زیر قطعی مسأله حل با می�توان را (6.4)-(4.4) در شده بیان

Minimize f(x) =
n∑

j=١

cjxj (17.4)

subject to{ ∑n
j=١ āijxj + ei

√
XTViX − bi ≤ ٠, i = ١,٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١,٢, ..., n. (18.4)



81 تصادفی برنامه�ریزي مسائل .4 فصل

به�صورت قطري ماتریس یک به (10.4) رابطه باشند، مستقل aij نرمال توزیع با تصادفی متغیرهاي اگر

می�یابد: کاهش زیر

Vi =


Var(ai١) ٠ ... ٠

٠ Var(ai٢) ... ٠
... ...
٠ ٠ ... Var(ain)

 . (19.4)

می�شوند: ساده زیر شکل به (16.4) رابطۀ قیود حالت این در
n∑

j=١

āijxj + ei

√√√√ n∑
j=١

[Var(aij)x٢
j ]− bi ≤ ٠, i = ١,٢, ...,m. (20.4)

هستند تصادفی متغیر�هاي ها bi تنها هنگامی�که

نرمال توزیع با bi تصادفی متغیر واریانس و میانگین دهنده نشان به�ترتیب V ar(bi) و b̄i کنید فرض

کرد: بیان زیر به�صورت می�توان را (5.4) قیود ضرایب باشند.

P[
n∑

j=١

aijxj ≤ bi] = P [

∑n
j=١ aijxj − b̄i√

Var(bi)
≤ bi − b̄i√

Var(bi)
]

= P[
bi − b̄i√
Var(bi)

≥
∑n

j=١ aijxj − b̄i√
Var(bi)

] ≥ pi i = ١,٢, ...,m, (21.4)

را (21.4) نامساوي است. یک واریانس و صفر میانگین با استاندارد نرمال متغیر یک bi−b̄i√
Var(bi)

آن در که

نوشت: می�توان هم زیر به�صورت

P[

∑n
j=١ aijxj − b̄i√

Var(bi)
≤ bi − b̄i√

Var(bi)
] ≤ ١ − pi, i = ١,٢, ...,m. (22.4)

آن در که باشد استانداردي تغییر مقدار بیانگر Ei اگر

ϕ(Ei) = ١ − pi < ٠٫ ۵, (Ei < ٠)

کرد: بیان زیر به�صورت می�توان را (22.4) رابطۀ قیود

ϕ

(∑n
j=١ aijxj − b̄i√

Var(bi)

)
≤ ϕ(Ei), i = ١,٢, ...,m. (23.4)
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که: است برقرار وقتی تنها نامساوي n∑این
j=١ aijxj − b̄i√

Var(bi)
≤ Ei < ٠, i = ١,٢, ...,m,

یا

n∑
j=١

aijxj − b̄i − Ei

√
Var(bi) ≤ ٠, i = ١,٢, ...,m. (24.4)

است: معادل زیر قطعی مسأله با (6.4)-(4.4) در شده بیان خطی برنامه�ریزي مسالۀ بنابراین

Minimize f(x) =
n∑

j=١

cjxj (25.4)

subject to{ ∑n
j=١ aijxj − b̄i − Ei

√
Var(bi) ≤ ٠, i = ١,٢, ...,m

xj ≥ ٠, j = ١,٢, ..., n (26.4)

هستند تصادفی متغیر�هاي ها cj تنها هنگامی�که

توزیع با تصادفی متغیر یک هم f(x) هدف تابع هستند، نرمال توزیع با تصادفی متغیرهایی ها cj چون

از: عبارتند f واریانس و میانگین است. نرمال

f̄ =
n∑

j=١

c̄jxj, (27.4)

Var(f) = XTV X, (28.4)

می�شود: تعریف زیر به�صورت Vکواریانس ماتریس و cj میانگین ، c̄j وقتیکه

V =


Var(c١) Cov(c١, c٢) ... Cov(c١, cn)

Cov(c٢, c١) Var(c٢) ... Cov(c٢, cn)... ...
Cov(cn, c١) Cov(cn, c٢) ... Var(cn)

 . (29.4)

کرد: فرمولبندي زیر به�صورت می�توان را جدید قطعی کمینه�سازي هدف تابع یک حال

F (x) = k١f̄ + k٢
√

Var(f), (30.4)
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معیار انحراف و ،f̄ نسبی اهمیت دهندة نشان آنها مقادیر که هستند نامنفی ثابت مقادیر k٢ و kوقتیکه١

به توجه بدون fباید انتظار مورد مقدار که می�دهد نشان k٢ = ٠ بنابراین است. سازي کمینه براي f

سازي کمینه باید که دهد می نشان باشد، k١ = ٠ اگر دیگر طرف از شود. سازي کمینه f معیار انحراف

اگر ترتیب، همین به دهیم. انجام f میانگین مقدار به توجه بدون را میانگینش حول f تغییر قابلیت

توجه هستند. برخوردار یکسانی اهمیت از f معیار انحراف و میانگین سازي کمینه باشد k١ = k٢ = ١

خطی غیر تابع یک ، f واریانس دیدگاه از است، شده بیان (30.4) رابطۀ در که جدید هدف تابع که کنید

است. x از

برنامه�ریزي مسأله حل با می�توان را (6.4)-(4.4) تصادفی خطی برنامه�ریزي مسالۀ جواب، بنابراین

آورد: به�دست زیر معادل غیر�خطی

Minimize F (x) = k١

n∑
j=١

c̄jxj + k٢
√
XTV X (31.4)

subject to{ ∑n
j=١ aijxj − bi ≤ ٠, i = ١,٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١,٢, ..., n. (32.4)

می�آید: در زیر به�صورت هدف تابع باشند، خطی مستقل cj تصادفی متغیر�هاي همۀ اگر

F (x) = k١

n∑
j=١

c̄jxj + k٢

√√√√ n∑
j=١

Var(cj)x٢
j . (33.4)

هستند تصادفی متغیر�هاي ها bi و aij ، cj هنگامی�که

به�همان را F (X) جدید هدف تابع می�توانیم می�شوند، ظاهر هدف تابع در تنها cj تصادفی متغیرهاي چون

کرد: بیان می�توان زیر به�صورت را (5.4) قیود بگیریم. نظر در (30.4) رابطۀ در شده داده صورت

P[hi ≤ ٠] ≥ pi i = ١,٢, ...,m, (34.4)
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می�شود تعریف زیر به�صورت که است جدید تصادفی متغیر یک hi �در�آن که

hi =
n∑

j=١

aijxj − bi =
n+١∑
k=١

qikyk, (35.4)

�در�آن که
qik = aik, k = ١,٢, ..., n,
qi,n+١ = bi,
yk = xk, k = ١,٢, ..., n,
yn+١ = −١.

متغیر�هاي خطی ترکیب به�صورت hi چون می�شود. تعریف کار راحتی براي yn+١ ثابت که کنید توجه

از: عبارتند hi واریانس و میانگین است. نرمال توزیع داراي پس می�شود، داده نرمال توزیع با qik تصادفی

h̄i =
n+١∑
k=١

q̄ikyk =
n∑

j=١

āijxj − b̄i, (36.4)

Var(hi) = Y TViY, (37.4)

�در�آن که

Vi =


Var(qi١) Cov(qi١, qi٢) ... Cov(qi١, qi,n+١)

Cov(qi٢, qi١) Var(qi٢) ... Cov(qi٢, qi,n+١)...
Cov(qi,n+١, qi١) Cov(qi,n+١, qi٢) ... Var(qi,n+١)

 .

نوشت: زیر صریح�تر به�صورت می�توان را این

Var(hi) =
n+١∑
k=١

[y٢
kVar(qik) + ٢

n+١∑
l=k+١

ykylCov(qik, qil)]

=
n∑

k=١

[y٢
kVar(qik) + ٢

n∑
l=k+١

ykylCov(qik, qil)]

+y٢
n+١Var(qi,n+١) +

n∑
l=١

[٢ylyn+١Cov(qil, qi,n+١)]

=
n∑

k=١

[x٢
kVar(aik) + ٢

n∑
l=k+١

xkxlCov(aik, ail)]

+Var(bi)− ٢
n∑

k=١

xkCov(aik, bi). (38.4)
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کرد: بیان زیر به�صورت می�توان را (34.4) روابط قیود بنابراین

P[
hi − h̄i√
Var(hi)

≤ −h̄i√
Var(hi)

] ≥ pi, i = ١,٢, ...,m, (39.4)

است. یک واریانس و صفر میانگین با استاندارد نرمال متغیر یک کنندة بیان [ hi − h̄i√
Var(hi)

] �در�آن که

آن در که باشد استانداردي متغیر مقدار دهندة نشان ei اگر بنابراین

ϕ(ei) = pi ≥ ٠٫ ۵ (ei ≥ ٠), (40.4)

هستند: زیر به�صورت بیان قابل (39.4) رابطۀ قیود

ϕ(
−h̄i√
Var(hi)

) ≥ ϕ(ei) i = ١,٢, ...,m. (41.4)

باشند: برقرار زیر غیر�خطی نامساویهاي که، برقرارند صورتی در تنها نامساویها این
−h̄i√
Var(hi)

≥ ei > ٠, i = ١,٢, ...,m,

یا

h̄i + ei
√

Var(hi) ≤ ٠, i = ١,٢, ...,m. (42.4)

غیر�خطی برنامه�ریزي مسأله یک به�عنوان می�توان را (6.4)-(4.4) احتمالی برنامه�ریزي مسأله بنابراین

نوشت: زیر معادل قطعی

Minimize F (x) = k١

n∑
j=١

c̄jxj + k٢
√
XTV X, k١, k٢ ≥ ٠ (43.4)

subject to{
h̄i + ei

√
Var(hi) ≤ ٠, i = ١,٢, ...,m,

xj ≥ ٠, j = ١,٢, ..., n. (44.4)
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برنامه مسائل به تبدیل قابل تصادفی قیود با سازي بهینه مسائل که است واضح ، [125] و بالا تحلیل از

مخروط ریزي برنامه مسائل مسائل از کلی فرم ما ، بنابراین هستند. 35 محدب دو مرتبه مخروط ریزي

می�گیریم: نظر در زیر به�صورت را محدب دو مرتبه

Minimize f(x) (45.4)
subject to

Ex+ d ⪰K ٠, (46.4)

x ≥ ٠. (47.4)

در برداري d ،m ≥ n ماتریسm×nبا یک E ، محدب بستۀ سره تابع ،f : Rn → R
∪
{+∞} وقتیکه

لورنتس مخروط�هاي که دوم مرتبه مخروط�هاي از دکارتی حاصلضرب K و x ∈ K یعنی x ⪰K ٠ و Rm

دیگر عبارت به . می�شوند نامیده هم بستنی مخروط یا

K = Km١ ×Km٢ × ...×Kmr ,

و m١ + ...+mr = n با r,m١, ...,mr ≥ ١ در�آن که

Kmi := {(x١, x٢)
T ∈ R× Rmi−١ | x١ ≥ ∥x٢∥}, (48.4)

یک داریم سعی ما بعد قطعه در است. نامنفی حقیقی R+ از مجموعه K١ و اقلیدسی نرم ∥.∥ در�آن که

. دهیم پیشنهاد (47.4)-(45.4) مسأله حل براي بالا عملکرد با عصبی شبکه مدل

عصبی شبکه مدل 3.4

[126] از سازي هموار یک با (i = ١, ..., r) براي را x ⪰Kmi ٠ دوم مرتبه مخروط غیر�هموار قیود ما

می�کنیم: جایگزین زیر به�صورت
√

ϵ٢ + ∥x٢∥٢ ≤ x١, (49.4)
35CSOCP
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قید در آمده به�دست اغتشاش می�شود. انتخاب ١٠−۶ حدود اغلب که است کوچکی ثابت ϵ در�آن که

مسأله بنابراین شود. هموار و محدب (47.4)-(45.4) مسأله قیود می�شود باعث ، دوم مرتبه مخروط

زیر به�صورت معادل هموار محدب بهینه�سازي مسأله یک به می�تواند (46.4)-(45.4) هموار غیر و محدب

شود: تبدیل

Minimize f(x) (50.4)

subject to

g(x) ≤ ٠. (51.4)

ϵ−اغتشاش روش با Ex+ d ⪰K ٠ از هموار�سازي یک h(x) ∈ Rm, و g(x) =
[
h(x)
x

]
در�آن که

هستند. مشتق�پذیر دوبار و محدب h(x) برداري توابع که است واضح است.

وجود u∗ ∈ Rm بردار اگر تنها و اگر (51.4)-(50.4) از بهینه جواب یک x∗ ∈ Rn که می�بینیم ،[1] از

کند: صدق زیر K.K.T سیستم در (x∗T , u∗T )T به�طوري�که باشد }داشته
u∗ ≥ ٠, g(x∗) ≤ ٠, u∗Tg(x∗) = ٠,
∇f(x∗) +∇g(x∗)Tu∗ = ٠. (52.4)

که است واضح نامیم. x∗ با متناظر لاگرانژ ضریب بردار را u∗ و (51.4)-(50.4) از K.K.T نقطه را x∗

باشد. (51.4)-(50.4) از K.K.T نقطه x∗ اگر تنها و اگر است، (51.4)-(50.4) از بهینه جواب x∗

دینامیکی ساختار یک بیان ما هدف باشند. زمان به وابسته متغیرهاي u(.) و x(.) که کنید فرض �اکنون

شبکه مدل ما شود. هدایت آن دوگان و (51.4)-(50.4) مسأله K.K.T نقطه به که است پیوسته زمان

می�کنیم: بیان زیر به�صورت دینامیکی معادله با را آن دوگان و (51.4)-(50.4) حل براي بازگشتی عصبی

dx

dt
= −

(
∇f(x) +∇g(x)T (u+ g(x))+

)
, (53.4)

du

dt
= (u+ g(x))+ − u, (54.4)
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در�آن که ،y٠ = (xT
٠ , u

T
٠ )

T آغازین نقطه با

(u+ g(x))+ = ([u١ + g١(x)]
+, [u٢ + g٢(x)]

+, ..., [um + gm(x)]
+),

[uk + gk(x)]
+ = max{uk + gk(x),٠}, k = ١,٢, ...,m.

و (51.4)-(50.4) از بهینه نقاط مجموعه D∗ ، y = (xT , uT )T ∈ Rn+m می�کنیم، تعریف سادگی براي

، آن دوگان

Φ(y) =

[
−
(
∇f(x) +∇gT (u+ g(x))+

)
(u+ g(x))+ − u

]
. (55.4)

نوشت: زیر به�صورت می�توان را (54.4)-(53.4) عصبی شبکه بنابراین

dy

dt
= κΦ(y), (56.4)

y(t٠) = y٠. (57.4)

براي می�دهد. نشان را (57.4)-(56.4) عصبی شبکه همگرایی نرخ و است 36 اسکالر پارامتر κ آن در که

چگونه افزار سخت روي فوق شبکه که است این بیانگر (1.4) شکل می�گیریم. نظر در κ = ١ سادگی،

می�شود. اجرا

همگرایی و پایداري تحلیل 4.4

می�شود. بررسی (57.4)-(56.4) شده پیشنهاد عصبی شبکه همگرایی و پایداري قطعه این در

آنگاه باشد. (56.4)-(57.4) عصبی شبکه از تعادل نقطه ، y∗ = (x∗T , u∗T )T کنید فرض .1.4.4 قضیه

(50.4)-(51.4) مسأله بهینه جواب x∗ ∈ Rn اگر برعکس ، (50.4)-(51.4) مسأله از K.K.T نقطه x∗

36Scale
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(57.4)-(56.4) عصبی شبکه دیاگرام بلوك :1.4 شکل

عصبی شبکه از تعادل نقطه y∗ = (x∗T , u∗T )T که به�طوري دارد وجود u∗ ∈ Rm بردار آنگاه باشد،

است. (57.4)-(56.4) شده پیشنهاد

dx∗

dt
= ٠ آنگاه باشد، (57.4)-(56.4) عصبی شبکه تعادل نقطه y∗ = (x∗T , u∗T )T کنید فرض اثبات.

نتیجه در . du
∗

dt
= ٠ و

∇f (x∗) +∇g(x∗)T (u∗ + g(x∗))+ = ٠, (58.4)

(u∗ + g(x∗))+ = u∗. (59.4)

اگر تنها و اگر u∗ = (u∗ + g(x∗))+ داریم همچنین،

u∗ ≥ ٠, g(x∗) ≤ ٠, u∗Tg(x∗) = ٠. (60.4)

داریم (58.4) در (59.4) جایگذاري با بنابراین،

∇f(x∗) +∇g(x∗)Tu∗ = ٠ (61.4)
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اثبات این و می�کند صدق K.K.T شرایط در y∗ = (x∗T , u∗T )T که می�شود ،نتیجه (61.4) و (60.4) از

می�کند. کامل را

یکتاست. (57.4)-(56.4) شده پیشنهاد عصبی شبکه مدل تعادل نقطه .2.4.4 لم

K.K.T وکافی لازم شرایط است، x∗ یکتاي بهینه جواب داراي (51.4)-(50.4) مسأله چون اثبات.

مدل تعادل نقطه که می�بینیم (1.4.4) قضیه از بنابراین هستند، y∗ = (x∗T , u∗T )T یکتاي جواب داراي

شبکه تعادل نقطه بنابراین می�کند. صدق (52.4) ،K.K.T سیستم در (56.4)-(57.4) شده پیشنهاد

یکتاست. (56.4)-(57.4) عصبی

جواب داراي (56.4)-(57.4) سیستم ، y(t٠) = (x(t٠)
T , u(t٠)

T )T آغازین نقطه هر براي .3.4.4 لم

است. y(t) = (x(t)T , u(t)T )T پیوسته یکتاي

مجموعه روي پذیر مشتق پیوسته به�طور توابع ، ∇gk(x), (k = ١, . . . ,m) و ∇f(x) چون اثبات.

محلی شیتز لیپ (u+ g(x))+−u و ∇f(x)+∇g(x)T (u+ g(x))+ بنابراین هستند، D ⊆ Rn+mباز

(56.4)-(57.4) عصبی شبکه ، (8.3.1) قضیه به توجه با هستند، D ⊆ Rn+m+lباز مجموعه روي پیوسته

است. τ → ∞ وقتی t ∈ [t٠, τ) براي y(t) پیوسته یکتاي جواب داراي

است. منفی معین نیمه (55.4) در شده تعریف Φ نگاشت از ∇Φ(y) ژاکوبی ماتریس .4.4.4 لم

که به�طوري دارد وجود ٠ < p < m می�کنیم فرض مسأله، ازکلیت کاستن بدون اثبات.

(u+ g)+ = (u١ + g١(x), u٢ + g٢(x), ..., up + gp(x),٠,٠, ...,٠︸ ︷︷ ︸
m−p

) ≥ ٠.

که داد نشان می�توان ساده محاسبات با

∇Φ(y) =

[
−(∇٢f(x) +

∑p
k=١((uk + gk)∇٢gpk(x)) +∇gp(x)T∇gp(x)) −∇gp(x)T

∇gp(x) Sm×m

]
,
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در�آن که

∇gp(x) =

[
Up×n

O(m−p)×n

]
=



∂g١

∂x١
...

∂g١

∂xp−١

∂g١

∂xp

∂g١

∂xp+١
...

∂g١

∂xn
∂g٢

∂x١
...

∂g٢

∂xp−١

∂g٢

∂xp

∂g٢

∂xp+١
...

∂g٢

∂xn

... ...

... ...
∂gp
∂x١

...
∂gp

∂xp−١

∂gp
∂xp

∂gp
∂xp+١

...
∂gp
∂xn

٠ ... ٠ ٠ ٠ ... ٠
٠ ... ٠ ٠ ٠ ... ٠

٠ ... ٠ ٠ ٠ ... ٠



,

(k = ١,٢, ..., p) براي ∇٢gpk(x) و

∇٢gpk(x) =



∂٢gk
∂x٢

١
...

∂٢gk
∂x١∂xp−١

∂٢gk
∂x١∂xp

∂٢gk
∂x١∂xp+١

...
∂٢gk

∂x١∂xn

∂٢gk
∂x٢∂x١

...
∂٢gk

∂x٢∂xp−١

∂٢gk
∂x٢∂xp

∂٢gk
∂x٢∂xp+١

...
∂٢gk

∂x٢∂xn

... ...

... ...
∂٢gk

∂xp∂x١
...

∂٢gk
∂xp∂xp−١

∂٢gk
∂٢xp

∂٢gk
∂xp∂xp+١

...
∂٢gk

∂xp∂xn

٠ ... ٠ ٠ ٠ ... ٠
٠ ... ٠ ٠ ٠ ... ٠

٠ ... ٠ ٠ ٠ ... ٠



,

و

Sm×m =

[
Op×p Op×(m−p)

O(m−p)×p −I(m−p)×(m−p)

]
,

توابع چون . است مثبت معین نیمه ماتریس ،∇gp(x)T∇gp(x)ماتریس است. ماتریسصفر O در�آن که

∇٢gk(x) و ∇٢f(x) هسین ماتریس�هاي بنابراین شده، فرض پذیر مشتق دوبار و محدب f, g١, . . . , gm

∇٢gk(x) بودن مثبت معین از به�علاوه هستند. مثبت نیمه�معین ماتریس�هاي ،(k = ١,٢, ..., p) براي

ماتریس که است واضح همچنین هستند. مثبت معین نیمه ∇٢gpk(x) ماتریس�هاي که گفت می�توان

است. منفی معین نیمه ، Sm×m
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منفی معین نیمه ، ∇Φ(y) ژاکوبی ماتریس بگیریم نتیجه می�توانیم ما شده، گفته توضیحات طبق

است.

داریم: آنگاه ، (u+ g)+ = (u١ + g١(x), u٢ + g٢(x), ..., um + gm(x)) یعنی p = m اگر

∇Φ(y) =

[
−(∇٢f(x) +

∑m
k=١((uk + gk)∇٢gk(x)) +∇g(x)T∇g(x)) −∇g(x)T

∇g(x) Om×m

]
.

ماتریس ∇٢gk(x) = ∇٢gmk (x) و g(x) برداري توابع از ژاکوبی ماتریس ∇g(x) = ∇gm(x) در�آن که

که داد نشان بسادگی می�توان قبلی، حالت مشابه . هستند (k = ١,٢, ...,m) براي gk(x) از هسین

است. منفی معین نیمه ماتریس ∇Φ(y)

داریم: آنگاه ، (u+ g)+ = (٠,٠, ...,٠︸ ︷︷ ︸
m

) یعنی p = ٠ اگر سرانجام،

∇Φ(y) =

[
−∇٢f(x) On×m

Om×n −Im×m

]
.

کامل را اثبات این است، منفی معین نیمه ماتریس ∇Φ(y) که داد نشان می�توان هم، حالت این در

می�کند.

و لیاپانوف مفهوم به مجانبی پایدار ، (57.4)-(56.4) در شده پیشنهاد عصبی شبکه مدل .5.4.4 قضیه

است. (51.4)-(50.4) از بهینه جواب x∗ وقتی ، y∗ = (x∗T , u∗T )T به سراسري همگرایی

بگیرید: نظر در را زیر لیاپانوف تابع اثبات.

E(y) = ∥Φ(y)∥٢ +
١
٢
∥y − y∗∥٢. (62.4)

داریم: ، (55.4) از

dΦ

dt
=

∂Φ

∂y

dy

dt
= ∇Φ(y)Φ(y).
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بنابراین

dE(y(t))

dt
= (

dΦ

dt
)TΦ + ΦT (

dΦ

dt
) + (y − y∗)T

dy(t)

dt
=

ΦT (∇Φ(y)T +∇Φ(y))Φ + (y − y∗)TΦ(y).

داریم: (4.4.4) لم بردن بکار با

ΦT (y)(∇Φ(y)T +∇Φ(y))Φ(y) ≤ ٠, ∀y ̸= y∗. (63.4)

داریم: (7.3.1) قضیه و (6.3.1) تعریف از استفاده با

(y − y∗)T (Φ(y)− Φ(y∗)) = (y − y∗)TΦ(y) ≤ ٠, ∀y ̸= y∗.

بنابراین

dE(y(t))

dt
≤ ٠. (64.4)

ادامه در است. لیاپانوف مفهوم به مجانبی پایدار ، (56.4)-(57.4) عصبی شبکه که است معنی بدان این

چون

E(y) ≥ ١
٢
∥y − y∗∥٢, (65.4)

همگراي زیر�دنباله�هاي

{(x(tk)T , u(tk)T )T |t٠ < t١ < ... < tk < tk+١},

به�طوري�که دارد، وجود k → ∞ از tk → ∞ وقتی

lim
k→∞

(x(tk)
T , u(tk)

T )T = (x̄T , ūT )T ,

می�کند: صدق زیر رابطه در (x̄T , ūT )T وقتی
dE(y(t))

dt
= ٠,
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استفاده با است. {(x(t)T , u(t)T )T |t ≥ t٠} از حدي −ω نقطه یک ، (x̄T , ūT )T که می�دهد نشان این

ناوردا مجموعه Mبزرگترین در�آن که ، t → ∞ براي {(x(t)T , u(t)T )T → M} داریم (4.4.1) قضیه از

داریم (64.4) و (57.4)-(56.4) از است. K = {(x(t)T , u(t)T )T |dE(y(t))
dt

= ٠} در
dx

dt
= ٠, du

dt
= ٠ ⇔ dE(y(t))

dt
= ٠.

M ⊆ K ⊆ D∗. با (x̄T , ūT )T ∈ D∗ بنابراین

می�کنیم، تعریف زیر به�صورت دیگري لیاپانوف تابع ما ، در(62.4) u∗ = ū و x∗ = x̄ جایگذاري با

Ē(y) = ∥Φ(y)∥٢ +
١
٢
∥y − ȳ∥٢. (66.4)

طرفی از .�Ē(ȳ) = ٠ و پذیر مشتق پیوسته به�طور Ē(y) آنگاه

lim
k→∞

(x(tk)
T , u(tk)

T )T = (x̄T , ūT )T ,

داریم اینرو از

lim
k→∞

Ē(x(tk)
T , u(tk)

T )T = Ē(x̄, ū).

. Ē(y(t)) < ϵ داریم ، t ≥ tq هر براي به�طوري�که دارد وجود q > ٠ ، ϵ > ٠ هر ازاي به بنابراین،

داریم، t ≥ tq براي . dĒ(y(t))
dt

≤ ٠ بیاوریم دست به می�توانیم مشابها
١
٢
∥y(t)− ȳ∥٢ ≤ Ē(y(t)) ≤ ϵ.

در شده پیشنهاد عصبی شبکه بنابراین، . limt→∞ y(t) = ȳ یا limt→∞ ∥y(t) − ȳ∥ = ٠ نتیجه در

از بهینه جواب x̄ آن در که است ȳ = (x̄T , ūT )T تعادل نقطه به سراسري همگراي (57.4)-(56.4)

است. (51.4)-(50.4)

گیریم. می نتیجه را زیر ،گزاره (5.4.4) قضیه از ما
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-(50.4) کردن حل براي (57.4)-(56.4) عصبی شبکه آنگاه ، D∗ = {(x∗T , u∗T )T} اگر .6.4.4 گزاره

است. y∗ = (x∗T , u∗T )T یکتاي تعادل نقطه به سراسري مجانبی پایدار ، (51.4)

عددي مثال�هاي 5.4

ذکر به ما قطعه، این در ، (57.4)-(56.4) شده پیشنهاد عصبی شبکه تأثیر و کارایی دادن نشان منظور به

پیشنهادي عصبی شبکه از عددي عملکرد مقایسه ما مثال�ها، برخی براي می�پردازیم. عددي مثال چندین

عددي عملکرد مقایسه ما مسائل از دیگر برخی براي داریم. y(٠) اولیه حالت از گوناگون مقادیر با را

مختلف مقادیر و κ همگرایی نرخ از گوناگون مقادیر با (57.4)-(56.4) شده پیشنهاد عصبی شبکه از

افزار نرم ،ode۴۵s پکیج در شبیه�سازي نتایج دادیم. انجام y٠ مشخص آغازین نقطه با ∥x(t) − x∗∥٢

است. شده محاسبه Lingo١١ افزار نرم توسط نیز مسائل واقعی جواب و شده انجام Matlab

زمان می�کند. تولید مته و فرز تراش، دستگاههاي از استفاده با را قطعه دو تولیدي بنگاه یک .1.5.4 مثال

مورد ماشینکاري زمان است. شده داده زیر جدول در قطعه هر سود هفته، در مختلف دستگاه�هاي موجود

اما دارد)، بستگی مربوط کارگر (به نیست معلوم دقیق طور به مختلف دستگاهاي روي بر قطعه هر نیاز

Iقطعات تعداد است. (1.4) جدول در شده داده معیار انحراف و میانگین با نرمال توزیع داراي که می�دانیم

شده صرف زمان در و شود بیشینه سود که کنید تعیین به�گونه�اي شود تولید هفته در باید که را II و

نکند. تجاوز موجود مقدار از ١٪ از بیش ماشینکاري براي

می�توان را مسأله دهیم، نشان x٢ و x١ با به�ترتیب را هفته در شده IIتولید و I قطعات تعداد اگر حل:

کرد: بیان زیر به�صورت

Maximize f = ۵٠x١ + ١٠٠x٢ (67.4)
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1.5.4 مثال مقادیر :1.4 جدول

قطعه(دقیقه) هر نیاز مورد ماشینکاري زمان
زمان حداکثر IIقطعه Iقطعه دستگاه نوع

(دقیقه) هفته در موجود معیار انحراف میانگین معیار انحراف میانگین
b١ = ٢۵٠٠ σa١٢ = ۴ ā١٢ = ۵ σa١١ = ۶ ā١١ = ١٠ تراش
b٢ = ٢٠٠٠ σa٢٢ = ٧ ā٢٢ = ١٠ σa٢١ = ۴ ā٢١ = ۴ فرز
b٣ = ۴۵٠ σa٣٢ = ٣ ā٣٢ = ١٫ ۵ σa٣١ = ٢ ā٣١ = ١ مته

c٢ = ١٠٠ c١ = ۵٠ (Rs)واحد هر سود

subject to
P[a١١x١ + a١٢x٢ ≤ ٢۵٠٠] ≥ ٠٫ ٩٩,
P[a٢١x١ + a٢٢x٢ ≤ ٢٠٠٠] ≥ ٠٫ ٩٩,
P[a٣١x١ + a٣٢x٢ ≤ ۴۵٠] ≥ ٠٫ ٩٩,
x١, x٢ ≥ ٠.

(68.4)

متغیرهاي عنوان به می�توان را aij ضرایب است، نشده داده کواریانس درباره اطلاعاتی که آنجا ار

احتمال به مربوط (i = ١, ..,٣) براي ei استاندارد نرمال تصادفی متغیر مقدار گرفت. نظر در مستقل

مسأله قطعی معادل بنابراین آورد. به�دست [127] در استاندارد نرمال توزیع جدول از می�توان را ٩٩٪

می�شود: بیان به�صورت (18.4)-(17.4) کمک با (68.4)-(67.4)

Maximize f = ۵٠x١ + ١٠٠x٢ (69.4)
subject to

١٠x١ + ۵x٢ + ٢٫ ٣٣
√

٣۶x٢
١ + ١۶x٢

٢ − ٢۵٠٠ ≤ ٠,
۴x١ + ١٠x٢ + ٢٫ ٣٣

√
١۶x٢

١ + ۴٩x٢
٢ − ٢٠٠٠ ≤ ٠,

x١ + ١٫ ۵x٢ + ٢٫ ٣٣
√

۴x٢
١ + ٩x٢

٢ − ۴۵٠ ≤ ٠,
x١, x٢ ≥ ٠.

(70.4)

عصبی شبکه مسأله این حل براي ما است. x∗ = (۴٢٫ ٠٣٢٢٧,۴٠٫ ٩٠٨٩٣)T مسأله این بهینه جواب

عصبی شبکه مسیرهاي که می�دهد نشان (2.4) شکل می�بریم. به�کار را (57.4)-(56.4) شده پیشنهاد

است. (70.4)-(69.4) مسأله بهینه جواب به همگرا ϵ = ١٠−۶ و متفاوت آغازین نقطه ٣٠ با پیشنهادي

همچنین ما است. شده داده نشان (3.4) شکل در گوناگون اولیه ١۴حالت با پیشنهادي شبکه ، فاز منحنی
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.1.5.4 مثال در دلخواه آغازین نقطه ٣٠ با (57.4)-(56.4) عصبی شبکه گذرا رفتار :2.4 شکل

،(4.4) شکل در می�کنیم. بررسی ∥x(t)−x∗∥٢ مقدار روي (57.4)-(56.4) عصبی شبکه از κپارامتر تأثیر

می�دهد. نتیجه را ∥x(t)− x∗∥٢ براي بهتري همگرایی نرخ بزرگتر، κ می�کنیم مشاهده

و نرمال) توزیع احتمالی(با مختلف، هاي دستگاه روي بر موجود ماشینکاري زمانهاي اگر .2.5.4 مثال

شوند ساخته هفته در باید که را II و I قطعات تعداد باشند، (2.4) جدول در شده مشخص پارامترهاي

کنید. پیدا شود، بیشینه سود تا

2.5.4 مثال مقادیر :2.4 جدول

هفته(دقیقه)) در موجود زمان حداکثر قطعه(دقیقه) هر نیاز مورد ماشینکاري زمان دستگاه نوع
معیار انحراف میانگین II قطعه I قطعه
σb١ = ۵٠٠ b̄١ = ٢۵٠٠ a١٢ = ۵ a١١ = ١٠ تراش
σb٢ = ۴٠٠ b̄٢ = ٢٠٠٠ a٢٢ = ١٠ a٢١ = ۴ فرز
σb٣ = ۵٠ b̄٣ = ۴۵٠ a٣٢ = ١٫ ۵ a٣١ = ١ مته

c٢ = ١٠٠ c١ = ۵٠ (Rs)واحد هر سود
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.1.5.4 مثال در آغازین نقطه ١۴ با عصبی(56.4)-(57.4) شبکه فاز منحنی :3.4 شکل
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مثال در y٠ = (۴٠,−۴٠,۴٠,−۴٠,۴٠,−۴٠,۴٠)T با ∥x(t) − x∗∥٢ از همگرایی رفتار :4.4 شکل
.1.5.4
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را است ϕ(Ei) = ١− pi = ٠٫ ٠١ آن در که (i = ١,٢,٣) براي (Ei) استاندارد نرمال واریتۀ مقدار

١−pi < ٠٫ ۵ چون که داریم توجه لاکن آورد. به�دست استاندارد نرمال توزیع جدول از مستقیما نمی�توان

بنابراین و Ei < نتیجه٠ در

ϕ(−Ei) = ١ − ϕ(Ei) = pi = ٠٫ ٩٩ =⇒ Ei = −٢٫ ٣٣.

داریم: (25.4)-(26.4) از بنابراین

Maximize f = ۵٠x١ + ١٠٠x٢ (71.4)
subject to

١٠x١ + ۵x٢ − (−٢٫ ٣٣)(۵٠٠)− ٢۵٠٠ ≤ ٠,
۴x١ + ١٠x٢ − (−٢٫ ٣٣)(۴٠٠)− ٢٠٠٠ ≤ ٠,
x١ + ١٫ ۵x٢ − (−٢٫ ٣٣)(۵٠)− ۴۵٠ ≤ ٠,
x١, x٢ ≥ ٠.

(72.4)

در شده پیشنهاد عصبی شبکه ما است. x∗ = (١٠٠٫ ١٢۵٠,۶۶٫ ٧۵٠٠)T مسأله این بهینه جواب

نقطه 12 با (57.4)-(56.4) از فاز منحنی شکل(5.4) می�بریم، بکار مسأله این حل براي را (57.4)-(56.4)

مسیر باشد، نشدنی نقطه یک اولیه نقطه وقتی حتی است واضح می�دهد. نشان ϵ = ١٠−۶ با مختلف اولیه

شکل در هم گوناگون اولیه نقاط با x∗ و x بین L٢ خطاي نرم همگراست. x∗ به هنوز پیشنهادي شبکه از

است. شده رسم (6.4)

توزیع با تصادفی متغیري (1.5.4) مثال در II و I قطعات از یک هر سود که کنید فرض .3.5.4 مثال

میانگین آورید. بدست را شود بیشینه سود تا کرد تولید هفته هر در باید که قطعاتی تعداد باشد. نرمال

است. روپیه ١٠٠,۵٠ ، II قطعه هر براي و ۵٠,٢٠ ، I قطعه هر براي ترتیب به سود انحراف و

از استفاده با را معادل قطعی مسأله هستند، مستقل تصادفی متغیرهاي سودها که فرض این با حل:

کرد: بیان زیر به�صورت می�توان (32.4)-(31.4)

Maximize F = k١(۵٠x١ + ١٠٠x٢) + k٢

√
۴٠٠x٢

١ + ٢۵٠٠x٢
٢ (73.4)
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مثال2.5.4. در آغازین نقطه ١٢ با (57.4)-(56.4) عصبی شبکه فاز منحنی :5.4 شکل
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.2.5.4 مثال در دلخواه اولیه نقطه ٢٠ با ∥x(t)− x∗∥٢ از همگرایی رفتار :6.4 شکل
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.3.5.4 مثال در دلخواه آغازین نقطه ۵٠ با (57.4)-(56.4) عصبی شبکه گذرا رفتار :7.4 شکل

subject to
١٠x١ + ۵x٢ − ٢۵٠٠ ≤ ٠,
۴x١ + ١٠x٢ − ٢٠٠٠ ≤ ٠,
x١ + ١٫ ۵x٢ − ۴۵٠ ≤ ٠,
x١, x٢ ≥ ٠.

(74.4)

سازي کمینه براي را سود معیار انحراف و میانگین نسبی اهمیت که هستند ثابتی مقادیر k٢ ، k١ وقتیکه

(5.4.4) قضیه است. x∗ = (٠,٢٠٠)T ϵ = ١٠−۶ و k١ = k٢ = ١ با مسأله بهینه جواب می�دهند. نشان

بهینه جواب به سراسري همگراي ، (57.4)-(56.4) در شده بیان مدل که می�کند تضمین (6.4.4) گزاره و

نقطه ۵٠ با بالا مسأله حل براي شده پیشنهاد شبکه مسیرهاي که می�دهد نشان (7.4) شکل یکتاست.

است. مسأله بهینه جواب به همگرا تصادفی اولیه

متغیرهاي همه واحد هر سود�هاي و موجود زمان حداکثر نیاز، مورد ماشینکاري زمانهاي اگر .4.5.4 مثال

تا شوند ساخته باید که را قطعاتی تعداد کنیم، فرض (3.4) جدول هاي داده در نرمال توزیع با تصادفی

باشند. برقرار ٠٫ ٩٩٪ کم دست احتمال با باید قیود کنید. پیدا را شود بیشینه سود
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4.5.4 مثال مقادیر :3.4 جدول

قطعه(دقیقه) هر نیاز مورد ماشینکاري زمان
زمان حداکثر IIقطعه Iقطعه دستگاه نوع

(دقیقه) هفته در موجود معیار انحراف میانگین معیار انحراف میانگین
b١ = ٢۵٠٠ σb١ = ۵٠٠ σa١٢ = ۴ ā١٢ = ۵ σa١١ = ۶ ā١١ = ١٠ تراش
b٢ = ٢٠٠٠ σb٢ = ۴٠٠ σa٢٢ = ٧ ā٢٢ = ١٠ σa٢١ = ۴ ā٢١ = ۴ فرز
b٣ = ۴۵٠ σb٣ = ۵٠ σa٣٢ = ٣ ā٣٢ = ١٫ ۵ σa٣١ = ٢ ā٣١ = ١ مته

c٢ = ١٠٠ σc٢ = ۵٠ c١ = ۵٠ σc١ = ٢٠ (Rs)واحد هر سود

زیر به�صورت hiجدید تصادفی متغیرهاي تعریف با حل:

hi =
n∑

j=١

aijxj − bi,

ندارد، وجود همبستگی ها bi و aij بین اینکه فرض با است. نرمال توزیع داراي هم hi که می�یابیم در

F همان را هدف تابع آورد. بدست (37.4) و (36.4) روابط از می�توان را hi هاي واریانس و ها میانگین

می�شوند: بیان زیر به�صورت هم قیود و می�گیریم قبل مثال در

P [hi ≤ ٠] ≥ ٠٫ ٩٩, i = ١,٢,٣,

مسأله می�توانیم است، ٢٫ برابر٣٣ ٠٫ ٩٩٪ احتمال به مربوط ei استاندارد نرمال واریتۀ مقدار چون

کنیم: بیان زیر به�صورت را معادل غیر�خطی بهینه�سازي

Maximize F = k١(۵٠x١ + ١٠٠x٢) + k٢

√
۴٠٠x٢

١ + ٢۵٠٠x٢
٢

subject to
١٠x١ + ۵x٢ + ٢٫ ٣٣

√
٣۶x٢

١ + ١۶x٢
٢ + ٢۵٠٠٠٠ − ٢۵٠٠ ≤ ٠,

۴x١ + ١٠x٢ + ٢٫ ٣٣
√

١۶x٢
١ + ۴٩x٢

٢ + ١۶٠٠٠٠ − ٢٠٠٠ ≤ ٠,
x١ + ١٫ ۵x٢ + ٢٫ ٣٣

√
۴x٢

١ + ٩x٢
٢ + ٢۵٠٠ − ۴۵٠ ≤ ٠,

x١, x٢ ≥ ٠.

(75.4)

(8.4) شکل است. x∗ = (٢٩٫ ۴٣۵٠٢,۴٣٫ ٧۶٣٨۶)T ، k١ = k٢ = ١ براي مسأله این بهینه جواب

نقطه ١٠٠ با بالا مسأله حل براي (57.4)-(56.4) در شده پیشنهاد شبکه از مسیرهایی که می�دهد نشان
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.4.5.4 مثال در دلخواه آغازین نقطه ١٠٠ با (57.4)-(56.4) عصبی شبکه گذرا رفتار :8.4 شکل
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.4.5.4 مثال در آغازین نقطه ١٠ با (57.4)-(56.4) عصبی شبکه فاز منحنی :9.4 شکل

رسم (9.4) شکل در نیز، عصبی شبکه این فاز منحنی است. مسأله بهینه جواب به همگرا دلخواه آغازین

است. شده
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مقدمه 1.5

به سپس داریم آنها کاربردهاي بر مروري می�کنیم معرفی را 1 کسري برنامه�ریزي ابتدا فصل این در

کرد، تبدیل دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي به را آنها می�توان که کسري برنامه�ریزي از خاصی رده معرفی

حل براي که (57.4)-(56.4) عصبی شبکه با را کسري مسائل از عددي مثال چندین انتها در می�پردازیم.

می�کنیم. حل کردیم، پیشنهاد دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي مسائل

کسري برنامه�ریزي 2.5

تولید، سبد�سرمایه، انتخاب جمله از �سازي بهینه مسائل از بسیاري در جالب یکموضوع کسري برنامه�ریزي �

و مهندسی در خاص به�طور است، مدیریت علم در پیچیده بسیار تصمیم�گیري�هاي و 2 اطلاعات تئوري

هزینه/سود هزینه/حجم، هزینه/زمان، جمله از هردو یا فیزیکی یا اقتصادي توابع سازي حداقل براي اقتصاد

برنامه مسائل دیگر، کاربردهاي بسیاري دارد. کاربرد سیستم بهره�وري و کارایی اندازه به�منظور غیره و

بررسی براي است. شده ارائه [130] در همکارش و 4 ایباراکی ، [129] در 3 کراون توسط کسري ریزي

ببینید. را [135]-[131] مراجع می�تواند کسري برنامه�ریزي گسترده�تر

است. مطلوب کسري برنامه�ریزي مسائل واقعی زمان جوابهاي علمی، کاربردهاي از بسیاري و مهندسی در

حاکی قبلی مطالعات نتایج داریم. نیاز واقعی زمان کسري برنامه�ریزي حل براي مؤثر روشهاي به نتیجه در

اصلی ایده کرد. استفاده بهینه�سازي مختلف مسائل حل براي می��توان عصبی شبکه�هاي از که است آن از

است دینامیکی سیستم یک پایه�گذاري و نامنفی انرژي تابع یک ایجاد بهینه�سازي براي عصبی شبکه�هاي

دیفرانسیل معادلات فرم به معمولا دینامیکی سیستم می�کند. ایجاد را مصنوعی عصبی شبکه یک که

که تعادل) نقطۀ (یا پایدار وضعیت یک به دینامیکی سیستم که می�رود انتظار به�علاوه است. اول مرتبه
1Fractional Programming
2Information theory
3Craven
4Ibaraki
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گردد. نزدیک می�شود آغاز اولیه نقطه یک با که است اصلی بهینه�سازي مسأله جواب با متناظر

کسري برنامه�ریزي مسائل حل براي عصبی شبکه�هاي از مدل یک فصل این در فوق، مباحث به توجه با

می�دهیم. ارائه

محدب دوم مرتبه مخروط ریزي برنامه مسائل به تبدیل را کسري برنامه�ریزي مسائل از رده�اي ابتدا

با زمانیکه می�کنیم، نامساوي قیود با محدب غیرخطی برنامه��ریزي به تبدیل را مسائل این سپس کرده،

براساس �شوند. تبدیل آن هموار به�فرم ناهموار دوم مرتبه مخروط قیود سازي، هموار تکنیک از استفاده

غیرخطی برنامه��ریزي مسائل حل براي عصبی شبکه مدل ، محدب برنامه�ریزي (K.K.T ) بهینگی شرایط

نقطه برابر شده پیشنهاد عصبی شبکه تعادل نقطۀ می�شود ثابت همچنین شد. خواهد پیشنهاد محدب

عصبی شبکه تعادل نقطه یکتایی و وجود است. محدب دوم مرتبه مخروط ریزي برنامه مسأله K.K.T

و وجود تضمین براي کافی شرط مناسب، لیاپانوف تابع یک ساختن با گرفت. خواهد قرار آنالیز مورد نیز

آمد. خواهد بدست شده پیشنهاد شبکه یکتاي تعادل نقطه براي سراسري مجانبی پایدار

را آن�ها بتوان که می�دهیم قرار بررسی مورد را کسري برنامه�ریزي مسائل از خاصی رده�هاي بخش این در

برنامه�ریزي به کسري برنامه�ریزي تبدیل براي کرد. تبدیل دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي نوع از مسائلی به

داریم:([125]) نیاز زیر نامساوي به دوم مرتبه مخروط

داریم: آن�گاه باشد، دلخواه حقیقی عدد یک w و z, y ≥ ٠ اگر

w٢ ≤ zy ⇐⇒
∥∥∥∥[ ٢w

z − y

]∥∥∥∥ ≤ z + y, (1.5)

است: حقیقی بردار یک w وقتی کلی، صورت در و

wTw ≤ zy ⇐⇒
∥∥∥∥[ ٢w

z − y

]∥∥∥∥ ≤ z + y. (2.5)
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خطی مخرج و صورت با کسري برنامه�ریزي 1.2.5

می�شود([128]) بیان زیر به�صورت می�دهیم قرار بحث مورد کسري برنامه�ریزي در که را حالتی اولین

Minimize

p∑
i=١

c

aTi x+ bi
(3.5)

subject to{
aTi x+ bi > ٠, i = ١, . . . , p,
cTj x+ dj ≥ ٠, j = ١, . . . , q. (4.5)

می�کنیم معرفی را ui جدید متغیر�هاي ابتدا، دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي به بالا مسأله تبدیل براي

داریم: را زیر مسأله بنابراین

Minimize

p∑
i=١

ui (5.5)
subject to

c
aTi x+bi

≤ ui, i = ١, . . . , p,
ui > ٠, i = ١, . . . , p,
aTi x+ bi > ٠, i = ١, . . . , p,
cTj x+ dj ≥ ٠, j = ١, . . . , q,

(6.5)

اینکه فرض با

zi = aTi x+ bi, yi = ui, wi =
√
c, i = ١, . . . , p, (7.5)

داریم: (1.5) نامساوي بردن به�کار با و

c ≤ (aTi x+ bi)ui ⇐⇒
∥∥∥∥[ ٢

√
c

aTi x+ bi − ui

]∥∥∥∥ ≤ aTi x+ bi + ui, i = ١, . . . , p.

دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي معادل مسأله حل از (4.5)-(3.5) کسري برنامه�ریزي مسأله جواب بنابراین

می�آید: به�دست زیر

Minimize

p∑
i=١

ui (8.5)
subject to
∥∥∥∥[ ٢

√
c

aTi x+ bi − ui

]∥∥∥∥ ≤ aTi x+ bi + ui, i = ١, . . . , p,

cTj x+ dj ≥ ٠, j = ١, . . . , q.
(9.5)
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دوم درجه هدف تابع با کسري برنامه�ریزي 2.2.5

بگیرید: نظر در را زیر کسري برنامه�ریزي مسأله

Minimize

p∑
i=١

c

aTi x+ bi
+ xTp٠x+ ٢q٠

Tx+ r (10.5)

subject to

{
aTi x+ bi > ٠, i = ١, . . . , p,
cTj x+ dj ≥ ٠, j = ١, . . . , q, (11.5)

بنابراین است، مثبت معین p٠ چون است. مثبت معین ماتریس یک p٠ ∈ Rn×n و q٠ ∈ Rn در�آن که

است([125]) زیر فرم به تبدیل قابل xTp٠x+ ٢q٠
Tx+ r

∥ p٠
١
٢x+ p٠

−١
٢ q٠ ∥٢ +(r − q٠

Tp٠
−١q٠). (12.5)

به�طوري�که (i = ١, ..., p) براي ui و t٠ متغیرهاي معرفی با اکنون

c

aTi x+ bi
≤ ui, i = ١, ..., p, (13.5)

xTp٠x+ ٢q٠
Tx+ r ≤ t٠, (14.5)

معادل فرم به (11.5)-(10.5) کسري برنامه��ریزي مسأله ، (14.5)-(12.5) و (2.5) نامساوي بکارگیري با و

می�شود: تبدیل زیر دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي

Minimize

p∑
i=١

ui + t٠ (15.5)

subject to

∥∥∥∥[ ٢
√
c

aTi x+ bi − ui

]∥∥∥∥ ≤ aTi x+ bi + ui, i = ١, . . . , p,

∥∥∥∥[ ٢(p٠
١
٢x+ p٠

−١
٢ q٠)

١ − t٠

]∥∥∥∥ ≤ t٠ + ١,

cTj x+ dj ≥ ٠, j = ١, . . . , q.

(16.5)
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دوم درجه صورت با محدب کسري برنامه�ریزي 3.2.5

بگیرید: نظر در را زیر کسري برنامه�ریزي مسأله

Minimize

p∑
i=١

∥Fix+ gi∥٢

aTi x+ bi
(17.5)

subject to

{
aTi x+ bi > ٠, i = ١, . . . , p,
cTj x+ dj ≥ ٠, j = ١, . . . , q, (18.5)

به�طوري�که ui جدید متغیرهاي معرفی با اکنون هستند. Fi ∈ Rqi×ngi ∈ Rqi(i = ١, ...p) در�آن که

∥Fix+ gi∥٢

aTi x+ bi
≤ ui, i = ١, . . . , p. (19.5)

تبدیل زیر دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي فرم به (18.5)-(17.5) مسأله ، (2.5) نامساوي بردن بکار با و

می�شود:

Minimize

p∑
i=١

ui (20.5)

subject to
∥∥∥∥[ ٢ (Fix+ gi)

aTi x+ bi − ui

]∥∥∥∥ ≤ aTi x+ bi + ui, i = ١, . . . , p,

cTj x+ dj ≥ ٠, j = ١, . . . , q.

(21.5)

می�گیریم: نظر در زیر به�صورت دوم درجه قیود با (18.5)-(17.5) مسأله از خاصی حالت اکنون

Minimize

p∑
i=١

xTPix+ ٢qTi x+ ri
aTi x+ bi

(22.5)

subject to
aTi x+ bi > ٠, i = ١, . . . , p,
cTj x+ dj ≥ ٠, i = j, . . . , q,
xTQkx+ ٢mT

k x+ lk ≤ ٠, k = ١, . . . , s,
(23.5)
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Qk ∈ Rn×n (k = ١, . . . , s) ، Pi ∈ Rn×n (i = ١, . . . , p) ماتریس�هاي و mk ∈ Rn آن در که

بنابراین مسأله دوم درجه توابع با متناظر دوم مرتبه مخروط فرم هستند. مثبت معین ماتریس�هاي

می�شوند:([125]) بیان زیر به�صورت (23.5)-(22.5)
∥∥∥P ١

٢
i x+ P

−١
٢

i qi

∥∥∥٢
+ ri − qTi Piqi = xTPix+ ٢qiTx+ ri,∥∥∥Q ١

٢
kx+Q

−١
٢

k mk

∥∥∥ ≤
(
mT

kQ
−١
k mk − lk

) ١
٢ ≡ xTQkx+ ٢mT

k x+ lk ≤ ٠.

کرد: بیان زیر به�صورت می�توان را (22.5) هدف تابع بنابراین
xTPix+ ٢qTi x+ ri

aTi x+ bi
=

∥∥∥P ١
٢
i x+ P

−١
٢

i qi

∥∥∥٢

aTi x+ bi
+

ri − qTi Piqi
aTi x+ bi

, i = ١, . . . , p.

فرم به (23.5)-(22.5) کسري ریزي برنامه مسأله قبلی، حالت مشابه ، vi و ui جدید متغیرهاي معرفی با

می�شود: تبدیل زیر معادل

Minimize

p∑
i=١

(ui + vi) (24.5)

subject to

∥∥∥∥∥
[

٢
(
P

١
٢
i x+ P

−١
٢

i qi

)
aTi x+ bi − ui

]∥∥∥∥∥ ≤ aTi x+ bi + ui, i = ١, . . . , p,

∥∥∥∥∥
[

٢
(
ri − qTi P

−١
i qi

) ١
٢

aTi x+ bi − vi

]∥∥∥∥∥ ≤ aTi x+ bi + vi, i = ١, . . . , p,

∥∥∥Q ١
٢
kx+Q

−١
٢

k mk

∥∥∥ ≤
(
mT

kQ
−١
k mk − lk

) ١
٢ , k = ١, . . . , s,

cTj x+ dj ≥ ٠, j = ١, . . . , q.

(25.5)

قیود با وهمراه دوم درجه و کسري از مختلط هدف تابع با برنامه�ریزي 4.2.5
دوم درجه

بگیرید: نظر در را زیر کسري برنامه�ریزي مسأله

Minimize

p∑
i=١

∥Fix+ gi∥٢

aTi x+ bi
+

l∑
j=١

c

cTj x+ dj
+xTP٠x+ ٢qT٠ x+ r (26.5)
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subject to
aTi x+ bi > ٠, i = ١, . . . , p,
cTj x+ dj > ٠, j = ١, . . . , q,
xTPkx+ ٢qTk x+ rk ≤ ٠, k = ١, . . . , s,

(27.5)

ui(i = جدید متغیرهاي معرفی با هستند. مثبت معین p٠ ، Pk(k = ١, . . . , s) ماتریس�هاي در�آن که

(27.5)-(26.5) مسأله قبل، حالت�هاي در به�کار�رفته ازروابط استفاده با و t٠ ، vj(j = ١, . . . , q) ،١, ..., p)

است: زیر معادل به�صورت بیان قابل

Minimize

p∑
i=١

ui +

q∑
j=١

vj + t٠ (28.5)

subject to

∥∥∥∥[ ٢ (Fix+ gi)
aTi x+ bi − ui

]∥∥∥∥ ≤ aTi x+ bi + ui, i = ١, . . . , p,

∥∥∥∥[ ٢(p٠
١
٢x+ p٠

−١
٢ q٠)

١ − t٠

]∥∥∥∥ ≤ t٠ + ١,

∥∥∥P ١
٢
k x+ P

−١
٢

k qk

∥∥∥ ≤
(
qTk P

−١
k qk − rk

) ١
٢ , k = ١, . . . , s,

∥∥∥∥[ ٢
√
c

cTj x+ dj − vj

]∥∥∥∥ ≤ cTj x+ dj + vj, j = ١, . . . , l.

(29.5)

ریزي برنامه مسائل به تبدیل قابل کسري ریزي برنامه مسائل که است واضح ،[128 ،125] و بالا تحلیل از

دو مرتبه مخروط ریزي برنامه مسائل مسائل از کلی فرم ما ، بنابراین هستند. محدب دو مرتبه مخروط

می�گیریم: نظر در زیر به�صورت را محدب

Minimize f(x) (30.5)

subject to

Ex+ d ⪰K ٠, (31.5)

x ≥ ٠. (32.5)
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در برداري d ،m ≥ n ماتریسm×nبا یک E ، محدب بستۀ سره تابع ،f : Rn → R
∪
{+∞} وقتیکه

لورنتس مخروط�هاي که دوم مرتبه مخروط�هاي از دکارتی حاصلضرب K و x ∈ K یعنی x ⪰K ٠ و Rm

دیگر، عبارت به . می�شوند نامیده هم بستنی مخروط یا

K = Km١ ×Km٢ × ...×Kmr ,

و m١ + ...+mr = n با r,m١, ...,mr ≥ ١ در�آن که

Kmi := {(x١, x٢)
T ∈ R× Rmi−١ | x١ ≥ ∥x٢∥}, (33.5)

عصبی شبکه مدل قبل فصل در است. نامنفی حقیقی R+ از مجموعه K١ و اقلیدسی نرم ∥.∥ در�آن که

کردیم. پیشنهاد (32.5)-(30.5) مسأله حل براي بالا عملکرد با (57.4)-(56.4)

عددي مثال�هاي 3.5

عصبی شبکه تأثیر و کارایی دادن نشان منظور به و شده داده شرح مطالب شدن روشن براي بخش این در

براي می�پردازیم. کسري برنامه�ریزي مسائل از مثال چندین ذکر به ما ، (57.4)-(56.4) شده پیشنهاد

حالت از گوناگون مقادیر با را پیشنهادي عصبی شبکه از عددي عملکرد مقایسه همچنین ما مثال�ها، برخی

مقادیر با را شده پیشنهاد عصبی شبکه از عددي عملکرد ما مسائل از دیگر برخی براي . داریم y(٠) اولیه

افزار نرم در ode۴۵s دستور از مثال�ها همه سازي شبیه در می�کنیم. مقایسه κ همگرایی نرخ از گوناگون

است.. شده محاسبه Lingo١١ افزار نرم توسط نیز مسائل واقعی جواب و شده استفاده Matlab

بگیرید: نظر در را زیر کسري برنامه�ریزي مسأله .1.3.5 مثال

Minimize
١

x١ + x٢ + ٢
+

١
٢x١ − ٣x٢ − ٢

(34.5)

subject to
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x١ + x٢ ≤ ۴,
x١ + x٢ + ٢ > ٠,
٢x١ − ٣x٢ − ٢ > ٠,
x١, x٢ ≥ ٠.

(35.5)

مخروط ریزي برنامه مسأله (1.5) نامساوي بردن بکار و u١, u٢ جدید متغیرهاي معرفی با مثال این در

می�آید: به�دست زیر محدب دوم مرتبه

Minimize u١ + u٢ (36.5)

subject to

∥∥∥∥[ ٢
x١ + x٢ + ٢ − u١

]∥∥∥∥ ≤ x١ + x٢ + ٢ + u١,

∥∥∥∥[ ٢
٢x١ − ٣x٢ − ٢ − u٢

]∥∥∥∥ ≤ ٢x١ − ٣x٢ − ٢ + u٢,

x١ + x٢ ≤ ۴,
x١, x٢ ≥ ٠.

(37.5)

پیشنهادي عصبی شبکه مسأله این حل براي ما . است x∗ = (۴,٠)T مسأله(35.5)-(34.5) بهینه جواب

۵٠ با پیشنهادي عصبی شبکه مسیرهاي که می�دهد نشان (1.5) شکل می�بریم، به�کار را (57.4)-(56.4)

پارامتر تأثیر شکل(2.5) در همچنین است. مسأله بهینه جواب به همگرا ،ϵ = ١٠−۶ و متفاوت آغازین نقطه

y٠ = (١,١−,١,١−,١,١−,١,١−,١)T اولیه حالت با ∥x(t) − x∗∥٢ مقدار روي عصبی شبکه از κ

∥x(t)−x∗∥٢ خطاي از بهتري همگرایی نرخ بزرگتر، κ می�کنیم مشاهده فوق شکل در است، شده بررسی

می�آورد. به�دست

بگیرید: نظر در را زیر کسري برنامه�ریزي مسأله .2.3.5 مثال

Minimize
١

٣x١ − ۴x٢ + ۵
+

١
٢x١ + ۵x٢ + ٧

(38.5)

subject to
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.1.3.5 مثال در دلخواه آغازین نقطه ۵٠ با (57.4)-(56.4) عصبی شبکه گذرا رفتار :1.5 شکل
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مثال در y٠ = (۴٠,−۴٠,۴٠,−۴٠,۴٠,−۴٠,۴٠)T با ∥x(t) − x∗∥٢ از همگرایی رفتار :2.5 شکل
.1.3.5
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.2.3.5 مثال در دلخواه آغازین نقطه ١٠٠ با (57.4)-(56.4) عصبی شبکه گذرا رفتار :3.5 شکل


٣x١ − ۴x٢ + ۵ > ٠,
٢x١ + ۵x٢ + ٧ > ٠,
۴x٢

١ + ٢x٢
٢ + ۴x١x٢ + ٢x١ + ۴x٢ − ٧ ≤ ٠.

(39.5)

مسأله، بهینه جواب آن، حل و محدب دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي به مسأله تبدیل با

x∗ = (39.5)-(38.5) مسأله جواب بنابراین می�آید، به�دست x∗ = (١٫ ٠٩۶٢,٠,٠٫ ١٢٠۶,٠٫ ١٠٨٨)T

اولیه نقطه هر با (57.4)-(56.4) از مسیرهایی که می�دهد نشان سازي شبیه نتایج است. (١٫ ٠٩۶٢,٠)T

100 با عصبی شبکه گذرا رفتار دهنده نشان (3.5) شکل مثال براي است. y∗ = (x∗T , u∗T )T به همگرا

شکل در متفاوت اولیه نقطه 20 با x∗ و x بین L٢ خطاي نرم است، ϵ = ١٠−۶ و متفاوت آغازین نقطه

است. شده رسم (4.5)

بگیرید: نظر در را زیر کسري ریزي برنامه مسأله .3.3.5 مثال

Minimize
١

۵x١ + x٢ + ١
+

١
٧x١ − x٢ + ۴

+ x٢
١ + ٣x٢

٢ + ٣x١x٢ + x١ − ۴x٢ − ٨
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.2.3.5 مثال در متفاوت اولیه نقطه 20 با ∥x(t)− x∗∥از٢ همگرایی رفتار :4.5 شکل

subject to
۵x١ + x٢ + ١ > ٠,
٧x١ − x٢ + ۴ > ٠,
x١, x٢ ≥ ٠.

(40.5)

می�کند تضمین (6.4.4) گزاره و (5.4.4) قضیه است. x∗ = (٠,٠٫ ٧٠٨۴)T مسأله، این بهینه جواب

منحنی (5.5) شکل یکتاست. بهینه جواب به سراسري همگراي ، (57.4)-(56.4) در شده بیان مدل که

بردارها این می�دهد. نشان ϵ = ١٠−۶ و متفاوت اولیه نقطه 13 با ، (x١(t), x٢(t))
T حالت متغیر�هاي فاز

مقادیر با ∥x(t)−x∗∥٢ خطاي همگرایی، رفتار (6.5) شکل هستند. x∗ دقیق جواب به سراسري همگراي

می�دهد. نشان y٠ = (۴٠,−۴٠,۴٠,−۴٠,۴٠,−۴٠,۴٠,−۴٠,۴٠,−۴٠)T اولیه حالت و κ مختلف

است. شده بهتري همگرایی نرخ به منجر بزرگتر κ که است واضح

بگیرید: نظر در را زیر کسري ریزي برنامه مسأله .4.3.5 مثال

Minimize
∥٣x١ + x٢ + ٢∥١

x١ + x٢ + ٢
+

∥x١ + x٢ + ٢∥١

٢x١ − ٣x٢ + ١
(41.5)
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.3.3.5 مثال در آغازین نقطه ١٣ با عصبی(56.4)-(57.4) شبکه فاز منحنی :5.5 شکل
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.3.3.5 مثال در اولیه y٠ با ∥x(t)− x∗∥٢ از همگرایی رفتار :6.5 شکل
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subject to
x١ + x٢ + ٢ > ٠,
٢x١ − ٣x٢ + ١ > ٠,
x١ + x٢ ≤ ۴,
x١, x٢ ≥ ٠.

(42.5)

اینکه فرض با u٢ و u١ جدید متغیرهاي معرفی با
∥٣x١ + x٢ + ٢∥١

x١ + x٢ + ٢
≤ u١,

∥x١ + x٢ + ٢∥١

٢x١ − ٣x٢ + ١
≤ u٢.

می�شود: زیر محدب دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي معادل به تبدیل بالا مسأله بنابراین

Minimize u١ + u٢ (43.5)

subject to

∥∥∥∥ ٢ (٣x١ + x١ + ١)
x١ + x٢ + ٢ − u١

∥∥∥∥ ≤ x١ + x٢ + ٢ + u١,

∥∥∥∥ ٢ (x١ + x٢ + ١)
٢x١ − ٣x٢ + ١ − u١

∥∥∥∥ ≤ ٢x١ − ٣x٢ + ١ + u٢,

x١ + x٢ ≤ ۴,
x١, x٢ ≥ ٠.

(44.5)

حالت متغیر�هاي فاز منحنی کننده بیان (7.5) شکل است. x∗ = (٠,٠)T مسأله این بهینه جواب

خطاي از همگرا رفتار (8.5) شکل است. ϵ = ١٠−۶ و متفاوت اولیه حالت 17 با ، (x١(t), x٢(t))
T

را y٠ = (٣−,٢−,١−,٠,−۴,−۵,−۶,−٨−,٧)T آغازین نقطه و متفاوت �هاي κ با ∥x(t) − x∗∥٢

می�دهد. نشان

بگیرید: نظر در را زیر کسري برنامه�ریزي مسأله .5.3.5 مثال

Minimize
x٢

١ + ٣x٢
٢ + ٣x١x٢ + x١ + x٢ + ٢

x١ + x٢ + ٢
+

∥x١ + x٢ + ٢∥١

٢x١ − ٣x٢ + ١
(45.5)

subject to
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.4.3.5 مثال در آغازین نقطه ١٧ با عصبی(56.4)-(57.4) شبکه فاز منحنی :7.5 شکل
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در y٠ = (٣−,٢−,١−,٠,−۴,−۵,−۶,−٨−,٧)T با ∥x(t) − x∗∥٢ از همگرایی رفتار :8.5 شکل
.4.3.5 مثال
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x١ + x٢ + ٢ > ٠,
٢x١ − ٣x٢ + ١ > ٠,
x١ + x٢ ≤ ۴,
x١, x٢ ≥ ٠.

(46.5)

است: زیر به�صورت بیان قابل مثال این در کسري ریزي برنامه

Minimize

∥∥∥∥[ ٠٫ ٠٧٧٩۴x١ + ٠٫ ۶٢۶۵x٢
٠٫ ۶٢۶۵x١ + ١٫ ۶١۴٨x٢

]
+

[
٠٫ ۵٧٠۶
٠٫ ٠٨٨٣

]∥∥∥∥٢

x١ − x٢ + ٢
+

١٫ ۶۶۶٧۵
x١ − x٢ + ٢

+
∥x١ + x٢ + ٢∥١

٢x١ − ٣x٢ + ٢

subject to
x١ − x٢ + ٢ > ٠,
٢x١ − ٣x٢ + ١ > ٠,
x١ + x٢ ≤ ۴,
x١, x٢ ≥ ٠.

(47.5)

با x(t) مسیرهاي کننده بیان (9.5) شکل است. x∗ = (٠,٠)T ، (46.5)-(45.5) مسأله بهینه جواب

شوند، انتخاب نشدنی نقاط از اولیه نقاط وقتی است، واضح است. ϵ = ١٠−۶ و متفاوت اولیه نقطه 50

17 با ، (x١(t), x٢(t))
T حالت متغیر�هاي فاز منحنی هستند. x∗ به همگرا همچنان شبکه مسیرهاي

متفاوت اولیه نقطه 30 با x∗ و x بین L٢ خطاي نرم شده. داده نشان (10.5) شکل در متفاوت اولیه حالت

است. شده رسم (11.5) شکل در

بگیرید: نظر در را زیر کسري برنامه�ریزي مسأله .6.3.5 مثال

Minimize
∥−٣x١ + ۴x٢ + ۵∥٢

−x١ + ٢x٢ + ۴
+

∥۴x١ − ٣x٢ + ۴∥٢

x١ + x٢ + ۵
(48.5)

subject to
−x١ + ٢x٢ + ۴ > ٠,
x١ + x٢ + ۵ > ٠,
٢x٢

١ + x٢
٢ − ٢x١x٢ + ٢x١ − x٢ − ۶ ≤ ٠,

x١, x٢ ≥ ٠.

(49.5)

مسأله بهینه جواب محدب دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي به بالا مسأله تبدیل با
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.5.3.5 مثال در دلخواه آغازین نقطه ۵٠ با (57.4)-(56.4) عصبی شبکه گذرا رفتار :9.5 شکل
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.5.3.5 مثال در آغازین نقطه ١٧ با عصبی(56.4)-(57.4) شبکه فاز منحنی :10.5 شکل
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.5.3.5 مثال در متفاوت اولیه نقطه 30 با ∥x(t)− x∗∥از٢ همگرایی رفتار :11.5 شکل

(57.4)-(56.4) عصبی شبکه از گذرا رفتار می�آید. به�دست x∗ = (٠٫ ٣١٨,٠,۶٫ ٠۶٢٨,٣٫ ٣٨۴۴)T

در متفاوت اولیه نقطه 18 با مدل این فاز منحنی و (12.5) شکل در ϵ = ١٠−۶ و x٠ = (−١,١)T با

∥x(t)− x∗∥٢ مقدار روي عصبی شبکه از κ پارامتر تأثیر ، (14.5) شکل است. شده رسم (13.5) شکل

می�دهد. نشان

بگیرید: نظر در را زیر کسري برنامه�ریزي مسأله .7.3.5 مثال

Minimize
۴x٢

١ + ۴x٢
٢ − ۴x١x٢ − x١ − ۴x٢ + ۶
٣x١ − ٧x٢ + ۴

+ ٣x٢
١ + ٢x٢

٢ + ٢x١x٢ − ۴x١ − ٢x٢ + ۴

subject to{
٣x١ − ٧x٢ + ۴ > ٠,
x١, x٢ ≥ ٠. (50.5)

-(56.4) عصبی شبکه با را آن و کرده تبدیل محدب دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي به را مسأله ابتدا

با (57.4)-(56.4) در پیشنهادي شبکه مسیرهاي که دهد می نشان (15.5) شکل کردیم. حل (57.4)
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.6.3.5 مثال در x٠ = (−١,١)T با (57.4)-(56.4) عصبی شبکه گذرا رفتار :12.5 شکل
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.6.3.5 مثال در آغازین نقطه ١٨ با عصبی(56.4)-(57.4) شبکه فاز منحنی :13.5 شکل
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مثال در y٠ = (−١−,١,١−,١,١−,١,١−,١,١)T با ∥x(t) − x∗∥٢ از همگرایی رفتار :14.5 شکل
.6.3.5

(x١(t), x٢(t))
T حالت متغیر�هاي فاز منحنی است. x∗ = (٠٫ ۶٣٧۶,٠٫ ٠۶٨٧)T به همگرا ϵ = ١٠−۶

اولیه نقاط که است واضح است. شده رسم (16.5) شکل در نیز ϵ = ١٠−۶ و متفاوت اولیه حالت 18 با ،

رفتار است. x∗ بهینه جواب به همگرا همواره پیشنهادي عصبی شبکه مدل شدنی، ناحیه خارج و داخل

y٠ = (۵٠,−۵٠,۵٠,−۵٠,۵٠,−۵٠,۵٠,−۵٠,۵٠,−۵٠)T اولیه نقطه با ∥x(t)−x∗∥از٢ همگرایی

است. شده داده نشان (17.5) شکل در هم
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مقدمه 1.6

در قطعیت عدم� با مقابله رویکردهاي و غیر�قطعی داده�هاي بهینه�سازي ابتدا نامه، پایان از فصل این در

معرفی با ادامه در و کرده عنوان را غیر�قطعی مجموعه�هاي از عمده نوع چند سپس می��کنیم بیان را مدل�ها

برنامه�ریزي مسأله با ادامه در داریم. شده انجام کارهاي بر مروري و پرداخته بودن مقاوم مختلف اشکال

از مثال یک ذکر و سرمایه سبد مقاوم سازي بهینه مسأله معرفی به انتها در و می�شویم آشنا مقاوم خطی

می�پردازیم. آن

مدل پارامترهاي در عدم�قطعیت 2.6

زمان در آن دقیق مقدار یا می�شوند مشخص آینده در ورودي پارامترهاي غالبا مدل یک ارائه هنگام در

از بسیاري در مشکلاتی مسأله، پارامترهاي و داده�ها در عدم�قطعیت1 نیستند. مشخص مسأله مدلسازي

رویکرد دو می�آورد. به�وجود غیره و ریسک سرمایه�گذاري، بازده مانند مالی مقادیر بخصوص عملی موارد

دارد: وجود عدم�قطعیت این با برخورد براي کلی

فعال: غیر یا واکنشی برخورد .1

تخمین براساس را مسأله ابتدا است، حساسیت2 تحلیل آن شده شناخته روش که رویکرد این در

اندازه�گیري به حل از بعد و می�کنند حل اسمی3 مقادیر عنوان تحت غیر�قطعی پارامترهاي نقطه�اي

پارامترهاي تغییرات محدوده و می�پردازند غیر�قطعی پارامترهاي به نسبت مسأله جواب حساسیت

برآورد براي بماند. باقی شدنی همچنان مسأله جواب که می�آورند به�دست طوري را مذکور

استفاده همکاران و 4 چاپرا زمینه این در است. گرفته صورت زیادي کارهاي غیر�قطعی پارامترهاي
1Uncertainty
2Sensitivity Analysis
3Nominal Values
4Chapra
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و فراست ، 5 باوا و کلین حالیکه در کردند، پیشنهاد میانگین�ها براي را جیمز-استاین برآوردگر از

کردند ارائه کواریانسها و میانگینها براي را 8 بیزي برآوردگر از استفاده 7 لیترمن و بلک ، ساوارینو6

ولی می�دهد، کاهش پارامترها شده برآورد مقدار به را انتخابی سبد حساسیت روشها این چه اگر

مبتنی که را روشی 9 میچاد نمی�کند. فراهم سرمایه سبد میانگین-واریانس کارایی براي تضمینی

فاصله از دارایی�ها کواریانس ماتریس )و 10 استرپ (بوت بازده�ها میانگین از نمونه�گیري بار چند بر

مسأله حل از آمده به�دست سبد�هاي کردن یکی سپس و پارامترها اسمی مقادیر حول اطمینان

است. کرده پیشنهاد است نمونه هر براي مارکویتز

است غیر�قطعی پارامترهاي گرفتن نظر در پارامتري با مسأله حل واکنشی، برخورد در دیگر روش

می�گویند. پارامتري برنامه�ریزي آن به که

گرفته نظر در پارامترها بودن غیر�قطعی براي لازم اقدامات مدل حل فرایند در رویکرد این در

قطعی پارامترهاي در موجود آشفتگی�هاي و اختلالات با برخورد لحاظ از جواب کیفیت و نمی�شود

بودن شدنی نظر از هم قطعی رویکرد از آمده به�دست بهینه جواب کلی به�طور بنابراین نمی�رود. بالا

است. سوال مورد هدف تابع بهینگی نظر از هم و

فعال: یا سازنده برخورد .2

در و حل از قبل را داده�ها در قطعیت عدم با برخورد که هستیم روشهایی به�دنبال رویکرد این در

مسائل حل در سعی روشها این کند. ارائه آنها پایداري براي چاره�اي و کند پیش�بینی مدل متن

اعتقاد لذا هستند. دارا را خود خاص مشکلات یک هر که دارد قطعیت عدم شرایط در برنامه�ریزي

و فعال برخورد بر علاوه غیر�قطعی داده�هاي مقابل در که است نیاز رویکردي به که است این بر
5Klein and Bava
6Frost and Savarynv
7Black and Lytrmn
8Bayesian estimator
9Mychad
10Bootstrap
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و تصادفی برنامه�ریزي متفاوت، اساسا سازي مدل تکنیک باشد. کمی هزینه و خطا داراي سازنده

شده�اند. داده شرح پایین در که دارد وجود رویکرد این در 11 مقاوم سازي بهینه

داده�هاي با فعال برخورد اولین آن، حل روشهاي و برنامه�ریزيخطی گسترشمدل�هاي و رشد پساز

تصادفی برنامه�ریزي به�صورت مسأله داده�هاي درباره را احتمالی اطلاعات که بود رویکردي غیر�قطعی

مدل�سازي، روش این در می�گردد[60]. باز 1955 سال در 12 دنتزیگ آن سابقه که کرد مطرح

براي روش این می�شوند. گرفته نظر در مدل�سازي در ابتدا همان از مدل داده�هاي عدم�قطعیت

توزیع تعیین توانایی از و باشد داشته احتمالی طبیعت آن قطعیت عدم که می�شود استفاده حالتی

عدم�قطعیت دلیل به مدل�سازي نوع این در که است ذکر به لازم باشیم. برخوردار نیز آن احتمالی

برنامه�ریزي آن مهم حالت دارد. وجود حاصله جواب توسط مدل نقضمحدودیت�هاي امکان موجود،

پویاي برنامه�ریزي همچنین پرداختیم. آن مورد در بحث به قبل فصل در که است احتمالی خطی

که می�شود اطلاق بازگشتی روابط داراي برنامه�ریزي به به�نوعی که است دیگري روش نیز احتمالی

روي از روش این است. شده داده توسعه و ارائه [137] در 13 بلمن ریچارد توسط بار نخستین براي

است اهمیت داراي آن�ها در زمان طول در تغییرات که است گرفته سرچشمه برنامه�ریزي مسائل

بهینه�سازي مرحله چند به مسأله تقسیم تکنیک این ایده است. شده نامیده 14 پویا برنامه�ریزي و

می�شود. تبدیل احتمالی پویاي برنامه�ریزي به احتمالی عناصر با ترکیب با که است بازگشتی

جمع دشواري می�کنیم برخورد آن به عمل در که مسائلی اصلی�ترین از یکی شده بیان روش�هاي در

روشهاي در است. مدل در موجود عدم�قطعیت�هاي احتمالی توزیع درباره جزئی اطلاعات آوري

در درگیر 15 (طرح�هاي) سناریوهاي تعداد افزایش امکان به توجه با احتمالی و پویا برنامه�ریزي
11Robust Optimization
12Dantzing
13Bellman
14Dynamic programming
15Scenarios
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روش این از استفاده که به�نحوي می�شود پر�هزینه به�شدت اطلاعات این آوري جمع معمولا مسأله،

مورد گسترده به�طور عمل در روشها این مطلب این به با�توجه می�کند. مشکل دچار را مدل�سازي

مشابه مسائل براي شده داده توسعه جدید تکنیک یک مقاوم بهینه�سازي نمی�گیرند. قرار استفاده

پارامترهاي احتمالی توزیع براي فرضعمومی تکنیکیک این در است. احتمالی برنامه�ریزي مسائل

قابل محاسباتی نظر از مسأله مدل با کار وسیله بدین تا می�شود گرفته نظر در عدم�قطعیت داراي

شود. کنترل

در ریشه که می�شود گفته بهینه�سازي از حوزه�اي به مقاوم بهینه�سازي معمولا ادبیات، مرور در

محدودیت�هاي عدم�نقض به خاص با�توجه حوزه این در دارد. 16 مهندسی مقاوم کنترل ادبیات

مجموعه�هاي گرفتن در�نظر با اصلی مدل 17 مقاوم همتاي حل به مدل) بودن موجه (شرط مدل

مسأله مدلسازي بدترین مسائل، این مقاوم همتاي حقیقت در می�پردازد. پارامترها عدم�قطعیت

بدترین به�نوعی هر�حال به می�کند. بیان آن�ها اسمی مقدار از پارامترها انحرافات حوزه در را اصلی

نشود. محافظه�کارانه به�شدت مدلی به منجر به�نحوي�که می�شود ایجاد هوشمندانه روشی به سناریوها

مناسب �کننده تضمین عدم�قطعیت،� مجموعه گرفتن نظر با�در مسائل مدل�سازي مقاوم، دربهینه�سازي

حالت، این در است. مدل پارامترهاي ممکن مقادیر کلیه براي بهینه�سازي از حاصل جواب �بودن

مدل پارامترهاي براي احتمالی بهینه�سازي در موجود غیر�تصادفی فرضیات داراي مذکور روش

به�این و می��گیرد نظر در مدل پارامترهاي از ممکن مقادیر تمام براي یکسانی اهمیت و نیست

موجه فضاي در مدل پارامترهاي مقادیر تمام ازاي به بهینه�سازي در آمده به�دست جواب ترتیب

مطلوب رفتار به�دنبال تحلیلگر که �رود می به�کار هنگامی براي مقاوم برنامه�ریزي می�گیرد. قرار 18

باشد هستند (قطعیت) عد�م�اطمینان دچار که داده�هایی براي ممکن رخدادهاي تمامی به�ازاي جواب
16Robust Contorol Engineering
17Robust Counterpart
18Feasible Space
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را تکنیک این به�عبارتی می�شود. قائل مسأله نمودهاي تمام براي را یکسانی اهمیت اساس بر�این و

کوچک تغییرات به بهینه جواب هستند، مواجه برآورد ریسک با پارامترها از برخی که زمانی براي

است. مناسب بسیار باشد داشته پایینی ریسک�پذیري تصمیم�گیرنده یا و باشد حساس

مقاوم بهینه�سازي در عدم�قطعیت مجموعه�هاي انواع 3.6

مقادیر بیشتر یا همه شامل که می�شود، منظور عدم�قطعیت مجموعه�هاي توسط پارامترها در اطمینان عدم

و نظرات براساس می�توان مجموعه�ها این دهد. رخ نامعین پارامترهاي توسط می�توان که است ممکنی

تعیین تاریخی داده��هاي مبناي بر بیزي یا و آماري تکنیکهاي گوناگون برآوردهاي یا و کارشناسان تجربیات

باشد. مفید می�تواند عدم�قطعیت مجموعه تعیین براي داده�ها احتمالی توزیع چگونگی دانستن کرد.

آیند در صریحی به�فرم مسائل این قطعی معادل که است این مقاوم بهینه�سازي رویکرد در مهم هدف یک

علاوه بررسی، مورد مسأله هر براي فرمی چنین وجود امکان باشد. موجود حل روش�هاي با �حل قابل که

عدم�قطعیت، مجموعه هندسه و شکل دارد. بستگی نیز U عدم�قطعیت مجموعه نوع به مسأله ساختار بر

ماهیت کنترل در می�تواند می�گذارد، فراوانی تأثیر مسأله مقاوم معادل خصوصیات بر که آن بر علاوه

کنترل جهت در زیادي تلاش�هاي کند. ایفا اساسی نقش نیز مقاوم بهینه�سازي رویکرد کارانه محافظه

قطعیت عدم مجموعه�هاي تعریف کمک به خطی برنامه�ریزي مسأله مقاوم صورت بودن محافظه�کارانه درجه

شد. خواهد اشاره آن�ها از مورد چند به ادامه در که است شده انجام جدید

ممکن مقادیر براي مجزا طرح�هاي با بهینه�سازي روشهاي بیشتر شکل این در گسسته: نمونه فضاي .1

می�شوند: بیان زیر به�صورت که است طرح قابل پارامتر

U = {p١, p٢, ..., pk},

است. ام k سناریو براي غیر�قطعی پارامترهاي بردارهاي pk آن در که
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مورد عملی شرایط در فراوانش کاربرد و سادگی به�واسطه بازه�اي عدم�قطعیت پیوسته: نمونه فضاي .2

در تغییرات بازه یک نامعلوم داده هر براي حالت، این است.در گرفته قرار محققین از بسیاري توجه

آمده به�دست آماري نتایج از حاصل اطمینان فواصل روي از می�توانند بازه�ها این که می�گیریم نظر

باشند:

U = {p : l ≤ p ≤ m},

است. غیر�قطعی پارامترهاي بردار p آن در که

کرد: بیان زیر به�صورت را نرمی فضاي می�توان نرمی: فضاي براساس عدم��قطعیت مجموعه�هاي .3

Br(θ) = {x ∈ R | ∥x∥r ≤ θ}.

یک برابر را θ صورتی��که در داراست. را بودن کراندار و بسته محدب، متقارن، خصوصیات فضا این

یک فضا این آنگاه کنیم فرض دو برابر را r اگر و می�گویند واحد دیسک آن به بگیریم نظر در

به�صورت نرمی فضاي از استفاده با را عدم��قطعیت مجموعه�هاي بنابراین می�دهد. نشان را بیضی�گون

می�کنیم: تعریف زیر

U = {p : p = p٠ +Mu | u ∈ Br(θ)}.

نشان را pبردار٠ یعنی خود اسمی مقادیر از غیر�قطعی پارامترهاي انحراف میزان فضا این حقیقت در

فضاي در که اختلالاتی اندازه به و M ماتریس تغییرات، شیب تأثیر تحت انحراف این می�دهد.

می�شود. تعریف دهد، رخ می�تواند Br(θ) نرمی

از 20 محدبی پوسته مجموعه�ها این :19 سقفی) (چند چند�وجهی�گونه عدم��قطعیت مجموعه�هاي .4

هستند. پارامترها ممکن مقادیر براي شده تولید سناریوي محدودي تعداد

U = conv{p١, p٢, ..., pk},
19Polytopic
20Convex Hull
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بن توسط گون بیضی قطعیت عدم زمینه در کارها ترین مهم بیضی�گون: عدم��قطعیت مجموعه�هاي .5

آن�ها است. شده انجام همکارانش 23و ال�گوي آن�ها از مستقل به�طور و نمیروفسکی22 و 21 تال

توسعه عدم�قطعیت مجموعه تحت را محدب بهینه�سازي حوزه مسائل از مهمی رده�هاي مقاوم معادل

بهینه�سازي تئوري اساسی و اولیه هسته را نمیروفسکی و بن-تال کارهاي می�توان واقع در دادند.

معقول، فرض چندین تحت که کردند اثبات در[138] نمیروفسکی و بن-تال کرد. قلمداد مقاوم

در آن�ها کار عمده اما است. محدب برنامه�ریزي یک خود محدب برنامه�ریزي یکمسأله مقاوم معادل

بهینه�سازي مسائل عمده رده چند مقاوم معادل براي صریح فرمی یافتن به [139] در و مرجع این

دادندکه: نشان ها آن می�گردد، بر محدب

یا بیضی�گون قطعیت عدم مجموعه یک تحت خطی برنامه�ریزي مسأله یک مقاوم معادل .1

است. دوم مرتبه مخروط ریزي برنامه صریح فرم داراي بیضی�گون محدودي تعداد اشتراك

مجموعه یک تحت دوم درجه قیود با دوم درجه محدب برنامه�ریزي مسأله یک مقاوم معادل .2

است. 24 معین نیمه برنامه�ریزي صریح فرم داراي بیضی�گون قطعیت عدم

قطعیت عدم مجموعه یک تحت دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي مسأله یک مقاوم معادل .3

است. معین نیمه برنامه�ریزي یک کننده، محدود چندان نه فرض چند و بیضی�گون

مراجع در می�توانید را نمیروفسکی و بن-تال توسط شده ارائه حل روش�هاي و قضایا جزئیات

ببینید. [146]-[138]
21Ben-Tal
22Nemirovski
23El Ghaoui
24Semi-Definite programming(SDP)
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مقاوم خطی برنامه�ریزي 4.6

بگیرید: نظر در را زیر مسأله

Minimize cTx

subject to

ai
Tx ≤ bi, i = ١, ...,m, (1.6)

ثابت ها bi و c می�کنیم فرض سادگی براي هستند. غیر�قطعی bi و ai ،c پارامترهاي از برخی آن در که

می�شوند: تعریف زیر به�فرم بیضی�گونهایی غیر�قطعی مجموعه با هم ها aiو

ai ∈ εi = {āi + Piu | ∥u∥ ≤ ١},

داریم نیاز ما حالت، بدترین در هستند. مثبت معین نیمه و متقارن ماتریس�هاي یعنی ، Pi ⪰ ٠ وقتی

زیر مقاوم خطی برنامه�ریزي به منجر که کند صدق ai پارامترهاي از ممکن مقادیر همه براي قیود که

می�شود:

Minimize cTx

subject to

ai
Tx ≤ bi ∀ai ∈ εi, i = ١, ...,m. (2.6)

کرد: بیان زیر به�صورت می�توان را بالا خطی مقاوم قیود

max{aiTx | ai ∈ εi} = āi
Tx+ ∥Pix∥ ≤ bi, (3.6)

مخروط برنامه�ریزي به�صورت می�توان را (8.6) بنابراین می�باشد. دوم مرتبه مخروط قیود که است واضح

کرد: بیان زیر دوم مرتبه

Minimize cTx
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subject to

āi
Tx+ ∥Pix∥ ≤ bi i = ١, ...,m. (4.6)

فرض ما حالت این در گرفت. نظر در آماري چارچوب در می�توان را مقاوم ریزي�خطی برنامه همچنین

داریم نیاز ما باشند. Σi واریانس و āi میانگین با مستقل، نرمال تصادفی متغیر�هاي ai پارامترهاي می�کنیم

یعنی: باشد برقرار باشد، η ≥ ٠ وقتی η حداقل احتمال با قید هر که

P(aTi x ≤ bi) ≥ η. (5.6)

کرد. بیان دوم مرتبه مخروط قید یک به�صورت می�توان را فوق احتمالی قید که دهیم نشان می�خواهیم

داریم: بنابراین است، آنها واریانس دهنده نشان که σ٢ با ،u = aTi x کنید فرض

P(
u− ū√

σ٢
≤ bi − ū√

σ٢
) ≥ η.

همچنین، و z =
u− ū√

σ٢
∼ N(٠,١) چون

Φ(z) =
١√
٢π

∫ z

−∞
e−

t٢
٢ dt,

کرد: بیان زیر به�صورت می�توان را (5.6) قید بنابراین
bi − ū√

σ٢
≥ Φ−١(η),

یا

ū+ Φ−١(η)
√
σ٢ ≤ bi.

داریم: σ٢ = xTΣix و ū = āi
Tx از

āi
Tx+ Φ−١(η)∥Σ

١
٢
i x∥ ≤ bi.

است. دوم درجه مخروط قید یک قید این باشد، (Φ−١(η) ≥ ٠) یعنی η ≥ ٠٫ ۵ صورتیکه در اکنون

مسأله بنابراین،

Minimize cTx
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subject to

P(āi
Tx ≤ bi) ≥ η i = ١, ...m. (6.6)

شود: بیان زیر دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي با می�تواند

Minimize cTx

subject to

āi
Tx+ Φ−١(η)∥Σ

١
٢
i x∥ ≤ bi i = ١, ...m. (7.6)

پیشنهاد عصبی شبکه از مسائل این حل براي نیز ما بوده، حل قابل درونی نقطه روشهاي با مسائل این که

می�گیریم. کمک (57.4)-(56.4) شده

بودن مقاوم گوناگون اشکال 5.6
محدودیت�ها بودن مقاوم 1.5.6

مدل26 بودن مقاوم آن به اغلب که است محدودیت�ها25 بودن مقاوم تکنیک این در مهم مفهوم یک

ممکن مقادیر تمامی براي که است جوابهایی آوردن به�دست به مربوط بودن مقاوم این می�گویند.

بگیرید: نظر در را زیر مدل بماند. باقی شدنی غیر�قطعی ورودي�هاي

Minimizex f(x)

subject to

G(x, p) ∈ K. (8.6)

مقاوم مدل بگیریم، نظر در قطعیت عدم مجموعه را U و مسأله نامطمئن پارامترهاي را p صورتیکه در

بود: خواهد زیر به�صورت مسأله

Minimizex f(x)

25Constraint Robustness
26Model Robustness
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محدودیتها بودن مقاوم :1.6 شکل

subject to

G(x, p) ∈ K, ∀p ∈ U . (9.6)

شدنی مجموعه��هاي اشتراك مقاوم شدنی مجموعه� می�دهد، نشان (8.6) مسأله

مجموعه براي (1.6) شکل در را آن ما است. U قطعیت عدم مجموعه با ، S(p) = {x : G(x, p) ∈ K}

داده�ایم. نشان است بیضی قطعیت عدم مرکز با متناظر pi وقتیکه ، U = {p١, p٢, p٣, p۴} بیضی�گون

هدف تابع بودن مقاوم 2.5.6

جواب�هایی به�دنبال حالت این در است. هدف تابع بودن مقاوم است، مطرح بودن مقاوم در که دیگري مفهوم

را زیر مدل بماند. باقی بهینگی به نزدیک غیر�قطعی، پارامترهاي ممکن حالت�هاي تمام براي که هستیم

بگیرید: نظر در هدف تابع در pبردار براي

Minimizex f(x, p)
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هدف تابع بودن مقاوم :2.6 شکل

subject to

x ∈ S, (10.6)

مسأله حل با بنابراین است. p غیر�قطعی پارامترهاي به وابسته که هدف تابع و شدنی مجموعه S در�آن که

می�آید: به�دست هدف تابع مقاوم جواب زیر

Minimizex∈S Maximizep∈U f(x, p) (11.6)

شدنی مجموعه S مثال، این در است. شده داده نشان (2.6) شکل در (11.6) هدف تابع بودن مقاوم مسأله

اشکال بررسی براي است. محدب دوم درجه تابع f(x, pi) و U = {p١, p٢, p٣, p۴, p۵} حقیقی، خط

ببینید. را [147] مرجع دیگر



140 مقاوم بهینه��سازي .6 فصل

مالی مسائل در مقاوم سازي بهینه� هاي مدل� 6.6

زمان در که است غیره و ارز نرخ بهره، نرخ دارایی�ها، قیمت از آتی مقادیر شامل مالی مسائل از بسیاري

براي مقاوم بهینه�سازي فرمول�هاي جمله از کرد. برآورد یا پیش�بینی را آنها می�توان اما نیستند معلوم حال

مشتقات قیمت�گذاري و پوشش ریسک28، مدیریت سرمایه27، سبد انتخاب مسائل به می�توان مالی مسائل

کرد. اشاره مالی29

مقاوم سرمایه سبد انتخاب 1.6.6

از استفاده با را مقاوم دوره�اي چند سرمایه سبد انتخاب مسأله یک [148] در نمیروفسکی و بن-تال

حل قابل درونی نقطه روشهاي یا سیمپلکس روش با که کردند بندي فرمول خطی برنامه�ریزي رویکرد

چارچوب در را مقاوم مالی سبد مسأله [125] در 31 بوید و لوبو نیز و [149] 30 آینگار و گلدفارب است.

مانند عدم�قطعیت انواع از برخی ریسکی، دارایی�هاي بازده براي و دادند قرار مطالعه مورد میانگین-واریانس

نیمه برنامه�ریزي و دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي به را مسأله آن�ها کردند. معرفی را بازه�اي و بیضی�گون

هستند. حل قابل� کارایی به�صورت درونی نقطه الگوریتم�هاي توسط که کردند، تبدیل معین

تابع در را ریسک و بازدهی از ترکیبی می�توان مارکویتز میانگین-واریانس مدل یادآوري با بخش این در

باشیم: داشته زیر به�صورت هدف

Maxx∈X µ(x)− λxTΣx (12.6)

هم λ و ام j و i دارایی بازدهی بین کواریانس σij iام، دارایی از مورد�انتظار بازدهی از برآورد µi وقتیکه

سبد همه مجموعه ،X مجموعه می�سازد، برقرار بازده و ریسک بین تعادلی که 32 گریزي ریسک نرخ
27Portfolio Selection
28Risk Managment
29Dreivatives Pricing/Hedging
30Goldfarb and Iyengar
31 Lobo and Boyd
32Risk-Aversion
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غیره و بودجه کل از استفاده کوتاه، موقعیت کردن محدود چون، اطلاعاتی شامل که شدنی سرمایه�هاي

قطعیتی عدم هیچ بدون X مجموعه کنیم فرض می�توانیم ما هستند، شده مشخص ما قیود چون است.

بازدهی�هاي از صحیح و دقیق برآورد مدل، این محدودیت�هاي از یکی می�شود. حل مسأله که زمانی در

بازدهی�هاي از برآوردهایی استفاده درباره همکارانش و 33 باوا [150] در واریانس�هاست. و انتظار مورد

شد. سرمایه سبد انتخاب در ریسک برآورد به منجر که کردند بحث کواریانس و نامعلوم انتظار مورد

واریانس و بازدهی برآورد در کوچک ورودي-تغییرات پارامترهاي در آشفتگی به بهینه جواب بنابراین،

ببینید. را [152 ،151] مثال براي باشد. متناظر جواب در بزرگ تغییرات به منجر شاید که است، حساس

بازه�اي فرم داراي کواریانس ماتریس و بازدهی اطلاعات که مدلی ما سرمایه، سبد مقاوم بهینه�سازي براي

می�گیریم: نظر زیر به�صورت را هستند

U = {(µ,Σ) : µL ≤ µ ≤ µU , ΣL ≤ Σ ≤ ΣU , Σ ⪰ ٠}. (13.6)

هدف تابع که کنیم پیدا را سرمایه سبد می�توانیم ما ،(11.6) در هدف تابع بودن مقاوم مدل از استفاده با

در با کند. بیشینه (13.6) در U مجموعه از ورودي پارامترهاي تشخیص حالت بدترین در را (12.6) در

می�شود: بیان زیر به�صورت مقاوم بهینه�سازي مسأله شرایط این گرفتن نظر

Maxx∈X {Min(µ,Σ)∈U − µ(x) + λxTΣx}. (14.6)

معادل (14.6) که داد نشان می�توان محدب آنالیز از کلاسیک نتایج از استفاده با است، کراندار U چون

می�شود: عوض هم با Min و Max جاي که وقتی است آن دوگان

Min(µ,Σ)∈U {Maxx∈Xµ(x)− λxTΣx}.

از استفاده با و است f(x, µ,Σ) = µ(x) − λxTΣx تابع زینی نقطه (14.6) مسأله جواب بنابراین،

می�شود. تعیین [153] در درونی نقطه تکنیک�هاي
33Bawa
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عددي مثال 2.6.6

بگیرید: نظر در را زیر مسأله می�پردازیم، شده گرفته [154] از که عددي مثال یک ذکر به بخش این در

Maximize µ١x١ + µ٢x٢ + µ٣x٣ (15.6)

subject to
TE(x١, x٢, x٣) ≤ ٠٫ ١٠,
x١ + x٢ + x٣ = ١,
x١, x٢, x٣ ≥ ٠,

(16.6)

در�آن که

TE(x١, x٢, x٣) =

√√√√√
 x١ − ٠٫ ۵

x٢ − ٠٫ ۵
x٣

T  ٠٫ ١٧۶۴ ٠٫ ٠٩٧٠٢ ٠
٠٫ ٠٩٧٠٢ ٠٫ ١٠٨٩ ٠

٠ ٠ ٠

 x١ − ٠٫ ۵
x٢ − ٠٫ ۵

x٣

 .

که است بودجه از نسبتی ،x٣ با متناظر سوم دارایی که است دارایی 3 شامل سرمایه سبد مسأله این در

٠٫ ٧ همبستگی ضریب و ٣٣٪ ، ۴٢٪ معیارهاي انحراف داراي اول دارایی دو است. نشده سرمایه�گذاري

، TE(x) تابع است. اول دارایی دو میان نصف-نصف سرمایه�گذاري سرمایه، سبد در 34 محک هستند.

است محک مقدار xBM آن در که تابع این باشد، ١٠٪ از کمتر باید که است (پیگردي)35 ردیابی خطاي

می�شود: تعریف زیر به�صورت

TE(x) =
√

(x− xBM)TΣ(x− xBM).

می�بینیم. را شده پوشانده x٢ و x١ متغیرهاي فضاي توسط که را مسأله این شدنی ناحیه (3.6) شکل در ما

(تخمین) برآورد کنید فرض می�سازیم، سرمایه سبد مسأله این براي نسبی بودن مقاوم مدل یک اکنون

با (4.6) شکل در که سناریو 3 شامل ساده�اي عدم�قطعیت مجموعه و است قطعی کواریانس، ماتریس

متناظر سناریو 3 این می�گیریم. نظر در موردانتظار بازدهی تخمین براي است شده داده نشان پیکان�هایی
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(16.6)-(15.6) مسأله شدنی ناحیه :3.6 شکل

(16.6)-(15.6) مسأله ٠٫ از٧۵ کمتر پشیمانی با جوابهایی مجموعه :4.6 شکل
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دلخواه آغازین نقطه ٢٠ با (57.4)-(56.4) عصبی شبکه گذرا رفتار :5.6 شکل

حالت یک فوق مسأله می�رسد نظر به هستند. (µ١, µ٢, µ٣) = (۶,۴,٠), (۵,۵,٠), مقادیر(٠,۴,۶) با

عصبی شبکه مدل از مسأله این حل براي ما بنابراین است، دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي از خاص

(µ١, µ٢, µ٣) = (۶,۴,٠) وقتی مسأله این بهینه جواب می�کنیم. استفاده (57.4)-(56.4) شده پیشنهاد

که می�دهد نشان (5.6) شکل . ۵٫ ۶۶٢ هدف تابع مقدار با است، X∗ = (٠٫ ٨٣١,٠٫ ١۶٩,٠) باشد،

بهینه جواب به همگرا ϵ = ١٠−۶ و متفاوت اولیه نقطه 20 با (57.4)-(56.4) عصبی شبکه از مسیرهایی

مشابها، است. شده داده نشان (6.6) شکل در ∥x(t)−x∗∥٢ روي شبکه از κ پارامتر تأثیر همچنین است.

،۵٫ ۶۶٢ هدف تابع مقدار با است، X∗ = (٫ ٠٫ ١۶٩,٠٫ ٨٣١,٠) باشد، (µ١, µ٢, µ٣) = (۴,۶,٠) وقتی

مقدار با بوده بهینه قبلی، بهینه جواب دو بین نقاط تمام است (µ١, µ٢, µ٣) = (۵,۵,٠) وقتی همچنین
34Benchmark
35Tracking Error
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y٠ = (۴٠,−۴٠,۴٠,−۴٠,۴٠,−۴٠,۴٠)T با ∥x(t)− x∗∥٢ از همگرایی رفتار :6.6 شکل

([147] شود:( نوشته زیر به�فرم می�تواند مسأله این براي نسبی بودن مقاوم فرم بنابراین .5 مشترك هدف

Minimizex,t t (17.6)
subject to

۵٫ ۶۶٢ − (۶x١ + ۴x٢) ≤ t,
۵٫ ۶۶٢ − (۴x١ + ۶x٢) ≤ t,
۵ − (۵x١ + ۵x٢) ≤ t,
TE(x١, x٢, x٣) ≤ ٠٫ ١٠,
x١ + x٢ + x٣ = ١,
x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠, x٣ ≥ ٠.

(18.6)

انتخاب، ساده استراتژي یک ،(t) است متغیر ما بهینه 36 پشیمانی سطح که وقتی مسأله کردن حل به�جاي

براي نکند. تجاوز سناریو هر در پشیمانی سطح از که بیابد را پورتفوهایی می�تواند که تأسف از سطحی

داریم: را زیر شدنی مسأله بنابراین می�گیریم ٠٫ ٧۵ را 37 قابل�تحمل پشیمانی سطح حداکثر مثال

Find x (19.6)
subject to

36Regret Level
37Tolerable
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۵٫ ۶۶٢ − (۶x١ + ۴x٢) ≤ ٠٫ ٧۵,
۵٫ ۶۶٢ − (۴x١ + ۶x٢) ≤ ٠٫ ٧۵,
۵ − (۵x١ + ۵x٢) ≤ ٠٫ ٧۵,
TE(x١, x٢, x٣) ≤ ٠٫ ١٠,
x١ + x٢ + x٣ = ١,
x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠, x٣. ≥ ٠

(20.6)

تیره�تر که مثلث گوشه است. شده داده نشان (4.6) شکل در آن جواب�هاي از شدنی مجموعه و مسأله این

هر تحت ٠٫ ٧۵ مساوي و کمتر پشیمانی سطح داراي که است پورتفوهایی بیانگر است شده داده نشان

هستند. طرح سه



آتی کار�هاي براي پیشنهاداتی و نتایج

نتایج

رده�اي حل به نظریه این از استفاده با و داشته عصبی شبکه�هاي بر مروري کرده�ایم سعی نامه پایان این در

دسته چهار به که هستند مالی مسائل سازي، بهینه مسائل انواع از یکی بپردازیم. بهینه�سازي مسائل از

تقسیم دارایی و بدهی مدیریت اختیارمعامله�ها، قیمت�گذاري سرمایه، سبد انتخاب ریسک، مدیریت کلی

بهینه�سازي مخروط، برنامه�ریزي دوم، درجه برنامه�ریزي خطی، برنامه�ریزي شامل مسائل این می�شوند.

خطی برنامه�ریزي فرم با مدل�هایی سرمایه، سبد انتخاب مسائل براي هستند. تصادفی برنامه�ریزي و مقاوم

پرداختیم. عصبی شبکه�هاي از مدل یک ارائه به آنها حل براي و کردیم معرفی دوم درجه برنامه�ریزي و

کردیم. ارائه عصبی شبکه�هاي از دیگري مدل نیز دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي مسائل براي همچنین

جمله از محدب دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي به تبدیل قابل مسائل حل براي را پیشنهادي مدل این

پایداري همچنین بردیم. بکار مقاوم سازي بهینه و کسري برنامه�ریزي مسائل از رده�اي تصادفی، برنامه�ریزي

چندین حل با را شده پیشنهاد مدل�هاي کارایی و گرفت قرار بررسی مورد مدل�ها سراسري همگرایی و

دادیم. نشان عددي مثال

کرد: اشاره زیر موارد به می�توان شده ارائه مدل�هاي مزیت�هاي جمله از

بهینه روشهاي بیشتر برخلاف شدنی لزوما اولیه نقطه به نبودن وابسته و مدل سراسري همگرایی *

باشد نداشته یکتا جواب مسأله است ممکن که سیمپلکس و درونی نقطه روشهاي جمله از سازي
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بیافتد. دور در و

شده. پیشنهاد مدل سادگی و گرادیانی مدل�هاي خلاف بر جریمه پارامتر نداشتن *

افزارها. نرم و دیگر روش�هاي خلاف بر قیود و متغیرها تعداد به مدل نبودن محدود *

آتی کارهاي براي پیشنهادات

از: عبارتند داد انجام می�توان ادامه در که دیگري تحقیقات جمله از

غیره و ریسک مدیریت جمله از مالی مسائل دیگر و سبد بهینه�سازي مسائل از مختلفی کلاس�هاي .1

نماییم. حل مدل این با را باشند دوم درجه محدب برنامه�ریزي فرم به بیان قابل که

که دارایی�ها و بدهی مدیریت مسائل و خطر معرض در ارزش تابع شامل ریسک مدیریت مسائل .2

نمائیم. حل عصبی شبکه مدل�هاي کمک با را هستند تصادفی برنامه�ریزي مسائل از خاصی حالت

تصادفی قیود با بهینه�سازي روش با که سرمایه سبد انتخاب براي هدفه چند برنامه�ریزي مسأله .3

نماییم. حل پیشنهادي مدل این با را است دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي به�فرم تبدیل قابل

ضرایب با کسري برنامه�ریزي مسائل کسري، قیود با کسري برنامه�ریزي مسائل بتوان که می�رود امید .4

حل دیگر روشهاي با یا و مذکور روش با را کسري مینیماکس مسائل و چندهدفه مسائل تصادفی،

کرد.

معامله�ها، اختیار قیمت�گذاري ریسک، مدیریت مثل مالی مسائل و مقاوم بهینه�سازي از دیگر مسائلی .5

نمود. حل را محدب دوم مرتبه مخروط برنامه�ریزي فرم به شدن بیان قابل که را غیره و آربیتراژ

در ارزش از استفاده با دوره�اي) (چند یک مالی سبد مقاوم سازي بهینه مسأله بتوان می�رود امید
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شبکه مدل با را شوند دوم درجه مخروط برنامه�ریزي به منجر آنها مقاوم همتاي که خطر معرض

کرد. حل شده پیشنهاد عصبی

حل نیز را رگرسیون تابع و روبات�ها حرکت مسائل می�توان شده ارائه مدل�هاي کمک با همچنین .6

نمود.
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Abstract

This involves enlarging the size of the optimization problems that exist in practice.

The necessary conditions of efficiency in the use of techniques that enable high-speed,

very large problems solved with acceptable quality can be felt more than.

Recently methods of optimization based on artificial intelligence approaches have been

developed remarkable success in solving optimization problems efficiently acquired.

Methods such as Genetic Algorithms, Tabu Search, refrigeration simulation and neu-

ral networks, their ability to solve large problems have good action. Special rates

available on the possible application of neural networks in a wide range of research

has provided. It points to the possibility of learning and performance improvement

based on the input data points. It also allows parallel computations in a neural net-

work is another advantage of the parallel hardware, enabling very large problems by

this approach possible.

In this thesis, we tried two different models of recursive neural network is presented

to solve optimization problems in the traces. Analysis of uniqueness, stability and

convergence of global solutions are examined and the performance of the proposed

method using several examples of stochastic programming problems, Fractional pro-

gramming, optimization and robust portfolio optimization is shown.

Finally, we provide conclusions and recommendations for future work.

Keywords: Neural networks, stability, the mean-variance, portfolio selection prob-

lem, second order cone programming, stochastic programming, Fractional program-

ming, Robust optimization
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