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نامه پایان این از ... و اقتباس ترجمه، برداري، نسخه تکثیر، و چاپ از اعم حقوق کلیۀ
است. محفوظ شاهرود صنعتی دانشگاه براي

است. آزاد مأخذ ذکر با مطالب نقل



قبول مورد داوران هیأت اصل امضاي با 4 یا 3 پیوست (فرم داوران هیأت توسط نامه تصویب صفحۀ
است)



قدردانی

نعمت مزید اندرش شکر به و است قربت طاعتشموجب که عزوجل را خداي منت
قدمی ، معرفت و علم وادي در تا نمود من نصیب را موهبت این که شاکرم را هرچیزخداوند از قبل
بی�دریغشانصمیمانه کمکهاي خاطر به زیره آقايدکتر گرانقدرم و عزیز استاد از بردارم. ناچیز هرچند
تشکر مراتب همچنین نبود. میسر ایشان هاي راهنمایی با جز مهم این شکنگارش بی که می�کنم تشکر
آرزوي منان خداوند از می�دارم. ابراز هاشمی ابراهیم دکتر آقاي مشاورم استاد از را خود قدردانی و

خواهانم. اساتید این براي افزون روز توفیق و سلامتی



چکیده
صفرهاي که هایی چندجمله�اي لی انتگرا میانگین برآورد براي هایی نامساوي بیان به ما نامه پایان این در
معروف ونتایج شاه و عزیز از مشهوري هاي نامساوي ما نتایج می�پردازیم. اند، دایره یک در ها آن

خواهد���نمود. دقیق��تر و می�دهد تعمیم را راستا این در دیگري

برآوردهاي ، چندجمله�اي یک مشتق ، مطلق قدر ماکزیمم اي، جمله چند کلیدي: واژه�هاي
انتگرالی میانگین



پیشگفتار

از دارند. اساسی نقشی مختلط هاي چندجمله�اي ریاضیات، از اي شاخه عنوان به مختلط آنالیز در
قطبی معمولیو برآوردهايمشتق یافتنمحلصفرها، به می�توان ها بابچندجمله�اي بحثدر قابل موارد
زمینه این تمامی در کرد. اشاره ... و ها آن انتگرالی میانگین برآوردهاي و قدرمطلق ماکزیمم رشد ،
فراوانی هاي بررسی و مطالعات راستا این در می�کند. ایفا کلیدي نقشی نیز قدرمطلق ماکزیمم اصل ها
... و گوویل اسمیچر، رحمان، توران، دوان، محمدشاه، عبدالعزیز، چون اندیشمندانی و بزرگان توسط
گامی ها انتگرالیچندجمله�اي میانگین نامساويهاي بیان با و نامه پایان این ارائه با نیز ما است. شده انجام
عنوان تحت اوّل فصل در رو این از داشت. برخواهیم ها نامساوي این بهبود جهت کوچکدر هرچند
بیان با دوّم درفصل بود. خواهند استفاده مورد بعدي فصول در که می�پردازیم قضایایی بیان به مقدمه
روي محدودیت دادن قرار به توجه با ها چندجمله�اي انتگرالی میانگین برآورد مورد در هایی نامساوي
درفصلسوّم پرداخت. خواهیم اوّل فصل در شده اشاره و تاکنون روابطمطرحشده تعمیم به صفرهایشان
از روابطی اثبات در سعی ها، چندجمله�اي قطبی مشتق و انتگرالی میانگین شامل هاي نامساوي بررسی با

داشت. خواهیم دست این
سوم فصل در حاصل، نتایج همراه به اثباتآن و علامت(*) با مشخصشده استقضیه ذکر به لازم

باشد. می نامه پایان این نویسنده شخص به متعلق
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1 فصل
مقدمه

. می�کنیم مطرح را مختلط آنالیز مباحث از مقدماتی قضیه چند ابتدا مقدمه، عنوان تحت فصل این در
درخاتمه همچنین و می�کنیم بیان مختلط یکچندجمله�اي مشتق برآوردهاي باب در قضایایی ادامه در
می�کنیم. ذکر ها چندجمله�اي انتگرالی میانگین برآوردهاي مورد در دیگر مقدماتی قضیه چند فصل

مقدماتی قضایاي 1.1
می�کنیم. مطرح خواهندبود، استفاده مورد آتی فصول در همگی که را مشهور قضیه بخشچند این در

آنگاه باشد، n درجه از چندجمله�اي یک p(z) =
∑n

j=0 ajzj اگر جبر) اساسی (قضیه .1.1.1 قضیه
بطوریکه: موجودند z1, z2, ..., zn مختلط اعداد

p(z) = an

n∏
j=1

(z − zj)

نیستند. متمایز لزوماً ها zj و

D آن بربستار و تحلیلی D کراندار میدان در f(z) تابع اگر مطلق) قدر ماکزیمم (اصل .2.1.1 قضیه
این مگر ندارد، ماکزیمم درونی درنقاط بعلاوه Dدارد. مرز بر ماکزیممی | f(z) | گاه آن باشد، پیوسته

باشد. ثابت تابع که

1



مقدمه .1 2فصل

است. زیر شرح به 1 روشه قضیه و

، C بر و باشند تحلیلی C بسته ساده خم روي بر و درون g(z) و f(z) کنیم فرض .3.1.1 قضیه
دارند. برابر هاي صفر تعداد C درون f(z) و f(z) + g(z)صورت این در . | g(z) |<| f(z) |

ریشه و یکچندجمله�اي هاي ریشه بین هندسی اي رابطه ، لوکاس2 گاوس- قضیه مختلط درآنالیز
. می�دهد ارائه آن مشتق هاي

مشتق هاي صفر همه صورت این در باشد، ثابت غیر مختلط یکچندجمله�اي p(z) اگر .4.1.1 قضیه
اند. واقع p(z) صفرهاي مجموعه محدب پوسته در ، p′(z) آن

اعداد جبر اساسی قضیه طبق باشد. n درجه از چندجمله�اي p(z) =
∑n

j=0 ajzj کنیم فرض اثبات.
که موجودند z1, z2, ..., zn مختلط

p(z) = an

n∏
j=1

(z − zj)

بعلاوه و مختلط عددي z کنیم فرض نیستند. متمایز لزوماً p(z) چندجمله�اي صفرهاي بعنوان ها zj و
داریم: لگاریتمی مشتق براي صورت این در . p(z) ̸= 0

p′(z)

p(z)
=

n∑
j=1

1
z − zj

.

صورت دراین ، p(z) ̸= 0 و باشد p′ چندجمله�اي از صفري z اگر خاص، حالت در
n∑

j=1

1
z − zj

= 0 .

یا
n∑

j=1

z − zj
| z − zj |2

= 0 .

1Rouche
2Gauss-Lucas
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نوشت: صورت بدین می�توان را اخیر رابطه همچنین

(
n∑

j=1

1
| z − zj |2

)z =
n∑

j=1

1
| z − zj |2

zj .

مجموع با مثبت ضرایب با دار وزن یکمجموع بصورت z می�شود ملاحظه ازطرفین، گیري مزدوج با
می�رسد. اثبات به قضیه گونه این حالت این در یکاست. برابر
صورت: این در ، p(z) = p′(z) = 0 اگر دیگر، حالت در

z = 1.z + 0.zj.

گرفت. نظر در p چندجمله�اي صفرهاي از خطی ترکیبی عنوان به را z می�توان کماکان و

یکه دایره روي مشتق برآوردهاي 2.1
برآوردکردن مسأله بخش این در باشد. آن مشتق p′(z) و n درجه چندجمله�اي یک p(z) کنیم فرض
صفرهاي روي مفروضات برخی گرفتن نظر در با را ، | z |= 1 یکه دایره روي | p′(z) | ماکزیمم
این نتایج تمامی و کرد خواهیم بیان باره این در دقیقی نتایج و گیریم می نظر در p(z) اي چندجمله
مشهور نامساوي یک بیان با را مطلب جا این در است. یکه دایره روي مشتق برآوردهاي شامل بخش
2n درجه از مثلثاتی هاي چندجمله�اي براي نامساوي این اثبات می�کنیم. شروع برنشتاین3 به منسوب و

.4[16] است شده انجام

، | z |≤ 1 دایره روي و باشد n درجه از یکچندجمله�اي p(z) فرضکنیم .1.2.1 قضیه

max
|z|=1 | p(z) | ≤ 1 .

3bernstein
دارند. مراجع به اشاره کروشه داخل 4اعداد
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صورت: این در

max
|z|=1 | p

′(z) | ≤ n . (1.1)

مبدأ در را خود هاي صفر تمامی p(z) اگر تنها و اگر است برقرار (1.1) رابطه در تساوي .2.2.1 تذکر
باشد. داشته

کرد: ثابت می�توان برنشتاین نامساوي از اي نتیجه عنوان به

صورت: این در باشد، n حداکثر درجه از یکچندجمله�اي p(z) فرضکنیم .3.2.1 نتیجه

max
|z|=1 | p

′(z) | ≤ n max
|z|=1 | p(z) | . (2.1)

| z |< 1 در صفري p(z) اگر ، [12] شد ارائه لاکس6 توسط که اثباتی و اردوش5 حدس اساس بر
صورت: این در باشد، نداشته

max
|z|=1 | p

′(z) | ≤ n

2 max
|z|=1 | p(z) | .

: داد نشان [18] توران7 دیگر طرف از

را خود صفرهاي تمامی p(z) اگر باشد. n درجه از یکچندجمله�اي p(z) کنیم فرض .4.2.1 قضیه
: صورت این در باشد، داشته | z |≤ 1 دایره در

n

2 max
|z|=1 | p(z) |≤ max

|z|=1 | p
′(z) | . (3.1)

5Erdös
6Lax
7Turan



مقدمه .1 5فصل

| a |=| b | درآن که p(z) = azn + bصورت به هاي چندجمله�اي براي (3.1) رابطه در .5.2.1 تذکر
است. برقرار تساوي ،

[1] داریم: نامساوي(3.1) از تعمیمی عنوان به

n

2 [max
|z|=1 | p(z) | +min

|z|=1 | p(z) | ] ≤ max
|z|=1 | p

′(z) | . (4.1)

برقرار ، | a |≥| b | درآن که p(z) = azn + b فرم به هاي چندجمله�اي براي فوق نامساوي در تساوي
. است نامساوي(3.1) از دیگري تعمیم نیز [14] 8 مالک زیراز قضیه است.

دایره در را خود صفرهاي تمامی و باشد n درجه از یکچندجمله�اي p(z) کنیم فرض .6.2.1 قضیه
: صورت این در باشد. داشته ، k ≤ 1 ؛ | z |≤ k

n

1+ k
max
|z|=1 | p(z) |≤ max

|z|=1 | p
′(z) | . (5.1)

اثبات به را زیر نامساوي شرایط تحتهمان (5.1) نامساوي از تعمیمی عنوان به [9] 9 گوویل همچنین
است. رسانده

n

1+ k
[max
|z|=1 | p(z) | +

1
kn−1 min

|z|=k
| p(z) | ] ≤ max

|z|=1 | p
′(z) | . (6.1)

برقرار تساوي حالت در p(z) = (z+k)n چندجمله�اي براي و(6.1) (5.1) هاي نامساوي .7.2.1 تذکر
: زیرا است،

8Malik
9Govil
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max
|z|=1 | p(z) |= max

|z|=1 | (z + k)n |= (1+ k)n

و
min
|z|=k

| p(z) |= min
|z|=k

| (z + k)n |= 0

و
max
|z|=1 | p

′(z) |= max
|z|=1 | n(z + k)n−1 |= n(1+ k)n−1

است. برقرار تساوي حالت (6.1)در ولذا
، k ≥ 1 ؛ | z |≤ k ناحیه در همگی آن صفرهاي که را ها چندجمله�اي از دیگري ي رده ادامه در

نظرمی�گیریم. در باشند، واقع
واقع ، k ≥ 1 ؛ | z |≤ k ناحیه در همگی آن صفرهاي و n درجه یکچندجمله�اي p(z) فرضکنیم

: داد نشان [10] گوویل باشند،

nmax
|z|=1 | p(z) |≤ (1+ kn)max

|z|=1 | p
′(z) | . (7.1)

است. برقرار ، k ≥ 1 و | a |=| b | آن در که p(z) = azn + bkn فرم به هاي چندجمله�اي براي تساوي

یکه دایره روي انتگرالی هاي میانگین 3.1
براي صورت این در باشد. آن مشتق p′(z) و n حداکثر درجه از چندجمله�اي یک p(z) کنیم فرض

، r ≥ 1

[

∫ 2π

0
| p′(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r . (8.1)



مقدمه .1 7فصل

چند براي تنها نه و مثلثاتی هاي چندجمله�اي براي را آن که است زیگماند10 به منسوب فوق نامساوي
. است رسانیده اثبات به p(eiθ) فرم به هاي اي جمله

، t > 0 و f(z) تام تابع هر براي [11] هاردي11 از کلاسیک اي نتیجه موجب به

[

∫ 2π

0
| f(teiθ) |r dθ ]

1
r (0 < r < ∞)

این: بر افزون و است نانزولی تابع یک r به نسبت

lim
r→∞

[
1
2π

∫ 2π

0
| f(teiθ) |r dθ ]

1
r = max0≤θ<2π | f(teiθ) |= max

|z|=t
| f(z) | .

داریم: یکه دایره روي ، است تام تابعی p(z) مانند یکچندجمله�اي که جا آن از بنابراین،

lim
r→∞

[
1
2π

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r = max

|z|=1 | p(z) | .

می�دهد. نتیجه را برنشتاین نامساوي ، (8.1) نامساوي r −→ فرض∞ با .1.3.1 تذکر

[13] مالک باشند، داشته | z |≤ 1 درناحیه را خود صفرهاي تمامی که هایی چندجمله�اي رده براي
| p(z) انتگرالی| میانگین از ضریبی با را رابطه این سمتراست آن در که بدستآورد (3.1) از تعمیمی

کرد. ثابت را زیر قضیه وي حقیقت در کرد. جایگزین یکه دایره روي

داشته ، | z |≤ 1 دایره در را خود هاي صفر تمامی و n درجه یکچندجمله�اي p(z) اگر .2.3.1 قضیه
: r > 0 هر براي صورت این در باشد،

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ eiθ |r dθ ]

1
r max

|z|=1 | p
′(z) | . (9.1)

10Zygmund
11Hardy
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فرض با و است برقرار تساوي رابطه(9.1) در p(z) = (z + 1)n چندجمله�اي براي .3.3.1 تذکر
داشت. خواهیم را (3.1) نامساوي رابطه، این در r −→ ∞

( 7.1) راست سمت آن در که کرد ثابت دیگري نامساوي ،( 7.1) از تعمیمی عنوان به [3] 12 عزیز
داد: نشان وي حقیقت در . است شده جایگزین ، | z |= 1 روي | p(z) | انتگرالی میانگین از ضریبی با

|؛ z |≤ k در را خود هاي صفر وتمامی n درجه از یکچندجمله�اي p(z) کنیم فرض .4.3.1 قضیه
: صورت این در باشد. داشته ، k ≥ 1

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ kneiθ |r dθ ]

1
r max

|z|=1 | p
′(z) | . (10.1)

است. برقرار ، | α |=| β | آن در که p(z) = αzn + βkn فرم به هاي چندجمله�اي براي تساوي و

رسید. خواهیم (7.1) نامساوي به (10.1) نامساوي در r −→ فرض∞ با .5.3.1 تذکر

کرد: ثابت همچنین [1] عزیز

، | z |≤ k ≤ 1 دایره در را خود هاي صفر تمامی و n درجه یکچندجمله�اي p(z) اگر .6.3.1 قضیه
r > 0 هر براي صورت این در باشد، داشته

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ keiθ |r dθ ]

1
r max

|z|=1 | p
′(z) | . (11.1)

شد. خواهد نتیجه (5.1) نامساوي (11.1) نامساوي در r −→ فرض∞ با .7.3.1 تذکر

ضریبی نامساوي، این سمتراست در ،بطوریکه [4] دادند تعمیم را (11.1) نامساوي 13 احمد و عزیز
است. مطلب همین بیانگر زیر قضیه است. شده جایگزین یکه دایره روي | p(z) | انتگرالی میانگین از
12Aziz
13Ahemad
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|؛ z |≤ k در را خود هاي صفر وتمامی n درجه از یکچندجمله�اي p(z) کنیم فرض .8.3.1 قضیه
1
p
+ 1

q
= 1 با q > 1 و p > 1 ، r > 0 هر براي صورت این در باشد، داشته ، k ≤ 1

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ keiθ |qr dθ ]

1
qr [

∫ 2π

0
| p′(eiθ) |pr dθ ]

1
pr . (12.1)

می�شود. نتیجه رابطه(5.1) ، p −→ ∞ و r −→ ∞ فرضکنیم (12.1) در اگر .9.3.1 تذکر



2 فصل
براي انتگرالی میانگین برآوردهاي

درون صفرهایشان که هایی چندجمله�اي
اند دایره یک

مطرح قضایاي از جالبی هاي تعمیم ها، چندجمله�اي از خاص هایی رده گرفتن نظر در با فصل این در
بخش رو ازاین گرفت. خواهیم ها آن از دیگري نتایج سپس و داد خواهیم ارائه نخست، فصل در شده
با دایره درون صفرهایشان استکه هایی چندجمله�اي رده براي انتگرالی میانگین برآوردهاي شامل اول
چندجمله�اي از دیگري رده با ارتباط در نتایج تمامی دربخشدیگر اند. یکواقع مساوي یا کمتر شعاع

یکاست. مساوي یا بزرگتر شعاع با دایره درون صفرهاي با هاي چندجمله�اي یعنی ها،

برايچندجمله�ايهایی انتگرالی میانگین برآوردهاي 1.2
مساوي یا کمتر شعاع با دایره درون صفرهایشان که

اند یک
فرم به ها چندجمله�اي از اي رده به را 1 فصل در آمده بدست نتایج برخی ابتدا بخش این در

p(z) = anz
n +

n∑
j=µ

an−jz
n−j (1 ≤ µ ≤ n)

بیشتري کلی نتایج ها آن اثبات با و می�دهیم تعمیم باشند، | z |≤ k ≤ 1 ناحیه در آن هاي صفر که
براي مشابه نتایجی انتها در همچنین کرد. خواهیم اشاره نیز ها آن بحثبه ادامه در که آمد بدستخواهد

10
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گرفت. خواهیم صفرها، تمامی روي محدودیت از دیگري نوع دادن قرار با ها چندجمله�اي از اي رده
می�کنیم. آغاز ها آن بیان با را مطلب که است نیاز لم چند به قضایا این اثبات براي

تمامی و n درجه از یکچندجمله�اي ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = a0 +
∑n

j=µ ajz
j اگر [6] .1.1.2 لم

صورت: این در باشد، داشته | z |≥ k ≥ 1 در را خود هاي صفر

kµ | p′(z) |≤| q′(z) | (| z |= 1).

می�شود: تعریف زیر شکل به q(z) دیگر موارد و جا این در

q(z) = znp(
1
z
).

می�شود. نتیجه زیر لم آسانی به 1.1.2 کمکلم به

و n درجه از چندجمله�اي یک ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = anz
n +

∑n
j=µ an−jz

n−j اگر .2.1.2 لم
صورت: این در باشد، داشته | z |≤ k ≤ 1 در را خود صفرهاي

| q′(z) |≤ kµ | p′(z) | (| z |= 1).

در q(z) صفرهاي همه بنابراین اند، واقع | z |≤ k ≤ 1 در p(z) صفرهاي همه که جا آن از اثبات.
q(z) = an+

∑n
j=µ an−jz

n−j چندجمله�اي مورد در 1.1.2 لم بکاربردن پسبا دارند. قرار | z |≥ 1
k
≥ 1

داریم:
1
kµ

| q′(z) |≤| p′(z) | (| z |= 1).

یا
| q′(z) |≤ kµ | p′(z) | (| z |= 1).

شود. می ثابت 2.1.2 لم ترتیب بدین و
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و n درجه از چندجمله�اي یک ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = anz
n +

∑n
j=µ an−jz

n−j اگر .3.1.2 قضیه
q > 1 و p > 1 ، r > 0 هر براي صورت این در باشد، داشته | z |≤ k ≤ 1 در را خود صفرهاي تمامی

1
p
+ 1

q
= 1 با

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ kµeiθ |pr dθ ]

1
pr [

∫ 2π

0
| p′(eiθ) |qr dθ ]

1
qr . (1.2)

خواهیم را زیر رابطه صورت این در .p(z) = znq( 1
z
) بنابراین ، q(z) = znp( 1

z
) که جا آن از اثبات.

داشت:

p′(z) = nzn−1q(
1
z
)− zn−2q′(

1
z
). (2.2)

معادل: طور به

zp′(z) = nznq(
1
z
)− zn−1q′(

1
z
). (3.2)

داریم: ، 0 ≤ θ < 2π ؛ z = eiθ براي بنابراین و

| p′(eiθ) |=| eiθp′(eiθ) |=| neinθq(eiθ)− ei(n−1)θ)q′(eiθ) |=| nq(eiθ)− eiθq′(eiθ) | .

لذا

| p′(z) |=| nq(z)− zq′(z) | (| z |= 1). (4.2)

لم از استفاده با بنابراین، دارد. | z |≤ k ≤ 1 ناحیه در را خود صفرهاي تمامی p(z) فرض طبق حال
داریم: 2.1.2

| q′(z) |≤ kµ | p′(z) | (| z |= 1). (5.2)
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رسیم: می زیر رابطه به (5.2) در (4.2) از استفاده با

| q′(z) |≤ kµ | nq(z)− zq′(z) | (| z |= 1). (6.2)

تابع حال

w(z) =
zq′(z)

kµ(nq(z)− zq′(z))
(7.2)

. است تحلیلی | z |≤ 1 ناحیه در
همه لوکاس، گاوس- قضیه بنابر و دارد | z |≤ k ≤ 1 ناحیه در را خود صفرهاي تمامی p(z) زیرا

| z |< 1 ناحیه در بنابراین، شود. می واقع | z |≤ 1 ناحیه در نیز p′(z) هاي صفر

zn−1p′(
1
z
) = nq(z)− zq′(z) ̸= 0. (8.2)

براي k(< n) مرتبه از صفري ، | α |= 1 با α اگر این بر علاوه است. تحلیلی | z |< 1 در w(z) پس
آن از است. p′(z) از k مرتبه از صفري همچنین ، (4.2) به توجه با صورت این در باشد، nq(z)− zq′(z)

k+1 مرتبه از صفري α ، لوکاس گاوس- قضیه از است، p(z)صفرهاي تمامی شامل واحد دایره که جا
می�گیریم نتیجه ها این از است. q′(z) از k مرتبه از صفري α ، بنابراین است. q(z) نتیجه در و p(z) از
همچنین . | w(z) |≤ 1 ، | z |= 1 براي ، (6.2) بنابر این بر افزون است. تحلیلی | z |≤ 1 در w(z)

تابع | z |≤ 1 براي بنابراین، . w(0) = 0 بوضوح،

1+ kµw(z)
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تابع به وابسته
1+ kµz

،0 ≤ θ < 2π و r > 0 هر براي داریم ، [5] 1 سابوردینیشن مشهور خاصیت از استفاده با بنابراین است.
∫ 2π

0
| 1+ kµw(eiθ) |r dθ ≤

∫ 2π

0
| 1+ kµeiθ |r dθ. (9.2)

داریم: (7.2) از همچنین

1+ kµw(z) =
nq(z)

nq(z)− zq′(z)
.

بنابراین

n | q(z) |=| 1+ kµw(z) | | nq(z)− zq′(z) | . (10.2)

داشت: خواهیم | z |= 1 براي (10.2) رابطه از لذا . | p(z) |=| q(z) | ، | z |= 1 براي حال

n | p(z) |=| 1+ kµw(z) | | p′(z) | (| z |= 1). (11.2)

داریم: (11.2) و (9.2) از

nr

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ |≤

∫ 2π

0
| 1+ kµeiθ |r | p′(eiθ) |r dθ r > 0. (12.2)

داشت: خواهیم (12.2) دررابطه 1
p
+
1
q
= 1 با q > 1 و p > 1 براي هولدر نامساوي بردن بکار با حال

n[

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ]

1
r |≤ [

∫ 2π

0
| 1+ kµeiθ |pr dθ]

1
pr [

∫ 2π

0
| p′(eiθ) |qr dθ]

1
qr r > 0.

(13.2)
1Subordination
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است. مطلوب نامساوي همان این که

داریم. را زیر نتیجه آسانی به 3.1.2 قضیه از ، (q −→ ∞) p −→ 1 فرضکنیم اگر

درجه از یکچندجمله�اي ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = anz
n+

∑n
j=µ an−jz

n−j فرضکنیم .4.1.2 نتیجه
، r > 0 هر براي صورت این در باشد. داشته ، | z |≤ k ≤ 1 در را خود هاي صفر وتمامی n

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ kµeiθ |r dθ ]

1
r max

|z|=1 | p
′(z) | . (14.2)

بدان اول فصل در رسیدکه زیر نامساوي به توان می (14.2) نامساوي در µ = فرض1 با .5.1.2 تذکر
کردیم. اشاره

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ keiθ |r dθ ]

1
r max

|z|=1 | p
′(z) | . (15.2)

نامساوي از تعمیمی که داشت زیرراخواهیم نتیجه (14.2) نامساوي در r −→ ∞ فرض با همچنین
بود. خواهد مشتق براي جالبی برآورد و است 1 فصل از (5.1)

درجه از یکچندجمله�اي ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = anz
n+

∑n
j=µ an−jz

n−j فرضکنیم .6.1.2 نتیجه
صورت: این در باشد. داشته ، | z |≤ k ≤ 1 در را خود صفرهاي تمامی و n

n max
|z|=1 | p(z) |≤ (1+ kµ)max

|z|=1 | p
′(z) | . (16.2)
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n درجه از یکچندجمله�اي ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = anz
n +

∑n
j=µ an−jz

n−j فرضکنیم .7.1.2 لم
صورت: این در . m = min

|z|=k
| p(z) | بعلاوه باشد. داشته ، | z |≤ k ≤ 1 در را خود هاي صفر تمامی و

mn

kn−µ
+ | q′(z) |≤ kµ | p′(z) | (| z |= 1). (17.2)

| z |≤ k ≤ 1 ناحیه در را خود صفرهاي تمامی p(z) = anz
n +

∑n
j=µ an−jz

n−j فرض طبق اثبات.
. m = min

|z|=k
| p(z) |= 0 صورت این در باشد، داشته | z |= k دایره روي صفري p(z) اگر دارد. ،

را خود صفرهاي تمامی p(z) فرضکنیم بنابراین، آمد. خواهد بدست 1.1.2 لم از حالت این در نتیجه
α اگر بنابراین . m ≤| p(z) | ، | z |= k براي حال . m > 0 بنابراین، باشد. داشته | z |< k ناحیه در

صورت: دراین باشد، | α |< 1 با مختلط یا حقیقی عددي

| mα zn

kn
|<| p(z) | (| z |= k).

صفرهاي همه روشه قضیه طبق لذا ، واقعند | z |< k در p(z) صفرهاي همه چون

F (z) = p(z)− mα zn

kn

چندجمله�اي لوکاس گاوس- قضیه طبق حال می�گیرد. قرار | z |< k ناحیه در نیز

F ′(z) = p′(z)− mn α zn−1

kn
(18.2)

: می�دهد نتیجه فوق مطلب دارد. | z |< k ناحیه در را خود صفرهاي همه

| p′(z) | ≥ | mn zn−1

kn
| (| z |≥ k). (19.2)

که طوري به است موجود ، | z0 |≥ k با z0 مانند اي نقطه نباشد، برقرار (19.2) اگر خلف برهان به زیرا

| p′(z0) |< | mn zn−10
kn

| .
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در این . | z0 |≥ k براي F ′(z0) = 0 داریم (18.2) از ، | α |< 1 اینکه بنابر و α =
knp′(z0)
mn zn−10

انتخاب با
برقرار (19.2) بنابراین، دارند. قرار | z |< k ناحیه در F ′(z)صفرهاي همه استکه مطلب این تناقضبا

است.
چندجمله�اي حال

F (z) = p(z)− m α zn

kn
= [an −

mα

kn
]zn +

n∑
j=µ

an−jz
n−j

اگر بنابراین، دارد. | z |< k ≤ 1 درناحیه را خود صفرهاي همه

G(z) = znF (
1
z
) = znp(

1
z
)− mα

kn
= q(z)− mα

kn
,

: می�شود نتیجه 2.1.2 لم از صورت این در

| G′(z) |≤ kµ | F ′(z) | (| z |= 1).

یا

| q′(z) |≤ kµ | p′(z)− mn α zn−1

kn
| (| z |= 1). (20.2)

باشیم: داشته که یی αانتخاب با حال

| p′(z)− mn α zn−1

kn
|=| p′(z) | −mn

kn
| α | (| z |= 1), (21.2)

: می�یابیم در (20.2) رابطه از ، | α |→ فرض1 با و

| q′(z) |≤ kµ [ | p′(z) | −mn

kn
] (| z |= 1). (22.2)

معادل: طور به یا و
mn

kn−µ
+ | q′(z) |≤ kµ | p′(z) | (| z |= 1). (23.2)
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می�شود. ثابت نظر مورد لم ترتیب بدین

و n درجه از یکچندجمله�اي ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = anz
n +

∑n
j=µ an−jz

n−j اگر .8.1.2 قضیه
صورت این در باشد، داشته | z |≤ k ≤ 1 در را خود صفرهاي تمامی

n [max
|z|=1 | p(z) | +

1
kn−µ

min
|z|=1 | p(z) | ] ≤ (1+ kµ)max

|z|=1 | p
′(z) | . (24.2)

mداریم: = min
|z|=k

| p(z) | و | z |= 1 براي 7.1.2 لم طبق اثبات.

| q′(z) |≤ kµ | p′(z) | − mn

kn−µ
(| z |= 1). (25.2)

: می�دهد نتیجه این

| p′(z) | + | q′(z) |≤ (1+ kµ) | p′(z) | − mn

kn−µ
(| z |= 1). (26.2)

گفت: می�توان | z |= 1 براي همچنین

n | p(z) |=| np(z)− zp′(z) + zp′(z) |

≤| np(z)− zp′(z) | + | p′(z) |

=| q′(z) | + | p′(z) |

≤ (1+ kµ) | p′(z) | − mn

kn−µ
.

: می�دهد نتیجه این و

n max
|z|=1 | p(z) |≤ (1+ kµ)max

|z|=1 | p
′(z) | − mn

kn−µ
.
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: با است معادل این و

n [max
|z|=1 | p(z) | +

m

kn−µ
] ≤ (1+ kµ)max

|z|=1 | p
′(z) | .

می�شود. ثابت قضیه ترتیب بدین و

داشت. خواهیم را اول فصل از (6.1) نامساوي (24.2) نامساوي در µ = فرض1 با

n درجه از یکچندجمله�اي ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = anz
n +

∑n
j=µ an−jz

n−j اگر .9.1.2 قضیه
صورت این در ، m = min

|z|=k
| p(z) | و باشد داشته ، k ≤ 1 ؛ | z |≤ k در را خود صفرهاي تمامی و

1
p
+ 1

q
= 1 با q > 1 و p > 1 ، r > 0 ، | α |= 1 با αمختلط یا حقیقی عدد براي ،

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) + αmei(n−1)θ

kn−µ
|r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ kµeiθ |pr dθ ]

1
pr [

∫ 2π

0
| p′(eiθ) |qr dθ ]

1
qr .

(27.2)

لم به توجه با بنابراین دارد، | z |≤ k ≤ 1 ناحیه در را خود صفرهاي تمامی p(z) که جا آن از اثبات.
: گرفت نتیجه می�توان 7.1.2

mn

kn−µ
+ | q′(z) |≤ kµ | p′(z) | (| z |= 1). (28.2)

: همچنین

| p′(z) |=| nq(z)− zq′(z) | (| z |= 1). (29.2)

داریم: ، | β |≤ 1 با β مختلط عدد هر براي (28.2) از استفاده با حال

| q′(z) + β
mn

kn−µ
|≤| q′(z) | + mn

kn−µ
≤ kµ | p′(z) |
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= kµ | nq(z)− zq′(z) | (| z |= 1). (30.2)

همه لوکاس گاوس- قضیه طبق بنابراین، دارد | z |≤ k ≤ 1 ناحیه در را خود هاي صفر همه p(z) چون
انجام 3.1.2 قضیه اثبات در چه آن مشابه اثبات ادامه با و دارد قرار | z |≤ 1 ناحیه در نیز p′(z)صفرهاي

می�کنیم. حذف را اثبات ادامه لذا رسید. خواهیم مطلوب نتیجه به سهولت به شد

داشت. خواهیم را 3.1.2 قضیه همان 9.1.2 قضیه در α = فرض0 با

با مناسب α انتخاب و (27.2) نامساوي در (p −→ 1)q −→ ∞ و r −→ فرض∞ با .10.1.2 تذکر
می�شود. نتیجه (24.2) نامساوي | α |= 1

تمامی و n درجه از یکچندجمله�اي ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = a0 +
∑n

j=µ ajz
j اگر [15] .11.1.2 لم

صورت: این در باشد، داشته ، k ≥ 1 ؛ | z |≥ k در را خود هاي صفر

n | a0 | kµ+1 + µ | aµ | k2µ

n | a0 | +µ | aµ | kµ+1 | p′(z) |≤| q′(z) | (| z |= 1 ; 1 ≤ µ ≤ n)

و
µ

n
| aµ
a0

| kµ ≤ 1.

و n درجه از چندجمله�اي یک ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = anz
n +

∑n
j=µ an−jz

n−j اگر .12.1.2 لم
صورت: این در باشد، داشته ، k ≤ 1 ؛ | z |≤ k در را خود هاي صفر تمامی

| q′(z) |≤ Sµ | p′(z) | (| z |= 1)

و
µ

n
| an−µ

an
|≤ kµ
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شود: تعریفمی زیر شکل به Sµ دیگر موارد و جا این در

Sµ =
n | an | k2µ + µ | an−µ | kµ−1

n | an | kµ−1 + µ | an−µ |
.

| z |≥ 1
k
≥ 1 در q(z) هاي صفر همه بنابراین، واقعند. ،| z |≤ k ≤ 1 در p(z) هاي صفر همه اثبات.

داریم: q(z) = an +
∑n

j=µ an−jz
n−j چندجمله�اي مورد در 11.1.2 لم بکاربردن با پس دارند. قرار

n | an | 1
kµ+1 + µ | an−µ | 1

k2µ

n | an | +µ | an−µ | 1
kµ+1

| q′(z) |≤| p′(z) | (| z |= 1 ).

یا
| q′(z) |≤ Sµ | p′(z) | (| z |= 1 ).

شود. می ثابت 12.1.2 لم ترتیب بدین و

قصد ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = anz
n +

∑n
j=µ an−jz

n−j چندجمله�اي ضرایب بردن بکار با حال
. رساند خواهیم اثبات به دیگر نتایجی و قضایا راستا این در کنیم. تر دقیق را اخیر هاي نامساوي داریم

از چندجمله�اي یک ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = anz
n +

∑n
j=µ an−jz

n−j کنیم فرض .13.1.2 قضیه
، r > 0 هر براي صورت این در باشد. داشته ، | z |≤ k ≤ 1 در را خود هاي صفر تمامی و n درجه

1
p
+ 1

q
= 1 با q > 1 و p > 1

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ Sµe

iθ |pr dθ]
1
pr [

∫ 2π

0
| p′(eiθ) |qr dθ ]

1
qr . (31.2)

بهره 1.1.2 عوضلم در 12.1.2 لم از کافیست بود. خواهد 3.1.2 قضیه اثبات همانند قضیه اثبات اثبات.
کرد. خواهیم حذف را اثبات روند رو این از بگیریم.
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قضیه به نسبت همگی رو پیش نتایج و اخیر قضیه ، داد خواهیم نشان دیگر لمی اثبات با ادامه در
راست سمت در آمده بدست کران گفت، می�توان آن کمک به زیرا است. تر دقیق قبل مشابه نتایج و

است. یافته بهبود ها نامساوي

n درجه یکچندجمله�اي ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = anz
n +

∑n
j=µ an−jz

n−j فرضکنیم .14.1.2 لم
صورت: این در باشد. داشته ، | z |≤ k ≤ 1 در را خود هاي صفر تمامی و باشد

Sµ ≤ kµ. (32.2)

داریم: 12.1.2 لم طبق اثبات.

µ

n
| an−µ

an
|≤ kµ. (33.2)

کرد: بررسی می�توان آسانی به

µ | an−µ |≤ n | an | kµ.

می�دهد: نتیجه این و
µ | an−µ | −n | an | kµ ≤ 0.

معادل: طور به یا و
(kµ−1 − kµ)(µ | an−µ | −n | an | kµ) ≤ 0.

یعنی:

µ | an−µ | kµ−1 − n | an | kµkµ−1 − µ | an−µ | kµ + n | an | k2µ ≤ 0.
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معادل: طور به یا و

µ | an−µ | kµ−1 + n | an | k2µ ≤ (n | an | kµ−1 + µ | an−µ |)kµ.

می�دهد: نتیجه این و

Sµ =
n | an | k2µ + µ | an−µ | kµ−1

n | an | kµ−1 + µ | an−µ |
≤ kµ.

است. تر دقیق (1.2) نامساوي به نسبت (31.2) نامساوي (32.2) بنابر .15.1.2 تذکر

رسید. خواهیم زیر نتیجه به (31.2) نامساوي در (p −→ 1)q −→ فرض∞ با

درجه یکچندجمله�اي ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = anz
n+

∑n
j=µ an−jz

n−j فرضکنیم .16.1.2 نتیجه
r > 0 هر براي صورت این در باشد. داشته ، | z |≤ k ≤ 1 در را خود هاي صفر تمامی و باشد n

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ Sµe

iθ |r dθ ]
1
r max

|z|=1 | p
′(z) | . (34.2)

است. تر دقیق (14.2) نامساوي به نسبت (34.2) نامساوي (32.2) بر بنا .17.1.2 تذکر

درجه یکچندجمله�اي ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = anz
n+

∑n
j=µ an−jz

n−j فرضکنیم .18.1.2 نتیجه
صورت: دراین باشد. داشته ، | z |≤ k ≤ 1 در را خود هاي صفر تمامی و باشد n

nmax
|z|=1 | p(z) |≤ (1+ Sµ)max

|z|=1 | p
′(z) | (35.2)
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(32.2) بر بنا و است آمده بدست (34.2) نامساوي در r −→ فرض∞ با فوق نامساوي .19.1.2 تذکر
است. تر دقیق (16.2) نامساوي به نسبت

هاي کران به بخشیدن بهبود در بسزایی تاثیر صفرها محل کردیم، ملاحظه این از پیش که همانطور
قدر بزرگترین با صفر به تنها کنون تا شده مطرح قضایاي در کران که جا آن از دارد.حال ها نامساوي
به وابسته کرانی آوردن بدست بنابراین ندارد، ارتباطی دیگر صفرهاي قدرمطلق به و دارد بستگی مطلق
موقعیت دادن دخالت با داریم قصد ادامه در حیث این از . بود خواهد جالبی امر صفرها تمامی موقعیت
میانگین از ضریبی maxبا

|z|=1 | p
′(z) عبارت| همچنین دهیم. ارائه (11.1) نامساوي از تظریفی تمامیصفرها

براي است. (11.1) از تعمیم نوعی خود این که شد خواهد جایگزین یکه دایره روي | p′(z) | انتگرالی
نیازمندیم. زیر هاي لم بیان به رابطه، این در اي قضیه اثبات

و باشد n درجه از چندجمله�اي یک an ̸= 0 با p(z) = an
∏n

j=1(z − zj) کنیم فرض .20.1.2 لم
: صورت دراین . 1 ≤ j ≤ n ؛ | zj |≥ kj ≥ 1 این بر علاوه

| q
′(z)

p′(z)
|≥ 1+ n∑n

j=1
1

kj − 1
(| z |= 1). (36.2)

داریم: | z |= 1 براي اثبات.

| q
′(z)

p′(z)
|≥

∑n
j=1

| zj |
| zj | −1∑n

j=1
1

| zj | −1
= 1+ n∑n

j=1
1

| zj | −1
.

و | z1 | متغیرهاي از یک هر به نسبت نانزولی تابعی بوضوح نامساوي راست سمت عبارت که جا آن از
بنابراین است، | zn | و...و | z2 |
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| q
′(z)

p′(z)
|≥ 1+ n∑n

j=1
1

kj − 1
.

این بر علاوه و باشد n درجه از یکچندجمله�اي an ̸= 0 با p(z) = an
∏n

j=1(z− zj) اگر .21.1.2 لم
: صورت این در ، 1 ≤ j ≤ n که طوري به | zj |≤ kj ≤ 1

| q
′(z)

p′(z)
|≤ t0 (| z |= 1). (37.2)

می�شود: تعریف زیر شکل به t0 دیگر موارد و اینجا در

t0 = 1− n∑n
j=1

1
1− kj

.

: صورت این در .q(z) = znp( 1
z
) داریم اثبات.

| p(z) |=| q(z) | (| z |= 1).

، 1 ≤ j ≤ n براي بنابراین ، | zj |≤ kj ≤ 1 که جا آن از حال

1
| zj |

≥ 1
kj

≥ 1.

داریم: | z |= 1 براي 20.1.2 لم طبق صورت این در که

| p
′(z)

q′(z)
|≥ 1+ n∑n

j=1
kj

1− kj

=

∑n
j=1(

kj
1− kj

+ 1)
∑n

j=1
kj

1− kj
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=

∑n
j=1

1
1− kj∑n

j=1
kj

1− kj

.

، | z |= 1 براي گرفت نتیجه می�توان ترتیب بدین و

| q
′(z)

p′(z)
|≤

∑n
j=1

kj
1− kj∑n

j=1
1

1− kj

=

∑n
j=1(

1
1− kj

− 1)∑n
j=1

1
1− kj

= 1− n∑n
j=1(

1
1− kj

)
.

می�شود. ثابت کامل طور به نظر مورد مطلب شکل بدین و

کرد. ثابت را زیر قضیه می�توان 21.1.2 لم بردن بکار با حال

علاوه و باشد n درجه از یکچندجمله�اي an ̸= 0 با p(z) = an
∏n

j=1(z − zj) اگر .22.1.2 قضیه
با q > 1 و p > 1 ، r > 0 براي صورت این در ، 1 ≤ j ≤ n که طوري به ، | zj |≤ kj ≤ 1 این بر

1
p
+ 1

q
= 1

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ t0eiθ |pr dθ ]

1
pr [

∫ 2π

0
| p′(eiθ) |qr dθ ]

1
qr . (38.2)

: صورت این در .p(z) = znq( 1
z
) بنابراین ، q(z) = znp( 1

z
) فرضکنیم اثبات.

zp′(z) = nznq(
1
z
)− zn−1q′(

1
z
). (39.2)
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می�شود: نتیجه ، | z |= 1 براي لذا

| p′(z) |=| nq(z)− zq′(z) | . (40.2)

به ، | zj |≤ kj ≤ 1 با و است n درجه از یکچندجمله�اي p(z) = an
∏n

j=1(z − zj)فرض طبق حال
، | z |= 1 براي گرفت نتیجه می�توان 21.1.2 لم از استفاده ،با بنابراین . 1 ≤ j ≤ n که طوري

| q′(z) |≤ t0 | p′(z) | (41.2)

می�رسیم. زیر رابطه به (41.2) در (40.2) رابطه ترکیب با

| q′(z) |≤ t0 | nq(z)− zq′(z) | (| z |= 1). (42.2)

بنابراین و می�شود واقع | z |≤ 1 ناحیه در نیز p′(z) هاي صفر همه لوکاس گاوس- قضیه بنابر
پس دارد. | z |≥ 1

k
≥ 1 ناحیه در را خود هاي صفر همه zn−1p′(1

z
) = nq(z) − zq′(z) چندجمله�اي

تابع

w(z) =
zq′(z)

t0(nq(z)− zq′(z))
(43.2)

.| w(z) |≤ 1 ، | z |≤ 1 براي (42.2) بر بنا همچنین . w(0) = 0 و است تحلیلی | z |≤ 1 ناحیه در
تابع | z |≤ 1 براي بنابراین

1+ t0w(z)
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تابع به وابسته
1+ t0z

،0 ≤ θ < 2π و r > 0 هر براي ، سابوردینیشن مشهور خاصیت از استفاده با بنابراین ∫است. 2π

0
| 1+ t0w(eiθ) |r dθ ≤

∫ 2π

0
| 1+ t0eiθ |r dθ. (44.2)

: داریم (43.2) از همچنین

1+ t0w(z) =
nq(z)

nq(z)− zq′(z)
.

بنابراین،

n | q(z) |=| 1+ t0w(z) | | nq(z)− zq′(z) | . (45.2)

صورت: این در . | p(z) |=| q(z) | داریم | z |= 1 براي

n | p(z) |=| 1+ t0w(z) | | p′(z) | (| z |= 1). (46.2)

داریم: (46.2) و (44.2) از

nr

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ |≤

∫ 2π

0
| 1+ t0eiθ |r | p′(eiθ) |r dθ (r > 0). (47.2)

داشت خواهیم (47.2) رابطه از 1
p
+
1
q
= 1 با q > 1 و p > 1 براي هولدر نامساوي بردن بکار با حال

n[

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ]

1
r |≤ [

∫ 2π

0
| 1+ t0eiθ |pr dθ]

1
pr [

∫ 2π

0
| p′(eiθ) |qr dθ]

1
qr (r > 0).

(48.2)
شود. می ثابت قضیه ترتیب بدین و
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رسیم. می زیر نتیجه به (p −→ 1) q −→ ∞ و r −→ ∞ فرضکنیم (38.2) در اگر

علاوه و باشد n درجه از یکچندجمله�اي an ̸= 0 با p(z) = an
∏n

j=1(z − zj) اگر .23.1.2 نتیجه
صورت: دراین ، 1 ≤ j ≤ n که طوري به | zj |≤ kj ≤ 1 این بر

max
|z|=1 | p

′(z) |≥ n

2 [1+
1

[1+ 2
n

∑n
j=1

kj
1− kj

]

] max
|z|=1 | p(z) | . (49.2)

برايچندجمله�ايهایی انتگرالی میانگین برآوردهاي 2.2
مساوي یا بزرگتر شعاع با دایره صفرهایشاندرون که

اند یک
داشته ، k ≥ 1 ؛ | z |≤ k در را خود هاي صفر تمامی و n درجه از یکچندجمله�اي p(z) فرضکنیم

r ≥ 1 هر براي صورت این در باشد.

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ kneiθ |r dθ ]

1
r max

|z|=1 | p
′(z) | . (50.2)

به هاي اي چندجمله براي تساوي و کرد ثابت (9.1) نامساوي از تعمیمی بعنوان را اخیر نامساوي عزیز
در نامساوي ازاین تعمیمی قسمت این در است. برقرار | a |=| b | آن در که p(z) = azn + bkn فرم
که داشت خواهیم لم چند به نیاز مطلب اثبات براي نیز جا این در دهیم. می ارائه n ≥ 3 و r > حالت0

. می�کنیم اشاره ها آن به ابتدا در

اینصورت در باشد. n ≥ 2 درجه از یکچندجمله�اي p(z) = ∑n
ν=0 aνzν فرضکنیم [7] .1.2.2 لم

: n > 2 و R ≥ 1 براي
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max
|z|=R

| p(z) |≤ Rn max
|z|=1 | p(z) | −

2(Rn − 1)
n+ 2 | a0 | − | a1 |

×[
Rn − 1

n
− Rn−2 − 1

n− 2 ]. (51.2)

: n = 2 اگر و

max
|z|=R

| p(z) |≤ R2max
|z|=1 | p(z) | −

(R− 1)
2 × [(R + 1) | a0 | +(R− 1) | a1 |]. (52.2)

همچنین می�باشد. شده مطرح شرایط با یکچندجمله�اي مطلق قدر رشد بیانگر حقیقت در 1.2.2 لم
اثبات ندارند. یکه دایره در صفري استکه هایی چندجمله�اي انتگرالی میانگین رشد مورد در 2.2.2 لم
آمده نیز ، است شده اشاره بدان نامه کتاب در که ها چندجمله�اي تحلیلی نظریه کتاب در مطلب این

است.

در باشد. نداشته صفري | z |< 1 دایره در و n درجه از یکچندجمله�اي p(z) فرضکنیم .2.2.2 لم
داریم: r > 0 و R ≥ 1 هر براي صورت این

[

∫ 2π

0
| p(Reiθ) |r dθ ]

1
r ≤ Er[

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r . (53.2)

جا: این در که
Er =

[
∫ 2π
0 | 1+Rneiα |r dα ]

1
r

[
∫ 2π
0 | 1+ eiα |r dα ]

1
r

.

کرد. ثابت را زیر قضایاي می�توان قبل لم کمکدو به حال
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صفرهاي تمامی و n ≥ 3 درجه از یکچندجمله�اي p(z) = ∑n
ν=0 aνzν کنیم فرض .3.2.2 قضیه

، r > 0 هر براي صورت این در باشد. داشته ، k ≥ 1 |؛ z |≤ k در را خود
: n > 3 براي

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+kneiθ |r dθ ]

1
r [max

|z|=1 | p
′(z) | −2 | a1 |

n+ 1 (1− 1
kn−1 )−

2 | a2 |
kn−1

(
kn−1 − 1
n− 1 − kn−3 − 1

n− 3 )]. (54.2)

: n = 3 براي و

3[
∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+k3eiθ |r dθ]

1
r×[max

|z|=1 | p
′(z) | −k − 1

2k2 [(k+1) | a1 | +(k−1)2 | a2 |].

(55.2)
است. برقرار ، | α |=| β | آن در که p(z) = αzn + βkn فرم به هاي چندجمله�اي براي تساوي و

، k ≥ 1 ؛ | z |≤ k ناحیه در را خود صفرهاي تمامی p(z) طرفی از باشد. n > 3 کنیم فرض اثبات.
لذا داشت. خواهد | z |≤ 1 ناحیه در را خود صفرهاي همه G(z) = p(kz) چندجمله�اي بنابراین، دارد.

اند. واقع | z |≥ 1 ناحیه در H(z) = znG( 1
z
) اي چندجمله هاي صفر همه

| zν |≥ وضوح1 اینصورتبه در صفرهايH(z)باشند. ها zν ، ν = 1, 2, 3, ..., nبراي فرضکنیم
و 1 ≤ ν ≤ n ؛

zH ′(z)

H(z)
=

n∑
ν=1

z

z − zν

داریم: نباشند، H(z) هاي صفر که ، 0 ≤ θ < 2π ؛ eiθ نقاط براي بنابراین
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Re(
eiθH ′(eiθ)

H(eiθ)
) =

n∑
ν=1

Re(
eiθ

eiθ − zν
) ≤ n

2 .

می�دهد: نتیجه که

| e
iθH ′(eiθ)

nH(eiθ)
|≤| 1− eiθH ′(eiθ)

nH(eiθ)
| . (56.2)

با: است معادل (56.2) نامساوي

| H ′(eiθ) |≤| nH(eiθ)− eiθH ′(eiθ) | . (57.2)

eiθ نقاط براي (57.2) نامساوي که جا آن از نباشند. H(z) هاي صفر که ، 0 ≤ θ < 2π ؛ eiθ نقاط براي
: بنابراین است، صحیح نیز باشند، H(z) هاي صفر که ، 0 ≤ θ < 2π ؛

| H ′(z) |≤| nH(z)− zH ′(z) | . (| z |= 1). (58.2)

لوکاس گاوس- قضیه طبق لذا دارد. | z |≤ 1 ناحیه در را خود صفرهاي همه G(z) که جا آن از حال
چندجمله�اي پس، واقعند. | z |≥ 1 ناحیه در همچنین G′(z) چندجمله�اي هاي صفر همه

zn−1G(
1
z
) = nH(z)− zH ′(z) (59.2)

(59.2) موجب به بنابراین، ندارد. صفري | z |< 1 در یعنی و دارد | z |≥ 1 در را خود هاي صفر همه
تابع

w(z) =
zH ′(z)

nH(z)− zH ′(z)
(60.2)

براي بنابراین .| w(z) |≤ 1 ، | z |= 1 براي (58.2) بنابر و w(0) = 0 و است تحلیلی | z |≤ 1 ناحیه در
تابع | z |≤ 1
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1+ w(z)

تابع به وابسته
1+ z

،0 ≤ θ < 2π و r > 0 هر براي ، سابوردینیشن مشهور خاصیت از استفاده با ، بنابراین است.
∫ 2π

0
| 1+ w(eiθ) |r dθ ≤

∫ 2π

0
| 1+ eiθ |r dθ. (61.2)

داریم: (60.2) از همچنین

1+ w(z) =
nH(z)

nH(z)− zH ′(z)
.

| z |= 1 براي همچنین

| G′(z) |=| zn−1G(
1
z
) |=| nH(z)− zH ′(z) | . (62.2)

داشت: خواهیم بنابراین،

n | H(z) |=| 1+ w(z) | | nH(z)− zH ′(z) |=| 1+ w(z) | | G′(z) | (| z |= 1). (63.2)

داریم: (63.2) و (61.2) از

nr

∫ 2π

0
| H(eiθ) |r dθ ≤

∫ 2π

0
| 1+ eiθ |r dθ [max

|z|=1 | G
′(z) |]r (r > 0). (64.2)
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R = k ≥ 1 برايH(z)با 2.2.2 لم بردن کار به با بنابراین ندارد، | z |< 1 در H(z)صفري که جا آن از
رسید: خواهیم زیر رابطه به r > 0 هر براي ،

∫ 2π

0
| H(keiθ) |r dθ ≤ (Br)

r

∫ 2π

0
| H(eiθ) |r dθ. (65.2)

است: زیر صورت به Br رابطه این در که

Br =
[
∫ 2π
0 | 1+ kneiθ |r dθ] 1r

[
∫ 2π
0 | 1+ eiθ |r dθ] 1r

.

: داریم ، 0 ≤ θ < 2π براي نتیجه در ، H(z) = znG( 1
z
) = znp(k

z
) اینکه بنابر

| H(keiθ) |=| kneinθp(eiθ) |= kn | p(eiθ) | . (66.2)

، r > 0 هر براي (66.2) و (65.2) ، (64.2) روابط از حال

nrknr

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ≤ nr(Br)

r

∫ 2π

0
| H(eiθ) |r dθ

≤
∫ 2π

0
| 1+ kneiθ |r dθ [max

|z|=1 | G
′(z) |]r. (67.2)

از استفاده با لذا است، سه مساوي یا تر بزرگ ازدرجه G′(z) = kp′(kz) چندجمله�اي که جا آن از
گرفت: نتیجه می�توان 1.2.2 لم از اول نامساوي

max
|z|=1 | G

′(z) |= kmax
|z|=1 | p

′(kz) |= kmax
|z|=k

| p′(z) |

≤ k[kn−1max
|z|=1 | p

′(z) | −2(kn−1 − 1)
n+ 1 | a1 | −2 | a2 | (

kn−1 − 1
n− 1 − kn−3 − 1

n− 3 )]
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≤ kn[max
|z|=1 | p

′(z) | −
2(1− 1

kn−1 )

n+ 1 | a1 | −2 | a2 | (
1− 1

kn−1

n− 1 −
1
k2 −

1
kn−1

n− 3 )].

داریم: (67.2) رابطه با آن ترکیب با که

nr

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ≤

∫ 2π

0
| 1+ kneiθ |r dθ

[max
|z|=1 | p

′(z) | −2 | a1 |
n+ 1 (1− 1

kn−1 )−
2 | a2 |
kn−1 (

(kn−1 − 1)
n− 1 −(kn−3 − 1)

n− 3 )].

: با است معادل که

n[

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+kneiθ |r dθ]

1
r

[max
|z|=1 | p

′(z) | −2 | a1 |
n+ 1 (1− 1

kn−1 )−
2 | a2 |
kn−1 (

(kn−1 − 1)
n− 1 −(kn−3 − 1)

n− 3 )].

است. (54.2) نامساوي همان فوق نامساوي
استفاده بجاي تفاوتکه این با تنها است. قسمتنخست اثبات مشابه نیز قضیه این قسمتدوم اثبات
خواهد اثبات به گونه این (55.2) نامساوي و کمکمی�گیریم آن دوم قسمت از 1.2.2 لم اول قسمت از

رسید.

بود. خواهد n ≥ حالت3 در (9.1) نامساوي همان فوق قضیه k = 1 براي .4.2.2 تذکر

در زیرا بود. خواهد n > حالت3 در (50.2) نامساوي از تظریفی فوق قضیه k = براي1 .5.2.2 تذکر
عبارت بنابراین است. x به نسبت صعودي تابع یک x > 1 با kx − 1

x
، k > 1 براي حالت این

kn−1 − 1
n− 1 − kn−3 − 1

n− 3

نامساوي به نسبت (55.2) نامساوي که است واضح n = 3 براي همچنین خواهدبود. نامنفی همواره
کران باشد، | a2 |= 0 و | a1 |= 0 و k = 1 که مواردي در جز حقیقت در است. یافته بهبود (50.2)

است. تر دقیق همواره (50.2) نامساوي راست سمت کران به نسبت (55.2) نامساوي راست سمت
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نامساوي از بهبودي که داریم را زیر نتیجه (55.2) و (54.2) هاي نامساوي در r −→ ∞ فرض با
می�باشد. n ≥ 3 درجه با هاي چندجمله�اي براي البته ، (7.1)

هاي صفر تمامی و n ≥ 3 درجه از یکچندجمله�اي p(z) = ∑n
ν=0 aνzν فرضکنیم .6.2.2 نتیجه

صورت: این در باشد. داشته ، k ≥ 1 |؛ z |≤ k در را خود
: n > 3 براي

n [max
|z|=1 | p(z) |≤ (1+ kn) [max

|z|=1 | p
′(z) | −2 | a1 |

n+ 1 (1− 1
kn−1 )−

2 | a2 |
kn−1

(
kn−1 − 1
n− 1 − kn−3 − 1

n− 3 )]. (68.2)

: n = 3 براي و

3 [max
|z|=1 | p(z) |≤ (1+ k3) [max

|z|=1 | p
′(z) | −k − 1

2k2 [(k + 1) | a1 | +(k − 1)2 | a2 |]. (69.2)

است. برقرار ، k ≥ 1 و | a |=| b | آن در که p(z) = azn+ bkn فرم به هاي چندجمله�اي براي تساوي و

صفرهاي تمامی و n ≥ 3 درجه از اي جمله یکچند p(z) = ∑n
ν=0 aνzν فرضکنیم .7.2.2 قضیه

یا حقیقی عدد هر براي صورت این در .m = min
|z|=k

| p(z) | و باشد داشته ، k ≥ 1 |؛ z |≤ k در را خود
حقیقی، r > 0 و | α |≤ 1 با αمختلط

: n > 3 براي

n[

∫ 2π

0
| p(eiθ)+αm |r dθ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+kneiθ |r dθ]

1
r [max

|z|=1 | p
′(z) | −2 | a1 |

n+ 1 (1− 1
kn−1 )−

2 | a2 |
kn−1

(
kn−1 − 1
n− 1 − kn−3 − 1

n− 3 )]. (70.2)
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: n = 3 براي و

3 [

∫ 2π

0
| p(eiθ) + αm |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ k3eiθ |r dθ ]

1
r [max

|z|=1 | p
′(z) | −k − 1

2k2

×[(k + 1) | a1 | +(k − 1)2 | a2 |]. (71.2)

m = min
|z|=k

| p(z) | و دارند قرار ، k ≥ 1 ؛ | z |≤ k ناحیه در p(z) صفرهاي تمامی فرض طبق اثبات.
3.2.2 قضیه از نتیجه و m = 0 صورت این در باشد، داشته | z |= k دایره روي صفري p(z) اگر .
باشد. داشته | z |< k ناحیه در را خود صفرهاي تمامی p(z) کنیم فرض بنابراین، خواهدآمد. بدست
تمامی صورت این در . G(z) = znH( 1

z
) = znp(k

z
) و H(z) = p(kz) کنیم فرض . m > 0 بنابراین،

| z |= براي1 همچنین . | H(z) |=| G(z) | ، | z |= براي1 و واقعند | z |> 1 ناحیه در G(z)صفرهاي
داریم: قدرمطلق ماکزیمم اصل به توجه با بنابراین . | G(z) |=| znp(k

z
) |=| p(kz) |≥ m ،

| znp(k
z
) |≥ m (| z |≤ 1).

: می�گیریم نتیجه 1
z
با z تعویض با

| p(kz) |≥ m | z |n (| z |≥ 1).

یا

| p(z) |≥ m | z
k
|n (| z |≥ k). (72.2)

با است، مختلط یا حقیقی عددي α آن در که F (z) = p(z) + αm چندجمله�اي گرفتن نظر در با حال
داشته ، | z0 |> k با z = z0 براي اگر زیرا واقعند. | z |≤ k ناحیه در F (z) صفرهاي همه ، | α |≤ 1
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: صورت این در ، F (z0) = p(z0) + αm = 0 باشیم

| p(z0) |=| αm |≤ m < m | z0
k

|n .

صفرهاي همه ، | α |≤ 1 با α مختلط یا حقیقی عدد هر براي بنابراین . است (72.2) با تناقض در که
این گرفتن نظر در با و F (z) براي 3.2.2 قضیه بردن بکار با حال دارند. قرار | z |≤ k ناحیه در F (z)

می�شود. ثابت قضیه F ′(z) = p′(z) که مطلب

باشیم داشته که مناسبی αانتخاب و (71.2) و (70.2) در | α |−→ 1 و r −→ فرض∞ با جا این در
:

| p(eiθ) + αm |=| p(eiθ) | + | αm |

داشت. خواهیم را زیر نتیجه ما

هاي صفر تمامی و n ≥ 3 درجه از اي جمله یکچند p(z) = ∑n
ν=0 aνzν فرضکنیم .8.2.2 نتیجه

صورت، این در باشد، داشته ، k ≥ 1 |؛ z |≤ k در را خود
: n > 3 براي

n [max
|z|=1 | p(z) | +min

|z|=k
| p(z) |] ≤ [1+ kn] [max

|z|=1 | p
′(z) | −2 | a1 |

n+ 1 (1− 1
kn−1 )−

2 | a2 |
kn−1

(
kn−1 − 1
n− 1 − kn−3 − 1

n− 3 )]. (73.2)

: n = 3 براي و

3 [ max
|z|=1 | p(z) | +min

|z|=k
| p(z) |] ≤ [1+ k3] [max

|z|=1 | p
′(z) | −k − 1

2k2
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×[(k + 1) | a1 | +(k − 1)2 | a2 |]. (74.2)

تساوي حالت در p(z) = zn + kn فرم به هاي اي چندجمله براي (74.2) و (73.2) هاي نامساوي
می�شود. برقرار

|؛ z |≤ k در را خود هاي صفر تمامی و n درجه از اي یکچندجمله p(z) فرضکنیم .9.2.2 قضیه
1
p
+ 1

q
= 1 با q > 1 و p > 1 ، r > 0 براي صورت این در باشد. داشته ، k ≥ 1

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ Br[

∫ 2π

0
| 1+ eiθ |pr dθ ]

1
pr [

∫ 2π

0
| p′(eiθ) |qr dθ ]

1
qr (75.2)

: آن در که
Br =

[
∫ 2π
0 | 1+ kneiθ |r dθ ] 1r

[
∫ 2π
0 | 1+ eiθ |r dθ ] 1r

.

مطلب، بنابراین دارد. ، k ≥ 1 ؛ | z |≤ k ناحیه در را خود صفرهاي تمامی p(z) چندجمله�اي اثبات.
چندجمله�اي صفرهاي همه لذا دارد. | z |≤ 1 ناحیه در را خود صفرهاي G(z) = p(kz) چندجمله�اي

واقعند. | z |≥ 1 ناحیه در H(z) = znG( 1
z
)

| zν |≥ وضوح1 اینصورتبه در صفرهايH(z)باشند. ها zν ، ν = 1, 2, 3, ..., nبراي فرضکنیم
همچنین و 1 ≤ ν ≤ n ؛

zH ′(z)

H(z)
=

n∑
ν=1

z

z − zν

نباشند، H(z) هاي صفر که ، 0 ≤ θ < 2π ؛ eiθ نقاط براي بنابراین
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Re(
eiθH ′(eiθ)

H(eiθ)
) =

n∑
ν=1

Re(
eiθ

eiθ − zν
) ≤ n

2 .

می�دهد: نتیجه که

| e
iθH ′(eiθ)

nH(eiθ)
|≤| 1− eiθH ′(eiθ)

nH(eiθ)
| . (76.2)

با: است معادل (76.2) نامساوي

| H ′(eiθ) |≤| nH(eiθ)− eiθH ′(eiθ) | . (77.2)

بنابراین، نباشند. H(z) هاي صفر که 0 ≤ θ < 2π ، eiθ نقاط براي

| H ′(z) |≤| nH(z)− zH ′(z) | (| z |= 1). (78.2)

لوکاس گاوس- قضیه طبق لذا دارد، | z |≤ 1 ناحیه در را خود صفرهاي همه G(z) که جا آن از حال
چندجمله�اي می�دهد نتیجه این و واقعند | z |≥ 1 ناحیه در همچنین G′(z) چندجمله�اي هاي صفر همه

zn−1G(
1
z
) = nH(z)− zH ′(z) (79.2)

(79.2) موجب به بنابراین . ندارد صفري | z |< 1 در یعنی دارد. ، | z |≥ 1 در را خود هاي صفر همه
تابع

w(z) =
zH ′(z)

nH(z)− zH ′(z)
(80.2)

براي بنابراین .| w(z) |≤ 1 ، | z |= 1 براي (78.2) بنابر و w(0) = 0 و است تحلیلی | z |≤ 1 ناحیه در
تابع ، | z |≤ 1،

1+ w(z)
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تابع به وابسته
1+ z

،0 ≤ θ < 2π و r > 0 هر براي سابوردینیشن، مشهور خاصیت از استفاده با بنابراین، ∫است. 2π

0
| 1+ w(eiθ) |r dθ ≤

∫ 2π

0
| 1+ eiθ |r dθ. (81.2)

داریم: (80.2) از همچنین

1+ w(z) =
nH(z)

nH(z)− zH ′(z)
.

| z |= 1 براي همچنین

| G′(z) |=| zn−1G(
1
z
) |=| nH(z)− zH ′(z) | . (82.2)

داشت: خواهیم بنابراین

n | H(z) |=| 1+ w(z) | | nH(z)− zH ′(z) |=| 1+ w(z) | | G′(z) | (| z |= 1). (83.2)

داریم: (83.2) از

nr

∫ 2π

0
| H(eiθ) |r dθ |≤

∫ 2π

0
| 1+ w(eiθ) |r| G′(eiθ) |r dθ

= kr

∫ 2π

0
| 1+ w(eiθ) |r| p′(keiθ) |r dθ (r > 0).

(84.2)
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R = k ≥ 1 برايH(z)با 2.2.2 لم بردن کار به با بنابراین ندارد، | z |≤ 1 در H(z)صفري که جا آن از
رسید: خواهیم زیر رابطه به r > 0 هر براي ،

∫ 2π

0
| H(keiθ)rdθ |≤ (Br)

r

∫ 2π

0
| H(eiθ) |r dθ. (85.2)

: است زیر صورت به Br رابطه این در

Br =
[
∫ 2π
0 | 1+ kneiθ |r dθ] 1r

[
∫ 2π
0 | 1+ eiθ |r dθ] 1r

، 0 ≤ θ < 2π براي نتیجه در ، H(z) = znG( 1
z
) = znp(k

z
) که جا آن از

| H(keiθ) |=| kneinθp(eiθ) |= kn | p(eiθ) | . (86.2)

: r > 0 هر براي (86.2) و (85.2) ، (84.2) روابط از حال

nrknr

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ≤ nr(Br)

r [

∫ 2π

0
| H(eiθ) |r dθ]

= kr(Br)
r

∫ 2π

0
| 1+ w(eiθ) |r| p′(keiθ) |r dθ. (87.2)

1
p
+ 1

q
= 1 با q > 1 و p > 1 ، r > 0 براي هولدر نامساوي از استفاده با

nrknr

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ≤ kr(Br)

r [

∫ 2π

0
| 1+w(eiθ) |pr dθ]

1
p [

∫ 2π

0
| p′(keiθ) |qr dθ]

1
q .

(88.2)
معادل: طور به

nkn[

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ]

1
r ≤ kBr [

∫ 2π

0
| 1+ w(eiθ) |pr dθ]

1
pr [

∫ 2π

0
| p′(keiθ) |qr dθ]

1
qr . (89.2)
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داریم: R ≥ 1 و t > 0 هر براي لذا است، n− 1 درجه از p′(z) چندجمله�اي که جا آن از

[

∫ 2π

0
| p′(Reiθ) |t dθ]

1
t ≤ Rn−1[

∫ 2π

0
| p′(eiθ) |t dθ]

1
t .

گرفت: نتیجه می�توان (81.2) از استفاده و (89.2) رابطه در اخیر نامساوي بردن بکار با

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ Br[

∫ 2π

0
| 1+ eiθ |pr dθ ]

1
pr [

∫ 2π

0
| p′(eiθ) |qr dθ ]

1
qr . (90.2)

شود. می ثابت قضیه چنین این و

است. 4.3.1 قضیه همان که است آمده بدست (75.2) در (p −→ 1)q −→ فرض∞ با زیر نتیجه

|؛ z |≤ k در را خود هاي صفر تمامی و n درجه از یکچندجمله�اي p(z) فرضکنیم .10.2.2 نتیجه
، r > 0 هر براي صورت این در باشد. داشته ، k ≥ 1

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ kneiθ |r dθ ]

1
r max

|z|=1 | p
′(z) | . (91.2)

می�دهد. نتیجه را (7.1) نامساوي r −→ فرض∞ با اخیر نامساوي

|؛ z |≤ k در را خود هاي صفر تمامی و n درجه از یکچندجمله�اي p(z) فرضکنیم .11.2.2 قضیه
با αمختلط یا عددحقیقی براي صورت این در . m = min

|z|=k
| p(z) | براین علاوه باشد. داشته ، k ≥ 1

1
p
+ 1

q
= 1 با q > 1 و p > 1 ، r > 0 ، | α |< 1

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) + αm |r dθ ]

1
r ≤ Br[

∫ 2π

0
| 1+ eiθ |pr dθ ]

1
pr [

∫ 2π

0
| p′(eiθ) |qr dθ ]

1
qr . (92.2)

است. 9.2.2 قضیه همانند Br آن در که
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، | z |≤ k ناحیه در را خود هاي صفر F (z) = p(z) + αm چندجمله�اي روشه قضیه به توجه با اثبات.
F ′(z) = p′(z) که این گرفتن نظر در با و F (z) براي 9.2.2 قضیه بردن بکار با بنابراین دارد. ، k ≥ 1

می�شود. ثابت سادگی به قضیه

رسید. خواهیم بعد نتیجه به (92.2) در (p −→ 1) q −→ فرض∞ با

|؛ z |≤ k در را خود هاي صفر تمامی و n درجه از یکچندجمله�اي p(z) فرضکنیم .12.2.2 نتیجه
با α مختلط یا عددحقیقی براي صورت این در . m = min

|z|=k
| p(z) | همچنین باشد. داشته ، k ≥ 1

r > 0 هر و ، | α |< 1

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) + αm |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ kneiθ |r dθ ]

1
r max

|z|=1 | p
′(z) | . (93.2)

است. (91.2) نامساوي از تعمیمی وضوح به (93.2 ) نامساوي

داریم: مناسب αانتخاب و (92.2 ) نامساوي در q −→ ∞ و r −→ فرض∞ با .13.2.2 تذکر

n[max
|z|=1 | p(z) + min

|z|=k
| p(z) |] ≤ (1+ kn)max

|z|=1 | p
′(z) | . (94.2)

است. رسیده اثبات به گوویل توسط نیز این از پیش (94.2) نامساوي



3 فصل
مشتق و انتگرالی میانگین برآوردهاي

ها اي چندجمله قطبی
مقدمه 1.3

مشتق صورت دراین باشد. مختلط یا حقیقی عددي α و n درجه از یکچندجمله�اي p(z) فرضکنیم
شود: تعریفمی زیر صورت به شود، می داده نشان Dαp(z) نماد با که α به نسبت p(z) قطبی

Dαp(z) = np(z) + (α− z)p′(z)

p′(z) همان یا p(z) معمولی مشتق از تعمیمی که است n − 1 حداکثر درجه از Dαp(z) چندجمله�اي
است. برقرار ها آن مورد در زیر رابطه و است

lim
α−→∞

Dαp(z)

α
= p′(z).

قطبی مشتق و انتگرالی میانگین برآوردهاي 2.3
و است کرده ثابت محدود صفرهاي با p(z) قطبی مشتق مطلق قدر ماکزیمم مورد در دقیقی نتایج عزیز
تمامیصفرهایش p(z) اگر داد، نشان درحقیقتوي داد. تعمیم قطبی مشتق به را نامساوي(3.1) [17] شاه

، | α |≥ 1 با αمختلط یا حقیقی عدد هر براي صورت این در باشد، داشته | z |≤ 1 در را

45
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max
|z|=1 | Dαp(z) |≥

n

2 (| α | −1)max
|z|=1 | p(z) | .

و n درجه از یکچندجمله�اي p(z) اگر [4] دادند، نشان آن از تعمیمی عنوان به احمد و عزیز همچنین
αمختلط یا حقیقی عدد هر براي صورت این در باشد، داشته | z |≤ k ≤ 1 در را خود هاي صفر تمامی

، | α |≥ k با
max
|z|=1 | Dαp(z) |≥ n

(| α | −k)

1+ k
max
|z|=1 | p(z) |

انتگرالی میانگین هاي نامساوي تعدادي و فوق هاي نامساوي از تعمیمی عنوان به نیز ما ادامه در
بود. خواهیم زیر قضایاي اثبات به قادر قبل فصول

از یکچندجمله�اي ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = anz
n +

∑n
j=µ an−jz

n−j کنیم فرض (*) .1.2.3 قضیه
حقیقی عدد هر براي صورت این در باشد. داشته ، | z |≤ k ≤ 1 در را خود هاي صفر تمامی و n درجه

1
p
+ 1

q
= 1 با q > 1 و p > 1 ، r > 0 هر و ، | α |≥ k با αمختلط یا

n(| α | −Sµ) [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ Sµe

iθ |pr dθ ]
1
pr [

∫ 2π

0
| Dαp(e

iθ) |qr dθ ]
1
qr .

(1.3)

صورت: این در . p(z) = znq( 1
z
) بنابراین ، q(z) = znp( 1

z
) چون اثبات.

p′(z) = nzn−1q(
1
z
)− zn−2q′(

1
z
). (2.3)

معادل: طور به

zp′(z) = nznq(
1
z
)− zn−1q′(

1
z
), (3.3)



ها اي چندجمله قطبی مشتق و انتگرالی میانگین برآوردهاي .3 47فصل

: می�دهد نتیجه که

| p′(z) |=| nq(z)− zq′(z) | . (4.3)

لم کمک به بنابراین دارد. | z |≤ k ≤ 1 ناحیه در را خود هاي صفر تمامی P (z) فرض، طبق حال
: داریم ، 1 ≤ µ ≤ n و | z |= 1 براي ، 12.1.2

| q′(z) |≤ Sµ | p′(z) | . (5.3)

: داریم ، 1 ≤ µ ≤ n و | z |= 1 براي (5.3) در (4.3) از استفاده با حال

| q′(z) |≤ Sµ | nq(z)− zq′(z) | (6.3)

داریم: ، | α |≥ Sµ با αمختلط یا حقیقی عدد هر براي طرفی از

| Dαp(z) |=| np(z) + (α− z)p′(z) | ≥ | α | | p′(z) | − | np(z)− zp′(z) | .

: گرفت نتیجه می�توان | z |= 1 براي (4.3) در Q(z) و p(z)نقش تغییر با

| Dαp(z) | ≥ | α | | p′(z) | − | q′(z) |≥ (| α | −Sµ) | p′(z) | . (7.3)

لوکاس، - گاوس کمکقضیه به دارد، | z |≤ k ≤ 1 درناحیه را خود صفرهاي تمامی p(z) جا آن از
چندجمله�اي می�دهد، نتیجه مطلب این واقعند. | z |≤ 1 ناحیه در همچنین p′(z) هاي صفر همه

zn−1p′(
1
z
) = nq(z)− zq′(z) (8.3)
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، بنابراین دارد. | z |≥ 1
k
≥ 1 ناحیه در را خود صفرهاي تمامی

w(z) =
zq′(z)

Sµ(nq(z)− zq′(z))
(9.3)

تابع بنابراین . | w(z) |≤ 1 ، | z |= 1 براي (6.3) به توجه با . w(0) = 0 و است تحلیلی | z |≤ 1 براي

1+ Sµw(z)

تابع به وابسته ، | z |≤ 1 براي
1+ Sµz

: داریم 0 ≤ θ < 2π و r > 0 هر براي سابوردینیشن، مشهور خاصیت به توجه با بنابراین، است.
∫ 2π

0
| 1+ Sµw(e

iθ) |r dθ ≤
∫ 2π

0
| 1+ Sµe

iθ |r dθ. (10.3)

داریم: (9.3) از و
1+ Sµw(z) =

nq(z)

nq(z)− zq′(z)
.

بنابراین،

n | q(z) |=| 1+ Sµw(z) | | nq(z)− zq′(z) | . (11.3)

داریم: (11.3) از لذا، . | p(z) |=| q(z) | ، | z |= 1 براي

n | p(z) |=| 1+ Sµw(z) | | p′(z) | (| z |= 1). (12.3)

گفت: می�توان (12.3) و (10.3) ، (7.3) از

nr(| α | −Sµ)
r

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ≤

∫ 2π

0
| 1+Sµe

iθ |r | Dαp(e
iθ) |r dθ (r > 0). (13.3)
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داریم: (13.3) رابطه از ، 1
p
+
1
q
= 1 با q > 1 و p > 1 براي هولدر نامساوي بردن بکار با حال

n(| α | −Sµ)[

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+Sµe

iθ |pr dθ]
1
pr [

∫ 2π

0
| Dαp(e

iθ) |qr dθ]
1
qr (r > 0).

(14.3)
ماست. مطلوب نامساوي همان این که

خواهیم زیر نامساوي به | α |−→ فرض∞ با و | α | بر ( 1.3) نامساوي طرفین تقسیم با .2.2.3 تذکر
کردیم. اشاره آن به (31.2) نامساوي عنوان تحت این از پیش که رسید

n [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ Sµe

iθ |qr dθ ]
1
qr [

∫ 2π

0
| p′(eiθ) |pr dθ ]

1
pr (r > 0).

(15.3)

داریم. را زیر نتیجه آسانی به 1.2.3 قضیه در q −→ فرض∞ با

درجه از یکچندجمله�اي ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = anz
n+

∑n
j=µ an−jz

n−j فرضکنیم .3.2.3 نتیجه
یا حقیقی عدد هر براي صورت این در باشد. داشته ، | z |≤ k ≤ 1 در را خود هاي صفر تمامی و n

r > 0 هر و | α |≥ k با αمختلط

n(| α | −Sµ) [

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| 1+ Sµe

iθ |r dθ ]
1
r max

|z|=1 | Dαp(e
iθ) | . (16.3)

مشتق براي دیگر، برآوردهاي به نسبت تر دقیق برآوردي فوق نتیجه در r −→ فرض∞ با همچنین
خواهدآمد. بدست قطبی
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درجه از یکچندجمله�اي ، 1 ≤ µ ≤ n ؛ p(z) = anz
n+

∑n
j=µ an−jz

n−j فرضکنیم .4.2.3 نتیجه
یا حقیقی عدد هر براي صورت این در باشد. داشته ، | z |≤ k ≤ 1 در را خود هاي صفر تمامی و n

| α |≥ k با αمختلط

n(
| α | −Sµ

1+ Sµ

) max
|z|=1 | p(z) |≤ max

|z|=1 | Dαp(z) | . (17.3)

زیر نامساوي به ، | α |−→ ∞ فرض با و | α | بر ( 17.3) نامساوي طرفین تقسیم با .5.2.3 تذکر
، (35.2) نامساوي عنوان تحت این از پیش و می�شود محسوب مشتق براي برآوردي که رسید خواهیم

کردیم. اشاره آن به

nmax
|z|=1 | p(z) |≤ (1+ Sµ)max

|z|=1 | p
′(z) | . (18.3)

از اي رده قطبی مشتق و انتگرالی میانگین برآورد مورد در نامساوي چند اثبات و بیان با را فصل این
می�بریم. پایان به دارند، مبدأ خاصدر اي مرتبه از صفري که ها چندجمله�اي

|؛ z |≤ k در را خود هاي صفر تمامی و n درجه از یکچندجمله�اي p(z) کنیم فرض .6.2.3 قضیه
عدد هر براي صورت این در باشد. مبدأ در s مرتبه از صفري با p(z) این بر علاوه باشد. داشته ، k ≤ 1

r > 0 هر و ، | α |≥ k با αمختلط یا حقیقی

(n+ ks)(| α | −k)

1+ k
[

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| Dαp(z) |r dθ ]

1
r . (19.3)

وان
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مرتبه از مبدأ در صفري و | z |≤ k ≤ 1 ناحیه در را خود صفرهاي تمامی p(z) که جا آن از اثبات.
نوشت: می�توان بنابراین ، دارد s چندگانگی

p(z) = zsg(z)

سهولت به است. | z |≤ k ≤ 1 در واقع صفرهاي با n − s درجه از یکچندجمله�اي g(z) آن در که
صورت: دراین q(z) = znp( 1

z
) = zn−sg( 1

z
) اگر بنویسیم، توانیم می

| p′(z) |=| nq(z)− zq′(z) | (| z |= 1). (20.3)

از استفاده با بنابراین، دارد. | z |≤ k ≤ 1 ناحیه در را خود هاي صفر تمامی P (z) فرض، طبق حال
: داریم ، | z |= 1 براي ، µ = حالت1 در 2.1.2 لم

| q′(z) |≤ k | p′(z) | . (21.3)

: داریم ، | z |= 1 براي (21.3) در (20.3) از استفاده با حال

| q′(z) |≤ k | nq(z)− zq′(z) | . (22.3)

داریم: ، | α |≥ k با αمختلط یا حقیقی عدد هر براي طرفی از

| Dαp(z) |=| np(z) + (α− z)p′(z) | ≥ | α | | p′(z) | − | np(z)− zp′(z) |,

: گرفت نتیجه می�توان | z |= 1 براي (20.3) در Q(z) و p(z)نقش تغییر با که

| Dαp(z) | ≥ | α | | p′(z) | − | q′(z) |≥ (| α | −k) | p′(z) | . (23.3)
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دهد: می نتیجه که ، p′(z) = szs−1g(z) + zsg′(z) حال

zp′(z)

p(z)
= s+

zg′(z)

g(z)
.

براي .1 ≤ j ≤ n − s ؛ | zj |≤ k ≤ 1 صورت این در باشند، g(z) صفرهاي z1, z2, z3, ..., zn−s اگر
داریم: نباشند، p(z) صفرهاي که ، eiθ نقاط و 0 ≤ θ < 2π هر

Re(
eiθp′(eiθ)

p(eiθ)
) = s+Re(

eiθg′(eiθ)

g(eiθ)
)

= s+
n−s∑
j=1

Re(
eiθ

eiθ − zj
)

≥ s+
n−s∑
j=1

1
1+ | zj |

≥ s+
n− s

1+ k

=
n+ sk

1+ k
.

داریم: نباشند، p(z) صفرهاي که ، eiθ نقاط و 0 ≤ θ < 2π هر براي بنابراین،

| p′(eiθ) |≥ n+ sk

1+ k
| p(eiθ) | . (24.3)

بنابراین است. صحیح نیز باشند، p(z) صفرهاي که ، 0 ≤ θ < 2π ؛ eiθ نقاط براي (24.3) نامساوي

| p′(eiθ) |≥ n+ sk

1+ k
| p(eiθ) | (| z |= 1). (25.3)

دهد: می نتیجه (23.3) و (25.3) نامساوي

| Dαp(z) |≥| (| α | −k)(n+ sk)

1+ k
| p(z) | . (26.3)

رساند. می مطلوب نتیجه به را ما نامساوي واین
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نتیجه داریم. اشاره آن از جالب نتیجه چند به بحث شدن کامل براي قضیه این اثبات از پس حال
ها چندجمله�اي انتگرالی میانگین برآورد باب در دیگر نتیجه و قطبی مشتق برآورد با ارتباط در نخست

خواهدبود. معمولی مشتق براي برآوردي پسین نتیجه همچنین می�باشد.

| z |≤ k در را خود هاي صفر تمامی و n درجه از یکچندجمله�اي p(z) کنیم فرض .7.2.3 نتیجه
و r > 0 هر براي صورت این در باشد، مبدأ در s مرتبه از صفري با همچنین باشد. داشته ، k ≤ 1 ؛

| α |≥ k

(| α | −k)(n+ sk)

1+ k
max
|z|=1 | p(z) |≤ max

|z|=1 | Dαp(z) | . (27.3)

نامساوي طرفین تقسیم با همچنین است. آمده بدست 6.2.3 قضیه در ، r −→ فرض∞ با فوق نتیجه
رسید. زیرخواهیم نتیجه به ، | α |−→ فرض∞ با و | α | بر ( 19.3)

|؛ z |≤ k در را خود هاي صفر تمامی و n درجه از یکچندجمله�اي p(z) فرضکنیم .8.2.3 نتیجه
r > 0 هر براي صورت این در باشد، مبدأ در s مرتبه از صفري با اگر این بر علاوه باشد. داشته k ≤ 1

n+ ks

1+ k
[

∫ 2π

0
| p(eiθ) |r dθ ]

1
r ≤ [

∫ 2π

0
| p′(z) |r dθ ]

1
r . (28.3)

. یافت خواهیم دست زیر نامساوي به (28.3) نامساوي در r −→ فرض∞ با

|؛ z |≤ k در را خود هاي صفر تمامی و n درجه از یکچندجمله�اي p(z) فرضکنیم .9.2.3 نتیجه
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صورت این در باشد. مبدأ در s مرتبه از صفري با همچنین باشد. داشته k ≤ 1

n+ ks

1+ k
max
|z|=1 | p(z) |≤ max

|z|=1 | p
′(z) | . (29.3)

0 ≤ s ≤ n ؛ p(z) = zs(z+k)n−s فرم به برايچندجمله�اي نامساوي(29.3) در بررسیاستکه قابل
حالت: این در زیرا است. برقرار تساوي ،

max
|z|=1 | p(z) |= max

|z|=1 | z
s(z + k)n−s |= (1+ k)n−s

دیگر سوي از و

max
|z|=1 | p

′(z) |= max
|z|=1 | sz

s−1(z + k)n−s + zs(n− s)(z + k)n−s−1 |

= s(1+ k)n−s + (n− s)(1+ k)n−s−1

= (s+
n− s

1+ k
)(1+ k)n−s

=
n+ ks

1+ k
(1+ k)n−s

داشت. خواهیم تساوي جا این در بنابراین و
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Abstract

In this thesis, we express inequalities for the integral mean estimates for polynomi-
als whose zeros are within a circle. Our results generalize and sharpen some famous
inequalities of Aziz ,Shah and some other known results in this direction.

Keywords: polynomial ,maximum modulus,integral mean estimates, derivative of a
polynomial
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