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قدردانی

نعمت. مزید اندرش شکر به و است قربت طاعتشموجب که عزوجل را خداي منت
این در بردارم. ناچیز هرچند قدمی معرفت، و علم وادي در تا نمود من نصیب را موهبت این که شاکرم را خداوند چیز هر از قبل
اساتید از همچنین نهم. ارج رساند می یاري زندگی مراحل تمامی در مرا که عزیزم مادر فراوان زحمات دانم می واجب خود بر جا
بی کنم. می تشکر صمیمانه دریغشان بی کمکهاي خاطر به هاشمی دکتر آقاي و مقدم سلیمی دکتر آقاي جناب قدرم گران و عزیز
دکتر آقاي مشاورم اساتید از را خود قدردانی و تشکر مراتب این بر افزون نبود. میسر ایشان هاي راهنمایی با جز مهم این شکنگارش
خواهانم. اساتید این براي افزون روز توفیق و سلامتی آرزوي منان خداوند از دارم. می ابراز موسوي سیدرضا آقاي و حجازي سیدرضا
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چکیده
می لی هاي گروه روي طرفه دو ناورداي راندرز هاي متریک هندسی مطالعه به ما نامه پایان این در
را باشد بروالد نوع از دوطرفه ناورداي راندرز متریک که این براي کافی و لازم شرایط ابتدا پردازیم.
باشد می بروالد نوع از دوطرفه ناورداي راندرز هاي متریک داد خواهیم نشان سپس و کنیم می بیان
ناورداي لی، هاي گروه روي چپ ناورداي راندرز متریک اینکه براي کافی و لازم شرایط نهایت در و
و شده گرفته [7] و [2] مراجع از اول فصل در شده ذکر مطالب کنیم. می بیان را باشد دوطرفه
مرجع از سوم فصل مطالب همچنین باشد. می [8] و [10] مراجع از دوم فصل در شده ذکر مطالب

است. شده گرفته [4] و [3]
همگن فضاي لی، گروه طرفه، دو ناورداي متریک راندرز، متریک ناوردا، متریک کلیدي: واژه�هاي
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پیشگفتار

این شد. معرفی اش نامه پایان در 1918 سال در فینسلر1 پل توسط بار اولین فینسلر هندسه
فینسلري هندسه باشد. می تغییرات حساب به نزدیک بسیار و شده شروع ساده انتگرال از هندسه
دوم درجه محدودیت بدون ریمانی هندسه از بهتري توضیح بلکه نیست ریمانی هندسه از تعمیمی
مینکوفسکی، هاي نرم از هموار هاي خانواده شامل فینسلري هندسه در هندسی هاي داده باشد می
فینسلر ساختار مینکوفسکی هاي نرم از خانواده این باشد. می داخلی هاي ضرب از اي خانواده بجاي
توسط فینسلري هاي متریک از خاصی حالت عنوان به راندرز هاي متریک کند. می معرفی را
الکترونی هاي میکروسکوپ نظریه در ها متریک این سپس شد معرفی 1941 سال در ج.راندرز2
حل راه راندرز هاي متریک شدند. نامیده راندرز هاي متریک و گرفته کار به ر.س.اینگاردن3 توسط
مسیري باشد زمان از مستقل باد زرملو مسئله در اگر دهند می ارائه زرملو4 هدایت مسئله براي هایی
هاي ساختار مطالعه باشند. می راندرز متریک هاي ژئودزیک است خواستار را زمان کمترین که
باشد.در می دیفرانسیل هندسه در مهم مسائل از یکی همگن فضاهاي و لی هاي گروه روي ناوردا
منیفلدهاي و 2 مرتبه از توان پوچ لی هاي گروه روي ناوردا فینسلري هاي متریک [5 منابع[1،
خاصی اهمیت از ناوردا فینسلري هاي متریک بررسی لذا است. شده گرفته قرار مطالعه مورد همگن
و باشند می نوع ترین ساده طرفه دو ناورداي هاي متریک ناوردا هاي متریک میان از است. برخوردار
متریک از جبري توصیف یک 6 ز.هو و 5 س.دنگ در[12] دارند. خوبی و ساده هندسی هاي ویژگی

اند. داده ارائه طرفه دو ناوردا هاي
فصل در و باشند می نیاز مورد بعد هاي فصل در که پردازیم می قضایایی و تعاریف بیان به اول فصل
کنیم می بررسی را همگن فضاي روي ناوردا ریمانی هاي متریک همچنین و لی هاي گروه نظریه دوم

1Paul F insler
2G.Randes
3R.S.Ingarden
4Zermelo
5S.Deng
6Z.Hou
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بروالد نوع از توانند می راندرز هاي متریک آن تحت که پردازیم می شرایطی بیان به سوم فصل در و
پردازیم. می راندرز متریک ژئودزیک بررسی به همچنین باشند.
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1 فصل
فینسلري و ریمانی متریک
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فینسلري و ریمانی متریک .1 2فصل

مقدمه 1.1

ریمانی هندسه بنام کرد مطرح 1854 سال در بار اولین براي را آن ریمان1 بی اف جی که اي هندسه

مورد گاوس2 توسط که رویه�هاست دیفرانسیل هندسه بنام مطالبی تعمیم حقیقت در است. مشهور

مماس هاي بردار خانواده روي داخلی یکضرب ها رویه دیفرانسیل هندسه در بود. گرفته قرار مطالعه

آورد. بدست را رویه بر مماس هاي بردار طول توان می ضرب این توسط که گردد می تعریف رویه بر

متریک و ریمان انتگرال تعریف به منجر ها بعد که بود ضرب این تعمیم ریمان کار اولین حقیقت در

به نظر اما نمود. فراهم اقلیدسی هندسه از پس را ریمانی هندسه تعریف موجبات و گردیده ریمان

مطالعه مورد دیگران توسط بعدها داشت، موثري نقش فیزیکی هاي پدیده تعبیر در تابع این اینکه

گرفت. قرار

موجود نیز دیگري هاي روش بردار یک طول محاسبه براي ریمانی و اقلیدسی هاي روش بر علاوه

ها آن از یکی به جا این در فیزیک، و مهندسی فنی علوم در ها آن زیاد بسیار کاربرد به نظر که است

1854 سال در ریمان توسط ابتدا فینسلري متریک مطالعه کنیم. می اشاره فینسلري متریک نام به

براي شد معروف ریمان نام به بعدها که متریکی مفهوم داشت عقیده او که آنجایی از ولی گردید، آغاز

به نظر اما نداد. ادامه خود مطالعه به است تر مناسب گاوس کارهاي ادامه و هندسی مفاهیم مطالعه

مطالعه مورد دیگران توسط بعدها داشت موثري نقش فیزیکی هاي پدیده تعبیر در تابع این اینکه

آمده بدست نتایج از استفاده با 1918 سال در که بود فینسلر3 پل افراد این ي جمله از گرفت. قرار

متریک این از مدونی تعریف توانست اویلر قضیه و کاراتئودوري4 کنستانتین خودش استاد توسط

که نمود ارائه TM مماس کلاف روي F (x, y) مانند تابع یک براي شرایطی حقیقت در او نماید. ارائه

1Georg FriedrichBerhnardRiemann
2Carl FriedrichGauss
3Paul F insler
4ConstantinCaratheodory
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که گفت توان می بنابراین داشت. نیز را آن اصلی خواص بود تر جامع ریمان تابع از که حالی عین در

دانشمندان توسط اسکندریه در اقلیدوس و افلاطون از پس قرن دو و بیست هندسه شکوفایی دوران

پذیرفت. صورت و... ریمان گاوس، آلمانی،

ریمانی هاي متریک 2.1
است: شده برده بکار نامه پایان این سراسر در که پردازیم می دادهایی قرار بیان به ابتدا

جمع آنرا شود، تکرار پایین در بار یک و بالا در بار یک اندیسی اگر یعنی اینشتین، بندي جمع -1

نماییم. می خودداري ∑ علامت نوشتن از و نامیم می شده بندي

باشند. می البعد متناهی و هموار ها منیفلد -2

X :M −→ TM مانند هموار نگاشتی M منیفلد روي برداري یکمیدان از منظور .1.2.1 تعریف
که طوري به است

π ◦X = idM ,

باشد. می تصویر نگاشت π : TM −→M آن در که

همه ي مجموعه صورت این در باشد. پذیر دیفرانسیل منیفلد یک M کنیم فرض .2.2.1 تعریف
دهیم. می نمایش χ(M) با را M روي برداري هاي میدان

که است نقطه دو بین مسیري راست خط خاصیت بارزترین دانستیم می قبلاً چیست؟ راست خط

باشد متحرکی حرکت مسیر که است راست خطی دانیم می همچنین است طول ترین کوتاه داراي

عام صورت به مشتق است؟ کارساز منیفلد روي معمولی گیري مشتق آیا است. صفر آن شتاب که

نیز جهت طول، بر علاوه برداري میدان یک براي که درصورتی دهد می نشان را مقادیر تغییرات قبلی

دیگر عبارت به یا دهد نشان را تغییرات نوع این که کرد تعریف مشتق نوعی باید پس دارد اهمیت
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براي لذا آورد. بدست دیگر) برداري بردار(میدان یک امتداد در را برداري میدان یک تغییرات بتوان

کنیم پیدا راهی است لازم دهیم تعمیم را منیفلد یک روي منحنی یک شتاب مفهوم بتوانیم اینکه

مشتق منحنی یک طول در برداري) هاي میدان (یا ها بردار از مختصات به توجه بدون بتوان که

را متفاوت و مجاور برداري فضاي دو از بردار دو مقادیر بتوانیم باید تر ساده بیان به نماییم. گیري

به گیري مشتق یک توسط را مجاور برداري فضاي دو دیگر عبارت به یا نماییم مقایسه یکدیگر با

1917 سال در ایتالیایی دانشمند چویتا لوي توسط بار اولین موضوع این نماییم. ”الصاق”5 یکدیگر

گرفت. قرار مطالعه مورد

مانند نگاشتی M پذیر دیفرانسیل منیفلد روي خطی الصاق یا آفین الصاق .3.2.1 تعریف

∇ : χ(M)× χ(M) 7−→ χ(M),

(X, Y ) 7−→ ∇XY.

کند: می صدق زیر شرایط در که باشد می

i)∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ, (∀f, g ∈ C∞(M)).

ii)∇X(aY + bZ) = a∇XY + b∇XZ, (∀a, b ∈ R).

iii)∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y, (∀f ∈ C∞(M)).

U ⊆ M مجموعه زیر روي TM براي موضعی کنج یک {E١, E٢, ..., En } کنیم فرض .4.2.1 لم
صورت این در باشد ∇ خطی الصاق با همراه

∇XY = (XY k +X iY jΓk
ij)E

k.

کنج این به نسبت ∇ کریستوفل6 (ضرایب) علایم را آن که Mاست روي حقیقی تابع یک Γk
ij هر که

نامیم. می موضعی
5connection
6Christoffel Symbols
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داریم: الصاق تعریف از بااستفاده Xآنگاه = X iEi, Y = Y jEj اگر . اثبات

∇XY = ∇X(Y
jEj)

= (XY j)Ej + Y j∇XiEi
Ej

= (XY j)Ej +X iY j∇Ei
Ej,

بنابراین: باشد می M روي حقیقی تابع یک Γk
ij که ،∇Ei

Ej = Γk
ijEk که کرد فرض توان می حال

∇XY = XY jEj +X iY jΓk
ijEk

= (XY j +X iY jΓk
ij)Ek.

�

پذیرد. می خطی الصاق یک پذیر دیفرانسیل منیفلد هر .5.2.1 گزاره

� شود. رجوع 4.5 گزاره [7] مرجع به . اثبات

این حال کردیم معرفی را دیگر برداري میدان یک جهت در برداري میدان یک از گیري مشتق

گرفت. مشتق منحنی یک جهت در برداري میدان یک از توان می چطور آید می پیش سوال

M پذیر دیفرانسیل منیفلد روي پذیر مشتق منحنی یک γ : I 7−→ M کنیم فرض قرارداد:
دهیم. می نمایش χ(γ) با را γ منحنی طول در برداري هاي میدان همه فضاي باشد،

γ : I 7−→ و باشد ∇ خطی الصاق با همراه پذیر دیفرانسیل منیفلد Mیک کنیم فرض .6.2.1 تعریف
عملگر و باشد M روي پذیر مشتق منحنی یک M

Dt : χ(γ) 7−→ χ(γ),

کند: صدق زیر درشرایط
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Dt(aV + bW ) = aDtV + bDtW, (∀a, b ∈ R). (a

Dt(fV ) = ḟV + fDtV, (∀f ∈ C∞). (b

DtV (t) = ∇γ̇(t)Ṽ , V از Ṽ توسیع هر براي (c

نامیم. می γ طول در V کواریانت7 مشتق را DtV ،V ∈ χ(γ) هر براي صورت این در

میدان باشد ∇ خطی الصاق با همراه پذیر دیفرانسیل منیفلد یک M کنیم فرض .7.2.1 تعریف
.DtV = ٠ هرگاه گوییم موازي ∇ الصاق به نسبت γ : I 7−→M منحنی طول در را V برداري

γ منحنی باشد ∇ خطی الصاق با همراه پذیر دیفرانسیل منیفلد یک M کنیم فرض .8.2.1 تعریف
باشد. صفر شتاب یعنی , Dtγ̇ = ٠ هرگاه نامیم می ژئودزیک را M روي

روي ریمانی متریک باشد. n-بعدي منیفلد یک M کنیم فرض ریمانی: متریک .9.2.1 تعریف
p نقطه هر در بطوریکه (٢٠ ) نوع از g تانسوري میدان یک از است عبارت M پذیر دیفرانسیل منیفلد

نمایش ⟨X,Y ⟩p یا gp(X,Y ) با را داخلی ضرب این و باشد می TpM روي داخلی ضرب یک M در

یعنی ) مثبت ومعین ( ∀X, Y ∈ TpM, gp(X,Y ) = gp(Y,X) یعنی ) متقارن gp که دهیم می

باشد. (∀X ̸= ٠ ∈ TpM, gp(X,X) > ٠

آنگاه باشد آن کنج هم دوگان {φ١, φ٢, ..., φn} و TM براي موضعی کنج یک {E١, E٢, ..., En} اگر

صورت به موضعی فرم به تواند می ریمانی متریک یک

g = gijφ
i
⊗

φj,

باشند می gij = ⟨Ei, Ej⟩ صورت به شده تعریف ضرایب ماتریس هاي درایه gij که شود نوشته

شود: می نوشته زیر صورت به g مختصاتی، کنج یک در بخصوص
7Covariant Derivative
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g = gijdx
i
⊗

dxj.

نوشت: زیر صورت به توان می را فوق رابطه لذا gij = gji نتیجه در است متقارن g چون

g = gijdx
idxj.

و نامیم می ریمانی منیفلد یک را g ریمانی متر با همراه M پذیر دیفرانسیل منیفلد .10.2.1 تعریف
دهیم. می نمایش (M, g) علامت با

متریک یک توان می ( شمارا پایه با هاسدورف ) پذیر دیفرانسیل منیفلد هر روي .11.2.1 گزاره
نمود. تعریف ریمانی

� شود. رجوع فصل3 [7] مرجع به . اثبات

گیریم می نظر در مماس فضاي براي را {∂i} متعامد پایه و اقلیدسی مختصات با Rn فضاي . مثال
که

gij(p) = ⟨∂i|p, ∂j|p⟩ = δij, (∀p ∈ Rn).

صورت: به ریمانی متریک پس

g = δijdx
idxj =

∑n
i=١(dx

i)٢.

نامیم. می اقلیدسی متریک یا اقلیدسی9 فضاي کانونی متریک طبیعی8یا متریک را آن و باشد می

دیفرانسیل منیفلد روي ریمانی متریکشبه باشد. n-بعدي Mیکمنیفلد فرضکنیم تعریف12.2.1.
ضرب یک M در p نقطه هر در بطوریکه است (٢٠ ) نوع از g متقارن تانسوري میدان یک ،M پذیر

در که دهیم می نمایش ⟨X, Y ⟩p یا gp(X, Y ) با را داخلی ضرب این و باشد می TpM روي داخلی
8Naturalmetric
9Cononicalmetric
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X = ٠ اگر تنها و اگر gp(X, Y ) = ٠ ، Y ∈ TpM هر براي یعنی باشد ناتباهیده10 M در p نقطه هر

نیست. برقرار آن عکس اما باشد می ریمانی شبه ریمانی، متریک هر .

باشد. ∇ خطی باالصاق همراه ( ریمانی شبه ) ریمانی منیفلد یک (M, g) کنیم فرض .13.2.1 تعریف
برداري میدان سه هر براي اگر نامیم می سازگار g متر به نسبت را ∇ خطی الصاق صورت این در

باشیم: داشته Z, Y,X

X⟨Y, Z⟩ := ∇X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩.

میدان باشد. ∇ خطی باالصاق همراه پذیر دیفرانسیل منیفلد یک M کنیم فرض .14.2.1 تعریف
صورت به که (٢٠ ) نوع از τ تانسوري

τ : χ(M)× χ(M) 7−→ χ(M),

(X,Y ) 7−→ ∇XY −∇YX − [X,Y ].

نامیم. می ∇ الصاق تاب را شود می تعریف

تاب گاه هر شود می نامیده Mمتقارن پذیر دیفرانسیل منیفلد روي ∇ خطی الصاق .15.2.1 تعریف
دیگر: عبارت به یا τ = ٠ یعنی شود. صفر ∇ الصاق

∇XY −∇YX = [X,Y ].

باشد ∇ متقارن خطی باالصاق همراه پذیر دیفرانسیل منیفلد یک M کنیم فرض .16.2.1 نتیجه
این در باشد U ⊆ M مجموعه زیر روي TM مماس کلاف موضعی کنج یک {E١, E٢, ..., En } و

: صورت

∇Ei
Ej −∇Ej

Ei = [Ei, Ej] = ٠,

10Nondegeneracy
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. Γk
ij = Γk

ji که است این با معادل واین

را M روي ∇ خطی الصاق باشد. ریمانی) (شبه ریمانی منیفلد یک M کنیم فرض .17.2.1 تعریف
کند: صدق زیر شرایط در گاه هر نامیم می 11 چویتا لوي الصاق یا ریمانی الصاق

باشد. ∇متقارن الف)

باشد. ریمانی متر با سازگار ∇ ب)

و یک صورت این در باشد. ( ریمانی شبه ریمانی(یا منیفلد یک (M, g) کنیم فرض .18.2.1 قضیه
دارد. وجود چویتا لوي الصاق یک تنها

یک ∇ کنیم فرض است. فرد به منحصر وجود صورت در الصاقی چنین دهیم می نشان ابتدا اثبات.
داریم: g-سازگاري شرط به توجه با .X, Y, Z ∈ χ(M) و باشد M روي چویتا لوي الصاق

∇X⟨Y, Z⟩ = X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩,

∇Y ⟨Z,X⟩ = Y ⟨Z,X⟩ = ⟨∇YZ,X⟩+ ⟨Z,∇YX⟩,

∇Z⟨X, Y ⟩ = Z⟨X, Y ⟩ = ⟨∇ZX,Y ⟩+ ⟨X,∇ZY ⟩,

داریم: قبلی روابط از یک هر در ∇ بودن متقارن از حاصل روابط جایگذاري با حال

X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇ZX⟩+ ⟨Y, [X,Z]⟩,

Y ⟨Z,X⟩ = ⟨∇YZ,X⟩+ ⟨Z,∇XY ⟩+ ⟨Z, [Y,X]⟩,

Z⟨X,Y ⟩ = ⟨∇ZX,Y ⟩+ ⟨X,∇YZ⟩+ ⟨X, [Z, Y ]⟩,

داریم: ها آن حاصل از سوم رابطه کردن کم و اول رابطه دو کردن جمع با حال
11Levi− Civita
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X⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z⟨X,Y ⟩ = ٢⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y, [X,Z]⟩+ ⟨Z, [Y,X]⟩ − ⟨X, [Z, Y ]⟩.

بنابراین:

⟨∇XY, Z⟩ =
١
٢(X⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z⟨X,Y ⟩ − ⟨Y, [X,Z]⟩ − ⟨Z, [Y,X]⟩+ ⟨X, [Z, Y ]⟩.(1.1)

رابطه در باید دو هر پس باشند g متر با سازگار و متقارن خطی الصاق دو ∇١∇,٢ کنیم فرض حال

داریم: نتیجه در کنند. صدق (1.1)

⟨∇١
XY −∇٢

XY, Z⟩ = ٠, (∀X, Y, Z ∈ χ(M)).

داریم: g بودن ناتباهیده شرط به توجه با لذا است برقرار Z هر براي فوق تساوي چون

∇١
XY = ∇٢

XY,=⇒ ∇١ = ∇٢.

می استفاده موضعی مختصات از منظور این براي دارد. وجود الصاقی چنین دهیم می نشان حال

کنیم: می محاسبه Z = ∂k و Y = ∂j ، X = ∂i براي را (1.1) رابطه حال کنیم.

⟨∇∂i∂j, ∂k⟩ =
١
٢ [∂i⟨∂j, ∂k⟩+ ∂j⟨∂k, ∂i⟩ − ∂k⟨∂i, ∂j⟩

−⟨∂j, [∂i, ∂k]⟩ − ⟨∂k, [∂j, ∂i]⟩+ ⟨∂i, [∂k, ∂j]⟩ ],

=⇒ ⟨∇∂i∂j, ∂k⟩ =
١
٢ [∂i⟨∂j∂k⟩+ ∂j⟨∂k, ∂i⟩ − ∂k⟨∂i, ∂j⟩],

=⇒ Γl
ijglk =

١
٢(∂igjk + ∂jgki − ∂lgij),

=⇒ Γl
ij =

١
٢g

lk(∂igjk + ∂jgki − ∂lgij). (2.1)

به باتوجه همچنین کرد. تعریف خطی الصاق یک توان می چارت هر روي ضرایب این وسیله به

: داریم (2.1) رابطه

Γl
ij = Γl

ji.
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.∇g = ٠ : دهیم نشان است کافی اکنون است. متقارن الصاقی چنین یعنی

صورت به ∇g ضرایب دانیم می

gij;k = ∂kgij − Γl
kiglj − Γl

kjgil.

داریم: (2.1) رابطه از استفاده با باشند. می

Γl
kiglj + Γl

kjgil =
١
٢(∂kgij + ∂igkj − ∂jgki) +

١
٢(∂kgji + ∂jgki − ∂igkj) = ∂kgji.

� .∇g = ٠ بنابراین .gij;k = ٠ دهد می نشان که

X, Y ∈ χ(M) هر براي صورت این در باشد. ریمانی منیفلد یک M کنیم فرض .19.2.1 تعریف
صورت به M ریمانی انحناي تانسور

R(X, Y ) : χ(M) 7−→ χ(M)

R(X, Y )Z := ∇X∇YZ −∇Y∇XZ +∇[X,Y ]Z.

-خطی C∞ ،Z, Y,X مولفه سه هر به نسبت R و باشد می M ریمانی الصاق ∇ آن در که باشد می

باشد. می

و X, Y ∈ TpM ، p ∈M n-بعدي، ریمانی منیفلد یک (M, g) کنیم فرض .20.2.1 تعریف
صورت: این در باشد. TpM از بعدي دو فضاي زیر یک ∏ = span{X,Y }

K(
∏
) = K(X,Y ) =

g (R(X, Y )Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )٢

نامیم. می p نقطه در برشی12 انحناي را
12Sectional curvature
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عبارت ریچی انحناي .p ∈M و باشد ریمانیn-بعدي منیفلد یک (M, g) فرضکنیم تعریف21.2.1.
یکا پایه یک {e١, e٢, ..., en} اگر باشد. می متقارن دوخطی فرم یک که M برشی انحناي اثر است

آنگاه: باشد TpM متعامد

Ric(V,W ) = tr(X −→ R(X, V )W ) =
∑n

i=١ g (R(ei, V )W, ei) (∀V,W ∈ TpM).

ریچی انحناي اثر .p ∈ M و باشد n-بعدي ریمانی منیفلد یک (M, g) کنیم فرض .22.2.1 تعریف
بصورت تابع یک اسکالر انحناي پس است. وابسته p به تنها که نامیم می اسکالر انحناي را

آنگاه: باشد TpM متعامد یکا پایه یک {e١, e٢, ..., en} اگر حال باشد. می Scal :M 7−→ R

Scal = tr(Ric) =
∑n

i=١ g(Ric(ej), ej) =
∑n

j=١
∑n

i=١ g(R(ei, ej)ej, ei)

فینسلري متریک 3.1
تعمیم ترین طبیعی فینسلري هاي متریک پردازیم. می فینسلري هاي متریک تعریف به بخش این در

بسیاري توجه مورد اخیرا و داشته کاربردي مسائل در زیادي استفاده که هستند ریمانی هاي متریک

اند. گرفته قرار محض و کاربردي ریاضیدانان از

TpM مماس فضاي روي داخلی ضرب یک ارائه با X مماس بردار یک طول (M, g) ریمانی منیفلد در

g(X, Y ) = gijX
iY j علامت با را g ریمانی متریک از برگرفته داخلی ضرب این گردد. می محاسبه

دارند x ∈M نقطه به بستگی که هستند، M روي حقیقی توابعی ها gij(x) آن در که دادیم نمایش

بردار یک طول آن در که کنیم تعریف داخلی ضرب یک خواهیم می حال . gij : M 7−→ R یعنی

متریک را داخلی ضرب این از برگرفته متریک دارد. بستگی نیز آن جهت به x ∈ M نقطه بر علاوه

تابع یک gij(x, y) هر اینجا در دهیم. می نمایش g(X, Y ) = gijX
iY j با و نامیم می فینسلري

دارد. بستگی نیز y ∈ TxM یعنی آن جهت به x ∈M نقطه بر علاوه که است، TM روي حقیقی

توسط (x, U) چارت در آن هاي مولفه آنگاه باشد M منیفلد روي منحنی یک γ : [a, b] 7−→M اگر
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شود. می ارائه dx
i

dt
صورت به نیز مماس بردار نتیجه در شوند می تعریف xi(t) = (x ◦ γ)i(t) رابطه

صورت: به ریمانی هندسه در γ منحنی قوس طول لذا

L(γ) =

∫ b

a

√
gij(x)

dxi

dt

dxj

dt
dt,

طول همچنین هستند. M روي حقیقی توابعی ریمانی متریک تانسور هاي مولفه gijها که باشد، می

صورت: به فینسلري هندسه در γ منحنی قوس

L(γ) =

∫ b

a

√
gij(x, y)

dxi

dt

dxj

dt
dt.

هستند. TM روي حقیقی توابعی فینسلري متریک تانسور هاي مولفه ,gij(xها y) که باشد، می

مماس کلاف باشد x ∈M نقطه در مماس فضاي TxM و پذیر دیفرانسیل منیفلد Mیک کنید فرض

داده نمایش T ∗
xM باعلامت TxM دوگان فضاي دهیم. می نمایش TM := ∪x∈MTxM با را M بر

کتانژانت کلاف T ∗M = ∪xT
∗
xM کلاف شود. می نامیده x ∈M نقطه در کتانژانت فضاي و شود می

دارد. نام

هر ازاي به اگر گوییم y به نسبت r درجه از مثبت13 همگن را H : Rn 7−→ R تابع .1.3.1 تعریف
باشیم: داشته λ مثبت عدد

H(λy) = λrH(y), (∀λ > ٠).

باشیم: داشته λ حقیقی عدد هر ازاي به اگر گوییم r درجه از 14 مطلق همگن آنرا و

H(λy) = |λ|rH(y), (∀λ ∈ R).

13Positively homogenous
14Absolutely homogenous
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پیوسته تابع یک از است Mعبارت پذیر دیفرانسیل منیفلد روي فینسلري متریک یک تعریف2.3.1.
کند: صدق زیر شرایط در و بوده پذیر دیفرانسیل TM \ {٠ } روي که F : TM −→ [٠,∞) مانند

.y = ٠ اگر وتنها اگر F (y) = ٠ الف)

F (λy) = λF (y) .λ > ٠ هر و y ∈ TxM هر براي ب)

متقارن خطی دو فرم y ∈ TxM هر براي پ)

gy : TxM × TxM −→ R

gy(u, v) =
١
٢

∂٢

∂r∂s
F ٢(y + ru+ sv)

∣∣∣
s=r=٠

.

نامیم. می اساسی تانسور را gy باشد مثبت معین

نامیم. می مینکوفسکی نرم را TxM مماس صفحه به فینسلري متریک تحدید .3.3.1 تعریف

هر براي باشد. M پذیر دیفرانسیل منیفلد روي فینسلري متریک یک F کنیم فرض .4.3.1 تعریف
تانسور y ∈ TxM

Cy : TxM × TxM × TxM −→ R

Cy(u, v, w) =
١
۴

∂٣

∂s∂t∂r
[F ٢(y + su+ tv + rw)].

ریمانی متریک از را فینسلري متریک انحراف کارتان تاب تانسور نامیم. می 15 کارتان تاب تانسور را

یک نتیجه در نداشته بستگی y به gy(u, v) آنگاه ،C = ٠ اگر دیگر عبارت به کند. می مشخص

است. ریمانی متریک

اساسی تابع که است ریمانی متریک فینسلري، متریک از مثال ترین ساده : ریمانی فضاي . مثال
صورت: به فینسلري

15Cartan torsion tensor
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F (y, x) =
√
gx(y, y).

باشد. می

روي 1-فرمی یک b = bi(x)dx
i و ریمانی متریک یک (M, g) کنیم فرض : 16 راندرز فضاي مثال.

صورت: این در باشد. M

F (x, y) =
√
gx(y, y) + bi(x)y

i.

نامیم. می راندرز متریک را ∥β∥α =
√
gijbibj < ١ شرط با

پذیر دیفرانسیل R \ {٠} نقاط تمام در H حقیقی تابع کنیم فرض اویلر17: قضیه .5.3.1 قضیه
اگر تنها و اگر است r درجه از مثبت همگن H صورت این در باشد

yiHyi(y) = rH(y). (3.1)

داریم: λ > ٠ هر ازاي به تعریف بنابر باشد r درجه از مثبت همگن H کنیم فرض . اثبات

H(λy) = λrH(y).

گیریم: می مشتق λ به نسبت رابطه این از y بودن ثابت بافرض

yiHλyi(λy) = rλr−١H(y),

نظر در ثابت با yiHyi(y) = rH(y) کنیم فرض برعکس، شود. می حاصل نتیجه λ = ١ دادن قرار با

داریم: اي زنجیره قاعده از λ > ٠ و y گرفتن
16Randers space
17Eulers Theorem
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d

dλ
H(λy) =

dH(λy)

d(λy)

d(λy)

dλ

= Hλy(λy)y

=
١
λ
rH(λy).

داشت: خواهیم را زیر دیفرانسیل معادله لذا
d

d(λ)
H(λy)− r

λ
H(λy) = ٠, =⇒ d

dλ
(
H(λy)

λr
) = ٠.

آنگاه λ = ١ اگر است. ثابت مقدار یک c آن در که است H(λy) = cλr صورت به آن جواب که

نتیجه: در .c = H(y)

H(λy) = λrH(y).

�

درجه از همگن y به نسبت آن مشتق آنگاه باشد r درجه از همگن H : Rn 7−→ R اگر .6.3.1 نتیجه
است. r − ١

آنگاه: باشد ١ درجه از همگن F تابع اگر .7.3.1 نتیجه
yiFyi(y) = F (y), (١)

yi

F
Fyi = ١, (٢)

yiFyiyj = ٠. (٣)

کند: می صدق زیر رابطه در F اساسی(فینسلري) تانسور .8.3.1 نتیجه

F ٢(x, y) = gij(x, y)y
iyj.

پذیر دیفرانسیل نگاشت f : M 7−→ N و برداري کلاف یک (E, π,N) کنیم فرض .9.3.1 تعریف
کنیم: می تعریف زیر صورت به و داده نشان f ∗E نماد با را f توسط E بک پول کلاف باشد.
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f ∗E = {(x, v) ∈M × E|f(x) = π(v)} .

اول مولفه تصویر نگاشت با f ∗E باشند. می E تارهاي از کپی یک f ∗E بک پول کلاف تارهاي

برداري کلاف یک شود می تعریف (x, v) ∈ M × E 7−→ x ∈ M صورت به که π١ : f ∗E 7−→ M

(x, v) 7−→ v ضابطه با که باشد دوم مولفه تصویر نگاشت نمایانگر π٢ : f ∗E 7−→ E اگر Mاست. روي

است. جابجایی زیر نمودار در ها کلاف بین نگاشت آنگاه شود، می تعریف

پول کلاف 9.3.1 تعریف به توجه با بگیریم نظر در را π : TM −→ M تصویر نگاشت اگر حال

باشند: می زیر صورت به (x, y) ∈ TM \ {٠} نقطه هر در آن تارهاي و بوده تعریف قابل π∗TM بک

π∗TM |(x,y) = {(x, y, v)|v ∈ TxM} ∼= TxM.

نامیم. می بک پول مماس کلاف را π∗TM باشد. می TxM از کپی π∗TM |(x,y) تار دیگر عبارت به
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باشد. فینسلري متریک با سازگار هم و متقارن هم تواند نمی الصاق یک فینسلري، هندسه در

19و کارتان الصاق بروالد18، الصاق به توان می که دارند وجود فینسلري هندسه در زیادي هاي الصاق

شد. معرفی ل.بروالد21 توسط فینسلري هندسه در الصاق مفهوم بار اولین باشند. می 20 چرن الصاق

پردازیم. می نیست فینسلري متریک با سازگار اما باشد می متقارن که چرن الصاق معرفی به ما حال

موضعی یککنج ei و باشد -بعدي nفینسلري منیفلد یک (M,F ) فرضکنیم (چرن) .10.3.1 قضیه
{wi

j} هاي فرمی یک صورت این در باشد. π∗T ∗M براي آن دوگان کنج هم {wi} و π∗TM دلخواه

که: موجودند چنان TM \ {٠} روي

dwi = wj ∧ wi
j, (4.1)

dgij = gkjw
k
i + gikw

k
j + ٢Cijkw

n+k, (5.1)

که جایی

wn+i := dyi + yjwi
j, (6.1)

.Cijk := C(ei, ej, ek) و gij := g(ei, ej) ، y = yiei آن در که

می اثبات TM \ {٠} براي (xi, yi) استاندارد موضعی مختصاتی سیستم براي را قضیه این . اثبات
صورت: به توانند می wj

i هاي فرمی یک . wi = dxi و ei = ∂i کنیم فرض کنیم.

wi
j := Γi

jkdx
k +

∏i
jk dy

k,

صورت: به (4.1) رابطه لذا باشند
18BerwarldConnection
19CartanConnection
20ChernConnection
21L.Berwald
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٠ = d٢xi = dxj ∧ (Γi
jkdx

k +
∏i

jk dy
k),

کنیم: فرض . wi
j = Γi

jkdx
k نتیجه در .Γi

jk = Γi
kj و ∏i

jk = ٠ یعنی باشد. می

N i
j := ymΓi

mj.

به: (6.1) معادله لذا

dgij = gimΓ
m
jldx

l + gmjΓ
m
il dx

l + ٢Cijm(dy
m +Nm

l dx
l). (7.1)

چون شود. می تبدیل

Cijk =
١
۴ [f

٢]yiyjyk =
١
٢
∂gij
∂yk

,

باشد: می زیر صورت به (7.1) رابطه

∂gij
∂xl

= gimΓ
m
jl + gmjΓ

m
il + ٢CijmN

m
l . (8.1)

داریم: (8.1) رابطه از

∂gjl
∂xi

= gjmΓ
m
il + gmlΓ

m
ij + ٢CjmlN

m
i . (9.1)

∂gli
∂xj

= gmlΓ
m
ij + gimΓ

m
jl + ٢CimlN

m
j . (10.1)

داریم: (8.1) رابطه کردن کم و (10.1) و (9.1) روابط نمودن جمع با

∂gjl
∂xi

+
∂gli
∂xj
− ∂gij
∂xl

= ٢gmlΓ
m
ij + ٢CjmlN

m
i + ٢CimlN

m
j − ٢CijmN

m
l ,

نتیجه در

Γk
ij =

١
٢g

kl

{
∂gjl
∂xi

+
∂gli
∂xj
− ∂gij
∂xl

}
− gkl

{
CjmlN

m
i + CimlN

m
j − CijmN

m
l

}
. (11.1)
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صورت: به N i
j لذا

Nk
j =

١
٢g

kl

{
∂gjl
∂xi

+
∂gli
∂xj
− ∂gij
∂xl

}
yi − ٢gklCjmlG

m. (12.1)

آن: در که باشد می

Gi =
١
٢N

i
jy

j =
١
٢Γ

i
jky

jyk,

داریم: (12.1) رابطه از

Gi =
١
۴g

il

{
∂gjl
∂xk

+
∂glk
∂xj
− ∂gjk

∂xl

}
yjyk. (13.1)

آن دادن قرار با آید. می بدست gij حسب بر N i
j براي فرمول یک (13.1) و (12.1) رابطه به توجه با

� آید. می بدست gij حسب بر Γi
jk براي فرمول یک ،(11.1) رابطه در

می π∗TM براي {ei} موضعی کنج به نسبت {wi
j} یعنی چرن الصاق هاي فرم گرفتن نظر در با

نمود: تعریف زیر صورت به را π∗TM روي ∇ خطی الصاق توان

∇X =
{
dX i +Xjwi

j

}⊗
eij

و . X = X i(x, y)ei ∈ C∞(π∗TM) آن: در که

∇X̂ρ(X̂)−∇Ŷ ρ(X̂) = ρ[X̂, Ŷ ], (X̂, Ŷ ∈ C∞(T (TM \ {٠}))).

باشد. می زیر صورت به که است برداري کلاف نگاشت ρ : T (TM \ {٠}) 7−→ π∗TM آن در که

ρ

(
∂

∂xi
|(x,y)

)
= ∂i|x, ρ

(
∂

∂yi
|(x,y)

)
= ٠.

نامیم. می چرن الصاق را ∇
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M روي اسپري یک باشد پذیر دیفرانسیل n−بعدي منیفلد یک M کنیم فرض .11.3.1 تعریف
مانند TM \ {٠} روي هموار برداري میدان یک از است عبارت

G : TM \ {٠} 7−→ T (TM \ {٠})

باشد: زیر صورت به TM در (xi, yi) استاندارد موضعی مختصات در که

G = yi
∂

∂xi
− ٢Gi(y)

∂

∂yi
.

و باشد می TM روي موضعی تابع یک Gi(y) هر که جایی

Gi(λy) = λ٢Gi(y), (λ > ٠).

منحنی ĉ(t) اگر نامنم. می G اسپري ضرایب را ها Gi و اسپري فضاي را اسپري با همراه منیفلد یک

کند: می صدق زیر رابطه در c = π ◦ ĉ تصویر آنگاه dĉ
dt

= Gĉ یعنی باشد G انتگرار

c̈i + ٢Gi(ċ) = ٠ (14.1)

است. G انتگرال منحنی ĉ = ċ آنگاه کند صدق 14.1 رابطه در c منحنی اگر همچنین

نامیم می G اسپري ژئودزیک را M پذیر دیفرانسیل منیفلد در c منظم منحنی .12.3.1 تعریف
باشد. G انتگرال منحنی آن تصویر هرگاه

استاندارد موضعی مختصات (xi, yi) اگر باشد. n-بعدي منیفلد یک M کنیم فرض .13.3.1 تعریف
T (TM \ {٠}) تعریف خوش کلاف زیر یک νTM = span

{
∂

∂y١
,
∂

∂y٢
, ...,

∂

∂yn

}
آنگاه باشد

(استاندارد) کانونی برداري میدان نامیم. می TM \{٠} روي عمودي تانژانت کلاف را آن که باشد می

برشی که نامیم می عمودي شعایی میدان را آن و باشد می Y = yi
∂

∂yi
صورت به TM \ {٠} روي

از: است عبارت M روي اسپري باشد. می νTM کلاف از
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G = yi
∂

∂xi
− ٢Gi(y)

∂

∂yi
.

کنیم: فرض

N i
j(y) =

∂Gi

∂yj
(y),

و نامیم می الصاق ضریب یک را N i
j(y) هر

N i
j(λy) = λN i

j(y),

و

Gi(y) =
١
٢N

j
j (y)y

j, (15.1)

که جایی HTM = span

{
δ

δx١
, ...,

δ

δxn

}
کنیم فرض

δ

δxi
=

∂

∂xi
−N j

i (y)
∂

∂yj
,

نامیم. می افقی مماس کلاف را آن که باشد می T (TM \ {٠}) تعریف خوش کلاف زیر یک HTM

داریم: (15.1) رابطه به توجه با

G = yi
∂

∂xi
.

تانژانت کلاف از تجزیه یک لذا باشد. می HTM برداري کلاف از برش یک G افقی برداري میدان که

صورت: به TM \ {٠}

T (TM \ {٠}) = νTM ⊕HTM.

باشد. می
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نامیم می بروالد متریک Mرا پذیر دیفرانسیل منیفلد روي F فینسلري متریک یک .14.3.1 تعریف
توابعی Γi

jk = Γi
jk(x) کریستوفل علائم ، TM \{٠} براي (xi, yi) استاندارد موضعی مختصات در اگر

دو درجه از y = yi
∂

∂xi
|x به نسبت Gi =

١
٢Γ

i
jk(x)y

jyk حالت، این در باشند. x ∈ M حسب بر

است.

هر ازاي به باشد. M منیفلد روي اسپري یک G = yi
∂

∂xi
− ٢Gi ∂

∂yi
کنیم فرض .15.3.1 تعریف

خطی سه فرم y ∈ TM \ {٠}

By : TxM × TxM × TxM 7−→ TxM

By(u, v, w) = Bi
jkl(y)u

jvkwl ∂

∂xi
|x,

که

Bi
jkl(y) =

∂٣Gi

∂yj∂yk∂yl
(y).

نامیم. می بروالد انحناي را

به باشد صفحه یک P ⊂ TxM و باشد فینسلري متریک یک (M,F ) کنیم فرض .16.3.1 تعریف
باشد: می زیر صورت به K(P, y) پرچمی انحناي .y ∈ P که طوري

K(P, y) =
gy(R(u, y)y, y)

gy(y, y)gy(u, u)− g٢y (y, u)
.

.P = span{u, y} بطوریکه ،u ∈ P آن در که
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TxM تانژانت فضاي روي پرچم کل پرچم. پاچه lΛu و پرچم میله y. Mمنیفلد روي x پایه نقطه :1.1 شکل
است. واقع



2 فصل
لی هاي گروه
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مقدمه 1.2
هاي تقارن مطالعه در آن هاي ریشه آمد. بوجود میلادي نوزدهم قرن اواخر در لی هاي گروه نظریه

هاي گروه مفهوم است. آنها براي حلی پیداکردن روش و دیفرانسیل معادلات هاي دستگاه از برخی

پیوسته” هاي ”گروه را آنها زمان آن در و شد مطرح 1874 درسال لی1 سوفوس توسط بار اولین لی

دیفرانسیل معادلات این بود. دیفرانسیل معادلات مورد در گالوا نظریه توسعه وي اصلی هدف و نامیدند

ابتدا در است. ریکاتی معادلات آن مشهور نمونه یک و شوند می نامیده لی نوع از معادلات امروزه

اوایل تا مورد این در کارتان و لی،کیلینگ هاي کار و داشت موضعی مفهومی لی هاي گروه نظریه

از ها گروه این براي لی” ”گروه اصطلاح داشت. ادامه موضعی شکل همین به 1920 بیستم قرن

وکتاب داد سوق شدن سراسري سمت به را نظریه این کارتان و ویل هاي کار سپس است. 2 کارتان

لی هاي گروه نظریه زمینه در مدون اثر اولین 1946 سال در شوالی تالیف لی” هاي گروه ”نظریه

است. سراسري بطور

لی هاي گروه نظریه 2.2
تابع که پذیر دیفرانسیل منیفلد ساختار با همراه گروه یک ،G لی گروه یک از منظور .1.2.2 تعریف

گروه ضرب

θ : G×G −→ G

باشد. پذیر دیفرانسیل (g١, g٢)→ g١g٢ صورت به شده تعریف

است. n-بعدي لی گروه یک جمع عمل با همراه Rn . مثال

است. n٢-بعدي لی گروه یک ماتریسی باضرب همراه GL(n,R) . مثال
1S.Lie
2E.Cartan
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که Rg و Lg هاي نگاشت اینصورت در .g ∈ G و باشد لی گروه یک G کنیم فرض .2.2.2 تعریف
بصورت

Lg : G −→ G, Rg : G −→ G,

h −→ Lg(h) = gh. h −→ Rg(h) = hg.

شوند. می نامیده g ∈ G توسط راست انتقال و چپ انتقال ترتیب به شوند می تعریف

هاي نگاشت که کرد مشاهده توان می است پذیر دیفرانسیل G لی گروه ضرب عمل که جا آن از

هستند. پذیر دیفرانسیل راست انتقال و چپ انتقال

هرگاه: گوییم چپ ناورداي را G لی گروه روي g ریمانی متریک .3.2.2 تعریف

gy(u, v) = gLx(y)

(
(Lx)∗yu, (Lx)∗yv

)
, (∀x, y ∈ G, ∀u, v ∈ TyG).

هرگاه: گوییم چپ ناورداي را G لی گروه روي F فینسلري متریک و

F (h,X) = F (Lg(h), (Lg)∗hX), (∀Y ∈ ThG, ∀g, h ∈ G).

کنیم. استفاده ( راست انتقال ) R از ( چپ (انتقال L بجاي راست ناورداي حالت در

ناورداي را آن باشد، راست ناورداي هم و چپ ناورداي هم ریمانی یا فینسلري متریک اگر همچنین

نامیم. می طرفه دو

نگاشت با همراه V برداري فضاي یک از است عبارت F میدان روي لی جبر یک .4.2.2 تعریف
باشد: زیر خواص داراي که [ , ] : V × V 7−→ V

باشیم: داشته a, b ∈ F ، X, Y, Z ∈ V هر براي یعنی باشد: دوخطی (1

[aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z],

[X, aY + bZ] = a[X, Y ] + b[X,Z].
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ژاکوبی: اتحاد (2

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = ٠, (∀X,Y, Z ∈ V ).

روي چپ ناورداي برداري هاي میدان تمام ي مجموعه g و لی گروه یک G کنیم فرض .5.2.2 لم
دهیم. می نمایش Lie(G) با را آن که باشد می χ(G) لی جبر زیر یک g صورت این در باشد G

� شود. رجوع 4.18 لم [8] مرجع به . اثبات

نگاشت صورت این در آنگاه .g = Lie(G) و باشد لی گروه یک G کنیم فرض .6.2.2 قضیه

g 7−→ TeG,

X 7−→ Xe.

.g ∼= TeG لذا باشد می یکریختی یک

� شود. رجوع 4.20 قضیه [8] مرجع به . اثبات

G×g با را TGتانژانت کلاف توانیم می باشد. g = TeG لی جبر با همبند لی گروه G کنیم فرض

است: موجود زیر صورت به دیفئومورفیسم یک یعنی بگیریم نظر در یکسان

G× g←→ TG,

(g,X)←→ (Lg)∗X ∈ TgG.

مدارهاي تمام روي F اگر نامیم می G-ناوردا را F : TG 7−→ R+ فینسلري متریک .7.2.2 تعریف
یعنی: باشد. ثابت TG = G× g در G

F (g,X) = F (e,X), (∀g ∈ G,∀X ∈ g).
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ضابطه با F̃ : g 7−→ R+ آنگاه باشد G-ناوردا فینسلري متریک یک F : TG 7−→ R+ اگر

نرم یک F̃ : g 7−→ R+ اگر همچنین باشد. می g روي مینکوفسکی نرم یک F̃ (X) = F (e,X)

F (g,X) = باضابطه F : TG 7−→ R+ G-ناوردا فینسلري تابع یک از F̃ آنگاه باشد مینکوفسکی

مینکوفسکی هاي نرم با TG روي G-ناوردا فینسلري هاي متریک نتیجه در آید. می بدست F̃ (X)

باشند. می یکسان g روي

صورت به را ε ⊂ TM مجموعه زیر باشد. پذیر دیفرانسیل منیفلد M کنیم فرض .8.2.2 تعریف

ε = {V ∈ TM : شود تعریف [٠,١] بازه روي γV },

کنیم: می تعریف زیر صورت به را نمایی نگاشت گیریم. می نظر در

exp : ε 7−→M,

V 7−→ exp(V ) = γV (١).

کند. می تصویر t = ١ زمان در آن انتگرال منحنی به را مماس برداري میدان هر یعنی

را باشد می F : R 7−→ G صورت به که G لی گروه هاي همریختی تمام ي مجموعه .9.2.2 تعریف
نامیم. می پارامتري یک گروه زیر

هموار نگاشت یک f :M 7−→ N و باشند دیفرانسیل Nمنیفلدهاي Mو فرضکنیم تعریف10.2.2.
F∗Xp = YF (p) باشیم داشته p ∈ M هر براي اگر باشد. Y ∈ χ(N) و X ∈ χ(M) همچنین باشد

نامیم. می F-مرتبط را Y و X آنگاه

دقیقاً همانی نقطه در چپ ناورداي برداري میدان یک انتگرال منحنی که داد خواهیم نشان حال

باشد. می پارامتري یک گروه زیر همان
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نگاشت یک f : M 7−→ N و باشند پذیر دیفرانسیل منیفلدهاي N و M کنیم فرض .11.2.2 لم
آنگاه باشد Y انتگرال منحنی η و X انتگرال منحنی θ اگر .Y ∈ χ(N) و X ∈ χ(M) و باشد هموار

باشیم: داشته t ∈ R هر براي اگر تنها و اگر است F-مرتبط Y و X

ηt ◦ F = f ◦ θt,

،θ دامنه به متعلق (t, p) هر براي دهیم نشان است کافی . اثبات

ηt ◦ F (p) = F ◦ θt(p),

نتیجه در باشد θ(p) دامنه D(p) ⊂ R کنیم فرض

ηF (p)(t) = F ◦ θ(p)(t), (∀t ∈ D(p)). (1.2)

تعریف γ = F ◦ θ(p) ضابطه با را γ : D 7−→ N نگاشت باشد. F-مرتبط Y و X کنیم فرض

نتیجه: در کنیم. می

γ′(t) = (F ◦ θ(p))∗(t)

= F∗(θ
(p)′(t))

= F∗Xθ(p)(t)

= YF◦θ(p)(t)

= Yγ(t),

فرد به منحصر به باتوجه باشد. می F ◦ θ(p)(٠) = F (p) آغازین نقطه با Y انتگرال منحنی γ یعنی

داریم: D(p) دامنه روي η(F (p)) انتگرال منحنی بودن ماکسیمال و انتگرال منحنی بودن
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γ(t) = η(F (p))(t).

داریم: p ∈M هر براي نتیجه در باشد. برقرار (1.2) رابطه کنیم فرض برعکس،

F∗Xp = F∗(θ
(p)′(٠)) = (F ◦ θ(p))′(٠) = η(F (p))′(٠) = YF (p).

�

است. کامل لی گروه روي چپ ناورداي برداري میدان هر .12.2.2 لم

ماکسیمال انتگرال منحنی θ(g) کنیم فرض .X ∈ Lie(G) و باشد لی گروه یک G کنیم فرض اثبات.
چپ ناورداي خاصیت از استفاده با حال .b <∞ آن در که باشد g آغازین نقطه با (a, b) بازه روي X

با X ،X بودن چپ ناورداي به بنا کنیم. می تعریف بزرگتر بازه روي را آن انتگرال منحنی X بودن

داریم: θ(g) دامنه روي 11.2.2 لم به بنا باشد. می Lg-مرتبط خودش

Lg ◦ θt = θt ◦ Lg, (2.2)

شود می تعریف ϵ > ٠ براي (−ϵ, ϵ) بازه روي همانی آغازین نقطه با θ(e) انتگرال منحنی بنابراین

کنیم: می تعریف زیر صورت به را γ منحنی .c ∈ (b− ϵ, b) کنیم: فرض

γ : (a, c+ ϵ) 7−→ G

γ(t) =

{
θ(g)(t) t ∈ (a, b)
Lθg(c)

(
θ(e)(t− c)

)
t ∈ (c− ϵ, c+ ϵ)

داریم: (2.2) رابطه به باتوجه .t ∈ (a, b) ∩ (c− ϵ, c+ ϵ) کنیم فرض

Lθ(g)(c)
(
θ(e)(t− c)

)
= Lθ(g)(c) (θt−c(e))

= θt−c

(
Lθ(g)(c)(e)

)
= θt−c (θc(g))

= θ
(g)
t = θ(g)(t).
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ناورداي از استفاده با باشد می X انتگرال منحنی نیز (c− ϵ, c+ ϵ) بازه روي γ دهیم می نشان حال

داریم: X بودن چپ

γ′(t٠) =
d

dt

∣∣∣
t=t٠

Lθ(g)(c)

(
θ(e)(t− c)

)
=
(
Lθ(g)(c)

)
∗
d

dt

∣∣∣
t=t٠

θ(e)(t− c)

=
(
Lθ(g)(c)

)
∗Xθ(e)(t٠−c)

= Xγ(t٠), (∀t٠ ∈ (c− ϵ, c+ ϵ)).

می (a, b) بازه بنابراین c + ϵ > b که باشد می (a, c + ϵ) بازه روي X انتگرال منحنی γ نتیجه در

� شود. ماکسیمال تواند

منحنی و G لی گروه روي پارامتري یک هاي زیرگروه بین یک به یک تناظر یک .13.2.2 قضیه
یعنی دارد. وجود G لی گروه روي چپ ناورداي برداري هاي میدان انتگرال

{G پارامتري یک هاي گروه زیر } ←→ Lie(G)←→ TeG.

صورت به همانی نقطه در X انتگرال منحنی 12.2.2 لم به بنا .X ∈ Lie(G) کنیم فرض . اثبات
است: همریختی θ(e) دهیم می نشان حال باشد. می θ(e) : R 7−→ G

θ(e)(s)θ(e)(t) = Lθ(e)(s)θt(e) = θt
(
Lθ(e)(s)(e)

)
= θt

(
θ(e)(s)

)
=

θt
(
θ(s)(e)

)
= θt+s(e) = θ(e)(t+ s), (∀t, s ∈ R).

چپ ناورداي برداري میدان یک انتگرال منحنی G پارامتري یک زیرگروه هر دهیم می نشان حال

کنیم: می تعریف باشد. Gروي پارامتري یک زیرگروه یک F : R 7−→ G فرضکنیم باشد. می Gروي

X = F∗
( d
dt

)
∈ Lie(G),
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همچنین باشد. می R روي چپ ناورداي برداري میدان d

dt
که

F ′(t٠) = F∗
d

dt
|t=t٠ = XF (t٠).

�

کنیم: می تعریف g ∈ G هر براي و باشد لی گروه یک G کنیم فرض .14.2.2 تعریف

Cg : G 7−→ G,

h 7−→ ghg−١.

از است عبارت G لی گروه الحاقی نمایش

Ad : G 7−→ GL(g),

g 7−→ Ad(g).

آن: در که

(Cg)∗e = Ad(g) : g 7−→ g.

باشد: می زیر صورت به که دهیم می نمایش ad با را Ad(g) فروارد) مشتق(پوش

(Ad(g))∗ = ad : g −→ gl(g),

adXY = [X, Y ].

داریم: ژاکوبی خاصیت از استفاده با

ad[X,Y ] = adXadY − adY adX = [adX , adY ],

باشد. می لی جبر همومورفیسم یک ad : g 7−→ End(g) ≃ gl(g) نتیجه در
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،X ∈ g ازاي به باشد. g برداري فضاي روي داخلی ضرب یک ⟨ , ⟩ کنیم فرض .15.2.2 تعریف
اگر: نامیم می کج3 الحاقی ⟨ , ⟩ داخلی ضرب به نسبت را ad(X)

⟨adXY, Z⟩+ ⟨Y, adXZ⟩ = ٠, (∀Y, Z ∈ g).

مجموعه روي G چپ عمل آنگاه باشد گروه یک G و معلوم ي مجموعه یک Xاگر .16.2.2 تعریف
کند: می صدق زیر شرایط در Oکه : G×X −→ X مانند هموار نگاشتی X

.O(g,O(h, x)) = O(gh, x) (∀g, h ∈ G, x ∈ X) (i

.O(e, x) = x (∀x ∈ X) (G همانی عضو e) (ii

x, y ∈ X هر براي هرگاه گوییم می متعدي(انتقالی) Xرا مجموعه عملچپGروي تعریف17.2.2.
که باشد داشته وجود g ∈ G عنصر

O(g, x) = y.

فضاي یا همگن منیفلد را متعدي عمل یک با همراه M پذیر دیفرانسیل منیفلد .18.2.2 تعریف
نامیم. می همگن

هم از منظور g ∈ G هر براي باشد. G لی گروه زیر H و لی گروه یک G کنیم فرض .19.2.2 تعریف
از: است عبارت دهیم می نمایش gH با را آن که g در H چپ دسته

gH = {gh : h ∈ G }.

. دهیم می نمایش G/H با را H چپ هاي دسته هم تمام مجموعه همچنین
3Skew −Adjoint
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G/H صورت این در باشد. آن بسته لی گروه زیر یک H و لی گروه یک G کنیم فرض .20.2.2 قضیه
π : G 7−→ G/H نگاشت طوریکه به پذیرد می فرد به منحصر پذیر دیفرانسیل منیفلد ساختار یک

است. پذیر دیفرانسیل سابمرشن یک

� شود. رجوع 9.18 قضیه [8] مرجع به . اثبات

G چپ عمل با G/H آنگاه باشد آن بسته لی گروه زیر یک H و لی گروه یک G اگر .21.2.2 نتیجه
باشد. می همگن منیفلد یک

باشد. می همگن منیفلد یک G لی گروه هر .22.2.2 نتیجه

فضاي مستقیم جمع به G از g لی جبر اگر نامیم می تحویلی را G/H همگن فضاي تعریف23.2.2.
یعنی: شود، تجزیه m -ناورداي ad(H) فضاي زیر و H از h لی جبر از برداري

g = h⊕m, m ∩ h = ٠,

بطوریکه:

ad(H)m ⊂ m =⇒ [h,m] ⊂ m.

جبر را {g, F̃} باشد. g روي مینکوفسکی نرم F̃ و حقیقی لی جبر g کنیم فرض .24.2.2 تعریف
اگر نامیم می مینکوفسکی لی

gy([x, u], v) + gy(u, [x, v]) + ٢Cy([x, y], u, v) = ٠

. x, u, v ∈ g ، y ∈ g− {٠} که جایی

فینسلري متریک یک صورت این در باشد. همبند لی گروه یک G کنیم فرض .25.2.2 قضیه
جبر یک {g, F} که g روي مینکوفسکی نرم یک اگر تنها و اگر دارد وجود G روي طرفه دو ناورداي

باشد. داشته وجود باشد مینکوفسکی لی
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نتیجه: در باشد. G روي طرفه دو ناورداي فینسلري متریک F کنیم فرض . اثبات

F (Ad(g)u) = F (u) (∀g ∈ G, ∀u ∈ g).

داریم: F (y) =
√
gy(y, y) تعریف از استفاده با

gy(u, v) = gAd(g)y(Ad(g)u,Ad(g)v)), (∀y, u, v ∈ g ∀g ∈ G). (3.2)

زیر صورت به (3.2) رابطه ، exp(tx) پارامتري یک هاي گروه زیر از استفاده با ، x ∈ g هر براي

باشد. می

gy(u, v) = gAd(exp(tz))y(Ad(exp(tz))u,Ad(exp(tz)v)), (∀t ∈ R). (4.2)

داریم: t به نسبت 4.2 رابطه از گیري مشتق با حال

gy(ad(x)u, v) + gy(u, ad(x)v) + ٢Cy(ad(x)y, u, v) = ٠, (∀x, u, v, y ∈ g). (5.2)

=⇒ gy([x, u], v) + gy(u, [x, v]) + ٢Cy([x, y], u, v) = ٠, (∀z, u, v, y ∈ g). (6.2)

است. مینکوفسکی لی جبر یک {g, F} نتیجه در

در را زیر تابع باشد مینکوفسکی لی جبر {g, F} و g روي مینکوفسکی نرم F کنیم فرض عکس، بر

گیریم. می نظر

ψ(t) = gAd(exp(tx))y(Ad(exp(tx))u,Ad(exp(tx)v)), (∀x, u, v, y ∈ g, y ̸= ٠).

صورت: به تابع این مشتق ، t ∈ R هر براي

ψ(t)′ = gAd(exp(tx))y(ad(tx)(Ad(exp(tx)(u)), Ad(exp(tx)(v)))+

gAd(exp(tx)y (Ad(exp(tx))(u), ad(x)(Ad(exp(tx))(v)))+

٢CAd(exp(tx))y(ad(x)(Ad(exp(tx))(y)), u, v) = ٠. (7.2)
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لذا: و است ثابت تابع ψ پس باشد. می

gy(u, v) = gAd(exp(tz))y(Ad(exp(tz))u,Ad(exp(tz)v)).

نتیجه: در است همبند G فرض طبق

gy(u, v) = gAd(g)y(Ad(g)u,Ad(g)v)), (8.2)

=⇒ F (Ad(g)y) = F (y), (∀g ∈ G). (9.2)

�

طرفه دو ناورداي فینسلري متریک F اگر باشد. همبند لی گروه یک G کنیم فرض .26.2.2 نتیجه
آنگاه: باشد

gy([x, y], y) = ٠, (∀y, x ∈ g).

باشد. می F فینسلري متریک اساسی تانسور g آن در که

قضیه به توجه با باشد. G لی گروه روي طرفه دو ناورداي فینسلري متریک F کنیم فرض . اثبات
نتیجه: در باشد. می مینکوفسکی لی جبر {g, F} ، 25.2.2

gy([x, u], v) + gy(u, [x, v]) + ٢Cy([x, y], u, v) = ٠, (∀x, u, v, y ∈ g).

داریم: آنگاه y = u = v اگر حال

gy([x, y], y) = ٠, (∀y, x ∈ g).

�
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همگن فضاي روي ناوردا ریمانی هاي متریک 3.2
ویژگی از برخی سپس و رابیان همگن فضاي روي ناوردا ریمانی الصاق ساخت نحوه ابتدا بخش این در

به که را زیر گزاره ابتدا کنیم. می بیان K/H همگن فضاي روي ناوردا ریمانی متریک اي پایه هاي

می ارائه را کند می بیان را همگن فضاي در خطی دو هاي فرم با ریمانی هاي متریک بین رابطه

دهیم.

فرم Mو = K/H روي g ناوردا -K ریمانی هاي متریک تمام بین دوسویی تناظر یک .1.3.2 گزاره
زیر صورت به تناظر این که دارد وجود t/h روي B ناورداي ad(H) ناتباهیده متقارن دوخطی هاي

باشد می

B(X̄, Ȳ ) = g٠(X, Y ), (∀X, Y ∈ t).

اگر تنها و اگر است مثبت معین B فرمی یک باشند. می t/h در Y و X نماینده بترتیب Ȳ و X̄ که

باشد. مثبت معین g متناظر ریمانی متریک

f(٠) ∈M نقطه در بردار هر و f ∈ K که دهیم می نمایش f(٠) صورت به را M نقطه هر اثبات.
یک زیر معادله داد نشان توان می اي ساده محاسبه با حال .X ∈ t آن در که است f(X٠) صورت به

کند: می تعریف M روي g ناوردا K متریک

g(f(x٠), f(Y٠)) = B(X̄, Ȳ ), (∀X,Y ∈ t).

�

t = h+m -ناوردا ad(H) مستقیم تجزیه با تحویلی همگن فضاي Mیک = K/H اگر .2.3.2 نتیجه
خطی دو هاي فرم و M روي g ناوردا - K ریمانی هاي متریک بین سویی دو تناظر یک آنگاه باشد

باشد: می زیر صورت به که دارد وجود m روي B ناتباهیده متقارن
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B(X, Y ) = g(X, Y )٠, (∀X, Y ∈ m).

که شود می نتیجه B بودن ناوردا ad(H) از

B([Z,X], Y ) + B(X, [Z, Y ]) = ٠, (∀X, Y ∈ m, Z ∈ h).

باشد. همبند H اگر است برقرار آن عکس همچنین

M = K/H تحویلی همگن فضاي روي ناوردا - K ساختار G یک P کنیم فرض .3.3.2 قضیه
- K هاي الصاق همه ي مجموعه بین سویی دو تناظر یک صورت این در باشد. t = m+ h باتجزیه

که: دارد وجود Λm : m 7−→ g خطی هاي نگاشت تمام مجموعه و P در ناوردا

Λm(adh(X)) = ad(λ(h))(Λm(X)), (∀X ∈ m, h ∈ H).

باشد. می G توي به H از خطی ایزوتروپی یک λ آن در که

� شود. رجوع 2.1 قضیه [10] مرجع به . اثبات

(r, s) نوع از L ناوردا K تانسوري هاي میدان بین طبیعی تناظر از خاصی حالت 1.3.2 گزاره

باشد. می t/h روي (r, s) نوع از ناوردا ad(H) تانسورهاي و M = K/H روي

ي ناوردا ad(H) مستقیم تجزیه با تحویلی همگن فضاي M = K/H کنیم فرض .4.3.2 قضیه
کنیم می فرض باشد. m روي ناوردا ad(H) ناتباهیده متقارن خطی دو فرم یک B و باشد t = h+m

صورت: این در باشد B با متناظر ناوردا K ریمانی متریک g

صورت به ریمانی الصاق الف)

Λm(X)Y =
١
٢ [X, Y ]m + U(X,Y ),
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تعریف زیر صورت به که باشد می m توي به m×m از متقارن خطی دو نگاشت U(X,Y ) آن در که

شود: می

٢B(U(X, Y ), Z) = B(X, [Z, Y ]m) +B([Z,X]m, Y ), (∀X, Y, Z ∈ m).

کند: صدق زیر شرط در B اگر تنها و اگر است متقارن g براي ریمانی الصاق ب)

B(X, [Z, Y ]m) + B([Z,X]m, Y ) = ٠, (∀X, Y, Z ∈ m).

پاد g به نسبت AX چون Λm(X) = −(AX)٠ داریم: T٠M و m گرفتن نظر در یکسان با . اثبات
بنابراین: است. متقارن پاد B به نسبت Λm(X) لذا باشد می متقارن

B(Λm(X)Y, Z) +B(Y,Λm(X)Z) = ٠, (∀Y, Z ∈ m).

که: دانیم می همچنین

Λm(X)Y − Λm(Y )X = [X, Y ]m,

اگر حال

U(X,Y ) = Λm(X)Y − ١
٢ [X,Y ]m,

کند: می صدق زیر رابطه در و باشد می متقارن Y و X به نسبت U(X,Y ) آنگاه

B(U(X, Y ), Z) +B(Y, U(X,Z)) =
١
٢ {B([Z, Y ]m, Z) +B(Y, [Z,X]m)} .

داریم: U تقارنی خاصیت از استفاده با

٢B(U(X, Y ), Z) = B(X, [Z, Y ]m) +B([Z,X]m, Y ), (∀X, , Y, Z ∈ m).

�
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K/{e} صورت به آن همگن فضاي که بگیریم نظر در را K لی گروه توانیم می خاص حالت براي

ریمانی متریک همان لی جبر روي B ناوردا - ad(K) مثبت معین متقارن خطی دو فرم و باشد می

دوطرفه ناورداي یعنی باشد نیز راست ناورداي اگر حال باشد. می K لی گروه روي g چپ ناورداي

رسیم. می بهتري نتایج به باشد

دوطرفه ناورداي ریمانی متریک a = aijdx
i
⊗

dxj و باشد لی گروه یک G فرضکنیم .5.3.2 قضیه
الصاق ∇ آن در که ،∇Y Y = ٠ آنگاه باشد G روي دلخواه چپ ناورداي برداري میدان Y .اگر باشد

ژئودزیک همانی نقطه در چپ ناورداي برداري میدان هر انتگرال منحنی یعنی باشد. می a چویتا لوي

است. G پارامتري یک گروه زیر همان که باشد می a

الصاق فرمول به توجه با باشد. G روي دلخواه چپ ناورداي برداري میدان Y کنیم فرض . اثبات
همگن فضاي براي ریمانی

٢a(∇Y Y, Z) = a(Y, [Z, Y ]) + a(Y, [Z, Y ])− a(Z, [Y, Y ]),

=⇒ ٢a(∇Y Y, Z) = ٢a(Y, [Z, Y ]), (∀Z ∈ g).

داریم: 26.2.2 نتیجه به توجه با است دوطرفه ناورداي ریمانی متریک چون

a(∇Y Y, Z) = a(Y, [Z, Y ]) = ٠, (∀Z ∈ g).

ریمانی متریک ناتباهیدگی خاصیت به بنا

∇Y Y = ٠, (∀Z ∈ g).

است G پارامتري یک گروه زیر همان که Y چپ ناورداي برداري میدان انتگرال منحنی نتیجه در

� باشد. می همانی نقطه در (G, a) ژئودزیک
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براي آنگاه باشد دوطرفه ناورداي ریمانی متریک a اگر باشد لی گروه یک G کنیم فرض .6.3.2 لم
باشد. می (G, a) ریمانی الصاق ∇ آن در که ∇YZ =

١
٢ [Y, Z] ، Y, Z ∈ g هر

داریم: الصاق خطی خواص به توجه با . اثبات

∇X+Y (X + Y ) = ∇XX +∇XY +∇YX +∇Y Y, (∀X, Y ∈ g).

: 5.3.2 قضیه به بنا

∇XY +∇YX = ٠,

داریم: ریمانی الصاق بودن متقارن از استفاده با

∇XY +∇YX = ٢∇XY − [X,Y ] = ٠,

=⇒ ∇YZ =
١
٢ [Y, Z], (∀X, Y ∈ g).

�

انحنا تانسور براي صریح فرمول یک 6.3.2 لم از استفاده با خواهیم می قسمت این در ما حال

دهیم. ارائه چپ ناورداي برداري میدان سه روي طرفه دو ناورداي ریمانی

صورت به ریمانی انحناي تانسور فرمول تعریف، از استفاده با باشد. لی گروه یک G کنید فرض

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z, (∀X,Y, Z ∈ g).

از استفاده با باشد، دوطرفه ناورداي ریمانی متریک یک چویتا لوي الصاق ∇ کنید فرض باشد. می

داریم: 6.3.2 لم

R(X,Y )Z =
١
٢∇Y [X,Z]−

١
٢∇X [Y, Z] +

١
٢ [[X,Y ], Z] ,

آنگاه: کنیم اعمال را 6.3.2 لم دوباره اگر
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R(X, Y )Z =
١
۴ [Y, [X,Z]]− ١

۴ [X, [Y, Z]] +
١
٢ [[X,Y ], Z] ,

صورت به که ژاکوبی ویژگی از استفاده با

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = ٠,

=⇒ [[X,Y ], Z] = [X, [Y, Z]]− [Y, [X,Z]] , (∀X, Y, Z ∈ g).

داریم: باشد می

R(X, Y )Z = −١۴ [[X, Y ], Z] +
١
٢ [[X, Y ], Z] , (10.2)

=⇒ R(X, Y )Z =
١
۴ [[X,Y ], Z] , (∀X, Y, Z ∈ g). (11.2)

دوطرفه ناورداي ریمانی متریک براي برشی انحناي براي براي صریح فرمول یک توانیم می حال

آورد. بدست

و باشد دوطرفه ناورداي ریمانی متریک a = aijdx
i
⊗

dxj و لی گروه یک G کنید فرض .7.3.2 لم
برشی انحناي صورت این در .∏ = span{u, v} که باشند متعامد یکا برداري میدان دو u, v ∈ TgM

صورت به a

K(
∏
) = K(u, v) =

١
۴∥[u, v]∥.

باشد. می

صورت به برشی انحناي فرمول تعریف، از استفاده با . اثبات

K(u, v) = a(R(u, v)v, u),
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داریم: (11.2) رابطه به توجه با باشد می

K(π) = K(u, v) =
١
۴a ([[u, v], u] , v) . (12.2)

نتیجه در است. کج الحاقی ، x ∈ g هر ازاي به ad(x) است دوطرفه ناورداي a ریمانی متریک چون

صورت به (12.2) رابطه

K(π) =
١
۴a ([u, v], [u, v]) =

١
۴∥[u, v]∥.

� باشد. می
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مقدمه 1.3
و مهندسی در فراوانی کاربردهاي که هستند ها ,α)-متریک β) فینسلر، هاي متر از خاص نوع یک

در داریم قصد ما که باشد می راندرز متر ها، متریک -(α, β) ترین اهمیت پر از یکی دارند. فیزیک

کنیم. می بررسی را آن نامه پایان این

گروه روي را دوطرفه ناورداي راندرز هاي متریک هندسی هاي ویژگی خواهیم می بخش این در ما

باشند بروالد نوع از چپ ناورداي راندرز متریک که این براي کافی و لازم شرایط و کنیم بررسی لی هاي

باشند می بروالد نوع از طرفه دو ناورداي راندرز متریک دهیم می نشان همچنین کنیم. می بیان را

بیان را باشد دوطرفه ناورداي لی، هاي گروه روي چپ ناورداي راندرز هاي متریک که را شرایطی و

پردازیم. می آن هاي ژئودزیک بررسی به نهایت در و کنیم می

ناوردا راندرز هاي متریک بودن بروالد شرایط 2.3
راندرز متریک است. شده معرفی عام نسبیت زمینه در راندرز توسط 1941 سال در راندرز متریک

منیفلد روي b = bidx
i 1-فرمی یک و a = aijdx

i
⊗

dxj ریمانی متریک وسیله به شده ساخته

که جایی باشد می F = α + β فرم به Mپذیر دیفرانسیل

α(x, y) =
√
aij(x)yiyj, β(x, y) = bi(x)y

i.

حقیقت در کنند نمی صدق F (x,−y) = F (x, y) شرط در راندرز هاي متریک bi ̸= ٠ که موقعی

به نسبت β(x, y) چون باشد. ریمانی اگر تنها و اگر است مطلق همگن راندرز، فضاي از فینسلري تابع

TM \ {٠} روي F راندرز متریک که این براي باشد مثبت تواند نمی همواره بنابراین است خطی y

راندرز متریک اینکه براي کافی و لازم شرایط حال باشد. مناسب bi هاي مولفه اندازه باید باشد مثبت

کنیم. می بررسی را باشد مثبت TM \ {٠} روي F
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مثبت b فرمی یک و aijdxi⊗ dxj ریمانی متریک بوسیله شده تعریف راندرز متریک .1.2.3 لم
.∥b∥α < ١ اگر وتنها اگر باشد می

یعنی باشد مثبت TM \ {٠} روي F (x, y) = α + β راندرز متریک کنیم فرض . اثبات
F = α + β > ٠, =⇒ α > −β,

=⇒
√
aijyiyj > −biyi, (∀y ̸= ٠ ∈ TM). (1.3)

ماتریس (aij) آن در که (1.3) رابطه در yi = −bi = −aijbj جایگذاري با آنگاه ،b ̸= ٠ اگر

داریم: باشد می (aij) معکوس

√
aij(−aijbj)(−bj) > −bi(−bi), =⇒

√
bibi > bib

i, =⇒ bib
i

√
bibi

< ١,⇒ ∥b∥ < ١.

داریم: آنگاه y ̸= ٠ اگر شوارتز، کوشی نامساوي به بنا .∥b∥α < ١ کنیم فرض عکس، بر

|biyi| <
√
aijyiyj .

�

کند می القا (کتانژانت) تانژانت فضاي روي داخلی ضرب یک a = aijdx
i
⊗

dxj ریمانی متریک

پدید M پذیر دیفرانسیل منیفلد روي برداري هاي میدان و ها فرمی یک بین سوي دو تناظر یک که

صورت به که آورد می

♭ : TxM 7−→ T ∗
xM, ♯ : T ∗

xM 7−→ TxM.

y♭ با را y برداري میدان با متناظر فرمی یک و θ♯ با را θ فرمی یک با متناظر برداري میدان باشد می

باشد: می زیر صورت به موضعی مختصات در که دهیم می نمایش
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y♭ = (y♭)idx
i, (y♭)i = aijy

j, (∀y ∈ TxM).

θ♯ = (θ♯)i∂i, (θ♯)i∂i = aijθj, (∀θ ∈ T ∗
xM).

که: است واضح

∥b∥ = ∥b♯∥, β(x, y) = (b♯)♭(y) = ax(b
♯, y).

توان می را b فرمی یک و a = aijdx
i
⊗

dxj ریمانی متریک با شده ساخته راندرز متریک نتیجه در

صورت به

F (x, y) =
√
ax(y, y) + ax(b

♯, y), (x ∈M, y ∈ TxM).

.ax(b♯, b♯) < ١ ،∀x ∈M هر براي که داد نشان

شده ساخته چپ ناورداي راندرز متریک F و باشد g لی جبر با همبند لی گروه یک G کنید فرض

که داد نشان توان می آسانی به باشد. G روي X برداري میدان و aijdxi⊗ dxj ریمانی متریک با

باشند. می چپ ناورداي نیز X برداري میدان و aijdxi⊗ dxj ریمانی متریک

نوع از b فرمی یک و aijdxi⊗ dxj ریمانی متریک بوسیله شده تعریف راندرز متریک .2.2.3 لم
ریمانی متریک از شده القا ∇ چویتا لوي الصاق به نسبت b فرمی یک اگر تنها و اگر باشد می بروالد

باشد. موازي aijdxi⊗ dxj

� شود. رجوع [2] مرجع به . اثبات

ریمانی متریک از شده القا ∇ چویتا لوي الصاق به نسبت X برداري میدان .3.2.3 لم
باشد. موازي نیز آن با متناظر فرمی یک اگر وتنها اگر است موازي a = aijdx

i
⊗

dxj

از شده القا ∇ چویتا لوي الصاق به نسبت موازي برداري میدان یک X = X i∂i کنیم فرض . اثبات
داریم: نتیجه در باشد موضعی مختصات در aijdxi⊗ dxj ریمانی متریک
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∇X = ٠, =⇒ X i
;j = ∂jX

i +XkΓi
jk = ٠, =⇒ ∂jX

i = −Γi
jkX

k. (2.3)

صورت به که X برداري میدان با متناظر فرمی یک دهیم می نشان حال

داریم: پس است موازي ∇ چویتا لوي الصاق به نسبت باشد می X♭ = W = Wjdx
j = aijX

idxj

∇W = ∇(Wjdx
j), =⇒ Wi;j = ∂jWi −WkΓ

k
ij

= ∂j(aikX
k)− (aikX

l)Γk
ij

= (∂jaij)X
k + aik∂jX

k − aklX lΓk
ij.

داریم: 2.3 رابطه جایگذاري و چویتا لوي الصاق خاصیت به توجه با

Wi;j = (Γt
jiatk + Γt

jkait)X
k − aikX tΓk

jt − aklX lΓk
ij = ٠,

=⇒ ∇X♭ = ∇W = ٠.

ریمانی متریک از القایی چویتا لوي الصاق به نسبت b = bidx
i فرمی یک کنیم فرض برعکس،

: نتیجه در باشد. موازي aijdxi⊗ dxj

bi;j = ∂jbi − bkΓk
ij = ٠, ⇔ ∂jbi = bkΓ

k
ij.

به نسبت باشد می b♯ = b♯i∂i = aijbj∂i بصورت که آن با متناظر برداري میدان دهیم می نشان حال

داریم: است. موازي ∇ چویتا لوي الصاق

b♯i;j = ∂j(a
ikbk) + (akjbj)Γ

i
jk

= (∂ja
ik)bk + aik∂jbk + akjbjΓ

i
jk

= (−atkΓi
kt − aitΓk

kt)bk + aik∂jbk + akjbjΓ
i
jk = ٠
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�

X برداري میدان و aijdxi⊗ dxj ریمانی متریک بوسیله شده تعریف راندرز متریک .4.2.3 نتیجه
از شده القا ∇ چویتا لوي الصاق به نسبت X برداري میدان اگر تنها و اگر باشد می بروالد نوع از

باشد. موازي aijdxi⊗ dxj ریمانی متریک

زیر و G/H روي ناوردا برداري هاي میدان همه ي مجموعه بین یکی به یک تناظر .5.2.3 گزاره
فضاي

V = {X ∈ m|Ad(h)X = X, ∀h ∈ H},

دارد. وجود

و چپ هاي انتقال ترتیب به Rg ، Lg و طبیعی تصویر نگاشت π : G 7−→ G

H
کنیم فرض . اثبات

نگارد. می H = ٠ در G

H
مماس فضاي روي به را g ، π مشتق باشند. G راست

رابطه در τ(g) : xH 7−→ gxH انتقال باشد. می h ، dπ هسته

π ◦ Lg = τ(g) ◦ π,

داریم: h ∈ H هر براي چون و کند. می صدق

π ◦Rh = π , Ad(g)X = dRg−١ ◦ dLg(X),

داریم: گیري مشتق با لذا

dπ ◦ Ad(h)X = dτ(h)٠ ◦ dπ(X), (∀X ∈ g).

T٠(
G

H
) از dτ(h)٠ خطی تبدیل با متناظر g

h
از Ad(h) خطی تبدیل ، g

h
∼= T٠(

G

H
) یکریختی تحت

که دهد می ارائه g
h
∼= m صورت به طبیعی یکریختی یک g = h+m خطی ترکیب اکنون باشد می
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باشد. می m از Ad(h) خطی تبدیل با متناظر T٠(G/H) از dτ(h)٠ خطی تبدیل یکریختی، این تحت

به را gH در مماس بردار باشد. m ∼= T٠(G/H) یکریختی تحت آن تصویر X̃٠ و X ∈ V کنیم فرض

صورت:

X̃gH = d(τ(g))٠X̃٠,

Ad(h)X = X داریم h ∈ H هر براي چون . g−١g١ ∈ H آنگاه ،g١H = gH اگر کنیم. می تعریف

داریم: شد، داده توضیح بالا در که روشی به توجه با لذا

dτ(g−١g١)٠X̃٠ = X̃٠.

. dτ(g)٠X̃٠ = dτ(g١)٠X̃٠ نتیجه در

بنابراین است. ناوردا G عمل تحت که باشد می G/H روي خوشتعریف برداري میدان X̃ بنابراین

� . است سویی دو X ←→ X̃ تناظر

قضیه به توجه با .h = Lie(H) و g = Lie(G) باشد، تحویلی همگن فضاي G/H کنیم فرض

چنان g روي ⟨, ⟩ داخلی ضرب یک اگر تنها و اگر دارد وجود G/H روي ریمانی متریک یک قبل

که باشد موجود

.⟨ad(h)X,Ad(h)Y ⟩ = ⟨X, Y ⟩, (∀X, Y ∈ g, ∀h ∈ H)

تحویلی همگن فضاي روي ناوردا راندرز هاي متریک براي یک به یک تناظر یک زیر قضیه در ما حال

دهیم. می ارائه

نسبت g در h متعامد مولفه m و باشد G/H روي ناوردا ریمانی متریک α کنیم فرض .6.2.3 قضیه
یک به یک تناظر یک صورت این در باشد. g روي α ریمانی متریک از شده القا ⟨, ⟩ داخلی ضرب به

مجموعه و α ریمانی متریک تحت G/H روي ناوردا راندرز هاي متریک همه ي مجموعه بین
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V١ = {X ∈ m|Ad(h)X = X, ⟨X,X⟩ < ١, ∀h ∈ H},

X اگر وتنها اگر باشد می بروالد نوع از متناظر راندرز متریک X ∈ V١ هر براي همچنین دارد. وجود

شرایط در

⟨[Y,X]m, Z⟩+ ⟨Y, [Z,X]⟩ = ٠, ⟨[Z, Y ]m, X⟩ = ٠, (∀Y, Z ∈ m). (3.3)

باشد. می m روي Y متعامد تصویر Ym آن در که کند، صدق

متناظر G/H روي X̃ ناوردا برداري میدان یک با X 5.2.3 گزاره به بنا .X ∈ V١ کنیم فرض اثبات.
داریم: لذا باشد می ناوردا G عمل تحت a چون باشد. می

agH(X̃, X̃) = aH(X̃, X̃) = ⟨X,X⟩ < ١, (∀g ∈ G).

صورت به G/H روي FX راندرز متریک پس

FX(gH, y) =
√
agH(y, y) + agH(X̃, y), (∀y ∈ TgH(G/H)).

است. ناوردا G عمل تحت FX که است واضح باشد. می

X̃ برداري میدان و α ریمانی متریک بوسیله شده تعریف راندرز متریک FX و X ∈ V١ کنیم فرض

متریک به نسبت X̃ اگر وتنها اگر باشد می بروالد نوع از FX راندرز متریک 5.2.3 لم به توجه با باشد.

یعنی: باشد موازي α ریمانی

∇Ỹ X̃ = ٠, =⇒ α(∇Ỹ X̃, Z̃) = ٠, (∀Ỹ , Z̃ ∈ T (G/H)).

داریم: لذا است G-ناوردا چون

⟨∇YX,Z⟩ = ٠, (∀Y, Z ∈ m).
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از راندرز متریک همگن، فضاي روي ناوردا ریمانی متریک براي چویتا لوي الصاق فرمول به توجه با

رابطه در X اگر تنها و اگر باشد می بروالد نوع

٢⟨Y,∇ZX⟩ = ⟨[Y,X]m, Z⟩+ ⟨Y, [Z,X]m⟩+ ⟨[Z, Y ]m, X⟩ = ٠, (∀Y, Z ∈ m). (4.3)

است. موازي a چویتا لوي الصاق به نسبت X آنگاه باشد برقرار (3.3) شرایط اگر حال کند، صدق

براي (4.3) رابطه در اگر حال باشد. موازي a چویتا لوي الصاق به نسبت X کنیم فرض برعکس،

داریم: Y = Z کنیم فرض خاص حالت

⟨[Z,X]m, Z⟩ = ٠,

داریم: نتیجه در .Z = Z + Y کنیم فرض

⟨[Y +Z,X]m, Y +Z⟩ = ٠,=⇒ ⟨[Y,X]m, Y ⟩+⟨[Y,X]m, Z⟩+⟨[Z,X]m, Y ⟩+⟨[Z,X]m, Z⟩ = ٠,

=⇒ ⟨[Y,X]m, Z⟩+ ⟨[Z,X]m, Y ⟩ = ٠.

� .a(X, [Y, Z]m) = ٠, Y, Z ∈ g هر براي (4.3) رابطه به توجه با بنابراین

فضاي براي کنون تا که نتایجی .لذا g = m آنگاه ،H = {e} کنیم فرض خاص حالت در اگر

داشت: خواهیم را زیر نتیجه بنابراین است. برقرار نیز لی گروه براي کردیم بیان همگن

ناورداي ریمانی متریک α و باشد g لی جبر با همبند لی گروه یک G کنیم فرض .7.2.3 نتیجه
همه بین یک به یک تناظر یک صورت این در باشد، g به α تحدید از ⟨, ⟩ داخلی ضرب و G روي چپ

مجموعه و α ریمانی متریک تحت G روي چپ ناورداي راندرز هاي متریک

V١ = {X ∈ g|⟨X,X⟩ < ١}.
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داخلی ضرب به نسبت adX اگر وتنها اگر است بروالد نوع از راندرز متریک همچنین دارد. وجود

. ⟨X, [g, g]⟩ = ٠ و باشد متقارن پاد ⟨, ⟩

کنیم فرض است. برقرار حکم اول قسمت راحتی به آنگاه ،H = {e} اگر قبل قضیه به توجه با اثبات.
متریک ،G لی گروه روي ناوردا ریمانی متریک براي چویتا لوي الصاق فرمول به توجه با .X ∈ V١

رابطه در X اگر تنها و اگر باشد می بروالد نوع از راندرز

٢⟨Y,∇ZX⟩ = ⟨Z, [Y,X]⟩+ ⟨X, [Y, Z]⟩ − ⟨Y, [X,Z]⟩ = ٠, (∀Y, Z ∈ g). (5.3)

براي آنگاه ⟨X, [g, g]⟩ = ٠ و باشد کج الحاقی α ریمانی متریک به نسبت ad(X) اگر کند. صدق

الصاق به نسبت X یعنی .∇ZX = ٠ ، Z ∈ g هر براي بنابراین .٢⟨Y,∇ZX⟩ = ٠ ، Z, Y ∈ g هر

است. موازي a چویتا لوي

داریم Y, Z ∈ g هر براي پس باشد. موازي a چویتا لوي الصاق به نسبت X کنیم فرض برعکس،

هر براي آنگاه ، Y = Z کنیم فرض خاص حالت براي (4.3) رابطه در اگر حال .⟨Y,∇ZX⟩ = ٠

ویژگی این از استفاده با حال باشد. می کج الحاقی ad(X) یعنی .٢⟨Y, [Y,X]⟩ = ٠ داریم Y ∈ g

داریم:

−⟨Z, [Y,X])− ⟨Y, [X,Z])⟩ = ⟨Z − Y, [Z − Y,X]⟩ = ٠,

� .⟨X, [g, g]⟩ = ٠ دیگر عبارت به ،⟨X, [Y, Z]⟩ = ٠, Y, Z ∈ g هر براي (5.3) رابطه به توجه با

ناورداي بودن چپ ناورداي بر علاوه لی هاي گروه روي راندرز هاي متریک از بعضی است ممکن

بودن بروالد شرایط صورت این در رسد می نظر به که باشند دوطرفه ناورداي یعنی باشند نیز راست

هاي گروه روي طرفه دو ناورداي راندرز هاي متریک دهیم می نشان زیر قضیه در حال باشند. دارا را

باشند. می بروالد نوع از لی
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شده تعریف طرفه دو ناورداي راندرز متریک F و باشد لی گروه یک G کنیم فرض .8.2.3 قضیه
F راندرز متریک صورت این در باشد. X برداري میدان و a = aijdx

i
⊗

dxj ریمانی متریک بوسیله

است. بروالد نوع از

کنیم: فرض . اثبات

F (p, y) = α(p, y) + β(p, y) =
√
ap(y, y) + ap(X, y), (∀p ∈ G,∀y ∈ TpG).

داریم: r, s ∈ R هر براي حال

F ٢(y + ru+ sv) = (
√
a(y + ru+ sv, y + ru+ sv) + a(X, y + ru+ sv))٢ =

a(y + ru+ sv, y + ru+ sv) + a(X, y + ru+ sv)٢+

٢
√
a(y + ru+ sv, y + ru+ sv)a(X, y + ru+ sv) =

aij(y
i + rui + svi)(yj + ruj + svj) + (aijX

i(yj + ruj + svj))٢+

٢
√
aij(yi + rui + svi)(yj + ruj + svj).aijX

i(yj + ruj + svj),

کنیم: فرض

A = aij(y
i + rui + svi)(yj + ruj + svj),

B = aijX
i(yj + ruj + svj).

داریم: لذا

F ٢(y + ru+ sv) = A+B٢ + ٢
√
AB,

⇒ ١
٢

∂٢

∂r∂s
F ٢(y + ru+ sv) =

Asr + ٢BrBs + ٢BBsr +
AsrB√
A

+

AsBr√
A
− ArAsB

٢A
√
A

+
ArBs√
A

+ ٢
√
ABsr.
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آن در که

A|r=s=٠ = a(y, y), B|r=s=٠ = a(X, y),

As|r=s=٠ =
∂A

∂s
|r=s=٠ = ٢a(v, y), Bs|r=s=٠ =

∂B

∂s
|r=s=٠ = a(X, v),

Ar|r=s=٠ =
∂A

∂r
|r=s=٠ = ٢a(y, u), Br|r=s=٠ =

∂B

∂r
|r=s=٠ = a(X, u),

Asr|r=s=٠ =
∂٢A

∂r∂s
|r=s=٠ = ٢a(u, v), Bsr|r=s=٠ =

∂٢

∂r∂s
|r=s=٠ = ٠.

داد: نشان توان می اي ساده محاسبات با

gy(u, v) =
١
٢

∂٢

∂r∂s
F ٢(y + ru+ sv)|r=s=٠ =

a(u, v) + a(X, u)a(X, v) +
a(u, v)a(X, y)√

a(y, y)
−

a(v, y)a(u, y)a(X, y)

a(y, y)
√
a(y, y)

+
a(X, v)a(u, y)√

a(y, y)
+
a(X, u)a(v, y)√

a(y, y)
. (6.3)

داریم: y, z ∈ g هر براي بنابراین

gy(y, [y, z]) = a(y, [y, z]) + a(X, y)a(X, [y, z])+

a(y, [y, z])a(X, y)√
a(y, y)

+ a(X, [y, z])
√
a(y, y) =

a(y, [y, z])(١+
a(X, y)√
a(y, y)

) + a(X, [y, z])(a(X, y) +
√
a(y, y)).

یعنی:

gy(y, [y, z]) = a(y, [y, z])(
F (y)√
a(y, y)

) + a(X, [y, z])F (y), (∀y, z ∈ g). (7.3)

داریم: 26.2.2 نتیجه طبق است دوطرفه ناورداي a = aijdx
i
⊗

dxj ریمانی متریک چون

a(y, [y, z]) = ٠, (∀y, z ∈ g).
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به نسبت adX دهد می نشان که ،a([y,X], z) + a([z,X], y) = a([z + y,X], z + y) = ٠ بنابراین

طبق است طرفه دو ناورداي F راندرز متریک چون طرفی از باشد. می کج الحاقی a ریمانی متریک

داریم: 7.2.3 و 26.2.2 نتایج

a(X, [g, g]) = ٠,

� باشد. می بروالد نوع از F طرفه دو ناورداي راندرز متریک 7.2.3 نتیجه به بنا حال

ناورداي چپ، ناورداي راندرز هاي متریک شرایطی چه تحت که آید می پیش سوال این حال

پردازیم. می آن به زیر قضیه در که باشند می نیز راست

شده تعریف چپ ناورداي راندرز متریک F و باشد همبند لی گروه یک G کنیم فرض .9.2.3 قضیه
راندرز متریک صورت این در باشد. X برداري میدان و a = aijdx

i
⊗

dxj ریمانی متریک بوسیله

ریمانی متریک به نسبت ad(x) اگر تنها و اگر باشد می طرفه دو ناورداي لذا و راست ناورداي F

.a(X, [g, g]) و باشد کج الحاقی x ∈ g هر براي a = aijdx
i
⊗

dxj

متریک که دهیم می نشان .a(X, [g, g]) و باشد کج الحاقی x ∈ g هر براي ad(x) کنیم فرض اثبات.
باشد. می نیز راست ناورداي ، F چپ ناورداي راندرز

داریم: (6.3) رابطه از استفاده با راحتی به

gy([z, u], v) = a(z, [u, v])

(
١+

a(X, y)√
a(y, y)

)
+ a([z, u], y)

(
a(X, v)√
a(y, y)

− a(v, y)a(X, y)

a(y, y)
√
a(y, y)

)
,

gy(u, [z, v]) = a(u, [z, v])

(
١+

a(X, y)√
a(y, y)

)
+ a([z, v], y)

(
a(X, u)√
a(y, y)

− a(u, y)a(X, y)

a(y, y)
√
a(y, y)

)
,

داریم: تعریف از استفاده با

Cy(z, u, v) =
١
٢
d

dt
[gy+tv(z, u)]|t=٠.
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داریم: مسئله فرضیات گرفتن نظر در با و مستقیم محاسبات با

Cy([z, y], u, v) =

a([z, y], u)

(
a(X, v)√
a(y, y)

− a(v, y)a(X, y)

a(y, y)
√
a(y, y)

)
+ a([z, y], v)

(
a(X, u)√
a(y, y)

− a(u, y)a(X, y)

a(y, y)
√
a(y, y)

)
.

نتیجه: در

gy([z, u], v) + gy(u, [z, v]) + ٢Cy([z, y], u, v)

= (a([z, u], v) + a(u, [z, v]))

(
١+

a(X, y)√
a(y, y)

)

+(a([z, u], y) + a([z, y], u))

(
a(X, v)√
a(y, y)

− a(v, y)a(X, y)

a(y, y)
√
a(y, y)

)

+(a([z, v], y) + a([z, y], v))

(
a(X, u)√
a(y, y)

− a(u, y)a(X, y)

a(y, y)
√
a(y, y)

)
.

نتیجه: در است کج الحاقی x ∈ g هر ازاي به ad(x) چون

gy([z, u], v) + gy(u, [z, v]) + ٢Cy([z, y], u, v) = ٠, (∀u, v, y, z ∈ g). (8.3)

تابع

ψ(t) = gAd(exp(tz))y(Ad(exp(tz))u,Ad(exp(tz)v)),

داریم: (8.3) رابطه و t به نسبت Ψ(t) مشتق به توجه با گیریم. می نظر در را

Ψ(t)′ = gAd(exp(tz))y(ad(tz)(Ad(exp(tz)(u)), Ad(exp(tz)(v))) +

gAd(exp(tz)y (Ad(exp(tz))(u), ad(x)(Ad(exp(tz))(v))) +

٢CAd(exp(tz))y(ad(x)(Ad(exp(tz))(y)), u, v) = ٠.

یعنی: .Ψ(t) = Ψ(٠) نتیجه در است. ثابت تابع Ψ دهد می نشان که
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gy(u, v) = gAd(exp(tz))y(Ad(exp(tz))u,Ad(exp(tz)v)),

که شود می نتیجه G همبندي از

gy(u, v) = gAd(g)y(Ad(g)u,Ad(g)v)). (9.3)

: داریم F (y) =
√
gy(y, y) فرمول به توجه با

F (Ad(g)y) = F (y),

=⇒ F ((Rg−١)u) = F (u), (∀g ∈ G).

باشد. می نیز راست ناورداي راندرز متریک یعنی

داریم: (7.3) رابطه و 26.2.2 نتیجه به بنا باشد. دوطرفه ناورداي راندرز متریک کنیم فرض برعکس،

a(y, [y, z])(
F (y)√
a(y, y)

) + a(X, [y, z])F (y) = ٠, (∀y, z ∈ g).

و باشد می کج الحاقی x ∈ g هر براي a = aijdx
i
⊗

dxj ریمانی متریک به نسبت ad(x) نتیجه در

� .a(X, [g, g]) = ٠

ژئودزیک 3.3
8.2.1 تعریف به توجه با باشد. خطی الصاق یک با همراه پذیر دیفرانسیل منیفلد یک M کنیم فرض

نامیم می فینسلري ژئودزیک را T = γ̇(t) سرعت میدان با γ : I −→ M پذیر دیفرانسیل منحنی

.DtT = ٠ اگر

منحنی γ(t٠) = p حول (U, ϕ) مختصاتی چارت در

γ(t) = (x١(t), x٢(t), ..., xn(t)),

اگر تنها و اگر است ژئودزیک یک
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Dtγ̇(t) =
(
ẍk(t) + ẋi(t)ẋj(t)Γk

ij(x(t))
)
∂k = ٠,

=⇒ ẍk(t) + ẋi(t)ẋj(t)Γk
ij(x(t)), k = ١,٢, ..., n.

باشند H و G لی جبر ترتیب به h و g و باشد همگن فینسلري فضاي یک (M = G/H) کنیم فرض

به را M روي X∗ برداري میدان X ∈ g هر براي باشد. g لی جبر مستقیم تجزیه یک g = m⊕ h و

کنیم: می تعریف زیر صورت

X∗
q =

d

dt
(exp(tX)q), (∀q ∈M).

ژئودزیک γ(t) = exp(tX)(p) منحنی اگر نامیم می ژئودزیک بردار را X ∈ g− {٠} برداري میدان

باشد. (M,F )

لی جبر ترتیب به h و g و باشد همگن فینسلري فضاي یک (M = G/H) کنیم فرض .1.3.3 قضیه
بردار x ∈ g− {٠} صورت این در باشد. g لی جبر مستقیم تجزیه یک g = m⊕ h و باشند H و G

اگر تنها و اگر است ژئودزیک

gXm
(Xm, [X,Z]m) = ٠, (∀Z ∈ g).

داریم: M روي T, V,W برداري میدان سه هر براي . اثبات

TgW (V,W ) = gW (DTV,W ) + gW (V,DTW ), (10.3)

V gW (T,W ) = gW (DV T,W ) + gW (T,DVW ), (11.3)

WgW (V,W ) = gW (DWV,W ) + gW (V,DWW ). (12.3)

خاصیت از استفاده با و دوم رابطه کردن کم و سوم و اول روابط جمع با باشد. می مرجع بردار W که

داریم: الصاق تقارنی
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gW (V,DW+TW ) = +gW (W − T,DVW ) =

TgW (V,W )− V g(T,W ) +WgW (V,W )− gw([T,W ],W )− gW ([W,V ],W ),

آنگاه: ،T = W − V بالا معادله در اگر

٢gW (V,DWW ) = ٢WgW (V,W )− V gW (W,W )− ٢g([W,V ],W ). (13.3)

فرمول لذا باشند. Z و X با Mمتناظر روي اساسی برداري میدان Z∗ و X∗ که ،X,Z ∈ g کنید فرض

باشد: می زیر صورت به (13.3)

٢gX∗(DX∗X∗, Z∗) = ٢X∗gX∗(X
∗, Z∗)− Z∗gX∗(X

∗, X∗) + ٢gX∗([Z
∗, X∗], X∗). (14.3)

گیریم: می نظر در را زیر هاي فرمول حال

Ad(exp(tX))Y = Y + t[X,Y ] +O(t٢), (X, Y ∈ g), (15.3)

k. exp(tX).k−١ = exp(tAd(k)X), (k ∈ G,X ∈ g). (16.3)

داریم: x ∈M هر براي نتیجه در .gt = exp(tX), hs = exp(sZ) کنیم فرض

Z∗
gt(x)

=
d

ds

∣∣∣
o
hsgt(x) = (dgt)

d

ds

∣∣∣
o
g−١t hsgt(x)

= (dgt)
d

ds

∣∣∣
o
exp(sAd(g−١t )Z)(x)

= (dgt)[Ad(g
−١
t )Z]∗x

= (dgt)[Ad(exp(−tX))Z]∗x

= (dgt)[Z − t[X,Z] +O(t٢)]∗x.

همچنین:

X∗
hs(x)

= (dhs)[X − s[Z,X] +O(s٢)]∗x.
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قبلی روابط از استفاده با

X∗
gt(x)

= (dgt)X
∗
x , Z∗

hs(x)
= (dhs)Z

∗
x.

و TpM فضاي بین خطی ایزومتري یک dgt ،p ∈ M هر براي لذا باشد می ایزومتري یک gt چون

داریم: M روي V,W برداري میدان هر براي بنابراین باشد. می Tgt(p)M

gdgt(X∗)(dgt(V ), dgt(W )) = gX∗(V,W ). (17.3)

بنابراین:

X∗
xgX∗(X∗, Z∗) =

d

dt

∣∣∣
o
gX∗(X∗

gt(x)
, Z∗

gt(x)
)

=
d

dt

∣∣∣
o
gX∗(dgt(X

∗
x), (dgt)[Z − t[X,Z]+O(t٢)]

∗
x)

=
d

dt

∣∣∣
o
gX∗(X∗

x, Z
∗
x + t[X∗, Z∗]x +O(t٢))

= gX∗(X∗, [X∗, Z∗]).

همچنین:

Z∗
xgX∗(X∗, X∗) =

d

dt
|ogX∗١(X∗

x + s[Z∗, X∗]x +O(s٢), X∗
x + s[Z∗, X∗]x +O(s٢))

= ٢gX∗(X, [Z∗, X∗])(x).

داریم: (14.3) رابطه در جایگذاري با

gX∗(DX∗X∗, Z∗) = gX∗(X∗, [X∗, Z∗]) = −gX∗(X∗, [X,Z]∗). (18.3)

ثابت سرعت با F ژئودزیک γ(t) = exp(tX)(p) یعنی باشد. ژئودزیک میدان یک X کنیم فرض حال

بنابراین: DX∗
gt(p)

X∗
gt(p)

= ٠ نتیجه در باشد. می
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gX∗(X∗
p , [X,Z]

∗
p) = ٠

نتیجه: در

gXm(Xm, [X,Z]m) = ٠

داریم: (17.3) و (14.3) روابط از استفاده با Mباشد. روي برداري میدان یک Z کنیم فرض عکس، بر

٢gdgt(X∗)(dgt(Z), DdgtX∗dgtX
∗) = ٢(dgtX∗)gdgt(X∗)(dgtZ, dgtX

∗)−

dgt(Z)gdgt(X∗)(dgtX
∗, dgtX

∗) + ٢gdgt(X∗)([dgtZ, dgtX
∗], dgtX

∗) =

٢X∗gX∗(Z,X∗)− ZgX∗(X∗, X∗) + ٢gX∗([Z,X∗], X∗) = ٢gX∗(Z,DX∗X∗).

نتیجه: در

gdgt(X∗)(dgt(Z), DdgtX∗dgtX
∗) = gdgt(X∗)(dgt(Z), dgt(DX∗X∗)).

داریم: داخلی، ضرب خواص بنابه

DdgtX∗dgtX
∗ = dgt(DX∗X∗).

آنگاه ،gX∗(X∗
p , [X,Z]

∗
p) = ٠ اگر دیگر عبارت به

gX∗
gt(p)

(X∗, [X,Z]∗)(exp(tX)(p)) = gX∗
gt(p)

(dgtX
∗
p , dgt[X,Z]

∗
p) = gX∗

p
(X∗

p , [X,Z]
∗
p) = ٠.

داریم: Z ∈ g هر براي (18.3) رابطه به توجه با نتیجه در

gX∗(DX∗X∗, Z)(exp(tX)(p)) = gX∗(dgt(DX∗X∗)p, dgtZ
∗
p) = gX∗((DdgtX∗dgtX

∗)p, dgtZ
∗
p) =

gX∗(DX∗
gt(p)

X∗
gt(p)

, dgtZ
∗
p) = ٠.

� باشد. می ثابت سرعت با ژئودزیک exp(tX)(p) یعنی
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میدان و a ریمانی متریک با شده تعریف راندرز همگن فضاي (M,F ) کنیم فرض .2.3.3 قضیه
باشد. (M,F ) ژئودزیک X اگر تنها و اگر است (M,a) ژئودزیک X صورت این در باشد. X برداري

داریم: (6.3) رابطه به بنا . اثبات

gX(X, [X,Z]) = a(X, [X,Z]) + a(X,X)a(X, [X,Z])+

a(X, [X,Z])a(X,X)√
a(X,X)

+ a(X, [X,Z])
√
a(X,X),

یعنی:

gX(X, [X,Z]) = a(X, [X,Z])(١+
√
a(X,X) + F (X)), (∀Z ∈ g).

داریم: Z ∈ m هر براي نتیجه در

gX(X, [X,Z]m) = a(X, [X,Z]m)(١+
√
a(X,X) + F (X)) , (∀Z ∈ g).

(M,F ژئودزیک( X 1.3.3 قضیه به بنا .a(X, [X,Z]m) اگر تنها و اگر gX(X, [X,Z]m) = ٠ بنابراین

� باشد. (M,a) ژئودزیک X اگر تنها و اگر است

و a ریمانی متریک با شده تعریف راندرز همگن فضاي (M = G/H,F ) کنیم فرض .3.3.3 قضیه
مستقیم تجزیه یک g = m ⊕ h و باشند H و G لی جبر ترتیب به h و g و باشد X برداري میدان

y آنگاه ،a(X, [y, z]m) = ٠ باشیم داشته z ∈ m هر براي اگر .y ∈ g کنیم فرض باشد. g لی جبر

باشد. (M,a) ژئودزیک y اگر وتنها اگر است (M,F ) ژئودزیک

داریم: (6.3) رابطه به بنا . اثبات

gym
(ym, [y, z]m) = a(ym, [y, z]m) + a(X, ym)a(X, [y, z]m)+

a(ym, [y, z]m)a(X, ym)√
a(ym, ym)

+ a(X, [y, z]m)
√
a(ym, ym) =

a(ym, [y, z]m)

(
١+

a(X, ym)√
a(ym, ym)

)
+ a(X, [y, z]m)

(
a(X, ym) +

√
a(ym, ym)

)
,
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یعنی:

gym
(ym, [y, z]m) = a(ym, [y, z]m)

(
F (ym)√
a(ym, ym)

)
+ a(X, [y, z]m)F (ym), (∀z ∈ g).

�

همانی نقطه در ها ژئودزیک بین رابطه که راندرز متریک براي قضایا سري یک بیان به ما حال

باشند می چپ ناورداي برداري هاي میدان انتگرال منحنی همان که پارامتري یک هاي گروه زیر و

کنیم. می بیان را باشد چپ ناورداي راندرز متریک که حالتی براي زیر قضیه در ابتدا پردازیم. می

بوسیله شده تعریف چپ ناورداي راندرز متریک F و باشد لی گروه یک G کنیم فرض .4.3.3 قضیه
باشد بروالد نوع از F راندرز متریک اگر باشد. X برداري میدان و a = aijdx

i
⊗

dxj ریمانی متریک

است. F ژئودزیک t −→ exp(tX) پارامتري یک گروه زیر آنگاه

باشد می موازي ∇ چویتا لوي الصاق به نسبت X لذا است بروالد نوع از راندرز متریک چون . اثبات
نتیجه: در

∇XX = ٠.

انتگرال منحنی لذا هستند منطبق هم بر فینسلري و ریمانی الصاق F راندرز متریک بودن بروالد به بنا

t −→ exp(tX) پارامتري یک گروه زیر همان که همانی نقطه در X چپ ناورداي برداري میدان

� است. F ژئودزیک باشد می

درباره بهتري نتایج آیا باشد طرفه دو ناورداي راندرز متریک اگر آید می پیش سوال این حال

ناورداي راندرز متریک اگر که دهیم می نشان زیر قضیه در ما آید؟ می دست به آن هاي ژئودزیک

باشد. می پارامتري یک گروه زیر همان همانی نقطه در آن ژئودزیک باشد دوطرفه
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شده تعریف دوطرفه ناورداي راندرز متریک F و باشد لی گروه یک G کنیم فرض .5.3.3 قضیه
ناورداي برداري میدان Y اگر باشد. X برداري میدان و a = aijdx

i
⊗

dxj ریمانی متریک بوسیله

منحنی یعنی باشد. می F چرن-راند الصاق ∇ آن در که ،∇Y Y = ٠ آنگاه باشد G روي دلخواه چپ

یک گروه زیر همان که باشد می F ژئودزیک همانی نقطه در چپ ناورداي برداري میدان هر انتگرال

است. G پارامتري

پس باشد. می بروالد نوع از 7.2.3 نتیجه به بنا است دوطرفه ناورداي F راندرز متریک چون . اثبات
برداري میدان انتگرال منحنی 5.3.2 قضیه به بنا نتیجه در اند منطبق هم بر فینسلري و ریمانی الصاق

باشد. می همانی نقطه در (G,F ) ژئودزیک است G پارامتري یک گروه زیر همان که Y چپ ناورداي

�

براي آنگاه باشد دوطرفه ناورداي راندرز متریک F اگر باشد لی گروه یک G کنیم فرض .6.3.3 لم
باشد. می (G,F ) چرن-راند الصاق ∇ آن در که ،∇YZ =

١
٢ [Y, Z] ، Y, Z ∈ g هر

پس باشد. می بروالد نوع از 7.2.3 نتیجه به بنا است دوطرفه ناورداي F راندرز متریک چون . اثبات
است. ثابت حکم 6.3.2 لم به بنا نتیجه در اند. منطبق هم بر فینسلري و ریمانی الصاق

�
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Abstract

In this thesis we study the geometry of Lie groups with bi-invariant Ran-
ders metric. We first give a necessary and suffcient condition for a left
invariant Randers metric to be of Berwald type. We then prove that bi-
invariant Randers metrics are of Berwald type. Finally a necessary and
suffcient condition that left invariant Randers metrics on Lie groups are
bi-invariant is given.

Keywords: invariant metric, Randers space, bi-invariant metric, Lie
group, Homogeneous.
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