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 فصل اول 

 لم ها و تعاريف مقدماتي
خماهدد در اين فصل برخي از مفاهيم و نتايج بنيادي را که در فصل هاي آتي رساله مدمرد نيداز               

 .[  مي باشند5بمد، مي آوريم  نمادهاي بکار رفته عممماً از ]

 

 مقدمه اي از گرافها 1. 1

 در اين بصش گرافها را به صمرت کلي تعريف کرده و بعضي از مفاهيم و قضاياي آن را بيان مي کنيم            

 Vزير مجممعه اي از زير مجممعه هاي دو عضمي  Eيک مجممعه باشد و    Vفرض کنيم  .تعريف 1. 1. 1

را  Eو عناصدر  Gرا رئدمس گدراف  Vعناصدر   يک گراف مي ناميم  را  G(=VوEباشد  در اين صمرت )

مي ناميم و هر عنصر  Gيالهاي  vu,  ازE  را با  نمادuv   نمايش مي دهيم 

نقدا  روي صدف ه در  vبه تعداد عناصدر به هر گراف يک شکل نيز نسبت داده مي شمد که در آن  :توجه

   Euvرا به هم وصل مي کنيم در صمرتي که  vو  uنظر گرفته مي شمد و دو نقطه متناظر 

به هم وصل باشدند   Gمي ناميم در صمرتي که هر دو رأس  nجه را کامل از در Gگراف  .تعريف 2. 1. 1

 نمايش مي دهيم   nKرا با  Gدر اين صمرت 
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داراي  nKتوجه: 








2
n

 يال مي باشد   

را به دو مجممعده  Gرا دو بصشي مي ناميم در صمرتي که بتمان مجممعه رئمس  Gگراف  .تعريف 3. 1. 1

 وصل کند و هيچ يالي با رئمس  Bرا به نقا    Aفقط نقا  Gطمري افراز کرد که هر يال  Bو Aناتهي 

A  و يا با رئمسB  وجمد نداشته باشد  در اين صمرت اگرA ،m  عضمي وB ،n  ،عضمي باشددG  را بدا

nmK  نمايش مي دهيم   ,

1uunطمري به صمرت  Gرا يک مسير مي ناميم در صمرتي که رئمس  Gگراف تعريف.  4. 1. 1 ,, 

 هيچ يال ديگري نداشته باشد   Gوصل شمند و  nuبه  1nuو   و  1iuبه  iuو     و 2uبه  1u مرتب شمند که

طدمري بده صدمرت   Gمي ناميم در صدمرتي کده رئدمس nرا يک دور به طمل  Gگراف  تعريف. 5. 1. 1

1uun ,,  1مرتب شمند کهu  2بهu  1و     وnu  بهnu   وnu   1بهu  وصل شمند وG   يال ديگري نداشدته

 نمايش مي دهيم  nCرا با  nباشد  دور به طمل 

را بتمان طمري در يک  صف ه رسم کرد که  Gطح مي ناميم در صمرتي کهرا مس  Gگراف تعريف. 6. 1. 1

 يالهاي آن همديگر را قطع نکنند  

 اشته باشد  ند 3,3Kيا  5Kمسطح است اگر و تنها اگر يک زيرگرافي به صمرت   Gگراف قضيه. 7. 1. 1

 [ مراجعه شمد 11به ]برهان. 

 براحتي مي تمان قضيه زير  را براي گراف هاي دو بصشي بيان کرد:          

 زيرگرافي به صمرت  دور  فرد نداشته باشد   Gدو بصشي است اگر و تنها اگر  Gگرافقضيه.  8. 1. 1

 [ مراجعه شمد  6به ]  برهان. 

 

 

 حلقه ها  2. 1

در اين بصش حلقه ها را به صمرت کلي معرفي کرده و بعضي از مفاهيم آن را که در ادامه کدار از             

 آنها استفاده مي کنيم، مي آوريم  
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را  x  عنصدر Rx( يدک حلقده جابجدايي و يکددار باشدد و Rو + و 1فدرض کنديم ) تعريف. 1. 2. 1

  nxوجمد داشته باشد که  nپمچتمان مي ناميم در صمرتي که عدد طبيعي 

براحتي مي تمان با اسدتفاده  از نمايش مي دهيم   RNiL)(را با  Rمجممعه ي همه عناصر پمچتمان 

 تکنيک هاي جبر جابجايي قضيه زير را نشان داد  

برابر اشتراک همه  RNiL)(حقله اي جابجايي و يکدار باشد  در اين صمرت  Rفرض کنيم  .2. 2. 1قضيه 

 است   Rي ايده آل هاي اول 

 [ مراجعه شمد  5به ] ان.بره

و    x1پمچتدمان  باشدد آنگداه   Rاز xحلقه اي جابجايي و يکددار باشدد و عضدم  Rاگر قضيه. 3. 2. 1

x1   وارون پذيرند 

   داريم: nxپمچتمان باشد و   xفرض کنيم برهان.

.
   nn xxxx )()(  

11پس  nxx    وارونx1  مي باشد  از طرفي چمنnx  پس nx)(  و لذاx پمچتمان  نيز

xxاست  بنابراين   11  نيز وارون پذير است   )(

  xannR)(را کده بدا  x  پمچساز Rxيک حلقه جابجايي يکدار باشد و  Rفرض کنيم  تعريف. 4. 2. 1

 زير تعريف مي کنيم:                                    نمايش مي دهيم به صمرت

                                                .)(  rxRrxannR 

 ي شمد: به صمرت زير تعريف م A، پمچساز  Rاز  Aهمچنين  براي هر زير مجممعه 

                              .:)(  rxAxRrAannR 

RIيک حلقه باشد و  Rفرض کنيم تعريف.  5. 2. 1   وRJ    

 به صمرت زير تعريف مي شمد:  IJدر اين صمرت

              J}.b,,bI,a,,a,nba{IJ nnii

n

i

 


 11



 

JIIJبه صمرت مقدماتي مي تمان ديد که  توجه:   
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بدا جمدع و بدري زيدر يدک  2R×1Rدو حلقه باشند در اين صمرت  2Rو  1Rفرض کنيم تعريف.  6. 2. 1

 نا  دارد:  2Rدر  1Rست که حاصلضري حلقه ا

 ، 2R×1R( از cوd( و )aوbبراي هر )

           ).,(:),(),(),,(:),(),( bdacdcbadbcadcba  

IUJkباشند و  Rايده آل هايي از  Kو  I ،Jيک حلقه باشدو Rاگر قضيه. 7. 2. 1  آنگاه ،IK  

JKيا     

 را که در بصشهاي بعد استفاده مي کنيم معرفي مي کنيم   ليذدر انتهاي اين بصش حلقه هاي            

    

 

.0}xxm,xx,x,x,x,,,{0,T

,0}xxxx,xx,,,xx,xx,{0,T

,0}xxxx,xx,,,xx,xx,{0,T

},0xx,xx,0,T









33111111

421111

221111

2211

2

9

32222

8

32222

8

2

4
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 فصل دوم

 صفر های مقسوم عليه های گراف

 بدون مثلث و مربع
        

يه صفر حلقه هاي جابجايي را معرفي کرده و چند مثدال را بيدان در اين فصل  ابتدا گراف مقسم  عل         

مي کنيم  سپس حلقه هاي جابجايي که گراف مقسم   عليه صدفر آنهدا دو بصشدي هسدتند را بطدمر کامدل 

 مشص  مي کنيم  در سراسر اين فصل حلقه را جابجايي در نظر مي گيريم 

  

 صفر حلقه هاي جابجايي  های گراف مقسوم  عليه 1. 2

را طدمري در نظدر مدي گيدريم کده  R)(يک حلقه جابجايي باشد گراف  Rفرض کنيم تعريف.  1. 1. 2

به هم وصدل مدي کنديم کده  را زماني yو  xباشند و دو رأس  Rرئمس آن مقسم  عليه هاي صفر ناصفر 

xy   

)((، 12Zو + و  1براي ) مثال. 2. 1. 2 12Z  مي باشد و مجممعده ي  11و  8 ، 6 ، 4 ، 3 ، 2راس  6داراي

 يال هاي آن به صمرت زير است: 

))(({ 6 2و  4 3و  8 3و  6 4و  8 6و  11 6 }                         12ZE = 

)((، 16Zو + و  1براي حلقه )مثال.  3. 1. 2 16Z  مي باشد و  14و  12 ، 11 ، 8 ، 6 ، 4 ، 2داراي رئمس

 مجممعه يال هاي آن به صمرت زير است: 



 

6 

))(({=8 2و 8 3و 12 4و 8 6و11 8و12 8و14 8 } 16ZE  

 صفر حلقه دو بصشي است اگر و تنها اگر شامل مثلث نباشد   های گراف مقسم  عليه قضيه. 4. 1. 2

 مراجعه شمد  ]7[به  برهان:

  

 گرافهاي مقسوم عليه صفر بدون مثلث  2. 2

 ابتدا ب ث را در ممرد بري حلقه ها بيان مي کنيم            

mRدو حقلده باشدند و   2Rو  1Rفرض کنديم  لم. 1. 2. 2 1  وnR 2 در ايدن صدمرت  )( 21 RR  

11شامل زيرگرافي به صمرت   nmK  مي باشد   ,

1کافي است تمجه کنيم که براي هر  برهان.
Ra  2و

Ra  ،),( a  و),( b  مقسم   عليه صفر هستند

),(),(),(و   ba   

mRدو حلقدده باشددند و  2Rو  1Rفددرض کندديم  نتيجههه. 2. 2. 2 1  وnR 2    در ايددن صددمرت  

1121  nmKRR )(اگر و تنها اگر يکي از  )(, iR  راس نداشته باشد و ديگري بدون يال باشد 

1121( فرض کنيم ) برهان.  nmKRR ))((  اگر )(, 1RVx   و))(( 2RVy  آنگاه عضم ناصدفر ،

t  1ازR  ممجدددمد اسدددت کدددهxt  و در نتيجددده),(),(),( tyx  و لدددذا),( yx  يدددک راس گدددراف

)( 21 RR  اما عناصر  است
1R  2و

R  نيز رئمس گراف هستند و لذا)( 21 RR   بايد داراي حداقل

111  nm  راس باشد که با فرض تناقض دارد  پس)( 1R  يا)( 2R  بدون رأس مدي باشدند  فدرض

))((کنيم  1REab  تيجه در ن),( a  و),( b  در)( 21 RR   به هم وصل مدي باشدند و بندابر لدم قبدل

)( 21 RR   11با  nmK )(تناقض است، پس  يک برابر نصماهد بمد که , 1R  فاقد يال است  به همين صمرت

)( 2R  نيز بدون يال است 

 اثبات قسمت عکس نتيجه مقدماتي است    

21دو حلقه حداقل دو  عضمي باشدند و  2Rو  1Rفرض کنيم  قضيه. 3. 2. 2 RRR  در ايدن صدمرت  

)(R ت اگدددر و تنهدددا اگدددر داراي مثلدددث اسددد)( 1R يدددا)( 2R   شدددامل يدددک يدددال باشدددند يدددا

1}))((  2RVو))((min{ 1RV    
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)(( فرض مي کنيم ) برهان. 1R  شامل يالab  باشد  فرض کنيمd  2عضمي ازR  باشد  در اين

),(),(),(),(صمرت   adba   به شکل يک مثلث است  حال فرض مي کنيم)( 1R  و)( 2R  گراف

))((تهي نباشند ولي شامل هيچ يالي نباشند و  1RVa   و))(( 2RVb  در  نتيجه   2a  و2b   

),(حال  a و),( ba و),( b   رئمس يک مثلث هستند 

( از عکس نقيض استفاده مي کنيم  فرض کنيم ))( 1R  يا)( 2R   بدون رأس باشد  بدون اينکه خللي

به اثبات وارد شمد فرض مي کنيم  )( 1R چمن   )( 2R  فاقد يال است پس براي هر راسb  از

)( 2R ،2b  2و براي هر
Rc ،bc حال براي هر  ),( yx  و),( sr  21از RR  که ،x   يا

y  :داريم 

             .sy  و  rysrxsryx ,),(),(  

)(بنابراين رئمس گراف  21 RR   به صمرت),( r  و),( s  و yr,  ها مي باشند کهr ،s  و

2y که ، yr, رأس  فقط به),( y   متصل است حال بنابر نتيجه قبل حکم ثابت مي شمد 

)(سه حلقه باشند در اين صمرت  3Rو  1R ،2Rفرض کنيم  نتيجه. 4. 2. 2 321 RRR   شامل يک

 مثلث است  

)(چمن  برهان. 21 RR   شامل يال به صمرت),( y),( x  مي باشد، حکم از قضيه قبل نتيجه مي شمد 

نمايش  xd)(را با  txکه  t، کمچکترين عدد طبيعي Rاز حلقه xبراي عضم پمچتمان  نمادگذاري.

 مي دهيم  

   xd)(R ،3از  xفاقد مثلث باشدآنگاه براي هر R)(،اگر Rبراي حلقه  لم. 5. 2. 2

+ xdx)(2و  xdx)(2و  xdx)(1، 3  2  1آنگاه  بنابر قضيه  xd)(R ،4از xاگر براي عضمي مانند   برهان

1)(xdx  سه عضم  متمايزR   هستند  که 

                                    (2)(xdx +1)(xdx )1)(xdx1)(xdx2)(xdx=  

                                  (2)(xdx +1)(xdx)2)(xdx=  

 يک مثلث است، که يک تناقض است  1)(xdx - (2)(xdx + 1)(xdx )-2)(xdx- 1)(xdxلذا 

}:,{بدون مثلث باشد  اگر  R)(فرض کنيم لم.  6. 2. 2   2xxxA 2، آنگاهA  
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xyباشد که  Aعضم ناصفري از  y  به علاوه فرض کنيم Axو  3Aفرض کنيم برهان.   اگر  

 yx  وxy  آنگاهxyyxx  يک مثلث است، که  تناقض است  حال اگر  )( yx  و

xy آنگاه ،xyxyx  به شکل يک مثلث مي باشد که دوباره يک تناقض است  لذا  yx  و

xy  يعني ،},{ xxA   

}:,{بدون مثلث باشد  اگر  R)(فرض کنيم  لم. 7. 2. 2   xxxB   2B، آنگاه 3

مجممعه ي  تعريف شده در لم قبل باشد  چمن  Aو  Bxفرض کنيم   برهان. xxx .)( پس  332

Ax 2 22  حال اگر xx   آنگاهxxxx  )( }{به شکل يک مثلث است  در نتيجه  22 2xA   

xBy}{فرض کنيم     چمن 2222 )()( yx  پسAy 2  22و لذا yx  در نتيجه  

 22222 yyyxxy)(  و بنابراينxy  ياAxy  يعنيxy  2ياxxy     :از اينجا داريم 

               22222 2 yxyxyxyxyxyx  )()( 

 22 xxyxyx )(                                 

xyxxyبنابراين     همچنين براي هر 2)(BChar  لذا x2و از اينجا  2 xBz  ،

22 )()( yxzx   2  در نتيجهxyxzx   وyz  2  يعنيB  

 به شکل هاي زير است:  RNiL)(فاقد مثلث باشد، آنگاه  R)(اگر نتيجه.  8. 2. 2

 0الف( 

ي(  x,  که xx 22 

ج(  xx ,,  که xx 32  

 د( 22 xxxx ,,,  که xx 23  

در ادامه حلقه هايي که در يکي از شرايط فمق صدق مي کنند را به طمر کامل مشص  خماهيم            

 کرد  

  در )(RNiLيک حلقه با حداقل يک مقسم  عليه صفر ناصفر باشد و  Rنيم فرض کقضيه.  9. 2. 2

JIRZفاقد مثلث است اگر و تنها اگر   R)(اين صمرت  )(  کهI  وJ ه فاقد مقسم  به عنمان حلق

JIعليه صفر هستند و    
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  فرض کنيم abوجمد دارند که Rاز bو a، دو عضم متمايز )(RNiL( چمن ) برهان.

)(aannI   و)(bannJ  به راحتي ديده مي شمد که  JIba , اگر  JI   و

 JIr  آنگاه ،abra  تناقض است  بنابراين  يک به شکل يک مثلث است کهJI   و

JIJI  چمن  )()( RJI  پس ،)( JI   3  2  2فاقد مثلث است  بنابر قضيه،I   وJ  به

داراي مقسم  عليه صفر نا صفر نيستند  از طرفي چمن  ،عنمان حلقه JIIJ  پس ،IJ  و لذا

)(RZJI  فرض کنيم   )(RZx پس  }{Rr  وجمد دارد کهrx ما دو حالت زير را در  

 نظر مي گيريم 

JIxحالت  اول(   21، لذا ccx   کهIc 1 وJc 2 0  در اين صمرت 21 rcrc  و لذا

21 rcrc   درJI   قرار مي گيرد  در نتيجه 21 rcrc  و لذا1ccb)( و2ccb)(    1اگرc  و

2c  هر دو  ناصفر باشند، چمنI وJ  دامنه هستند، پس rbra در نتيجه   JIr   وr ،

JIxو بنابراين  2cيا  1cکه يک تناقض است  نتيجه مي گيريم که     

JIxاگر حالت دو (  آنگاه قرار مي دهيم ،)(xannK  اگر   )( JIK   آنگاه

JIKJIK  )(، 4  2  2و بنابر نتيجه  )( KJI    شامل يک مثلث است، که تناقض است

بنابراين  )( JIK   ،و بنابر حالت اولJIJIK   )(  در نتيجه )( JIKJK   و

JI  پس ،IK   ياJK بنابراين  KI ياKJ    و از آنجاaK يا  bK    در

IKنتيجه   ياJK  فرض کنيم  IK  اگر  IK  آنگاه ،xI  و در نتيجهJbannx  ، که )(

JIx با  بنابراين   تناقض است درJK  از طرفي چمن  xI پس ، Ix  فرض کنيم  

sx  عضمي ناصفر ازIx  شد  بعلاوه فرض کنيم باt  يک عضم نابديهيKباشد  اگرxsx)( آنگاه ،

2)(sx که يک تناقض است  بنابراين ،sxt  حال  tasxt   به شکل يک مثلث است، که يک

JKض است  به طمر مشابه تناق   نيز به تناقض مي رسد  از اينجا نتيجه مي گيريم کهJIx   و به

 حالت اول بر مي گردد 

( چمن  ))()( JIR  نتيجه مي شمد   3  2  2، حکم از  قضيه 

فرض کنيم  قضيه. 11. 2. 2 xRNiL ,)(  در اين صمرت  )(R  فاقد مثلث است اگر و تها اگر

4ZR   4ياT  
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144تمجه مي کنيم که  برهان. KTZ    فرض کنيم )()( xRNiL ,)(   وRr در اين صمرت  

rx  نيز پمچتمان است و لذا xrx ,  و لذاr  1ياr  در)(xann  قرار مي گيرند  اين ايجاي مي کند

که 
)(xann

R  دو عضمي است  فرض کنيم),{)( xxannr  در اين صمرت چمن ،r   پمچتمان نيست

)()(پس  Rannxann  اگر   xrannxann ,)()(  آنگاه با در نظر گرفتن ،

},{)()( xrannxanna   ،rxar   به شکل يک مثلث است  بنابراين )()( Rannxann  

)()(ض کنيم فر rannxanns  در اين صمرت  rs  و از طرفي)()( rannxannrs  بنابراين  

xrs  222  حال rsxr   يک مثلث است، که يک تناقض است  در نتيجه},{)( xxann  چمن  

2
)(xann

R 4، پسR  و},,,{   xxR  9  بنابراينZR   9ياTR   

nRCharفرض کنيم  لم. 11. 2. 2 )(در اين صمرت ،R  زير حلقه اي يکريصت باnZ  دارد 

)(},,{فرض کنيم  قضيه. 12 .2. 2 xxRNiL    کهxx  در اين صمرت  )(R  فاقد مثلث است اگر

9ZRو تنها اگر    9ياTR    

299( تمجه مي کنيم که ) برهان: KTZ   ، که فاقد مثلث است )()(

( اگر )},,{)( xxxannr   آنگاه ،rxxr  يک مثلث است، که يک تناقض است  بنابراين  )(

 xxxann  },,{ه پمچتمان است و در نتيج Rr ،rx  حال براي هر )(0,, xxrx  پس  r ،1r 

3قرار مي گيرند  از اينجا نتيجه مي گيريم که  xann)(در  1rيا 
)(xann

R  9و در نتيجهR اگر  

3)(RCharآنگاه ، 

                        },,,,,,,,,{ xxxxxxR   

9ZR، آنگاه 9)(RCharاست  اگر  9Tکه همان     

)(}0,,,{فرض کنيم  قضيه. 13. 2. 2 22 xxxxRNiL   که xx فاقد   R)(  در اين صمرت 23

8ZRمثلث است اگر و تنها اگر    ،8TR   8ياTR   

21888( تمجه مي کنيم که ) برهان. ,)()()( KTTZ    
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( فرض کنيم ))( 2xannI   وRr چمن  22)(rx پس ،2rx  22يا xrx  و در نتيجه  

Ir 1  ياIr  2  اين ايجاي مي کند که
I

R نشان مي دهيم که  )(RNiLI  اگر  

)(RNiLIr  آنگاه ،2rx و لذا2)(rx  با تمجه به فربها، داريم  rx  2ياxrx  اگر  rx 

rxxrآنگاه   2xrxبنابراين که تناقض است   تيک مثلث اس 2  در  اين صمرت   xxr و  )(

)()( xrxxxr  RNiLI)(نتيجه در ، يک مثلث است، که يک تناقض است  2   و بنابراين

8R پس   

      },,,,,,,,{ 

 xxxxxxxxR  

)(},,{چمن  RChar حکم ثابت مي شمد ، 

فاقد مثلث است  R)(حلقه اي جابجايي و يکدار باشد  در اين صمرت  Rفرض کنيم  قضيه. 14. 2. 2

 شرايط زير صدق کند   اگر و تنها  اگر در يکي از

(1   )JIRZ )( که ،I وJ  به عنمان حلقه دامنه هستند وJI   

(2  )},,,,,{ 988984 TTTZZZR   

 حکم ثابت مي شمد  13  2  2و  12  2  2، 11  2  2، 9  2  2از قضيه هاي  برهان.

 قضيه زير را مي تمان نتيجه گرفت   14  2  2و  4  1  2از قضيه         

دامنه ص يح نباشد  در اين صمرت  Rحلقه اي جابجايي و يکدار باشد و Rفرض کنيم  قضيه. 15. 2. 2

)(R دو بصشي است اگر و تنها اگرR  در يکي از شرايط زير صدق کند 

(1  )JIRZ )(،  کهI وJ  به عنمان حلقه دامنه هستند  وJJ    

(2   )},,,,{ 98898 TTTZZR   

 

 گرافهاي مقسوم عليه صفر بدون  مربع  3. 2

آنها فاقد مربع است در اين بصش همه ي حلقه هاي جابجايي و يکدار را که گراف مقسم  عليه صفر         

 را به طمر کامل مشص  مي کنيم  

Rxآنگاه  Rxاگر لم.  1. 3. 2
xann

R


)(
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21اگر لم.  2. 3. 2 RRR   321و },min{ RR آنگاه ،)(R   شامل يک مربع است 

,)(ه کنيم که کافي است تمج برهان. RK nm  11   

)(نتيجه.  3. 3. 2 321 RRR   بدون مربع است اگر و تنها اگر براي هرi ،2ZRi    

 ( از لم قبل نتيجه مي شمد  ) برهان.

( کافي است ) تمجه کنيم که گراف)( 222 ZZZ    به شکل زير است 

 

 

  

))((و  xd1)(  در اين صمرت RZx)(يک حلقه باشد و Rفرض کنيم  تعريف. 4. 3. 2 RD 1  را به

 صمرت زير تعريف مي کنيم: 

              
}.),()({)((

,},{)(













xRZxxdMaxRD

xyyRyxd
  

22فرض کنيم  لم.  5. 3. 2 RZR  در اين صمرت  )(R داراي يک مربع است اگر و  تنها اگر




 ))(( RD  

شامل يک مربع باشد و  R)(( اگر) .برهان


 ))(( RD آنگاه رئمس گراف)(R  به مجممعه

هاي  }),{( 21 RZaaA   و}),{(   22 RaaA  افراز مي شمد که زيرگراف با

داکثر يک مي باشد  داراي درجه ح 2Aيال است  با تمجه به فرض زيرگراف با رئمس  ، فاقد1Aرئمس 

باشند  فرض  2Aو  دو  راس  ديگر آن  در  1Aبنابراين مربع بايد طمري باشد که دو راس غير مجاورآن در 

),(),()(),(),(کنيم adcba 111    يک مربع باشد پس dacdbcab  و

21 پس cيا  aچمن )(ad   21يا )(cd  121و لذا  ))(( RD   که تناقض است 

( فرض کنيم )221  ))(( RD 2  در اين صمرتRa     2وجمد دارد که)deg(a  1يا)deg(a 

ba، و2)deg(a  اگر 2aو  وca   يالهايي متمايز از)( 2R باشند آنگاه 

                        ),(),(),(),(),(  11  cab  
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cbکه  bcو  2aو   1)deg(aيک مربع است  اگر    ،

),(),(),(),(),(آنگاه abaa 111    يک مربع است 

بدون  R)(يح نباشد و دامنه ص  Rحلقه اي جابجايي و يکدار باشد و Rفرض کنيم  قضيه. 6. 3. 2

FZRفاقد مربع است اگر و تنها اگر  R)(مثلث باشد  در اين صمرت    يک ميدان است  F، که2

در  Rصدق کند  اگر 14  2  2قضيه  بدون مثلث است اگر و تنها اگر در يکي از شرايط R)(برهان. 

3و لذا  4)(RZ( صدق کند، آنگاه 2شر  ) ))(( RV  و در نتيجه)(R   فاقد مربع است   فرض

JIRZ( صدق کند و 1در شر  ) Rکنيم  )(  کهI وJ  صدق کنند  چمن  14  2  2در شرايط قضيه

)( JI   زيرگرافي از)(R  2، 2  3  2است، بنابر لمI  2ياJ 2  فرض کنيمI  و xI ,  

xannJ)(، چمن 1  3  2در اين صمرت بنابر لم    و xIRx , 2، پس
J

R در نتيجه  J  يک

RJIايده آل ماکزيمال است  بنابراين    و لذاRJI  در نتيجه  JIR   کهI  بعنمان حلقه

 به عنمان حلقه يک دامنه ص يح است   Jميدان و

 يک ستاره است و لذا فاقد يک مربع است   R)(براي قسمت عکس کافي است تمجه کنيم که 

2باشند  اگر   Rدو عضم متمايز ناصفر از bو aفرض کنيم م. ل 7. 3. 2 },,0{)()( babannaann  ،

 شامل يک مربع است   R)(آنگاه 

بدون مربع  R)(داراي مثلث باشد  در اين صمرت  R)(و  RNiL)(فرض کنيم  گزاره. 8. 3. 2

222است اگر و تنها اگر  ZZZR    

xzyxفرض کنيم  برهان.   يک مثلث در)(R  باشد  قرار مي دهيم)(xannI   و

)(yannJ  چمن  Izy , 3، پسI همچنين چمن  )(RNiL  پسRxI  2  3  2  بنابر لم ،

2Rx  2، 1  3  2و از لم
I

R ،2  به همين صمرت
J

R2، 7  3  2في بنابر لم   از طرJI   و

JIZچمن   2، پسJI  حال  
J

R

I

R

JI

R



4، و بنابراين 

JI

R


  حال 8Rو  

Izyzyتمجه مي کنيم که   },,,{  8و RxIR پس ،},,,{ zyzyI    و ازاينجا داريم

4 )(zannJI وIxann )( Jyannو  2 )( )()(و  2 zannzann 2 چمن  RxI   پس
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RxIR  ادعا مي کنيم که  yy 2 کنيم   فرضyy 2 چمن  xy2   پسzy   ياyzy 2  

zyاگر   2 آنگاه
  zyy  که تناقض است  پسyzy 2  223و لذا yyzyy   و در نتيجه

 )( 12 yy پس ،Jy 1  و لذا )( 1yy يعني  yy 2  که تناقض است  بنابراين

yy 2به طمر مشابه  zz 2  در نتيجه  yzyy  zzyzو )(  تيجه مي گيريم که   ن)(

22 ZZI   اثبات عکس قضيه مقدماتي است   

   n، آنگاه nxبدون مربع باشد و  R)(اگر لم. 9. 3. 2

21و 1nx،2nx ،3nx، آنگاه عضمهاي 5nاگر  برهان.   nn xx  دو بدو متمايز هستند و رئمس يک مربع

 هستند  

 قرار مي دهيم :             

                  },,{ 
  xxxA                           

                },,{ 
  xxxB                              

                       }.,{ 
  xxxC                     

 و R بدون مربع است اگر و تنها اگر R)(  در اين صمرت Cفرض کنيم  گزاره. 11. 3. 2

                    },,,,,,{)( 32323232 xxxxxxxxxxxxRNiL    

   قرار مي دهيمCxفرض کنيم  برهان.

           }.,,,,,,,{ 


 xxxxxxxxxxxxC  

1نشان مي دهيم که 
2 Cxann )( 1  اگر

2 Cxannr  و بنابراين  2rx، آنگاه )(

rxxxxr  )( )(},,,{ربع است، که تناقض است  بنابراين به شکل م 3232 32322 xxxxxann    

Rr  ،22حال براي هر xrx )(و لذا )( 22 xannrx   و در نتيجه2rx ،22 xrx  ،xrx 2  يا

xxrx  )( در نتيجه 22 2xannr ،)()( 21 xannr    ،)( 2xannxr   يا)( 21 xannxr   

42بنابراين  
)(xann

R چمن  )( 2xannx  42، پس 
)(xann

R  42و از طرفي )(xann پس ،

R چمن  R  1حلقه اي يکدار است پس
3 Cxann )( و لذا)(RNiLC 1  تنها ايده آل ماکزيمال

R  1مي باشد  بنابراين هر عنصرCR   وارون پذير است و لذا)()( 1CR   اما)( 1C   فاقد مربع است 
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 اثبات قسمت عکس مقدماتي است 

)(}{فرض کنيم  گزاره. 11. 3. 2  3xxRNiL  وB در اين صمرت  )(R اگر و  است بدون مربع

},,,,,,,{تنها اگر  2222 1111 xxxxxxxxR      ، 

)(},,{و  Bxدر آن   که 842RChar   

)(},{، ابتدا نشان مي دهيم کهBxفرض کنيم برهان. 2xxann  فرض کنيم   },{)( 2xxannr   

rxxxxrدر اين صمرت  )( )(},{يک مربع است، که يک  تناقض است  بنابراين  22 2xxann   و

},{در نتيجه  22 xRx  22  بنابراين 
)(xann

R حال نشان مي دهيم که  },,,{)( 222 xxxxxann     

)(},,,{فرض کنيم  22 xxxxxannr   لذا ،2rx   و)(xannrx بنابراين   rx  2ياxrx   

2xrx، آنگاه xannr)(اگر   و بنابراين ، xxr   اين ايجاي مي کند که )(

},{)( 2xxannxr  در نتيجه  },,,{ 22 xxxxr  که يک تناقض است  بنابراين ،

},,,{)( 222 xxxxxann   ،8R،)()( 2xannRNiL   اثبات قسمت عکس مقدماتي است   

)(}{فرض کنيم لم.  12. 3. 2  2xxRNiL ،A  2و)(( RNiLCharدر اين صمرت  )(R  

)(},,{و   9Rبدون مربع است اگر و تنها اگر  xxRNiL     

xxو  Bxکنيم  فرض برهان.  نشان مي دهيم  },,{)( xxxann   فرض کنيم  r  وs  دو عضم

)(},,{متمايز از  xxxann   باشند  در اين صمرت )( rxsxr   يک مربع است، که يک  تناقض

},,{  از طرفي 4)(xannاست  بنابراين  xx    به عنمان يک زيرگروه سه عضمي)(xann  است و در

Rxx  لذا   xann)(3و از آنجا  xann3)(نتيجه  },,{   و},,{ xxRx    ،و بنابر لم

3
)(xann

R  9و لذاR بنابراين   

},,,,,,,,{ xxxxxxR  111111                  

)()(},,{و در نتيجه  xxRZRNiL    

2KRبراي قسمت عکس، کافي است تمجه کنيم که    )(   
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)(}{فرض کنيم  لم. 13. 3. 2  2xxRNiL ،A ،2))(( RNiLChar  و)(RNiL  حداقل داراي

و  16Rبدون مربع است اگر و تنها اگر  R)(در اين صمرت    xyباشد که  yو xدو عضم نابديهي 

},,,,,,,{)( xyyxxyyxyxyxxyyxRNiL     

)(},,,{  ابتدا نشان مي دهيم که برهان xyxxyxxann   فرض کنيم  },,,{)( xyxyxxxannr    

rxyxyxxrدر اين صمرت     بنابراين يک مربع است، که يک تناقض است )(

},,,{)( xyxxyxxann   از طرفي  )(xannRx  و بنابراين)(xannRx  1  3  2  بنابر لم ،

4 Rx
xann

R

)(
   از طرفي عناصر مجممعه ي Rو لذا 

},,,,,,,{ xyyxxyxyyyxxyxyx                             

 و لذا حکم ثابت مي شمد   8)(RNiLان هستند و پمچتم

)())((براي قسمت عکس، کافي است تمجه کنيم که RNiLRNiLR  1  و لذا)()( RNiLRZ   و

)())((بنابراين  RNiLR  و به راحتي مي تمان بررسي کرد که ،)(R   بدون مربع است  

)(}{فرض کنيم   لم. 14. 3. 2  2xxRNiL ،A ،2))(( RNiLChar و براي هر  ،x وy  از  ،

)(RNiL ،yx 4  در اين صمرت)(RNiL   

ayxbaباشند  در اين صمرت  RNiL)(عناصري نابديهي و متمايز از  bو x ،y ،aاگر  هان.بر   

 يک مربع است، که تناقض است  

)(},(فرض کنيم  لم. 15. 3. 2 xRNiL  ،)(R  داراي مثلث باشد  در اين صمرت)(R  داراي يک

 مربع است  

acbaبدون مربع باشد و  R)(به برهان خلف فرض کنيم  برهان.   يک مثلث در)(R   باشد

),,,{  اگر Rrض کنيم فر cbara  آنگاه ،acraba   يک مربع است که تناقض است  پس

},,,( cbara  حالات زير را در نظر مي گيريم   

},,{حالت اول   cbax 0,,,{  داريم{ cbara اگر  bra  آنگاه، bara2  و لذا2)(ra بنابراين  

bra  که يک تناقض است  بنابراين ،bra  به طمر مشابه  cra  نتيجه مي گيريم  

}0,{که aRa   2 ،1  3  2و بنابرلم
anna

R ،2  به همين صمرت
)(bann

R چمن  
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)()(, bannaannba  2، 7  3  2، بنابر لم)()( ba n naa n n از طرفي  

)()(چمن bannaann   2و
)(aann

R پس ،Rbannaann  و در نتيجه  )()(

2
)()(

)(

)( bannaann

bann

aann

R


)(},,,{  همچنين 8Rو لذا   cbcbaann    و

)()( aannaaannR   حال  Rx پس ،},,,{ cbacabacbx  اگر  cbx   آنگاه

 222 cbx  22و لذا cb    و در نتيجه bcb xb  بنابراين 23  که تناقض است  بنابراين ،

cbx  با اثباتي مشابه نتيجه مي گيريم که  bax  ،cax  وcbax   و بنابراينRx 

 ت  که تناقض اس

},,{حالت دو    cbax بدون اينکه به کليت اثبات خدشه اي وارد شمد فرض مي کنيم ،cx  اگر  

bxa  آنگاه ،abxaxa  bxaيک مربع است، که يک تناقض است  پس  )(   و بنابراين

 baaxa xa   با  تمجه به فرض 2aو در نتيجه )(   که دوباره تناقض است ، 

)(},,,{فرض کنيم لم.  16. 3. 2 yxyxRNiL   که ، xyyx بدون مربع باشد  R)(  اگر 22

}{آنگاه  64,  , 32 16,  8R   

xannI)(برهان  قرار مي دهيم    و)(ya n nJ  4، 7  3  2  بنابر لمYI  از طرفي ديگر  

)(RNiLRx 1  3  2و بنابر لم ،},{ 42
I

R به  همين صمرت   },{ 42
J

R  و از اينجا حکم

 ابت مي شمد  ث

گزاره زير را بدست مي  16  3  2و  15  3  2، 14  3  2، 13  3  2، 12  3  2با استفاده از لم هاي             

 آوريم  

},,,{و Aداراي مثلث باشد و Rفرض کنيم  .17. 3. 2گزاره 6432168R در اين صمرت  

)(R  9داراي مربع است اگر و تنها اگرR  3و)(RNiL   

، قضيه زير را 17  3  2و  11  3  2، 11  3  2، 8  3  2و گزاره هاي  6  3  2حال با ترکيب قضيه         

 نتيجه مي گيريم  
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دامنه ص يح نباشد  Rحلقه اي جابجايي و يکدار باشد، Rفرض کنيم  قضيه. 18. 3. 2

},,,{و 6432168R در اين صمرت  )(R  بدون مربع است اگر و تنها  اگرR  در يکي از شرايط

 زير صدق کند  

(1 )9R   0,,{  و{)( xxRNiL  

(2  )DZR    يک دامنه ص يح است D، که 2
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 واژه نامه

 

 adjacent ------------------------------------------------مجاور

 algebraic------------------------------------------------جبری

 bipartite-----------------------------------------------دوبخشی

 characterize ---------------------------------------مشخص کردن

 column--------------------------------------------------ستون

 bijective ----------------------------------------------دوسويی

 complete------------------------------------------------کامل

 contain----------------------------------------------شامل بودن

 cycle------------------------------------------------------دور

 connected------------------------------------------------همبند

 degree---------------------------------------------------درجه

 disjoint---------------------------------------------------مجزا

 distinct --------------------------------------------------متمايز

 domain --------------------------------------------------دامنه

 edge ------------------------------------------------------يال

 endpoint---------------------------------------------نقطه انتهايی

 finite ---------------------------------------------------متناهی

 graph ---------------------------------------------------گراف

 ideal---------------------------------------------------ايده آل
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 identity -------------------------------------------------همانی

 integral domain -------------------------------------دامنه صحيح

 length ----------------------------------------------------طول

 path------------------------------------------------------مسير

لفه  partition -------------------------------------------------مو ِّ

 representation-------------------------------------------نمايش

 result ----------------------------------------------------نتيجه

 relation --------------------------------------------------رابطه

 ring ------------------------------------------------------حلقه

 several--------------------------------------------------چندين

 section --------------------------------------------------بخش

 subring  ------------------------------------------------زيرحلقه

 subgraph ---------------------------------------------زيرگراف

 set ---------------------------------------------------مجموعه

 

 theorem --------------------------------------------------قضيه

 theory ---------------------------------------------------نظريه

 triangle --------------------------------------------------مثلث

 zero-divisor--------------------------------------مقسوم عليه صفر
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