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براي نامه پایان این از ... و اقتباس ترجمه، برداري، نسخه تکثیر، و چاپ از اعم حقوق کلیۀ
است. محفوظ شاهرود دانشگاه

است. آزاد مأخذ ذکر با مطالب نقل





است) قبول مورد داوران هیأت اصل امضاي با 4 یا 3 پیوست (فرم داوران هیأت توسط نامه تصویب صفحۀ





قدردانی

را مهربانی و ریختند من پاي به را خودشان هستی که عزیز دو این عزیزم؛ مادربزرگ و پدربزرگ به تقدیم
آموختند. من به

داد. زیستن توان من به وجودش و خمید محبت بار زیر به استوارش قامت که او عزیزم؛ پدر به تقدیم
تنم به روح جانش با که اي فرشته داد. جاي محبتش پر قلب در را بهشت که او مهربانم؛ مادر به تقدیم

دمید.
نامه پایان این اتمام در وجود تمام با و بود کنارم در لحظات تک تک در که او محبتم؛ با همسر به تقدیم

نمود. کمکم
چیدم. خوشه علمشان خرمن از تحصیل دوره طول در که گرانقدري اساتید تمامی به تقدیم

شریفی کامران دکتر آقاي جناب مشاور استاد و ایرانمنش مهدي دکتر آقاي جناب راهنما استاد از تشکر با
رساندند. یاري نامه پایان این کامل و صحیح انجام در را اینجانب خود ارزشمند هاي حمایت و ها راهنمایی با که



چکیده
به ... و عددي آنالیز ، سازي بهینه جمله از ریاضیات از مختلفی هاي شاخه در همزمان تقریب بهترین نظریه
داراي فضا در اي نقطه به نسبت که است مجموعه یک از نقاطی یافتن بحث این ساده مثال شود. می برده کار

باشد. فاصله کمترین
همچنین است. مختلف فضاي چند در همزمان تقریب بهترین مفهوم معرفی نامه پایان این در ما اصلی هدف

باشد. پروکسیمینال همزمان طور به مجموعه یک شرایط آن تحت که هستیم شرایطی بیان دنبال به
چبیشف همزمان طور به و همزمان تقریب بهترین ، پروکسیمینال همزمان طور به کلیدي: واژه�هاي



پیشگفتار

کند. می ایفا اقتصاد و سازي بهینه جمله از ریاضیات از هائی بخش در مهمی نقش همزمان تقریب بهترین

کردند. بررسی X نرمدار خطی فضاي در را همزمان تقریب بهترین 3 نسیم و 2 هلند ، 1 گول 1974 سال در

فضاي X که گرفت قرار مطالعه مورد 6 لاگلین و 5 دیاز ، 4 دانهام توسط 1976 سال در همزمان تقریب بهترین

است. X از اي زیرمجموعه G و [a, b] فشرده بازه روي پیوسته مقدار حقیقی توابع

را شرایطی و دهیم می قرار بررسی مورد فضا چند در را همزمان تقریب بهترین مساله نامه پایان این در

آن دنبال به همچنین باشد. پروکسیمینال همزمان طور به مجموعه یک شرایط آن تحت که کنیم می جستجو

کرد؟ پیدا بحث مورد فضاهاي در همزمان تقریب بهترین براي معادلی توان می آیا که هستیم

بعد فصول در نیاز مورد مقدماتی مفاهیم و تعاریف به اول فصل در است. فصل شش شامل نامه پایان این

گیرد. می قرار مطالعه مورد پیوسته توابع فضاي در همزمان تقریب بهترین دوم فصل در است. شده پرداخته

بررسی به چهارم فصل شود. می مطرح Lp(I,X) توابع فضاي در همزمان تقریب بهترین مساله سوم فصل در

بررسی مورد عملگرها و توابع در کلی طور به را موضوع این پنجم فصل است. پرداخته L∞(I,X) در مساله این

Lp(I,X) توابع فضاي در همزمان تقریب بهترین مفهوم مورد در نتایجی به ششم فصل نهایت در و دهد می قرار

کند. می اشاره

1Geol
2Holand
3Nasim
4Dunham
5Diaz
6Laughlin
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1 فصل
آنالیز از مقدماتی مفاهیم

[8] ، [5] ، [4] مراجع از که نماییم می اشاره بعد فصول در نیاز مورد هاي لم و قضایا تعاریف، به فصل این در

اند. شده برگرفته [14] و [12] ، [11] ، [9] ،

مقدماتی و اولیه تعاریف 1.1
که: قسمی به است ρ : X ×X → [0,∞) مانند تابع یک X مجموعه روي متر یک از منظور .1.1.1 تعریف

x = y ⇐⇒ ρ(x, y) = 0 .1

باشیم: داشته x, y ∈ X هر براي .2

ρ(x, y) = ρ(y, x)

باشیم: داشته x, y, z ∈ X هر براي .3

ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z)

می متریک فضاي یک را باشد شده مجهز متر یک با که X مانند اي مجوعه نامند. می y از x فاصله را ρ(x, y)

نامند.

سه اگر شود می نامیده X در توپولوژي یک X مجموعه هاي زیرمجموعه از τ مانند گردایه یک .2.1.1 تعریف

باشد: داشته را زیر خاصیت

1



آنالیز از مقدماتی مفاهیم .1 2فصل

باشد. X ∈ τ و ∅ ∈ τ .1

است. V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vn ∈ τ آنگاه باشد Vi ∈ τ ،i = 1,2, · · · , n براي اگر .2

∪αVα ∈ τ آنگاه باشد ناپذیر) شمارش یا پذیر شمارش ، (متناهی τ اعضاي از دلخواه گردایه یک {Vα} اگر .3

است.

مجموعه را τ اعضاي و توپولوژیک فضاي یک X صورت این در باشد. X در توپولوژي یک τ اگر .3.1.1 تعریف

نامند. می X در باز هاي

صدق زیر خواص در اگر نامیم جبر - σ یک را X مجموعه هاي زیرمجموعه از m مانند اي گردایه .4.1.1 تعریف

کند:

X ∈ m .1

است. A{ ∈ m آنگاه باشد A ∈ m اگر .2

است. ∪∞i=1Ai ∈ m آنگاه باشد Ai ∈ m ،i = 1,2, · · · براي اگر .3

مجموعه را m اعضاي و پذیر اندازه فضاي یک را X آنگاه باشد X روي 1 جبر - σ یک m اگر .5.1.1 تعریف

نامیم. می X در پذیر اندازه هاي

گوییم باشد Y به X از نگاشتی f و توپولوژیک فضاي یک Y و پذیر اندازه فضاي یک X هرگاه .6.1.1 تعریف

بازگردد. X در پذیري اندازه مجموعه به f−1 توسط Y در باز مجموعه هر اگر است پذیر اندازه f

در بردش که است شده تعریف m مانند جبر σ یک بر که است µ مانند تابعی ، مثبت اندازه یک .7.1.1 تعریف

اعضاي از جدا هم از و پذیر شمارش اي گردایه ها {Ai} هرگاه یعنی است پذیر شمارش جمعی و است [0,∞)

1σ - aljebra



مقدماتی و اولیه تعاریف .1.13

داریم: آنگاه باشد m

µ(∪∞i=1Ai) =
∞∑
i=1

µ(Ai)

جبر - σ روي بر شده تعریف مثبت اندازه یک که است پذیر اندازه فضاي یک اندازه، فضاي هر .8.1.1 تعریف

باشد. داشته خود پذیر اندازه هاي مجموعه

کنیم: می تعریف زیر صورت به و نامیم می E مجموعه مشخصه تابع را χE(x) .9.1.1 تعریف

χE(x) =

{1 x ∈ E
0 x /∈ E

تشکیل نقطه متناهی تعدادي از فقط بردش که X پذیر اندازه فضاي روي S مختلط تابع یک .10.1.1 تعریف

است. [0,∞) از متناهی اي زیرمجموعه ساده تابع یک برد شود. می نامیده ساده تابع یک باشد شده

متمایز مقادیر α1, · · · , αn هرگاه گیریم. می نظر در را Ai = {x : S(x) = αi} مانند ها مجموعه از اي گردایه

است. Ai مشخصه تابع χAi آن در که است S =
∑n

i=1 αiχAi آنگاه باشند، S ساده تابع یک

Sn چون اي ساده پذیر اندازه توابع صورت این در باشد. پذیر اندازه f : X → [0,∞) کنید فرض .11.1.1 قضیه

طوریکه: به دارند وجود X بر

0 ≤ S1 ≤ S2 ≤ · · · ≤ f .1

کند. می میل Sn(x)→ f(x) آنگاه کند می میل n→∞ وقتی x ∈ X هر براي .2

.1.17 قضیه [11] مرجع اثبات.

در که باشد S =
∑n

i=1 αiχAi شکل به ساده پذیر اندازه تابع یک S : X → [0,∞) کنید فرض .12.1.1 تعریف

کنیم: می تعریف است. E ∈ m و متمایزاند α1, · · · , αn مقادیر آن
∫
E

Sdµ =
n∑

i=1
αiµ(Ai ∩ E)



آنالیز از مقدماتی مفاهیم .1 4فصل

کنیم: می تعریف باشد. E ∈ m و پذیر اندازه f : X → [0,∞) اگر .13.1.1 تعریف
∫
E

fdµ = sup

∫
E

Sdµ

لبگ انتگرال را ∫
E
fdµ است. شده گرفته است 0 ≤ S ≤ f که S ساده پذیر اندازه توابع تمام روي سوپریمم که

باشد. می [0,∞) در عددي که نامند می µ اندازه به نسبت E روي f

کنیم: می تعریف باشد. 0 < p <∞ و باشد X روي مختلط و دلخواه پذیر اندازه تابع یک f اگر .14.1.1 تعریف

∥ f ∥p= [

∫
| f |p dµ]

1
p

کنیم: می تعریف زیر صورت به را Lp(X,m, µ) همچنین و

Lp(X,m, µ) = {f : X −→ C,است پذیر اندازه f, ∥ f ∥p<∞}

به باشد حقیقی هاي α تمامی مجموعه S و باشد پذیر اندازه g : X → [0,∞) کنید فرض .15.1.1 تعریف

کنیم: می تعریف زیر صورت به را β حال . µ(g−1(α,∞]) = 0 طوریکه

β =

{
∞ S = ∅
inf S S ̸= ∅

گویند. می g اساسی سوپریمم را β

کرده تعریف | f | اساسی سوپریمم را ∥ f ∥∞ باشد. X بر مختلط پذیر اندازه تابع یک f اگر .16.1.1 تعریف

به پذیر اندازه توابع را L∞(µ) اعضاي .∥ f ∥∞< ∞ که باشد هایی f تمامی مجموعه L∞(µ) کنیم می فرض و

نامند. می X بر کراندار اساسی طور

شود می نامیده µ اندازه براي اتم یک A ∈ m مجموعه باشد. اندازه فضاي یک (X,m, µ) اگر .17.1.1 تعریف

یک . µ(C) = µ(A) یا µ(C) = 0 باشیم داشته C ∈ m که C ⊆ A هر براي و 0 < µ(A) < اگر∞ فقط و اگر

شود. می نامیده 2 اتمی غیر باشد اتم فاقد که اندازه
2Non-atomic



مقدماتی و اولیه تعاریف .1.15

یک x ∈ X هر براي اگر گوییم می نرمدار خطی فضاي یک را X مختلط برداري فضاي .18.1.1 تعریف

کند: صدق زیر موارد در که قسمی به باشد شده مربوط چنان x نرم نام به ∥ x ∥ مانند نامنفی عددحقیقی

باشیم: داشته x, y ∈ X تمامی براي .1

∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥

آنگاه باشد ثابت عدد یک α و x ∈ X اگر .2

∥ αx ∥=| α |∥ x ∥

∥ x ∥= 0⇐⇒ x = 0 .3

دو هر بین فاصله آن در که بگیریم نظر در متریک فضاي یک عنوان به توانیم می را نرمدار خطی فضاي هر

یکنواخت توپولوژي یا نرم از حاصل توپولوژي را آن توپولوژي و است ∥ x − y ∥ همان ، d(x, y) یا y و x نقطه

گوییم. می

می تعریف نرم حسب بر متریکی d(x, y) =∥ x − y ∥ تابع از استفاده با X برداري فضاي روي .19.1.1 تعریف

نرم وسیله به القائی متریک را متریک این است. X روي متریک یک d(·, ·) ، نرم هاي ویژگی به توجه با کنیم.

نامیم. می

یک باشد تام فضایی نرم، وسیله به القایی متریک به نسبت که را X مانند نرمدار فضاي هر .20.1.1 تعریف

است. همگرا نرمدار فضاي این در کشی دنباله هر دیگر عبارت به نامیم. می 3 باناخ فضاي

هر و X از W تهی غیر مجموعه زیر هر براي باشد. نرمدار خطی فضاي یک X کنید فرض .21.1.1 تعریف

کنیم: می تعریف x ∈ X

d(x,W ) = inf
w∈W

∥ x− w ∥

3Banach



آنالیز از مقدماتی مفاهیم .1 6فصل

اگر شود می نامیده x ∈ X براي تقریب بهترین یک w◦ ∈W

∥ x− w◦ ∥= d(x,W )

مجموعه زیر یک ، W صورت این در باشد. موجود w ∈ W تقریب بهترین یک حداقل ، x ∈ X هر براي اگر

شود. می نامیده X از پروکسیمینال

نامیده X از چبیشف مجموعه زیر یک W باشد موجود W در یکتا تقریب بهترین یک ، x ∈ X هر براي اگر

شود. می

x ∈ X هر براي باشد. X از اي مجموعه زیر W و باشد نرمدار خطی فضاي یک X کنید فرض .22.1.1 تعریف

شود: می تعریف زیر صورت به و کند می اشاره W از X هاي تقریب بهترین تمامی مجموعه به PW (x) ،

PW (x) := {w ∈W :∥ x− w ∥= d(x,W )}

کراندار مجموعه یک S و X از اي زیرمجموعه W باشد. نرمدار خطی فضاي یک X کنید فرض .23.1.1 تعریف

کنیم: می تعریف باشد، X از

d(S,W ) := inf
w∈W

sup
s∈S
∥ s− w ∥

هرگاه: شود می نامیده W از S همزمان تقریب بهترین یک w◦ ∈W عنصر

d(S,W ) = sup
s∈S
∥ s− w◦ ∥

می تعریف زیر صورت به و شود می داده نمایش SW با W از S همزمان هاي تقریب بهترین تمامی مجموعه

شود:

SW := {w ∈W : sup
s∈S
∥ s− w ∥= d(S,W )}

در باشد. داشته وجود W از S همزمان تقریب بهترین یک حداقل ، X در S کراندار مجموعه هر براي اگر

شود. می نامیده X از پروکسیمینال همزمان طور به مجموعه زیر یک ،W صورت این
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در باشد. داشته وجود W از S براي یکتا همزمان تقریب بهترین یک ، X در S کراندار مجموعه هر براي اگر

شود. می نامیده X از چبیشف همزمان طور به مجموعه زیر یک ،W صورت این

p ̸= q که q ∈ X و p ∈ X هر ازاي به گاه هر است هاسدورف فضاي یک X توپولوژیک فضاي .24.1.1 تعریف

. U ∩ V = ∅ طوریکه به باشد داشته وجود V مانند همسایگی q یک و U مانند همسایگی p یک باشد

صورت این در باشد. X در توپولوژي یک τ و میدان یک F ، برداري فضاي یک X کنید فرض .25.1.1 تعریف

گاه: هر شود می نامیده توپولوژیک برداري فضاي یک X

باشد. بسته مجموعه یک X از نقطه هر .1

τ توپولوژي به نسبت αx و x + y هاي ضابطه با ترتیب به F × X → X و X × X → X هاي نگاشت .2

باشند. پیوسته

است. هاسدورف توپولوژیک برداري فضاي هر .26.1.1 قضیه

. 12.1 قضیه [12] مرجع اثبات.

متریک فضاي به را (X, dX)متریک فضاي ، تابع هر که باشد توابع از خانواده یک F کنید فرض .27.1.1 تعریف

داشته وجود δ > 0 ، ϵ > 0 هر براي اگر شود می نامیده همپیوسته x◦ ∈ X در F خانواده نگارد. می (Y, dY )

باشیم: داشته f ∈ F تمامی براي طوریکه به باشد

dX(x◦, x) < δ =⇒ dY (f(x◦), f(x)) < ϵ

است. پیوسته هم X در F گوییم می باشد برقرار x◦ ∈ X هر براي بالا تعریف اگر

x ∈ I هر براي که قسمی به باشد I مجموعه روي تابع یک A کنید فرض 4 انتخاب). (اصل .28.1.1 قضیه

f(x) ∈ A(x) ، x ∈ I هر براي که قسمی به دارد وجود f مانند تابعی صورت این در . A(x) ̸= ∅ باشیم داشته

باشد.
4Axiom of choice
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. 1.5 قضیه [4] مرجع اثبات.

هر براي گاه هر نامیم می عملگر اختصار به یا و خطی عملگر یک را P : X → Y نگاشت .29.1.1 تعریف

باشیم: داشته α, β ∈ F و x, y ∈ X

P (αx+ βy) = αP (x) + βP (y)

باشیم: داشته هرگاه است ایزومتریک P : X → Y عملگر .30.1.1 تعریف

∥ P (x) ∥=∥ x ∥

است P 2 = P که X نرمدار خطی فضاي روي شده تعریف P : X → X کراندار خطی عملگر .31.1.1 تعریف

شود. می نامیده تصویر یک

داشته x ∈ X تمامی و c > 0 یک براي هرگاه شود می نامیده نشاننده یک P : X → Y عملگر .32.1.1 تعریف

باشیم:

c ∥ x ∥≤∥ P (x) ∥

فضاي را X روي کراندار خطی هاي تابعک همه فضاي باشد. نرمدار فضاي یک X کنید فرض .33.1.1 تعریف

داریم: دهیم. می نمایش X∗ با و نامیم می X دوگان

X∗ = {Λ : X → F,است پیوسته Λ}

شود: می تعریف زیر صورت به X∗ در اسکالر ضرب و جمع

(αΛ)(x) = α.Λ(x), (Λ1 + Λ2)(x) = Λ1(x) + Λ2(x)

کند. می تبدیل برداري فضاي یک به را X∗ اعمال این

است. 5 باناخ هان قضیه از اي نتیجه زیر قضیه
5Hahn-Banach theorem
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∥ Λ ∥= 1 که قسمی به دارد وجود Λ ∈ X∗ آنگاه باشد. x◦ ∈ X \ {◦} و نرمدار فضاي یک X اگر .34.1.1 قضیه

داریم: x ∈ X هر براي بعلاوه باشد. Λx◦ =∥ x◦ ∥ و

∥ x ∥= sup{| Λx |: Λ ∈ X∗, ∥ Λ ∥= 1}

3.4. قضیه [12] مرجع اثبات.

روي X∗ وسیله به شده تولید توپولوژي باشد. X دوگان X∗ و نرمدار فضاي یک X کنید فرض .35.1.1 تعریف

ضعیف توپولوژي را باشد پیوسته آن به نسبت Λ ∈ X∗ هر که قسمی به X روي توپولوژي ترین ضعیف یعنی ،X

که باشد می Λ−1(v) هاي مجموعه از متناهی هاي اشتراك از ها اجتماع تمام از متشکل و نامند می X روي

است. باز F در v و Λ ∈ X∗

نرم با نرمدار فضاي یک X∗ باشد. آن دوگان X∗ و نرمدار فضاي یک X کنید فرض .36.1.1 تعریف

∥ Λ ∥= sup{| Λx |:∥ x ∥≤ 1}

دهیم. می نمایش X∗∗ با را X∗ دوگان است.

کنیم: می تعریف زیر صورت به را ϕ نگاشت

ϕ : X → X∗∗

ϕ(x)(Λ) = Λx,Λ ∈ X∗

نسبت که X∗ روي توپولوژي کوچکترین آنگاه باشد آن دوگان X∗ و نرمدار فضاي Xیک اگر .37.1.1 تعریف

ضعیف فشرده را X نامیم. می X روي ستاره ضعیف توپولوژي را گردد می پیوسته ϕ(x) ،x ∈ X هر براي آن به

باشد. فشرده ستاره ضعیف توپولوژي در گاه هر نامیم می ستاره

باشد. X توپولوژیک برداري فضاي در صفر از همسایگی یک v کنید فرض 6 آل-اغلو). باناخ ) .38.1.1 قضیه
6Banach - Alaoglu theorem
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اگر

K = {Λ ∈ X∗ : ∀x ∈ v, | Λx |≤ 1}

است. ستاره ضعیف فشرده K آنگاه باشد.

3.15 قضیه [12] مرجع اثبات.

نظیر تصویري نگاشت آنگاه باشد. β ∈ I و ها مجموعه از اي گردایه {Xα}α∈I کنید فرض .39.1.1 تعریف

شود: می تعریف زیر صورت به Πβ = Πα∈IXα → Xβ شکل به β اندیس

Πβ((xα)α∈I) = xβ

دهیم: می قرار حال

δβ = {Π−1
β (Uβ) است: {UβدرXβباز

نامیم. می ضربی حاصل توپولوژي را δ وسیله به شده تولید توپولوژي صورت این در δ = ∪β∈Iδβ

است. فشرده فشرده، فضاهاي دلخواه ضرب ضربی حاصل توپولوژي .در 7 (تیخونف) .40.1.1 قضیه

. 37.3 قضیه [9] مرجع اثبات.

در باشد. خطی نگاشتی Λ : X → Y و باشند توپولوژیک برداري فضاي دو Y و X کنید فرض .41.1.1 قضیه

معادلند: زیر عبارات صورت این

است. پیوسته Λ .1

است. کراندار Λ .2

. 1.32 قضیه [12] مرجع اثبات.
7Tychonoff theorem
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از f مقدار حقیقی تابع باشد. V در محدب مجموعه یک C و برداري فضاي یک V کنید فرض .42.1.1 تعریف

باشیم: داشته 0 ≤ λ ≤ 1 و x, y ∈ C هر براي اگر فقط و اگر شود می نامیده محدب C

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

باز پوشش زیر یک X از A مانند باز پوشش هر اگر شود می نامیده فشرده پیش X فضاي .43.1.1 تعریف

بپوشاند. را X که باشد داشته β مانند متناهی موضعا

است. فشرده پیش پذیر متریک فضاي هر .44.1.1 قضیه

. 41.4 قضیه [9] مرجع اثبات.

خانواده به را S توپولوژیک فضاي و باشد مجموعه آن مقادیر که باشد نگاشت یک Φ کنید فرض .45.1.1 تعریف

هر براي اگر شود می نامیده پیوسته نیم پایین از Φ نگاشت بنگارد. T توپولوژیک فضاي هاي مجموعه زیر همه

باشد. باز S در {s ∈ S : Φ(s) ∩O ̸= ∅} مجموعه T در O باز مجموعه

S فشرده پیش فضاي بر پایین از پیوسته نیم نگاشت یک Φ کنید فرض . 8 میشل) (انتخاب .46.1.1 قضیه

نگاشت یک صورت این در باشد. X باناخ فضاي از محدب و بسته تهی، غیر هاي مجموعه زیر از اي خانواده به

.ϕ(s) ∈ Φ(s) باشیم داشته s ∈ S تمامی براي که قسمی به دارد وجود ϕ : S → X پیوسته

. 11.14 قضیه [8] مرجع اثبات.

8Michael selection



2 فصل
همزمان تقریب بهترین - Lq

مقدمه 1.2

براي که کنیم می مطرح را اي قضیه سپس پردازیم. می همزمان تقریب بهترین - Lq بررسی به فصل این در

شده استفاده [13] و [10] ، [7] مراجع از فصل این در کند. می بیان را معادلی همزمان تقریب بهترین - L1

است.

همزمان تقریب بهترین - Lq 2.2

D روي شده تعریف پیوسته مقدار حقیقی توابع فضاي C(D) و Rd از فشرده زیرمجموعه یک D که کنید فرض

. µ ∈ β و کند می اشاره D روي غیراتمی و متناهی مثبت هاي اندازه تمامی مجموعه به β باشد،

تمامی براي نرم این است. شده مجهز ∥ . ∥1 نرم با که باشد C(D) خطی فضاي C1(D,µ) کنید فرض

شود: می تعریف زیر صورت به f ∈ C1(D,µ)

∥ f ∥1=
∫
D

| f(x) | dµ

مشخص را مثبت صحیح اعداد تمامی مجموعه N که m ∈ N ∪ و{∞} 1 6 q 6 +∞ کنید فرض .1.2.2 تعریف

. ∑m
i=1 λi = 1 که باشد مثبت مقادیر با دنباله یک {λi}mi=1 کنید فرض کند. می

کنیم: می تعریف a = {ai}mi=1 مقدار حقیقی دنباله هر براي

12



همزمان تقریب بهترین - LQ .2.213

∥ a ∥q=

{
(
∑m

i=1 λi | ai |q)
1
q , 1 ≤ q < +∞

max1≤i≤m ai, q = +∞

. است وابسته λi هاي وزن به ∥ . ∥q یعنی بالا در شده تعریف نرم که است واضح

در که است f := {f1, f2, · · · , fm} فرم به توابع هاي دنباله همه شامل نرمدار خطی فضاي Yq .2.2.2 تعریف

داریم: و بوده C1(D,µ) به متعلق fi هر آن
∫
D

∥ f(x) ∥q dµ(x) < +∞

است. پیوسته هم {f1, f2, · · · , fm} آنگاه است q = +∞ که وقتی و

شود: می تعریف زیر صورت به که باشد شده مجهز ∥ . ∥Yq نرم با Yq کنید فرض

∥f∥Yq =

∫
D

∥f(x)∥qdµ(x)

زیر صورت به f ∈ Y1 باشد f ∈ C1(D,µ) اگر واقع در است ایزومتریک Y1 با C1(D,µ) که کنیم می توجه

شود: می تعریف

f := (f, f, · · · , f)

داشت: خواهیم حال

∥ f ∥Y1 =

∫
D

∥fi(x)∥1dµ(x)

=

∫
D

m∑
i=1

λi|f(x)|dµ(x)

=

∫
D

|f(x)|dµ(x)

= ∥ f ∥1

بهترین مساله صورت این در . f = (f1, . . . , fm) ∈ Yq و باشد C(D) از بعدي n فضاي زیر یک U کنید فرض

که: قسمی به u◦ ∈ U عنصر یک کردن پیدا یعنی همزمان تقریب

∥ f − u◦ ∥Yq≤∥ f − u ∥Yq , ∀u ∈ U (1.2)
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دیگر عبارت به
m∑
i=1

λi | fi − u◦ |q≤
m∑
i=1

λi | fi − u |q

شود. می نامیده U از f همزمان تقریب بهترین - Lq کند می صدق 1.2 در که u◦ ∈ U عنصر .3.2.2 تعریف

فضاي یک را U باشد U از فرد به منحصر همزمان تقریب بهترین - Lq یک داراي f ∈ Yq هر اگر .4.2.2 تعریف

نامیم. می چبیشف همزمان طور به - Lq

نتایج 3.2
مقدار حقیقی توابع تمامی فضاي C(Ω) و باشد فشرده هاسدورف فضاي یک Ω کنید فرض .1.3.2 تعریف

حقیقی هاي دنباله خطی فضاي Rm کنید فرض است. شده مجهز ∥ . ∥ چبیشف نرم با که باشد Ω روي پیوسته

کند: اشاره زیر واحد گوي به V و باشد (a1, · · · , am) مقدار

V = {a = (a1, · · · , am) ∈ Rm :∥ a ∥≤ 1}

کنیم: می تعریف زیر صورت به f روي بر را نرمی fi ∈ C(Ω) هر و f = (f1, · · · , fm) براي صورت این در

∥ f ∥C= sup
a∈V
∥

m∑
i=1

aifi ∥

است. supa∈V ∥
∑m

i=1 aifi ∥<∞ و ∑m
i=1 aifi ∈ C(Ω) که

x ∈ E \G و باشد E از n بعد با خطی فضاي زیر یک G و نرمدار خطی فضاي یک E کنید فرض .2.3.2 قضیه

معادلند: زیر عبارات صورت این در باشد. g◦ ∈ G و

g◦ ∈ PG(x) .1

باشند حقیقی نقطه h اگر که دارند وجود است) بسته واحد گوي SE∗ ⊆ E∗ ) SE∗ از f1, · · · , fn نقطه h .2

قسمی به دارند وجود λ1 · · · , λh > 0 عدد h و 1 ≤ h ≤ 2n+ 1 باشند مختلط اگر و 1 ≤ h ≤ n+ 1 آنگاه
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و ∑h
i=1 λi = 1 که

h∑
i=1

λifi(g) = 0(g ∈ G)

و
h∑

i=1
λifi(x− g◦) =∥ x− g◦ ∥

. 1.1 قضیه [13] مرجع اثبات.

تقریب بهترین -L1یک u◦ صورت این در باشد. u◦ ∈ U و f := (f1, · · · , fm) ∈ Y1 کنید فرض .3.3.2 قضیه

خواهیم ∥h∗i ∥∞ ≤ 1 اگر که {h∗i }mi=1 ⊆ L∞(D,µ) باشد داشته وجود اگر تنها و اگر است U براي f از همزمان

داشت:

m∑
i=1

∫
D\Z(fi−u◦)

λisgn(fi − u◦)(x)u(x)dµ+
m∑
i=1

∫
Z(fi−u◦)

λih
∗
i (x)u(x)dµ = 0∀u ∈ U

فرض کنیم. می ایجاد را 1.3.2 تعریف در موجود شرایط لذا پردازیم. می قضیه عکس اثبات به ابتدا در اثبات.

فضاي هر دانیم می 26.1.1 به بنا باشد. ستاره ضعیف توپولوژي با L∞(D,µ) از بسته واحد گوي B∞ کنید

طرفی از است. هاسدورف لذا است توپولوژیک برداري فضاي ∞Bیک چون است. هاسدورف توپولوژیک برداري

توپولوژي داراي Ω ، . Ω = B∞ × · · · × B∞ کنید فرض است. ستاره ضعیف فشرده B∞، 38.1.1 قضیه طبق

نیز Ω پس است هاسدورف ها B∞ از کدام هر چون و است فشرده 40.1.1 قضیه طبق است. ضربی حاصل

است. فشرده هاسدورف فضاي یک Ω بنابراین است. هاسدورف

کند: می اشاره زیر واحد گوي به V کنید فرض

V = {(λ1, · · · , λm) ∈ Rm :∥ λ ∥6 1}

زیر صورت به (h1, · · · , hm) ∈ Ω هر براي را ϕ(g) : Ω −→ R تابع . g = (g1, · · · , gm) ∈ Y1 کنید فرض
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کنیم: می تعریف

ϕ(g)(h1, · · · , hm) =
m∑
i=1

∫
D

λihi(x)gi(x)dµ

کنید فرض دارد. تعلق Ω روي پیوسته مقدار حقیقی توابع مجموعه به ϕ(g) که دهیم نشان خواهیم می حال

که: قسمی به دارد وجود اي m◦ 1.3.2 تعریف به بنا صورت این در باشد. w◦ = (h◦1, h◦2, · · · ) ∈ Ω و ϵ > 0 که
∞∑

i=m◦+1
λi∥gi∥1 <

ϵ

4 (2.2)

کنیم: می تعریف زیر صورت به را O(ε, w◦)

O(ε, w◦) = {w := (h1, h2, . . .) ∈ Ω :|
∫
D

λi(hi − h◦i )(x)gi(x)dµ |<
ϵ

2m◦
∀i ≤ m◦}

یک O(ϵ, w◦) لذا . شود می صفر ما انتگرال حاصل کنیم جایگزین را w◦ = (h◦1, h◦2, · · · ) مقدار w جاي به اگر

باشد. می w◦ شامل که است Ω از باز مجموعه زیر

داریم: w := (h1, h2, · · · ) ∈ O(ε, w◦) هر براي است. پیوسته ϕ(g) که دهیم می نشان حال

| ϕ(g(w)− ϕ(g)(w◦) | = |
∞∑
i=1

∫
D

λi(hi − h◦i )(x)gi(x)dµ |

= |
m◦∑
i=1

∫
D

λi(hi − h◦i )(x)gi(x)dµ+
∞∑

i=m◦+1

∫
D

λi(hi − h◦i )(x)gi(x)dµ |

≤ |
m◦∑
i=1

∫
D

λi(hi − h◦i )(x)gi(x)dµ |

+ |
∞∑

i=m◦+1

∫
D

λi(hi − h◦i )(x)gi(x)dµ |

≤ |
m◦∑
i=1

∫
D

λi(hi − h◦i )(x)gi(x)dµ | + |
∞∑

i=m◦+1

∫
D

λihi(x)gi(x)dµ |

+ |
∞∑

i=m◦+1

∫
D

λih
◦
i (x)gi(x)dµ |

≤ m◦ ×
ϵ

2m◦
+
ϵ

4 +
ϵ

4

≤ ϵ

2 +
ϵ

2

= ϵ
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همچنین .ϕ(g) ∈ C(Ω)پس دارد تعلق حقیقی پیوسته توابع فضاي به ϕ(g) که دهد می نشان بالا عبارت بنابراین

که: ϕ(U) ∈ C(Ω) و ϕ(f) ∈ C(Ω) داشت خواهیم لذا است f := (f1, · · · , fm) ∈ Y1 چون قضیه فرض به بنا

ϕ(U) = {ϕ(u) ∈ C(Ω) : u ∈ U}

و فرض این از استفاده با است. U از f براي همزمان تقریب بهترین - L1 یک u◦ ∈ U که داشتیم قضیه فرض در

است چبیشف نرم با Ω روي پیوسته مقدار حقیقی توابع تمامی فضاي C(Ω) اینکه و 1.3.2 تعریف از استفاده با

داشت: خواهیم u ∈ U هر براي

∥ Φ(f)− Φ(u) ∥c = max(h1,··· ,hm)∈Ω

∞∑
i=1

(

∫
D

λihi(x)fi(x)dµ

−
∫
D

λihi(x)u(x)dµ)

= max(h1,··· ,hm)∈Ω

∞∑
i=1

(

∫
D

λihi(x)(fi − u)(x)dµ)

=
∞∑
i=1

maxhi∈B∞

∫
D

λihi(x)(fi − u)(x)dµ

=
∞∑
i=1

λi ∥ fi − u ∥1 dµ

= ∥ f − u ∥Y1

تقریب بهترین یک ϕ(u◦) اگر فقط و اگر است U از f براي همزمان تقریب بهترین - L1 یک u◦ ∈ U بنابراین

غیر عدد k و 1 ≤ k ≤ n+ 1 که q1, · · · , qk ∈ Ωنقطه k ، 2.3.2 قضیه طبق باشد. ϕ(U) از ϕ(f) براي چبیشف

باشیم: داشته u ∈ U هر براي که قسمی به دارند وجود است ∑k
j=1 | cj |= 1 که c1, · · · , ck صفر

k∑
j=1

cj(ϕ(f)− ϕ(u◦))(qj) =∥ f − u◦ ∥Y1 (3.2)

و

k∑
j=1

cjϕ(u)(qj) = 0 (4.2)
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j = 1, · · · , k هر براي که کنید فرض

qj = (hj1, · · · , h
j
m)

دهید قرار i = 1,2, · · · ,m هر براي و

h∗i =
k∑

j=1
cjh

j
i

4.2 و 3.2 عبارات معادل حال هستند. 1 از کوچکتر ها hji هم و ها cj هم زیرا ∥ h∗i ∥≤ 1 داریم صورت دراین

داشت: خواهیم کنیم می محاسبه را

k∑
j=1

cj(ϕ(f)− ϕ(u◦))(qj) =

k∑
j=1

cj(ϕ(f)− ϕ(u◦))((hj1, · · · , h
j
m)

=
k∑

j=1
cj

m∑
i=1

∫
D

λih
j
i (x)(fi − u

◦)(x)dµ

=
m∑
i=1

∫
D

λi

k∑
j=1

cjh
j
i (x)(fi − u

◦)(x)dµ

=
m∑
i=1

∫
D

λih
∗
i (x)(fi − u◦)(x)dµ (5.2)

داریم: همچنین و

k∑
j=1

cjϕ(u)(qj) =
k∑

j=1
cjϕ(u)(h

j
1, · · · , h

j
m)

=
k∑

j=1
cj

m∑
i=1

∫
D

λih
j
i (x)u(x)dµ

=

m∑
i=1

∫
D

λi

k∑
j=1

cjh
j
i (x)u(x)dµ

=

m∑
i=1

∫
D

λih
∗
i (x)u(x)dµ (6.2)

داریم: 5.2 و 3.2 از
m∑
i=1

∫
D

λih
∗
i (x)(fi − u◦)(x)dµ = ∥f − u◦∥Y1∀u ∈ U
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که: گیریم می نتیجه 6.2 و 4.2 از همچنین و
m∑
i=1

∫
D

λih
∗
i (x)u(x)dµ = 0∀u ∈ U

که: گیریم می نتیجه بالا عبارت از همچنین

∥ f − u◦ ∥Y1 =

m∑
i=1

∫
D\Z(fi−u◦)

λih
∗
i (x)(fi − u◦)(x)dµ

≤
m∑
i=1

∫
D\Z(fi−u◦)

λi | (fi − u◦)(x) | dµ

=

m∑
i=1

∫
D\Z(fi−u◦)

λisgn(fi − u◦)(x)(fi − u0)(x)dµ

= ∥ f − u◦ ∥Y1 (7.2)

داریم: x ∈ D\Z(fi − u◦) هر و i = 1,2, · · · ,m براي 7.2 به بنا

h∗i (x) = sgn(fi − u◦)(x)

داشت: خواهیم u ∈ U هر براي بنابراین
m∑
i=1

∫
D\Z(fi−u◦)

λisgn(fi − u◦)(x)u(x)dµ

+
m∑
i=1

∫
Z(fi−u◦)

λih
∗
i (x)u(x)dµ

=
m∑
i=1

∫
D

λih
∗
i (x)u(x)dµ

= 0

داریم: فرض طبق قضیه اثبات براي
m∑
i=1

∫
D

λih
∗
i (x)u(x)dµ = 0∀u ∈ U

داریم: 6.2 از استفاده با
k∑

j=1
cjϕ(u)(qj) =

m∑
i=1

∫
D

λih
∗
i (x)u(x)dµ
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است. U براي f از همزمان تقریب بهترین -L1یک U◦ ، 2.3.2 قضیه به توجه با بنابراین



3 فصل
فضاي در همزمان تقریب بهترین

Lp(I,X)توابع
مقدمه 1.3

Lp(I,X) توابع فضاي در آن وجود و همزمان تقریب بهترین مورد در گردد می ارائه فصل این در که مطالبی

تعریف را 1 جمعوند - Lp و کرده بیان Lp(I,X) در را بودن پروکسیمینال همزمان طور به مفهوم ابتدا در است.

خصوص در سپس دهیم. می ارائه Lp(I,X) در همزمان تقریب بهترین براي فاصله نامساوي یک و کنیم می

است. شده استفاده [1] مرجع از فصل این در کنیم. می مطرح را قضایایی همزمان تقریب بهترین

Lp(I,X)در پروکسیمینال همزمان طور به 2.3
متناهی مجموعه زیر هر براي باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض تعریف1.2.3.

کنیم: می تعریف p ≥ 1 و E ⊆ X

dp(E,G) = inf{(
∑
e∈E

∥ e− y ∥p)1/p : y ∈ G}

اخذ اینفیمم ، E ⊆ X متناهی مجموعه زیر هر براي که حالتی در شود. اخذ که نیست لازم اي اینفیممی چنین

(|E|, p) ،G تر ساده عبارت به یا شود می نامیده نرم pتحت پروکسیمینال همزمان طور به G صورت این در شود

پروکسیمینالیتی (1,1) ، |E| = 1 که حالتی در است. E کاردینال |E| است. پروکسیمینال همزمان طور به
1Summand

21
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است. پروکسیمینالیتی همان همزمان

(2, p) ، G صورت این در باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .2.2.3 تعریف

به باشد داشته وجود G به متعلق اي y ، X در x1, x2 هر براي اگر است X در پروکسیمینال همزمان طور به

که: قسمی

dp({x1, x2}, G) = (∥ x1 − y ∥p + ∥ x2 − y ∥p)
1
p

= inf{(∥ x1 − z ∥p + ∥ x2 − z ∥p)
1
p : z ∈ G}

در مقادیري با I روي شده تعریف 2 بوخنر -p پذیر انتگرال توابع تمامی باناخ فضاي Lp(I,X) .3.2.3 تعریف

است. I = [0,1] آن در که است X

شود: می تعریف زیر صورت به هستند Lp(I,X) به متعلق که توابعی تمامی نرم

∥ f ∥p= (

∫
I

∥f∥pdµ)
1
p

داریم: p طبیعی عدد هر براي صورت این در باشند. x, y ∈ X و نرمدار فضاي یک X که کنید فرض .4.2.3 لم

∥x+ y∥p ≤ 2p−1(∥x∥p + ∥y∥p)

که: کنیم می ثابت ابتدا در اثبات.

∥ x ∥k∥ y ∥ + ∥ y ∥k∥ x ∥≤∥ x ∥k+1 + ∥ y ∥k+1

که: کنیم می توجه منظور این براي

(∥ y ∥ − ∥ x ∥)(∥ y ∥k − ∥ x ∥k) ≥ 0

لذا و

∥ x ∥k+1 + ∥ y ∥k+1 − ∥ x ∥k∥ y ∥ − ∥ y ∥k∥ x ∥≥ 0
2p-Bochner



LP-جمعوند .3.323

شود. می ثابت حکم بنابراین و

پردازیم. می لم اثبات به استقرا طریق از حال

∥ x+ y ∥k+1=∥ x+ y ∥k∥ x+ y ∥

≤ 2k−1(∥ x ∥k + ∥ y ∥k) ∥ x+ y ∥

≤ 2k−1(∥ x ∥k + ∥ y ∥k)(∥ x ∥ + ∥ y ∥)

= 2k−1(∥ x ∥k+1 + ∥ y ∥k+1 + ∥ x ∥k∥ y ∥ + ∥ y ∥k∥ x ∥)

≤ 2k−1(2 ∥ x ∥k+1 +2 ∥ y ∥k+1)

= 2k(∥ x ∥k+1 + ∥ y ∥k+1)

شد. ثابت لم و

Lp-جمعوند 3.3

Lp یک را G صورت این در باشد. Xاز بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .1.3.3 تعریف

داشته y ∈ G′هر و x ∈ Gهر براي که قسمی به G ∩ G′ = ∅ و X = G ⊕ G′ هرگاه نامیم می X از -جمعوند

باشیم:

∥ x+ y ∥p=∥ x ∥p + ∥ y ∥p

که قسمی به باشد موجود P : X → G مانند تصویري نگاشت یا

∥ x ∥p=∥ x− P (x) ∥p + ∥ P (x) ∥p

طور به (2, p) ، G صورت این در باشد. X از جمعوند -Lp یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .2.3.3 لم

است. X در پروکسیمینال همزمان
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x1, y1 ∈ G که قسمی به باشند y = y1+y2 و x = x1+x2 ، G∩G′ = ∅ ، x, y ∈ X = G⊕G′ کنید فرض اثبات.

چون است. G از x, y براي همزمان تقریب بهترین یک θ = x1+y12 که کنیم می ثابت باشند. می x2, y2 ∈ G′ و

داریم: لذا است. X از جمعوند - Lp یک G

∥ x− θ ∥p = ∥ x1 + x2 −
x1 + y1

2 ∥p

= ∥ x2 +
x1 − y1

2 ∥p

= ∥ x2 ∥p +(
1
2 )

p ∥ y1 − x1 ∥p (1.3)

مشابه طور به

∥ y − θ ∥p = ∥ y2 ∥p +(
1
2 )

p ∥ y1 − x1 ∥p (2.3)

داشت: 2.3خواهیم و 1.3 عبارت دو چپ سمت جمع با

∥ x− θ ∥p + ∥ y − θ ∥p = ∥ x2 ∥p + ∥ y2 ∥p +2(12 )
p ∥ y1 − x1 ∥p

= ∥ x2 ∥p + ∥ y2 ∥p +21−p ∥ y1 − x1 ∥p

داشت: خواهیم 4.2.3 لم از استفاده با صورت این در . باشد z ∈ G کنید فرض

∥ x− θ ∥p + ∥ y − θ ∥p = ∥ x2 ∥p + ∥ y2 ∥p +21−p ∥ y1 − z + z − x1 ∥p

≤ ∥ x2 ∥p + ∥ y2 ∥p +(2)1−p(2p−1(∥ x1 − z ∥p + ∥ y1 − z ∥p))

= ∥ x2 ∥p + ∥ y2 ∥p + ∥ x1 − z ∥p + ∥ y1 − z ∥p

= ∥ x2 + x1 − z ∥p + ∥ y2 + y1 − z ∥p

= ∥ x− z ∥p + ∥ y − z ∥p

داشت: خواهیم z ∈ G هر براي است دلخواه z چون

(∥ x− θ ∥p + ∥ y − θ ∥p)1/p ≤ (∥ x− z ∥p + ∥ y − z ∥p)1/p
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پس

(∥ x− θ ∥p + ∥ y − θ ∥p)1/p = inf
z∈G

(∥ x− z ∥p + ∥ y − z ∥p)1/p

(∥ x− θ ∥p + ∥ y − θ ∥p)1/p = dp({x, y}, G)

اي هسته نرم -p 4.3
∑n

i=1 xi ⊗ yi عبارت از منظور باشد. آنها دوگان Y ∗ و X∗ و باناخ فضاي دو Y و X کنید فرض .1.4.3 تعریف

شود: می تعریف زیر صورت به که است A : X∗ → Y مانند عملگري n ∈ N و yi ∈ Y ، xi ∈ X که

Aϕ =
n∑

i=1
ϕ(xi)yi, ϕ ∈ X∗

کند: می تعریف زیر صورت به Y به X∗ از را ارزي هم رابطه یک عملگر این

کنند. تعریف Y به X∗ از را یکسانی عملگر عبارت دو این اگر فقط و اگر ∑n
i=1 xi ⊗ yi ∼

∑n
i=1 ui ⊗ vi

دهند. می نمایش X ⊗ Y نماد با و تانسوري فضاي را ایجادشده ارزي هم هاي کلاس تمام مجموعه

هر براي اگر شود می نامیده 3 متقاطع نرم یک α باشد. X ⊗ Y روي نرم یک α کنید فرض .2.4.3 تعریف

باشیم داشته y ∈ Y هر و x ∈ X

α(x⊗ y) =∥ x ∥∥ y ∥

باشد 1 ≤ q <∞ اگر x1, · · · , xn ∈ X براي باشد. باناخ فضاي یک X کنید فرض .3.4.3 تعریف

µq(x1, · · · , xn) = sup{(
n∑

i=1
| ψ(xi) |q)

1
q : ψ ∈ Y ∗, ∥ ψ ∥= 1}

شود: می تعریف زیر صورت به µq(x1, · · · , xn) باشد q = +∞ که هنگامی و

µ∞(x1, · · · , xn) = sup{ max1≤i≤n
| ψ(xi) |: ψ ∈ Y ∗, ∥ ψ ∥= 1}

3Crossnorm
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که z براي 4 اي هسته نرم - p هستند. باناخ فضاي دو Y و X که باشد z ∈ X ⊗ Y کنید فرض .4.4.3 تعریف

شود: می تعریف زیر صورت به است 1p + 1
q = 1 و 1 ≤ p ≤ ∞

αp(z) := inf{(
n∑

i=1
∥ xi ∥p)

1
pµq(y1, · · · , yn) : z =

n∑
i=1

xi ⊗ yi}

است. متقاطع نرم یک اي هسته نرم - p .5.4.3 لم

. 1.46 لم [8] مرجع اثبات.

صورت این در .1 ≤ p ≤ ∞ و باشد متناهی اندازه با فضاي یک S و باناخ فضاي یک X کنید فرض .6.4.3 لم

نشاند. 1 نرم با Lp(S,X) فضاي در را Lp(S)⊗αp X توان می

. 1.47 لم [8] مرجع اثبات.

، Lp(I,G) صورت این در باشد. X از جمعوند - Lp یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .7.4.3 قضیه

است. Lp(I,X) در پروکسیمینال همزمان طور به (2, p)

است. Lp(I)⊗α(p)Xاز جمعوند -Lp یک Lp(I)⊗α(p)G که دهیم نشان است کافی 6.4.3 لم از استفاده با اثبات.

خواهیم صورت این در باشد. Lp(I) روي همانی تابع یک id و باشد تصویر نگاشت یک P : X → G کنید فرض

داشت:

id⊗ P : Lp(I)⊗α(p) X → Lp(I)⊗α(p) G

.id⊗ P (f ⊗ x) = f ⊗ P (x) طوریکه به

داریم: f, g ∈ Lp(I) و β, γ ∈ R هر براي زیرا است خطی id⊗ p

id⊗ P ((βf + γg)⊗ x) = (βf + γg)⊗ P (x)

= βf ⊗ P (x) + γg ⊗ P (x)

= βid⊗ P (f ⊗ x) + γid⊗ P (g ⊗ x)

4p - nuclear norm
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زیرا است تصویر یک id⊗ p همچنین و

id⊗ P (id⊗ P (f ⊗ x)) = id⊗ P (f ⊗ P (x))

= f ⊗ P 2(x)

= f ⊗ P (x)

ازاي به ها Ei که f =
∑n

i=1 1Ei ⊗ xi بنابراین باشد، ساده تابع یک f ∈ Lp(I,X) = Lp(I)⊗α(p)X کنید فرض

. ∪ni=1Ei = I و است 1 ثابت تابع 1 که ∑n
i=1 1Ei

= 1 و هستند جدا هم از دو به دو i = 1,2, · · · , n

f =
n∑

i=1
1Ei ⊗ xi

=
n∑

i=1
1Ei ⊗ P (xi) +

n∑
i=1

1Ei ⊗ (xi − P (xi))

داریم: 5.4.3 لم به بنا است. Lp(I)⊗α(p) X از جمعوند - Lp یک Lp(I)⊗α(p) G که دهیم می نشان

∥ f ∥p =

∫
I

∥
n∑

i=1
1Ei(t)⊗ xi ∥p dµ

=
n∑

i=1

∫
Ei

∥
n∑

i=1
1Ei(t) ∥p∥ xi ∥p dµ

=
n∑

i=1
µ(Ei) ∥ xi ∥p

که: گیریم می نتیجه است X از جمعوند - Lp یک G چون

∥ xi ∥p=∥ P (xi) ∥p + ∥ xi − P (xi) ∥p
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داریم: ادامه در است. G′ به متعلق xi − P (xi) و Gبه متعلق P (xi) که

n∑
i=1

µ(Ei) ∥ xi ∥p

=

n∑
i=1

µ(Ei)(∥ P (xi) ∥p + ∥ xi − P (xi) ∥p)

=

n∑
i=1

µ(Ei) ∥ P (xi) ∥p +

n∑
i=1

µ(Ei) ∥ xi − P (xi) ∥p

= ∥
n∑

i=1
1Ei ⊗ P (xi) ∥p + ∥

n∑
i=1

1Ei ⊗ (xi − P (xi) ∥p

= ∥ id⊗ P (
n∑

i=1
1Ei ⊗ xi) ∥p + ∥

n∑
i=1

1Ei ⊗ xi − (id⊗ P )(
n∑

i=1
1Ei ⊗ xi) ∥p

= ∥ (id⊗ P )(f) ∥p + ∥ f − ((id⊗ P )(f) ∥p

داریم: بنابراین چگالند. Lp(I,X) در ساده توابع 11.1.1 قضیه به بنا

∥ f ∥p=∥ (id⊗ P )(f) ∥p + ∥ f − (id⊗ P )(f) ∥p, ∀f ∈ Lp(I,X)

است. Lp(I)⊗α(p) X از جمعوند - Lp یک Lp(I)⊗α(p) G پس

فاصله نامساوي 5.3
گردد. می بیان Lp(I,X) در همزمان تقریب بهترین مفهوم براي فاصله نامساوي یک بخش، این در

می تعریف p ≥ 1 براي باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .1.5.3 تعریف

کنیم

X
⊕
p

X = {(x, y) : x, y ∈ X}

و ∥ (x, y) ∥= (∥ x ∥p + ∥ y ∥p)
1
p که

D(G) = {(g, g) : g ∈ G}

است. ∥ (g, g) ∥= (∥ g ∥p + ∥ g ∥p)
1
p که
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اگر باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و f1, f2 ∈ Lp(I,X) باشد، باناخ فضاي یک X کنید فرض .2.5.3 قضیه

ϕ(t) = dp((f1(t), f2(t)), D(G))

و است ϕ ∈ Lp(I,R) صورت این در

(

∫
I

| ϕ(t) |p dt)
1
p 6 dp((f1, f2), D(Lp(I,X)))

توابع از {f1n}, {f2n} دنباله دو 11.1.1 قضیه به بنا صورت این در باشند. f1, f2 ∈ Lp(I,X) کنید فرض اثبات.

که: قسمی به دارند وجود ساده پذیر اندازه

lim ∥ f1(t)− f1n(t) ∥= 0, lim ∥ f2(t)− f2n(t) ∥= 0

داریم: پیوستگی تعریف طبق پس است. پیوسته تابعی فاصله، تابع است. پذیر اندازه ϕ که کنیم می ثابت

lim dp((f1n(t), f2n(t)), D(G)) = dp((f1(t), f2(t)), D(G))

داد: نمایش زیر صورت به را آنها توان می ساده تابع تعریف طبق لذا هستند. ساده توابعی f1n(t), f2n(t)

f1n(t) =
n∑

i=1
1Ei ⊗ xi, f2n(t) =

n∑
i=1

1Ei ⊗ yi

1 ثابت تابع 1 که ∑n
i=1 1Ei = 1 ، هستند جدا هم از دو به دو i = 1,2, · · · , n ازاي به ها Ei که کنید فرض

. ∪ni=1Ei = I و است

کنید فرض

ϕn(t) = inf{(∥ f1n(t)− z ∥p + ∥ f2n(t)− z ∥p)1/p : z ∈ G}
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پس

ϕn(t) = inf{(∥ f1n(t)− z ∥p + ∥ f2n(t)− z ∥p)
1
p : z ∈ G}

= inf{(∥
n∑

i=1
1Ei ⊗ xi − z ∥p + ∥

n∑
i=1

1Ei ⊗ yi − z ∥p)
1
p : z ∈ G}

= inf{(
n∑

i=1
1Ei(t) ∥ xi − z ∥p +

n∑
i=1

1Ei(t) ∥ yi − z ∥p)
1
p : z ∈ G}

= inf{
n∑

i=1
1Ei(t)(∥ xi − z ∥p + ∥ yi − z ∥p)

1
p : z ∈ G}

=
n∑

i=1
1Ei(t)inf{∥ (xi − z ∥p + ∥ yi − z ∥p)

1
p : z ∈ G}

=
n∑

i=1
1Ei(t)dp((xi, yi), D(G))

لذا است، ساده تابع یک ϕn(t) ها، n تمامی ازاي به پس

lim ∥ ϕn(t)− ϕ(t) ∥= 0

است. پذیر اندازه نیز ϕ(t) پس است، پذیر اندازه ϕn(t) چون و

داشت: خواهیم صورت این در باشد. g ∈ Lp(I,G)کنید فرض پردازیم. می نامساوي اثبات به حال

(∥ f1 − g ∥p + ∥ f2 − g ∥p)
1
p = (

∫
I

∥ f1(t)− g(t) ∥p dt+
∫
I

∥ f2(t)− g(t) ∥p dt)
1
p

= (

∫
I

∥ (f1(t)− g(t) ∥p + ∥ f2(t)− g(t) ∥p dt)
1
p

≥ (

∫
I

dp((f1(t), f2(t)), D(G))pdt)
1
p

داشت: خواهیم g ∈ Lp(I,G) هر روي اینفیمم گرفتن با

(

∫
I

| ϕ(t) |p dt)
1
p 6 dp((f1, f2), D(Lp(I,X)))

شد. اثبات نامساوي

است. 2.5.3 قضیه از اي نتیجه زیر قضایاي
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اگر باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و f1, f2 ∈ L1(I,X) و باناخ فضاي یک X کنید فرض .3.5.3 قضیه

ϕ(t) = d1((f1(t), f2(t)), D(G))

داشت: خواهیم و است ϕ ∈ L1(I,R) صورت این در

∫
I

ϕ(t)dt = d1((f1, f2), D(L1(I,G))

شود. می ثابت قضیه p = 1 دادن قرار با ،2.5.3 قضیه در اثبات.

ساده توابع f1, f2 ∈ L1(I,X) و X از بسته فضاي زیر یک G باناخ، فضاي یک X کنید فرض .4.5.3 قضیه

داریم: صورت این در باشند.

(

∫
I

dp((f1(t), f2(t)), D(G))pdt)
1
p = dp((f1, f2), D(Lp(I,G))

دهیم نشان که است کافی 2.5.3 قضیه به بنا اثبات.

dp((f1, f2), Lp(I,G)) ≤ (

∫
I

dp((f1(t), f2(t)), D(G))pdt)
1
p

می نتیجه 2.5.3 قضیه اثبات روش از استفاده با مشابه طور به باشند. ساده تابع دو f ′1, f ′2 و ϵ > 0 کنید فرض

گیریم:

dp((f1, f2), Lp(I,G)) ≤ ϵ

2 + (

∫
I

dp((f1(t), f2(t)), D(G))pdt)
1
p (3.3)

شد. ثابت نامساوي لذا است دلخواه ϵ چون

که گیریم می نتیجه 2.5.3 قضیه و 3.3 از

(

∫
I

dp((f1(t), f2(t)), D(G))pdt)
1
p = dp((f1, f2), D(Lp(I,G))
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تابع براي صورت این در باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .5.5.3 قضیه

معادلند: زیر عبارات g : I → G پذیر اندازه

یک g آنگاه باشد G از X در f1(t), f2(t) براي همزمان تقریب بهترین یک g(t) اگر f1, f2 ∈ Lp(I,G) براي .1

است. Lp(I,G) از f1, f2 براي همزمان تقریب بهترین

یک g(t) آنگاه باشد Lp(I,G) از f1, f2 ∈ Lp(I,X) ساده تابع دو براي همزمان تقریب بهترین یک g اگر .2

است. G از X در f1(t), f2(t) براي همزمان تقریب بهترین

براي صورت این در باشد. G از X در f1(t), f2(t) براي همزمان تقریب بهترین یک g(t) کنید فرض .1 اثبات.

داشت: خواهیم z ∈ G هر

(∥ f1(t)− g(t) ∥p + ∥ f2(t)− g(t) ∥p)
1
p ≤ (∥ f1(t)− z ∥p + ∥ f2(t)− z ∥p)

1
p

داشت: خواهیم کنیم. می ضرب 2p−1 در را طرفین است. g ∈ Lp(I,G) که دهیم می نشان ابتدا در

2p−1(∥ f1(t)− g(t) ∥p + ∥ f2(t)− g(t) ∥p) ≤ 2p−1(∥ f1(t)− z ∥p + ∥ f2(t)− z ∥p)

گیریم: می نتیجه 4.2.3 لم از

∥ f1(t) + f2(t)− 2g(t) ∥p≤ 2p−1(∥ f1(t)− z ∥p + ∥ f2(t)− z ∥p)

پس

(∥ 2g(t) ∥ − ∥ f1(t) + f2(t) ∥)p ≤ 2p−1(∥ f1(t)− z ∥p + ∥ f2(t)− z ∥p)

∥ 2g(t) ∥ ≤ 2 p−1
p (∥ f1(t)− z ∥p + ∥ f2(t)− z ∥p)

1
p+ ∥ f1(t) + f2(t) ∥

∥ g(t) ∥ ≤ 2−1
p ((∥ f1(t)− z ∥p + ∥ f2(t)− z ∥p)

1
p +

1
2 ∥ f1(t) + f2(t) ∥

∥ g(t) ∥p ≤ 1
2 (∥ f1(t)− z ∥

p + ∥ f2(t)− z ∥p) +
1
2p ∥ f1(t) + f2(t) ∥p
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است. g ∈ Lp(I,G) بنابراین

براي همزمان تقریب بهترین یک g(t) فرض طبق چون باشد. دلخواه h ∈ Lp(I,G) کنید فرض حال

بنابراین است. f1(t), f2(t)

(∥ f1(t)− g(t) ∥p + ∥ f2(t)− g(t) ∥p)
1
p ≤ (∥ f1(t)− h(t) ∥p + ∥ f2(t)− h(t) ∥p)

1
p

که: گیریم می نتیجه بالا نامساوي طرف دو از سوپریمم گرفتن با

(∥ f1 − g ∥p + ∥ f2 − g ∥p)
1
p ≤ (∥ f1 − h ∥p + ∥ f2 − h ∥p)

1
p

داریم: لذا بود. دلخواه h ∈ Lp(I,G) چون

(∥ f1 − g ∥p + ∥ f2 − g ∥p)
1
p ≤ (∥ f1 − h ∥p + ∥ f2 − h ∥p)

1
p

(∥ f1 − g ∥p + ∥ f2 − g ∥p)
1
p = inf{(∥ f1 − h ∥p + ∥ f2 − h ∥p)

1
p : h ∈ Lp(I,G)}

(∥ f1 − g ∥p + ∥ f2 − g ∥p)
1
p = dp((f1, f2), D(Lp(I,G)))

به بنا باشد. Lp(I,G) از f1, f2 ∈ Lp(I,X) ساده تابع دو براي همزمان تقریب بهترین یک g کنید فرض .2

داریم: 4.5.3 قضیه

(∥ f1 − g ∥p + ∥ f2 − g ∥p)
1
p = (

∫
I

dp((f1(t), f2(t)), D(G))pdt)
1
p

∫پس
I

(∥ f1(t)− g(t) ∥p + ∥ f2(t)− g(t) ∥p)dt =
∫
I

dp((f1(t), f2(t)), D(G))pdt

داشت: خواهیم لذا

(∥ f1(t)− g(t) ∥p + ∥ f2(t)− g(t) ∥p)
1
p = dp((f1(t), f2(t)), D(G))

است. G از X در f1(t), f2(t) براي همزمان تقریب بهترین یک g(t) پس
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همزمان طور به Lp(I,G) اگر باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .6.5.3 قضیه

است. X در پروکسیمینال همزمان طور به G آنگاه باشد Lp(I,X) در پروکسیمینال

است. I روي 1 ثابت تابع 1 که fx = 1 ⊗ x, fy = 1 ⊗ y دهیم می قرار باشند. x, y ∈ X کنید فرض اثبات.

می fx, fy ∈ Lp(I,X) ،6.4.3 لم به بنا لذا است. 1 ∈ Lp(I) براین بنا است متناهی اندازه فضاي یک (I, µ) چون

باشند.

به متعلق اي g لذا است Lp(I,X) در پروکسیمینال همزمان طور به Lp(I,G) قضیه فرض به بنا همچنین

که: قسمی به دارد وجود Lp(I,G)

(∥ fx − g ∥p + ∥ fy − g ∥p)
1
p = dp((fx, fy), D(Lp(I,G)))

داریم: 5.5.3 قضیه طبق

∥ fx(t)− g(t) ∥p + ∥ fy(t)− g(t) ∥p= dp((fx(t), fy(t)), D(G))p

پس

∥ x− g(t) ∥p + ∥ y − g(t) ∥p= dp((x, y), D(G))p

داریم: t0 ∈ I یک براي لذا

(∥ x− g(to) ∥p + ∥ y − g(t0) ∥p)
1
p = dp((x, y), D(G))

است. G از X در x, y براي همزمان تقریب بهترین یک g(t0) پس



4 فصل
L∞(I,X)در همزمان تقریب بهترین

مقدمه 1.4

تقریب بهترین مفهوم ابتدا در پردازیم. می L∞(I,X) در همزمان تقریب بهترین مفهوم بررسی به فصل این در

مرجع از فصل این در دهیم. می ارائه آن براي فاصله فرمول یک سپس و کرده تعریف L∞(I,X) در را همزمان

است. شده استفاده [6]

L∞(I,X)در همزمان تقریب بهترین تعریف 2.4

کنیم می تعریف باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .1.2.4 تعریف

Y = X
⊕
∞

X = {(x, y) : x, y ∈ X}

که قسمی به

∥ (x, y) ∥= max{∥ x ∥, ∥ y ∥}

طوریکه به D(G) = {(g, g) : g ∈ G} و

∥ (g, g) ∥=∥ g ∥

همزمان طور به G گوییم می باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض تعریف2.2.4.
35
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که: قسمی به باشد موجود G به متعلق اي z ،(x1, x2) ∈ X هر براي اگر است X در پروکسیمینال

d∞((x1, x2), D(G)) = inf
g∈G

max{∥ x1 − g ∥, ∥ x2 − g ∥}

= max{∥ x1 − z ∥, ∥ x2 − z ∥}

شود. می نامیده x1, x2 براي همزمان تقریب بهترین یک z صورت این در

باشد. X باناخ فضاي در مقادیري با کراندار اساسی طور به توابع فضاي L∞(I,X) و I = [0,1] کنید فرض

فاصله فرمول 3.4
در فرمول این دهیم. می ارائه L∞(I,X) در همزمان تقریب بهترین مفهوم براي فاصله فرمول یک بخش این در

دارد. اساسی نقش L∞(I,X) در همزمان تقریب بهترین مساله

به متعلق f1, f2 براي باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .1.3.4 قضیه

و ϕ : I → R اگر L∞(I,X)

ϕ(t) = d∞((f1(t), f2(t)), D(G))

داشت: خواهیم و است ϕ ∈ L∞(I,R) صورت این در باشد.

∥ ϕ(t) ∥∞= d∞((f1, f2), D(L∞(I,X))

باشند. پذیر اندازه توابعی f1, f2 ∈ L∞(I,X) کنید فرض است. پذیر اندازه ϕ که دهیم می نشان ابتدا در اثبات.

که: قسمی به دارند وجود {f2n}و {f1n} ساده توابع از دنباله دو 11.1.1 قضیه به بنا صورت این در

lim
n→∞

∥ f1n(t)− f1(t) ∥= lim
n→∞

∥ f2n(t)− f2(t) ∥= 0

داد: نمایش زیر صورت به را آنها توان می ساده تابع تعریف طبق لذا هستند. ساده توابعی f1n(t), f2n(t)

f1n(t) =
n∑

i=1
1Ei
⊗ xi, f2n(t) =

n∑
i=1

1Ei
⊗ yi
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ثابت تابع 1 که است ∑n
i=1 1Ei = 1 و هستند جدا هم از دو به دو i = 1,2, · · · , n ازاي به ها Ei که کنید فرض

.∪ni=1Ei = I و است 1

و است پیوسته (x, y) ∈ X⊕
∞

X هر براي d∞((x, y), D(G)) فاصله تابع اینکه از

lim(f1n(t), f2n(t)) = (f1(t), f2(t))

که: گیریم می نتیجه

lim d∞((f1n(t), f2n(t)), D(G)) = d∞((f1(t), f2(t)), D(G))

داشت: خواهیم صورت این در باشد. ϕn(t) = d∞((f1n(t), f2n(t)), D(G)) اگر

ϕn(t) = inf
g∈G

max{∥
n∑

i=1
1Ei ⊗ xi − g ∥, ∥

n∑
i=1

1Ei ⊗ yi − g ∥}

=
n∑

i=1
1Ei(t) inf

g∈G
max{∥ xi − g ∥, ∥ yi − g ∥}

داریم همچنین است. ساده تابع یک ϕn ،n هر براي بنابراین

lim | ϕn(t)− ϕ(t) |= 0

شد. ثابت قضیه اول قسمت است. پذیر اندازه ϕ پس

داریم: صورت این در باشد. g ∈ L∞(I,G) کنید فرض پردازیم. می فاصله فرمول اثبات به حال

∥ f1(t)− g(t) ∥ ≤ max{∥ f1(t)− g(t) ∥, ∥ f2(t)− g(t) ∥}

≤ max{∥ f1 − g ∥∞, ∥ f2 − g ∥∞}

کند: می ایجاب که

∥ f1 − g ∥∞ ≤ ess supmax{∥ f1(t)− g(t) ∥, ∥ f2(t)− g(t) ∥}

≤ max{∥ f1 − g ∥∞, ∥ f2 − g ∥∞} (1.4)



L∞(I,X)در همزمان تقریب بهترین .4 38فصل

داریم: مشابه طور به

∥ f2 − g ∥∞ ≤ max{∥ f1 − g ∥∞, ∥ f2 − g ∥∞} (2.4)

داشت: خواهیم 2.4 و 1.4 از بنابراین

ess supmax{∥ f1(t)− g(t) ∥, ∥ f2(t)− g(t) ∥} = max{∥ f1 − g ∥∞, ∥ f2 − g ∥∞} (3.4)

که: دانیم می

ess sup inf
h∈G

max{∥ f1(t)− h ∥, ∥ f2(t)− h ∥}

≤ ess supmax{∥ f1(t)− g(t) ∥, ∥ f2(t)− g(t) ∥} (4.4)

داشت: خواهیم g ∈ L∞(I,G) تمامی براي است دلخواه g اینکه و 4.4 و 3.4 از استفاده با بنابراین

ess sup d∞((f1(t), f2(t)), D(G)) ≤ max{∥ f1 − g ∥∞, ∥ f2 − g ∥∞}

که: گیریم می نتیجه پس

∥ ϕ ∥∞ ≤ d∞((f1, f2), D(L∞(I,G)) (5.4)

در شمارش قابل مقادیر با توابعی f ′2 و f ′1 و باشد ϵ > 0 کنید فرض پردازیم. می نامساوي عکس اثبات به حال

که: قسمی به باشند L∞(I,X)

∥ f1 − f ′1 ∥∞<
ϵ

3 , ∥ f2 − f
′2 ∥∞<

ϵ

3

∪∞i=1Ai = 1 و است µ(Ai) > 0 ،i هر براي و است ثابت تابع 1 که f ′2 =
∑∞

i=1 1Ai⊗yi و f ′1 =
∑∞

i=1 1Ai⊗xi که

است.

باشیم: داشته hi ∈ G هر براي کنید فرض

max{∥ xi − hi, ∥ yi − hi ∥} < d∞((xi, yi), D(G)) +
ε

3
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داریم: همچنین است. g ∈ L∞(I,G) ، 6.4.3 لم به بنا بنابراین باشد. g =
∑∞

i=1 1Ai ⊗ hi و

d∞((f1, f2), D(L∞(I,G))

≤ d∞((f1, f2), (f ′1, f ′2)) + d∞((f ′1, f ′2), D(L∞(I,G)))

≤ max{∥ f1 − f ′1 ∥∞, ∥ f2 − f ′2 ∥∞}+ d∞((f ′1, f ′2), D(L∞(I,G)))

≤ ε
3 + d∞((f ′1, f ′2), D(L∞(I,G)))

≤ ε
3 +max{∥ f ′1 − g ∥∞, ∥ f ′2 − g ∥∞}

≤ ε
3 + ess supmax{∥ f ′1(t)− g(t) ∥, ∥ f ′2(t)− g(t) ∥}

≤ ε
3 + ess supmax{

∑∞
i=1 1Ai

(t) ∥ xi − hi ∥,
∑∞

i=1 1Ai
(t) ∥ yi − hi ∥}

≤ ε
3 + ess sup

∑∞
i=1 1Ai(t)max{∥ xi − hi ∥, ∥ yi − hi ∥}

≤ ε
3 + ess sup

∑∞
i=1 1Ai(t)d∞((xi, yi), D(G)) + ε

3

≤ 2ε
3 + ess sup d∞((f ′1(t), f ′2(t)), D(G))

≤ 2ε
3 + ess sup d∞((f1(t), f2(t)), D(G)) + max{∥ f1(t)− f ′1(t) ∥, ∥ f2(t)− f ′2(t) ∥}

≤ 2ε
3 + ess sup d∞((f1(t), f2(t)), D(G)) + ess supmax{∥ f1(t)− f ′1(t) ∥, ∥ f2(t)− f ′2(t) ∥}

≤ 2ε
3 + ess sup d∞((f1(t), f2(t)), D(G)) + max{∥ f1 − f ′1 ∥∞, ∥ f2 − f ′2 ∥∞}

≤ ε+ ess sup d∞((f1(t), f2(t)), D(G))

≤ ε+ ∥ ϕ ∥∞
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پس . بود دلخواه ϵ چون و

d∞((f1, f2), D(L∞(I,G)) ≤ ∥ ϕ ∥∞ (6.4)

که: گیریم می نتیجه 6.4 و 5.4 از بنابراین

∥ ϕ ∥∞= d∞((f1, f2), D(L∞(I,X))

f1, f2 ∈ L∞(I,X) فرضکنید باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X فرضکنید .2.3.4 قضیه

بهترین یک f صورت این در باشد. G از X در f2(t) و f1(t) براي همزمان تقریب بهترین یک f(t) اگر باشند.

است. L∞(I,G) از L∞(I,X) در f2 و f1 براي همزمان تقریب

هر براي صورت این در باشد. G از X در f2(t) و f1(t) براي همزمان تقریب بهترین یک f(t) کنید فرض اثبات.

داریم: z ∈ G

max{∥ f1(t)− f(t) ∥, ∥ f2(t)− f(t) ∥} ≤ max{∥ f1(t)− z ∥, ∥ f2(t)− z ∥} (7.4)

داریم: نرم خواص از استفاده با است. L∞(I,G) به متعلق f که دهیم می نشان ابتدا در

∥ f(t) ∥ − ∥ f1(t) ∥≤∥ f1(t)− f(t) ∥ (8.4)

داشت: خواهیم 7.4 از همچنین و

∥ f1(t)− f(t) ∥≤ max{∥ f1(t)− z ∥, ∥ f2(t)− z ∥}

داشت: خواهیم z = 0 جایگذاري و 8.4 و 7.4 از استفاده با بنابراین

∥ f(t) ∥ − ∥ f1(t) ∥≤ max{∥ f1(t) ∥, ∥ f2(t) ∥}
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داریم: لذا

∥ f(t) ∥≤ max{∥ f1(t) ∥, ∥ f2(t) ∥}+ ∥ f1(t) ∥

که: گیریم می نتیجه پس

∥ f(t) ∥≤ 2max{∥ f1(t) ∥, ∥ f2(t) ∥}

: همچنین و

∥ f ∥∞≤ 2max{∥ f1 ∥∞, ∥ f2 ∥∞}

داریم: 1.3.4 قضیه از استفاده با است. f ∈ L∞(I,G) پس

ess sup d∞((f1(t), f2(t)), D(G)) = d∞((f1, f2), D(L∞(I,G))

بنابراین است G از X در f2(t) و f1(t) براي همزمان تقریب بهترین یک f(t) چون و

ess supmax{∥ f1(t)− f(t) ∥, ∥ f2(t)− f(t) ∥} = d∞((f1, f2), D(L∞(I,G))

پس

max{∥ f1 − f ∥∞, ∥ f2 − f ∥∞} = d∞((f1, f2), D(L∞(I,G))

است. L∞(I,G)از L∞(I,X) در f2 و f1 براي همزمان تقریب بهترین یک f لذا

صورت: این در باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .3.3.4 لم

D(L∞(I,G)) = L∞(I,D(G)) .1

L∞(I,G)
⊕
∞

L∞(I,G) = L∞(I,G
⊕
∞

G) .2

که باشند تابع دو f1, f2 کنید فرض دارد. مشابه اثباتی اول قسمت کنیم. می ثابت را دوم قسمت اثبات.

f1, f2 : I → G
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. باشد f ∈ L∞(I,G
⊕
∞

G) و باشد f(t) = (f1(t), f2(t)) و

زیرا: پذیرند اندازه توابعی نیز f2 و f1 ، است پذیر اندازه تابع یک f چون

max{∥ f1(t) ∥, ∥ f2(t) ∥} ≤∥ f(t) ∥≤∥ f ∥∞

داریم حال هستند. f1, f2 ∈ L∞(I,G) پس

∥ f1(t) ∥ ≤ max{∥ f1(t) ∥, ∥ f2(t) ∥} ≤ max{∥ f1 ∥∞, ∥ f2 ∥∞}

پس

∥ f1 ∥∞≤ ess supmax{∥ f1(t) ∥, ∥ f2(t) ∥} ≤ max{∥ f1 ∥∞, ∥ f2 ∥∞}

مشابه طور به

∥ f2 ∥∞≤ ess supmax{∥ f1(t) ∥, ∥ f2(t) ∥} ≤ max{∥ f1 ∥∞, ∥ f2 ∥∞}

داشت: خواهیم پس

ess supmax{∥ f1(t) ∥, ∥ f2(t) ∥} = max{∥ f1 ∥∞, ∥ f2 ∥∞} (9.4)

کنیم: می تعریف زیر صورت به را ϕ نگاشت

ϕ : L∞(I,G
⊕
∞

G)→ L∞(I,G)
⊕
∞

L∞(I,G)

ایزومتریک عملگر یک ϕ که دهیم می نشان 1.2.4 تعریف و 9.4 از استفاده با حال است. ϕ(f) = (f1, f2) که
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داشت: خواهیم بنابراین است.

∥ ϕ(f) ∥ = max{∥ f1 ∥∞, ∥ f2 ∥∞}

= ess supmax{∥ f1(t) ∥, ∥ f2(t) ∥}

= ess sup ∥ f(t) ∥

= ∥ f ∥∞

شد. ثابت قضیه و

زیر عبارات صورت این در باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .4.3.4 قضیه

معادلند:

است. L∞(I,X
⊕
∞

X) در پروکسیمینال L∞(I,D(G)) .1

است. L∞(I,X)
⊕
∞

L∞(I,X) در پروکسیمینال همزمان طور به D(L∞(I,G)) .2

D(L∞(I,G)) اگر فقط و اگر است L∞(I,X⊕∞X) در پروکسیمینال L∞(I,D(G)) ، 3.3.4 لم از استفاده با اثبات.

باشد. L∞(I,X)
⊕
∞

L∞(I,X) در پروکسیمینال همزمان طور به



5 فصل
توابع فضاي در همزمان تقریب بهترین

عملگرها و
مقدمه 1.5

بهترین مفهوم پردازیم. می عملگرها و توابع فضاي در همزمان تقریب بهترین مفهوم بررسی به فصل این در

، داده قرار مطالعه مورد S فشرده هاسدورف فضاي روي مقدار X پیوسته توابع فضاي در را همزمان تقریب

مفهوم با را آن رابطه کرده اثبات و بیان را آن خواص سپس کنیم. می تعریف را همزمان تقریب نگاشت مفهوم

بهترین در را آن نقش و داده ارائه جمعوند - M مفهوم از تعریفی انتها در کنیم. می بیان همزمان تقریب بهترین

است. شده استفاده [3] و [2] مرجع از فصل این در کنیم. می بررسی همزمان تقریب

همزمان تقریب نگاشت 2.5

L∞(S,X) صورت این در باشد. باناخ فضاي یک X و فشرده هاسدورف فضاي یک S کنید فرض .1.2.5 تعریف

است: زیر صورت به آن بر شده تعریف نرم که است X به S از کراندار توابع تمامی باناخ فضاي

∥ f ∥= sup
s∈S
∥ f(s) ∥

X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X و فشرده هاسدورف فضاي یک S کنید فرض .2.2.5 تعریف

است. پیوسته توابع تمامی شامل که است L∞(S,X) از اي مجموعه زیر C(S,G) باشد.

44
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عملگر تمامی باناخ فضاي L(X,Y ) صورت این در باشند. باناخ فضاي دو Y و X کنید فرض .3.2.5 تعریف

است. Y به X از کراندار خطی هاي

کنیم: می تعریف زیر صورت به را PG(x1, x2) باشند. x1, x2 ∈ X کنید فرض .4.2.5 تعریف

PG(x1, x2) = {g ∈ G : d({x1, x2}, G) = max{∥x1 − g∥, ∥x2 − g∥}}

است. ناتهی x1, x2 ∈ X هر براي PG(x1, x2) آنگاه باشد X در پروکسیمینال همزمان طور به G اگر

همزمان طور به G اگر باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .5.2.5 تعریف
1 همزمان تقریب نگاشت از منظور صورت این در باشد. X در پروکسیمینال

ΠG : X
⊕
∞

X → G

نگارد. می PG(x1, x2) در عضوي به را (x1, x2) ∈ X
⊕
∞

X عضو هر که است

طور به G اگر صورت این در باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .6.2.5 قضیه

صورت: این در باشد. همزمان تقریب نگاشت یک ΠG : X
⊕
∞

X → G و باشد X در پروکسیمینال همزمان

داریم: X به متعلق x1, x2 هر براي .1

ΠG(ΠG(x1, x2),ΠG(x1, x2)) = ΠG(x1, x2)

داریم: X به متعلق x1, x2 هر براي .2

ΠG(x1, x2) 6 2∥(x1, x2)∥

داریم: g ∈ G هر و X به متعلق x1, x2 هر براي .3

ΠG((x1, x2) + (g, g)) = ΠG(x1, x2) + g

1Simultaneous Proximity map
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داریم: α ثابت عدد و X به متعلق x1, x2 هر براي .4

ΠG(α(x1, x2)) = αΠG(x1, x2)

است. پیوسته 41.1.1 قضیه به بنا لذا است کراندار و خطی ΠG که گیریم می نتیجه بالا خواص از

و باشد دلخواه (x1, x2) ∈ X
⊕
∞

X کنید فرض . ΠG((g, g)) = g داریم g ∈ G هر براي .1 اثبات.

داشت: خواهیم بنابراین باشد. ΠG(x1, x2) = g

ΠG(ΠG(x1, x2),ΠG(x1, x2)) = ΠG((g, g))

= ΠG(x1, x2)

داریم: X⊕
∞

X به متعلق (y1, y2) و (x1, x2) هر براي .2

∥ (x1, x2)−ΠG(x1, x2) ∥ ≤ ∥ (x1, x2)−ΠG(y1, y2) ∥

≤ ∥ (x1, x2)− (y1, y2) ∥ + ∥ (y1, y2)−ΠG(y1, y2) ∥ (1.5)

که: گیریم می نتیجه 1.5 از

∥ (x1, x2)−ΠG(x1, x2) ∥ − ∥ (y1, y2)−ΠG(y1, y2) ∥≤∥ (x1, x2)− (y1, y2) ∥

داریم: y = (0,0) دادن قرار با لذا است. ΠG(0,0) = 0

∥ (x1, x2)−ΠG(x1, x2) ∥≤∥ (x1, x2) ∥ (2.5)

که: گیریم می نتیجه نرم خواص از استفاده با حال

∥ ΠG(x1, x2) ∥≤∥ ΠG(x1, x2)− (x1, x2) ∥ + ∥ (x1, x2) ∥ (3.5)
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داریم: 3.5 و 2.5 از

∥ ΠG(x1, x2) ∥ ≤ ∥ ΠG(x1, x2)− (x1, x2) ∥ + ∥ (x1, x2) ∥

≤ 2 ∥ (x1, x2) ∥

داریم: X به متعلق x1, x2 هر براي .3

ΠG((x1, x2) + (g, g)) = PG((x1, x2) + (g, g))

= PG(x1, x2) + PG(g, g)

= PG(x1, x2) + g

= ΠG(x1, x2) + g

داریم: α ثابت عدد و X به متعلق x1, x2 هر براي .4

ΠG(α(x1, x2)) = PG(α(x1, x2))

= αPG(x1, x2)

= αΠG(x1, x2)

جمعوند - M و تصویر - M 3.5
می نامیده 2 تصویر -M ،P : X → G خطی تصویر یک باشد. باناخ فضاي یک X کنید فرض .1.3.5 تعریف

باشیم: داشته x ∈ X هر براي هرگاه شود

∥ x ∥= max{∥ P (x) ∥, ∥ x− P (x) ∥}

2M - projection
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باشد. تصویر - M یک برد در گاه هر شود می نامیده جمعوند - M یک ،G ⊆ X بسته زیرفضاي یک

همزمان طور به G صورت این در باشد. X از جمعوند - M زیرفضاي یک G کنید فرض .2.3.5 قضیه

است. خطی همزمان تقریب نگاشت یک داراي G علاوه به است. X در پروکسیمینال

است. X از جمعوند - M زیرفضاي یک G فرض به بنا باشد. θ = P (x1)+P (x2)2 و x1, x2 ∈ X کنید فرض اثبات.

داشت: خواهیم پس

∥ x1 − θ ∥ = ∥ x1 −
P (x1) + P (x2)

2 ∥

= ∥ x1 − P (x1) +
1
2 (P (x1)− P (x2)) ∥

= max{∥ x1 − P (x1) ∥,
1
2 ∥ P (x1)− P (x2) ∥}

مشابه طور به

∥ x2 − θ ∥= max{∥ x2 − P (x2) ∥, 12 ∥ P (x1)− P (x2) ∥}

داریم: بنابراین

max{∥ x1 − θ ∥, ∥ x2 − θ ∥} ≤ max{∥ x1 − P (x1) ∥, ∥ x2 − P (x2) ∥,
1
2 ∥ P (x1)− P (x2) ∥} (4.5)

داریم: صورت این در باشد. z ∈ G کنید فرض حال

1
2 ∥ P (x1)− P (x2) ∥ =

1
2 ∥ P (x1)− z + z − P (x2) ∥

≤ 1
2 ∥ P (x1)− z ∥ +

1
2 ∥ P (x2)− z ∥

≤ max{∥ P (x1)− z ∥, ∥ P (x2)− z ∥} (5.5)



نتایج .4.549

که: گیریم می نتیجه 5.5 و 4.5 از استفاده با

max{∥x1 − θ∥, ∥x2 − θ∥} ≤ max{max{∥x1 − P (x1)∥, ∥P (x1)− z∥},

max{∥x2 − P (x2)∥, ∥P (x2)− z∥}}

= max{∥x1 − z∥, ∥x2 − z∥}

داریم: z ∈ G هر براي است دلخواه z ∈ G اینکه و است X از جمعوند - M فضاي زیر یک G اینکه از

max{∥ x1 − θ ∥, ∥ x2 − θ ∥} ≤ max{∥ x1 − z ∥, ∥ x2 − z ∥}

X در پروکسیمینال همزمان طور به G و است x1, x2 ∈ X براي همزمان تقریب بهترین یک θ ∈ G بنابراین

است.

کنیم: می تعریف زیر صورت به را Π نگاشت حال

Π : X
⊕
∞

X → G,Π(x1, x2) =
P (x1) + P (x2)

2

خطی از نیز آن بودن خطی است. همزمان تقریب نگاشت یک Π همزمان، تقریب نگاشت تعریف طبق وضوح به

شود. می نتیجه P بودن

تقریب نگاشت داراي G صورت این در باشد. X از جمعوند - M زیرفضاي یک G کنید فرض .3.3.5 نتیجه

است. پیوسته همزمان

است. 2.3.5 قضیه از اي نتیجه اثبات.

نتایج 4.5
پردازیم. می مهم قضیه چند اثبات به قسمت این در

در باشد. X باناخ فضاي از بسته فضاي زیر یک G و فشرده هاسدورف فضاي یک S کنید فرض .1.4.5 قضیه

داریم: f1, f2 ∈ C(S,X) هر براي صورت این
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d(f1, f2, C(S,G)) = d(f1, f2, L∞(S,G)) = supt∈S d(f1(t), f2(t), G)

داریم: پس است. C(S,G) ⊆ L∞(S,G) اثبات.

d(f1, f2, C(S,G)) ≥ d(f1, f2, L∞(S,G)) (6.5)

که کنیم ثابت خواهیم می اکنون هم

d(f1, f2, L∞(S,G)) ≥ sup
t∈S

d(f1(t), f2(t), G)

داشت: خواهیم باشد. دلخواه g ∈ L∞(S,G) اگر

max{∥ f1(t)− g(t) ∥, ∥ f2(t)− g(t) ∥} ≥ d(f1(t), f2(t), G)

داشت: خواهیم نامساوي طرف دو از سوپریمم گرفتن با

max{∥ f1 − g ∥, ∥ f2 − g ∥} ≥ sup
t∈S

d(f1(t), f2(t), G)

گیریم: می نتیجه بنابراین بود. دلخواه g ∈ L∞(S,G) چون

inf
g∈L∞(S,G)

max{∥ f1 − g ∥, ∥ f2 − g ∥} ≥ sup
t∈S

d(f1(t), f2(t), G)

d(f1, f2, L∞(S,G)) ≥ sup
t∈S

d(f1(t), f2(t), G) (7.5)

که: کنیم ثابت باید حال

d(f1, f2, C(S,G)) ≤ sup
t∈S

d(f1(t), f2(t), G)

t ∈ S براي باشد. λ > sup d(f1(t), f2(t), G) کنید فرض کنیم. می یررسی را 46.1.1 قضیه شرایط اثبات براي

کنیم: می تعریف زیر صورت به را ϕ(t) ،

ϕ(t) = {h ∈ G : max{∥ f1(t)− h ∥, ∥ f2(t)− h ∥} ≤ λ} (8.5)
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است. λ > sup d(f1(t), f2(t), G) زیرا است G از تهی غیر بسته مجموعه زیر یک ϕ لذا

این براي است. 3 پایین از پیوسته نیم نگاشت یک ϕ و است محدب ϕ(t) ، t ∈ S هر براي که داد نشان باید

8.5 طبق لذا هستند. h1, h2 ∈ ϕ(t) چون باشند. 0 ≤ α ≤ 1 و h1, h2 ∈ ϕ(t) و باشد t ∈ S کنید فرض منظور

داریم:

max{∥ f1(t)− h1 ∥, ∥ f2(t)− h1 ∥} ≤ λ (9.5)

همچنین و

max{∥ f1(t)− h2 ∥, ∥ f2(t)− h2 ∥} ≤ λ (10.5)

داریم: 10.5 و 9.5 از استفاده با لذا است. محدب ϕکه کنیم ثابت خواهیم می حال

max{∥ f1(t)− αh1 − (1− α)h2 ∥, ∥ f2(t)− αh1 − (1− α)h2 ∥}

= max{∥ f1(t)− αf1(t) + αf1(t)− αh1 − (1− α)h2 ∥

, ∥ f2(t)− αf2(t) + αf2(t)− αh1 − (1− α)h2 ∥}

≤ max{α ∥ f1(t)− h1 ∥ +(1− α) ∥ f1(t)− h2 ∥, α ∥ f2(t)− h1 ∥ +(1− α) ∥ f2(t)− h2 ∥}

≤ αmax{∥ f1(t)− h1 ∥, ∥ f2(t)− h1 ∥}+ (1− α)max{∥ f1(t)− h2 ∥, ∥ f2(t)− h2 ∥}

≤ αλ+ (1− α)λ = λ

فرض 45.1.1 تعریف به بنا منظور این براي است. پایین از پیوسته نیم نگاشت یک ϕ که دهیم می نشان حال

دهید: قرار و باشد G در باز مجموعه یک a کنید

a∗ = {t ∈ S : ϕ(t) ∩ a ̸= ∅}

3Lower semicontinuous
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متعلق اي hپس .ϕ(σ)∩a ̸= ∅ داریم آنگاه باشد σ ∈ a∗ کنید فرض است. باز a∗ دهیم نشان خواهیم می حال

که: قسمی به دارد وجود a به

max{∥ f1(σ)− h ∥, ∥ f2(σ)− h ∥} ≤ λ

داشت: خواهیم داریم λ از که تعریفی با

λ > infy∈G max{∥ f1(σ)− y ∥, ∥ f2(σ)− y ∥}

که: قسمی به دارد وجود G به متعلق اي h′ صورت این در

max{∥ f1(σ)− h′ ∥, ∥ f2(σ)− h′ ∥} < λ

موجود صفر از بزرگتر اي ϵ باز مجموعه تعریف طبق لذا بود، باز اي مجموعه a چون است. h ∈ a فرض طبق

که: قسمی به است

B(h, ϵ) = {y ∈ G :∥ y − h ∥< ϵ} ⊆ a (11.5)

داشت: خواهیم آنگاه باشد. ∥ h− h′ ∥≥ 1+ ϵ
2 اگر باشد. δ = ϵ

2∥h−h′∥ کنید فرض

δ = ϵ
2∥h−h′∥ ≤

ϵ
2(1+ ϵ2 )

= ϵ
ϵ+2 ≤ 1

داشت: خواهیم صورت این در باشد. h′′ = (1− δ)h+ δh′ کنید فرض حال

∥ h′′ − h ∥=∥ (1− δ)h+ δh′ − h′ ∥= δ ∥ h− h′ ∥< ϵ

است. h′′ ∈ ϕ(σ) لذا است محدب ϕ(σ) چون .h′′ ∈ a که گیریم می نتیجه 11.5 طبق و است h′′ ∈ B(h, ϵ) پس

داشت: خواهیم پس

max{∥ f1(σ)− h′′ ∥, ∥ f2(σ)− h′′ ∥} < λ (12.5)
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t ∈ N هر براي که قسمی به باشد σ از همسایگی یک N کنید فرض است. باز a∗ که دهیم نشان خواهیم می

باشیم: داشته

max{∥ f1(σ)− f1(t) ∥, ∥ f2(σ)− f2(t) ∥} < λ−max{∥ f1(σ)− h′′ ∥, ∥ f2(σ)− h′′ ∥} (13.5)

داریم: t ∈ N هر براي 13.5 بر بنا است. موجود همسایگی این 12.5 طبق

max{∥ f1(t)− h′′ ∥, ∥ f2(t)− h′′ ∥}

≤ max{∥ f1(t)− f1(σ) ∥ + ∥ f1(σ)− h′′ ∥, ∥ f2(t)− f2(σ) ∥ + ∥ f2(σ)− h′′ ∥}

≤ max{∥ f1(t)− f1(σ) ∥, ∥ f2(t)− f2(σ) ∥}+max{∥ f1(σ)− h′′ ∥, ∥ f2(σ)− h′′ ∥}

≤ λ−max{∥ f1(σ)− h′′ ∥, ∥ f2(σ)− h′′ ∥}+max{∥ f1(σ)− h′′ ∥, ∥ f2(σ)− h′′ ∥}

≤ λ

پایین از پیوسته نیم نگاشت یک ϕ لذا است. باز a∗ پس . N ⊆ a∗ و t ∈ a∗ ، h′′ ∈ ϕ(t) ∩ a داریم درنهایت

قسمی به است موجود C(S,G) به متعلق اي g ، 46.1.1 قضیه به بنا است. برقرار 46.1.1 قضیه شرایط است.

داریم: t ∈ S هر براي پس است. g(t) ∈ ϕ(t) ، t ∈ S هر براي که

max{∥ f1(t)− g(t) ∥, ∥ f2(t)− g(t) ∥} ≤ λ

لذا:

max{∥ f1 − g ∥, ∥ f2 − g ∥} ≤ λ

بنابراین

d(f1, f2, C(S,G)) ≤ max{∥ f1 − g ∥, ∥ f2 − g ∥} ≤ λ
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داریم: پس

d(f1, f2, C(S,G)) ≤ sup
t∈S

d(f1(t), f2(t), G) (14.5)

که: گیریم می نتیجه 14.5 و 7.5 ،6.5 از

d(f1, f2, C(S,G)) = d(f1, f2, L∞(S,G)) = supt∈S d(f1(t), f2(t), G)

از بسته فضاي زیر دو G و H و باناخ فضاي یک X باشد. فشرده هاسدورف فضاي یک S کنید فرض .2.4.5 لم

داریم: صورت این در باشند. X

C(S,H
⊕
∞

G) = C(S,H)
⊕
∞

C(S,G)

f(t) = (f1(t), f2(t)) و f2 : S → G و f1 : S → H ، t ∈ S هر براي و باشد f ∈ C(S,H⊕
∞

G) کنید فرض اثبات.

کنیم: می تعریف زیر صورت به را Ψ نگاشت هستند. f2 ∈ C(S,G) و f1 ∈ C(S,H) . باشد

Ψ : C(S,H
⊕
∞

G)→ C(S,H)
⊕
∞

C(S,G)

زیرا است ایزومتریک ψ نگاشت . است ψ(f) = (f1, f2) که

∥ Ψ(f) ∥ = max{∥ f1 ∥, ∥ f2 ∥}

= supmax{∥ f1(t) ∥, ∥ f2(t) ∥}

= sup ∥ f(t) ∥

= ∥ f ∥
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در باشد. X باناخ فضاي از بسته فضاي زیر یک G و فشرده هاسدورف فضاي یک S کنید فرض .3.4.5 قضیه

صورت: این

در پروکسیمینال همزمان طور به G آنگاه باشد C(S,X) در پروکسیمینال همزمان طور به C(S,G) اگر .1

است. X

در پروکسیمینال همزمان طور به C(S,G) آنگاه باشد داشته پیوسته همزمان تقریب نگاشت یک G اگر .2

است. پیوسته همزمان تقریب نگاشت یک داراي و است C(S,X)

ضابطه با ترتیب به s ∈ S هر براي را fx : S → X و fy : S → X توابع باشند. x, y ∈ X کنید فرض .1 اثبات.

بگیرید. نظر در fx(s) = x و fy(s) = y هاي

اي g ، 1.4.5 قضیه به بنا لذا است C(S,X) در پروکسیمینال همزمان طور به C(S,G) چون فرض طبق

که قسمی به C(S,G) به متعلق

max{∥ fy − g ∥, ∥ fx − g ∥} = d(fy, fx, C(S,G))

= sup
s∈S

d(fy(s), fx(s), G)

= sup
s∈S

d(x, y,G)

داریم: s0 ∈ S یک براي لذا

max{∥ fy(s0)− g(s0) ∥, ∥ fx(s0)− g(s0) ∥} ≤ d(x, y,G)

است. G از x, y براي همزمان تقریب بهترین یک g(s0) بنابراین

ضابطه با G براي پیوسته همزمان تقریب نگاشت یک A : X
⊕
∞

X → G کنید فرض .2

A(x1, x2) = PG(x1, x2)
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کنیم می تعریف زیر صورت به را A′ باشد.

A′ : C(S,X
⊕
∞

X)→ C(S,G)

نوشت: زیر صورت به s ∈ S هر براي را A′ توان می 2.4.5 لم طبق است. A′(f) = A ◦ f که

A′ : C(S,X)
⊕
∞

C(S,X)→ C(S,G)

از: است عبارت آن ضابطه که

A′(f1, f2)(s) = A(f1(s), f2(s)) = PG(f1(s), f2(s))

داریم: s ∈ S هر براي صورت این در باشد. g ∈ C(S,G) کنید فرض است. A′(f1, f2) ∈ C(S,G) لذا

max{∥ f1(s)−A(f1(s), f2(s)) ∥, ∥ f2(s)−A(f1(s), f2(s)) ∥}

= max{∥ f1(s)− PG(f1(s), f2(s)) ∥, ∥ f2(s)− PG(f1(s), f2(s)) ∥}

≤ max{∥ f1(s)− g(s) ∥, ∥ f2(s)− g(s) ∥}

داشت: خواهیم 1.4.5 قضیه به بنا لذا

max{∥ f1 −A(f1, f2) ∥, ∥ f2 −A(f1, f2) ∥} ≤ max{∥ f1 − g ∥, ∥ f2 − g ∥}

همزمان طور به C(S,G) لذا و است C(S,G) از f2 و f1 براي همزمان تقریب بهترین یک A(f1, f2) پس

همچنین است. C(S,X) در پروکسیمینال

A′ : C(S,X)
⊕
∞

C(S,X)→ C(S,G)

است. پیوسته همزمان تقریب نگاشت یک
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به C(S,G) صورت این در باشد. X باناخ فضاي از جمعوند - M فضاي زیر یک G کنید فرض .4.4.5 نتیجه

دارد. پیوسته همزمان تقریب نگاشت یک و است C(S,X) در پروکسیمینال همزمان طور

نگاشت یک داراي G ، 3.3.5 نتیجه به بنا لذا است X باناخ فضاي از جمعوند - M زیرفضاي یک G چون اثبات.

یک و است C(S,X) در پروکسیمینال همزمان طور به C(S,G) ، 3.4.5 قضیه طبق و است همزمان تقریب

دارد. پیوسته همزمان تقریب نگاشت

داریم: آنگاه . باشد باناخ فضاي Xیک کنید فرض .5.4.5 لم

L(X,X
⊕
∞

X) = L(X,X)
⊕
∞

L(X,X)

کنیم: می تعریف باشد. T (x) = (z1, z2) و T ∈ L(X,X
⊕
∞

X) کنید فرض اثبات.

A(x) = z1, B(x) = z2

داریم: است ∥ x ∥= 1 که x ∈ X هر براي هستند. A,B ∈ L(X,Y ) صورت این در

∥ A(x) ∥≤ max{∥ A(x) ∥, ∥ B(x) ∥} ≤ max{∥ A ∥, ∥ B ∥}

داشت: خواهیم بالا عبارت از سوپریمم گرفتن با

∥ A ∥≤ sup
∥x∥=1

max{∥ A(x) ∥, ∥ B(x) ∥} ≤ max{∥ A ∥, ∥ B ∥} (15.5)

داریم: مشابه طور به

∥ B ∥≤ sup
∥x∥=1

max{∥ A(x) ∥, ∥ B(x) ∥} ≤ max{∥ A ∥, ∥ B ∥} (16.5)

داریم: 16.5 و 15.5 از استفاده با

max{∥ A ∥, ∥ B ∥} ≤ sup
∥x∥=1

max{∥ A(x) ∥, ∥ B(x) ∥} ≤ max{∥ A ∥, ∥ B ∥}
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داشت: خواهیم بنابراین

max{∥ A ∥, ∥ B ∥} = sup
∥x∥=1

max{∥ A(x) ∥, ∥ B(x) ∥}

کنیم: می تعریف

ϕ : L(X,X
⊕
∞

X)→ L(X,X)
⊕
∞

L(X,X)

زیرا: است ایزومتریک نگاشت این وضوح به است. ϕ(t) = (A,B) که

∥ ϕ(T ) ∥ = max{∥ A ∥, ∥ B ∥}

= supmax{∥ A(x) ∥, ∥ B(x) ∥}

= sup ∥ T (x) ∥

= ∥ T ∥

باناخ فضاي از پروکسیمینال همزمان طور به فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .6.4.5 قضیه

در پروکسیمینال همزمان طور به L(X,G) آنگاه باشد خطی همزمان تقریب نگاشت یک داراي G اگر باشد. Y

دارد. خطی همزمان تقریب نگاشت یک و است L(X,Y )

متعلق (x, y) هر براي که باشد G براي خطی همزمان تقریب نگاشت یک Π : Y
⊕
∞

Y → G کنید فرض اثبات.

است: زیر صورت به آن ضابطه Y
⊕
∞

Y به

Π(x, y) = PG(x, y)

بنا است. f = (f1, f2) که گیریم می نظر در A(f) = Π ◦ f ضابطه با را A : L(X,Y
⊕
∞

Y )→ L(X,G) نگاشت

داریم: 5.4.5 لم به
A : L(X,Y )

⊕
∞

L(X,Y )→ L(X,G)
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است: زیر صورت به آن ضابطه x ∈ X هر براي و

A(f1, f2) = Π ◦ (f1, f2)

Π ◦ (f1, f2)(x) = Π(f1(x), f2(x)) = PG(f1(x), f2(x))

L(X,Y )
⊕
∞

L(X,Y ) به متعلق (g1, g2) و (f1, f2) هر براي زیرا است خطی نگاشت یک نگاشت، این همچنین

داشت: خواهیم ثابت β و α هر و

A(α(f1, f2) + β(g1, g2))(x) = Π ◦ (α(f1, f2) + β(g1, g2))(x)

= Π(α(f1(x), f2(x)) + β(g1(x), g2(x)))

= PG(α(f1(x), f2(x)) + β(g1(x), g2(x)))

= αPG(f1(x), f2(x)) + βPG(g1(x), g2(x))

= αΠ(f1(x), f2(x)) + βΠ(g1(x), g2(x))

= αA(f1, f2)(x) + βA(g1, g2)(x)

= (αA(f1, f2) + βA(g1, g2))(x)

طور به L(X,G) که کنیم ثابت خواهیم می حال است. L(X,G) براي خطی همزمان تقریب نگاشت یک Aپس

است. L(X,Y ) در پروکسیمینال همزمان

داریم: x ∈ X هر براي صورت این در باشد. دلخواه g ∈ L(X,G) کنید فرض

max{∥ f1(x)−A(f1(x), f2(x)) ∥, ∥ f2(x)−A(f1(x), f2(x)) ∥}

= max{∥ f1(x)− PG(f1(x), f2(x)) ∥, ∥ f2(x)− PG(f1(x), f2(x)) ∥}

≤ max{∥ f1(x)− g(x) ∥, ∥ f2(x)− g(x) ∥}

داشت: خواهیم لذا
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max{∥ f1 −A(f1, f2) ∥, ∥ f2 −A(f1, f2) ∥} ≤ max{∥ f1 − g ∥, ∥ f2 − g ∥}

در پروکسیمینال همزمان طور به L(X,G) و است f1, f2 براي همزمان تقریب بهترین یک A(f1, f2) بنابراین

. است L(X,Y )

این در باشد. Y باناخ فضاي از جمعوند - M زیرفضاي یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .7.4.5 نتیجه

دارد. پیوسته همزمان تقریب نگاشت یک و است L(X,Y ) در پروکسیمینال همزمان طور به L(X,G) صورت

به L(X,G) 6.4.5 قضیه طبق و است پیوسته همزمان تقریب نگاشت یک داراي G ، 3.3.5 نتیجه به بنا اثبات.

دارد. پیوسته همزمان تقریب نگاشت یک و است L(X,Y ) در پروکسیمینال همزمان طور

به L(X,G) اگر باشد. Y باناخ فضاي از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .8.4.5 قضیه

است. Y در پروکسیمینال همزمان طور به G آنگاه باشد L(X,Y ) در پروکسیمینال همزمان طور

دارد وجود X∗ به متعلق اي x∗ ، 34.1.1 قضیه از استفاده با باشد. 0 ̸= x◦ ∈ X و y1, y2 ∈ Y کنید فرض اثبات.

بگیرید: نظر در را زیر عملگرهاي باشد. ∥ x∗ ∥= 1 و x∗(x◦) =∥ x◦ ∥ که قسمی به

x∗ ⊗ y1, x∗ ⊗ y2 : X → Y

x∗ ⊗ y1, x∗ ⊗ y2 کنیم. می تعریف (x∗ ⊗ yi)(x) = x∗(x)yi صورت به را آن ضابطه i = 1,2 و x ∈ X هر براي

زیرا دارند تعلق کراندار خطی عملگرهاي فضاي به

∥ (x∗ ⊗ yi)(x) ∥=∥ x∗(x)yi ∥≤∥ x∗ ∥∥ yi ∥≤∥ yi ∥
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داریم ثابت β و α براي همچنین و

x∗ ⊗ yi(αx1 + βx2) = x∗(αx1 + βx2)yi

= (αx∗(x1) + βx∗(x2))yi

= αx∗(x1)yi + βx∗(x2)yi

= αx∗ ⊗ yi(x1) + βx∗ ⊗ yi(x2)

دارد وجود L(X,G) به متعلق اي T لذا است L(X,Y ) در پروکسیمینال همزمان طور L(X,G) چون فرض طبق

که: قسمی به

max{∥ x∗ ⊗ y1 − T ∥, ∥ x∗ ⊗ y2 − T ∥} ≤ max{∥ x∗ ⊗ y1 −B ∥, ∥ x∗ ⊗ y2 −B ∥}, ∀B ∈ L(X,G)

بگیرید. نظر در T = x∗⊗g1 و است g ∈ G که کند می اشاره x∗⊗g شکل به عملگرهایی تمامی به B کنید فرض

داریم: g ∈ G هر براي صورت این در

max{∥ x∗ ⊗ y1 − T ∥, ∥ x∗ ⊗ y2 − T ∥} ≤ max{∥ x∗ ⊗ y1 − x∗ ⊗ g ∥, ∥ x∗ ⊗ y2 − x∗ ⊗ g ∥}

داشت: خواهیم لذا

max{∥ (x∗ ⊗ y1)(x◦)− T (x◦) ∥, ∥ (x∗ ⊗ y2)(x◦)− T (x◦) ∥}

= max{∥ x∗(x◦)y1 − x∗(x◦)g1 ∥, ∥ x∗(x◦)y2 − x∗(x◦)g1 ∥}

≤ max{∥ x∗(x◦)y1 − x∗(x◦)g ∥, ∥ x∗(x◦)y2 − x∗(x◦)g ∥}

که: گیریم می نتیجه g ∈ G هر براي پس

max{∥ y1 − g1 ∥, ∥ y2 − g1 ∥} ≤ max{∥ y1 − g ∥, ∥ y2 − g ∥}

است. G از y2 و y1 براي همزمان تقریب بهترین یک g1 همزمان، تقریب بهترین تعریف به بنا بنابراین
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در تهی غیر مجموعه یک S اینجا در که تفاوت این با است 1.4.5 قضیه همان شود می ارائه زیر در که لمی

است. شده گرفته نظر

باشد. تهی مخالف مجموعه یک S و X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .9.4.5 لم

داریم: f, g ∈ L∞(S,X) هر براي صورت این در

d(f, g, L∞(S,G)) = sups∈S d(f(s), g(s), G)

داریم: s ∈ S هر براي آنگاه باشد. h ∈ L∞(S,G) کنید فرض اثبات.

max{∥ f(s)− h(s) ∥, ∥ g(s)− h(s) ∥} ≥ d(f(s), g(s), G)

داریم: بالا نامساوي طرف دو از سوپریمم گرفتن با

max{∥ f − h ∥, ∥ g − h ∥} ≥ sup
s
d(f(s), g(s), G)

داریم: بود دلخواه h ∈ L∞(S,G) اینکه از حال

d(f, g, L∞(S,G)) ≥ sup
s
d(f(s), g(s), G)

در باشد. دلخواه ϵ > 0 کنید فرض پردازیم. می نامساوي عکس اثبات به حال شد. اثبات نامساوي طرف یک

که: قسمی به دارد وجود k(s) ∈ G ، s ∈ S هر براي صورت این

max{∥ f(s)− k(s) ∥, ∥ g(s)− k(s) ∥} < d(f(s), g(s), G) + ϵ (17.5)

گرفتن با است. h◦ ∈ L∞(S,G) کنیم. می تعریف h◦(s) = k(s) ، s ∈ S هر براي 28.1.1 قضیه از استفاده با

گیریم: می نتیجه 17.5 عبارت طرف دو از سوپریمم

d(f, g, L∞(S,G)) ≤ max{∥ f − h◦ ∥, ∥ g − h◦ ∥} < sup
s
d(f(s), g(s), G) + ϵ,

d(f, g, L∞(S,G)) ≤ sup
s
d(f(s), g(s), G) + ϵ
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داریم: لذا بود. دلخواه ϵ > 0 چون

d(f, g, L∞(S,G)) ≤ sup
s
d(f(s), g(s), G)

گردد. می ثابت قضیه و

تهی مخالف مجموعه یک S و X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .10.4.5 قضیه

معادلند: زیر عبارات صورت این در باشد.

است. X در پروکسیمینال همزمان طور به G .1

است. L∞(S,X) در پروکسیمینال همزمان طور به L∞(S,G) .2

2← 1 اثبات.

، s ∈ S هر براي لذا است X در پروکسیمینال همزمان طور به G چون باشند. f, g ∈ L∞(S,X) کنید فرض

که قسمی به دارد وجود G به متعلق اي k(s)

max{∥ f(s)− k(s) ∥, ∥ g(s)− k(s) ∥} ≤ max{∥ f(s)− z(s) ∥, ∥ g(s)− z(s) ∥} (18.5)

در که دارد وجود L∞(S,G) به متعلق اي k ، 28.1.1 قضیه از استفاده با است. z(s) ∈ G و z ∈ L∞(S,G) که

داریم: z ∈ L∞(S,G) هر براي بنابراین کند. می صدق 18.5

max{∥ f − k ∥, ∥ g − k ∥} ≤ max{∥ f − z ∥, ∥ g − z ∥}

لذا

sup
s
d(f(s), g(s), G) = max{∥ f − k ∥, ∥ g − k ∥} = d(f, g, L∞(S,G))

است. L∞(S,X) در پروکسیمینال همزمان طور به L∞(S,G) که کند می ایجاب این و

1← 2
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و fx(s) = x ضابطه با ترتیب به s ∈ S هر براي را fy : S → X و fx : S → X باشند. x, y ∈ X کنید فرض

داریم: 9.4.5 لم از استفاده با بگیرید. نظر در fy(s) = y

d(fx, fy, L
∞(S,G)) = sup

s
d(fx(s), fy(s), G) = d(x, y,G) (19.5)

L∞(S,G) به متعلق اي g لذا است L∞(S,X) در پروکسیمینال همزمان طور به L∞(S,G) چون فرض طبق

که: قسمی به دارد وجود

max{∥ fx − g ∥, ∥ fy − g ∥} = d(x, y,G)

که: بگیریم نظر در S به متعلق اي s0 توانیم می 19.5 از استفاده با لذا

max{∥ x− g(s0) ∥, ∥ y − g(s0 ∥} ≤ d(x, y,G)

است. G از y و x براي همزمان تقریب بهترین یک g(s0) لذا



6 فصل
همزمان تقریب بهترین از دیگر نتایجی

Lp(I,X) در
مقدمه 1.6

[1] توسط که گرفت قرار بررسی مورد Lp(I,X) توابع فضاي در همزمان تقریب بهترین مفهوم سوم فصل در

کنیم. می مطرح زمینه این در را جدید نتایجی فصل این در بود. شده انجام

چبیشف همزمان طور به شبه و ضعیف فضاي زیر 2.6
، X در x1, x2 هر براي اگر باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .1.2.6 تعریف

طور به ضعیف فضاي زیر یک G صورت این در باشد. X در متناهی بعد با و تهی غیر مجموعه یک PG(x1, x2)

شود. می نامیده چبیشف همزمان

، X در x1, x2 هر براي اگر باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .2.2.6 تعریف

همزمان طور به شبه فضاي زیر یک G صورت این در باشد. X در فشرده و تهی غیر مجموعه یک PG(x1, x2)

شود. می نامیده چبیشف

صورت این در . 1 ≤ p < ∞ و باشد X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .3.2.6 لم

طور به فضاي زیر یک G صورت این در باشد Lp(I,X) از چبیشف همزمان طور به فضاي زیر یک Lp(I,G) اگر

است. X در چبیشف همزمان

65
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X به متعلق x1, x2 هر براي لذا است. X در پروکسیمینال همزمان طور به G ، 6.5.3 قضیه به بنا اثبات.

، h2 = g2χE ، h1 = g1χE کنید فرض باشند. g1, g2 ∈ PG(x1, x2) کنید فرض است. PG(x1, x2) ̸= ∅ ،
∑n

i=1 1Ei
= 1 ، هستند جدا هم از دو به دو i = 1,2, · · · , n ازاي به ها Ei که باشند f2 = x2χE و f1 = x1χE

. ∪ni=1Ei = I و است 1 ثابت تابع 1 که

طور به فضاي زیر یک Lp(I,G) فرض طبق هستند. f1, f2 ∈ Lp(I,X) و h1, h2 ∈ Lp(I,G) ، 6.4.3 لم به بنا

داشت: خواهیم 5.5.3 قضیه و فرض این از استفاده با بنابراین است Lp(I,X) از چبیشف همزمان

h1 = h2 ⇒ g1χE = g2χE

⇒ g1 = g2

است. چبیشف همزمان طور به G لذا

صورت این در . 1 ≤ p <∞ و باشد X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .4.2.6 قضیه

باشد Lp(I,X) از چبیشف همزمان طور به شبه یا چبیشف همزمان طور به ضعیف فضاي زیر یک Lp(I,G) اگر

داراست. را خواص این نیز G صورت این در

قضیه به بنا باشد. Lp(I,X) از چبیشف همزمان طور به ضعیف فضاي زیر یک Lp(I,G) کنید فرض .1 اثبات.

از . PG(x1, x2) ̸= ∅ داریم X به متعلق x1, x2 هر براي لذا است پروکسیمینال همزمان طور به G ، 6.5.3

نباشد چبیشف همزمان طور به ضعیف فضاي زیر یک G کنیم می فرض کنیم. می استفاده خلف فرض

dimPG(x◦, x
′
◦) = +∞ که قسمی به دارند وجود X \G به متعلق اي x′◦ و X \G به متعلق اي x◦ بنابراین

داشت: خواهیم صورت این در باشد. دلخواه g ∈ PG(x◦, x
′
◦) کنید فرض

dimPG(x◦, x
′
◦) = dim[PG(x◦, x

′
◦)− g] = +∞

براي که است g1− g, g2− g, · · · مانند خطی مستقل عناصر نامتناهی تعداد شامل PG(x◦, x
′
◦)− g بنابراین

است. gn ∈ PG(x◦, x
′
◦) ، n ≥ 1 تمامی
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6.4.3 لم از باشند. f2 = x′◦χE و f1 = x◦χE ، hn = gnχE ، h = gχE ، n = 1,2, · · · براي فرضکنید حال

و h1, hn ∈ Lp(I,G) که هستند h1, hn ∈ PLp(I,G)(f1, f2) ، n = 1,2, · · · هر براي که گیریم می نتیجه

باشند. می f1, f2 ∈ Lp(I,X)

که گیریم می نتیجه بنابراین است. [PLp(I,G)(f1, f2)− h] عناصر از خطی دنباله یک {hn − h}n≥1

PLp(I,G)(f1, f2) = PLp(I,G)(f1, f2)− h = +∞

فرض لذا است. تناقض در است چبیشف همزمان طور به ضعیف فضاي زیر یک Lp(I,G) اینکه فرض با که

است. X در چبیشف همزمان طور به ضعیف فضاي زیر یک G و باطل خلف

که کنید فرض باشد. Lp(I,X) از چبیشف همزمان طور به شبه فضاي زیر یک Lp(I,G) کنید فرض .2

n = 1,2, · · · براي hn = gnχE فرض با باشد. PG(x1, x2) در دلخواه دنباله n≥1{gn}یک و x1, x2 ∈ X \G

. hn ∈ PLp(I,G)(f1, f2) داریم n ≥ 1 هر براي f2 = x2χE و f1 = x1χE ،

زیر یک لذا است Lp(I,X) از چبیشف همزمان طور به شبه فضاي زیر یک Lp(I,G) قضیه فرض به بنا

داشت: خواهیم و است h ∈ PLp(I,G)(f1, f2) که قسمی به دارد وجود {hn}n≥1 از {hnk
}k≥1 دنباله

lim
k→∞

∥ hnk
− h ∥1= 0

بنابراین

∥ hnk
− h ∥1=

∫
I

∥ hnk
(t)− h(t) ∥ dt = 0

hnks
(t)→ h(t) داریم I بازه روي بر طوریکه به است موجود {hnk

}k≥1 از {hnks
}s≥1 مانند دنباله زیر یک لذا

. hnks
(t◦)→ h(t◦) که قسمی به است موجود t◦ ∈ I نتیجه در .

چبیشف همزمان طور به شبه G و است فشرده PG(x1, x2) پس . gnks
→ h(t◦) که گیریم می نتیجه لذا

است.
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فاصله نامساوي 3.6
گردد. می بیان Lp(I,X) در همزمان تقریب بهترین مفهوم براي فاصله نامساوي یک بخش، این در

داریم p ≥ 1 براي باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و باناخ فضاي یک X کنید فرض .1.3.6 تعریف

X
⊕
p

· · ·
⊕
p

X = {(x1, · · · , xn) : x1, · · · , xn ∈ X}

که

∥ (x1, · · · , xn) ∥= (∥ x1 ∥p + · · ·+ ∥ xn ∥p)
1
p

که D(G) = {(g, · · · , g) : g ∈ G} و

∥ (g, · · · , g) ∥= (∥ g ∥p + · · ·+ ∥ g ∥p)
1
p

X از بسته فضاي زیر یک G و f1, f2, · · · , fn ∈ Lp(I,X) باشد، باناخ فضاي یک X کنید فرض .2.3.6 قضیه

اگر باشد.

ϕ(t) = dp((f1(t), · · · , fn(t)), D(G))

و است ϕ ∈ Lp(I) صورت این در باشد.

(

∫
I

|ϕ(t)|pdt)
1
p ≤ dp((f1, · · · , fn), D(Lp(I,X))

{f1m}, · · · , {fnm} دنباله n ، 11.1.1 قضیه به بنا صورت این در باشند. f1, · · · , fn ∈ Lp(I,X) فرضکنید اثبات.

که: قسمی به دارند وجود ساده پذیر اندازه توابع از

lim ∥f1(t)− f1m(t)∥ = 0, · · · , lim ∥fn(t)− fnm(t)∥ = 0



فاصله نامساوي .3.669

پیوستگی تعریف طبق پس است. پیوسته تابعی فاصله، تابع است. پذیر اندازه ϕ که دهیم نشان خواهیم می

داریم:

lim dp(f1m(t), · · · , fnm(t)), D(G)) = dp((f1, · · · , fn), D(G)) = ϕ(t)

داد: نمایش زیر صورت به را آنها توان می ساده تابع تعریف طبق لذا هستند. ساده توابعی f1m(t), · · · , fnm(t)

f1m(t) =

n∑
i=1

1Eixi, · · · , fnm(t) =

n∑
i=1

1Eiyi

1 ثابت تابع 1 که ∑n
i=1 1Ei

= 1 ، هستند جدا هم از دو به دو i = 1,2, · · · , n ازاي به ها Ei که کنید فرض

. ∪ni=1Ei = I و است

دهید قرار

ϕm(t) = inf{(∥f1m(t)− z∥p + · · ·+ ∥fnm(t)− z∥p)
1
p : z ∈ G}

پردازیم. می ϕm(t) محاسبه به حال

ϕm(t) = inf{(∥f1m(t)− z∥p + · · ·+ ∥fnm(t)− z∥p)
1
p : z ∈ G}

= inf{(
n∑

i=1
1Ei(t)∥xi − z∥p + · · ·+

n∑
i=1

1Ei(t)∥yi − z∥p)
1
p : z ∈ G}

=
n∑

i=1
1Ei(t) inf{(∥xi − z∥p + · · ·+ ∥yi − z∥p)

1
p : z ∈ G}

=
n∑

i=1
1Ei(t)dp((xi, · · · , yi), D(G))

لذا است، ساده تابع یک ϕm(t) ها، m تمامی ازاي به پس

lim ∥ ϕm(t)− ϕ(t) ∥= 0

است. پذیر اندازه نیز ϕ(t) پس است، پذیر اندازه ϕm(t) همچنین و
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داشت: خواهیم صورت این در باشد. g ∈ Lp(I,G)کنید فرض پردازیم. می نامساوي اثبات به حال

(∥f1 − g∥p + · · ·+ ∥fn − g∥p)
1
p = (

∫
I

∥f1(t)− g(t)∥pdt+ · · ·+
∫
I

∥fn(t)− g(t)∥p)dt)
1
p

= (

∫
I

(∥f1(t)− g(t)∥p + · · ·+ ∥fn(t)− g(t)∥p)dt)
1
p

≥ (

∫
I

dp((f1(t), · · · , fn(t)), D(G))pdt)
1
p

شود. می اثبات نامساوي g ∈ Lp(I,G) هر روي اینفیمم گرفتن با

اگر باشد. X از بسته فضاي زیر یک G و f1, f2 ∈ L1(I,X) و باناخ فضاي یک X کنید فرض .3.3.6 قضیه

ϕ(t) = d1((f1(t), f2(t)), D(G))

داشت: خواهیم و است ϕ ∈ L1(I) صورت این در باشد.
∫
I

ϕ(t)dt = d1((f1, f2), D(L1(I,G))

شود. می ثابت قضیه p = 1 دادن قرار با ،2.3.6 قضیه در اثبات.

داشت: خواهیم صورت دراین باشد. f ∈ C(D) کنید فرض .4.3.6 تعریف

Z(f) = {x ∈ D : f(x) = 0}



مراجع
[1] E. Abu-sirhan. Best simultaneous approximation in lp(i, x). Journal of math Analysis,

3(24):1157–1168, 2009. 21, 65

[2] E. Abu-sirhan. Best simultaneous appriximation in function and operator space.
TUBLTAK, 34:1–12, 2010. 44

[3] E. Abu-sirhan and R. Khalil. Simultaneous approximation in operator and tensor
product spaces. Applied Functional Analysis, 4(1):112–121, 2009. 44

[4] R. M .Dudley. Real analysis and probability. Cambridge university press. 1, 8

[5] M. Iranmanesh and H. Mohebi. Best simultaneous approximation in tensor product
spaces. 1

[6] R. Khalil and E. Abu-sirhan. Best simultaneous approximation in l∞(i, x).
51(2):391–400, 2009. 35

[7] Chong Li and G .A. Watson. On nonlinear simultaneous chebyshev approximation
problems. J. Math. Anal. Appl, pages 167–181, 2003. 12

[8] W. A. light and E.W. cheney. Approximation theory in tensor product spaces.
Springer-verlag, 1985. 1, 11, 26

[9] James Munker. Topology. 1, 10, 11

[10] Lihui Peng and Chong Li. Uniqueness of simultaneous approximation in continuous
function spaces. Applied Mathematics, (21):383–387, 2008. 12

[11] W. Rudin. Real And Complex Analysis. New York, 1986. 1, 3

[12] W. Rudin. Functional analysis. McGraw-Hill, 1991. 1, 7, 9, 10

[13] I. Singer. Best approximation in normed linear space by elements of linear subspace.
Springer-verlag, 1970. 12, 15

[14] P. Wojtaszczyk. Banach spaces for Analysts. Press syndicate of the University of
cambridge, 1991. 1

71



فارسی به انگلیسی نامه واژه
2 2-پایدار،

2 ،KG(m,n)
2 ،KG(m,n, s)
2 ،SG(m,n)

1 ،[m]

1 ،([m]
n

)
3 اردیش-کو-رادو، قضیه

3 ماکسیمم، مستقل
2 اسکرایور، گراف

2 کنسر، یافته تعمیم گراف
2 کنسر، گراف
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Abstract

Our main goal of this thesis is to introduce the best simultaneous approximation in
some special spaces. We also state that under wich conditions a set in such space has
simultaneous approximation.

Keywords: Simultaneous proximinal , Best simultaneous approximation , Simultane-
ous chebyshev .
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