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 دانیتشکر و قدر
کرانش مه را نیش در بر گرفت تا به وسع تىان خىیش گامی حمد و سپاص پروردگار یکتا را که لطف و کرم بی

 بهره ببزم.دارم و میسز گشت تا اس خرمه دانش و تجربه بزرگان کىچک در گستزه علم و معرفت بر
وند متعال، ایه دوره  ها را ام، هر چند واژهپرخاطره اس دوران تحصیلم را به پایان رساندهاکنىن که به یاری خدا

ام جرعه نىش دریای مهر و یارای آن نیست که لطف و محبت و بزرگىاری آنانی را که در تمام دوران سندگی
م، دان ام به تصىیر بکشم، اما به رسم ادب و احتزام بىسه بر دستانشان سده و بر خىد واجب میمحبتشان بىده

کلاتم در تمام مراحل سندگی بىدهسحمات پدر و مادر مهربانم را که همىاره راه و مراتب تشکر  ماند ارج نه گشای مش
دانم که اس سحمات لاسم می ددر ایه جا بر خىهای آنان ابراس دارم. قلبی و باطنی را اس الطاف و مهربانی

ها و نظرات ارسنده و صبز و حىصلو که با راهنمایی دکتز سیره  و هاشمیدکتز  ان آقای  تىانمندم اتیدسفراوان ا
نامه تردید انجام ایه پایاند صمیمانه تقدیر و تشکر نمایم، بیو اندر به ثمر رساندن ایه کار داشت فراوان، نقش مهمی 

کاری و راهنمای  کان ایه عزیزانی بدون هم عزیزم آقایان  دوستانو  خىد برادران همچنیه اس پذیر نبىد.ام
گانی، ل  امیدیان،خىجم لی، ،شزیعتیاکبزساده، رحمانیان،  نىری،  یکه مایه دلگرم  بختى  و پرهیشکارندرانی، گلپای

 .نمایم می ی مىفقیت آرسو شان و برای  دارم مه بىده و متحمل سحمات سیادی شدند نهایت سپاسگزاری را 
 حمید رضا اللهی 

 0931 بهمه 
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 سیاضی داوشکذٌ جبز -یاضی محضرسشتٍ  کاسشىاسی اسشذداوشجًی ديسٌ  حمید رضا اللهیایىجاوة 

 ی چند جمله ای های اریب تناهیاً انقباض پذیزی حلقهم داوشگاٌ صىعتی شاَشيد وًیسىذٌ پایان وامٍ

 متعُذ می شًم . دکتز ابزاهیم هاشمی ساَىمائیتحت 

 ٍتًسط ایىجاوة اوجام شذٌ است ي اص صحت ي اصالت تشخًسداس است . تحمیمات دس ایه پایان وام 

 . دس استفادٌ اص وتایج پژيَشُای محممان دیگش تٍ مشجع مًسد استفادٌ استىاد شذٌ است 

 ٍکىًن تًسط خًد یا فشد دیگشی تشای دسیافت َیچ وًع مدذسن یدا امتیداصی دس    تا مطالة مىذسج دس پایان وام

 َیچ جا اسائٍ وشذٌ است .

    داوشدگاٌ  » کلیٍ حمًق معىًی ایه اثش متعلك تٍ داوشگاٌ صىعتی شاَشيد می تاشذ ي ممالات مستخشج تا ودام

 اَذ سسیذ .تٍ چاپ خً«  Shahrood  University  of  Technology» ي یا « صىعتی شاَشيد 

 تأثیشگزاس تًدٌ اوذ دس ممالات مسدتخشج   ن وتایح اصلی پایان وامٍحمًق معىًی تمام افشادی کٍ دس تٍ دست آمذ

 سعایت می گشدد. پایان وامٍ اص

 ( ٌیا تافتُدای آوُدا ا اسدتفادٌ شدذٌ اسدت       دس کلیٍ مشاحل اوجام ایه پایان وامٍ ، دس مًاسدی کٍ اص مًجًد صوذ

 لی سعایت شذٌ است .ضًاتط ي اصًل اخلا

  دس کلیٍ مشاحل اوجام ایه پایان وامٍ، دس مًاسدی کٍ تٍ حًصٌ اطلاعات شخصی افشاد دستشسی یافتٍ یا

                                                                                                                                                                     استفادٌ شذٌ است اصل ساصداسی ، ضًاتط ي اصًل اخلاق اوساوی سعایت شذٌ است .

                                  تاریخ                                                                                                                        

 دانشجو امضای

 

 

 

 

 تعهد نامه

 مالکیت نتایج و حق نشر
 تشوامٍ َای سایاوٍ ای ، وشم افضاس َا ي کلیٍ حمًق معىًی ایه اثش ي محصًلات آن )ممالات مستخشج ، کتاب ،

دس تجُیضات ساختٍ شذٌ است ا متعلك تٍ داوشگاٌ صىعتی شاَشيد می تاشذ . ایه مطلة تایذ تٍ وحً ممتضی 

 تًلیذات علمی مشتًطٍ رکش شًد .

ٍتذين رکش مشجع مجاص ومی تاشذ استفادٌ اص اطلاعات ي وتایج مًجًد دس پایان وام. 

 

Hamid
Typewritten Text

Hamid
Typewritten Text
ج



چکیده
اي جمله چند ي حلقه بودن چپ و راست آرتینی نیم و پذیري انقباض بررسی به پایان�نامه این در
هاي زیرمدول مورد در نیاز مورد ي اولیه قضایاي و تعاریف اول، فصل در پردازیم. می اریب هاي
فصل است. شده گرفته [7] و [4] از فصل این مطالب کنیم. می بیان را ها انژکتیو پوش و اساسی
در توان می را آن قضایاي و تعاریف اغلب که باشد می قوي اساسی هاي مدول زیر ي زمینه در دوم
اساساً هاي مدول و پذیر انقباض هاي مدول مورد در مطالبی بیان به سوم فصل در یافت. [3] و [1]

باشد. می [11] و [5] و [2] از برگرفته فصل این مطالب که ایم پرداخته پذیر انقباض
این که ایم نموده بیان را اي رسته هاي ارزي هم و موریتا ارزي هم مفهوم ابتدا چهار، فصل در
پذیر انقباض هاي حلقه به مربوط تعاریف و قضایا سپس باشند. می موجود [10] و [7] در مفاهیم

ایم. آورده هستند، [5] و [2] در اغلب که را پذیر انقباض متناهیاً و
حلقه بودن آرتینی نیم و پذیري انقباض خصوص در هایمان یافته بیان به پنجم فصل در انتها، در
پرداخته باشد) می R ي حلقه از درونریختی یک α آن در (که R[x;α] اریب هاي اي جمله چند ي

باشد. راست آرتینی نیم تواند نمی R[x : α] که ایم نموده ثابت نمونه براي ایم.
پذیر، انقباض مدول آرتینی، نیم ي حلقه اریب، هاي اي جمله چند ي حلقه کلیدي: واژه�هاي

پذیر انقباض متناهیاً ي حلقه پذیر، انقباض اساساً مدول پذیر، انقباض ي حلقه
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1 فصل
انژکتیو پوش و اساسی هاي زیرمدول

1



2 انژکتیو پوش و اساسی هاي زیرمدول .1 فصل

اساسی هاي مدول زیر 1.1
است. یکانی راست R-مدول یک M و یکدار پذیرِ شرکت ي حلقه یک نمایانگر R نامه پایان این در

R-مدول یک N کنیم فرض باشد. می آن از دوطرفه ایدآل یک ،R ي حلقه از ایدآل یک از منظور

نمایش HomR(M,N) علامت با را M → N هاي R-همریختی ي همه ي مجموعه باشد. راست

ي حلقه را آن که دهد می تشکیل حلقه یک توابع ترکیب و جمع با HomR(M,M) دهیم. می

را HomR(M,RR) مدول دهیم. می نمایش EndR(M) علامت با و نامیم می M هاي درونریختی
نامیم. می M دوگان

ي مجموعه صورت این در .X ⊆ M و باشد MR از مدولی زیر N کنیم فرض .1.1.1 تعریف
X ساز پوچ را (٠ : X) آنگاه ،N = ٠ هرگاه و دهیم می نمایش (N : X) با را {r ∈ R|Xr ⊆ N}

می�دهیم. نشان Ann(X) با را آن و می�نامیم

Annr(I) علامت با ترتیب به را R ي حلقه از I ي مجموعه زیر چپ ساز پوچ و راست ساز پوچ
و Annr(I) := {r ∈ R|Ir = ٠} کنیم: می تعریف زیر صورت به و دهیم می نمایش Annl(I) و

.Annl(I) := {r ∈ R|rI = ٠}

و (N : X) صورت این در .I ⊆ R و X ⊆ M و باشد MR از مدولی زیر N کنیم فرض .2.1.1 گزاره
است. R ي حلقه از ایدآلی Annr(I) آنگاه I ≤ RR اگر و هستند R راست ایدآل دو Annr(I)

■ است. واضح . اثبات

ناصفر Mاشتراك ناصفر زیرمدول هر با هرگاه اساسیمی�نامیم، Mرا از N زیرمدول .3.1.1 تعریف
نمایش N ≤e M علامت با و �گوییم می N از اساسی یکتوسیع را M صورت این در باشد. داشته

می�دهیم.



3 اساسی هاي مدول زیر .1.1

لذا .mn ∈ nZ ،٠ ̸= m ∈ Z هر براي و است nZ فرم به Z ایدآل هر که دانیم می . مثال
اساسی آن در Z-مدول) عنوان (به Z از ناصفر ایدآل هر که دهد می نشان این و mZ ∩ nZ ̸= ٠

است.

واضح .Gi = { a
pi
+ Z|a ∈ Z} ،i ∈ N هر براي و R =

Q
Z
و باشد اول عدد یک p کنیم فرض . مثال

توان می .Zp∞ =
∪∞

i=١Gi دهیم می قرار است. Z-مدول یک Gi هر و G١ ⊂ G٢ ⊂ · · · که است

j و i هر ي برا چون هستند. آن هاي مدول زیر تنها ها Gi و است Z-مدول یک Zp∞ که نمود ثابت

است. اساسی Zp∞ در Gi ،i ≥ ١ هر براي پس ،Gi ⊆ Gj ،i ≤ j که

متناهی مجموعه�ي زیر هر براي اگر تنها و اگر است، اساسی M در N مدول زیر .4.1.1 گزاره
.٠ ̸= Xr ⊆ N طوریکه به باشد، موجود r ∈ R عنصر ،٠ ̸= X ⊆ M

،X \ N = ∅ اگر .N ≤e M و باشد M از ناصفر و متناهی اي مجموعه زیر X کنیم فرض . اثبات
،N ∩ mR ̸= ٠ چون .X \ N = {m} کنیم فرض است. حاصل نتیجه r = ١ فرض با آنگاه

Y هرگاه کنیم فرض حال .Xr ⊆ N نتیجه در .٠ ̸= mr ∈ N که دارد وجود r ∈ R پس

که باشد داشته وجود r ∈ R آنگاه ،|X \ N | < n و باشد M از ناصفر و متناهی اي مجموعه زیر

دارد وجود r١ ∈ R پس ،N ∩m١R ̸= ٠ چون .X \ N = {m١, · · · ,mn} کنیم فرض .Xr ⊆ N

بعکس، .٠ ̸= Xr١r٢ ⊆ N که دارد وجود r٢ ∈ R پس ،|Xr١ \N | < n چون .٠ ̸= m١r١ ∈ N که

لذا و ،٠ ̸= n١r ∈ N که دارد وجود r ∈ R عنصر فرض، به بنا .٠ ̸= n١ ∈ N١ ≤ M کنیم فرض

■ .N ≤e M نتیجه در .N١ ∩N ̸= ٠

عنصر ،y ∈ M ناصفر عنصر هر براي اگر تنها و اگر است، اساسی MR در N مدول زیر .5.1.1 نتیجه
.٠ ̸= yr ∈ N که باشد داشته وجود r ∈ R

است. حاصل نتیجه قبل، ي گزاره به بنا آنگاه ،N ≤e M اگر . اثبات



4 انژکتیو پوش و اساسی هاي زیرمدول .1 فصل

باشد موجود اي r ∈ R ،٠ ̸= y ∈ M هر براي که باشد M از مدولی زیر N کنیم فرض بعکس،

فرض، به بنا صورت این در .٠ ̸= y ∈ A و باشد M از زیرمدولی A کنیم فرض .٠ ̸= yr ∈ N که

بنابراین .yr ∈ A پس است، M مدول زیر یک A چون و ٠ ̸= yr ∈ N که دارد وجود اي r ∈ R

■ .٠ ̸= yr ∈ N ∩ A

می�نامیم، اساسی را f : N → M تکریختی باشند. R-مدول دو M و N کنیم فرض .6.1.1 تعریف
.f(N) ≤e M هرگاه

تکریختی یک N ↪→ M شمول نگاشت اگر تنها و اگر است، MRاساسی در N مدول زیر .7.1.1 گزاره
باشد. اساسی

■ است. بدیهی . اثبات

که i هر براي هرگاه نامیم می مستقل را MR هاي مدول زیر از Nn ،· · · ،N٢ ،N١ متناهی ي گردایه

باشد: صفر با برابر ها Nj دیگر مجموع با Ni اشتراك ،١ ≤ i ≤ n

Ni ∩N١ + · · ·+Ni−١ +Ni+١ + · · ·+Nn = ٠

ي گردایه زیر هر هرگاه خوانیم، می مستقل را MR مدول هاي زیرمدول از {Ni}i∈I ي گردایه

باشد. مستقل آن از متناهی

مستقل MR مدول هاي مدول زیر از {Ni}i∈I ي گردایه دید، توان می [70 ص ،4] در چنانچه

جمعی نگاشت هرگاه دیگر، عبارت به باشد. مستقیم مجموع یک ها Ni مجموع هرگاه است،

.∑i∈I Ni =
⊕

i∈I Ni نویسیم می حالت این در باشد. یکریختی یک ⊕i∈I Ni →
∑

i∈I Ni

،N ≤e C صورت این در .N ≤ M ≤ C و باشند مدول C و M ،N کنیم فرض (الف) .8.1.1 گزاره
.M ≤e C و N ≤e M اگر وتنها اگر



5 اساسی هاي مدول زیر .1.1

N١ ≤e M١ اگر اینصورت در باشند. C مدول از مدولهایی زیر M٢ و M١ ،N٢ ،N١ کنیم فرض (ب)

.N١ ∩N٢ ≤e M١ ∩M٢ آنگاه ،N٢ ≤e M٢ و

.f−١(N) ≤e M آنگاه ،N ≤e C اگر .N ≤ C و باشد همریختی یک f : M → C کنیم فرض (پ)

است. اساسی RR در (N : c) آنگاه ،c ∈ C و N ≤e C اگر خاص حالت در

صورت دراین .Ni ≤e Mi ،i ∈ I هر براي و باشد R-مدولها از گردایه�اي {Mi}i∈I کنیم فرض (ت)

.⊕i∈I Ni ≤e

⊕
i∈I Mi

باشند مستقل ها Ni اگر باشند. C زیرمدولهاي از گردایه دو {Mi}i∈I و {Ni}i∈I کنیم فرض (ث)

.⊕i∈I Ni ≤e

⊕
i∈I Mi و هستند مستقل ها Mi آنگاه ،Ni ≤e Mi ،i ∈ I هر براي و

هر براي آنگاه ،∏i∈I Ni ≤e

∏
i∈I Mi اگر باشد. R-مدولها از گردایه�اي {Mi}i∈I کنیم فرض (ج)

.Ni ≤e Mi ،i ∈ I

این در .M ≤e C و N ≤e M کنیم فرض بعکس، .M ≤e C آنگاه N ≤e C هرگاه (الف) . اثبات
لذا و ٠ ̸= (A ∩ M) ∩ N = A ∩ N بنابراین .٠ ̸= A ∩ M ≤ M آنگاه ،٠ ̸= A ≤ C اگر صورت

.N ≤e C

.٠ ̸= N٢ ∩ A لذا N٢ ≤e M٢ و ٠ ̸= A ≤ M٢ چون .٠ ̸= A ≤ M١ ∩ M٢ کنیم فرض (ب)

.٠ ̸= N١ ∩ (N٢ ∩ A) = (N١ ∩ N٢) ∩ A پس ،٠ ̸= N٢ ∩ A ≤ M١ و N١ ≤e M١ چون طرفی از

.N١ ∩N٢ ≤e M١ ∩M٢ بنابراین

لذا و ٠ ̸= A ⊆ Kerf ⊆ f−١(N) آنگاه ،f(A) = ٠ اگر .٠ ̸= A ≤ M کنیم فرض (پ)

.f(A) ∩ N ̸= ٠ گیریم می نتیجه ،N ≤e C از آنگاه ،f(A) ̸= ٠ اگر .A ∩ f−١(N) = A ̸= ٠

.f−١(N) ≤e M نتیجه در .A ∩ f−١(N) ̸= ٠ بنابراین
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،i ∈ I هر براي چون .I = {١,٢} کنیم فرض است. بدیهی حکم باشد عضوي تک I هرگاه (ت)

(پ) بند به بنا پس ،Ni ≤e Mi

M١ ⊕N٢ = π−١
٢ (N٢) ≤e M١ ⊕M٢ و N١ ⊕M٢ = π−١

١ (N١) ≤e M١ ⊕M٢

بند بنابه اکنون، باشد. می Mi به M١ ⊕M٢ از کانونی نگاشت πi ،i ∈ I هر براي اخیر، روابط در که

داریم: (ب)

N١ ⊕N٢ = (N١ ⊕M٢) ∩ (M١ ⊕N٢) ≤e M١ ⊕M٢

حال نمود. ثابت متناهی گذار اندیس ي مجموعه هر براي را حکم استقرا به توان می صورت این به

ي مجموعه زیر .٠ ̸= x ∈ A ≤
⊕

i∈I Mi و باشد دلخواه گذار اندیس ي مجموعه یک I کنیم فرض

دارد وجود r ∈ R پس ،⊕j∈J Nj ≤e

⊕
j∈J Mj چون .x ∈

⊕
j∈J Mj که دارد وجود I از J متناهی

.٠ ̸= xr ∈
⊕

i∈I Ni لذا و ٠ ̸= xr ∈
⊕

j∈J Nj که

(ب) بند به بنا .I = {١,٢} کنیم می فرض است. بدیهی حکم باشد عضوي تک I هرگاه (ث)

.M١ ∩M٢ = ٠ پس .٠ = N١ ∩ N٢ ≤e M١ ∩M٢ شود می نتیجه N٢ ≤e M٢ و N١ ≤e M١ از

.N١ ⊕N٢ ≤e M١ ⊕M٢ (ت)، بند به بنا و هستند مستقل M٢ و M١ بنابراین

هستند. ،١−Mnمستقل . . . ،M١ هاي مدول و ،n > ٢ که ،I = {١,٢, . . . , n} کنیم می فرض اکنون

از کردیم، ذکر بالا در آنچه به بنا حال .N١ ⊕ . . . ⊕ Nn−١ ≤e M١ ⊕ . . . ⊕Mn−١ (ت)، بند به بنا

Mn، . . . ،M١ لذا ،(M١ ⊕ . . .⊕Mn−١) ∩Mn = ٠ شود می نتیجه ،N١ ⊕ . . .⊕Nn−١ ∩Nn = ٠

مستقل {Mi}i∈I از متناهی ي مجموعه زیر هر که شود می نتیجه استقرا به لذا هستند. مستقل

باشد. می مستقل {Mi}i∈I بنابراین است،

که گیریم می نظر در چنان را x ∈
∏

i∈I Mi عنصر .٠ ̸= mj ∈ Mj و j ∈ I کنیم فرض (ج)

موجود r ∈ R عنصر فرض، به بنا و x ̸= ٠ که است واضح باشند. صفر بقیه و mj آن j-ام مؤلفه
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■ .Nj ≤e Mj دهد می نشان که .٠ ̸= mjr ∈ Nj بنابراین .٠ ̸= xr ∈
∏

i∈I Ni که است

و نامیم می MR مدول منفردِ مدول زیر را {m ∈ M |Ann(m) ≤e RR} ي مجموعه .9.1.1 تعریف
،Z(M) = ٠ اگر .Z(M) = M هرگاه می�نامیم، منفرد Mرا مدول نمایشمی�دهیم. Z(M)علامت با

است. نامنفرد M گوییم

همین (به منفرد RR هرگاه می�نامیم، راست نامنفرد) ترتیب همین (به منفرد را R حلقه�ي

شود. می تعریف مشابه طور به متناظراً چپ نامنفرد) ) منفرد حلقه�ي باشد. نامنفرد) ترتیب

است. M از مدول زیر یک Z(M) که کرد ثابت توان می راحتی به

آنگاه ،٠ ̸= m ∈ Z اگر اما است. اساسی Z از ناصفر ایدآل هر که دیدیم قبلاً . مثال
یک Z بنابراین .Z(Z) = ٠ پس نیست، اساسی Z در ٠ ایدآل چون و ،Annl(m) = Annr(m) = ٠

است. نامنفرد Z-مدول یک mZ ،٠ ̸= m ∈ Z هر ازاي به همچنین است. نامنفرد ي حلقه

حالت در .Z(N) = N ∩Z(M) صورت این در باشد. MR از مدولی زیر N کنیم فرض .10.1.1 گزاره
است. (نامنفرد) منفرد نیز آن مدول زیر هر باشد، (نامنفرد) منفرد M هرگاه خاص

■ است. بدیهی . اثبات

کنیم. می بیان را راست نامنفرد هاي حلقه هاي ویژگی از یکی زیر، ي گزاره در

است. اساسی راست، نامنفرد حلقه�ي یک از اساسی راست ایدآل دو حاصلضرب .11.1.1 گزاره

.٠ ̸= y ∈ R و باشند R راست نامنفرد ي حلقه از اساسی راست ایدآل دو J و I کنیم فرض اثبات.
حلقه یک R چون .٠ ̸= yr١ ∈ I که دارد وجود r١ ∈ R که گیریم می نتیجه ،I ≤e R اینکه از

که است موجود چنان j ∈ J عنصر بنابراین .yr١J ̸= ٠ پس ،J ≤e R و است راست نامنفرد ي

■ .٠ ̸= yr١j ∈ IJ
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N∩M = ٠ ویژگی به Mنسبت و باشند C مدول از Mزیرمدولهایی و N کنیم فرض .12.1.1 قضیه
.N ⊕M

M
≤e

C

M
و ،N ⊕M ≤e C صورت این در باشد. ماکسیمال

است موجود A مانند C از ناصفري مدول زیر پس نباشد. اساسی C در N ⊕M کنیم فرض اثبات.
با حال .N ∩ (M ⊕ A) = ٠ لذا و هستند مستقل A و M ،N بنابراین .(N ⊕ M) ∩ A = ٠ که

تناقض یک این که ،A = ٠ پس ،M ⊕ A = M که گیریم می نتیجه M انتخاب نحوه از استفاده

.N ⊕M ≤e C بنابراین است.

M انتخاب نحوه از لذا ،M ⫋ B ≤ C آن در که است، B
M

فرم به C

M
از ناصفر مدول زیر هر چون

■ .N ⊕M

M
≤e

C

M
نتیجه در .N ⊕M

M
∩ B

M
̸= ٠ بنابراین .N ∩B ̸= ٠ گیریم می نتیجه

است. اساسی مدول زیر یک مستقیم جمعوند مدول، زیر هر .13.1.1 نتیجه

دهیم: می قرار باشد. C از مدولی زیر N کنیم فرض . اثبات

A = {M ≤ C|M ∩N = ٠}

از استفاده با حال دارد. M چون ماکسیمال عضوي A زُرن لم به بنا و است تهی مخالف A بوضوح

■ .M ⊕N ≤e C گیریم می نتیجه قبل قضیه

است اساسی R در J آنگاه باشد، R ي حلقه از ماکسیمال راست ایدآل یک J هرگاه .14.1.1 نتیجه
است. RR مستقیم جمعوند یا

است. I مانند ،R از اساسی راست ایدآل یک مستقیم جمعوند J ،13.1.1 ي نتیجه به بنا . اثبات
RR مستقیم جمعوند یا است اساسی J نتیجه در .I = RR یا I = J پس است، ماکسیمال J چون

■ است.
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Soc(M) علامت با و می�نامیم M ساکل را M ساده�ي هاي زیرمدول تمام مجموع .15.1.1 تعریف
مدول .Soc(M) = ٠ دهیم می قرار نباشد، اي ساده مدول زیر شامل M هرگاه و می�دهیم نمایش

.M = Soc(M) هرگاه خوانیم، می� ساده نیم را M

N اگر قانون، این به بنا کنیم. می استفاده [71 ص ،4] مدولار قانون از زیر ي قضیه اثبات در

از .(L + P ) ∩ N = L + (P ∩ N) آنگاه L ≤ N که باشند MR مدول از هایی مدول زیر P و L و

N = L⊕ (P ∩N) آنگاه ،L ≤ N ≤ L⊕ P اگر که گرفت نتیجه توان می این

باشد. آن مستقیم جمعوند مدولش زیر هر اگر تنها و اگر است، ساده نیم M مدول .16.1.1 قضیه

مدول متمایزِ ي ساده هاي مدول زیر تمام ي گردایه {Ni}i∈I و ساده نیم M کنیم فرض . اثبات
بنابراین است. مستقل گردایه این پس هستند، ساده ها Ni که آنجا از .N ≤ M و باشد M

که باشد I از اي مجموعه زیر بزرگترین J کنیم فرض .M = Soc(M) =
∑

i∈I Ni =
⊕

i∈I Ni

.M = N١ ⊕N کنیم می ادعا ،N١ =
⊕

j∈J Nj کنیم فرض .⊕j∈J Nj ∩N = ٠

صورت این غیر در زیرا Ni؛ ⊆ N ،i ∈ I \ J هر ازاي به که کنیم توجه کافیست ادعایمان اثبات براي

بنابراین است. تناقض در J انتخاب با که ،⊕j∈J١ Nj ∩N = ٠ ،J١ = J ∪ {i} براي

M = Soc(M) = N١ ⊕ (
⊕
i∈I\J

Ni) ⊆ N١ ⊕N ⊆ M

خاص حالت در است. آن مستقیم جمعوند مدولش زیر هر که باشد مدولی M کنیم فرض بعکس،

ناصفر دوري مدول زیر یک را P آنگاه ،L ̸= ٠ اگر .M = Soc(M) ⊕ L ،M از L مدول زیر براي

مانند مدولی زیر داراي P زُرن، لم به بنا انگاه باشد، P براي مولدي p اگر گیریم. می نظر در L از

P از سره ماکسیمال مدول زیر یک Q لذا است. ماکسیمال p ̸∈ Q خاصیت به نسبت که است Q

چون .P = Q⊕ (P ∩N) مدولار قانون به بنا و M = Q⊕N ،M از N مدول زیر براي حال است.

با این که P ∩N ≤ Soc(M) بنابراین است. M ي ساده مدول زیر یک P ∩N پس ،P ∩N ∼=
P

Q
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■ .M = Soc(M) بنابراین و L = ٠ نتیجه در است. تناقض در P ∩N ≤ L

باشد. نداشته اي سره اساسی مدول زیر هیچ اگر تنها و اگر است، ساده نیم M مدول .17.1.1 قضیه

جمعوند M ي سره مدول زیر هر ،16.1.1 ي قضیه بنابه آنگاه باشد، ساده نیم M هرگاه . اثبات
ندارد. اي سره اساسی مدول زیر هیچ M لذا باشد. اساسی تواند نمی بنابراین و است آن مستقیم

ي نتیجه به بنا .N ≤ M و باشد نداشته اي سره اساسی مدول زیر هیچ M کنیم فرض بعکس،

تواند نمی B فرض، به بنا است. B چون M از اساسی زیرمدول یک مستقیم جمعوند N ،13.1.1

استفاده با حال است. M مستقیم جمعوند N بنابراین .B = M لذا باشد، M از اي سره مدول زیر

■ است. ساده نیم M که گیریم می نتیجه ،16.1.1 از

این در باشد. MR مدول اساسیِ هاي مدول زیر تمام ي گردایه {Ni}i∈I کنیم فرض .18.1.1 گزاره
.Soc(M) =

∩
i∈I Ni صورت

مدول زیر هر پس دارد، ناصفر اشتراك ساده مدول زیر هر با اساسی مدول زیر هر چون . اثبات
.Soc(M) ⊆

∩
i∈I Ni = N بنابراین باشد. می ساده هاي مدول زیر تمام شامل اساسی

ي قضیه بنابه باشد. N از دلخواه مدولی زیر L کنیم فرض است. ساده نیم N دهیم می نشان حال

قانون بنابه پس ،N ≤ L ⊕ P چون .L ⊕ P ≤e M که است موجود M از P مدول زیر ،12.1.1

N ،16.1.1 ي قضیه بنابه و است N مستقیم جمعوند یک L بنابراین .N = L ⊕ (P ∩ N) مدولار

■ است. ساده نیم
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مدول یک انژکتیو پوش 2.1
همریختی هر ،B ≤ A هر و A راست R-مدول هر براي هرگاه نامیم، می انژکتیو را MR مدول

داد. توسیع f١ : A → M همریختی به بتوان را f : B → M

با f : ٢Z → Z همریختی زیرا نیست؛ انژکتیو Z اما است. انژکتیو Z-مدول یک Q مثال عنوان به

داد. توسیع Z → Z همریختی هیچ به توان نمی را f(٢n) = n ي ضابطه

یافت. [7] منبع در توان می را زیر ي قضیه اثبات

هر و ،R از I راست ایدآل هر براي اگر تنها و اگر است، انژکتیو MR مدول .1 .1.2.1 قضیه
.f(r) = mr ،r ∈ I هر براي که باشد موجود m ∈ M عنصر ،f ∈ HomR(I,M)

است. انژکتیو انژکتیو، هاي مدول از مستقیم حاصلضرب هر مستقیم، جمعوند هر .2

است. انژکتیو مدول یک در نشاندن قابل مدول هر .3

که باشد مدولی هر مستقیم جمعوند M اگر تنها و اگر است، انژکتیو M مدول (بئر1). 2.2.1 قضیه
است. M شامل

قابل idM : M → M همریختی صورت این در .M ≤ B و باشد انژکتیو M کنیم فرض . اثبات
چون طرفی از .M ∩ Ker(f) = ٠ که است واضح باشد. می f : B → M همریختی به توسیع

.B = M ⊕Ker(f) بنابراین .B = M +Ker(f) پس ، B

Ker(f)
∼= M

M ،(3) 1.2.1 ي قضیه به بنا باشد. M شامل مدول هر مستقیم جمعوند M کنیم فرض بعکس،

در و است E مستقیم جمعوند M فرض به بنا باشد. می E چون انژکتیو مدول یک در نشاندن قابل

■ است. انژکتیو نتیجه
1Baer
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و N ≤e M هرگاه می�نامیم، N مدول از سره اساسیِ توسیعِ یک را M مدول .3.2.1 تعریف
.N < M

پردازیم: می سره اساسیِ توسیعِ و بودن انژکتیو مفهوم دو میان ارتباط بیان به حال

باشد. نداشته سره�اي اساسیِ توسیعِ هیچ اگر تنها و اگر است، انژکتیو M مدول .4.2.1 قضیه

می A مستقیم جمعوند M ،2.2.1 قضیه به بنا .M < A و باشد انژکتیو M کنیم فرض . اثبات
ندارد. اي سره اساسیِ توسیعِ هیچ M بنابراین نیست. اساسی A در M لذا باشد.

M ،(3)1.2.1 ي قضیه به بنا باشد. نداشته اي سره اساسیِ توسیعِ هیچ M کنیم فرض بعکس،

N چون E از مدولی زیر ،12.1.1 ي قضیه به بنا است. E چون انژکتیو مدول یک در نشاندن قابل

است E انژکتیو مدول مستقیمِ جمعوند M آنگاه ،M ⊕N = E اگر .M ⊕N ≤e E که است موجود

،M ⊕N

N
≤e

E

N
،12.1.1 ي قضیه به بنا .M ⊕N ̸= E کنیم فرض حال است. انژکتیو نتیجه در و

موجود E چون E

N
با یکریخت مدولی بنابراین .M ∼=

M ⊕N

N
<

E

N
پس ،M ⊕ N < E چون و

■ است. تناقض یک که ،M < E و M ≤e E که است

نامیم، می بسته اساسی بطور M در را N صورت این در .N ≤ MR کنیم فرض .5.2.1 تعریف
بسته اساسی بطور M در N دیگر عبارت به باشد. نداشته M در سره�اي اساسیِ توسیعِ هیچ هرگاه

.N = C دهد نتیجه ،N ≤e C ≤ M هرگاه است،

که M از P مدول زیر هر چون باشد. MR مدول از مستقیم جمعوند یک N کنیم فرض . مثال
می آن از مستقیمی جمعوند N و است M هاي مدول زیر از مستقیم مجموع یک است، N شامل

M در N که دهد می نشان این باشد. M در N از اي سره اساسیِ توسیعِ تواند نمی P پس باشد،

است. بسته اساسی طور به
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و اگر است، انژکتیو M اینصورت در .M ≤ E و باشد انژکتیو E مدول کنیم فرض .6.2.1 نتیجه
باشد. بسته اساسی بطور E در M اگر تنها

ندارد. اي سره اساسیِ توسیعِ Mهیچ مدول ،4.2.1 قضیه به بنا باشد. Mانژکتیو کنیم فرض اثبات.
است. بسته اساسی طور به E در M نتیجه در و ندارد اي سره اساسیِ توسیعِ هیچ E در M لذا

انژکتیو M کنیم می ثابت باشد. بسته اساسی طور به E انژکتیو مدول در M کنیم فرض بعکس،

اساسی E در M که است واضح .M < E کنیم فرض است. حاصل نتیجه آنگاه M = E اگر است.

کنیم می ادعا .M ⊕ N ≤e E که است، موجود E از N مدول زیر ،12.1.1 ي قضیه به بنا نیست.

،12.1.1 ي قضیه به بنا و ،M⊕N ̸= E زیرا M؛ ∼=
M ⊕N

N
<

E

N
صورت این غیر در .M⊕N = E

یک A پس .M < A و M ≤e A که است A ∼=
E

N
چون زیرمدولی شامل E .M ∼=

M ⊕N

N
≤e

E

N

نشان این .M ⊕ N = E بنابراین است. تناقض یک که باشد می E در M ي سره اساسیِ توسیعِ

■ است. انژکتیو نیز خودش نتیجه در و است انژکتیو مدول یک مستقیم جمعوند M که دهد می

و باشد انژکتیو E هرگاه نامیم، می M مدول براي انژکتیو پوش یک را E مدول .7.2.1 تعریف
.M ≤e E

است. ،Z صحیح، اعداد ي حلقه براي انژکتیو پوش یک ،Q گویا، اعداد میدان . مثال

صورت: این در باشد. R-مدول یک M کنیم فرض اکمن-شوف). (بئر، 8.2.1 قضیه

انژکتیوي پوش نتیجه در باشد. می M از انژکتیو پوش یک شامل ،M شامل انژکتیو مدول هر (الف)

دارد. وجود M براي

یک به M روي همانی نگاشت آنگاه ،M ≤e C و باشد M براي انژکتیو پوش یک E اگر (ب)

یابد. می توسیع C → E تکریختی
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همانی نگاشت آنگاه است، انژکتیو E ′ که ،M ≤ E
′ و باشد M براي انژکتیو پوش یک E اگر (پ)

یابد. می توسیع E → E
′ تکریختی یک به ،M روي

F که دید توان می زُرن لم کمک به باشد. M شامل انژکتیو مدول یک F کنیم فرض (الف) اثبات.
می ادعا است. ماکسیمال M ≤e E ویژگی به نسبت که است، M شامل E چون مدولی زیر داراي

M ≤e E
′ که است واضح صورت این در .E ≤e E

′ ≤ F کنیم فرض باشد. می انژکتیو E که کنیم

سره اساسیِ توسیعِ هیچ F در E که دهد می نشان این .E = E
بایستی′ E بودن ماکسیمال به بنا و

بنابراین است. انژکتیو E ،6.2.1 ي نتیجه به بنا پس است. بسته اساسی طور به نتیجه در و ندارد اي

باشد. می M براي انژکتیو پوش یک E

یک حداقل بنابراین کند. می تضمین را F انژکتیو مدول وجود ،(3)1.2.1 ي قضیه که داریم توجه

دارد. وجود M مدول براي انژکتیو پوش

توسیع g : C → E همریختی یک به ،M ↪→ E شمول نگاشت پس است، انژکتیو E چون (ب)

بنابراین .Ker(g) = ٠ گیریم می نتیجه M ≤e C که این از .M ∩Ker(g) = ٠ بوضوح که یابد، می

است. تکریختی یک g

می توسیع g : E → E
′ همریختی به ،M ↪→ E

′ شمول نگاشت پس است، انژکتیو E ′ چون (پ)

■ است. تکریختی یک g که دید توان می (ب)، بند اثبات مشابه و یابد،

همین به است. M شامل انژکتیو مدول کوچکترین ،MR براي انژکتیو پوش یک حقیقت، در

مدول براي ممکن اساسی توسیع بزرگترین ،MR مدول براي انژکتیو پوش یک گفت، توان می صورت

باشد. می M

شمول نگاشت j : M → E و باشد MR مدول براي انژکتیو پوش یک E کنیم فرض .9.2.1 نتیجه
صورت: این در باشد.
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که دارد وجود g : N → E تکریختی آنگاه باشد، اساسی تکریختی یک f : M → N هرگاه (الف)

.gf = j

g : E → E
′ تکریختی آنگاه باشد، تکریختی یک f : M → E

′ و انژکتیو مدول یک E ′ هرگاه (ب)

.gj = f که دارد وجود

f(M) ∼= (ب)، 8.2.1 ي قضیه به بنا .M ∼= f(M) ≤e N پس است، اساسی f چون (الف) . اثبات
.gf(m) = j(m) ،m ∈ M هر براي که یابد، می توسیع g : N → E چون تکریختی یک به M → E

.gf = j بنابراین

قضیه به بنا پس است، M ∼= f(M) براي انژکتیو پوش یک E و ،M ∼= f(M) ≤ E
′ چون (ب)

واضح یابد. می توسیع g : E → E
′ چون تکریختی یک به f(M) ∼= M → E نگاشت (پ)، 8.2.1

■ .gj = f بنابراین .gj(m) = f(m) ،m ∈ M هر براي که است

آن وجود (الف) 8.2.1 ي قضیه در که مدول، یک براي انژکتیو پوش که دهد می نشان زیر مثال

نیست. بفرد منحصر گشت، تضمین

دهیم می قرار است. انژکتیو RR که دید توان می و R ∼= Z۴ بوضوح .R =
Z
۴Z کنیم فرض . مثال

و F از هایی مدول زیر (١,٢)R و (١,٠)R صورت این در .M = (٢,٠)R ≤ F و ،F = R ⊕ R

و M ≤e (١,٠)R که دید توان می براین علاوه باشند. می انژکتیو بنابراین و هستند R با یکریخت

باشند. می M براي هایی انژکتیو پوش دو هر (١,٢)R و (١,٠)R نتیجه در .M ≤e (١,٢)R

است. بفرد منحصر یکریختی حد در مدول یک براي انژکتیو پوش دهیم می نشان حال

باشند، M ′ و M یکریخت هاي مدول براي هایی انژکتیو پوش ترتیب به E ′ و E اگر .10.2.1 قضیه
E اگر خاص، حالت در یابد. می توسیع E ′ به E از یکریختی یک به M ′ به M از یکریختی هر آنگاه
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E
′ به E از یکریختی به M روي همانی نگاشت آنگاه باشند، M مدول براي انژکتیو پوش دو E

′ و

یابد. می توسیع

f : M → M
′ و باشند شمول هاي نگاشت j ′

: M
′ → E

′ و j : M → E کنیم فرض . اثبات
9.2.1(ب)، ي نتیجه به بنا است. تکریختی یک j ′

f : M → E
′ صورت این در باشد. یکریختی یک

نتیجه در و M ′
= f(M) = g(M) ≤ g(E) لذا .gj = j

′
f که است موجود g : E → E

′ تکریختی

،4.2.1 ي قضیه بنابه است، انژکتیو E چون است. اساسی تکریختی یک g بنابراین .g(E) ≤e E
′

■ است. یکریختی یک g لذا و g(E) = E
′ نتیجه در ندارد. اي سره اساسیِ توسیعِ هیچ

منحصر یکریختی حد در M انژکتیو پوش چون باشد. R-مدول یک M کنیم فرض .11.2.1 تعریف
دهیم. می نمایش E(M) علامت با را آن است بفرد

پوش هر که است این منظورمان E(N) = E(M) نویسیم می هرگاه فوق، تعریف به توجه با

است. N انژکتیو پوش یک M انژکتیو پوش هر و است M انژکتیو پوش یک N انژکتیو

.E(M١ ⊕M٢) = E(M١)⊕ E(M٢) صورت این در باشند. مدول دو M٢ و M١ کنیم فرض . مثال

قضیه به بنا است. انژکتیو E(M١) ⊕ E(M٢) پس هستند، انژکتیو E(M٢) و E(M١) چون . حل
گیریم می نتیجه M٢ ≤e E(M٢) و M١ ≤e E(M١) اینکه از (ت)، 8.1.1

■ است. M١ ⊕M٢ انژکتیو پوش E(M١)⊕ E(M٢) بنابراین .M١ ⊕M٢ ≤e E(M١)⊕ E(M٢)

.E(N) = E(M) آنگاه باشد، MR مدول از اساسی مدول زیر یک N اگر .12.2.1 گزاره

بنابراین .N ≤e E(M) پس ،M ≤e E(M) و N ≤e M چون .E = E(M) کنیم فرض . اثبات
است. N براي انژکتیو پوش یک E(M)

چون تکریختی به N روي همانی نگاشت صورت این در .E = E(N) کنیم فرض بعکس،
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پس ،N ≤e E(N) و N ≤ M ∼= f(M) ≤ E(N) چون و یابد می توسیع f : M → E(N)

■ است. f(M) براي انژکتیو پوش یک E(N) بنابراین .M ∼= f(M) ≤e E(N)



2 فصل
هاي حلقه و قوي اساسی هاي زیرمدول

آرتینی نیم
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قوي اساسی هاي زیرمدول 1.2
ي زیرمجموعه هر براي اگر تنها و اگر است، اساسی MR در N زیرمدول که دیدیدم 1.1 بخش در

در .(4.1.1 (گزاره ٠ ̸= Xr ⊆ N که باشد موجود اي r ∈ R ،M از X ناتهی) (و ناصفر متناهی

شرط حذفِ با حتی که یافت را ها زیرمدول از اي دسته توان می مختلف هاي زیرمدول بررسی

زیر گونه این بررسیِ و بحث به ما بخش این در کنند. می صدق فوق عبارت در ،X بودن متناهی

پردازیم. می اساسی هاي مدول

ناصفر مجموعه�ي زیر هر براي هرگاه می�نامیم، قوي اساسی را M از N زیرمدول .1.1.2 تعریف
توسیع یک را M صورت این در .٠ ̸= Xr ⊆ N که باشد داشته وجود r ∈ R عنصر ،X ⊆ M

دهیم. می نمایش N ≤se M علامت با و نامیم می N از قوي اساسی

ناصفر ي مجموعه زیر هر براي چون .٠ ̸= I ≤ D و باشد صحیح ي دامنه یک D کنیم فرض مثال.
آن در صحیح ي دامنه یک از ایدآل هر نتیجه در .I ≤se D پس ،٠ ̸= XI = IX ⊆ I ،D از X

است. قوي اساسی آن در Z ناصفر ایدآل هر لذا است. قوي اساسی

عکس دید، خواهیم زیر مثال در چنانچه است. اساسی قوي، اساسی مدول زیر هر که است بدیهی

نیست. برقرار کلی حالت در گزاره این

.X = { ١
pi
+Z|i ∈ N} کنیم فرض حال .Gi ≤e Zp∞ ،i ≥ ١ هر براي که دیدیم قبل بخش در مثال.

زیر یک Gi لذا .٠ ̸= Xr ⊆ G١ که ندارد وجود اي r ∈ Z عنصر هیچ که دید توان می راحتی به

باشد. نمی قوي اساسی که است Zp∞ از اساسی مدول

اندیس ي مجموعه هر براي اگر تنها و اگر است، قوي اساسی MR در N مدول زیر .2.1.2 گزاره
.∏I N ≤e

∏
I M ،I گذار
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.٠ ̸= X ⊆
∏

I M و N ≤se M و باشد دلخواهی گذار اندیس ي مجموعه I کنیم فرض . اثبات
مؤلفه توسط x لذا .xi ∈ M ،i ∈ I هر ازاي به که است x = {xi}i∈I فرم به ،x ∈ X عنصر هر

بنابراین باشد. X عناصر هاي مؤلفه تمام ي مجموعه Y کنیم فرض شود. مشخصمی ها) xi) هایش

انتخاب ي نحوه از .٠ ̸= Y r ⊆ N که است موجود r ∈ R پس ،N ≤se M چون و ٠ ̸= Y ⊆ M

.∏I N ≤e

∏
I M نتیجه در ،٠ ̸= Xr ⊆

∏
I N گیریم می نتیجه Y عناصر

حال .٠ ̸= X ⊆ M و ∏I N ≤e

∏
I M ،I گذار اندیس ي مجموعه هر براي کنیم فرض بعکس،

بوضوح .xi = i ،i ∈ I هر براي که گیریم می نظر در را x = {xi}i∈I ∈
∏

I M عنصر ،I = X براي

■ .٠ ̸= Xr ⊆ N بنابراین .٠ ̸= xr ∈
∏

I N که دارد وجود r ∈ R لذا و ،x ̸= ٠

.∏I N ≤se

∏
I M ،I هر براي اگر تنها و اگر است، قوي اساسی MR در N مدول زیر .3.1.2 نتیجه

اندیس ي مجموعه هر براي قبل، ي گزاره اثبات اول قسمت بنابه .N ≤se M کنیم فرض . اثبات
در .٠ ̸= Xr ⊆

∏
I N که دارد وجود r ∈ R ،∏I M از X ناصفر ناتهی ي مجموعه زیر هر و I گذار

■ است. بدیهی بعکس، .∏I N ≤se

∏
I M نتیجه

Ann(M/N) و (N : X) آنگاه ،N ≤se M اگر دراینصورت .٠ ̸= X ⊆ MR کنیم فرض .4.1.2 گزاره
آنگاه ،N ⊆ P ≤ M هرگاه براین علاوه هستند. قوي اساسی RR در

.Ann(P ) ̸= Ann(P/N) ≤se RR

کنیم فرض است. بدیهی حکم ،Y ⊆ (N : X) هرگاه .٠ ̸= Y ⊆ RR کنیم فرض . اثبات
که دارد وجود r ∈ R عنصر گیریم می نتیجه ،N ≤se M و XY ⊆ M اینکه از .Y ̸⊆ (N : X)

.(N : X) ≤se RR نتیجه در و ٠ ̸= Y r ⊆ (N : X) براین بنا .٠ ̸= XY r ⊆ N

گیریم می نتیجه قبل قسمت در X = M فرض با پس ،Ann(M/N) = (N : M) چون

.Ann(M/N) ≤se RR
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می نتیجه است، قوي اساسی M در N اینکه از آنگاه ،N ⊂ P ≤ M اگر که داریم توجه حال

که ،r ∈ Ann(
P

N
) = (N : P ) ≤se RR بنابراین .٠ ̸= Pr ⊆ N که دارد وجود r ∈ R عنصر گیریم

■ .r ̸∈ Ann(P )

: صورت این در باشد. حلقه یک R کنیم فرض .5.1.2 گزاره

.f−١(N) ≤se M آنگاه ،N ≤se P و باشد R-همریختی یک f : M → P اگر (الف)

.(I : R) ≤se RR و است (I : R) شامل I آنگاه ،I ≤se RR اگر (ب)

.N ≤se P و P ≤se M اگر تنها و اگر ،N ≤se M صورت این در .N ≤ P ≤ M کنیم فرض (پ)

.N١ ∩N٢ ≤se M١ ∩M٢ آنگاه ،N٢ ≤se M٢ ≤ M و N١ ≤se M١ ≤ M اگر (ت)

براي اگر تنها و اگر ،⊕n
i=١Ni ≤se

⊕n
i=١Mi آنگاه ،Ni ≤ Mi ،i = ١,٢, . . . , n هر براي اگر (ث)

.Ni ≤se Mi ،i = ٠,١, . . . , n هر

،i ∈ I هر براي آنگاه ،∏i∈I Ni ≤se

∏
i∈I Mi و باشد دلخواه گذار اندیس مجموعه�ي یک I اگر (ج)

.Ni ≤se Mi

هر براي آنگاه ،⊕i∈I Ni ≤se

⊕
i∈I Mi و باشد، دلخواه گذار اندیس مجموعه�ي یک I اگر (چ)

.Ni ≤se Mi ،i ∈ I

آنگاه ،f(X) = ٠ اگر .٠ ̸= X ⊆ M کنیم فرض (الف) . اثبات
دارد وجود اي r ∈ R فرض به بنا .f(X) ̸= ٠ کنیم فرض .٠ ̸= X ⊆ Ker(f) ≤ f−١(N)

بنابراین .٠ ̸= Xr ⊆ f−١(N) گرفت نتیجه توان می این از .٠ ̸= f(X)r = f(Xr) ⊆ N که

.f−١(N) ≤se M
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که دارد وجود اي r ∈ R پس ،(I : R) ⊆ R چون صورت این در .I ≤se RR کنیم فرض (ب)

.(I : R) = (I : R)r ⊆ I

لذا .٠ ̸= Xr ⊆ I که دارد وجود اي r ∈ R فرض به بنا .٠ ̸= X ⊆ R کنیم فرض حال

.(I : R) ≤se RR بنابراین .٠ ̸= Xr ⊆ (I : R) دهد می نتیجه که ،XrR ⊆ IR = I

است. بدیهی حکم N ≤se M هرگاه (پ)

٠ ̸= Xr١ ⊆ P که دارد وجود اي r١ ∈ R پس ،P ≤se M چون .٠ ̸= X ⊆ M کنیم فرض بعکس،

.N ≤se M بنابراین .٠ ̸= Xr١r٢ ⊆ N که دارد وجود اي r٢ ∈ R پس ،N ≤se P چون و

که دارد وجود r١ ∈ R پس ،N١ ≤se M١ چون .٠ ̸= X ⊆ M١ ∩ M٢ کنیم فرض (ت)

که دارد وجود r٢ ∈ R گیریم می نتیجه ٠ ̸= Xr١ ⊆ M٢ از ،N٢ ≤se M٢ چون .٠ ̸= Xr١ ⊆ N١

.N١ ∩N٢ ≤se M١ ∩M٢ نتیجه در .٠ ̸= Xr١r٢ ⊆ N١ ∩N٢ بنابراین .٠ ̸= Xr١r٢ ⊆ N٢

نگاشت πi و Ni ≤se Mi ،i = ١,٢, . . . , n هر براي و ٠ ̸= X ⊆
⊕n

i=١Mi کنیم فرض (ث)

r١ = ١ دهیم می قرار آنگاه ،π١(X) = ٠ هرگاه صورت این در باشد. Mi به ⊕n
i=١Mi از کانونی

هر براي .٠ ̸= π١(X)r١ ⊆ N١ که دارد وجود اي r١ ∈ R فرض به بنا آنگاه ،π١(X) ̸= ٠ اگر و

به بنا صورت، این غیر در و ri = ١ دهیم می قرار آنگاه ،πi−١(X)r١ . . . ri−١ = ٠ اگر ،i = ٢, . . . , n

.r = r١ . . . rn کنیم فرض اکنون .٠ ̸= πi−١(X)r١ . . . ri−١ri ⊆ Ni که دارد وجود اي ri ∈ R فرض

.⊕n
i=١Ni ≤se

⊕n
i=١Mi لذا و ٠ ̸= Xr ⊆

⊕n
i=١Ni که دید توان می

،i = ١, . . . , n هر براي (الف)، بند به بنا .⊕n
i=١Ni ≤se

⊕n
i=١Mi کنیم فرض بعکس،

Ni = π−١
i (

n⊕
i=١

Ni) ≤se Mi.

فرضکنیم .∏i∈I Ni ≤se

∏
i∈I Mi و باشد دلخواه اندیسگذار ي یکمجموعه I فرضکنیم (ج)

،٠ ̸= π−١
j (X) ⊆

∏
i∈I Mi چون Mjباشد. i∈I∏به Mi از کانونی نگاشت πj و ٠ ̸= X ⊆ Mj و j ∈ I

نتیجه در .٠ ̸= Xr ⊆ Nj لذا و ٠ ̸= π−١
j (X)r = π−١

j (Xr) ⊆
∏

i∈I Ni که دارد وجود r ∈ R پس
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.Nj ≤se Mj

■ باشد. می (ج) بند مشابه (چ) بند اثبات

در .S = R[X] و باشد R روي پذیر تعویض هاي متغیر از مجموعه�اي X کنیم فرض .6.1.2 گزاره
.I[X] ≤se SS اگر تنها و اگر ،I ≤se RR صورت این

است واضح باشد. A عناصر ضرایب ي همه ي مجموعه Y و ٠ ̸= A ⊆ S کنیم فرض . اثبات
لذا .٠ ̸= Y r ⊆ I که دارد وجود r ∈ R ⊆ S عنصر پس ،I ≤se RR چون .٠ ̸= Y ⊆ R که

.I[X] ≤se SS بنابراین .٠ ̸= Ar ⊆ I[X]

.٠ ̸= Y f ⊆ I[X] که دارد وجود f ∈ S پس ،I[X] ≤se S چون .٠ ̸= Y ⊆ R کنیم فرض بعکس،

■ .I ≤se R بنابراین .٠ ̸= Y b ⊆ I آنگاه باشد، f پیشرو ضریب b اگر

هم و چپ ایدآل عنوان به هم ⊕
i∈I Ri آنگاه باشد، ها حلقه از خانواده�اي {Ri}i∈I اگر .7.1.2 گزاره

است. قوي اساسی ∏i∈I Ri در راست ایدآل عنوان به

.٠ ̸= yj ∈ Rj که باشد اندیسی j ∈ I و ٠ ̸= y = {yi}i∈I ∈ Y ⊆
∏

i∈I Ri کنیم فرض . اثبات
.xi = ٠ ،j ̸= i که i ∈ I هر براي و ،xj = ١ آن در که ،x = {xi}i∈I ∈

⊕
i∈I Ri دهیم می قرار

بنابراین .٠ ̸= Y x ⊆
⊕

i∈I Ri پس ،yx ̸= ٠ چون .zx ∈
⊕

i∈I Ri ،z ∈ Y هر براي که است واضح

که شود می ثابت مشابه طور به است. قوي اساسی ∏i∈I Ri در راست ایدآل عنوان به ⊕i∈I Ri

■ است. قوي اساسی ∏i∈I Ri در چپ ایدآل عنوان به ⊕i∈I Ri

ماکسیمال راست ایدآل یک R هرگاه نامیم، می موضعی را R جابجایی ي حلقه .8.1.2 تعریف
باشد. داشته فرد به منحصر

در .I +Annl(I) ≤se RR صورت این در باشد. R حلقه�ي از ایدآل یک I کنیم فرض .9.1.2 گزاره
هستند. قوي اساسی اول ي حلقه یک ناصفر ایدآلهاي و موضعی حلقه�ي یک ماکسیمال ایدآل نتیجه
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Y ⊆ Annl(I) ⊆ I + Annl(I) آنگاه ،Y I = ٠ هرگاه .٠ ̸= Y ⊆ R کنیم فرض . اثبات
بنابراین .٠ ̸= Y I ⊆ I ⊆ I + Annl(I) پس است، ایدآل I چون آنگاه ،Y I ̸= ٠ هرگاه و

.I + Annl(I) ≤se RR

آنگاه باشد، اول ي حلقه یک از ناصفري ایدآل یا و موضعی، حلقه یک ماکسیمال ایدآل I اگر

■ I = I + Annl(I) ≤se RR بنابراین .Annl(I) ⊆ I

.Annl(N) ≤se RR آنگاه باشد، R حلقه�ي از توان پوچ راست ایدآل یک N اگر . مثال

صورت، این غیر در است. بدیهی حکم X ⊆ Annl(N) هرگاه .٠ ̸= X ⊆ R کنیم فرض . حل
.XNn+١ = ٠ و XNn ̸= ٠ که دارد وجود n ≥ ١ مثبت صحیح عدد پس است، توان پوچ N چون

.Xr ⊆ Annl(N) پس ،XrN ⊆ XNn+١ = ٠ چون .Xr ̸= ٠ که دارد وجود r ∈ Nn عنصر لذا

■ .Annl(N) ≤se RR بنابراین

اگر باشد. راست R-مدول یک M و R حلقه�ي از توان پوچ چپ ایدآل یک I کنیم فرض . مثال
.P ≤se M آنگاه ،P = {x ∈ M |I ⊆ Ann(x)}

هرگاه .٠ ̸= X ⊆ M کنیم فرض است. M از مدول زیر یک P که دید توان می راحتی به . حل
صحیح عدد که دهد می نتیجه I بودن توان پوچ آنگاه ،XI ̸= ٠ هرگاه و X ⊆ P آنگاه ،XI = ٠

.Xr ̸= ٠ که دارد وجود r ∈ In عنصر لذا .XIn+١ = ٠ و XIn ̸= ٠ که دارد وجود n ≥ ١ مثبت

نتیجه در و Xr ⊆ P بنابراین .I ⊆ Ann(xr) ،x ∈ X هر براي پس ،XrI ⊆ XIn+١ = ٠ چون

■ .P ≤se M
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ها t-مؤلفه و t-بخش بررسی و معرفی 2.2
هاي مجموعه زیر تمام اجتماع صورت این در باشد. MR از مدولی زیر N کنیم فرض .1.2.2 تعریف
با باشد نداشته وجود ابهامی هرگاه (و TM(N) با را (N : X) = Ann(X) و ٠ ∈ X که M از X

نامیم. می M در N t-بخش را آن و دهیم می نمایش (T (N)

و X ∩ N = ٠ که است M از X چون اي مجموعه زیر ،M در N ي t-مؤلفه یک از منظور

.(N : X) = Ann(X)

T
′
M(N) =

∪
X∈AX یعنی Mباشد، Nدر هاي t-مؤلفه تمام اجتماع نمایانگر T ′

M(N) فرضکنیم

آن در که

A = {X|X ⊆ M, (N : X) = Ann(X), X ∩N = ٠}

یک X و x ∈ T
′
M(N) اگر .r ∈ (N : T

′
M(N)) کنیم فرض .T ′

M(N) ∩ N = ٠ که است واضح

و xr = ٠ گیریم می نتیجه ،r ∈ (N : X) = Ann(X) از آنگاه باشد، x شامل M در N ي t-مؤلفه

است. M در N ي t-مؤلفه بزرگترین T ′
M(N) بنابراین .r ∈ Ann(T

′
M(N)) لذا

استفاده T ′
M(N) جاي به T ′ نماد از نویسی خلاصه براي باشد، نداشته وجود ابهامی هرگاه ادامه در

نماییم. می

ویژگی بیان به حال .(T ′
r \N) ⊆ T

′ ،r ∈ R هر براي و −T
′ ⊆ T

′ که دید توان می راحتی به

پردازیم. می T ′ و T (N) هاي

T زیرمدول بزرگترین T (N) صورت این در باشد. MR مدول زیر یک N کنیم فرض .2.2.2 گزاره
.N + T (N) ≤se M این بر علاوه .(N : T ) = Ann(T ) که است M از

.T (N) ̸= ∅ پس ،٠ ∈ T (N) چون .T (N) ≤ M کنیم می ثابت ابتدا . اثبات
و y ∈ Y و x ∈ X که دارند وجود M از Y و X هاي مجموعه زیر آنگاه ،x, y ∈ T (N) اگر حال
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طرفی از .(N : Y ) = Ann(Y ) و (N : X) = Ann(X)

(N : X + Y ) = (N : X) ∩ (N : Y ) = Ann(X) ∩ Ann(Y ) = Ann(X + Y )

.x+ y ∈ T (N) بنابراین و X + Y ⊆ T (N) لذا

x ∈ X که دارد Mوجود از X ي مجموعه زیر صورت این در .x ∈ T (N) و r ∈ R کنیم فرض اکنون

که دارد وجود h ∈ (N : Xr) صورت این در .y ∈ r(N : Xr) کنیم فرض .(N : X) = Ann(X) و

لذا و y ∈ (N : X) = Ann(X) پس .Xy = Xrh ⊆ N بنابراین .y = rh

r(N : Xr) ⊆ (N : X) = Ann(X)

بنابراین و Xrs = ٠ لذا .rs ∈ (N : X) = Ann(X) آنگاه ،s ∈ (N : Xr) هرگاه نتیجه در

.xr ∈ T (N) پس .Xr ⊆ T (N) لذا و (N : Xr) = Ann(Xr) دهد می نتیجه این .s ∈ Ann(Xr)

است. M از مدولی زیر T (N) که نمودیم ثابت بنابراین

که دارد وجود اي x ∈ T (N) صورت این در .a ∈ (N : T (N)) \ Ann(T (N)) کنیم فرض حال

نتیجه در .a ∈ (N : X) = Ann(X) که دارد وجود x شامل M از X ي مجموعه زیر .٠ ̸= xa ∈ N

.(N : T (N)) = Ann(T (N)) بنابراین است. تناقض یک که ،xa = ٠

گیریم می نتیجه t-بخش تعریف از آنگاه ،(N : L) = Ann(L) که باشد M از مدولی زیر L اگر

.(N : T (N)) = Ann(T (N)) که است M مدول زیر بزرگترین T (N) بنابراین .L ⊆ T (N)

Y ⊆ TM(N) ⊆ N+TM(N) آنگاه ،(N : Y ) = Ann(Y ) هرگاه .٠ ̸= Y ⊆ M فرضکنیم اکنون

.N+TM(N) ≤se M بنابراین .٠ ̸= Y r ⊆ N ⊆ N+TM(N) آنگاه ،r ∈ (N : Y )\Ann(Y ) هرگاه و

■

معادلند: زیر هاي گزاره صورت این در باشد. MR از مدولی زیر N کنیم فرض .3.2.2 نتیجه

.N ≤se M .1
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.T (N) ⊆ N .2

.T (N) = ٠ .3

و اگر ،Ann(T (N)) = (N : T (N)) = R اگر تنها و اگر ،T (N) ⊆ N قبل ي گزاره به بنا . اثبات
گیریم می نتیجه قبل گزاره از صورت این در ،T (N) = ٠ کنیم فرض حال .T (N) = ٠ اگر تنها

.N = N + T (N) ≤se M

.٠ ̸= T (N)r ⊆ N که دارد وجود اي r ∈ R آنگاه ،T (N) ̸= ٠ اگر .N ≤se M فرضکنیم بعکس،

■ است. تناقض یک که ،T (N)r = ٠ نتیجه در و r ∈ (N : T (N)) = Ann(T (N)) لذا

اگر تنها و اگر ،N ≤se M صورت این در باشد. MR از مدول زیر یک N کنیم فرض .4.2.2 نتیجه
.Ann(N + P

N
) ̸= Ann(P ) ،M از P ناصفر مدول زیر هر براي

،M از P ناصفر مدول زیر هر براي ،4.1.2 ي گزاره بنابه آنگاه ،N ≤se M اگر . اثبات
.(N : P ) ̸= Ann(P ) لذا .(N : P ) = Ann(

N + P

N
) ̸= Ann(N + P )

بنا .N ≤se M کنیم می ثابت ،(N : P ) ̸= Ann(P ) ،٠ ̸= P ≤ M هر براي کنیم فرض بعکس،

بنابراین .(N : T (N)) = Ann(T (N)) که است M مدول زیر بزرگترین T (N) ،2.2.2 ي گزاره به

■ .N ≤se M گیریم می نتیجه ،3.2.2 ي نتیجه از استفاده با حال .T (N) = ٠

.N + T
′
M(N) = N + TM(N) صورت این در باشد. MR از مدولی زیر N کنیم فرض .5.2.2 گزاره

و T ′ ∩N = ٠ که است M از T ′ ي مجموعه زیر بزرگترین T ′
M(N) این بر علاوه

Ann(T (N)) = (N : T (N)) = (N : T
′
) = Ann(T

′
).

و (N : T
′
M(N)) = Ann(T

′
M(N)) ،T ′

M(N) ∩N = ٠ که دانیم می . اثبات
.(N : X) = Ann(X) که باشد M از اي مجموعه زیر X کنیم فرض .(N : T (N)) = Ann(T (N))
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و X ′ ∩N = ٠ آنگاه ،X ′
= (X \N) ∪ {٠} دهیم قرار اگر صورت این در

Ann(X
′
) ⊆ (N : X

′
) = (N : X) = Ann(X) ⊆ Ann(X

′
)

.X ′ ⊆ T
′ دهد می نشان که ،Ann(X) = (N : X) = (N : X

′
) = Ann(X

′
) بنابراین

که است واضح t-مؤلفه، بزرگترین و t-بخش تعریف بنابه

N + T
′

M(N) = {x+ y|x ∈ N, y ∈ T
′

M(N)} = N + T (N)

پس

Ann(T
′

M(N)) = (N : T
′

M(N)) = (N : N + T
′

M(N))

= (N : N + T (N)) = (N : T (N)) = Ann(T (N))

■ است. فوق خاصیت با M از مجموعه زیر بزرگترین T ′
M(N) که است بدیهی و

صورت این در .A ≤ B ≤ M و باشد راست R-مدول یک M کنیم فرض .6.2.2 نتیجه
و TM(MI)I = ٠ ،R از I راست ایدآل هر براي همچنین .TB(A) ⊆ TM(A) و TM(B) ⊆ TM(A)

.TRR
(J) ⊆ Annl(J) ،R از J ایدآل هر براي

A ≤ B از آنگاه ،(B : X) = Ann(X) که باشد ٠ شامل TM(B) از اي مجموعه زیر X اگر . اثبات
.(A : X) = Ann(X) بنابراین .(B : X) = Ann(X) ⊆ (A : X) ⊆ (B : X) که شود می نتیجه

.TM(B) ⊆ TM(A) نتیجه در و X ⊆ TM(A) پس

که است واضح آنگاه ،(A : X) = Ann(X) که باشد ٠ شامل TB(A) از اي مجموعه زیر X اگر

TB(A) ⊆ TM(A) نتیجه در .X ⊆ TM(A)

TM(MI) ،2.2.2 ي گزاره بنابه باشد. R ي حلقه از راست ایدآل یک I کنیم می فرض اکنون

.TM(MI)I ⊆ MI طرفی از .Ann(TM(MI)) = (MI : TM(MI)) که Mاست مدولِ زیر بزرگترین

.TM(MI)I = ٠ بنابراین ،I ⊆ (MI : TM(MI)) = Ann(TM(MI)) لذا
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قبل، قسمت بنابه باشد. R ي حلقه از ایدآل یک J کنیم فرض حال

■ .TRR
(J) ⊆ Annl(J) بنابراین .TRR

(J)J = TRR
(RJ)J = ٠

متناهی Y \X ي مجموعه هرگاه متناهیمی�نامیم، متمم را Y از X مجموعه�ي زیر .7.2.2 تعریف
باشد.

عنصري هیچ Ann(T (N)) صورت دراین باشد. MR از مدول زیر یک N کنیم فرض .8.2.2 گزاره
از X متناهیِ متمم مجموعه�ي زیر هر براي آنگاه ،N ≤e M اگر و نمی�سازد پوچ را M \ T (N) از

.(N : X) = Ann(X) ،T (N)

بنابراین .mAnn(T (N)) = ٠ که باشد چنان m ∈ M عنصر کنیم فرض . اثبات
نتیجه در .Y = T (N) ∪ {m} دهیم می قرار حال .Ann(T (N)) ⊆ Ann(m) ⊆ (N : m)

(N : Y ) = (N : T (N) ∪ {m}) = (N : T (N)) ∩ (N : m) = Ann(T (N)) ∩ (N : m)

= Ann(T (N)) = Ann(T (N)) ∩ Ann(m) = Ann(T (N) ∪ {m}) = Ann(Y )

.m ∈ T (N) نتیجه در .Y ⊆ T (N) لذا و (N : Y ) = Ann(Y ) بنابراین

اگر .X = T (N) \ F و باشد T (N) از متناهی اي زیرمجموعه F و N ≤e M کنیم فرض اکنون

اگر صورت، این غیر در .Fa = ٠ کنیم می ادعا .٠ ̸= Xa ⊆ N آنگاه ،a ∈ (N : X) \ Ann(X)

که دارد وجود اي b ∈ R عنصر گیریم می نتیجه N ≤e M از ،4.1.1 ي گزاره بنابه آنگاه ،Fa ̸= ٠

.T (N)ab = (X ∪ F )ab = Xab ∪ Fab ⊆ N پس ،f ⊆ T (N) چون طرفی از .٠ ̸= Fab ⊆ N

.Fa = ٠ لذا است. تناقض یک که ،Fa = ٠ نتیجه در .ab ∈ (N : T (N)) = Ann(T (N)) بنابراین

از بنابراین

T (N)a = (X ∪ F )a = Xa ∪ Fa = Xa ⊆ N

■ است. تناقض یک که ،Xa = ٠ لذا .a ∈ (N : T (N)) = Ann(T (N)) گیریم می نتیجه



30 آرتینی نیم هاي حلقه و قوي اساسی هاي زیرمدول .2 فصل

و اگر است، اول Ann(M) صورت این در باشد. راست R-مدول یک M کنیم فرض .9.2.2 گزاره
.Ann(N) = Ann(M) یا T (N) = M ،M از N مدول زیر هر براي اگر تنها

که است واضح .N ≤ M و باشد اول ایدآل یک Ann(M) کنیم فرض . اثبات
پس .(N : M) ⊆ Ann(M) یا Ann(N) ⊆ Ann(M) بنابراین .(N : M)Ann(N) ⊆ Ann(M)

و M ⊆ T (N) آنگاه ،(N : M) = Ann(M) اگر .(N : M) = Ann(M) یا Ann(N) = Ann(M)

.M = T (M) نتیجه در

ثابت .Ann(N) = Ann(M) یا T (N) = M ،M از N مدول زیر هر براي کنیم فرض بعکس،

باشند R ي حلقه از ایدآل دو B و A کنیم فرض منظور، این براي است. اول Ann(M) کنیم می

یا T (MB) = M ،M از MB مدول زیر براي فرض، به بنا .BA ⊆ Ann(M) که طوري به

.Ann(MB) = Ann(M)

نتیجه در و MB = ٠ آنگاه ،T (MB) = M اگر بنابراین .T (MB)B = ٠ ،6.2.2 ي نتیجه بنابه

گیریم می نتیجه BA ⊆ Ann(M) از آنگاه ،Ann(MB) = Ann(M)اگر .B ⊆ Ann(M)

■ .A ⊆ Ann(M) نتیجه در و A ⊆ Ann(MB) = Ann(M) لذا .MBA = ٠

نیست، قوي اساسی راست ایدآل عنوان به که باشد R حلقه�ي از اول ایدآل یک P اگر .10.2.2 گزاره
.T (P ) = Annl(P ) آنگاه

،T (P )Annr(T (P )) = ٠ ⊆ P چون طرفی از .T (P ) ⊆ Annl(P ) ،6.2.2 ي نتیجه به بنا . اثبات
پس نیست، قوي اساسی راست، ایدآل عنوان به P چون .Annr(T (P )) ⊆ P یا T (P ) ⊆ P پس

گیریم: می نتیجه ،8.2.2 ي گزاره از حال .Annr(T (P )) ⊆ P بنابراین و T (P ) ̸⊆ P

Annl(P ) ⊆ Annl(Annr(T (P )) = T (P )

■
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MRمی مدول قوي منفرد مدول زیر را {m ∈ M |Ann(m) ≤se RR} ي مجموعه .11.2.2 تعریف
.SZ(M) = M هرگاه نامیم، می t-منفرد را M مدول دهیم. می نمایش SZ(M) علامت با و نامیم

است. t-نامنفرد M گوییم ،SZ(M) = ٠ اگر

تنها و اگر ،SZ(R) = ٠ صورت این در باشد. جابجایی حلقه�ي یک R کنیم فرض .12.2.2 گزاره
.Z(R) = ٠ اگر

کنیم فرض .SZ(R) = ٠ آنگاه ،Z(R) = ٠ اگر بنابراین .SZ(R) ⊆ Z(R) که است واضح . اثبات
می نتیجه ،I ≤e R و ٠ ̸= a ∈ R اینکه از .aI = ٠ که دارد وجود I ≤e R پس .٠ ̸= a ∈ Z(R)

.ar(I+Annl(I)) = arI+arAnnr(I) = بنابراین٠ .٠ ̸= ar ∈ I که دارد وجود r ∈ R عنصر گیریم

■ .٠ ̸= ar ∈ SZ(R) پس ،I + Annl(I) ≤se R چون

ایدآل از اي خانواده اشتراك با هرگاه نامیم، می اول نیم را R ي حلقه از I ایدآل .13.2.2 تعریف
باشد. اول نیم آن صفرِ ایدآلِ هرگاه نامیم، می اول نیم ي حلقه یک را R باشد. برابر اول هاي

یافت. [4] منبع در توان می را زیر ي گزاره مختلف هاي قسمت اثبات

معادلند: زیر هاي گزاره صورت این در باشد. R ي حلقه از ایدآلی I کنیم فرض .14.2.2 گزاره

است. اول نیم I ایدآل .1

است. اول نیم R/I ي حلقه .2

.J ⊆ I آنگاه ،J٢ ⊆ I که باشد R از ایدآلی J اگر .3

.J٢ ̸⊆ I آنگاه باشد، I شامل اکیداً ایدآلی J اگر .4

.J ⊆ I آنگاه ،J٢ ⊆ I که باشد R از راست ایدآلی J اگر .5
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.J ⊆ I آنگاه ،J٢ ⊆ I که باشد R از چپ ایدآلی J اگر .6

x ∈ I دهد نتیجه xRx ⊆ I ،x ∈ R هر براي .7

است. اول نیم اول، ي حلقه هر لذا است. اول نیم اول، ایدآل هر . مثال

صورت این در باشد. R اول نیم ي حلقه از ایدآلی I کنیم فرض .15.2.2 لم
Annr(I) = TRR

(I) = T
RR(I) = Annl(I)

چون .x ∈ Annr(I)I کنیم فرض . اثبات
xRx ⊆ (Annr(I)I)R(Annr(I)I) ⊆ Annr(I)IAnnr(I)I = ٠

بنابراین .x = ٠ گیریم می نتیجه ،14.2.2 ي قضیه از است، اول نیم R چون و xRx = ٠ پس

طور به پس است، دوطرفه ایدآل یک I چون .Annr(I) ⊆ Annl(I) نتیجه در و Annr(I)I = ٠

.Annl(I) = Annr(I) بنابراین .Annl(I) ⊆ Annr(I) گیریم می نتیجه مشابه

،XI ⊆ I چون .(I : X) = Ann(X) که باشد TRR
(I) از اي زیرمجموعه X کنیم فرض حال

نتیجه در و X ⊆ Annl(I) لذا .XI = ٠ نتیجه در و I ⊆ (I : X) = Ann(X) پس

TRR
(I) ⊆ Annl(I) = Annr(I)

.T
RR(I) ⊆ Annr(I) = Annl(I) که داد نشان توان می مشابه طور به

چون طرفی از .a(I : a) ⊆ I ∩ Annr(I) پس .a ∈ Annl(I) = Annr(I) کنیم فرض

بنابراین .(I : a) ⊆ Annr(a) پس ،I ∩ Annr(I) = ٠ دهد می نتیجه (I ∩ Annr(I))
٢ = ٠

مشابه طور به .TRR
(I) = Annr(I) = Annl(I) بنابراین و Annr(I) ⊆ TRR

(I) لذا .a ∈ TRR
(I)

■ .T
RR(I) = Annl(I) که داد نشان توان می

برابر آن ایدآل هر چپِ و راست هاي ساز پوچ اگر تنها و اگر است، اول نیم R حلقه�ي .16.2.2 قضیه
.SZ(RR) = SZ(RR) = ٠ و باشند
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هر راست و چپ هاي ساز پوچ ،15.2.2 لم به بنا باشد. اول نیم ي حلقه یک R کنیم فرض . اثبات
برابرند. R ایدآل

از و a ∈ Annl(J) لذا .aJ = ٠ که دارد وجود J ≤se RR چون ایدآلی .a ∈ SZ(RR) کنیم فرض

.a = ٠ نتیجه در و TRR
(J) = ٠ پس ،J ≤se RR چون .a ∈ TRR

(J) گیریم می نتیجه ،15.2.2 لم

.SZ(RR) = ٠ که داد نشان توان می مشابه طور به .SZ(RR) = ٠ بنابراین

و Annl(I) = Annr(I) ،R ي حلقه از I ایدآل هر براي کنیم فرض بعکس،

است. اول نیم R کنیم می ثابت .SZ(RR) = SZ(RR) = ٠

چون .I + Annl(I) ≤se RR ،9.1.2 ي گزاره به بنا .I٢ = ٠ که باشد R از ایدآلی ،I کنیم فرض

پس ،Annl(I) = Annr(I)

I(I + Annl(I)) = I٢ + IAnnl(I) = IAnnr(I) = ٠

حلقه که گیریم می نتیجه ،14.2.2 ي گزاره از حال .I = ٠ نتیجه در و I ⊆ SZ(RR) = ٠ بنابراین

■ است. اول نیم R ي

.SZ( R

SZ(R)
) = ٠ آنگاه باشد، جابجایی حلقه�ي یک R اگر .17.2.2 نتیجه

a٢ = ٠ آنگاه ،a = a+SZ(R) ∈ J اگر .J٢ = ٠ که باشد R

SZ(R)
از ایدآلی J کنیم فرض اثبات.

Ann(a٢) از ناصفري ي زیرمجموعه X کنیم فرض .Ann(a٢) ≤se R نتیجه در .a٢ ∈ SZ(R) لذا و

پس ،Xaa = ٠ چون آنگاه ،Xa ̸= ٠ هرگاه و ٠ ̸= X ⊆ Ann(a) آنگاه ،Xa = ٠ هرگاه باشد.

.a ∈ SZ(R) لذا .Ann(a) ≤se R نتیجه در و Ann(a) ≤se Ann(a
٢) بنابراین .٠ ≠ Xa ⊆ Ann(a)

و است اول نیم R

SZ(R)
که گیریم می نتیجه ،14.2.2 ي گزاره از حال .J = ٠ لذا و a = ٠ بنابراین

■ .SZ( R

SZ(R)
) = ٠ ،16.2.2 قضیه به بنا

.Ann(N) ≤se RR آنگاه باشد، SZ(M) از متناهی تولید با مدول زیر یک N اگر .18.2.2 لم
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براي پس ،xi ∈ SZ(M) ،i = ١, . . . , n هر براي چون .N = x١R+ . . .+ xnR کنیم فرض اثبات.
.Ii = (Ann(xi) : R) دهیم می قرار ،i = ١, . . . , n هر براي .Ann(xi) ≤se RR ،i = ١, . . . , n هر

کنیم فرض حال .Ii ≤se RR و است Ii ایدآل شامل Ann(xi) ،i = ١, . . . , n هر براي که است واضح

.Ann(N) ≤se RR پس ،I ≤se RR چون .I ⊆ Ann(N) لذا NIو = ٠ که است بدیهی .I =
∩n

i=١ Ii

■

خودتوان را I آنگاه ،I٢ = I اگر باشد. R ي حلقه از راست ایدآل یک I کنیم فرض تعریف19.2.2.
نامیم. می

خود راست ایدآل هیچ شامل SZ(RR) صورت این در باشد. حلقه یک R کنیم فرض .20.2.2 قضیه
نیست. ناصفري متناهیِ تولید با توانِ

به بنا .I٢ = I که باشد SZ(RR) از ناصفر متناهیِ تولید با راست ایدآل یک I کنیم فرض . اثبات
.٠ ̸= Ir ⊆ Annr(I) که دارد وجود اي r ∈ R پس ،٠ ̸= I ⊆ R چون و Annr(I) ≤se RR قبل، لم

■ است. تناقض یک که ٠ = I(Ir) = I٢r = Ir ̸= ٠ بنابراین

یک M اگر باشند. R ي حلقه از قوي اساسی راست ایدآل دو J و I کنیم فرض .21.2.2 گزاره
.MIJ ≤se M آنگاه باشد، t-نامنفرد راست R-مدول

T (MIJ)IJ = پس٠ ،IJ ⊆ (MIJ : M) ⊆ (MIJ : T (MIJ)) = Ann(T (MIJ)) چون اثبات.
پس ،I ≤se RR چون صورت، همین به .T (MIJ)I = ٠ پس ،J ≤se RR و SZ(M) = ٠ چون و

■ .MIJ ≤se M T.بنابراین (MIJ) = ٠

با و می�نامیم M ساکل نوع را MR قويِ اساسیِ هاي زیرمدول تمام اشتراك .22.2.2 تعریف
می�دهیم. نمایش ST (MR)
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این در باشد. S ساده�ي حلقه�ي روي ٢× ٢ مثلثی بالا هاي ماتریس حلقه�ي R کنیم فرض . مثال
.ST (RR) ̸= ST (RR) نتیجه در .ST (RR) = (

٠ S
٠ S

) و ST (RR) = (
S S
٠ ٠ ) صورت

آنگاه باشد، M در N مدول زیر t-مولفه�ي بزرگترین T ′
(N) اگر .23.2.2 گزاره

ST (M) =
∩

N≤eM

(N + T (N)) =
∩

N≤eM

(N + T
′
(N))

بنابراین .N + T
′
(N) = N + T (N) ≤se M ،2.2.2 گزاره به بنا آنگاه ،N ≤ M اگر . اثبات

∩
N≤eM

(N + T (N)) =
∩

N≤eM

(N + T
′
(N)) ⊆

∩
A≤seM

A = ST (M)

بنابراین .A = A+ T (A) = A+ T
′
(A) و A ≤e M آنگاه ،A ≤se M اگر طرفی از

ST (M) =
∩

A≤seM

A ⊆
∩

N≤eM

(N + T (N)) =
∩

N≤eM

(N + T
′
(N))

■

،N ≤se M صورت این در باشد. MR t-نامنفرد مدول از مدولی زیر N کنیم فرض .24.2.2 قضیه
.ST (M) =

∩
I≤seRR

MI نتیجه در .(N : M) ≤se RR اگر تنها و اگر

.(N : M) ≤se RR شود می نتیجه ،4.1.2 ي گزاره از آنگاه ،N ≤se M اگر . اثبات
پس ،T (MI)I ⊆ MI چون .I = (N : M) ≤se RR کنیم فرض بعکس،

.T (MI) ⊆ SZ(M) = ٠ بنابراین و T (MI)I = ٠ لذا .I ⊆ (MI : T (MI)) = Ann(T (MI))

.MI ⊆ N ≤se M دهد می نشان که ،MI ≤se M نتیجه در و T (MI) = ٠ پس

شامل M از N مانند قوي اساسی مدول زیر هر که کنیم توجه کافیست نتیجه اثبات براي

پس ،SZ(M) = ٠ چون ،I ≤se R هر براي دیگر طرف از .I ≤se R که است MI = M(N : M)

■ .ST (M) =
∩

N≤seM
N =

∩
I≤seRR

MI بنابراین .MI ≤se M
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I کنیم فرض مثال، براي گرفت. نتیجه را بودن قوي اساسی بودن، اساسی از توان می گاهی

چون صورت این در .Z(RR) ⊆ I ≤e RR که طوري به باشد R ي حلقه در طرفه دو ایدآل یک

.I ≤se RR پس ،Annl(I) ⊆ I

از تعدادي اشتراك با (یعنی باشد رادیکال ایدآل یک I و باشد جابجایی ي حلقه یک R اگر . مثال
.I ≤se R آنگاه است، اساسی که است) برابر اول هاي ایدآل

مدول از اساسی ماکسیمال مدول زیر هر آنگاه باشد، جابجایی ي حلقه یک R اگر .25.2.2 گزاره
است. قوي اساسی ،MR

لذا نیست. قوي اساسی که باشد M از اساسی ماکسیمال زیرمدول یک N کنیم فرض . اثبات
بنابراین .N + T (N) = M پس است، ماکسیمال N چون .T (N) ̸⊆ N

Ann(
M

N
) = Ann(

N + T (N)

N
) = (N : N + T (N)) = (N : T (N)) = Ann(T (N))

ایدآل یک Ann(M
N

) = Ann(T (N)) لذا است. ساده M

N
پس است، ماکسیمال N چون طرفی از

که T (N) ⊆ N پس بود، اساسی M در N چون و است ساده نیم T (N) بنابراین و است ماکسیمال

■ است. تناقض یک
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آرتینی نیم هاي حلقه 3.2
کند: صدق زیر شرط دو در هرگاه نامیم، می ترتیبی عدد یک را α ي مجموعه .1.3.2 تعریف

باشد. ترتیب خوش (عضویت) ∈ ي رابطه با α ي مجموعه .1

.β ⊂ α دهد نتیجه β ∈ α .2

تعریف به بنا .β < α نویسیم می صورت این در ،β ∈ α و باشد ترتیبی عدد یک α کنیم فرض

،١ = {٠} همچنین دهیم. می نمایش ٠ با را آن که است ترتیبی عدد یک تهی ي مجموعه

متناهی هاي مجموعه که ترتیبی اعداد این هستند. ترتیبی اعداد . . . و ٣ = {٠,١,٢} ،٢ = {٠,١}

اعداد همان متناهی ترتیبی اعداد که دید توان می خوانیم. می متناهی ترتیبی اعداد را هستند
باشند. می صفر) همراه (به طبیعی

ترتیبی عدد هر است. ترتیبی عدد یک نیز طبیعی اعداد تمام شامل ω = {٠,١,٢, · · · } ي مجموعه

عدد یک ω بنابراین نامیم. می نامتناهی ترتیبی عدد یک را است نامتناهی ي مجموعه یک که

است. نامتناهی ترتیبی

آن که است ترتیبی عدد یک α′
= {β|β ≤ α} ي مجموعه آنگاه باشد، ترتیبی عدد یک α هرگاه

ترتیبی عدد یک را β آنگاه نباشد، ترتیبی عدد هیچ تالی β ترتیبی عدد اگر نامیم. می α تالی را
α + ١ با را α ترتیبی عدد تالی است. حدي ترتیبی عدد یک ω مثال عنوان به نامیم. می حدي
مراجعه [8] و [6] منابع به توان می ترتیبی اعداد باب در بیشتر ي مطالعه براي دهیم. می نمایش

نمود.

به را M مدول 1 لویی(پایینی) سري باشد. راست R-مدول یک M کنیم فرض .2.3.2 تعریف
کنیم: می تعریف زیر روش به و ترامتناهی صورت

1(lower) Loewy
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S٠؛ = ٠ ،α = ٠ براي -1

١+Sα؛
Sα

= Soc(
M

Sα

) ،α ≥ ٠ ترتیبی عدد هر براي -2

.Sα =
∪

β<α Sβ ،α حدي ترتیبی عدد هر براي -3

آنگاه ،Soc(M
Sα

) = ٠ ،α چون ترتیبی عدد یک براي اگر که گرفت نتیجه توان می فوق تعریف از

.Sβ = Sα ،β > α ترتیبی عدد هر براي

باشد داشته وجود α ترتیبی عدد هرگاه نامیم، می لویی مدول یک را MR مدول .3.3.2 تعریف
می M مدول لویی طول را Sγ = M که γ ترتیبی عدد کوچکترین صورت این در .Sα = M که

دهیم. می نشان L(M) = γ نماد با و نامیم

.L(M) = ١ و است لویی مدول یک M آنگاه باشد، ساده نیم مدول یک MR اگر . مثال

معادلند: R ي حلقه براي زیر هاي گزاره .4.3.2 قضیه

است. لویی مدول یک RR مدول .1

است. لویی راست R-مدول هر .2

دارد. ناصفر ساکل ناصفر راست R-مدول هر .3

است. ساده زیرمدول یک شامل ناصفر راست R-مدول هر .4

ایدآل یک I اگر .MSoc(RR) ⊆ Soc(M) ،M R-مدول هر براي که داریم توجه (2⇐1) . اثبات
آنگاه باشد، RR لویی سري {Sα}α اگر بنابراین .MSoc(

R

I
) ⊆ Soc(

M

MI
) آنگاه باشد، R از راست

باشد، MR مدول (پایینی) لویی سري {Tα}α اگر لذا .MSoc(
R

Sα

) ⊆ Soc(
M

MSα

) ،α هر براي

ترتیبی عدد براي پس است، لویی مدول یک RR چون .MSα ⊆ Tα ،α ترتیبی عدد هر براي آنگاه



39 آرتینی نیم هاي حلقه .3.2

دهد، می نشان که ،Tγ = Mبنابراین .M = MR = MSγ ⊆ Tγ نتیجه در و Sγ = R ،L(RR) = γ

است. لویی مدول یک M مدول

هستند. بدیهی (4⇔3) و (3⇐2) و (1⇐2)

نتیجه (3) از صورت این در باشد. MR مدول (پایینی) لویی سري {Tα}α کنیم فرض (2⇐3)

پس .Tα+١
Tα

̸= ٠ بنابراین .Soc(M
Tα

) ̸= ٠ آنگاه ،M
Tα

̸= ٠ اگر ،α ترتیبی عدد هر براي که گیریم می

چون ترتیبی عدد یک براي نتیجه در باشد. می Tα شامل اکیداً Tα+١ آنگاه ،M
Tα

̸= ٠ اگر ،α هر براي

■ .Tβ = M ،β

یکحلقه را R آنگاه کند، صدق قبل ي قضیه هاي گزاره از یکی در R ي حلقه اگر .5.3.2 تعریف
هرگاه خوانیم، چپمی (لویی) آرتینی نیم را R ي حلقه نامیم. (لویی)راستمی آرتینی نیم ي
چپ آرتینی نیم ي حلقه براي قبل ي قضیه مشابه عبارات که داریم توجه باشد. لویی مدول یک RR

است. برقرار

،L(RR) = γ که باشد اي حلقه R اگر که گیریم می نتیجه ،(2⇐1) 4.3.2 ي قضیه اثبات از

R چون که کنیم می توجه همچنین .L(MR) ≤ γ و است لویی مدول یک ،M R-مدول هر آنگاه

عدد یک α هرگاه زیرا باشد؛ حدي ترتیبی عدد یک تواند نمی L(RR) پس است، متناهی تولید با

که گیریم می نتیجه ،١R ∈ R = Sα =
∪

β<α Sβ اینکه از آنگاه ،L(RR) = α و باشد حدي ترتیبی

است. تناقض یک که ،Sβ٠ = R لذا و ١R ∈ Sβ٠ که دارد وجود β٠ < α ترتیبی عدد

.Soc(M) ≤e M ،MR مدول هر براي اگر تنها و اگر است، راست آرتینیِ نیم Rي حلقه .6.3.2 گزاره

است. راست آرتینی نیم R آنگاه ،Soc(M) ≤e M ،M R-مدول هر براي اگر که است واضح . اثبات
است، راست آرتینی نیم R چون .٠ ̸= N ≤ MR و باشد راست آرتینی نیم R کنیم فرض بعکس،

■ .Soc(M) ≤e M بنابراین .Soc(N) = Soc(M) ∩N طرفی از .Soc(N) ̸= ٠ پس
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انژکتیو راست R-مدول هر براي اگر تنها و اگر است، راست آرتینی نیم R ي حلقه .7.3.2 نتیجه
.Soc(E) ≤e E ،E

کنیم فرض آید. می بدست حکم قبل ي گزاره از آنگاه باشد، راست آرتینی نیم R هرگاه . اثبات
نشاندن قابل M که گیریم می نتیجه ،1.2.1 ي قضیه از .Soc(E) ≤e E ،ER انژکتیو مدول هر براي

.Soc(M) ≤e M بنابراین .Soc(M) = Soc(E) ∩M ̸= ٠ پس است. E چون انژکتیو مدول یک در

■ آید. می بدست حکم قبل گزاره از لذا

معادلند: زیر هاي گزاره R ي حلقه براي .8.3.2 قضیه

.M ≤se E(M) ،M راست R-مدول هر براي .1

.N ≤se M دهد می نتیجه N ≤e M ، M راست R-مدول هر براي .2

براي اگر تنها و اگر ،∏i∈I Ni ≤e

∏
i∈I Mi راست، هاي R-مدول از {Mi}i∈I خانواده هر براي .3

.Ni ≤e Mi ،i ∈ I هر

است. راست آرتینی نیم R ي حلقه .4

و E(N) = E(M) گیریم می نتیجه ،12.2.1 ي گزاره از .N ≤e M کنیم فرض (2 ⇐1) . اثبات
.N ≤se M پس ،M ≤ E(M) چون .N ≤se E(N) = E(M) لذا

.M ≤se E(M) پس ،M ≤e E(M) چون باشد. دلخواه R-مدول یک M کنیم فرض (1 ⇐2)

هر براي آنگاه ،∏i∈I Ni ≤e

∏
i∈I Mi اگر که گیریم می نتیجه (ج)، 8.1.1 ي گزاره از (3 ⇐2)

.Ni ≤e Mi ،i ∈ I⊕
i∈I Ni ≤e

⊕
i∈I Mi (ت)، 8.1.1 ي گزاره به بنا .Ni ≤e Mi ،i ∈ I هر براي کنیم فرض بعکس،

.٠ ̸= x = {xi}i∈I ∈
∏

i∈I Mi کنیم فرض حال .⊕i∈I Ni ≤se

⊕
i∈I Mi گیریم می نتیجه از(2) و
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و yjj = xj آن در که گیریم می نظر در را yj = {yji }i∈I ∈
⊕

i∈I Mi عنصر ،j ∈ I هر براي

که دارد وجود اي r ∈ R پس ،⊕i∈I Ni ≤se

⊕
i∈I Mi چون .yji = ٠ ،j ̸= i ∈ I هر براي

.٠ ̸= xr ∈
∏

i∈I Ni گیریم می نتیجه yjiها تعریف به توجه با لذا .٠ ̸= {yji }i∈Ir ∈
⊕

i∈I Ni

.∏i∈I Ni ≤e

∏
i∈I Mi بنابراین

.∏I N ≤e

∏
I M ،I گذار اندیس ي مجموعه هر براي (3) به بنا .N ≤e M کنیم فرض (2⇐3)

.N ≤se M ،2.1.2 ي گزاره بنابه پس

چون باشد. MR مدول اساسی هاي مدول زیر تمام ي گردایه {Ni}i∈I کنیم فرض (4 ⇐3)

کنیم فرض حال .∏i∈I Ni ≤e

∏
I M گیریم می نتیجه (3) از پس ،Ni ≤e M ،i ∈ I هر براي

.yi = m ،i ∈ I هر براي آن در که گیریم، می نظر در را y = {yi}i∈I ∈
∏

I M ٠.عنصر ̸= m ∈ M

،i ∈ I هر براي بنابراین .٠ ̸= yr ∈
∏

I∈I Ni که دارد وجود r ∈ R عنصر پس ،y ̸= ٠ چون

هر بنابراین .٠ ̸= mr ∈
∩

i∈I Ni = Soc(M) گیریم می نتیجه ،18.1.1 ي گزاره از .٠ ̸= mr ∈ Ni

راست آرتینی نیم R گیریم می نتیجه ،4.3.2 قضیه از لذا دارد. ناصفر ساکل ناصفر راست R-مدول

است.

.N ≤e M و باشد ناصفر راستِ R-مدول یک M و RR لویی سري {Si}i∈I کنیم فرض (2 ⇐4)

α ∈ I ترتیبی عدد کوچکترین پس است، راست آرتینی نیم R چون .T (N) ̸= ٠ کنیم فرض

،β < α هر براي چون آنگاه باشد، حدي ترتیبی عدد یک α هرگاه .T (N)Sα ̸= ٠ که دارد وجود

یک α لذا است. تناقض یک که T (N)Sα = T (N)
∪

β<α Sβ =
∪

β<α Sβ = ٠ پس ،T (N)Sβ = ٠

.T (N)Sα−١ = ٠ و است حدي غیر ترتیبی عدد

R-مدول نتیجه در و است ساده نیم R-مدول یک Sα

Sα−١
پس ، Sα

Sα−١
= Soc(

RR

Sα−١
) چون

است. تناقض یک که T (N)Sα ⊆ Soc(M) ⊆ N بنابراین است. ساده نیم T (N)Sα
∼=

T (N)Sα

T (N)Sα−١

■ .N ≤se M نتیجه در و T (N) = ٠ لذا
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پذیر انقباض هاي مدول 1.3
،M از N ناصفر مدولِ زیر هر براي هرگاه نامیم، می پذیر انقباض را MR مدول .1.1.3 تعریف

.HomR(M,N) ̸= ٠

که دارد وجود r ∈ Z عنصر لذا است. قوي اساسی Z از I ایدآل هر که دانیم می . مثال
ناصفر و تعریف خوش g(z) = rz ي ضابطه با g : Z → I همریختی بنابراین .٠ ̸= rZ = Zr ⊆ I

است. پذیر انقباض ZZ مدول نتیجه در است.

است. پذیر انقباض جایجایی، ي حلقه یک روي دوري مدول هر . مثال

f : M → N نگاشت پس است، جایجایی R چون .٠ ̸= n ∈ N ≤ M Mو = mR کنیم فرض حل.
M = mR بنابراین .HomR(M,N) ̸= ٠ لذا است. ناصفر همریختی یک f(mr) = nr ي ضابطه با

■ است. پذیر انقباض

است. پذیر انقباض ساده، نیم مدول هر .2.1.3 گزاره

ساده نیم به بنا صورت این در .٠ ̸= N ≤ M و باشد ساده نیم مدول یک MR کنیم فرض . اثبات
،m ∈ M هر براي که دهد می نشان این .M = N⊕N١ که دارد Mوجود از N١ مدول زیر ،M بودن

f : M → N نگاشت حال .m = nm+ lm که دارند وجود lm ∈ N١ و nm ∈ N فرد به منحصر عناصر

است R-همریختی یک f که دید توان می راحتی به گیریم. می نظر در f(m) = nm ي ضابطه با را

■ .٠ ̸= f ∈ HomR(M,N) بنابراین .f(M) = N و

است. پذیر انقباض آزاد، R-مدولِ هر . مثال

M براي اي پایه {mi|i ∈ I} و باشد MR آزاد مدول از ناصفري مدولِ زیر N کنیم فرض . حل
در چنان را f : M → N R-همریختی ،i٠ ∈ I اندیس براي آنگاه ،٠ ̸= n ∈ N هرگاه باشد.
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که است واضح .f(mj) = ٠ آنگاه ،j ̸= i٠ اگر ،j ∈ I هر براي و f(mi٠) = n که گیریم می نظر

■ است. پذیر انقباض M بنابراین .٠ ̸= f ∈ HomR(M,N)

است. پذیر انقباض R⊕M مدول صورت این در باشد. R-مدول یک M کنیم فرض .3.1.3 گزاره

R-همریختی ،n ∈ N ناصفر عنصر براي صورت این در .٠ ̸= N ≤ R⊕M کنیم فرض . اثبات
است واضح .f(m) = ٠ ،m ∈ M هر براي و f(١) = n که گیریم می نظر در چنان را f : M → N

■ است. پذیر انقباض R⊕M بنابراین .f ∈ HomR(M,N) و است ناصفر f که

هر و M از N مدولِ زیر هر ازاي به هرگاه نامیم، می تصویري شبه را MR مدول .4.1.3 تعریف
π : M → M

N
اگر که باشد داشته وجود g : M → M R-همریختی ،f : M → M

N
R-همریختی

.f = πg آنگاه باشد، طبیعی بروریختی

است. تصویري شبه تصویري، مدول هر . مثال

(
M

N
)R صورت این در .N ≤ MR و باشد تصویري شبه مدول یک MR کنیم فرض .5.1.3 گزاره

ناتهی زیر ي مجموعه ،N شامل اکیداً و M از L مدول زیر هر براي اگر تنها و اگر است، پذیر انقباض

باشد:

AL := {f ∈ EndR(M)|f(N) ⊆ N, f(M) ⊆ L, f(M) ̸⊆ N}

L

N
چون باشد. N شامل اکیداً و M از مدول زیر یک L و باشد پذیر انقباض M

N
کنیم فرض اثبات.

f :
M

N
→ L

N
چون ناصفري همریختی لذا .HomR(

M

N
,
L

N
) ̸= پس٠ است، M

N
از ناصفر مدولی زیر

.g = fπ : M → L

N
دهیم می قرار باشد. طبیعی بروریختی π : M → M

N
کنیم فرض دارد. وجود

است، تصویري شبه M و ig : M → M

N
چون آنگاه باشد، همانی تکریختی i : L

N
→ M

N
اگر حال

.h ∈ AL کنیم می ادعا .πh = ig که دارد وجود h : M → M درونریختی پس
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در و h(a) ∈ N لذا .πh(a) = ٠ پس ،ig(a) = ifπ(a) = if(٠) = ٠ ،a ∈ N هر براي چون

لذا و πh(M) ⊆ L

N
پس ،ig(M) = ifπ(M) = if(

M

N
) ⊆ i(

L

N
) =

L

N
چون .h(N) ⊆ N نتیجه

.h(M) ⊆ L

بنابراین .f(m) ̸= ٠ که دارد وجود m ∈ M

N
مانند عنصري پس است، ناصفر f چون

.h(M) ̸⊆ N لذا و h(m) ̸∈ N نتیجه در .πh(m) ̸= ٠ لذا و g(m) = f(m) ̸= ٠

کنیم فرض .AL ̸= ∅ : باشیم داشته L مانند N شامل اکیداً زیرمدول هر براي کنیم فرض بعکس،

و است N شامل اکیداً که دارد وجود L چون M از مدولی زیر باشد. M
N

از ناصفري مدولِ زیر K

یک f(m) := f(m) ي ضابطه با f :
M

N
→ L

N
نگاشت .٠ ̸= f ∈ AL کنیم فرض .K =

L

N

■ .HomR(
M

N
,
L

N
) ̸= ٠ لذا و است ناصفر همریختی

که باشد M از ناصفر مدول زیر یک N اگر باشد. پذیر انقباض MR کنیم فرض .6.1.3 گزاره
است. پذیر انقباض N آنگاه ،HomR(

M

N
,N) = ٠

.f(M) ⊆ K که دارد وجود f : M → M ناصفر درونریختی .٠ ̸= K ≤ N کنیم فرض . اثبات
فرض با که باشد می ناصفر M

N
→ M

Ker(f)
∼= f(M) طبیعی بروریختی آنگاه ،f(N) = ٠ هرگاه

N از ناصفر درونریختی یک f |N نتیجه در و f(N) ̸= ٠ لذا است. تناقض در HomR(
M

N
,N) = ٠

■ است. پذیر انقباض N بنابراین است. K در آن تصویر که است

-مدول R صورت این در باشد. R ي حلقه ي سره راستِ ایدآل یک I کنیم فرض .7.1.3 قضیه
x ∈ J \ I عنصر یا J ⊆ I ،R از J راست ایدآل هر براي اگر تنها و اگر است، پذیر انقباض R

I
دوري

.xI ⊆ I که باشد داشته وجود

وجود a ∈ J \ I عنصر آنگاه ،J ̸⊆ I هرگاه .J ≤ RR و باشد پذیر انقباض R
I
کنیم فرض . اثبات

است. R
I
از ناصفري مدول زیر aR + I

I
لذا .aR + I ̸= I که دارد
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پس .f(١+ I) = ar + I که باشد چنان r ∈ R و ٠ ̸= f ∈ HomR(
R

I
,
aR + I

I
) کنیم فرض

ari+ I = (ar + I)i = f(١+ I)i = f(i+ I) = f(I) = I

.xI ⊆ I و x ∈ J − I آنگاه ،x = ar دهیم قرار اگر .ari ∈ I ،i ∈ I هر براي بنابراین

وجود I شامل اکیداً R از J راست ایدآل باشد. R
I
از ناصفر مدول زیر یک K کنیم فرض بعکس،

.xI ⊆ I که دارد وجود x ∈ J − I عنصر فرض، بنابه پس ،J ̸⊆ I چون .K =
J

I
که دارد

،i ∈ I هر براي چون گیریم. می نظر در f(r + I) = xr + I ي ضابطه با را f :
R

I
→ J

I
اکنون

،f(١+I) = x+I ̸= I ،١+I ∈ R

I
براي چون و است یکR-همریختی f پس ،f(i+I) = xi+I = I

■ است. پذیر انقباض R
I
R-مدول بنابراین .٠ ̸= f ∈ HomR(

R

I
,
J

I
) بنابراین .f ̸= ٠ پس

هر براي هرگاه نامیم، می چپ توان T-پوچ را R ي حلقه از I ي مجموعه زیر .8.1.3 تعریف
.a١a٢ . . . an = ٠ که باشد داشته وجود n مثبت صحیح عدد ،I عناصر از . . .،a٢،a١ ي دنباله

انقباض R
I
R-مدول آنگاه باشد، R ي حلقه از چپ توان T-پوچ راستِ ایدآل یک I اگر .9.1.3 نتیجه

است. پذیر

اگر گیریم. می نظر در را b ∈ J \ I عنصر .J ̸⊆ I که باشد R از راست ایدآلی J کنیم فرض اثبات.
هرگاه .ba١ ̸∈ I که است موجود چنان a١ ∈ I صورت این غیر در است. حاصل نتیجه آنگاه ، bI ⊆ I

با . ba١a٢ ̸∈ I که است موجود a٢ ∈ I صورت این غیر در شود. می ثابت حکم هم باز ،ba١I ⊆ I

ي دنباله صورت این غیر در .xI ⊆ I و x = ba١a٢ . . . as ∈ J \ I که دارد وجود اي s روند این ادامه

توان T-پوچ فرضِ با این و ba١a٢ . . . an ̸∈ I ، n هر براي که آید می بدست I عناصر از . . . ،a٢ ،a١
■ است. تنافض در I بودنِ چپ

اینصورتR-مدولِ در باشد. انقباضپذیر MiیکR-مدول ،i ∈ I هر براي فرضکنیم .10.1.3 گزاره
نیست. درست کلی حالت در گزاره این عکس اما است. پذیر انقباض ،M =

⊕
i∈I Mi
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براي .٠ ̸= n = {ni}i∈I ∈ N و باشد M =
⊕

i∈I Mi از ناصفر زیرمدول یک N کنیم فرض اثبات.
وجود fj : Mj → njR ناصفر R-همریختی لذا و ٠ ̸= njR ≤ Mj ،٠ ̸= nj ∈ Mj که j ∈ I هر

راحتی به گیریم. می نظر در f({mi}i∈I) := {fi(mi)}i∈I ي ضابطه با f : M → N نگاشت دارد.

است. پذیر انقباض M لذا و است ناصفر R-همریختی یک f که دید توان می

انقباض R-مدول عنوان به R ⊕ L ،3.1.3 ي گزاره به بنا نباشد. پذیر انقباض LR کنیم فرض حال

مجموعه یک براي بلکه کلی حالت در تنها نه اول، قسمت عکس که دهد می نشان این و است پذیر

■ باشد. نمی برقرار نیز متناهی گذار اندیس ي
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پذیر انقباض اساساً هاي مدول 2.3
از N اساسی مدول زیر هر براي هرگاه نامیم، می پذیر انقباض اساساً را MR مدول .1.2.3 تعریف

.HomR(M,N) ̸= ٠ ، M

که دهد می نشان زیر مثال باشد. می پذیر انقباض اساساً پذیر، انقباض مدول هر که است واضح

نیست. پذیر انقباض که دارد وجود پذیري انقباض اساساً مدول

انقباض اساساً M -مدول Z صورت این در .M = Q⊕Zp و باشد اول عدد یک p کنیم فرض . مثال
نیست. پذیر انقباض ولی است پذیر

هر براي لذا است. Zp شامل M از اساسی زیرمدول هر پس است، ساده Z-مدول یک Zp چون حل.
ناصفر همریختی یک π : M = Q ⊕ Zp → Zp ⊆ N کانونی همریختی ،M از N اساسی مدول زیر

است. پذیر انقباض اساسا M بنابراین است. N به M از

همریختی هیچ چون باشد. ناصفر یکهمریختی f : M → Z فرضکنیم .Z ≤ M پس ،Z ⊆ Q چون

i ∈ Zp و q ∈ Q عناصر پس است، ناصفر f چون .f |Q = ٠ پس ندارد، وجود Z به Q از ناصفري

٠ ̸= f(q,٠) ∈ f |Q(Q) صورت این غیر در زیرا ،i ̸= ٠ که است واضح .f(q, i) ̸= ٠ که دارند وجود

اینکه از .s =
q

pn+ ١ دهیم می قرار .٠ ̸= n = f(q, i) کنیم فرض حال است. تناقض یک که

لذا n = f(q, i) = f((pn + ١)(s, i)) = (pn + ١)f(s, i) گیریم می نتیجه است همریختی یک f

انقباض M بنابراین .HomZ(M,Z) = ٠ نتیجه در است. تناقض یک که f(s, i) =
n

pn+ ١ ̸∈ Z

■ نیست. پذیر

نیست. پذیر انقباض اساساً Zp∞ جمعی گروه . مثال

باشد. ناصفر همریختی یک f : Zp∞ → G١ کنیم فرض حال .G١ ≤e Zp∞ که دیدیم قبلاً . حل
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دارد وجود n مثبت صحیح عدد که نمود ثابت توان می پس ،G١ < Zp∞ و Ker(f) ≤ Zp∞ چون

که دید توان می بنابراین .Ker(f) = Gn که

Zp∞
∼=

Zp∞

Gn

=
Zp∞

Ker(f)
∼= f(Zp∞) ⊆ G١

نیست. پذیر انقباض اساساً Zp∞ بنابراین است. نامتناهی Zp∞ و متناهی G١ زیرا است، تناقض یک که

■

R-مدول ،M از N مدول زیر هر براي اگر باشد. ناصفر مدول یک MR کنیم فرض .2.2.3 گزاره
است. پذیر انقباض MR آنگاه باشد، پذیر انقباض اساساً M

N

شمول نگاشت پس است، انژکتیو مدول یک E(N) چون .٠ ̸= N ≤ M کنیم فرض . اثبات
پس ،N ≤e E(N) چون یابد. می توسیع f : M → E(N) چون ناصفري همریختی به ،N ↪→ E(N)

اساساً f(M)فرض به بنا پس ،f(M) ∼=
M

K
،K = Ker(f) ≤ M براي چون و N ∩f(M) ≤e f(M)

h : f(M) → N ∩ f(M) اگر حال .HomR(f(M), N ∩ f(M)) ̸= ٠ نتیجه در و است پذیر انقباض

R-همریختی یک fh : M → N ∩ F (M) ⊆ N که است واضح آنگاه باشد، ناصفر همریختی یک

■ .HomR(M,N) ̸= ٠ نتیجه در است. ناصفر

است. پذیر انقباض اساساً پذیر، انقباض اساساً هاي R-مدول از مستقیم مجموع هر .3.2.3 گزاره

.N ≤e

⊕
i∈I Mi و باشد پذیر انقباض اساساً هاي R-مدول از اي گردایه {Mi}i∈I کنیم فرض اثبات.

براي 8.1.1(پ)، ي گزاره به بنا آنگاه باشد، شمول تکریختی ti : Mi →
⊕

i∈I Mi ،i ∈ I هر براي اگر

وجود fi : Mi → t−١i (N) چون ناصفري همریختی ،i ∈ I هر براي پس .t−١i (N) ≤e Mi ،i ∈ I هر

با گیریم. می نظر در را f({mi}i∈I) = {fi(mi)}i∈I ي ضابطه با f :
⊕

i∈I Mi → N نگاشت دارد.

اساساً ⊕i∈I Mi نتیجه در و است ناصفر همریختی یک f که است واضح ها fi و f تعریف به توجه

■ است. پذیر انقباض



50 پذیر انقباض (اساساً) هاي مدول .3 فصل

ناصفر همریختی یک اگر تنها و اگر است، پذیر انقباض اساساً MR ناصفر مدول .4.2.3 گزاره
باشد. پذیر انقباض اساساً R-مدول یک f(M) که باشد داشته وجود f : M → M

است. نظر مورد درونریختی همان IdM آنگاه باشد، پذیر انقباض اساساً M هرگاه . اثبات
هرگاه باشد. پذیر انقباض اساساً f(M) که طوري به Mباشد از درونریختی یک f کنیم فرض بعکس،

h : f(M) → N ∩ f(M) ناصفر همریختی فرض، بنابه و N ∩ f(M) ≤e f(M) آنگاه ،N ≤e M

بنابراین .HomR(M,N) ̸= ٠ نتیجه در است. ناصفر fh : M → N ∩ f(M) ⊆ N پس دارد. وجود

■ است. پذیر انقباض اساساً M

باشد. انژکتیو RR هرگاه نامیم، می راست انژکتیوِ خود را R ي حلقه .5.2.3 تعریف

نیست. انژکتیو خود Z ي حلقه دیدیم، 2.1 بخش آغاز در که همانطور . مثال

یک آن راست ایدآل هر (یعنی باشد راست اصلی ایدآل ي دامنه یک S کنیم فرض .6.2.3 گزاره
قسمتی خارج ي حلقه آنگاه ،bS = Sb که باشد S از عنصري b ̸= ٠ اگر است). اصلی ایدآل

است. راست انژکتیو خود R := S =
S

bS

که کنیم ثابت کافیست 1.2.1 ي قضیه بنابه باشد. R از ایدآل یک A =
aS

bS
کنیم فرض . اثبات

.h(as) = das ،as ∈ A هر براي که دارد وجود d ∈ RR عنصر ،h : A → RR هرR-همریختی براي

کنیم فرض توانیم می پس ،٠ ̸= b ∈ bS ⊆ aS چون .t = h(a) که باشد S از عنصري t کنیم فرض

چون و tc ∈ bS بنابراین .٠ = h(٠) = h(b) = h(ac) = tc = tc لذا .c ∈ S \ {٠} که ،b = ac

نتیجه در و t = da پس .tc = db = dac که دارد وجود d ∈ S عنصر گیریم می نتیجه ،bS = Sb

■ .h(as) = h(a)s = ts = das = das ،as ∈ A هر براي

است. انژکتیو خود Z
nZ

قسمتی خارج ي حلقه ،n ناصفر صحیح عدد هر براي (الف) .7.2.3 نتیجه
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خود K[x]

f(x)K[x]
ي حلقه صورت این در .f(x) ∈ K[x] و باشد میدان یک K کنیم فرض (ب)

است. انژکتیو

■ است. حاصل نتیجه قبل ي گزاره از استفاده با . اثبات

نامنفرد، دوري راست R-مدول هر آنگاه باشد، راست انژکتیو خود ي حلقه یک R اگر .8.2.3 لم
است. انژکتیو

و Ann(m)∩ aR = ٠ که دارد وجود a ∈ R لذا باشد. نامنفرد M = mR مدول کنیم فرض اثبات.
نتیجه در و Annr(a) = ٠ پس .ar ̸= ٠ ،r ∈ R هر براي نتیجه در .mar ̸= ٠ ،r ∈ R هر براي لذا

ي ضابطه با f : M = mR → aR نگاشت که دید توان می است. انژکتیو aR بنابراین .aR ∼= RR

■ است. انژکتیو M بنابراین .M = mR ∼= aR لذا و است یکریختی یک f(mr) = ar

یا R-مدول هر آنگاه باشد، راست نامنفرد و راست انژکتیو خود ي حلقه یک R اگر .9.2.3 گزاره
است. پذیر انقباض اساساً یا و است منفرد

نامنفرد Rاینکه از آنگاه ،Z(M) ≤e M هرگاه باشد. ناصفر R-مدول یک M کنیم فرض . اثبات
عنصر آنگاه نباشد، Mاساسی در Z(M) هرگاه است. منفرد مدول Mیک که گیریم می نتیجه است،

است. انژکتیو mR که گیریم می نتیجه قبل لم از .Z(M)∩mR = ٠ که دارد وجود m ∈ M ناصفر

جمعوند یک شامل M لذا و است M مستقیم جمعوند mR که گیریم می نتیجه 2.2.1 ي قضیه از

است. پذیر انقباض اساساً MR گیریم می نتیجه 4.2.3 ي گزاره از حال است. پذیر انقباض مستقیم

■

اول نیم آن هاي درونریختی ي حلقه که باشد پذیر انقباض مدول یک MR کنیم فرض .10.2.3 لم
انقباض WR از مدول زیر هر آنگاه باشد، MR از هایی نسخه از مستقیم مجموع یک W اگر است.

است. پذیر
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نتیجه توان می 10.1.3 ي گزاره از باشد. MR مدول هاي درونریختی ي حلقه S کنیم فرض اثبات.
هاي ماتریس ي حلقه پس است، اول نیم ي حلقه یک S چون است. پذیر انقباض WR که گرفت

کنیم فرض حال است. اول نیم ي حلقه یک T = EndR(W ) بنابراین است. چنین نیز S روي n×n

ایدآل دو J و I که است واضح .J = HomR(W,K) و I = HomR(W,N) و ٠ ̸= K ≤ N ≤ W

است، اول نیم T چون و J ̸= ٠ پس است، پذیر انقباض WR چون .J ⊆ I و هستند T در راست

این .fg ̸= ٠ و fg : W → K که دارند وجود g ∈ I و f ∈ J عناصر نتیجه در .٠ ̸= J٢ ⊆ JI پس

■ است. پذیر انقباض NR بنابراین است. ناصفر f |N : N → K که دهد می نتیجه

آنگاه باشد، پذیر انقباض اساساً M اگر باشد. نامنفرد مدول یک MR کنیم فرض .11.2.3 قضیه
این عکس آنگاه باشد، راست نامنفرد اول نیم ي حلقه یک R اگر همچنین .HomR(M,R) ̸= ٠

است. برقرار نیز گزاره

ایدآل پس نیست، اساسی RR در Ann(m) چون Mباشد. از ناصفر عنصر یک m کنیم فرض اثبات.
از ناصفر مدول زیر هر بنابراین .mI ∼= I لذا و Ann(m)∩ I = ٠ که دارد وجود R از I ناصفر راست

اي خانواده A کنیم فرض است. R از ناصفر راست ایدآل یک با یکریخت مدول زیر یک شامل ،M

ناصفر راست ایدآل یک با یکریخت یک هر که باشد M از هایی مدول زیر از ماکسیمال و مستقل

اساساً M چون و است MR از اساسی زیرمدول یک N آنگاه ،N =
⊕

L∈A L اگر باشند. می R از

.HomR(M,R) ̸= ٠ بنابراین .HomR(M,N) ̸= ٠ پس است، پذیر انقباض

می نظر در بالا همانند را N و باشد راست نامنفرد و اول نیم ي حلقه یک R کنیم فرض اکنون

باشد، اساسی MR در Ker(f) هرگاه باشد. ناصفر همریختی یک f : M → R کنیم فرض گیریم.

گیریم می نتیجه f(m)(Ker(f) : m) = ٠ اینکه از و (Ker(f) : m) ≤e RR ،m ∈ M هر براي آنگاه

در Ker(f) بنابراین است. تناقض یک که f(m) = ٠ ،m ∈ M هر براي لذا و f(m) ∈ Z(RR) = ٠
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است، اول نیم R چون و f(N) ̸= ٠ گیریم می نتیجه N ≤e M اینکه از حال نیست. اساسی MR

g : f(M) → N نگاشت حال .nf(M) ̸= ٠ که دارد وجود n ∈ N عنصر لذا .(f(N))٢ ̸= ٠ پس

هرگاه و است R-همریختی یک g که دید توان می گیریم. می نظر در را g(x) = nx ي باضابطه

توان می را h(M) پس ،h(M) ≤ N =
⊕

L∈A L چون است. ناصفر h آنگاه ،h = gf : M → N

مدول از هایی نسخه مستقیم مجموع از مدولی زیر h(M) نتیجه در و نشاند آزاد R-مدول یک در

از لذا است. پذیر انقباض h(M) که گیریم می نتیجه 10.2.3 لم از بنابراین است. RR پذیر انقباض

■ است. پذیر انقباض اساساً MR گیریم می نتیجه 4.2.3 ي گزاره

است، پذیر انقباض اساساً جابجایی، و اول نیم ي حلقه یک روي نامنفرد مدول یک .12.2.3 نتیجه
باشد. ناصفر دوگانش اگر تنها و اگر

قضیه از پس است، اول نیم R چون باشد. جابجایی و اول نیم ي حلقه یک R کنیم فرض . اثبات
نتیجه 12.2.2 ي گزاره از پس است، جابجایی R چون و SZ(RR) = ٠ گیریم می نتیجه 16.2.2 ي

■ آید. می بدست قبل ي قضیه از حکم اکنون است. نامنفرد R لذا .Z(R) = ٠ گیریم می

معادلند: زیر هاي گزاره آنگاه باشد، نامنفرد MR و اول ي حلقه یک R اگر .13.2.3 نتیجه

.HomR(M,R) ̸= ٠ .1

است. پذیر انقباض MR مدول .2

است. پذیر انقباض اساساً MR مدول .3

باشد. ناصفر همریختی یک f : M → R و M از ناصفر عنصر یک m کنیم فرض (٢ ⇐ ١) . اثبات
است، اول ي Rیکحلقه چون .mI ∼= I که دارد Rوجود از I راست پسایدآل است، Mنامنفرد چون

g : f(M) → I نگاشت اکنون .if(M) ̸= ٠ که دارد وجود i ∈ I ناصفر عنصر لذا .If(M) ̸= پس٠
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است ناصفر همریختی یک g که دید توان می راحتی به گیریم. می نظر در را g(r) = ir ي ضابطه با

MR نتیجه در .HomR(M,mR) ̸= ٠ پس ،I ∼= mI ⊆ mR چون .HomR(f(M), I) ̸= ٠ لذا و

است. پذیر انقباض

است. بدیهی (٣⇐ ٢)

■ شود. می نتیجه 11.2.3 قضیه از (١⇐ ٣)



4 فصل
پذیر انقباض (متناهیاً) هاي حلقه
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موریتا اي رسته ارزي هم 1.4
براي باشد. می نشده) (تعریف اولیه مفاهیم از یکی رده ها، مجموعه موضوعی اصل ي نظریه در

ازاي به که (عنصرها) اشیاء از A مانند است اي گردایه رده هر که گفت توان می مفهوم این با آشنایی

تعریفی داراي رسته رده، خلاف بر نه. یا هست A عضو یک x که کرد مشخص بتوان ،x شیء هر

است: مشخص کاملاً

شوند) می داده نمایش . . . ، C ،B ،A با (که است اشیاء از اي رده C مانند رسته هر .1.1.4 تعریف
انضمام به

داده نمایش hom(A,B) با که ،C عناصر از جفت هر براي جدا هم از هاي مجموعه از رده یک .1

با را این و نامند می B به A از ریخت یک را f مانند hom(A,B) از عنصر هر شوند. می

دهند. می نشان f : A → B

مانند تابعی ،C عناصر از (A,B,C) تایی سه هر ازاي به .2

hom(B,C)× hom(A,B) → hom(A,C)

می نوشته (g, f) 7→ g ◦ f صورت به تابع این ،f : A → B و g : B → C هاي ریخت (براي

صدق زیر موضوع اصل دو در تابع این شود). می خوانده g و f ترکیب g ◦ f : A → C و شود

کند: می

باشند، C از هایی ریخت f : A → B و ،g : B → C ،h : C → D هرگاه پذیري. شرکت (الف)

.h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f آنگاه

به که طوري به دارد وجود ١B : B → B مانند ریختی C از B عنصر هر ازاي به همانی. (ب)

.١B ◦ f = f و g ◦ ١B = g ،f : A → B و g : B → C هر ازاي
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عنوان به توان می را N به M از R-همریختی هر آنگاه باشند، راست R-مدول دو N و M اگر

موضوع اصل دو در ها R-همریختی ترکیب عمل که است واضح همچنین گرفت. نظر در ریخت یک

بنویسیم: توانیم می بنابراین کند. می صدق قبل تعریف از (ب) و (الف)

-R ي همه همراه به راست هاي R-مدول ي همه ي رده باشد. حلقه یک R کنیم فرض . مثال
نامیم، راستمی هاي يR-مدول رسته را آن که دهد، می رسته یک تشکیل آنها هاي همریختی

معرفی را R هايچپروي مدول ي رسته توان می مشابه صورت به دهیم. می MRنشان نماد با و

شود. می داده نشان RM نماد با که نمود،

T : C → D با که ،D به C از T همورد تابعگر باشند. رسته دو D و C کنیم فرض .2.1.4 تعریف
شیء، تابع یکی شوند؛ می داده نمایش T با دو هر که است توابع از جفتی شود، می داده نمایش

هر به که ریخت تابع دیگري دهد؛ می نسبت را D از T (C) مانند اي شیء C از C شیء هر به که

طوري به دهد، می نسبت را D از T (f) : T (C) → T (C
′
) مانند ریختی ،C از f : C → C

′ ریخت

که

T؛ (١C) = ١T (C) ،C از ١C همانی ریخت هر ازاي به (یک)

.T (g ◦f) = T (g)◦T (f) باشد، شده تعریف آنها g ◦f ترکیب که C از gو f ریخت دو هر ازاي به (ب)

نسبت خودش به را C ي رسته از ریخت هر و شیء هر IdC : C → C (همورد) همانی تابعگر . مثال
دهد. می

شود. ذکر آن خلاف آنکه مگر است همورد تابعگر یک تابعگر از منظور ادامه، در

F : C → D (همورد) هاي تابعگر هرگاه نامیم، می D ي رسته ارز هم را C ي رسته .3.1.4 تعریف
.F ◦G ∼= IdD و G ◦ F ∼= IdC که باشند موجود G : D → C و
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ها تابعگر چون و باشد می ها تابعگر بین طبیعی یکریختی یک ”∼=” از ما منظور فوق، تعریف در

است. واضح آنها ترکیب از منظورمان گرفتیم، نظر در توابعی را

است. خودش و رسته آن بین اي رسته ارزي هم یک رسته، هر همانی تابعگر . مثال

هاي رسته صورت این در . (n > ٠) S = Mn(R) و باشد حلقه یک R کنیم فرض .4.1.4 قضیه
ارزند. هم MR و MS

گیریم می نظر در V (n) ي مجموعه با برابر را G(V ) باشد. MR از شیء یک V کنیم فرض . اثبات
با S = Mn(R) صورت این در باشد). می (v١, v٢, . . . , vn) سطري هاي n-تایی فضاي V (n) (که

براي باشد. می راست S-مدول یک G(V ) = V (n) بنابراین کند. می عمل V (n) روي ماتریسی ضرب

ي ضابطه با را G(α) : G(V ) → G(V
′
) ،α ∈ HomR(V, V

′
)

G(α)(v١, v٢, . . . , vn) = (αv١, αv٢, . . . , αvn)

به MR از تابعگر یک G و است، S-همریختی یک G(α) که نمود بررسی توان می کنیم. می تعریف

است. MS

درایه ي همه که باشد S = Mn(R) از عنصري Eij ،١ ≤ i, j ≤ n که j و i هر براي کنیم فرض

براي صورت این در است. ١R برابر که j-ام ستون و i-ام سطر ي درایه بجز باشند، می صفر آن هاي

. کنیم می تعریف UE١١ برابر را F (U) ،MS از U شیء هر

یعنی است، راست R-مدول یک F (U) پس ،UE١١r = UrE١١ ⊆ UE١١ ،r ∈ R هر براي چون

حال .β(UE١١) = β(U)E١١ بوضوح ،β ∈ HomS(U,U
′
) هر براي است. MR از شیء یک F (U)

دهیم. می قرار بالایی) ي رابطه β(همان توسط شده معرفی F (U) → F (U
′
) نگاشت برابر را F (β)

به MS از تابعگر یک F که نمود بررسی توان می سادگی به .F (β) ∈ HomR(F (U), F (U
′
)) پس

است. MR
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از شده تشکیل (F ◦ G)(V ) = F (V (n)) = V (n)E١١ ،(MR از V شیء براي (یعنی V ∈ MR براي

این است. V با یکریخت طبیعی طور به V (n)E١١ لذا .v ∈ V که است (v,٠, . . . ,٠) بفرم سطرهایی

باشد. می MR روي همانی تابعگر با برابر طبیعی طور به F ◦G که دهد می نشان

ما کار حال .V = UE١١ = F (U) نویسیم می و ،U ∈ MS کنیم فرض ،G ◦ F ي محاسبه براي

.V (n) = (G ◦ F )(U) به U از εU طبیعی یکریختی یک یافتن

: کنیم می تعریف زیر صورت به را εU

εU(u) = (uE١١, uE٢١, . . . , uEn١) ∈ V (n)

بررسی را εU بودن S-همریختی اینکه براي .uEi١ = uEi١E١١ ∈ V ،i هر براي که داریم توجه

.εU(urEij) = εU(u)rEij ،r ∈ R هر براي دهیم نشان کافیست کنیم،

تعریف بنابه

εU(urEij) = (urEijE١١, . . . , urEijEn١) = (٠, . . . ,٠, urEi١,٠, . . . ,٠)

εU(u)rEij که بینیم می ماتریسی مستقیم ضرب با دیگر طرف از است. مکان jامین در urEi١ که

می بررسی را εU بودن یکریختی ادامه، در .εU ∈ Hom(U, V (n)) بنابراین است. مشابه چیزي نیز

نماییم.

یک εU دهد می نشان که ،u = u(
∑

Eii) = ٠ لذا .uEii = (uEi١)E١i = ٠ آنگاه ،εU(u) = ٠ اگر

است. یک به

،v ∈ V هر براي که دهیم نشان کافیست است، پوشا εU دهیم نشان اینکه براي حال

.v = uE١١ که طوري به گیریم، می نظر در ثابت را u ∈ U منظور این براي .(v,٠, . . . ,٠) ∈ εU(U)

پس

εU(v) = (vE١١, . . . , vEi١, . . . , vEn١) = (uE١١E١١, . . . , uE١١Ei١, . . . , uE١١En١)
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= (uE١١,٠, . . . ,٠) = (v,٠, . . . ,٠)

است. پوشا εU بنابراین

■ کند. می کامل را اثبات این است. MS روي همانی تابعگر G ◦ F بوضوح

اي رسته ارزي هم یک هرگاه گوییم، می S ي حلقه با موریتا ارز هم را R ي حلقه .5.1.4 تعریف
باشد. موجود MS و MR بین

آید. می بدست زیر ي نتیجه 4.1.4 ي قضیه از

R هاي حلقه صورت این در . (n > ٠) S = Mn(R) و باشد حلقه یک R کنیم فرض .6.1.4 نتیجه
هستند. موریتا ارز هم S و

راستاي در موریتا ارزي هم و ها رسته ارزي هم مزایاي از استفاده بخش، این مطالب از مقصود

ویژگی و خصوصیات انتقال ها، رسته ارزي هم اصلی مزایاي جمله از باشد. می نامه پایان موضوع

باشد. می دیگر ي رسته هاي ریخت و اشیاء به رسته یک هاي ریخت و اشیاء هاي

هاي R-مدول ي رسته هاي) ریخت روي صورت همین (به اشیاء روي P خاصیت .7.1.4 تعریف
اي رسته ارزي هم هر براي هرگاه خوانیم، می اي رسته خصوصیت یک را MR راست

آنگاه کند، صدق P در (g ∈ HomR(M,N) صورت همین (به M ∈ MR اگر ،F : MR → MS

کند. صدق آن در نیز (F (g) صورت همین (به F (M)

با (تنها اي رسته عبارات حسب بر کاملاً P خاصیت اگر که دید توان می فوق تعریف کمک به

(و باشد شده تعریف پایه) ي حلقه یا و ها مدول عناصر به ارجاع بدون و ها، ریخت و اشیاء از استفاده

باشد، اي رسته ارزي هم یک F هرگاه و است اي رسته خاصیت یک P آنگاه باشد)، تعریف قابل یا

کند. می ”منتقل” (F (g) صورت همین (به F (M) به (g صورت همین به ) M از را P خاصیت
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خصوصیات بودن، یکریختی و بروریختی تکریختی، ها) (ریخت ها همریختی سطح در ترتیب بدین

زیرا: باشند، می اي رسته

نتیجه h : X → M با g ترکیب شدن صفر از هرگاه است، یک به یک g : M → N همریختی -

.h = ٠ بگیریم

بگیریم نتیجه g با k : N → Y ترکیب شدن صفر از هرگاه است، پوشا g : M → N همریختی -

.k = ٠

رسته خصوصیت یک ٠→ M → N → M → ٠ بودن دقیق ي دنباله که آید می بر فوق عبارت از

است. اي

رسته خصوصیاتی بودن آرتینی و نوتري ساده، نیم ساده، ناصفر، صفر، (اشیاء) ها مدول سطح در

بودن مستقیم جمعوند قوي، اساسی اساسی، مینیمال، ماکسیمال، ها مدول زیر براي و باشند می اي

شود می نتیجه انژکتیو و تصویري مدول تعریف از صورت، همین به هستند. اي رسته خصوصیاتی

می اي رسته خصوصیت یک نیز بودن انژکتیو پوش نتیجه در و هستند اي رسته خصوصیات این که

از توصیف یک توانیم می زیرا باشد، می اي رسته هم بودن” متناهی تولید ”با خاصیت حتی باشد.

شود: نمی استفاده عناصر از آن در که دهیم ارائه مدول یک بودن” متناهی تولید ”با

هاي مدول زیر از {Ni|i ∈ I} مجموعه هر براي اگر تنها و اگر است، متناهی تولید با MR مدول -

.M =
∑

i∈J Ni که باشد داشته وجود J ⊆ I متناهی ي مجموعه زیر آنگاه ،M =
∑

i∈I Ni اگر ،M

است. اي رسته خاصیت یک بودن، پذیر انقباض .8.1.4 گزاره

عبارات از تنها مدول، یک پذیريِ انقباض تعریف در که شویم متذکر کافیست اثبات براي هرچند

انقباض خاصیت بودنِ اي رسته روي بیشتر تأکید و بهتر درك براي ولی است، شده استفاده اي رسته

پردازیم: می تعریف از مستقیم صورت به و اي رسته مفاهیم کمک به اثبات این بیان به پذیري،
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باشد MS و MR هاي رسته ارزي هم یک G : MS → MR و F : MR → MS کنیم فرض . اثبات
داریم آنگاه ،٠ ̸= K ≤ F (M) کنیم فرض اگر باشد. پذیر انقباض مدول یک M ∈ MR و

٠ ̸= G(K) ≤ G(F (M)) = M

،٠ ̸= h ∈ HomR(M,G(K)) هرگاه .HomR(M,G(K)) ̸= ٠ ،M بودن پذیر انقباض به بنا پس

آنگاه

٠ ̸= F (h) ∈ HomS(F (M), F (G(K))) = HomS(F (M), K)

■ .HomS(F (M), K) ̸= ٠ بنابراین

است. اي رسته خاصیت یک بودن، پذیر انقباض اساساً خاصیت .9.1.4 گزاره

نمود ثابت توان می قبل ي گزاره مشابه پس است، اي رسته خاصیت یک بودن اساسی چون اثبات.
■ است. اي رسته خاصیت یک بودن پذیر انقباض اساساً که

می ولی هستند، اي رسته خصوصیات ها مدول نظریه در آشنا خواص از بسیاري دیدیم اینکه با

نمی زیرا نیستند، اي رسته بودن” دوري ”مدول و بودن” آزاد ”مدول مانند خصوصیاتی که دید توان

نماییم. بیان مدول ي زمینه ي حلقه به وابستگی بدون را آنها تعاریف توانیم

دو هر براي هرگاه نامیم، می پایا موریتا خاصیت یک را ها حلقه روي P خاصیت .10.1.4 تعریف
باشد. P خاصیت داراي S اگر تنها و اگر است، P خاصیت داراي R ،S و R موریتاي ارز هم ي حلقه

ساده، نیم که گیریم می نتیجه شد گفته اي رسته خصوصیات مورد در آنچه و اخیر تعریف از

هستند. پایا موریتا خصوصیاتی بودن، راست آرتینی و راست نوتري

چنین Mn(R)نیز آنگاه باشد، راست آرتینی یا راست نوتري ساده، نیم R ي حلقه اگر .11.1.4 نتیجه
است.
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ذکر خصوصیات و باشد می Mn(R) ي حلقه با موریتا ارز هم R ،6.1.4 ي نتیجه به بنا چون اثبات.
■ است. بدیهی حکم پس هستند، پایا موریتا شده

است. پایا موریتا خاصیت یک بودن راست آرتینیِ نیم .12.1.4 گزاره

اساسی مدول زیر هر اگر تنها و اگر است، راست آرتینی نیم R ي حلقه ،8.3.2 ي گزاره بنابه اثبات.
می اي رسته خواص بودن قوي اساسی و اساسی که آنجا از حال باشد. قوي اساسی R-مدول، یک از

■ است. پایا موریتا خاصیت یک بودن راست آرتینی نیم گیریم می نتیجه باشند،



64 پذیر انقباض (متناهیاً) هاي حلقه .4 فصل

پذیر انقباض (متناهیاً) هاي حلقه 2.4
تولید (با R-مدولِ هر هرگاه نامیم، می پذیر انقباض (متناهیاً) را R ي حلقه .1.2.4 تعریف

باشد. پذیر انقباض ناصفر متناهیِ)

باشد، می متناهی تولید با هاي R-مدول ي رسته شامل ها R-مدول تمام ي رسته که آنجا از مثال.
است. پذیر انقباض متناهیاً پذیر، انقباض ي حلقه هر بنابراین

است. پذیر انقباض R صورت این در است. ساده RR که باشد اي حلقه R کنیم فرض .2.2.4 گزاره

mR ،m ∈ M هر براي و M =
∑

m∈M mR چون باشد. راست R-مدول یک M کنیم فرض اثبات.
است. پذیر انقباض M گیریم می نتیجه 2.1.3 ي گزاره از حال است. ساده نیم M پس است، ساده

■

است. پذیر انقباض میدان هر .3.2.4 نتیجه

می نتیجه قبل ي گزاره از پس است، ساده خودش روي مدول یک عنوان به میدان هر چون اثبات.
■ است. پذیر انقباض میدان هر که گیریم

پذیر انقباض اما هستند پذیر انقباض متناهیاً ها حلقه برخی دید، خواهیم بعد مثال در چنانچه

نیستند.

است. پذیر انقباض متناهیاً اما نیست پذیر انقباض ،Z صحیح اعداد ي حلقه . مثال

نیست. پذیر انقباض Z لذا و نیست پذیر انقباض Zp∞ Z-مدول ،2.3 بخش ابتداي مثال به بنا . حل
می تولید {m١,m٢, . . . ,ms} توسط که باشد متناهی تولید با آبلی گروه یک M کنیم فرض اکنون

،N ≤ f(M) ≤ E(N) و N ≤e E(N) چون .٠ ̸= f ∈ HomR(M,E(N)) و ٠ ̸= N ≤ M و شود
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می حال .٠ ̸= {f(m١), · · · , f(ms)}r ⊆ N که دارد وجود r ∈ R عنصر لذا .N ≤e f(M) پس

ناصفر همریختی یک (m ∈ M) g(m) = f(m)r ي ضابطه با g : M → N نگاشت که دید توان

■ است. پذیر انقباض متناهیاً ي حلقه یک Z نتیجه در و است پذیر انقباض M بنابراین است.

آنگاه باشد)، ساده نیم آن روي مدول هر یعنی ) باشد ساده نیم ي حلقه یک R اگر .4.2.4 گزاره
است. پذیر انقباض R

روي مدول هر گیریم می نتیجه ،2.1.3 ي گزاره از پس است، ساده نیم R-مدول هر چون . اثبات
■ است. پذیر انقباض R لذا و است پذیر انقباض R

است. پذیر انقباض (متناهیاً) پذیر، انقباض (متناهیاً) ي حلقه هر همریخت تصویر .5.2.4 قضیه

R/I-مدول یک M اگر .I ≤ RR و باشد پذیر انقباض (متناهیاً) ي حلقه یک R کنیم فرض اثبات.
یک M ،R → R/I طبیعیِ بروریختی به نسبت ها اسکالر توسیع با آنگاه باشد، متناهی) تولید (با

R-زیر یک N آنگاه باشد، M مدول R/I-زیر یک N اگر حال باشد. می متناهی) تولید (با R-مدول

■ .٠ ̸= HomR(M,N) = HomR/I(M,N) دید توان می راحتی به و باشد می نیز M از مدول

(متناهیاً) R صورت این در .R =
∏n

i=١Ri و باشند حلقه Rn ،�،R٢ ،R١ کنیم فرض .6.2.4 نتیجه
باشد. پذیر انقباض (متناهیاً) Ri ،i = ١,٢, . . . , n هر براي اگر تنها و اگر است، پذیر انقباض

تصویر Ri ،i = ١,٢, . . . , n هر براي چون باشد. پذیر انقباض (متناهیاً) R کنیم فرض . اثبات
است. پذیر انقباض (متناهیاً) Ri شود می نتیجه 5.2.4 ي قضیه از پس است، R ي حلقه همریخت

،i = ١,٢, . . . , n هر براي باشد. ناصفر ( متناهی تولید (با R-مدول یک M کنیم فرض بعکس،

یک و متناهی) تولید (با Ri-مدول یک Mi = Mei آنگاه باشد، Ri ي حلقه همانیِ عنصر ei اگر

گیریم می نتیجه ،١R = e١ + e٢ + . . . + en اینکه از است. M از متناهی) تولید (با مدول R-زیر
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.M =
⊕n

i=١Mi

هر براي که ،N =
⊕n

i=١Ni نوشت توان می صورت این در .٠ ̸= N ≤ M کنیم فرض حال

.Nj ̸= ٠ که دارد وجود j ∈ {١,٢, . . . , n} پس ،N ̸= ٠ چون .Ni = N ∩ Mi ،i = ١,٢, . . . , n

وجود fj : Mj → Nj ناصفر Rj-همریختی پسیک است، پذیر انقباض Rj-مدول Mjیک چون حال

،m = (m١,m٢, . . . ,mn) ∈ M هر براي که گیریم می نظر در را f : M → N نگاشت اکنون دارد.

توان می راحتی به دارد. قرار مکان j-امین در fj(mj) و f(m) = (٠,٠, . . . ,٠, fj(mj),٠, . . . ,٠)

■ است. ناصفر R-همریختی یک f که دید

ارزند: هم R ي حلقه براي زیر هاي گزاره .7.2.4 قضیه

است؛ پذیر انقباض (متناهیاً) R ي حلقه .1

است؛ پذیر انقباض متناهی) تولید (با R-مدول هر .2

است؛ پذیر انقباض اساساً متناهی) تولید (با R-مدول هر .3

،N مانند R-مدول هر و M چون متناهی) تولید (با R-مدول هر براي .4

.HomR(M,E(N)) = ٠ اگر وتنها اگر ،HomR(M,N) = ٠

باشند. می بدیهی (٣⇐ ٢) و (٢⇔ ١) . اثبات
شمول نگاشت .٠ ̸= N ≤ M و باشد، متناهی) تولید (با R-مدول یک M کنیم فرض (٢⇐ ٣)

.N ≤ f(M) که است واضح یابد. می توسیع f : M → E(N) ناصفر همریختی به N → E(N)

همریختی که گیریم می نتیجه (3) از حال .N ≤e f(M)پس ،f(M) ≤ E(N) و N ≤e E(N) چون

است. ناصفر همریختی یک gf : M → N لذا و دارد وجود g : f(M) → N چون ناصفري

باشد. دلخواه R-مدول یک N و متناهی) تولید (با R-مدول یک M کنیم فرض (۴⇐ ٣)

.٠ ̸= N ∩ f(M) ≤e f(M) پس ،N ≤e E(N) چون .٠ ̸= f ∈ HomR(M,E(N)) کنیم فرض
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پس است، پذیر انقباض اساساً f(M) ،(3) بنابه چون

HomR(f(M), N ∩ f(M)) ̸= ٠.

می استدلالی چنین ٠.با ̸= gf ∈ HomR(M,N) آنگاه ،٠ ̸= g ∈ HomR(f(M), N ∩ f(M)) اگر

.HomR(M,E(N)) = ٠ آنگاه ،HomR(M,N) = ٠ اگر که داد نشان توان

.HomR(M,E(N)) ̸= ٠ پس است، انژکتیو E(N) چون .HomR(M,N) ̸= ٠ کنیم فرض بعکس،

12.2.1 ي گزاره از .N ≤e M و باشد متناهی) تولید (با R-مدول یک M کنیم فرض (٣⇐ ۴)

از پس ،HomR(M,E(N)) = HomR(M,E(M)) ̸= ٠ چون .E(N) = E(M) گیریم می نتیجه

■ است. پذیر انقباض اساساً M بنابراین .HomR(M,N) ̸= ٠ گیریم می نتیجه (4)

رسته بودن”، پذیر ”انقباض و بودن” متناهی تولید ”با خصوصیات دیدیم، 1.4 بخش در چنانکه

پذیريِ انقباض متناهیاً و پذیري انقباض خصوصیات که شود می نتیجه راحتی به این از هستند. اي

هستند: پایا موریتا حلقه، یک

هم ي حلقه هر صورت این در باشد، پذیر انقباض (متناهیاً) اي حلقه R کنیم فرض .8.2.4 قضیه
است. پذیر انقباض (متناهیاً) R با موریتا ارز

باشد. موریتا ارزي هم یک F : MR → MS و R با موریتا ارز هم حلقه یک S کنیم فرض . اثبات
ي گزاره از و است پذیر انقباض M فرض به بنا آنگاه باشد، متناهی) تولید (با R-مدول یک M اگر

یک بودن متناهی تولید با که داریم توجه است.( پذیر انقباض F (M) که گیریم می نتیجه ،8.1.4

است). متناهی تولید با F (M) آنگاه باشد، متناهی تولید با M اگر لذا است. اي رسته خصوصیت

■ است. پذیر انقباض (متناهیاً) ي حلقه یک S ي حلقه بنابراین

(متناهیاً) Mn(R) ي حلقه اگر تنها و اگر است، پذیر انقباض (متناهیاً) R ي حلقه .9.2.4 نتیجه
باشد. پذیر انقباض
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■ آید. می بدست قبل قضیه و 6.1.4 ي نتیجه از . اثبات

است. پذیر انقباض آرتینی، نیم جابجایی ي حلقه یک با موریتا ارز هم ي حلقه هر .10.2.4 قضیه

یک R کنیم فرض است. پذیر انقباض آرتینی، نیم جابجایی ي حلقه هر کنیم ثابت کافیست اثبات.
شمول نگاشت پس است، انژکتیو E(N) چون .٠ ̸= N ≤ MR و باشد آرتینی نیم جابجایی ي حلقه

نیم ي حلقه یک R چون یابد. می توسیع f : M → E(N) چون ناصفري همریختی به N → E(N)

،٠ ̸= f(M) ⊆ E(N) از لذا .N ≤se E(N) گیریم می نتیجه ،8.3.2 ي قضیه از پس است، آرتینی

باضابطه را g : M → N اگر بنابراین .٠ ̸= f(M)r ⊆ N که دارد وجود r ∈ R عنصر گیریم می نتیجه

R-همریختی یک g که نمود بررسی توان می آنگاه بگیریم، نظر در (m ∈ M) g(m) = f(m)r ي

می حفظ را اسکالر ضرب g که شود می نتیجه ،R بودنِ جابجایی از که داریم توجه ) است. ناصفر

■ .٠ ̸= g ∈ HomR(M,N) لذا کند).

است. پذیر انقباض متناهیاً جابجایی، ي حلقه یک با موریتا ارز هم ي حلقه هر .11.2.4 قضیه

یک M =
∑n

i=١miR و باشد R جابجایی ي حلقه روي دلخواه مدول یک N کنیم فرض . اثبات
.f(M) =

∑n
i=١ f(mi)R آنگاه ،٠ ̸= f ∈ HomR(M,E(N)) هرگاه باشد. متناهی تولید با R-مدول

.٠ ̸= {f(mi)|i = ١,٢, . . . , n}r ⊆ N که دارد وجود r ∈ R عنصر پس ،N ≤e E(N) چون

R اینکه از گیریم. می نظر در g(m) = f(m)r ي ضابطه با را g : M → N نگاشت اکنون

بعکس، .٠ ̸= g ∈ HomR(M,N) لذا است. R-همریختی یک g گیریم می نتیجه است جابجایی

گیریم می نتیجه است انژکتیو E(N) اینکه از آنگاه ،HomR(M,N) ̸= ٠ هرگاه که است واضح

پذیر انقباض متناهیاً R که گیریم می نتیجه ،(4) 7.2.4 ي قضیه از حال .HomR(M,E(N)) ̸= ٠

■ است.
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اریب هاي اي جمله چند ي حلقه 1.5
مشتق تابع یک را δ : R → R تابع صورت این در باشد، حلقه یک R کنیم فرض .1.1.5 تعریف

،a, b ∈ R هر براي هرگاه نامیم، می

δ(a+ b) = δ(a) + δ(b) .1

δ(ab) = aδ(b) + δ(a)b .2

هر براي که گیریم می نظر در را δ : R → R تابع باشد. R ي حلقه از عنصري c کنیم فرض . مثال
δ حالت این در است. مشتق تابع یک δ که نمود بررسی توان می راحتی به .δ(b) = cb− bc ،b ∈ R

نامیم. می داخلی مشتق تابع یک را

یک را δ : R → R جمعی تابع باشد. R ي حلقه از درونریختی یک α کنیم فرض .2.1.5 تعریف
.δ(ab) = α(a)δ(b) + δ(a)b ،a, b ∈ R هر براي هرگاه نامیم، می (چپ) α-مشتق

توابع که است واضح صورت این در باشد. R ي حلقه همانی همریختی IdR کنیم فرض . مثال
باشند. می ها IdR-مشتق همان مشتق

ي حلقه باشد. (چپ) α-مشتق یک δ و R ي حلقه درونریختی یک αکنیم فرض .3.1.5 تعریف
روي ها اي چندجمله حلقه این عناصر دهیم. می نمایش R[x;α, δ] با اریبرا هاي اي جمله چند
،r ∈ R هر براي و شود می تعریف طبیعی طور به آن در ضرب و جمع عمل باشند. می R ي حلقه

کند. می پیروي xr = α(r)x+ δ(r) قانون از ضرب عمل

،α = IdR اگر و دهیم می نمایش R[x;α] علامت با را R[x;α, δ] ي حلقه آنگاه δ = ٠ هرگاه

دهیم. می نشان R[x; δ] با را R[x;α, δ] ي حلقه آنگاه
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آنگاه باشد، R همانی خودریختی α اگر باشد. R ي حلقه از درونریختی یک α کنیم فرض . مثال
به یک α اگر همچنین است. ناجابجایی ي حلقه یک R[x;α] صورت این غیر در ،R[x;α] ∼= R[x]

چپ علیه مقسوم یک x لذا و xb = α(b)x = ٠ ،b ∈ R چون ناصفري عنصر براي آنگاه نباشد، یک

به را ax جمله هر توان نمی آنگاه نباشد، پوشا α اگر نیست. صفر راست علیه مقسوم که است صفر

.b ∈ R که نوشت xb فرم

باشد، R ي حلقه روي داخلی مشتق تابع یک δ اگر است، شده بیان ص.12] ،9] در چنانچه . مثال
.R[x; δ] ∼= R[x] آنگاه

براي .∅ ̸= I ⊆ S و S = R[x;α] و باشد R ي حلقه از درونریختی یک α کنیم فرض .4.1.5 تعریف
{Ii}∞i=٠ صورت این در .Ii = {a ∈ R|∃f(x) =

∑n
j=٠ bjx

j ∈ I; a = bi} دهیم می قرار ،i ≥ ٠ هر

نامیم. می R در I ضرایب دنباله را

نماییم. مشخص را R[x;α] ي حلقه راست هاي ایدآل ساختار داریم سعی ادامه در

ي حلقه از ناتهی ي مجموعه زیر یک I و باشد R ي حلقه درونریختی یک α کنیم فرض .5.1.5 لم
: صورت این در است. R در آن ضرایب ي دنباله {Ii}∞i=٠ که باشد S = R[x;α]

داریم: ،i = ٠,١, · · · هر براي آنگاه باشد، S ي حلقه از راست ایدآل یک I اگر (الف)

است. راست αi(R)-مدول یک Ii -1

.Ii ⊆ Ii+١ -2

راست ایدآل یک I آنگاه ،I =
∑

i Iix
i و کند صدق (الف) قسمت 2 و 1 شرایط در {Ii}∞i=٠ اگر (ب)

است. S ي حلقه از
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.a, b ∈ Ii کنیم فرض باشد. S = R[x;α] ي حلقه از راست ایدآل یک I کنیم فرض (الف) . اثبات
I چون باشند. می g و f در بترتیب xi ضریب b و a که دارند وجود f, g ∈ S عناصر صورت این در

.a+ b ∈ Ii پس است، f + g در xi ضریب a+ b چون .f + g ∈ I پس است، S از راست ایدآل یک

.at ∈ Ii پس at با است برابر fr در xi ضریب و fr ∈ I چون .t = αi(r) ∈ αi(R) کنیم فرض حال

ضریب a و f(x)x ∈ I چون است. برقرار 1 شرط لذا و است راست αi(R)-مدول یک Ii بنابراین

است. برقرار 2 لذا و Ii ⊆ Ii+١ ،i ≥ ٠ هر براي بنابراین .a ∈ Ii+١ پس است، f(x)x در xi+١

واضح .I =
∑

i Iix
i و کند صدق (الف) قسمت 2 و 1 شرایط در {Ii}∞i=٠ کنیم فرض (ب)

و f(x) =
∑n

i=٠ aix
i ∈ I کنیم فرض است. بسته جمع تحت و باشد می ناتهی I که است

هر براي که گیریم می نتیجه S در ضرب تعریف از صورت این در .g(x) =
∑m

j=٠ bjx
j ∈ S

چون .ck =
∑

i+j=k aiα
i(bj) با است برابر fg حاصلضرب در xk ضریب ،k = ٠,١,٢, . . . , n +m

اینکه از .aiαi(bj) ∈ Ii داریم j و i هر براي پس است، راست αi(R)-مدول یک Ii ،i هر براي

لذا .Ii ⊆ Ik ،i ≤ k که i هر براي که گرفت نتیجه توان می استقرا به ،Ii ⊆ Ii+١ ،i هر براي

■ است. S ي حلقه از راست ایدآل یک I بنابراین .fg ∈ I نتیجه در .ck = ∑
i+j=k aiα

i(bj) ∈ Ik

صورت این در .S = R[x;α] و باشد R ي حلقه درونریختی یک α کنیم فرض .6.1.5 قضیه
.Soc(SS) = ٠

ي حلقه از ناصفر راست ایدآل یک Sxi ،i ≥ ٠ هر براي که دید توان می قبل لم کمک به . اثبات
اساسی راست ایدآل یک Sxi ،i ≥ ٠ هر براي لذا .٠ ̸= fxi ∈ S آنگاه ،٠ ̸= f ∈ S اگر است. S

بنابراین .Soc(SS) ⊆
∩∞

i=٠ Sx
i = ٠ که گیریم می نتیجه ،18.1.1 ي گزاره از حال است. S در

■ .Soc(SS) = ٠

S = R[x, α] ي حلقه صورت این در باشد. R ي حلقه درونریختی یک α کنیم فرض .7.1.5 نتیجه
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نیست. راست آرتینی نیم

نیم S که گیریم می نتیجه 4.3.2 ي قضیه از حال .Soc(SS) = ٠ داریم قبل قضیه بنابه . اثبات
■ نیست. راست آرتینی

ساختار چگونگی در مهمی نقش α اینکه با بینیم، می هم قبل ي نتیجه اثبات روند در چنانچه

میسر α بودن یکریختی با حتی ،S ي حلقه بودن راست آرتینی نیم اما دارد، S = R[x;α] ي حلقه

آرتینی نیم نیز R[x] پس باشد، می R[x] همان R[x;α] ،α = IdR براي چون همچنین، شود. نمی

ي نتیجه نباید باشد راست آرتینی نیم تواند نمی R[x;α] اینکه از حال، عین در باشد. نمی راست

: گرفت باشد پذیر انقباض متناهیاً یا پذیر انقباض تواند نمی R[x;α] اینکه بر مبنی سریعی

جابجایی نیز R[x] = R[x; IdR] صورت این در باشد. جابجایی ي حلقه یک R کنیم فرض . مثال
است. پذیر انقباض متناهیاً R[x] ي حلقه که گیریم می نتیجه 11.2.4 ي قضیه از و است

جابجایی K[x] ي حلقه چون .R = Mn(K) و باشد جابجایی ي حلقه یک K کنیم فرض . مثال
چون و است پذیر انقباض متناهیاً Mn(k[x]) که گیریم می نتیجه 9.2.4 ي نتیجه از پس است،

است. پذیر انقباض متناهیاً R[x] پس ،R[x] = Mn(K)[x] ∼= Mn(k[x])

است. نموده برقرار R ي حلقه و R[x;α] ي حلقه پذیري انقباض میان ارتباطی بعدي ي قضیه

S = R[x;α] اگر صورت، این در باشد. R ي حلقه درونریختی یک α کنیم فرض .8.1.5 قضیه
است. پذیر انقباض (متناهیاً) نیز R آنگاه باشد، پذیر انقباض (متناهیاً)

لم 2 و 1 شرایط در ها Ji که است واضح .Ji = R ،i > ٠ هر براي و J٠ = ٠ کنیم فرض . اثبات
می راحتی به طرفی از باشد. می S راست ایدآل یک J =

∑
i Jix

i لذا کنند. می صدق 5.1.5(الف)

از اي حلقه بروریختی یک ،f(x) = ∑n
i=٠ aix

i 7→ a٠ ي ضابطه با f : S → R نگاشت که دید توان
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ي قضیه از و باشد می S همریخت تصویر R بنابراین .R ∼= S/J لذا .Ker(f) = J که است R به S

■ شود. می ثابت حکم 5.2.4

است. پذیر انقباض (متناهیاً) نیز R آنگاه باشد، پذیر انقباض (متناهیاً) R[x] اگر .9.1.5 نتیجه

■ شود. می نتیجه قبل ي قضیه از . اثبات

ایدآل ساختار توانیم می بود، R[x;α] ي حلقه راست هاي ایدآل مورد در که 5.1.5 لم همانند

نماییم. مشخص را R[x;α] ي حلقه چپ هاي

حلقه از ناتهی ي مجموعه زیر یک I و باشد R ي حلقه درونریختی یک α کنیم فرض .10.1.5 لم
: صورت این در است. R در آن ضرایب ي دنباله {Ii}∞i=٠ که باشد S = R[x;α] ي

داریم: ،i = ٠,١, · · · هر براي آنگاه باشد، S ي حلقه از چپ ایدآل یک I اگر (الف)

است. R ي حلقه چپ ایدآل یک Ii -1

.α(Ii) ⊆ Ii+١ -2

چپ ایدآل یک I آنگاه ،I =
∑

i Iix
i و کنند صدق (الف) قسمت 2 و 1 شرایط در {Ii}∞i=٠ اگر (ب)

است. S ي حلقه از

صورت این در .a, b ∈ Ii کنیم فرض باشد. S ي حلقه از چپ ایدآل یک I کنیم فرض (الف) اثبات.
a+ b و f + g ∈ I چون باشند. می g و f در xi ضریب بترتیب b و a که دارند وجود f, g ∈ S عناصر

Ii بنابراین .ra ∈ Ii پس ،rf ∈ I ،r ∈ R هر براي چون .a+ b ∈ Ii پس است، f + g در xi ضریب

می نتیجه است، xf در xi+١ ضریب α(a) و xf ∈ I که آنجا از است. R ي حلقه از چپ ایدآل یک

باشند. می برقرار 2 و 1 شروط لذا .α(Ii) ⊆ Ii+١ ،i ≥ ٠ هر براي بنابراین .α(a) ∈ Ii+١ گیریم
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کنیم فرض است. بسته جمع تحت و ناتهی I که است واضح .I =
∑

i Iix
i کنیم فرض (ب)

می نتیجه S در ضرب تعریف از صورت این در .h(x) = ∑m
j=٠ bjx

j ∈ S و f(x) = ∑n
i=٠ aix

i ∈ I

با است برابر hf حاصلضرب در xk ضریب ،k = ٠,١,٢, . . . , n+m هر براي که گیریم

ck =
∑
i+j=k

bjα
j(ai)

،j ≥ ٠ هر و i ≤ k که i هر براي که شود می ثابت استقرا به پس ،α(Ii) ⊆ Ii+١ ،i هر براي چون

پس است، R ي حلقه چپ ایدآل یک Ik چون حال .αj(ai) ∈ Ik ،j و i هر براي لذا .αj(Ii) ⊆ Ik

■ است. S ي حلقه از چپ ایدآل یک I بنابراین .hf ∈ I نتیجه در .ck = ∑
i+j=k bjα

j(ai) ∈ Ik

صورت این در .S = R[x;α] و باشد R ي حلقه از درونریختی یک α کنیم فرض .11.1.5 قضیه
.Ker(α) ∩ Soc(RR) = ٠ اگر تنها و اگر ،Soc(SS) = ٠

یک I کنیم فرض .Soc(SS) ̸= ٠ اگر تنها و اگر ،Ker(α) ∩ Soc(RR) ̸= ٠ کنیم می ثابت . اثبات
براي که دید توان می قبل لم کمک به .α(I) = ٠ که طوري به باشد R ي حلقه از ساده چپ ایدآل

.Soc(SS) ̸= ٠ بنابراین باشد. می S ي حلقه از ساده چپ ایدآل یک Ixi ،i ≥ ٠ هر

R در J ضرایب دنباله {Ji}∞i=٠ و باشد S ي حلقه از ساده چپ ایدآل یک J کنیم فرض بعکس،

دهیم می قرار آنگاه ،Jj ̸= ٠ که باشد مثبت صحیح عدد کوچکترین j هرگاه باشد.

K = {f =
n∑

i=٠
aix

i ∈ J |aj = ٠}

حال .xJ ⊆ K داریم طرفی از باشد. می S ي حلقه از چپ ایدآل یک K که دید توان می راحتی به

لذا .xJ = ٠ بنابراین است. تناقض در J بودن ساده با که ٠ ̸= xJ ⊆ K < J آنگاه ،xJ ̸= ٠ اگر

ي مجموعه آنگاه ،L ≤ Jj اگر حال .α(Jj) = ٠

K١ = {f =
n∑

i=٠
aix

i ∈ J |aj ∈ L}
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J آنگاه باشد، L شامل اکیداً Jj اگر پس باشد. می J ي مجموعه زیر که است S از چپ ایدآل یک

ایدآل یک Jj که گیریم می نتیجه این از است. تناقض در J بودن ساده با که است K١ شامل اکیداً

■ .٠ ̸= Jj ⊆ Ker(α) ∩ Soc(RR) بنابراین است. R ي حلقه از ساده

اگر صورت این در .S = R[x;α] و باشد R ي حلقه از درونریختی یک α کنیم فرض .12.1.5 نتیجه
باشد یک به یک α اگر خاص حالت در نیست. چپ آرتینی نیم S آنگاه ،Ker(α) ∩ Soc(RR) = ٠

نیست. چپ آرتینی نیم S آنگاه Soc(RR) = ٠ یا

قبل قضیه بنابه و Ker(α) ∩ Soc(RR) = ٠ آنگاه Soc(RR) = ٠ یا Ker(α) = ٠ اگر . اثبات
می بیان قابل مشابه طور به نیز چپ آرتینی نیم مورد در (که 4.3.2 ي قضیه از حال .Soc(SS) = ٠

■ نیست. چپ آرتینی نیم S که گیریم می نتیجه باشد)
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Abstract

In this thesis, we are investigating the retractablity and right and left
semi-artinianity of skew polynomials rings. Several characterizations of
a ring R is given for which any non-zero finitely generated module M

is retractable in the sense that HomR(M,N) is non-zero whenever N is a
non-zero submodule of M . Such rings are called finite retractable. It is
shown that any ring being Morita equivalent to a commutative ring is
finite retractable. Also, if the commutative ring is semi-Artinian then
any non-zero module is retractable. The class of (finite) retractable rings
is shown to be closed under Morita equivalence.

Keywords: Skew polynomials ring, semi-artinian ring, retractable mod-
ule, retractable ring, essentially retractable module, finitely retractable
ring.
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