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    و ख़࡛ࢴت و ࠙࡭ق رسان، یاری  دণتان بار، ख़࡛ࢴت ॻࣄ൏ند୓ی داৣم ଒ پروردگار ऒو د را شࢁদ ඟو৤م ଘ پاس ৅ࡑࡣت ऒ ୀود ਗی

   ঍ ଒ند ارزا਩ی ૼن ୀ را  اণتاد از  พ়ࢁॻ ඟیاमࢌ ऒ ଒واھم ਗی او از و ما هඟ໊د భیاभࢌ  او رॐ࢟ت از ଒  را  آ૏৅ه ھૡه

د ! ਲࣣف،दدر اণتاد نࢆو داಶඌিن    ...،اণتاد ଘ ૼن یاد ৯دا

࣌  از اণتاد  ঘ඼່ قدمग़ یਖ࣓ൎید رضا سേॐ  رන඿ی د༚ناب آপ  ه૛൏ یਪ࣒ماঘرا ජໍخا ଘ  ،را دارم  ඟࢁพ় ل෼ ࢾشانൾঃ یਟ  ی୓

  ،৶ما৤م ৒భࡂشان दدردا਩ی ਗی ୓ی  ਟی ଘ خاජໍ راঘ࣒ماਪی آ༚ی  ণید رضا ड़و१وی পناب  پر تلاॵم   ھࢠ಻ൾ൒ن  ازاণتاد

  دارم، ෼ل اিساඇඓࢌ را و زوی ໆرا඼່ازی و ୀای ଽ دوی  اଌن ସ୍ان آر

  .พࢁ঍ ඟ࣒م় قدୌ و ৎ , خاৗواده و ৳ماਗی دوণتا਩ی ජ໑ ଒ا భ اଌن  य़ھم یاری ৶ࢤود৯د    ھࢡඥر  ، ھࢠ಻ൾ൒ن  لازم ਗی داৣم از
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پیشگفتار

از هندسه این شد. معرفی اش نامه پایان در 1918 سال در 1 فینسلر پل توسط بار اولین فینسلر هندسه

باشد. می تغییرات حساب به نزدیک بسیار و شده شروع ساده انتگرال

محدودیت بدون ریمانی هندسه از بهتري توضیح بلکه نیست ریمانی هندسه از تعمیمی فینسلري هندسه

مینکوفسکی هاي نرم از هموار هاي خانواده شامل فینسلري هندسه در هندسی هاي داده باشد می دوم درجه

باشد. می داخلی هاي ضرب از اي خانواده ،بجاي

مختلف هاي دیدگاه به توجه با کند. می معرفی را فینسلر ساختار مینکوفسکی هاي نرم از خانواده این

هندسه در ها الصاق تنوع اند. آمده پدید فینسلر هندسه در متنوعی خطی هاي الصاق کاربردي، هندسه

بیولوژي، عام، نسبیت کنترل، ، برق در بخصوص هندسه کاربرداین در پیچیده مسائل از بسیاري حل راهگشاي

شناسی وزمین سرطانی هاي سلول رشد نحوه اخیرا و اخترشناسی، فلزات، ذوب صنعت ها، کریستال اکولوژي،

هندسه کاربرد توسعه موجب تواند می دیگري جالب الصاق گونه هر پیدایش موضوع این به توجه با است. شده

توان می و کرد بررسی فینسلر هندسه دیدگاه از توان می را ترافیک مسئله گردد. فوق هاي شاخه در فینسلري

زمانی بهینه هاي مسیر بنابراین باشد، می راندرزي نوع از فینسلر متریک آن به وابسته متریک که داد نشان

از گردباد در هواپیما حرکت مساله مطالعه در همچنین و هستند، راندرز متر هاي ژئودزیک ترافیک مساله براي

مسیر و باشد می راندرز نوع از گردباد در هواپیما حرکت هندسه که است شده داده نشان فینسلر، هندسه دیدگاه

,α)متریک β)، فینسلر هاي متر از خاص نوع یک بود. خواهند راندرز متر هاي ژئودزیک هم آن زمانی بهینه هاي

ها ,α)متریک β) انحناي مطالعه اخیر سالهاي در دارند. وفیزیک مهندسی در فراوانی کاربردهاي که هستند ها

(α, β)به مربوط محاسبات که آنجا از اما است، گرفته قرار ریاضیدانان توجه مورد بیشتر پرچمی انحناي جمله از

گیرد. می صورت جداگانه طور به ,α)متریک β) هر براي مسئله این است پیچیده بسیار کلی حالت در ها متریک

کمیت نامه پایان این در داریم قصد ما که باشد[9] می راندرز متر ها، ,α)-متریک β) ترین اهمیت پر از یکی

می ومقدماتی تعاریف بیان به اول فصل راستا این در کنیم. بررسی بودن همگن حالت در آن روي بر را S-انحنا
1Paul Finsler



همگن راندرز فضاي براي را چویتا لوي الصاق دوم فصل در باشندو می نیاز مورد بعد هاي فصل در که پردازیم

بدست فرمول از کاربرد وچند پردازیم می فضا این S-انحناي فرمول محاسبه به آخر فصل در و کنیم می بررسی

کنیم. می بیان را آمده
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1 فصل
مقدماتی ومفاهیم ها نیاز پیش

مقدمه 1.1
نظر که است موجود نیز دیگري هاي روش بردار یک طول محاسبه براي ریمانی و اقلیدسی هاي روش بر علاوه

می اشاره فینسلري متر نام به آنها از یکی به اینجا در فیزیک، و مهندسی فنی علوم در آنها زیاد بسیار کاربرد به

آنجائیکه از ولی گردید آغاز [ 1854] سال در 1 ریمان بی اف جی توسط ابتدا فینسلري متر ي مطالعه کنیم.

ادامه و هندسی مفاهیم ي مطالعه براي شد معروف ریمان نام به ها بعد که متریکی مفهوم که داشت عقیده او

نداد. ادامه خود مطالعات به است تر مناسب 2 گاوس کارهاي ي

مطالعه مورد دیگران بعدهاتوسط داشت، موثري نقش فیزیکی هاي پدیده تعابیر در تابع این باینکه نظر اما

استاد توسط آمده بدست نتایج از استفاده با [ 1918] سال در که بود فینسلر پل افراد این جمله از گرفت. قرار

حقیقت در او نماید. ارائه را متر این از مدرن تعریف توانست اویلر ي قضیه و 3 کاراتئودوري کنستانتین خودش

جامع ریمان تابع از که حالی عین در که نمود ارائه TM مماس کلاف روي F (x, y) مانند تابع یک براي شرایطی

صورت به داخلی ضرب یک x ∈ M نقطه هر در تابع این که کرد ثابت وي داشت. نیز را آن اصلی خواص بود تر

کند. می تعریف TxM روي F٢ = gij(x, y)y
iyj

معرفی [١٩۴١] سال در 4 راندرز ج. فیزیکدان توسط مترفینسلري از خاصی حالت عنوان به راندرز متر
1 Georg Friedrich Berhnard Riemann 1826-1866.
2Carl Friedrich Gauss 1777-1855
3Constantin Caratheodory
4G.Randers

1



مقدماتی ومفاهیم ها نیاز پیش .1 2فصل

به [١٩۵٧] سال در 5 اینگاردن توسط الکترونی هاي میکروسکوپ نظریه در ها متر این آن، از پس . [9] شد

شدند. نامیده راندرز هاي متر و گرفته کار

مقدماتی نمادهاي و تعاریف 2.1
است: شده برده بکار نامه پایان این سراسر در که پردازیم می دادهایی قرار بیان به ابتدا

شده بندي جمع شود،آنرا تکرار پایین در بار یک و بالا در بار یک اندیسی اگر یعنی اینشتین، بندي 1-جمع

نماییم. می خودداري ∑ علامت نوشتن از و نامیم می

باشند. می البعد متناهی و هموار نامه، پایان این در ها 2-منیفلد

دهیم. می نمایش C∞(M) با را هستند C∞ کلاس از راکه M روي مقدار حقیقی توابع ي 3-مجموعه

مرجع به سه، و دو هاي فصل در و [2] مرجع به یک فصل در نشده داده ارجاع مطالب که است ذکر به لازم

گردد. می باز [16]

عدد هر ازاي به اگر گوییم، y به نسبت r درجه از 6 مثبت همگن را H : Rn \ ٠ −→ R تابع .1.2.1 تعریف

: باشیم داشته λ مثبت

∀λ > ٠ H(λy) = λrH(y)

باشیم: داشته λ حقیقی عدد هر ازاي به اگر گوییم r درجه از مطلق همگن را وآن

∀λ ∈ R H(λy) = |λ|rH(y)

به است X : M −→ TM مانند هموار نگاشتی M منیفلد روي برداري میدان یک از منظور .2.2.1 تعریف

که طوري

M −→X TM −→P M PoX = idM

∀p ∈ M X(p) ∈ TpM

5Ingarden
6Positively homogenous



مقدماتی ومفاهیم ها نیاز پیش .1 3فصل

اگر اگروتنها است U روي هموار برداري میدان یک X باشد، M از همسایگی یک U اگر دیگر، عبارت به یا

xi ∈ C∞(U) آن در که X = xi ∂
∂xi

روي برداري هاي میدان همه مجموعه صورت این در باشد، هموار منیفلد یک M کنیم فرض .3.2.1 تعریف

دهیم. می نمایش χ(M) رابا M

خوش خاصیت اول داشت توجه موضوع دو به باید ها منیفلد روي به Rn فضاي از تعریف یک تعمیم براي

دستگاه به تعریف این اگر که آن دوم باشد. بیان قابل ها منیفلد روي مفهوم آن که معنی این به بودن تعریف

مورد شدن روشن براي است. اساسی تعریف یک آنگاه باشد نداشته بستگی ها چارت یعنی ضعی مو مختصات

باشد. منیفلد روي منحنی یک c(t) که کنیم فرض اول

رابطه با را c′′(t) یعنی منحنی این شتاب اگر

Lim△t−→٠
c′(t+△t)− c′(t)

△t

متفاوت برداري فضاي دو در بردار دو تفاضل از کسر صورت زیرا است معنی بی تعریف این آنگاه کنیم تعریف

است. شده تشکیل Tt+△tM و TtM یعنی

کنیم پیدا راهی است لازم دهیم تعمیم را منیفلد یک روي منحنی یک شتاب مفهوم بتوانیم اینکه براي لذا

نماییم. گیري مشتق منحنی یک طول در برداري) هاي میدان (یا ها بردار از مختصات به توجه بدون بتوان که

یا نماییم مقایسه یکدیگر رابا متفاوت و مجاور برداري فضاي دو از بردار دو مقادیر بتوانیم باید تر ساده بیان به

موضوع این نماییم. 7 ”الصاق” یکدیگر به گیري مشتق یک توسط را مجاور برداري فضاي دو دیگر عبارت به

گرفت. قرار مطالعه [1917]مورد سال در ایتالیایی دانشمند چویتا لوي توسط بار اولین

نگاشت M پذیر مشتق منیفلد ∇روي آفین الصاق .4.2.1 تعریف

∇ : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

7Connection



مقدماتی ومفاهیم ها نیاز پیش .1 4فصل

(X,Y ) −→ ∇XY

کند: می صدق زیر شرایط در که باشد می

i)∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z

ii)∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XY

iii)∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y

∇ آفین الصاق با همراه M n-بعدي منیفلد روي p نقطه همسایگی در چارت یک (x,U) کنیم فرض .5.2.1 لم

نوشت. زیر گسترده صورت به توان می را مختصات این XY∇در آنگاه باشد.

∇XY = (X.Y i + Γi
jkX

jY k)
∂

∂xi

هستند. M روي حقیقی توابعی Γk
ij ضرایب که

مختصات p نقطه هر به که گیریم می نظر در (x, U) موضعی چارت یک p ∈ M نقطه هر همسایگی در اثبات.

(x,U) موضعی چارت روي TpM براي اي پایه ( ∂
∂x١

, ..., ∂
∂xn

) کنیم فرض کند. می وابسته را (x١(p), ..., xn(p))

که کرد فرض توان ،می ∂
∂xi

∈ χ(M) چون آنگاه ،Y = Y j ∂
∂xj

و X = Xi ∂
∂xi

اگر باشد.

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
= Γk

ij

∂

∂xk

: داریم آنجا از هستند. M روي حقیقی توابعی Γk
ij ضرایب ایم کرده فرض آن در که

∇XY = ∇X(Y i ∂
∂xi

) = Y i∇X
∂

∂xi
+X(Y i) ∂

∂xi

= Y iXjΓk
ji

∂
∂xk

+X(Y i) ∂
∂xi

= (X(Y k) + Y iXjΓk
ji

∂
∂xk

� نامیم. می کریستوفل علائم یا الصاق ضرایب را ها Γk
ij اینجا در
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تعریف فضا آن روي توان می چگونه را راست خط ببینیم باید کرد مطالعه فضارا یک هندسه بتوان آنکه براي

آن موضوعه واصول اقلیدس تعبیر با را آن ما که چیزي آن است ممکن باشد داشته خمیدگی منیفلد اگر کرد.

باشد. نداشته وجود دیگر نامیم می راست خط

کنیم. استفاده راست خط خواص از باید نامیم می ژئودزیک را آن که ها منیفلد روي راست خط تعمیم براي

به پیچیده کمی آن از استفاده که است نقطه دو بین فاصله ترین کوتاه طبیعت راست خط خاصیت بارزترین

این از استفاده کنیم. می استفاده صفر شتاب با منحنی یک عنوان به راست خط خاصیت از لذا رسد، می نظر

دارد. کوواریان گیري مشتق عمل به موسوم گیري مشتق نوع یک به احتیاج ها منیفلد روي راست خط خاصیت

یک دارد وجود باشد، ∇ آفین الصاق با پذیر مشتق منیفلد یک M کنید فرض کوواریان: مشتق .6.2.1 تعریف

برداري میدان به را c : I −→ M پذیر مشتق منحنی طول در V برداري میدان هر کند می وابسته که تناظري

بطوریکه: شود می نامیده c طول در V کوواریان مشتق که c طول در DV
dt

D
dt (V +W ) = DV

dt + DW
dt (a

D
dt (fV ) = df

dtV + f DV
dt (b

DV
dt = ∇ dc

dt
Y سپس ، V (t) = Y (c(t)) شودیعنی القا Y ∈ χ(M) برداري میدان بوسیله V اگر (c

دقیق عبارت به است. f تابع یک روي X برداري میدان یک اثر یا سویی مشتق از تعمیمی کوواریان مشتق

کوواریان مشتق که صورتی در کند، می ارزیابی را X بردار سوي در f تابع تغییرات میزان X.f سویی مشتق تر

بردار یک سوي در را تانسوري میدان یک کلی طور به یا و ها ١-فرم برداري، هاي میدان توابع، تغییرات میزان

نماید. می محاسبه

طول در را V برداري میدان باشد. ∇ خطی باالصاق پذیر دیفرانسیل منیفلد یک M کنیم فرض .7.2.1 تعریف

V (t٠) = V٠ اگر بعلاوه . DV
dt = ٠ باشیم داشته t ∈ I هر ازاي به اگر گوئیم، 8 موازي C : I −→ M منحنی

نامیم. می C طول در V٠ موازي انتقال را V برداري میدان آنگاه
8Parallel
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سازگار الصاق باشد. g ریمانی متریک و ∇ آفین الصاق با پذیر مشتق منیفلد یک M کنید فرض .8.2.1 تعریف

طول در P, P ′ موازي برداري هاي میدان از جفت وهر C هموار منحنی هر براي که صورتی در باشد، می متر با

باشیم: داشته C

< P,P ′ >= canstant

اگر شود، می نامیده متقارن M هموار منیفلد روي ∇ آفین الصاق .9.2.1 تعریف

∇XY −∇Y X = [X,Y ] ∀X,Y ∈ χ(M)

i, j = ١ , ..., n هر براي که شود می ∇نتیجه بودن متقارن از (x, U)موضعی مختصات دستگاه در .10.2.1 نتیجه

∇XiXj −∇XjXi = [Xi, Xj ] = ٠ Xi =
∂

∂xi

.Γk
ij = Γk

ji که اینست با معادل واین

می 9 چویتا لوي الصاق یک M روي آفین∇ الصاق باشد. ریمانی منیفلد یک M کنید فرض .11.2.1 تعریف

کند: صدق زیر شرایط در اگر باشد،

باشد. الف)∇متقارن

باشد. ریمانی متر با ب)∇سازگار

نگاشت X,Y ∈ χ(M) هر به که است تناظري M ریمانی منیفلد از R انحنا .12.2.1 تعریف

کندکه می وابسته را R(X,Y ) : χ(M) → χ(M)

R(X,Y )Z = ∇Y ∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z, Z ∈ χ(M)

باشد. می M از ریمانی الصاق ∇ که

باشد: می دارا را زیر خواص و
9Levi-Civita
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بنابراین: باشد، می خطی دو χ(M)× χ(M) در R الف-

∀f, g ∈ C∞(M), X١, X٢, Y١, Y٢ ∈ χ(M)

R(fX١ + gX٢, Y١) = fR(X١, Y١) + gR(X٢, Y١)

R(X١, fY١ + gY٢) = fR(X١, Y١) + gR(X١, Y٢)

بطوریکه: باشد، می خطی R(X,Y ) : χ(M) −→ χ(M) انحناي عملگر ،X,Y ∈ χ(M) هر ب-براي

∀f ∈ C∞(M), Z,W ∈ χ(M)

R(X,Y )(Z +W ) = R(X,Y )Z +R(X,Y )W

R(X,Y )fZ = fR(X,Y )Z

. X,Y, Z ∈ χ(Rn)هر براي R(X,Y )Z = سپس٠ ،M = Rn اگر که است واضح

فضاي زیر یک از داخواه هایی پایه X,Y ∈ TpM و p ∈ M n-بعدي، منیفلد یک M کنیم فرض .13.2.1 تعریف

عدد آنگاه باشد، TpM از π 2-بعدي

K(π) = K(X,Y ) =
Rm(X,Y, Y,X)

< X,X >< Y, Y > − < X,Y >٢

نامیم. می p نقطه در 10 برشی انحناي را

است. X,Y ∈ π بردارهاي انتخاب از مستقل K(X,Y ) برشی انحناي

انحناي اگر است، 11 ثابت انحناي Mبا گوییم می باشد. ریمانی منیفلد یک (M, g) کنیم فرض .14.2.1 تعریف

باشد. ثابت P ∈ M نقاط تمام در K برشی
10Sectional curvature
11Canstant curvature
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M روي g هموار ریمانی متر باشد. n-بعدي منیفلد یک M کنید فرض 12 : ریمانی متر .15.2.1 تعریف

توابع بطوریکه باشد، می TxM مماس فضاي هر روي داخلی هاي ضرب از {gx}x∈M خانواده

gij(x) = gx(
∂

∂xi
,

∂

∂xj
)

میباشد. c∞،

باشد. می معین مثبت x ∈ M نقطه هر gijدر ماتریس باشد، می داخلی ضرب gxهر چون

M روي (٢٠) نوع از g تانسور یک از است عبارت M پذیر دیفرانسیل منیفلد روي ریمانی متر دیگر عبارتی به

-یعنی مثبت معین -و ∀X,Y ∈ TpM, gp(X,Y ) = gp(Y,X) یعنی - متقارن gp ، M از p نقطه هر در بطوریکه

باشد. - gp(X,X) > ٠ ∀X ̸= ٠

کند می تعریف TpM روي داخلی ضرب یک M نقطه هر در تانسور این که نمود بررسی توان می راحتی به

دهیم. می نمایش gp(X,Y ) تانسور یا < X,Y >p توسط را داخلی ضرب این .

به وابسته موضعی مختصات x(p) = (x١, ... , xn) ، M منیفلد از p نقطه همسایگی در چارت یک (x,U) اگر

داریم: باشد TpM روي p همسایگی در اي پایه { ∂
∂xi } و آن

X =

n∑
i=١

Xi ∂

∂xi
(p) , Y =

n∑
i=١

Y i ∂

∂xi
(p)

شود. می نوشته زیر صورت به ریمان تانسور موضعی مختصات در آنگاه

gp(X,Y ) =
n∑

i,j=١
gij(p)dx

i ⊗ dxj(X,Y ).

صورت به توان می را Y و X بردار دو بین داخلی ضرب یا g(X,Y ) ریمانی متریک آنگاه ، X,Y ∈ TpM اگر

نوشت: زیر

< X,Y >=<
∑
i=١

Xi ∂

∂xi
,

n∑
j=١

Y j ∂

∂xj
>=

∑
i,j

XiXj <
∂

∂xi
,

∂

∂xj
> .

g(X,Y ) =< X,Y >=
∑
i,j

gijX
iY j .

12Riemannian metric
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نمود. تعریف ریمانی متر یک توان می شمارا) پایه با (هاسدورف پذیر دیفرانسیل منیفلد هر روي .16.2.1 گزاره

یک تشکیل موضعی هاي چارت توسط القائی متریک که نمائیم فراهم شرایطی خواهیم می حقیقت در اثبات.

M از {Vα} پوشش به وابسته پذیر دیفرانسیل یکانی افراز یک {fα} کنیم فرض بدهد. M روي ریمانی متر

M از نقطه هر باشد(یعنی داشته متناهی موضعا پوشش {Vα} یعنی باشد. مختصاتی هاي همسایگی بوسیله

توابع از خانواده هایک {fα} و اندیس). از متناهی تعداد حداکثر در U ∩ Vα ̸= ϕ بطوریکه دارد U همسایگی یک

کند: می صدق زیر خواص در که باشد M روي پذیر دیفرانسیل

V α ي بسته مجموعه متمم روي fα = ٠ و fα ≥ ٠ (1

p ∈ M هر ازاي به ∑α fα(p) = ١ (2

مختصات دستگاه وسیله به متر کنیم. تعریف Vα هر روي <,>α ریمانی متر توانیم می ما که است واضح

می باشد. M براي موضعی مختصات دستگاه یک (Vα, φα = (x١, ..., xn)) کنیم فرض شود. می القا موضعی

کرد. تعریف < ∂
∂xi

, ∂
∂xj

>α= δij صورت به را ریمانی متر توان

< u, v,>p=
∑

α fα(p) صورت> Mبه کل روي ریمانی متر یک یکانی افراز و ریمانی متر از استفاده با اکنون

کنیم. می تعریف u, v >α
p

� کند. می تعریف M روي ریمانی متر یک ساختار این که u, v ∈ TpM ،p ∈ M هر براي

ریمانی الصاق یک وتنها یک (M, g) ریمانی منیفلد هر روي ( ریمانی هندسه اساسی (قضیه .17.2.1 قضیه

دارد. وجود

باشند. M روي برداري میدان دو Y و X و بوده ریمانی منیفلد یک (M, g) کنیم وجود)فرض (اثبات اثبات.

برداري میدان هر ازاي به که دهیم می نشان نموده تعریف زیر رابطه توسط را ∇ : (X,Y ) −→ ∇XY عملگر

است. M روي ریمانی الصاق یک Z دلخواه

٢ < ∇XY, Z >= X < Y,Z > +Y < X,Z > −Z < X, Y >
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+ < [X,Y ], Z > + < [Z,X], Y > + < X, [Z, Y ] >

کند. می صدق خطی الصاق شرایط در عملگر که داد نشان توان می براحتی

هر و ندارد بستگی ∇ به بالا رابطه راست سمت که کنیم توجه است کافی یکتایی اثبات یکتایی).براي (اثبات

� است. برابر ∇ با شود تعریف رابطه این توسط که ∇′ مانند دیگري عملگر

می استفاده < X,X >
١
٢ یعنی بردار دو داخلی ضرب از اقلیدسی فضاي در X مانند برداري طول محاسبه براي

< X,Y >= δijX
iY j کند، می تعریف Rn فضاي در اقلیدسی متریک به موسوم متر یک داخلی ضرب این . کنیم

ارائه با X مماس بردار یک طول (M, g) ریمانی منیفلد در صورت همین به است. کرونکر دلتاي δij آن در که

gij(x)ها آن در گرددکه می محاسبه ، g(X,Y ) = gijX
iY j صورت به TpM مماس فضاي روي داخلی ضرب یک

دارند. x ∈ M نقطه به بستگی که هستند، M روي حقیقی توابعی

نیز آن جهت به ،x ∈ M نقطه بر علاوه بردار یک طول آن در که کنیم تعریف داخلی ضرب خواهیم می حال

g(X,Y ) = gijX
iY j با و نامیم می فینسلري متریک را داخلی ضرب این از خاسته بر متریک باشد. داشته بستگی

آن جهت به x ∈ M نقطه بر علاوه که هستند، TM روي حقیقی توابعی ,gij(xها y) اینجا در دهیم. می نمایش

دارند. بستگی y ∈ TpM یعنی

صدق زیر شرایط در که F : TM −→ [٠,∞) چون است تابعی TM روي فینسلر ساختار یک .18.2.1 تعریف

: کند می

است. هموار TM \٠ روي F : بودن منظم

F (x, λy) = λF (x, y)، λ > ٠ هر ازاي به مثبت: همگن

باشد. مثبت معین TM \٠ نقاط تمام در هیسن ماتریس به موسوم زیر ماتریس قوي: تحدب

(gij) = (
١
٢

∂٢F٢

∂yi∂yj
)

.g(v, v) > باشیم٠ داشته v ̸= هر٠ براي که صورت این به
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M,F)را ) تایی دو نامیده، فینسلر متریک یا اساسی تانسور را gijهاي مولفه با g مثبت معین و متقارن تانسور

نامند. می فینسلري منیفلد

از توابعی و شده تعریف TM روي gij(x, y) یعنی فینسلري متر تانسور هاي مولفه اینجا در که نمایید توجه

x از توابعی و شده تعریف M روي gij(x) یعنی ریمان متریک تانسور هاي مولفه که صورتی در هستند، y و x

هستند.

مخالف دترمینان با ناتبهگون-یعنی (gij) ماتریس که است معنی این به بودن مثبت معین اینجا در : تذکر1

.gij(x, y)yiyj > ٠ باشیم داشته y ̸= بردار٠ هر براي و بوده صفر-

تاب تانسور نامند. می کارتان تاب تانسور هاي مولفه را C آنگاه ،Cijk = ١
٢

∂gij
∂yk کنیم فرض اگر : تذکر2

باشد، Cijk = ٠ اگر معادل عبارت به کند. می مشخص ریمانی متریک از را فینسلري متریک انحراف کارتان

است. ریمانی متریک یک نتیجه در و نداشته بستگی y به (gij) آنگاه

مانند و بوده پذیر معکوس gij ماتریس که است، شده آورده منظور این به قوي تحدب شرط : تذکر3

انتخاب به بستگی gij بودن معین مثبت شود. تعریف نیز gij یعنی آن معکوس ضرایب ریمانی متریک ماتریس

ندارد. TxM در پایه

M روي فاصله تابع یک آن از استفاده با بتوان که است نیاز مورد آنجا از F بودن مثبت شرط : تذکر4

کرد. تعریف

قوس طول اساس آن بر که است کافی و لازم شرط یک آوردن فراهم دلیل به F بودن همگن شرط : تذکر5

موضوع این باشد. نداشته بستگی t پارامتر به شود می داده ∫
F (x(t), y(t))dt انتگرال توسط که منحنی یک

است. شده ثابت فینسلر پ. استاد تئودوري .کارا ك توسط

شود. می تعویض مطلق همگنی شرط نام به دیگري شرط با مراجع بعضی در مثبت همگن شرط : تذکر6

موجب و بوده سنگین نسبتا شرط این اینکه به نظر .F (x, λy) = |λ|F (x, y), λ ∈ R هر ازاي به حالت این در

نشده استفاده آن از اینجا در شود، می راندرز فضاي مانند فینسلر فضاي در جالب هاي مثال از برخی حذف
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است.

کند. می تعریف M در دار جهت هاي خم روي را LF طولی ساختار یک M منیفلد روي F فینسلري متر هر

است کافی ،M منیفلد در ،a 6 t 6 b ،C = C(t) با شده مشخص C هموار منحنی یک طول گیري اندازه براي

می تعریف زیر بصورت C طول پس کنیم. تعریف TxM مماس فضاي هر روي F (x, .) منفی غیر اسکالر تابع

شود

LF (C) =

∫ b

a

F (C(t), C ′(t))dt

باشد، ١ درجه از همگن مثبت طور به باید و باشد پارامتریسازي از مستقل که است این نیازمند LF (C) تابع

F (x, λy) = λF (x, y), λ > ٠

اینفیموم که است، d(p, q) = infCL(C) با d : M ×M −→ [٠,∞) منفی غیر تابع یک شامل طولی ساختار

شود. می گرفته q تا pاز C هموار هاي منحنی ي همه روي

فرد به منحصر طور به F . {p, q} نقاط از جفت هر براي d(p, q) ̸= d(q, p) یعنی باشد، می ناپذیر برگشت d

شود. می مشخص dF با

فینسلري متریک از مثال چند

متریک با همراه را Rn است. ریمانی متریک یک فینسلري، متریک یک از مثال ترین ساده ریمانی: فضاي مثال.

فینسلري منیفلد یک عنوان به توان می را (Rn, aij) ریمانی منیفلد صورت این در میگیریم، نظر در aij ریمانی

شود. می تعریف F (x, y) =
√

aijyiyj توسط آن اساسی تابع که گرفت نظر در

باشند. M منیفلد روي 1-فرم βیک و ریمانی متریک یک معرف α کنیم فرض 13 پینا: کرو فضاي . مثال

که داد نشان توان می باشد. مثبت اکیدا β > ٠ 1-فرم آن در که گیریم می نظر در را TM٠ از فضایی زیر

فضاي و گفته پینا کرو نوع از را آن صورت این در کند. می صدق فینسلري اساسی تابع شرایط در f(x, y) = α٢
β

نامند. می کروپینا فضاي ,M)را α٢
β )

13kropina space
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باشند. M منیفلد روي -1فرم یک β و ریمانی متریک یک معرف α کنیم فرض 14 : ماتسوموتو فضاي . مثال

شرایط در F (x, y) تابع شود. تعریف F (x, y) = α٢
aα−bβ تابع آن در که گیریم می درنظر را TM٠ از فضایی زیر

فضاي را (M, α٢
aα−bβ ) فضاي و گفته ماتسوموتو نوع از را آن اینصورت در کند. می صدق فینسلري اساسی تابع

نامند. می ماتسوموتو

شود. می نامیده مینکوفسکی نرم یک ،TxM مماس صفحه به فینسلري متر تحدید .19.2.1 تعریف

باشد، پذیر دیفرانسیل Rn \ {٠} نقاط تمام در H حقیقی تابع کنیم فرض : 15 اویلر قضیه .20.2.1 قضیه

اگر وتنها اگر است r درجه از مثبت همگن H آنگاه

yiHyi(y) = rH(y)

H(x, λy) = λrH(x, y) داریم ، λ > ٠ هر ازاي به تعریف بنابر باشد r درجه از مثبت همگن H فرضکنیم اثبات.

گیریم: می مشتق λ به نسبت رابطه این از y بودن ثابت فرض با

yiHλyi(λy) = rλr−١H(y)

نظر در ثابت با . yiHyi(y) = rH(y) کنیم: فرض عکس بر حال شود. می حاصل نتیجه λ = ١ دادن قرار با

داریم: اي زنحیره قاعده از λ > ٠ و y گرفتن

d

dλ
H(λy) =

dH(λy)

d(λy)

d(λy)

dλ
= Hλy(λy)y =

١
λ
λHλy(λy)y =

١
λ
rH(λy)

داشت: خواهیم را زیر دیفرانسیل معادله لذا

d

dλ
H(λy)− r

λ
H(λy) = ٠

نوشت: زیر صورت به توان می را معادله این که

(
d

dλ
)(
H(λy)

λr
) = ٠

14matsomoto space
15Euler’s Theorem
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بدست c = H(y) مقدار λ = بافرض١ است. ثابت مقدار یک c آن در که است H(λy) = cλr شکل به آن جواب که

� دهد. می نتیجه را H بودن همگن که H(λy) = λrH(y) نتیجه در آید. می

روي Fفینسلري ساختار یک راندرز، متر باشد. بعدي nمنیفلد یک M کنید فرض : راندرز متر .21.2.1 تعریف

صورت: به فرمی که باشد می TM

F (x, y) := α(x, y) + β(x, y)

ضرایب b̃iها و باشند ریمانی متریک هاي ãijمولفه بطوریکه β(x, y) = b̃i(x)y
i و α(x, y) = √

ãij(x)yiyj داردکه

باشند می 1-فرمی

در کنند. نمی صدق F (x,−y) = F (x, y) شرط راندرزدر مترهاي ،b̃i ̸= ٠ که موقعی ،β عبارت خاطر به

باشد. ریمانی اگر وتنها اگر است همگن راندرز، فضاي از فینسلر تابع حقیقت

روي F اینکه براي بنابراین ندارد. وجود ثابت علامت یک داشتن امکان باشد می خطی y در β(x, y) چون

اگر اگروتنها است برقرار بودن مثبت یعنی باشد. قبول قابل b̃ هاي مولفه اندازه باید باشد مثبت TM

∥ b̃ ∥=
√

b̃ib̃i < ١,

که

b̃i = ãij b̃i.

یعنی باشد. می مثبت TM روي٠\ F راندرز متر ،x ∈ M کنید فرض .22.2.1 گزاره
√
ãijyiyj > −b̃iy

i ∀ y ̸= ٠ (∗)

∥ b̃ ∥< ١ اگر اگروتنها

ي رابطه ، b̃ ̸= ٠ اگر باشد. مثبت F کنیم فرض اثبات.

yi = −b̃i = −ãij b̃j
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√
ãij(−ãij b̃j)(−b̃j) > −b̃i(−b̃i) کنید، جانشین (∗) داخل را

ãij ãij = I لذا باشد، می ãij معکوس ماتریس ãij چون

=⇒
√

b̃ib̃i > b̃ib̃
i =⇒ b̃ib̃

i√
b̃ib̃i

< ١ =⇒∥ b̃ ∥< ١

داریم: y ̸= ٠ اگر شوارتز، کوشی نامساوي به بنا ∥ b̃ ∥< ١ کنید فرض برعکس،

|b̃iyi| <
√
ãijyiyj

�

دارند. نسبیت نظریه براي هندسی هاي مدل ارائه در زیادي کاربرد راندرز فضاهاي

می تصویر نگاشت یک Π : TM٠ = TM\{٠} → M و بعدي n منیفلد یک M کنید فرض .23.2.1 تعریف

بصورت: TM٠ روي خاص هموار برداري میدان یک M روي اسپري باشد.

G = Y i ∂

∂xi
−٢Gi ∂

∂yi

باشد، زیر همگنی با موضعی توابع Gi = Gi(x, y)که باشد می

Gi(x, λy) = λ٢Gi(x, y) λ > ٠.

مشتق φ−١ و φ φکه مانند همومورفیسم یک (یعنی خودش به M ازمنیفلد دیفئورفیسم یک .24.2.1 تعریف

شود. می نامیده M از 16 تبدیل یا مشتق تبدیل باشند)یک پذیر

راست: و چپ ناورداي .25.2.1 تعریف

∀x, y ∈ G , ∀u, v ∈ TyGاگر باشد، می چپ ناورداي G روي ریمانی متریک

⟨u, v⟩y = ⟨d(Lx)yu, d(Lx)yv⟩Lx(y).

.dLxX = X ∀x ∈ G اگر باشد، می چپ ناورداي G لی گروه روي X پذیر مشتق برداري میدان
16Transformation
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اگر: باشد، می چپ ناورداي G روي F فینسلر متر و

F (h, Y ) = F (Lgh,Lg∗Y ) ∀Y ∈ ThG, ∀g, h ∈ G

شود. می استفاده Rh از Lh جاي به راست ناورداي حالت در

از نگاشت Mیک تبدیلات از 17 پارامتري یک گروه .26.2.1 تعریف

R×M −→ M

(t, p) ∈ R×M −→ φt(p) ∈ M

: کند می صدق زیر شرایط در که

باشد. می Mاز تبدیل یک φt : p −→ φt(p) t ∈ R که φt(الف

. t, s ∈ R ،p ∈ M ، φt+s(p) = φt(φs(p))(ب

کند. می تولید را X مانند برداري میدان یک φt تبدیلات از پارامتري یک گروه هر

تنها φt(p) اینکه بجز شود تعریف یکسانی صورت به تواند می موضعی تبدیلات از موضعی پارامتري یک گروه

فرض باشد. می M از باز مجموعه یک در p و شود می تعریف هستند، صفر از همسایگی دریک که هایی t براي

از موضعی پارامتري یک گروه باشد Mاز بازي مجموعه u و باشد (−ϵ, ϵ) صورت به باز همسایگی یک Iϵ کنید

که طوري به شود می تعریف Iϵ × u روي موضعی تبدیلات

١) ∀t ∈ Iϵ φt : p −→ φt(p)

باشد. می M از φt(u) باز مجموعه داخل به uاز دیفئومورفسیم یک

٢) if t, s, t+ s ∈ Iϵ p, φs(p) ∈ u ⇒ φt+s(p) = φt(φs(p))

17One-parameter
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یک خودش به M از φ نگاشت باشد. فینسلر فضاي (M,F ) کنید فرض : ها ایزومتري گروه .27.2.1 تعریف

هر براي و باشد دیفئومورفیسم φ اگر میشود، نامیده ایزومتري

∀ x ∈ M X ∈ TxM F (φ(x), dφx(X)) = F (x, y).

دهیم. می نمایش I(M) با را (M,F ) هاي ایزومتري

ازهر همسایگی یک اگردر میشود، نامیده کیلینگ برداري میدان M روي X برداري میدانهاي .28.2.1 تعریف

باشند. موضعی هاي ایزومتري ، X بوسیله شده ایجاد موضعی تبدیلات از ها پارامتري یک گروه M نقطه

فرض کند. می تعریف حجمی فرم یک M بعدي n منیفلد روي F = F (x, y)فینسلر متر هر .29.2.1 تعریف

خوش ، x ∈ M در زیر فرمی -n.باشد T ∗
xM هر براي اي {θi}پایه و TxMبراي اي {bi}پایه ،x ∈ M نقطه در کنید

میباشد. تعریف

dVF = σF (x)θ
١Λ....Λθn.

آن: در که

σF (x) =
V ol(Bn(١))

V ol((yi) ∈ Rn|F (x, yibi) < ١) .

U = [٠,١]n واحد مکعب براي بطوریکه دهد، می نشان را Rn در فضاها زیر روي اقلیدسی حجم Vتابع ol(.)

.V ol(U) = ١

با uحجم ،u ∈ Mباز مجموعه زیر هر براي شود. می نامیده فینسلر حجمی فرم dVFفرمی-n

کنیم: می تعریف زیر صورت به را شکل تغییر حال شود. می Vتعریف olF (u) =
∫
u
dVF

τ = ln

√
det(gij(y))

σF
.

را مینکوفسکی نرم از اقلیدسی غیر خصوصیات و شود می تعریف مینکوفسکی مماس فضاي روي شکل تغییر

محاسبه ها ژئودزیک طول در را حجم تغییرات سرعت که است S-انحناکمیتی که حالی در کند می گیري اندازه

کند. می
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Rشامل که کنیم می فرض باشد. فشرده بستارش که بازباشد، همبند مجموعه Rزیر ⊂ M کنید فرض . مثال

Rn در صفر اندازه از x−١(R)از مرز اینکه و x : U −→ M مثبت ساز پارامتري با x(U) مختصاتی همسایگی یک

کنیم: می تعریف زیر صورت به Rnدر انتگرال با R از V ol(R) حجم اکنون باشد،

V ol(R) =

∫
x−١(R)

√
det(gij)dx١...dxn.

قرار .σ′(x) = yو σ(x) = با٠ ژئودزیک یک σ = σ(t)کنید فرض ،y ∈ TxM − {٠} هر براي .30.2.1 تعریف

دهید:

S(x, y) :=
d

dt
[τ(σ(t), σ′(t))]|t=٠,

یعنی: باشد می یک درجه از همگن که

S(x, y) = λS(x, y), λ > ٠

شود. می نامیده 18 S-انحنا بالا در شده تعریف S

تابع اگر دارد، تقریبی ایزوتروپیک ،S−انحناي M nبعدي منیفلد روي F فینسلر متریک .31.2.1 تعریف

که طوري به باشد Mموجود روي C = C(x)اسکالر

S = (n+١){CF + η}

باشد. می بسته فرمی یک η = ηi(x)y
i که

S−انحناي ، F آنگاه C ثابت= و η = ٠ اگر همچنین دارد. ایزوتروپیک انحناي −S،F آنگاه باشد، η = اگر٠

دارد. ثابت

منحنی یک C : I −→ M ∇و خطی الصاق با پذیر دیفرانسیل منیفلد یک Mکنیم فرض .32.2.1 گزاره

میدان یک آنگاه باشد، C(to) نقطه در M بر مماس بردار V٠ ∈ TC(t٠)M اگر باشد. M روي پذیر دیفرانسیل

. V (t٠) = V٠ که طوري به است موجود C منحنی طول در V یکتا موازي برداري
18S-curvature
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نتیجه آن از توان می آنگاه باشد قرار بر M موضعی چارت یک روي گزاره اگر که کنیم می ثابت ابتدا . اثبات

یک ي مجموعه زیر C منحنی که حالتی براي گزاره کنیم فرض است. قرار بر M کل روي گزاره که گرفت

از است قرار بر M کل روي گزاره که داد نشان زیر شرح به توان می سپس باشد. قرار بر است موضعی چارت

آنرا و است) پیوسته C (چون بود فشرده نیز C([t٠, t١]) قطعه t١ ∈ I هر براي که شود می نتیجه I فشردگی

پوشاند. موضعی هاي چارت از متناهی تعداد بوسیله توان می

میدان یی یکتا فرض از نمود. تعریف یکتا طور به ها چارت این از یک هر روي توان می را V فرض طبق

تهی نا ها چارت اشتراك که هنگامی برداري هاي میدان این که شود می نتیجه C منحنی طول در V برداري

نتیجه در و شود می تعریف [t٠, t١] بازه طول در نقاط تمام در V بنابراین شود. می منطبق دیگر یک بر است

موضعی چارت مجموعه زیر C که حالتی در را گزاره کافیست لذا شود، می تعریف یکتا طور به I بازه کل در V

. کنیم ثابت است (x,U)

C(t) = (C١(t) , ..., Cn(t)) طول در بطوریکه بوده موجود U همسایگی در V برداري میدان که کنیم فرض

توجه با و Ci = x(Ci(t)) = xi داد قرار بنابر آنگاه V =
∑

j ν
j ∂
∂xj

اگر کند. صدق V (t٠) = V٠ شرط و موازي

داریم: DV
dt = ∇ dc

dt
V تعریف به

D ∂
∂xj

dt
= ∇ dC

dt

∂

∂xj
= ∇ dCi

dt
∂

∂xi

∂

∂xj
=

dCi

dt
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

داریم: لذا

٠ =
DV

dt
=

D(νj ∂
∂xj

)

dt
=

dνj

dt

∂

∂xj
+ νj

D ∂
∂xj

dt
=

dνj

dt

∂

∂xj
+ νj

dCi

dt
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
∗

داریم: اول جمله در k با j اندیس تعویض و رابطه(*) جایگذاري با

DV

dt
= {dν

k

dt
+ νj

dCi

dt
Γk
ij}

∂

∂xk
= ٠

آید. می بدست k = ١...n ازاي νk(t) به نسبت خطی اول درجه دیفرانسیل معادله n دستگاه یک رابطه این از

dνk

dt
+ νj

dCi

dt
Γk
ij = ٠
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جواب داراي νk(t٠) = νk٠ اولیه شرط با معادله این دیفرانسیل، معادلات در جواب ویکتایی وجود قضیه براساس

یکتا طور به و بوده موجود آن هاي جواب t ∈ I هر ازاي به است خطی دستگاه چون دیگر طرف از یکتاست.

� گردد. می نتیجه فوق اولیه شرط با V یکتا موازي برداري میدان یک یکتایی و وجود آن از شود، می تعریف

امتداد در آن سرعت بردار اگر گوییم، ژئودزیک را (M, g) ریمانی منیفلد روي γ(t) منحنی .33.2.1 تعریف

، t٠ ∈ I نقطه هر در اگر باشد می ژئودزیک γ : I −→ M منحنی دیگر، عبارت به باشد. موازي خودش

.Ddt (dγdt ) = ٠

آنگاه باشد، ژئودزیک یک γ : I −→ M اگر

d

dt
<

dγ

dt
,
dγ

dt
>= ٢ <

D

dt

dγ

dt
,
dγ

dt
>= ٠

γ منحنی گیریم می نظر در γ(t٠) راحول (U, x) مختصاتی چارت حال

γ(t) = (x١(t) , ..., xn(t))

اگر اگروتنها بود خواهد ژئودزیک

٠ =
D

dt
(
dγ

dt
) = Σk(

d٢xk

dt٢
+Σi,jΓ

k
ij

dxi

dt

dxj

dt
)

∂

∂xk

=⇒ d٢xk

dt٢
+Σi,jΓ

k
ij

dxi

dt

dxj

dt
= ٠, k = ١, ..., n

ژئودزیک آنگاه باشد، شده تعریف (−δ, δ) روي γ(t, p, v) ژئودزیک اگر ها: ژئودزیک همگنی .34.2.1 لم

، ∀a ∈ R+ طوریکه به شود می تعریف (− δ
a ,

δ
a ) فاصله روي نیز γ(t, p, av)

γ(t, p, av) = γ(at, p, v).

با کنیم. کم یا زیاد آن، تعریف ي فاصله کردن کم با را ژئودزیک یک سرعت توانیم می ما لم این از استفاده با

مماس کلاف روي در آن ویکتایی وجود به (M, g) ریمانی منیفلد یک هاي ژئودزیک یکتایی و وجود از استفاده
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صورت این در باشد. آن روي هموار منحنی یک ، γ و M روي چارت یک (x, U) کنیم فرض رسیم. می TM

M روي γ اگر ، TU = U × Rn که این به توجه با گیریم. می نظر در TM روي در را (γ(t), γ′(t)) منحنی

کند. می صدق زیر دستگاه در t −→ (x١(t), ... , xn(t)) منحنی باشد، ژئودزیک

dxk

dt
= yk,

dyk
dt

= −
∑
i,j

Γk
ijyiyj (k = ١ , ..., n) (1.1)

باشد. M منیفلد در V بازه روي C∞ برداري میدان یک X کنیم فرض : موضعی شار قضیه .35.2.1 قضیه

φ : (−δ, δ)×V٠ −→ V,C∞ نگاشت و δ > ٠ عدد و p حول V٠ ⊂ V باز ي مجموعه ، p ∈ M نقطه هر ازاي به آنگاه

q از t = ٠ ي لحظه در که است X مسیر تنها q ∈ V٠ هر ازاي به t −→ φ(t, q) منحنی طوریکه به دارند وجود

است. Xq آن سرعت بردار و میگذرد

داریم: موضعی شار قضیه از استفاده با

وجود TM روي G مانند یکتا برداري میدان یک آنگاه باشد. M روي ژئودزیک یک γ کنیم فرض .36.2.1 لم

باشد. TM روي G انتگرال منحنی t −→ (γ(t), γ′(t)) طوریکه به دارد

. گیریم می نظر در M روي را (x,U) چارت کنیم. می بررسی آن وجود فرض با را G یکتایی ابتدا . اثبات

ژئودزیک یک γ آن در که است (γ(t), γ′(t)) صورت به هایی منحنی TU در G برداري میدان انتگرال منحنی

وجود به توجه با یکتاست. G پس یکتاست معادله جواب چون کند. می صدق 1.1 معادله در لذا است. M روي

� دهند. می تشکیل را G هاي مولفه ها dyk

dt و yk یعنی شود. می ثابت G وجود فوق دستگاه در جواب

گویند. می TM روي ژئودزیک اسپري یک یا ژئودزیک برداري میدان یک را بالا لم در G برداري میدان

کرد. تعریف زیر صورت به را نمایی نگاشت توان می ها ژئودزیک یکتایی و وجود از استفاده با
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در γν} شود تعریف زیر بصورت Ω ⊂ TM و p ∈ M ریمانی، منیفلد یک (M, g) کنیم فرض .37.2.1 تعریف

می تعریف زیر صورت رابه p نقطه در نمایی نگاشت . Ωp = {ν ∈ TpM شود| تعریف [٠,١] شامل اي فاصله

کنیم:

expp : Ωp −→ M,

ν 7→ expν = γν(١).

است. ٠ ∈ TpM (مبدا) صفر کوچک همسایگی یک شامل همواره نمایی نگاشت تعریف حوزه تذکر:

هر کندکه می تعریف M هاي ژئودزیک روي به TM مماس فضاي از نگاشتی نمایی نگاشت ساده زبان به

می نمایش نیز γν(١) یا γ(١, p, ν) توسط را آن که برد می t = ١ زمان در γν ژئودزیک از اي نقطه رابه ν بردار

دهیم.

از برخی هاي تقارن مطالعه در آن هاي ریشه آمد. بوجود میلادي نوزدهم قرن اواخر در لی هاي گروه نظریه

توسط دفعه اولین لی هاي گروه مفهوم است. آنها براي حلی پیداکردن روش و دیفرانسیل معادلات هاي دستگاه

وي اصلی هدف نامیدو پیوسته” هاي ”گروه را آنها زمان آن در و شد [1874]مطرح درسال 19 لی سوفوس

نامیده لی نوع از معادلات امروزه دیفرانسیل معادلات بود.این دیفرانسیل معادلات مورد در گالوا نظریه توسعه

است. ریکاتی معادلات آن مشهور نمونه ویک شوند می

اوایل تا مورد این در کارتان و لی،کیلینگ هاي کار و داشت موضعی مفهومی لی هاي گروه نظریه ابتدا در
20 کارتان از ها گروه این براي لی” ”گروه اصطلاح داشت. ادامه موضعی شکل همین بیستم[1920]به قرن

هاي گروه ”نظریه وکتاب داد سوق شدن سراسري سمت به را نظریه این کارتان و ویل هاي کار سپس است.

است. سراسري بطور لی هاي گروه نظریه زمینه در مدون اثر سال[1946]اولین در شوالی تالیف لی”

هاي نگاشت اگر اگروتنها است لی گروه یک گروهی ساختار یک با منیفلد .38.2.1 قضیه
19S.Lie
20E.Cartan
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G −→ G G×G −→ G

x −→ x−١ (x, y) −→ xy

باشند. پذیر مشتق

لی: گروهاي از مثال چند

و بودن منیفلد هستند. لی گروهاي ، (R∗) صفر غیر حقیقی اعداد و (C∗) صفر غیر مختلط اعداد 1-مجموعه

بودن خطی علت به اما است C∞ کلاس از µ(z, z′) = z + z′ نگاشت که بگوییم باید تنها است واضح بودن گروه

است. واضح بودن C∞ ، µ

باشد. می لی گروه نیز (GL(n,R)) بعدي n پذیر معکوس هاي ماتریس ي 2-مجموعه

است. لی گروه یک نیز ماتریسی ضرب با و منفرد نا مثلثی، بالا هاي ماتریس مجموعه -3

روي براکت عمل (که (X,Y ) −→ [X,Y ] ترکیبی نقش یک با G گروه از همانی عنصر در g مماس فضاي

آید. می بدست ( است G روي ناوردا برداري میدانهاي

باشد. می لی جبر یک فوق صورت به شده تعریف لی کروشه همراه به برداري هاي میدان مجموعه . مثال

زیر به g در مبدا از راست هاي خط که هستند مرتبط هم با exp : g −→ G نگاشت بوسیله G, gساختار

مشخص G همانی عنصر از دلخواه همسایگی یک با G ساختار همچنین میشود، برده G از پارامتري یک گروهاي

گردد. می

Rxبصورت: راست و Lx چپ انتقال هاي فرم

Lx : G −→ G,Lx(y) = xy ; Rx : G −→ G,Rx(y) = yx

باشند. می دیفئومورفیسم که باشند، می

باشد. می G به R از تحلیلی همومورفیسم یک G لی گروه از 1-پارامتري زیرگروه هر [4] .39.2.1 تعریف
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روي exp(tX) عمل باشد. می X توسط شده تولید G از 1-پارامتري یک گروه زیر exp(tX) ، X ∈ g هر براي

کند. می تبدیل φt(y) = exp(tX)y با شده تعریف M هاي دیفئومورفیسم از φt 1-پارامتري گروه به را آن ، X

مجموعه با را g حقیقت در کنیم. می تعریف ،φt بوسیله شده تولید M روي برداري میدان با را g در X اکنون

کنیم. می تعریف کند، می تولید G از 1-پارامتري هاي گروه زیر که (M, g) از کیلینگ برداري هاي میدان از اي

یک exp تابع بطوریکه دارد، وجود G در e از Ne باز همسایگی و g در ازصفر N٠ همسایگی [4] .40.2.1 قضیه

باشد. می Ne داخل به N٠ از تحلیلی دیفئومورفیسم

نگاشت باشد. g از اي پایه X١ , ..., Xn کنید فرض

exp(x١X١ + ... + xnXn) −→ (x١ , ..., xn)

نامیده X١ , ..., Xn به نسبت متعارف مختصاتی چارت که باشد می Ne روي مختصاتی چارت یک N٠ به Ne از

شود. می نامیده متعارف مختصاتی همسایگی Neو شود می

چون فرستد. می aga−١ به را g هر که باشد تابعی Ca = LaoRa−١ کنید فرض ،a ∈ G اگر .41.2.1 تعریف

نشان Ada با Ca مشتق باشد. می G از اتومورفیسم یک Ca بنابراین باشد، می دیفئومورفیسم Ca = LaoRa−١

سپس a, b ∈ G اگر شود. می داده

Cab(g) = abg(ab)−١ = a(bgb−١)a−١ =⇒ Cab = CaoCb

. Adab = AdaoAdb داریم: گیري مشتق با حال

شود. می نامیده G از الحاقی نمایش a −→ Ada همومورفیسم

نامیم. می همگن منیفلد یک را لی گروه روي تعدي هموار عمل با همراه هموار منیفلد یک .42.2.1 تعریف

هاي ایزومتري گروه اگر شود، می نامیده همگن (M,F ) راندرز فضاي همگن: راندرز فضاي .43.2.1 تعریف

وجود f مانند ایزومتري یک M در y ،x هر براي .(یعنی کند[13] عمل M روي تعدي بطور (M,F ) از I(M,F )

.f(x) = y( که باشد داشته
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دارد. مدار یک که موقعی شود می نامیده 21 تعدي گروه، عمل هر

g ∈ G دارد وجود x, y ∈ X هر براي اگر تنها و اگر شود می نامیده تعدي X روي G عمل واقع در

.y = gxبطوریکه

G = G
{e} باشد. می همگن G لی گروه هر .44.2.1 نتیجه

(M, g) از fx ایزومتري M در x هر براي اگر شود، می نامیده متقارن (M, g) ریمانی منیفلد .45.2.1 تعریف

بطوریکه باشد موجود

fx(x) = x Tx(fx) = −IdTxM .

شود. می نامیده x حول تقارن ،fx ایزومتري

نظر مورد تقارن که باشد می g −→ g−١ صورت به متقارنی فضاي ناوردا متر با همراه ،G لی گروه هر . مثال

باشد. می همانی عنصر اطراف

باشد. می همگن متقارن، فضاي هر .46.2.1 نتیجه

نقطه دو این میانی نقطه در تقارن سپس شوند وصل بهم ژئودزیک یک وسیله به نقطه دو اگر اثبات. طرح

بوسیله که نقطه دو هر بنابراین نگارد. می یکدیگر به را نقاط این که باشد می ایزومتري یک ژئودزیک، روي و

شوند. می نگاشته یکدیگر به هم ایزومتري یک بوسیله شوند، وصل یکدیگر توانندبه می اي قطعه هاي ژئودزیک

باشد. می همگن فضا که دهد می نشان این

بنابراین دارد. ها ایزومتري از خوبی منبع همگن فضاي چون باشد، متقارن نیست لازم همگن فضاي هر اما

باشد. می کیلینگ برداري هاي میدان از خوبی منبع

مستقیم جمع به G از g لی جبر اگر نامیم، تحویلی را G
H همگن فضاي تحویلی: همگن فضاي .47.2.1 تعریف

21Transitive
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شود، تجزیه m ناورداي ad(H) فضاي زیر و H از } لی جبر از برداري فضاي

g = }+m

بطوریکه:

∀h ∈ H ad(h)(m) ⊂ m

[h,m] ⊂ m که دهد می نتیجه Ad(H) تحت m ناوردایی باشد. بسته h همانند براکت عمل تحت m نیست لازم

π∗TMمتمایز برداري کلاف روي که است خطی الصاق یک فینسلري منیفلد یک بر چرن الصاق تعریف48.2.1.

کند. می عمل گیرد، می TM٠قرار منیفلد بر که

توان می باشد. N و Mمنیفلد دو بین C∞ نگاشتی f : M −→ N و برداري کلاف (E, π,N) کنیم فرض

جدید ساختار این کرد. تعریف زیر صورت به ,E)را π,N) برداري کلاف تار همان با M روي برداري کلاف یک

نامیم. می بک پول کلاف را

fتوسط E بک پول کلاف باشد. C∞ نگاشت f : M −→ N و برداري کلاف یک (E, π,N) اگر .49.2.1 تعریف

کنیم: می تعریف زیر صورت به را آن و داده نمایش f∗E نماد با را

f∗E = {(x, ν) ∈ M × E|f(x) = π(ν)}.

pr١ : f∗E −→ Mاول مولفه تصویر نگاشت با f∗E.باشند می Eتارهاي از کپی f∗Eیک بک پول کلاف تارهاي

تصویر نگاشت اگر است. M روي برداري کلاف یک شود، می تعریف (x, ν) ∈ M ×E 7−→ x ∈ M صورت به که

زیر نمودار در ها کلاف بین نگاشت آنگاه شود؛ ,x)تعریف ν) 7−→ ν صورت به که pr٢ : f∗E −→ E دوم مولفه

است. جابجایی
f∗E

pr٢−→ E
pr١ ↓ ↓ π

M
f−→ N
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π∗TM بک پول کلاف فوق تعریف به توجه با باشد، متعارف تصویر نگاشت π : TM −→ M اگر . f∗E ∼= Eو

است: زیر صورت به (x, y) ∈ TMنقطه٠ هر در آن تارهاي و بوده تعریف قابل

π∗TM |(x,y) := {(x, y, ν)|ν ∈ TxM} ∼= TxM.

روي برداري بک(کلاف پول مماس کلاف π∗TM است. TxMاز کپی ,x)یک y)نقطه یک روي تار دیگر عبارت به

شود. می نامیده ( TMمماس٠ کلاف

است. شده حذف صفر برش تصویر چین، نقطه قسمت :1.1 شکل

V TM := span{ ∂
∂yi } آنگاه باشد. T (TM٠) براي طبیعی موضعی کنج { ∂

∂xi ,
∂

∂yi } کنید فرض .50.2.1 تعریف

شود. می نامیده M عمودي مماس کلاف که باشد می T (TM٠) زیرکلاف

باشد. می π∗TM براي موضعی کنج یک {∂i} صورت این i∂.در := (x, y ∂
∂xi |x) کنید فرض

گردد: می تعریف زیر صورت به که دارد را Y متعارف برش π∗TM برداري کلاف

Y(x,y) := (x, y, y)

. Y = yi∂i شود: بیان تواند می زیر شکل به Y ،y = yi ∂
∂xi |x ∈ TxM ازاي به
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پردازیم. می فینسلري هندسه در مهم تانسور دو بیان به حال

و باشد M روي فینسلري متر F کنید فرض .51.2.1 تعریف

gij :=
١
٢ [F٢]yiyj (x, y), Cijk :=

١
۴ [F٢]yiyjyk(x, y).

کنیم: می تعریف زیر صورت به را C و G

G := gijdx
i ⊗ dxj , C := Cijkdx

i ⊗ dxj ⊗ dxk.

شوند. می نامیده کارتان وتانسور اساسی تانسور ترتیب به که باشند می TM٠ روي هایی تانسور C و G

پردازیم: می زیر قضیه بیان به حال

π∗TM دلخواه موضعی کنج براي باشد. n-بعدي فینسلري منیفلد (M,F ) کنید فرض (چرن) .52.2.1 قضیه

روي {wi
j} موضعی هاي 1-فرمی از یکتایی مجموعه ،{wi} یعنی π∗T ∗M براي آن دوگان کنج هم و {ei} یعنی

: که طوري به دارد وجود

dwi = wj ∧ wi
j (2.1)

dgij = gkjw
k
i + gikw

k
j +٢Cijkw

n+k (3.1)

درآن: که

wn+i := dyi + yjwi
j

تقارن با 2.1معادل حقیقت در .Cijk := C(ei, ej , ek) و gij := g(ei, ej) بنابراین .y := yiei و

Γi
kj = Γi

jk
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یعنی: است، wi
j در dyk جملات نبودن و

wi
j = Γi

jkdx
k

دهد: می نتیجه 3.1

Γk
ij =

١
٢gkl{∂gjl

∂xi
+

∂gjl
∂xi

− ∂gjl
∂xi

} − gkl{CjmlN
m
i + CjmlN

m
i − CjmlN

m
i }

آن: در که

N i
j := ymΓi

mj .

نتیجه: در

Nk
j =

١
٢gkl{∂gjl

∂xi
+

∂gli
∂xj

− ∂gij
∂xl

}yi −٢gklCjmlG
m, (4.1)

که

Gi :=
١
٢N i

jy
j =

١
٢Γi

jky
jyk.

پس:

Gi =
١
۴gil{∂gjl

∂xk
+

∂glk
∂xj

− ∂gik
∂xl

}yjyk

باشد. می gij ماتریس وارون gij و

∇ خطی الصاق π∗TM براي {ei} موضعی کنج به نسبت {wi
j} یعنی چرن الصاق هاي فرم با .53.2.1 تعریف

شود: می تعریف زیر صورت به π∗TM روي

∇Y X := {dXi(Y ) +Xjwi
j(Y )} ⊗ ei.

: تر ساده طور به

∇X := {dXi +Xjwi
j} ⊗ ei.
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شود. می نامیده 22 چرن الصاق ∇

مختصات دستگاه در اگر شود می نامیده 23 بروالد متر M منیفلد روي F فینسلر متریک .54.2.1 تعریف

باشند. x ∈ M برحسب توابعی Γi
jk = Γi

jk(x) کریستوفل علائم ،TM٠ براي (xi, yi) طبیعی

باشد. می دوم درجه از همگن Gi = ١
٢Γ

i
jk(x)y

jyk ، حالت این در

بروالد انحناي ،y ∈ TM\{٠} هر ازاي به باشد. M منیفلد روي اسپري G = yi ∂
∂xi −٢Gi(y) ∂

∂yi کنید فرض

: صورت به خطی سه فرمی By : TxM × TxM × TxM −→ TxM

By(u, v, w) = Bi
jkl(y)u

jvkwl ∂

∂xi
|x

که

Bi
jkl(y) :=

∂٢Gi

∂yj∂yk∂yl
(y).

شود: می تعریف زیر شکل به که باشد می خطی دو فرمی Ey : TxM × TxM −→ R میانه بروالد انحناي و

Ey(u, v) = Eij(y)u
ivj Eij(y) :=

١
٢Bm

ijm(y).

فرمی که نمود معرفی را Dy : TxM × TxM × TxM −→ TxM جدید مفهوم داگلاس بروالد، انحناي اساس بر

که شود می تعریف Dy(u, v, w) = Di
jkl(y)u

jvkwl ∂
∂xi |x صورت به و باشد می خطی سه

Di
jkl := Bi

jkl −
٢

n+١ [Ejkδ
i
l + Ejlδ

i
k + Eklδ

i
j +

∂Ejk

∂yi
yi].

شود. می نامیده داگلاس انحناي D := {Dy}y∈TM\{٠}

باشد. می تصویري آفین اسپري، آنگاه D = ٠ اگر .55.2.1 تعریف

باشد. تصویري آفین آن اسپري اگر شود، می نامیده 24 داگلاس متر فینسلر، هرمتر .56.2.1 تعریف
22Chern cannection
23Berwald Metric
24Douglas Metric



2 فصل
ریمانی هاي منیفلد چویتاي لوي الصاق

همگن
مقدمه 1.2

گرفت. قرار مطالعه مورد چویتا لوي توسط [1917] سال در الصاق مفهوم شد، اشاره که طور همان

لوي الصاق براي فرمولی [5] کیلینگ، برداري هاي ومیدان [6] کوزول فرمول به بنا داریم نظر در اکنون

نموده بیان اي رده فضاي روي را آن به مربوط نتیجه چند و آورده بدست موضعی مختصات دستگاه در چویتا

شوند. می استفاده همگن راندرز فضاي S-انحناي محاسبه براي بعد فصل در که [1]

موضعی حالت در چویتا لوي الصاق 2.2
کنیم فرض .[6] ساخت برداري میدان توان می 1-پارامتري هاي گرو از استفاده با دهیم می نشان ابتدا در

f ∈ C∞(M) کنیم فرض همچنین باشد. M هاي دیفئومورفیسم از پارامتري یک گروه یک φ : M ×R −→ M

داریم: صورت این در گیریم، می نظر در ثابت و دلخواه را a ∈ M و

M ×R −→φ M −→f R

(a, t) −→ φt(a) −→ f(φt(a))

یعنی: است، حقیقی اعداد ودامنه برد با تابعی ،f(φt(a)) تابع اکنون

f(φt(a)) : R −→ R

31
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t −→ f(φt(a)).

کنیم: می تعریف زیر صورت به را Xa اکنون

Xa : C∞(M) −→ R

Xa(f) =
∂
∂tf(φt(a))|t=٠

باشد: می نیتز ولایب خطی Xa دادکه نشان توان می سادگی به

∀f, g ∈ C∞(M) λ, µ ∈ R

Xa(λf + µg) = ∂
∂t ((λf + µg))(φt(a))|t=٠

= λ ∂
∂tf(φt(a)) + µ ∂

∂tg(φt(a))|t=٠

= λ(Xaf) + λ(Xag) است. خطی Xa بنابراین

Xa(fg) =
∂
∂t ((fg)(φt(a))|t=٠

= ∂
∂tf(φt(a))|t=٠g(φ٠(a)) + f(φ٠(a)) ∂

∂tg(φt(a))|t=٠

= Xa(f)g(a) + f(a)Xa(g)

Xa ∈ TaM بنابراین: کند. می صدق نیتز لایب شرط در Xa بنابراین

رسیم. می M روي برداري میدان یک به a ∈ M بودن متغیر فرض با اکنون

{X:M−→TM
∀a∈M X(a)∈TaM

.

برسیم. 1-پارامتري گروه یک به برداري میدان یک از یعنی داد انجام توان می را فوق عمل عکس

T٠(GH مماس فضاي را m باشد. تحویلی همگن منیفلد G
H که باشد، همگن ریمانی منیفلد (GH , α) کنید فرض

. [8] کنیم می تعریف m روي متناظر داخلی ضرب <,> و

پارامتري یک تبدیل گروه لذا میباشیم. G
H روي ناوردا برداري هاي میدان از گیري مشتق به مند علاقه چون
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کنیم: می تعریف زیر صورت به را G
H از {ϕt ; t ∈ R}

ϕt(gH) = (exp(tv)g)H g ∈ G

میدان این . [5] شوند می نامیده کیلینگ برداري هاي میدان که کند می تولید G
H روي برداري میدان ϕt که

: کنیم می بیان را زیر قضیه حال دهیم. می نمایش v̂ با را برداري

g = h+ m ad(H)-ناورداي ترکیب یک با تحویلی همگن فضاي M = G
H کنید فرض [8] ،[12] .1.2.2 قضیه

باشد: می زیر صورت به g براي ریمانی الصاق صورت این در باشد، M روي G-ناوردا متر g کنید فرض باشد.

Λm(X)Y = ١
٢ [X,Y ]m + U(X,Y )

شود: می تعریف زیر صورت به که باشد می m×m −→ m از متقارن خطی دو نگاشت U(X,Y ) که

< U(X,Y ), Z >=
١
٢ (< X, [Z, Y ]m > + < [Z,X]m, Y >), ∀X,Y, Z ∈ m.

باشد. می m از خطی تبدیل یک Λm(X) و

لذا باشد می پادمتقارن g به نسبت AX چون Λm(X) = −(AX)٠ داریم T٠M و m کردن مشخص با . اثبات

.Y, Z ∈ m هر براي B(Λm(X)Y, Z) +B(Y,Λm(X)Z) = ٠ بنابراین: باشد، می متقارن پاد B به نسبت Λm(X)

داریم: همچنین

Λm(X)Y − Λm(Y )X = [X,Y ]m.

دهیم: قرار اگر

U(X,Y ) = Λm(X)Y − (
١
٢ )[X,Y ]m,

کند: می صدق زیر رابطه در و باشد می متقارن X,Y در U(X,Y ) سپس

B(U(X,Y ), Z) +B(Y, U(X,Z)) = (
١
٢ ){B([X,Y ]m, Z) +B(Y, [Z,X]m)}(∗)
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آوریم: می بدست U تقارن وهمچنین X,Y, Z جایگشت و (∗) از

٢B(U(X,Y ), Z) = B(X, [Z, Y ]m) +B(Y, [Z,X]m)

�

صورت: این در

< Λm(X)Y, Z >= ١
٢ (< [X,Y ]m, Z > + < X, [Z, Y ]m > + < [Z,X]m, Y >).

داریم: این بنابر Λm(X)Y = ∇Y X چون

< ∇XY,Z >=
١
٢ (< [Y,X]m, Z > + < [Z,X]m, Y > + < [Z, Y ]m, X >), (1.2)

براي فرمولی حال باشد. می m به نسبت [V١, V٢] تصویر [V١, V٢]m و باشد می اي رده فضاي مبدا H = ٠ که

. گیریم می نتیجه موضعی مختصات دستگاه در الصاق

Gوجود
H در صفر از U همسایگی [4] به بنا سپس باشد. <,> به نسبت m از متعامد پایه u١, ...un کنید فرض

نگاشت: بطوریکه دارد

(expx١u١expx
٢u٢...expx

nun)H 7−→ (x١, x٢, ..., xn) (2.2)

کنیم. می محاسبه را ∂
∂xi برداري میدان اکنون باشد. می U روي موضعی مختصات دستگاه یک

سپس: . gH = (x١, x٢, ...xn) ∈ U کنید فرض

∂

∂xi
|gH =

d

dt
(expx١u١...expx

i−١ui−١exp(t+ xi)uiexpx
i+١ui+١...expx

nun)|t=٠

=
d

dt
(expx١u١...expx

i−١ui−١exptuiexp− xi−١ui−١...exp− x١u١.gH)|t=٠

=
d

dt
expt(ex

١adu١ ...ex
i−١adui−١(ui)).gH|t=٠.
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داریم: .[1] دهیم می نمایش vi = ex
iadu١ ...ex

i−١adui−١(ui) صورت به را vi حال

∂

∂xi
|gH = v̂i|gH . (3.2)

un+١, ..., um کنید فرض کنیم. می محاسبه را ،U بالاروي مختصاتی دستگاه تحت α از چویتا لوي الصاق اکنون

از توابعی fij , j = ١,٢, ..., n که بنویسیم vi =
∑m

j=١ fijuj صورت به توانیم می را vi باشد. hاز اي پایه

داریم: حال . ∂
∂xi =

∑m
j fij ûj بنابراین باشند. می x١, ..., xi−١

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= ∇ ∂

∂xi
(

m∑
l=١

fjlûl)

=
m∑

l=١
(
∂fjl
∂xi

)ûl +
m∑

l=١
fjl∇ ∂

∂xi
ûl

=
m∑

l=١
(
∂fjl
∂xi

)ûl +
m∑

k,l=١
fikfjl∇ûk

ûl.

داریم: موضعی مختصات دستگاه چویتادر لوي الصاق ازتقارن استفاده با

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
−∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
= [

∂

∂xi
,

∂

∂xj
] = ٠

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
= ∇ ∂

∂xj

∂

∂xi

. [1] کنیم محاسبه i > j هر براي را ∇ ∂

∂xi

∂
∂xj است کافی تنها پس

∂fjl
∂xi = ٠ ∀i ≥ j داریم: هستند، x١...xj−١ از fjlتوابعی چون

بنابراین:

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
=

m∑
k,l=١

fikfjl∇ûk
ûl i ≥ j

بنابراین: fij(٠,٠, ...,٠) = δij که بینیم می fij تعریف به بنا

(∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
)|٠ = (∇ûi ûj)|٠ i ≥ j
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داریم: سپس ∇ ∂

∂xi

∂
∂xj = Γk

ij
∂

∂xk یعنی باشد مختصاتی دستگاه تحت الصاق از کریستوفل علائم Γk
ij کنید فرض

Γk
ij(٠) ∂

∂xk
|٠ = (∇ûi ûj)|٠ i ≥ j (4.2)

بنابراین: ∂
∂xk |٠ = v̂k|٠ = ûk که بینیم می 3.2 از استفاده با

Γl
ij(٠) =< Γk

ij(٠)ûk, ûl >=< ∇ûi ûj , ûl > |٠, i ≥ j (5.2)

داریم: 2.2 از استفاده با

Γl
ij(٠) = ١

٢ (− < [ui, uj ]m, ul > + < [ul, ui]m, uj > + < [ul, uj ]m, ui >), i ≥ j (6.2)

نظر در ،١ ≤ i, j ≤ m براي دهیم. می نشان لی جبر ساختاري هاي ثابت از استفاده با را بالا فرمول گاهی

بگیرید:

[ui, uj ] =

m∑
k=١

Ck
ijuk.

استفاده با شوند. می نامیده (u١, ..., un, un+١, ..., um) پایه به نسبت gجبر از ساختاري هاي ثابت Ck
ij هاي ثابت

بنویسیم. دیگر صورتی به توانیم می را 2.6 فرمول ساختاري، هاي ثابت از

: آنگاه ،Γl
ij(٠) =< Γk

ij(٠)uk, ul > هرگاه

Γl
ij =

١
٢ (− <

m∑
k=١

Ck
ijuk, ul > + <

m∑
k=١

Ck
liuk, uj > + <

m∑
k=١

Ck
ijuk, ui >) =

١
٢ (−

m∑
k=١

Ck
ijδkl +

m∑
k=١

Ck
liδkj +

m∑
k=١

Ck
ljδki)

Γl
ij = Γl

ji =
١
٢ (−Cl

ij + Cj
il + Ci

jl) i ≥ j (7.2)

کنیم. می بیان راندرز فضاي براي را 6.2-2.2 هاي فرمول از کاربرد چند اکنون
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روي ã = ãijdx
i ⊗ dxj ریمانی متر شامل M روي F راندرز متر باشد. n-بعدي منیفلد یک M کنید فرض

رابصورت: TM روي F تابع b̃ و ã بوسیله باشد. می b̃ = b̃idx
i ١-فرمی و M

F (x, y) = α(x, y) + β(x, y) x ∈ M, y ∈ TxM

بر ریمانی متر . x ∈ M کنیم می فرض حال . α(x, y) = √
ãijyiyj , β(x, y) = b̃i(x)y

i که گیریم می نظر در

< dxi, dxj >= ãij(x) کندکه می القا داخلی ضرب یک T ∗
x (M) کتانژانت فضاي روي

کند. می تعریف T ∗
x (M) و Tx(M) بین خطی ایزومورفیسم یک داخلی ضرب این

کنید: فرض باشد. می متناظر M روي b̃♯ هموار برداري میدان یک با b̃ ١-فرمی هر صورت این در

b̃♯ = (̃b♯)i
∂

∂xi

سپس:

(̃b♯)i =
n∑

j=١
ãij b̃j = b̃i.

داریم: y ∈ Tx(M) هر براي

< y, b̃♯ >=< y, (̃b♯)i
∂

∂xi
>=< y, (

n∑
j=١

ãij(x)̃bj)
∂

∂xi
>= b̃i(x)y

i = β(x, y)

. ∥b̃♯∥ < اگر١ وتنها اگر است برقرار ∥b̃∥ =

√
b̃ib̃i < ١ بنابراین: .∥b̃∥ = ∥b̃♯∥ که: است واضح

b̃ اگر وتنها اگر باشد می بروالد نوع از b̃ ١-فرمی و ã ریمانی متر با شده تعریف راندرز متر [15] .2.2.2 لم

باشد. موازي ã به نسبت

هموار برداري میدان با همراه ã = ãijdx
i ⊗ dxj ریمانی متر شامل منیفلد یک روي راندرز متر [15] .3.2.2 لم

با b̃♯

ã(x)(̃b♯, b̃♯) < ١ ∀x ∈ M
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شود: می تعریف زیر صورت به

F (x, y) =
√
ã(x)(y, y) + ã(x)(̃b♯, y) x ∈ M, y ∈ TxM.

باشد. موازي ã به نسبت b̃♯ متناظر برداري میدان اگر وتنها اگر باشد می موازي b̃ که است واضح

بروالد نوع از (M,F ) شود. می تعریف b̃♯ برداري میدان و ã ریمانی متر با M Fروي راندرز متر .4.2.2 نتیجه

باشد. موازي ã به نسبت b̃♯ اگر وتنها اگر باشد می

کنیم. تعریف را برداري میدان هر با متناظر 1-فرمی داریم نظر در حال

وجود زیر فضاي زیر و G
H روي ناوردا برداري هاي میدان ي مجموعه بین یکی به یک تناظر [14] .5.2.2 گزاره

دارد

V = {X ∈ m|Ad(h)X = X, ∀h ∈ H}.

باشند. G از وراست چپ هاي انتقال ترتیب به Rg, Lg و طبیعی تصویر نگاشت π : G −→ G
H کنید فرض اثبات.

باشد. می h ، dπ کرنل نگارد. می {H} = ٠ در T٠(GH ) مماس فضاي روي به را g ، dπ مشتق

هر براي چون و کند می صدق πoLg = τ(g)oπ رابطه در τ(g) : xH −→ gxH انتقال

h ∈ H, πoRh = π, Ad(g)X = dRg−١odLg(X)

داریم: گیري مشتق با حال

dπoAd(h)X = dτ(h)٠odπ(X) X ∈ g.

می T٠(GH ) از dτ(h)٠ خطی تبدیل با متناظر g
h از Ad(h) خطی تبدیل g

h
∼= T٠(GH ) ایزومورفیسم تحت بنابراین

ایزومورفیسم، این تحت دهد. می g
h ≃ m صورت به طبیعی ایزومورفیسم یک g = h+ m ترکیب اکنون باشند.

باشد. می m از Ad(h) خطی باتبدیل متناظر T٠(GH ) از dτ(h)٠ خطی تبدیل

باشد. m ≃ T٠(GH ) ایزومورفیسم تحت تصویرش X̃٠ و X ∈ V گیریم می نظر در حال
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g١H = gH اگر کنیم. می تعریف X̃gh = d(τ(g))٠(X̃٠) صورت به را gH در مماس بردار g ∈ G کنید فرض

dτ(g−١g١)٠X̃٠ = X̃٠ که دهد می نشان بالا بحث Ad(h)X = X ∀ h ∈ X چون . g−١g١ ∈ H سپس

G عمل وتحت باشد می G
H روي خوشتعریف برداري میدان X̃ بنابراین dτ(g)٠X̃٠ = dτ(g١)٠X̃٠ بنابراین:

� باشد. می سویی دو X −→ X̃ تناظر بنابراین باشد، می ناوردا

می فرض G
H روي را ã ناورداي ریمانی متر باشد. تحویلی همگن منیفلد G

H کنید فرض [14] .6.2.2 نتیجه

ضرب یک ã ناوردا ریمانی متر گیریم. می نظر در ã ریمانی متر تحت G
H روي را ناوردا راندرز هاي ومتر کنیم

کند. می صدق زیر دررابطه که کند می القا g روي داخلی

< Ad(h)X,Ad(h)Y >=< X,Y > X, Y ∈ g, h ∈ H

ضرب به نسبت g در h از متعامد مولفه m باشدو G
H روي ناوردا ریمانی متر ã کنید فرض [14] .7.2.2 قضیه

ناوردا راندرز هاي متر ي همه ي مجموعه بین یکی به یک تناظر سپس باشد. ã بوسیله g روي القایی داخلی

مجموعه و ã ریمانی متر تحت G
H روي

V١ = {X ∈ m|Ad(h)X = X,< X,X >< ١, ∀h ∈ H}

دارد. وجود

می متناظر G
H روي X̃ ناورداي برداري میدان یک با X ،5.2.2 گزاره به بنا .X ∈ V١ کنید فرض . اثبات

داریم: لذا باشد، می ناوردا G عمل تحت X̃ باشد.چون

ã(gH)(X̃, X̃) = ã(H)(X̃, X̃) =< X,X >< ١.

بصورت: G
H روي را FX راندرز متر 3.2.2 لم بوسیله

FX(gH, y) =
√
ã(gH)(y, y) + ã(gH)(X̃, y), y ∈ TgH(

G

H
)

� باشد. می سویی دو X −→ FX تناظر و باشد می ناوردا G عمل تحت FX بوضوح کنیم. می تعریف
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G
H روي تعدي طور به G ،X ∈ V١ هر براي زیرا باشد، می بروالد نوع از متناظر راندرز متر ،X ∈ V١ هر براي

کند. می عمل متناظر راندرز متر هاي ایزومتري همانند

مجموعه با یک به یک طور GHبه روي G-ناوردا برداري هاي میدان ،5.2.2 گزاره بنابه

V = {X ∈ m|Ad(h)X = X,∀ h ∈ H}

V١ = {u ∈ V, | < u, u >< ١} مجموعه با یک به یک بطور ناوردا راندرز هاي متر بنابراین . هستند متناظر

ریمانی متر و β 1-فرمی بوسیله uسپس باشد، V١ در صفر غیر عنصر یک u کنید فرض حال . باشند می متناظر

u١ , ..., un متعامد پایه شود. می تعریف F = α + β بصورت متناظر راندرز متر و β(y) =< y, u > بصورت α

می ناوردا G عمل تحت u چون گیریم. می درنظر را در3.2 موضعی مختصات دستگاه و un = u
|u| بطوریکه m از

داریم: لذا باشد،

ũ|gH = dτg(u)

بنابراین شود. می تعریف g١H −→ gg١H صورت به که باشد می G
H از دیفئومورفیسمی τg که

ũ|gH =
d

dt
(τg(exp(tu)H))|t=٠

=
d

dt
(expx١u١ expx٢u٢ ... exp(xn + ct)un)H|t=٠

= c
∂

∂xn
|gH

. c = |u| < ١ که

است. شده بیان زیر در آن کاربرد اولین

اگر: تنها و اگر باشد می بروالد نوع از F = α+ β راندرز متر .8.2.2 گزاره

< [u, v]m, v >= ٠, < [v, w]m, u >= ٠, ∀v, w ∈ m
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برداري میدان معادل طور به یا باشد موازي α به نسبت βاگر وتنها اگر است بروالد نوع از F [15] به بنا اثبات.

Γl
ni = Γl

in = ٠ ∀i, l = ١,٢, ..., n : یعنی باشد، موازي α به نسبت u ناورداي

معادل این 6.2 از استفاده با . Γl
in(٠) = ٠ که کنیم بررسی مبدا در فقط است کافی u بودن ناوردا خاطر به

اینکه: با است

−[un, ui]m, ui > + < [ui, ui]m, un > + < [ui, un]m, ui >= ٠ i, l = ١, ..., n (8.2)

آوریم: می بدست 8.2 در i = l دادن قرار با

− < [un, ui]m, ui > + < [ui, un], ui >= ٠

=⇒ < [un, ui]m, ui >= ٠ i, l = ١,٢, ...., n. (9.2)

با: است معادل رابطه که دهیم می نشان براحتی

< [un, ui]m, ul > + < [un, ul]m, ui >= ٠, i, l = ١,٢, ..., n. (10.2)

داریم: 10.2 و 9.2 و 8.2 ترکیب از

< [ul, ui]m, un >= ٠

� شود. می کامل اثبات بنابراین



3 فصل
راندرزهمگن فضاي S-انحناي

مقدمه 1.3
فضاهاي انحناي محاسبه خاص حالت در و باشد می مهم هاي مسئله از یکی هندسی هاي کمیت محاسبه

همگن.

انحناي خصوصیات لی هاي گروه روي چپ، ناورداي ریمانی هاي متر برشی انحناي از استفاده با 1 میلنور

ریمانی هاي منیفلد برشی انحناي فرمول آورد[7]. بدست بدست را جالبی نتایج و نمود مطالعه را چندفضا

شده برده بکار [12] منفی انحناي یا [3] مثبت انحناي با همگن ریمانی هاي منیفلد کلاسبندي براي همگن

. است

در S-انحنا براي صریحی فرمول . کنیم بیان همگن راندرز فضاي S-انحناي براي فرمولی خواهیم می حال

.[16] است شده معرفی شن بوسیله موضعی مختصات دستگاه

موضعی مختصات دستگاه به که دهیم ارائه فرمولی همگن راندرز فضاي براي که اینست ما اصلی هدف

نباشد. وابسته

راندرز فضاي حجمی فرم 2.3
گیریم. می نظر در را 28.2.1 تعریف در شده بیان حجمی فرم

1J.Milnor

42
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راندرز متر براي اما شود، بیان F = F (x, y) شکل به مقدماتی توابع حسب بر تواند نمی σF (x) کلی طور به

بگیرید. نظر در را M بعدي n منیفلد و α ریمانی متر باشد. می محاسبه قابل ریمانی متر توسط شده القا

کنید: فرض

α =
√
aij(x)yiyj , y = yi

∂

∂xi
|x ∈ TxM

محدب دامنه x = Ay : Rn −→ Rn خطی تبدیل سپس . ATA = (aij) بطوریکه باشد ماتریس یک A و

داریم: لذا برد. می Bn(١) واحد گوي به را Ux = {(yi) ∈ Rn|
√

aij(x)yiyj < ١}

det(A) =
√
det(aij(x)) (1.3)

که: کنیم می مشاهده

V ol(Bn(١)) =
∫
Bn(١)

dx١ ... dxn =

∫
Un

det(A) dy١...dyn =
√
det(aij(x))V ol(Ux)

دهد: می نتیجه این

V ol(Ux) =
V ol(Bn(١))√
det(aij(x))

.

آید: می بدست زیر صورت به dVα = σα(x)dx
١ ... dxn فرمول در σα(x) سپس

σα(x) =
√
det(aij(x)).

-فرمی یک١ β = bi(x)y
i و است ریمانی متر α =

√
aijyiyj که بگیرید نظر در را F = α+ β راندرز متر اکنون

کنید: فرض باشد. می M n-بعدي منیفلد روي

Ωx = {(yi) ∈ Rn |F (x, yi
∂

∂xi
|x) < ١}.

آوریم: می بدست خطی جبر از استفاده با

V ol(Ωx) =
V ol(Bn(١))

(١− ∥βx∥٢α)
n+١
٢

√
det(aij(x))

,
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در بالا فرمول دادن قرار با باشد. می αxبه نسبت x از β نرم ∥βx∥α که

σF (x) =
V ol(Bn(١))

V ol((yi ∈ Rn |F (x, yibi) < ١)

دهد: می نتیجه

σF (x) = (١− ∥βx∥٢α)
n+١
٢ σα(x)

بنابراین:

dVF = (١− ∥βx∥٢α)
n+١
٢ dVα (2.3)

,Ω ⊂ M باز مجموعه زیر هر براي که کنید توجه
∫
Ω

dVF ≤
∫
Ω

dVα.

.F = αوتنهااگر اگر است قرار بر تساوي

باشد، زیر بصورت Bn(١) ⊂ Rn واحد گوي روي F = α+ β راندرز متر کنید فرض . مثال

α =

√
|y|٢ − (|x|٢|y|٢− < x, y >٢)

١− |x|٢

β =
< x, y >

١− |x|٢
+

< a, y >

١+ < a, x >
,

حال باشد. می داخلی وضرب استاندارد افلیدسی نرم بترتیب <,>, | . | و y ∈ TxR
n ∼= Rn, a ∈ Bn(١) که

داریم: را زیر لم ابتدا حجمی، فرم آوردن بدست براي

فرض باشد n-بعدي بردار یک c = (ci) و n× n متقارن ماتریس H = (hij) و G = (gij) کنید فرض .1.2.3 لم

سپس: gij = hij + δcicj و H−١ = (hij) معکوس باشدبا پذیر معکوس H کنیم می

det(gij) = (١− δc٢)det(hij)



راندرزهمگن فضاي S-انحناي .3 45فصل

با G−١ = (gij) معکوس ماتریس است. پذیر معکوس G سپس ١ + δc٢ ̸= ٠ اگر . c =
√

hijcicj که

آید. می ciبدست = hijcj که gij = hij − δcicj

١+δc٢

ماتریس براي بالا لم به بنا

aij =
١

١− |x|٢
{δij +

xixj

١− |x|٢
}

آوریم: می بدست

det(aij) =
١

(١− |x|٢)n+١

سپس،

dVα = (١− |x|٢)−
n+١
٢ dx١ ... dxn.

داریم: 1.2.3 لم به بنا

aij = (١− |x|٢){δij − xixj}

باشد: می زیر بصورت نرم سپس

∥ βx ∥α=
√
aij(x)bi(x)bj(x) = ١− (١− |x|١)(٢− |a|٢)

(١+ < a, x >)٢
.

آوریم: می 2.3بدست بالادر فرمول دادن قرار با

dVF = [
١− |a|٢

(١+ < a, x >)٢
]
n+١
٢ dx١ ... dxn

گیریم: می نظر در نمودیم، تعریف اول فصل در که صورتی به را 2 شکل تغییر کمیت حال

τ =

√
det(gij(y)

σF

به وابسته شکل تغییر بنابراین کنند، می تغییر یکسان طور به {bi} پایه تغییر با همراه √
det(gij(y) و σF که

باشد: می همگن زیر صورت به شکل تغییر باشد. نمی پایه

τ(x, λy) = τ(x, y) λ > ٠, y ∈ TxM

2Distortion
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هر روي Fx مینکوفسکی نرم براي شکل تغییر چون گیریم. می درنظر M منیفلد روي فینسلر رامتر F اکنون

آوریم. بدست TM \{٠} روي را τ = τ(x, y) اسکالر تابع توانیم می بنابراین شود، می تعریف TxM مماس فضاي

در را ریمانی هاي متر شکل تغییر بنابراین τ = ٠ وتنهااگر اگر باشد می ریمانی F ، 3 دیک ي قضیه بوسیله

ها ژئودزیک طول در شکل تغییر جابجایی سرعت مطالعه به حال کند. می مشخص فینسلري هاي متر میان

پردازیم. می

S-انحنا 3.3
ي S-انحنا فرمول شد. تولید [10] 4 حجمی مقایسه قضیه در ابتدا در S-انحنا مفهوم فینسلري، هندسه در

گیریم: می نظر در را 30.2.1 تعریف در شده تعریف

S(x, y) =
d

dt
[τ(σ(t), σ′(t))]|t=٠

Gi = Gi(x, y) و حجمی فرم dVF = σF (x)dx
١Λ ... Λdxnکنید فرض (xi, yi) ضعی مو مختصات دستگاه در

شود: می نتیجه 4.1 فرمول از دهند. نشان را F از اسپري ضرایب

∂Gm

∂ym
=
١
٢gml ∂gml

∂xi
−٢gmlCimlG

i.

که: شود می مشاهده طرفی از

τyi =
∂

∂yi
[ln

√
det(gjk(x, y))] =

١
٢gjk

∂gjk
∂yi

= gjkCijk

بنابراین:

S = yi
∂τ

∂xi
−٢ ∂τ

∂yi
Gi

=
١
٢gml ∂gml

∂xi
yi −٢IiGi − ym

∂

∂xm
(LnσF (x)).

3Deick
4Volume comparison theorem
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بود: خواهد زیر شکل به S-انحنا موضعی، مختصات در پس

S =
∂Gm

∂ym
(x, y)− ym

∂

∂xm
(LnσF (x)).

کنیم. می بیان را زیر لم ابتدا باشد. می صفر S-انحناي از بروالد متر متر هر کنیم ثابت توانیم می اکنون

و U = U(t) کنید فرض و باشد (M,F ) فینسلر منیفلد در ژئودزیک یک σ = σ(t) کنید فرض .1.3.3 لم

داخلی هاي ضرب از هرخانواده براي سپس باشد، σ طول در موازي خطی بطور برداري هاي میدان V = V (t)

σ طول در gσ′(t) القایی

gσ′(t)(U(t), V (t)) = canstant.

هستند. ثابت σ طول در gσ′(t) به تحدید با آنها بین زاویه و V = V (t) و U = U(t) هاي طول بنابراین

کنید فرض و باشد (M,F ) فینسلري منیفلد یک در اي قطعه C∞ منحنی یک C = C(t) کنید فرض .2.3.3 لم

سپس باشد، C طول در موازي برداري میدان U = U i(t) ∂
∂xi |C(t)

F (C(t), U(t)) = canstant

شود. می صفر S-انحنا بروالد متر هر براي .3.3.3 گزاره

و σ(٠) = x با دلخواه ژئودزیک σ = σ(t) کنید فرض و بگیرید نظر در را (x, y) ∈ T٠M دلخواه نقطه . اثبات

σموازي طول در خطی بطور bi(t) هر یعنی باشند، σ طول در موازي خطی هاي فرم {bi(t)} و باشد σ′(٠) = y

کنید: فرض باشد.

gij(t) = gσ′(t)(bi(t), bj(t))

دترمینان .بنابراین gij(t) ثابت= 1.3.3 لم به بنا

det(gij(t)) = canstant
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لم به بنا باشد. می σ طول در موازي خطی بطور U = yibi(t) برداري میدان (yi) ∈ Rn هر براي دیگر طرف از

داریم: 2.3.3

F (σ(t), yibi(t)) = canstant

باشد. می t از مستقل زیر صورت به Ut ⊂ Rn محدب مجموعه زیر هر بنابراین

Ut = {(yi) ∈ Rn |F (σ(t), yibi(t)) < ١}.

یعنی: باشند، می ثابت dVF حجمی فرم ضرایب که دهد می نتیجه این

σF (σ(t)) =
V ol(Bn(١))
V ol(Ut)

= canstant.

یعنی: باشد، ثابت باید σ طول در حجم تغییر بنابراین

τ(σ(t), σ′(t)) = Ln

√
det(gij(t))

σF (σ(t))
= canstant

فرمول به بنا حال

S(x, y) =
d

dt
[τ(σ(t), σ′(t))]|t=٠

� S = ٠ داریم:

ایزوتروپیک S-انحناي از راندرز هاي متر 4.3
ثابت، تخت انحناي از راندرز هاي متر از برخی نمود ثابت که بود اي نویسنده اولین ،2001 درسال 5 ارلی

ثابت S-انحناي ، ثابت تخت انحناي از راندرز متر هر که داد نشان 6 رابل بائو ادامه ودر دارد ثابت S-انحناي

دارد.

کنیم. می مطالعه را ایزوتروپیک یا ثابت S-انحناي با راندرز هاي متر قسمت این در
5Early
6Bao-Roble
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و باشد M n-بعدي منیفلد روي راندرز متر F = α+ β کنید فرض

ρ := Ln

√
١− ∥ βx ∥٢α .

هستند: مرتبط هم با زیر صورت به dVα ریمانی ومتر dVF راندرز متر حجمی هاي فرم 2.3 از استفاده با

dVF = e(n+١)ρ(x)dVα

مرتبط Gi = Gi
α + Pyi + Qi صورت به Gi

α = Gi
α(x, y) اسپري ضرایب و F از Gi = Gi(x, y) اسپري ضرایب

که: هستند

P =
e٠٠
٢F − s٠, Qi = αsi٠

و

e٠٠ = eijy
iyj , s٠ = siy

i, si٠ = sijy
j

داریم: sij + sji = ٠ چون

s٠٠ = sijy
iyj = ٠

داریم: sij بودن وپادمتقارن P همگنی از استفاده با .sii = aijs[ij = ٠ و

∂(Pym)

∂ym
=

∂P

∂ym
ym + nP = (n+١)P

∂Qm

∂ym
= α−١s٠٠ + αsmm = ٠

است: برقرار زیر تساوي باشد می ریمانی چون

∂Gm
α

∂ym
= Γm

imyi = ym
∂

∂xm
(
√
det(aij)) = ym

∂

∂xm
(Lnσα)

آوریم: می بدست بالا تساوي از باشند می α از کریستوفل علائم Γi
jk که

S = ∂Gm

∂ym − ym ∂
∂xm (LnσF )



راندرزهمگن فضاي S-انحناي .3 50فصل

=
∂Gm

α

∂ym − ∂(Pym)
∂ym + ∂Qm

∂ym − (n+١)ym ∂ρ
∂xm − ym ∂

∂xm (Lnσα)

= (n+١){P − ρ٠}

= (n+١){ e٠٠
٢F − (s٠ + ρ٠)}

ρ٠ = ρxi(x)yi که

متقارن همگنی، فضاي هر کنیم. می محاسبه همگن فضاي یک در را راندرز متر ایزوتروپیک S-انحناي اکنون

کنیم. محاسبه H = ٠ مبدا در فقط را انحنا ما است کافی بنابراین باشد. می نیز

فرمول مطابق باشد. قبل در شده تعریف موضعی مختصات دستگاه (U, (x١, x٢, ..., xn)) کنید فرض حال

که e٠٠ = eijy
iyj-1: کنیم محاسبه مبدا در را زیر هاي کمیت که داریم نیاز ما بالا در آمده بدست S-انحناي

sij و si = bjs
j
i همچنین شود. می تعریف β = bidx

i بوسیله biها و rij = ١
٢ (bi;j + bj;i) ، eij = rij + bisj + bjsi

s٠ = siy
i -2 باشد. می (aij) معکوس ماتریس (akl) و sij = ١

٢ (
∂bi
∂xj − ∂bj

∂xi ) شودکه می تعریف sij = aihshj با

باشد. α به نسبت β فرم طول ||β|| و ρ = ln
√
١− ||β|| ρ٠،که = ρxiyi -3

فرم یک β،بعنوان ρxi.چون = ٠ ،i هر براي حقیقت در کنیم. محاسبه توانیم می براحتی را 3 در ρ٠ مقدار

چون: ابتدا، کنیم. می رامحاسبه s٠ و e٠٠ اکنون .ρ٠ = ٠ بنابراین دارد. ثابت طول ،GH روي ناوردا

bi = β( ∂
∂xi ) =< û, ∂

∂xi >= c < ∂
∂xn ,

∂
∂xi >,

داریم: بنابراین
∂bi
∂xj = c ∂

∂xj < ∂
∂xn ,

∂
∂xi >

= c(< ∇ ∂

∂xj

∂

∂xn
,

∂

∂xi
> + <

∂

∂xn
,∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
>). (3.3)

کنیم. می محاسبه مبدا در را sij ،(∇ ∂
∂xj

∂
∂xi

−∇ ∂
∂xi

∂
∂xj

= [ ∂
∂xj

, ∂
∂xi

] = ٠) الصاق تقارن از استفاده با

sij =
١
٢ (

∂bi
∂xj − ∂bj

∂xi )

=
١
٢{c(< ∇ ∂

∂xj

∂

∂xn
,

∂

∂xi
> + <

∂

∂xn
,∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
> − < ∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
,

∂

∂xj
> − <

∂

∂xn
,∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
>)}
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=
١
٢c(< ∇ ∂

∂xn

∂

∂xj
,

∂

∂xi
> − < ∇ ∂

∂xn

∂

∂xi
,

∂

∂xj
>)

sij(٠) = ١
٢c(< ∇ ∂

∂xn

∂

∂xj
,

∂

∂xi
> − < ∇ ∂

∂xn

∂

∂xi
,

∂

∂xj
>)|٠

داریم: بوسیله(2.2)-(6.2)،

= ١
٢c(Γ

i
nj(٠)− Γj

ni(٠))

= ١
٢ (− < [un, uj ]m, ui > + < [ui, un]m, uj > + < [un, nj ]m, ui >)

−١
٢ < [un, ui]m, uj > + < [uj , un]m, ui > + < [un, uj ]m, ui >)

=
١
٢c < [ui, uj ]m, un >

⇒ sij(٠) = ١
٢c < [ui, uj ]m, un > (4.3)

داریم: لذا باشد می (aij) = In مبدا در چون

sij(٠) = aik(٠)skj(٠) =
n∑

k=١
δikskj(٠) = sij(٠)

بنابراین:

si(٠) = bl(٠)sli(٠) = csni (٠) = csni(٠)

داریم: y = yiui ∈ M براي حال

s٠(y) = ylsl(٠) = cylsnl(٠) = cyl.١٢c < [un, ul]m, un >= ١
٢ < [cun, y

lul]m, cun >

=
١
٢ < [u, y]m, u > (5.3)

داریم: لذا . i ≥ j کنید فرض کنیم. می محاسبه را rij اکنون

rij(٠) = ١
٢ (bi;j + bj;i)|٠
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= ١
٢ (

∂bi
∂xj − blΓ

l
ji +

∂bj
∂xi − blΓ

l
ij)|٠

= ١
٢ (

∂bi
∂xj +

∂bj
∂xi )|٠ − (٢bl)Γl

ij

آوریم: می بدست c = ٢b دادن باقرار

rij(٠) = ١
٢ (

∂bi
∂xj

+
∂bi
∂xi

)|٠− cΓn
ij(٠)

6.2داریم: - 2.2 و 1.3 فرمول از حال

١
٢ (

∂bi
∂xj

+
∂bj
∂xi

)|٠ =
١
٢c[(< ∇ ∂

∂xj

∂

∂xn
,

∂

∂xi
> + <

∂

∂xn
,∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
>)|٠ + (< ∇ ∂

∂xi

∂

∂xn
,

∂

∂xj
>

+ <
∂

∂xn
,∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
>)|٠] =

١
٢c(< ∇ ∂

∂xj

∂

∂xn
,

∂

∂xi
> + < ∇ ∂

∂xi

∂

∂xn
,

∂

∂xj
>)|٠

=
١
٢c(Γi

jn(٠) + Γj
in(٠)) = −١٢c(< [ui, uj ]m, un > (6.3)

آوریم: می 4.3بدست با 6.2 فرمول ترکیب از

rij(٠) = −١٢c([ui, uj ]m, un > −cΓn
ij(٠)

rij(٠) = −١٢c(< [un, ui]m, uj > + < [un, uj ]m, ui >) (7.3)

می متقارن i و j به 5.3نسبت معادله راست طرف و باشد می متقارن j ، i اندیس به نسبت rij که کنید توجه

باشد. می موجود همچنین 5.3 فرمول i ≤ j براي که دهیم می نشان محاسبه با باشد.

(bisj + bjsi)|٠ = [bi(bis
i
j) + bj(bjs

j
i )]|٠ = (b٢i sij + b٢j s

j
i )|٠ = (b٢i ainsnj + b٢j ajnsni)|٠

= b٢i ain(
١
٢c < [un, uj ]mui >) + b٢j ain(

١
٢c < [unui]m, uj >)
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داریم:

(bisj + bjsi)|٠ = ٠ ∀٠ ≤ i, j ≤ n−١,

(bisj + bjsi)|٠ = ١
٢c
٣ < [un, ui]m, un > ∀١ ≤ i ≤ n−١, j = n,

(bisj + bjsi)|٠ = ١
٢c
٣ < [un, ui]m, un > ∀i = n,١ ≤ j ≤ n−١

(bisj + bjsi)|٠ = ٠ ∀i = j = n

نتیجه: در

e٠٠(y) = rij(٠)yiyj+(bisj+bjsi)|٠yiyj

= −١
٢c(< [un, ui]j > + < [un, uj ]m, ui >)yiyj +Σn−١

j=١ < [cun, uj ]mun > yjyn

= −١
٢ (< [cun, y

iui]m, yjuj > + < [cun, y
juj ]m, yiui >) + Σn

j=١ < [cun, ujy
j ]m, cun > cyn

= − < [u, y]m, y > + < [u, y]m, u⟩ < y, u >

=< [u, y]m, < y, u > u− y >,

استفاده cun = u, yn =< y, un > روابط و [un, un] = ٠ لی: براکت بودن متقارن پاد از بالا محاسبات در که

ایم. کرده

آوریم: می بدست را S-انحنا فرمول سرانجام

S(٠, y) = (n+١){e٠٠(y)٢F (y)
− (s٠(y)− ρ٠(y))} =

n+١
٢ {< [u, y]m, < y, u > u− y >

F (y)
− < [u, y]m, u >}

کنیم. می زیرخلاصه قضیه در را بالا محاسبات

صورت به اي تجزیه G از g جبرلی کنید فرض باشدو همگن ریمانی منیفلد (GH , α) کنید فرض .1.4.3 قضیه

و α ریمانی متر تحت G
H G-ناورداروي راندرز هاي متر بین یکی به یک تناظر دارد. Ad(h)m ⊂ m با g = h+m

ي مجموعه

V١ = {u ∈ m|α(u) < ١, Ad(h)(u) = u, ∀h ∈ H}
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صورت: به S-انحنایی متناظر راندرز متر ،u ∈ V١ هر براي دارد. وجود

S(٠, y) = n+١
٢ {< [u, y]m, < y, u > u− y >

F (y)
− < [u, y]m, u >}

کنیم. می تعریف T٠(GH ) مماس فضاي را m و G
H مبدا H = ٠ که دارد

آمده بدست نتایج کاربرد 5.3
کنیم. می بیان را قبل قسمت در آمده بدست نتایج از کاربرد چند بخش این در

اگر وتنها اگر باشد می تقریبی ایزوتروپیک S-انحناي از راندرز متر که کردند اثبات 8 زینگ و 7 شن آقایان

کردند([11]). مشخص را ایزوتروپیک S-انحناي با راندرز هاي متر همچنین باشد.آنها ایزوتروپیک S-انحناي از

باشد. می دارا را بیشتري خصوصیات همگن راندرز فضاي S-انحناي که دهد می نشان زیر قضیه

تعریف α G-ناورداي ریمانی متر بوسیله F بطوریکه باشد همگن راندرز فضاي (GH , F ) کنید فرض .1.5.3 قضیه

داشته صفر S-انحناي اگر تنها و اگر دارد ایروتروپیک S-انحناي ، (GH , F سپس( باشد قضیه ٠در ̸= u ∈ V١ شودو

باشد.

دارد وجود G
H روي C(x) تابع و η بسته ١-فرمی سپس دارد. ایروتروپیک S-انحناي ،Fکنید فرض . اثبات

بطوریکه:

S(x, y) = (n+١)(C(x)F (y) + η(y)), y ∈ T (
G

H
)

داریم: x = ٠ در خاص حالت در

n+١
٢ {< [u, y]m, < y, u > u− y >

F (y)
− < [u, y]m, u >} = (n+١)(C(٠)F (y) + η(y)) y ∈ m (8.3)

آوریم: می بدست y = −u و y = u فرض با

C(٠)F (u) + η(u) = ٠, C(٠)F (−u)− η(u) = ٠.
7Shen
8Xing
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C(٠)(F (−u) + F (−u)) = ٠ =⇒ C(٠) = ٠.

بنابراین:

{< [u, y]m, < y, u > u− y >

F (y)
− < [u, y]m, u >} = ٢η(y) (9.3)

صورت به دوباره توانیم می را 9.3 فرمول حال باشد. می m از متعامد پایه ui که y = yiui گیریم، می نظر در

بنویسیم: زیر

٢η(y)+ < [u, y]m, u > (
√∑n

i=١(yi)٢+ < u, y >) =< [u, y]m, < y, u > u− y >

(٢η(y)+ < [u, y]m, u >)
√∑n

i=١(yi)٢ =< [u, y]m, < y, u > u− y >

−(٢η(y)+ < [u, y]m, u >)× < u, y >

که: است برقرار وقتی بالا تساوي هستند. ها yi از اي جمله بالاچند معادله راست طرف که کنید توجه

٢η(y)+ < [u, y]m, u >= ٠

داریم: بنابراین

=⇒< [u, y]m, < y, u > u− y >= ٠ ∀y ∈ m (10.3)

دارد: زیر صورت به اي تجزیه m فضاي زیر اکنون

m = L(u) + L(u)⊥,

هر براي ،10.3 بوسیله باشد. می u بردار توسط شده تولید فضاي L(u) واقع در شود. می تولید u از L(u) که

داریم: y٢ ∈ L(u)⊥

< [u, y٢], y٢ >= ٠

داریم: y٢ ∈ L(u)⊥ ،y١ ∈ L(u) ، y = y١ + y٢ هر براي درنتیجه
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٠ =< [u, y]m, < y, u > u− y >=< [u, y٢]m, < y١, u > u− y١ >

=< [u, y٢]m, < y١, u > u− <y١,u>
<u,u> u >=< y١, u > ×(١− ١

<u,u> )× < [u, y٢]m, u >

که: دهد می نتیجه بالا معادله ،< u, u >< ١ چون

< [u, y٢]m, u >= ٠ ∀y٢ ∈ L(u)⊥,

معادل: طور یابه

< [u, y]m, u >= ٠ ∀y ∈ m (11.3)

می صفر جا همه S-انحنا لذا باشد، می همگن (GH , F ) چون شود. می صفر F S-انحناي (9.3) و (8.3) به بنا

� باشد.

کنیم: می تعریف زیر صورت به adm خطی ،تبدیل y ∈ m هر براي

adm(y)(u) = [y, u]m

adm(u) اگر فقط و دارداگر تقریبی ایزوتروپیک -انحناي S ،(1.4.3) قضیه در همگن راندرز فضاي .2.5.3 نتیجه

adm(u) اگر وفقط اگر دارد صفر S-انحناي فضا این خاص حالت در باشد. متقارن پاد <,> داخلی ضرب به نسبت

باشد. متقارن پاد <,> داخلی ضرب به نسبت

: داریم ، y ∈ mهر براي باشد.سپس متقارن پاد <,> داخلی ضرب به نسبت adm(u) اگر اثبات.

< [u, y]m, y >= ٠

و

< [u, y]m, u >= − < y, [u, u]m >= ٠.

S(٠, y) = n+١
٢ {<[u,y]m,<y,u>u−y>

F (y) − < [u, y]m, u >} ،1.3.3 قضیه در S-انحنا فرمول به بنا

دارد. صفر S-انحناي ، F بنابراین
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و 8.3 روابط قبل، قضیه اثبات بنابه سپس باشد. داشته تقریبی ایزوتروپیک -انحناي S ،F دیگراگر طرف از

باشند. می برقرار 9.3

< [u, y]m, < y, u > uy >= ٠ ∀ y ∈ m

< [u, y]m, u >= ٠ ∀ y ∈ m

< [u, y]m, y >= ٠ بنابراین:

� باشد. می متقارن پاد <,> به نسبت adm(u) بنابراین و

کنیم. می بیان S-انحنا فرمول از دیگر کاربرد یک حال

1.4.3 قضیه در شده تعریف u ̸= ٠ و α توسط که باشد راندرزهمگن فضاي (GH , F ) کنید فرض .3.5.3 گزاره

اگر وفقط اگر است داگلاس نوع از F بنابراین شود، می تعریف

< [v١, v٢]m, u >= ٠ ∀v١, v٢ ∈ m

باشد. می بروالد نوع از F سپس باشد داشته تقریبی ایزوتروپیک وS-انحناي باشد داگلاس نوع از F اگر بنابراین

ناوردا G،β چون dβ = ٠ باشدیعنی βبسته متناظر ١-فرمی اگر فقط و اگر باشد می داگلاس نوع Fاز . اثبات

dβ|٠ = ٠ کنیم اثبات که داریم نیاز تنها باشد، می

با: است معادل این که بینیم می 2.2 موضعی مختصات مطابق

Sij =
١
٢ (

∂bi
∂xj

− ∂bj
∂xi

) = ٠ ∀i, j

با: است معادل نیز این 1.4.3 معادله مطابق

Sij(٠) = ١
٢C([ui, uj ]m, un > ∀i, j

=⇒ ١
٢C < [ui, uj ]m, un >= ٠ ∀i, j
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بنابراین:

< [v١, v٢]m, u >= ٠ ∀v١, v٢ ∈ m

شد. اثبات حکم اول قسمت

< [u, v]m, v >= ٠ داریم: ،2.5.3 لم بنا پس باشد داشته ایزوتروپیک انحناي -S،F اگر حال

باشد. می بروالد نوع از F سپس ،8.2.2 قضیه از استفاده با باشد، هم داگلاس نوع از F اگر

�
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Abstract

In this thesis, we give an explicit formula of the S-curvature of homogenous Randers spaces
by compute of the Levi-Civita connection homogenous Riemannian manifolds and prove that a
homogenous Randers space with almost isotropic S-cuerature must have vanishing S-curvature
.

Keywords: Randers space, S-curvature, Berwald space,reductive Homobenous space, Levi-
Civita connection, Killing vector field, isotropic S-curvature
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