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پیشگفتار

مسائلی از یکی است. گرفته انجام بهبودیافته برآوردگرهاي یافتن راستاي در زیادي تلاش�هاي اخیر، دهه�هاي در

باشند، خطی وابسته ماتریسطرح ستون�هاي وقتی�که می�باشد. چندگانه همخطی بوده، تلاش این زمینه�ساز که

ماتریس دترمینان بودن صفر به نزدیک دلیل به مارکف گوس- روش به آمده بدست دوم توان کمترین برآوردگر

برآوردگر جمله از بهبودیافته برآوردگرهاي ارائه به منجر مطلب این داشت. نخواهند را لازم کارایی ،X ′X

و محدودنشده و محدودشده خطی مدل�هاي در ریج برآوردگر ارائه پایان�نامه، این از هدف است. شده ریج نوع

مطالب می�باشد. ضمیمه 4 و فصل 5 شامل مجموعه این است. ارائه�شده، برآوردگر ویژگی�هاي تفسیر و تحلیل

از: عبارتند مختصر بطور فصل هر

بروز چگونگی همچنین و رگرسیونی ضرایب برآورد چگونگی و ارائه رگرسیونی، تحلیل بر مقدمه�اي ،1 فصل در

است. شده بررسی همخطی تشخیص روش�هاي و خطی چندگانه رگرسیون مدل�هاي در همخطی

برآوردگر، خطاي و قرارگرفته بررسی مورد محدودشده خطی مدل در ریج رگرسیونی برآوردگر ،2 فصل در

کمترین برآوردگر بر برتریش و برآوردگر کارایی عددي مثال و �سازي شبیه کمک به و شده�است محاسبه

است. شده داده نشان محدودشده دوم توان�هاي

ویژگی�هاي و ارائه�شده منفرد خطی مدل در محدودنشده و محدودشده ریج رگرسیونی برآوردگر ،3 فصل در

است. شده بررسی برآوردگر

خطاي جمله داراي که محدودیتی گرفتن نظر در با منفرد خطی مدل در ریج رگرسیونی برآوردگر ،4 فصل در

ث



است. شده تایید برآوردگر کارایی شبیه�سازي کمک به و بررسی برآوردگر ویژگی�هاي و ارائه است، تصادفی

بطور برآوردگر ویژگی�هاي و ارائه (SUR) نامرتبط ظاهر به مدل در منفرد ریج رگرسیونی برآوردگر ،5 فصل در

است. شده بیان خلاصه

شده�اند. مطرح آینده، در کار ادامه براي پیشنهادها و نتیجه�گیري و بحث ،A ضمیمه در

شده بیان پایان�نامه متن در لم�ها و قضایا اثبات درك سادگی بمنظور ماتریس�ها جبري عملیات ،B ضمیمه در

است.

مدل در همخطی شناخت براي عاملی عنوان به واریانس تورم عامل خصوص در توضیحاتی ،C ضمبمه در

است. شده داده خطی رگرسیونی

است، همخطی مسئله تشخیص براي دیگر عاملی که شرطی عدد درباره کاملتري توضیحات ،D ضمیمه در

است. شده ارائه

است. شده مشخص ستاره علامت با می�باشد پایان�نامه این نویسنده از آن برهان که قضایایی مجموعه، این در *
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قدردانی
نعمت مزید اندرش شکر به و است قربت موجب طاعتش که عزوجل را خداي منت

عهده�دار را پایان�نامه این هدایت و راهنمایی که آرشی دکتر آقاي جناب گرامی، استاد از می�دانم لازم پایان در

همچنین کنم. قدردانی داشته�اند، اینجانب تلاش�هاي و تفکرات به جهت�دهی راستاي در زیادي تلاش و بودند

دارم. را تشکر کمال بی�دریغشان راهنمایی�هاي و مشاوره جهت فتحعلی دکتر آقاي جناب از

(دانشگاه عمادي مهدي دکتر و شاهرود) صنعتی (دانشگاه شاهسونی داوود دکتر آقایان محترم، داور اساتید از

سپاسگزارم. گرفتند، عهده بر را پایان�نامه داوري و تصحیح گرمشان حضور با که مشهد) فردوسی

فصل از مقاله�اي استخراج در راهنمایی�هایشان بخاطر آمریکا) فلوریداي (دانشگاه کیبریا پروفسور آقاي جناب از

می�کنم. تشکر پایان�نامه، این یک

دارم. را تشکر کمال بنده با همکاریشان بخاطر روزبه دکتر آقاي و فکور دکتر آقاي جناب از

همکاري یخاطر مسئله�گو آقاي بخصوص مشهد فردوسی دانشگاه فاطمی دکتر کتابخانه مسئولین از همچنین

متشکرم. صمیمانه�شان

نجاریان سمانه

1390 تابستان
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1 فصل

دورنما و مقدمه



2 دورنما و مقدمه .1 فصل

مقدمه

بیشترین آن کاربرد حوزه که است چندعاملی داده�هاي تحلیل براي آماري روش�هاي از یکی رگرسیونی تحلیل

دسته�اي بین ارتباط که است معادله یک بکارگیري ساده فرآیند مفهومی، نظر از آن پرجاذبه نتایج دارد، را وسعت

داراي ریاضیات زیبایی و ظرافت لحاظ به نظري جهت از همچنین رگرسیونی تحلیل می�کند. بیان را متغیرها از

بروز زمانی و دارد عملی مسائل و تئوري مقوله دو در تیزبینی و درك به نیاز تحلیل، در موفقیت است. جذابیت

می�گیرد. قرار واقع جهان اطلاعات و داده�ها بکارگریري در تکنیک که می�دهد نشان را خود و می�کند

کاربردهاي متغیرهاست. بین ارتباط مدل�بندي و بررسی براي آماري تکنیکی و فن رگرسیونی تحلیل

و زیستی علوم مدیریت، اقتصاد، فیزیک، مهندسی، جمله از زمینه�اي هر در تقریبا و است متعدد رگرسیون

می�پذیرد. صورت اجتماعی علوم و بیولوژي

مورد در ”گالتون” مطالعات به نامگذاري این دلیل است. ”برگشت” معناي به لغت در ”رگرسیون” کلمه

پراکنش) (نمودار پدر قد مقابل در پسر قد نمودار رسم با گالتون می�شود. مربوط پدر قد و پسر قد رابطه

کوتاه�قد، پدارن و کوتاه�قد پسرانی بلندقد، افراد اغلب که رسید نتیجه این به داده�ها از بزرگی حجم براساس

روش�هاي بر رگرسیون نام پس آن از و نامید میانگین”� به ”برگشت را پدیده این و دارند خود از بلندقدتر پسرانی

ماند. باقی آماري متغیرهاي بین روابط بررسی

یک می�کنیم فرض شود، واقع مفید می�تواند رگرسیونی تحلیل آن در که مسئله یک از مثالی عنوان به

خدمت و سرویس عملیات و تحویلی محصول که شده استخدام نوشابه سازنده یک توسط صنایع، مهندس

تحویل فرد یک اینکه براي لازم زمان که می�کند گمان او کند. تحلیل و تجزیه را فروش ماشین�هاي براي رسانی

فروشنده 25 مهندس دارد. شده تحویل محصول موارد تعداد به بستگی دهد سرویس را ماشین این دهنده،

حجم و دقیقه) (برحسب تحویل زمان و است کرده بازدید تصادف به می�باشند، فروش ماشین داراي که را جزئی

بین ارتباط پراکنش، نمودار بوسیله می�شود. مشاهده یک هر براي مورد) حسب (بر شده داده تحویل محصول



3 دورنما و مقدمه .1 فصل

مستقیم خط یک امتداد در هستند داده�ها نشان�دهنده که نقاطی می�شود. مشخص تحویل حجم و تحویل زمان

دهیم، قرار شده تحویل حجم براي را X و تحویل زمان دهنده نشان Y اگر خط. روي دقیقا نه می�گیرند، قرار

است چنین می�سازد، مربوط هم به را متغیر دو این که مستقیم خط یک معادله صورت این در

Y = β٠ + β١X (1.1)

نمی�گیرند قرار مستقیم یکخط روي دقیقا داده�ها نقاط آنجایی�که از است. شیبخط β١ و مبدا از عرض β٠ که

Y مشاهده�شده مقدار بین اختلاف اگر شود. تعدیل و اصلاح آن برآوردکننده عنوان به بایستی (1.1) بنابراین

خطاي یک عنوان به E خطاي که است مناسب می�دهیم، قرار E خطاي را (β٠ + β١X) مستقیم خط و

برازش از مدل ناتوانی اندازه و بیان را برازش عدم که است تصادفی متغیري که معنی بدین شود. تلقی آماري

غیره و اندازه�گیري خطاهاي متغیرها، دیگر اثرات لحاظ به است ممکن خطا این می�کند. برآورد را داده�ها دقیق

از عبارتست تحویل زمان داده�هاي براي بیشتر پذیرش قابلیت با مدلی بنابراین پذیرد. صورت تحویل زمان روي

Y = β٠ + β١X +E (2.1)

نامیده وابسته متغیر Y و مستقل Xمتغیر مدل این در می�شود. نامیده خطی رگرسیون مدل یک (2.1) معادله

در چون شود. اشتباه آماري استقلال مفهوم با مفهوم این که می�شود باعث نامگذاري این حال هر در می�شود.

نامیده�اند. ساده رگرسیونی مدل را مدل این دارد، وجود رگرسیونی متغیر یک فقط (2.1)

چندگانه رگرسیونی مدل 1.1

مدل بنابراین باشد، مربوط X١,X٢, ...,Xk رگرسیونی متغیر k به پاسخ متغیر است ممکن کلی حالت در

می�شود نوشته زیر صورت به رگرسیونی

Y = β٠ + β١X١ + β٢X٢ + ...+ βkXk +E (3.1)
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پارامترهاي دارد. نام چندمتغیره رگرسیونی است، درگیر متغیر یک از بیش رگرسیونی مدل این در چون

بر اشاره فوق مدل در بودن خطی صفت بکارگیري می�شود. نامیده رگرسیون ضرایب βj (j = ٠,١, ..., k)

X از خطی تابعی Y اینکه دلیل به نه و است خطی β٠,β١, ...,βk پارامترهاي برحسب مدل، که دارد این

نشان�دهنده βj پارامتر است. Xj رگرسیونی متغیرهاي از kبعدي فضاي در ابرصفحه یک مدل این هاست.

رگرسیونی متغیرهاي همه وقتیکه است Xj در تغییر واحد یک ازاي به پاسخ متغیر انتظار مورد تغییرات

ضرایب βj(j = ١,٢, ..., k) پارامترهاي جهت همین به شوند. نگهداشته ثابت Xi(i ̸= j) دیگر باقیمانده

بدین می�روند. بکار توابع تقریب عنوان به اغلب چندگانه، رگرسیون مدل�هاي می�شوند. نامیده رگرسیون جزئی

روي خطی رگرسیون مدل اما نیست.، شده شناخته Y و X١,X٢, ...,Xk بین واقعی تابعی ارتباط که معنی

می�باشد. مذکور تابعی ارتباط از مناسبی تقریب رگرسیونی، متغیرهاي تغییرات دامنه

مدل پارامترهاي برآورد 2.1

در مشاهده n > k می�کنیم فرض می�رود. بکار دوم توان�هاي کمترین روش رگرسیون، ضرایب برآورد براي

jامین در مشاهده iامین نمایش�دهنده Xij و شده مشاهده پاسخ iامین دهنده نمایش Y i و است دسترس

V ar(E) = σ٢ و E(E) = ٠ داراي مدل در E خطاي جمله می�کنیم فرض باشد. رگرسیونی متغیر سطح

نوشت زیر بصورت را (3.1) با متناظر مدل می�توان هستند. ناهمبسته خطاها و

{
Y = Xβ +E

E(E) = ٠ , Cov(E) = σ٢I
(4.1)
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می�شود نوشته زیر بصورت خطا دوم توان�هاي کمترین تابع

S(β٠, β١, ..., βk) =
n∑

i=١
E٢

i

=

n∑
i=١

Yi − β٠ −
n∑

j=١
βjXij

٢

= (Y −Xβ)′(Y −Xβ)

بودن نامنفرد صورت در حاصل، مشتق دادن قرار صفر با مساوي و β٠, β١, ..., βk به نسبت S از مشتقگیري با

می�آوریم بدست زیر بصورت را رگرسیونی مدل ضرایب برآوردگرهاي ،X ′X ماتریس

β̂ = (X ′X)−١X ′Y (5.1)

خواهدبود چنین Yi مشاهده�شده مقادیر با Ŷi برازش�شده مقادیر بردار

Ŷ = Xβ̂ = HY (6.1)

Rank(H) = بنابراین و است خودتوان و متقارن ،p × p ماتریسی ،H = X(X ′X)−١X ′ ماتریس

مقادیر بردار به را مشاهدات مقادیر بردار که زیرا می�شود نامیده برازش یا هت ماتریس که tr(H) = p

می�کند. بازي رگرسیونی تحلیل در مرکزي نقشی آن خواص و برازش ماتریس می�کند. تصویر برازش�شده

از عبارتست β̂ کوواریانس واریانس- ماتریس

Cov(β̂) = σ٢(X ′X)−١ (7.1)

باقیمانده�ها دوم توان�هاي میانگین از عبارتست σ٢ نااریب برآوردگر همچنین

σ̂٢ =
SSE

n− p
(8.1)
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،(4.1) مدل در اگر حال باقیمانده�هاست. دوم توان�هاي مجموع ،SSE = (Y −Xβ)′(Y −Xβ) آن در که

ماتریس و رگرسیونی ضرایب برآوردگر است. مثبت معیت ماتریسی Σ آن در که باشد، Cov(E) = σ٢Σ

خواهندبود زیر صورت به ترتیب به σ٢ نااریب برآوردگر همچنین و برآوردگرها کوواریانس واریانس-

β̂ = (X ′Σ−١X)−١X ′Σ−١Y (9.1)

و

Cov(β̂) = σ٢(X ′Σ−١X)−١ (10.1)

و

σ̂٢ =
(Y −Xβ)′Σ−١(Y −Xβ)

n− p
(11.1)

می�باشند زیر فرم به برازش�شده مقادیر صورت این در

Ŷ = Xβ̂ = HΣ−١/٢Y (12.1)

. H = XΣ−١/٢(X ′Σ−١X)−١X ′Σ−١/٢ آن در که

چندگانه�� خطی رگرسیون در همخطی 3.1

استفاده می�تواند که جدي یکمسئله می�گیرند. قرار مورداستفاده وسیعی کاربردي حوزه در رگرسیونی مدل�هاي

رگرسیونی متغیرهاي بین نزدیک خطی وابستگی یا چندگانه همخطی کند، مواجه اشکال با را رگرسیونی مدل از

می�کند. مواجه مشکل با را رگرسیون مدل ضرایب برآورد توانایی نزدیک، خطی وابستگی وجود است.

مدل ضرایب برآوردهاي به صریح بطور یا ضمنی بطور چندگانه رگرسیون مدل یک تعبیر و بکارگیري

شامل می�پذیرد، صورت رگرسیونی مدل در معمول بطور که استنباط�هایی از بعضی دارد. بستگی رگرسیون
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است: زیر موارد

رگرسیونی متغیرهاي نسبی اثرات کردن مشخص -1

برآورد یا و پیش�بینی -2

مدل براي متغیرها از مناسب دسته�اي انتخاب -3

مستقلند. رگرسیونی متغیرهاي که می�شود گفته نباشد، رگرسیونی متغیرهاي بین خطی رابطه هیچ اگر

صورت بسادگی نسبتا ذکرشد، بالا در که مواردي مانند استنباط�هایی باشند، مستقل رگرسیونی متغیرهاي اگر

ارتباط هنگامی�که نیستند. مستقل رگرسیونی متغیرهاي رگرسیون، کابردهاي بیشتر در متاسفانه می�پذیرد.

وجوددارد. چندگانه همخطی مسئله گفته�می�شود وجوددارد، رگرسیونی متغیرهاي بین نزدیکی خطی

وجوددارد: همخطی اولیه منبع چهار

داده�ها جمع�آوري شیوه -1

جامعه درون یا مدل روي قیدهاي -2

مدل نوع -3

حد از بیش رگرسیونی متغیرهاي با مدلی -4

تعبیر و داده�ها تحلیل براي توصیه به�طوري�که دارد، اهمیت چندگانه همخطی منابع این بین اختلاف درك

همخطی مورد در بیشتر اطلاعات (براي دارد. بستگی همخطی مسئله علت به اندازه�اي تا نتیجه�شده مدل

(1975).) وبستر1 و گونست میسون، به کنید رجوع چندگانه
1Mason, Gunst and Webster
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چندگانه� همخطی آثار 4.1

درك براي دارد. رگرسیون ضرایب دوم توان�هاي کمترین برآوردهاي بر جدي تاثیرات چندگانه همخطی وجود

بگیرید. نظر در را رگرسیونی متغیر دو با مدلی آثار، این بهتر

Y = β١X١ + β٢X٢ +E

از عبارتند نرمال دوم توان�هاي کمترین معادلات دستگاه

(X ′X)β̂ = X ′Y[
١ r١٢
r١٢ ١

][
β̂١
β̂٢

]
=

[
r١y
r٢y

]

j = ١,٢ ازاي به Y و Xj بین ساده همبستگی rjy و X٢ و X١ بین ساده همبستگی r١٢ آن در که

از عبارتست (X ′X) معکوس می�باشد.

(X ′X)−١ =

 ١
(١−r٢١٢)

−r١٢
(١−r٢١٢)

−r٢١
(١−r٢١٢)

١
(١−r٢١٢)

 (13.1)

از عبارتند رگرسیون ضرایب برآورد و

β̂ =
r١y − r١٢r٢y
(١− r٢١٢)

, β̂٢ =
r٢y − r١٢r١y
(١− r٢١٢)

(14.1)

بزرگخواهدبود. r١٢ همبستگی ضریب صورت این در باشد، موجود شدید چندگانه X٢همخطی X١و بین اگر

Cov(β̂١, β̂٢) = S١٢σ̂٢ →. و V ar(β̂j) = Sjj σ̂
٢ → ∞ آنگاه |r١٢| → ١ اگر دید خواهیم (13.1) از

کمترین برآوردگرهاي براي بزرگ کوواریانس�ها و واریانس�ها به X٢منجر X١و بین زیاد همخطی ∞±بنابراین

گرفته�شود، مختلف نمونه�هاي X یکسان سطوح از اگر نتیجه در خواهدشد. رگرسیون ضرایب دوم توان�هاي

خواهدداشت. زیادي تفاوت پارامتر، واقعی مقدار با پارامتر هر براي آمده بدست برآوردگرهاي
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که داد نشان می�توان می�کند. ایجاد مشابهی اثرات همخطی وجوددارد، رگرسیونی متغیر دو از بیش وقتی�که

از عبارتند S = (X ′X)−١ ماتریس اصلی قطر اعضاي

Sjj =
١

١−R٢
j

, j = ١,٢, ..., p (15.1)

اگر است. باقیمانده رگرسیونی متغیر p− ١ به نسبت Xj رگرسیون از چندگانه تعیین ضریب R٢
j آن در که

صورت این در وجودداشته�باشد، دیگر رگرسیونی متغیر p− ١ از زیرمجموعه�اي هر و Xj بین شدید همخطی

،V ar(β̂j) = Sjj σ̂
٢ = (١−R٢

j )
−١σ̂٢ با است برابر β̂j واریانس چون خواهدبود. واحد به نزدیک R٢

j مقدار

بسیار βj رگرسیونی ضرایب دوم توان�هاي کمترین برآورد واریانس که می�شود موجب شدید چندگانه همخطی

و خواهدبود بزرگ نیز β̂j و β̂i کوواریانس باشند، درگیر خطی رابطه یک در Xj و Xi اگر کلی بطور شود. زیاد

خیلی قدرمطلق نظر از β̂j دوم توان�هاي کمترین برآوردگرهاي می�شود باعث طرح ماتریس در همخطی وجود

1 پک الیزابت و مونتگومري داگلاس به کنید رجوع همخطی آثار مورد در بیشتر اطلاعات (براي باشند. بزرگ

.) (1992)

چندگانه همخطی شاخص�هاي 5.1

می�شود. ارائه می�روند، بکار همخطی تشخیص براي که روش�هایی از بعضی� قسمت این در

ماتریسهمبستگی محک 1.5.1

غیرقطر اعضاي بررسی چندگانه همخطی ساده بسیار اندازه یک باشد. n × p ماتریس یک X کنید فرض

خطی وابسته تقریبا Xj و Xi رگرسیونی متغیرهاي اگر است. X ′X ماتریس در rij ∀i, j = ١,٢, ..., p

خواهدبود. واحد نزدیک |rij | صورت این در باشند،
1Montgomery, Douglas, C. and Peck, Elizabeth, A.
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واریانس تورم عامل 2.5.1

jامین ،Sjj دارند. زیادي کاربرد چندگانه همخطی آشکارسازي براي S = (X ′X)−١ ماتریس قطر اعضاي

بدست تعیین ضریب R٢
j آن در که شود، نوشته Sjj = (١ − R٢

j )
−١ بصورت می�تواند S ماتریس قطر عضو

متغیرهاي بر تقریبا Xj اگر است. برگشته باقیمانده رگرسیونی متغیر p − ١ به Xj هنگامی�که است آمده

تقریبا وابستگی اگر حالی�که در می�شود، نزدیک واحد به Sjj و کوچک R٢
j باشد، عمود باقیمانده رگرسیونی

واریانس چون می�شود. بزرگ Sjj و واحد به نزدیک R٢
j باشد داشته رگرسیونی متغیرهاي بعضی به خطی

β̂j واریانس آن وسیله به که دید عاملی عنوان به را Sjj می�توان Sjjσ
٢ با است برابر رگرسیون ضریب jامین

عامل است. یافته افزایش رگرسیونی، متغیرهاي بین نزدیک بستگی لحاظ به

V IFj = Sjj = (١−R٢
j )

−١ (16.1)

V IF مدل، جمله هر براي است. (1970) 1 مارکوارت به مربوط نامگذاري این می�نامند. واریانس تورم عامل را

بزرگ V IF یک می�کند. اندازه�گیري را جمله آن واریانس روي رگرسیونی متغیرهاي بین ارتباط از مرکب اثر

تجاوز 10 یا 5 از Vها IF از یک هر اگر که اینست از حاکی عملی تجربیات دارد. چندگانه همخطی بر اشاره

برآورد ضعیفی بصورت چندگانه همخطی علت به ذیربط رگرسیونی ضرایب که است این بر مبنی اخطاري کنند،

ببینید.) را B پیوست واریانس تورم عامل درباره کاملتر اطلاعات (براي شده�اند

شرطی عدد 3.5.1

همخطی وسعت اندازه�گیري براي می�توانند λ١, λ٢, ..., λp یعنی X ′X ویژه مقادیر با مشخصه ریشه�هاي

می�شود تعریف زیر صورت به X ′X شرطی عدد گیرند. قرار استفاده مورد داده�ها در چندگانه

CN =
λMax

λMin
(17.1)

1Marquardt
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از کمتر شرطی عدد اگر کلی حالت در است. X ′X ویژه مقادیر طیف در گستردگی اندازه یک شرطی عدد

به منتج 1000 و 100 بین شرطی اعداد وجودندارد. چندگانه همخطی مورد در جدي مشکل باشد، 100

حکایت را شدید بسیار چندگانه همخطی کند، تجاوز 1000 از شرطی عدد اگر و شدید چندگانه همخطی

است.) آمده C پیوست در شرطی عدد خصوص در کاملتر (اطلاعات می�کند



2 فصل

محدودشده ریج رگرسیونی برآوردگر
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مقدمه

باشد. داشته را خطا میزان کمترین که هستیم برآوردگري دنبال به همواره پارامترها، کردن برآورد مسئله در

که زیرا باشد. دارا را واریانس کمترین که می�یابیم را برآوردگري مختلف، کلاس�هاي بین در منظور بدین

(MSE) خطاي توان�دوم میانگین عبارتی به است. واریانس و اریبی معیار دو به وابسته برآوردگر خطاي مقدار

می�شود تعریف زیر بصورت β پارامتر برآورد در β̂ برآوردگر

MSE(β̂) = E(β̂ − β)٢ = V ar(β̂) + [E(β̂ − β)]٢

باشد. داشته نااریب برآوردگرهاي بین در را واریانس کمترین که می�گردیم برآوردگري دنبال به همواره

بگیرید نظر در را زیر رگرسیونی مدل حال

Y = Xβ +E

مجهول ضرایب از برداري βp×١ ،p کامل رتبه با Xn×pماتریسطرح پاسخ، مقادیر از برداري Y n×١ آن در که

کمترین برآوردگر ،1 مارکف گوس- قضیه به بنا است. مدل تصادفی خطاي مولفه بردار En×١ و رگرسیونی

از عبارتست β پارامتر (LSE) دوم توان�هاي

β̂LS = (X ′X)−١X ′Y

کمترین روش به برآوردگر، این که است ذکر به لازم می�باشد. (BLUE) نااریب خطی برآوردگر بهترین

وجود همخطی داده�ها در وقتیکه آمد، مقدمه در که همانطور اما می�آید. بدست (MSE) خطا دوم توان�هاي

ندارد. را لازم کارایی برآورگر این باشد، داشته

1Gauss- Markov
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لذا و صفراست |X ′X| کامل همخطی در ناقص. همخطی و کامل همخطی دارد: وجود همخطی نوع دو

نزدیک |X ′X| ناقص، همخطی در کرد. استفاده (X ′X)− از آن بجاي می�توان و ندارد وجود (X ′X)−١

ندارد. پایداري رفتار β̂ که تفاوت این با دارد، وجود (X ′X)−١ حالت این در و است صفر

اغلب لذا نمی�شویم. مواجه باشد، داشته وجود کامل همخطی آن�ها در که داده�هایی با هیچگاه طبیعت در

این در است. صفر به نزدیک |X ′X| آن�ها براي که هستند داده�هایی داریم، سروکار آن�ها با که مسائلی

است. گرفته قرار بررسی مورد ناقص همخطی پایان�نامه،

اریب برآوردگرهاي توسعه به منجر دوم، توان�هاي کمترین برآوردگر نبودن کاربردي و همخطی مسئله

دوم توان�هاي کمترین برآوردگر ،(PCE) اصلی مولفه�هاي برآوردگر ،(SE) استاین انقباضی برآوردگر مانند

که (RE) ریج نوع برآوردگر و (AUE) نااریب تقریبا برآودگر ،(LE) لویی نوع برآوردگر ،(PLSE) جزئی

بهبودیافته، برآوردگرهاي زمینه در بیشتر اطلاعات براي شده�است. می�دهند، ارائه را بهبودیافته برآوردگرهاي

سوئیندل ، 3(1995) تونتبرگ و رائو راداکریشنا لیو(2003)2 ، (1995) 1 کاکیرانلار و آکدنیز به کنید رجوع

بسیار اخیر سال�هاي در و دارد فراوانی کاربرد ریج نوع برآوردگر اریب، برآوردگرهاي این میان در . 4(1976)

تاثیر تحت که استانداردي خطی مدل براي جدید برآوردگري (1992) سارکار5 گرفته�است. قرار توجه مورد

برآوردگر بر برآوردگر این برتري براي کافی شرایط همچنین و برآوردگر این ویژگی و کرد پیشنهاد است همخطی

کرد. بررسی را (RLSE) محدودشده دوم توان�هاي کمترین

1Akdenize and Kaciranlar
2Liu
3Radhakrishna Rao and Tuotenburg
4Swindel
5Nityananda Sarkar
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بهترین بر را برتریش و کرد برآورد خطی رگرسیونی مدل در را ریج رگرسیونی پارامترهاي (2001) 1 شاي

داد. نشان (MSEM)MSE ماتریس و MSE در محدودشده (BLUE) خطی نااریب برآوردگر

کافی و لازم شرایط و داد تعمیم محدودشده خطی رگرسیونی مدل براي را ریج رگرسیون (2003) 2 گراب

کرد. بررسی را RLSE بر برآوردگر این برتري براي

معرفی زیر صورت به نرمال معادلات تغییریافته حل با کنارد و هورل توسط 1970 سال در ریج برآوردگر

شد

(X ′X + kI)β̂ = X ′Y

β̂ = (X ′X + kI)−١X ′Y

بر شده اعمال محدودیت و خطا دوم توان کمترین از خطی ترکیبی سازي مینیمم حاصل معادلات این واقع در

زیر عبارت کردن مینیمم یعنی است. β′β ≤ ϕ٢ فرم به پارامتر فضاي روي

F (β,ϕ) = (Y −Xβ)′(Y −Xβ) + k(β′β − ϕ٢)

پایه اینکه دلیل به را فوق روش می�شود. نامیده ریج پارامتر که است مثبت و ثابت مقداري k > ٠ آن در که

2 درجه پاسخ رفتار توصیف براي 1959 سال در کنارد و هورل توسط پیشتر که ریج تحلیل شبیه آن ریاضی

از Rp → Rp خطی تبدیل یک واقع در ریج برآوردگر می�نامند. ریج رگرسیون می�باشد، است، شده استفاده

پیشین اطلاع از استفاده اقتصادي، مدل�هاي و کاربردي مسائل در خطاست. دوم توان�هاي کمترین برآوردگر

روش�هاي از استفاده به منجر اغلب بررسی، تحت آماري مدل در علاقه مورد پارامترهاي از بعضی خصوص در

می�شوند. برده کار به اطلاع، این بودن غیرقطعی یا قطعی به توجه با که می�شود تعمیم�یافته�اي و پیشرفته
1Shi
2Grob
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به نهایت در که است مطرح قید یک صورت به معمولا آماري، مدل�هاي در معلوم پیشین اطلاع از استفاده

می�آید، بدست محدودشده مدل�هاي براساس که برآوردگري می�شود. منتج مقید یا محدودشده مدل�هاي

شده اعمال قید براساس محدودشده برآوردگرهاي کارایی و اعتبار می�شود. نامیده (RE) محدودشده برآوردگر

فضاي کل در محدودنشده برآوردگرهاي حالی�که در می�گیرند، قرار بررسی و سنجش مورد پارامتر فضاي روي بر

سنجش با تنها محدودنشده و محدودشده مدل�هاي پایه بر آمده بدست نتایج بنابراین می�شوند. بررسی پارامتر

انتخاب که کرد توجه باید باشد. کاربردي و معقول می�تواند شده، اعمال قیود و محدودیت�ها اعتبار و درستی

نیست. توجیه�پذیر نباشد، درست پیشین اطلاع که شرایطی در محدودشده برآوردگرهاي

همخطی وجود صورت در خطی تساوي محدودیت با چندگانه رگرسیون مدل براي فصل، این اول بخش در

برآوردگر با برآوردگر این مقایسه منظور به دوم بخش در و شده داده پیشنهاد برآوردگري طرح، ماتریس در

پارامتر براي بهینه مقدار چند سوم، بخش در است. شده محاسبه آن خطاي محدوشده، دوم توان�هاي کمترین

در و بررسی آمده بدست نتایج صحت کارلو مونت- شبیه�سازي کمک به چهارم، بخش در و شده معرفی ریج

است. شده ارائه برآوردگر، کارایی تشریح براي عددي مثال چند پنجم، بخش در بالاخره

است. شده استخراج (2011) کیبریا و آرشی نجاریان، مقاله فصل، این نتایج از

برآوردگر معرفی 1.2

بگیرید نظر در را زیر خطی مدل

Y = Xβ +E , E ∼ N(٠, σ٢I) (1.2)

رگرسیونی مجهول ضرایب از برداري βp×١ ،p کامل رتبه با طرح ماتریس Xn×p مشاهدات، بردار Y n×١ که

در β براي نیز را زیر خطی محدودیت اکنون است. Cov(E) = σ٢I و E(E) = ٠ با خطا بردار En×١ و



17 محدودشده ریج رگرسیونی برآوردگر .2 فصل

بگیرید نظر

Rβ = r (2.2)

و Rank(R) = q < p با می�شود نامیده محدودیت ماتریس که است غیرصفري معلوم ماتریس Rq×p که

محدودشده خطی مدل ،(2.2) محدودیت با (1.2) معادله در شده معرفی خطی مدل است. معلوم برداري rq×١

می�شود. نامیده (RLM)

نمونه�اي از پیشین اطلاعات براساس کنید فرض محدودیت، ماتریس از بهتري درك براي مثالی عنوان به

عنوان به زیر ساختار از که است ذکر به (لازم است. برقرار پارامترها بردار بین زیر روابط که دریافتیم تصادفی،

می�شود.) استفاده آزمایش�ها طرح در مقابله ضرایب

β١ + β٢ + β٣ = ١

β٣ − ٢β٢ = ٣

٢β١ + ٣β٢ = ٠

صورت این در

R =


١ ١ ١
٠ −٢ ١
٢ ٣ ٠

 , r =


١
٣
٠


در می�کنیم. استفاده شد، داده پیشنهاد 1995 سال در رائو توسط که روشی از ،β برآوردگر یافتن منظور به

مجموع از خطی تابعی که زیر تابع است، لاگرانژ و دوم توان�هاي کمترین نظریه روش از تلفیقی که روش این

می�گردد. مینیمم است، مدل روي بر شده اعمال محدودیت و خطا دوم توان�هاي

F (β,λ) = (Y −Xβ)′(Y −Xβ) + ٢λ′(Rβ − r)
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داریم β به نسبت F (β,λ) از مشتقگیري با

∂F

∂β
= −٢X ′Y + ٢X ′Xβ + ٢R′λ

داریم ، ∂F
∂β

= ٠ معادله حل با

X ′Xβ = X ′Y −R′λ

⇒ β̂R = (X ′X)−١(X ′Y −R′λ)

= (X ′X)−١X ′Y − (X ′X)−١R′λ

= β̂LS − (X ′X)−١R′λ (3.2)

آنجایی�که از

Rβ̂R = Rβ̂LS −R(X ′X)−١R′λ̂ = r

می�آوریم دست به را زیر رابطه�هاي حبري، عملیات با مجددا

⇒ Rβ̂LS = R(X ′X)−١R′λ̂+ r

⇒ λ̂ = [R(X ′X)−١R′]−١(Rβ̂LS − r) (4.2)

است زیر صورت به (RLSE) محدودشده دوم توان�هاي کمترین برآوردگر RLM مدل براي بنابراین

β̂R = β̂LS + S−١R′(RS−١R′)−١(r −Rβ̂) (5.2)
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همخطی، مسئله با مقابله براي روش�ها بهترین از یکی است. β̂LS = S−١X ′Y و S = X ′X آن در که

و (1977) سوامی و 2 مهتا ، (1987) همکاران و 1 سوامی پارامترهاست. بردار روي اضافی محدودیت اعمال

تحت باقیمانده�ها دوم توان مجموع آن در که دادند ارائه پارامترها برآورد براي را روشی (2007) 3 یانگ و ژانگ

مسئله به تبدیل محدودشده خطی رگرسیون دیگر عبارت به می�شود، مینیمم کروي و خطی محدودیت دو

می�شود. قید دو با زیر بهینه�سازي

Min(Y −Xβ)′(Y −Xβ)

s.t β′β = ϕ٢ & Rβ = r

این براي را محدودشده” ریج ”برآوردگر لاگرانژ، روش و خطا دوم توان�هاي مینیمم تلفیق از استفاده با حال

محدودیت دو و خطا دوم توان�هاي مجموع از خطی تابعی که را زیر تابع منظور بدین می�آوریم. بدست مدل

می�کنیم. مینیمم پارامترهاست، فضاي روي شده اعمال

F (β,ϕ,λ) = Y ′Y − ٢β′X ′Y + β′X ′Xβ + kβ′β − kϕ٢ + ٢λ′Rβ − ٢λ′r

داریم مشتق این دادن قرار صفر با مساوي و β به نسبت F (β,ϕ,λ) از مشتق گرفتن با

∂F

∂β
= −٢X ′Y + ٢X ′Xβ + ٢kβ + ٢R′λ = r

بنابراین

β̂R(k) = (X ′X + kI)−١(X ′Y −R′λ)

1Swamy
2Mehta
3Zhang and Yang
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داریم ،Rβ = r آنجایی�که از حال

Rβ = R(X ′X + kI)−١(X ′Y −R′λ) = r

⇒ λ̂ = [R(X ′X + kI)−١R′]−١[R(X ′X + kI)−١X ′Y − r]

می�آوریم بدست زیر صورت به را محدودشده ریج برآوردگر نهایت، در

β̂R(k) = (X ′X + kI)−١X ′Y

− R′[R(X ′X + kI)−١R′]−١[R(X ′X + kI)−١X ′Y − r] (6.2)

ساده�تري صورت به را برآوردگر این می�توانیم ،β̂(k) = S−١
k X ′Y و Sk = X ′X+kI کنیم تعریف اگر حال

بنویسیم

β̂R(k) = β̂(k) + S−١
k R′(RS−١

k R′)−١(r −Rβ̂(k)) (7.2)

است. β ریج” رگرسیونی ”برآوردگر β̂(k) = (X ′X + kI)−١X ′Y آن در که

برآوردگر خطاي محاسبه 2.2

می�آید بدست زیر صورت به (MSE) خطا دوم توان میانگین برآوردگر، هر براي

MSE(β̂,β) = E(β̂ − β)′(β̂ − β)

آنگاه باشد، داشته را (2.2) خطی محدودیت β اگر ((2007) یانگ و (ژانگ .1.2.2 لم

MSEM(β̂R(k),β) = σ٢tr(MkSMk) + k٢tr(Mkβ
′βMk) (8.2)

.Mk = S−١
k − S−١

k R′(RS−١
k R′)−١RS−١

k آن در که
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می�کنیم محاسبه زیر صورت به را ریج برآوردگر ریاضی امید ابتدا برهان�:

E(β̂(k)) = E((X ′X + kI)−١X ′Y )

= (X ′X + kI)−١X ′Xβ

= (X ′X + kI)−١((X ′X + kI)− kI)β

= β − k(X ′X + kI)−١β

= (I − kS−١
k )β

می�نویسیم زیر صورت به را β̂R(k) محدودشده” ریج ”برآوردگر

β̂R(k) = β̂(k) + S−١
k R′[RS−١

k R′]−١(r −Rβ̂(k))

= S−١
k Skβ̂(k) + S−١

k R′[RS−١
k R′]−١(r −RS−١

k Skβ̂(k))

بنویسیم می�توانیم . Mk = S−١
k − S−١

k R′[RS−١
k R′]−١RS−١

k کنیم تعریف اگر حال

β̂R(k) = MkSkβ̂(k) + S−١
k R′[RS−١

k R′]−١r

= MkSkβ̂(k) + S−١
k R′[RS−١

k R′]−١Rβ٠

= MkSkβ̂(k) + S−١
k R′[RS−١

k R′]−١Rβ٠ − S−١
k Skβ٠ + β٠

= MkSkβ̂(k)−MkSkβ٠ + β٠

= MkSk(β̂(k)− β٠) + β٠

= MkSkβ̂(k)−MkSkβ٠ + β٠
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نوشت زیر صورت به را محدودشده ریج برآوردگر ریاضی امید می�توان بنابراین

E(β̂R(k)) = MkSk((I − kS−١
k )β − β٠) + β٠

= MkSk(β − β٠) + β٠ − kMkβ

داریم . MkSk(β − β٠) = β − β٠ اینکه و Rβ٠ = r و Rβ = r اینکه به توجه با طرفی، از

E(β̂R(k)) = β − kMkβ

بنویسیم زیر صورت به را محدودشده ریج برآوردگر اریبی می�توانیم بنابراین

E(β̂R(k)− β) = −kMkβ

اینکه به توجه با طرفی از

Cov(β̂R(k)) = σ٢MkX
′XMk

داریم خطا، دوم توان�هاي مجموع ماتریس تعریف بنابه لذا

MSEM(β̂R(k),β) = Cov(β̂R(k)) + [E(β̂R(k)− β)][E(β̂R(k)− β)]′

= σ٢tr(MkSMk) + k٢tr(Mkβ
′βMk)

است زیر صورت به محدودشده” ریج ”برآوردگر خطاي دوم توان�هاي میانگین ماتریس ∗ .1.2.2 قضیه�

MSEM(β̂R(k),β) = σ٢
p∑

i=١

λi(λi + k − r∗ii)
٢

(λi + k)۴
+ k٢

p∑
i=١

[
αi(λi + k − r∗ii)

(λi + k)٢

]٢
(9.2)
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و S = ΓΛΓ′ طوري�که به دارد، وجود Γ متعامد ماتریس S مثبت معین نیمه ماتریس براي برهان:

. Sk = Γ(Λ+ kI)−١Γ′ همچنین

که کنید ملاحظه اکنون

MkSMk = (S−١
k − S−١

k R′(RS−١
k R′)−١RS−١

k )S(S−١
k − S−١

k R′(RS−١
k R′)−١RS−١

k )

= (S−١
k SS−١

k )− [(S−١
k R′(RS−١

k R′)−١RS−١SS−١
k )

(S−١
k SS−١

k R′(RS−١
k R′)−١RS−١

k )]

+ (S−١
k R′(RS−١

k R′)−١RS−١
k SS−١

k R′(RS−١
k R′)−١RS−١

k )

= (Λ+ kI)−١Λ(Λ+ kI)−١ − [(Λ+ kI)−١R∗(Λ+ kI)−١Λ(Λ+ kI)−١]

− [(Λ+ kI)−١Λ(Λ+ kI)−١R∗(Λ+ kI)−١]

+ [(Λ+ kI)−١R∗(Λ+ kI)−١Λ(Λ+ kI)−١R∗(Λ+ kI)−١]

داریم ،S−١
k = Γ(Λ+ kI)−١Γ′ اینکه به توجه با حال

tr(S−١
k SS−١

k ) = tr[Γ(Λ+ kI)−١Γ′ΓΛΓ′Γ(Λ+ kI)−١Γ′]

= tr[(Λ+ kI)−٢Λ]

=

p∑
i=١

λi

(λi + k)٢
(10.2)
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همچنین و

tr[S−١
k SS−١

k R′(RS−١
k R′)−١RS−١

k ]

= tr[Γ(RS−١
k R′)−١Γ′ΓΛΓ′Γ(RS−١

k R′)−١Γ′(RS−١
k R′)−١RΓ(RS−١

k R′)−١Γ′]

= tr[R∗(Λ+ kI)−٣Λ]

=

p∑
i=١

r∗iiλi

(λi + k)٣
(11.2)

داریم مشابه روش به

tr[S−١
k R′(RS−١

k R′)−١RS−١
k SS−١

k ]

= tr[ΓΛΓ′Γ(Λ+ kI)−١Γ′(RS−١
k R′)−١RΓ(Λ+ kI)−١Γ′ΓΛΓ′Γ(Λ+ kI)−١Γ′]

= tr[R∗(Λ+ kI)−٣Λ]

=

p∑
i=١

r∗iiλi

(λi + k)٣
(12.2)

tr[S−١
k R′(RS−١

k R′)−١RS−١
k SS−١

k ]

= tr[Γ(Λ+ kI)−١Γ′R′(RS−١
k R′)−١RΓ(Λ+ kI)−١Γ′ΓΛΓ

Γ(Λ+ kI)−١Γ′R′(RS−١
k R′)−١RΓ(Λ+ kI)−١Γ′]

= tr[R∗Λ(Λ+ kI)−۴] (13.2)
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. Diag(R∗) = (r∗١١, r
∗
٢٢, ..., r

∗
pp) و R∗ = Γ′R′(RS−١

k R′)−١RΓ که

می�آوریم دست به (13.2) تا (10.2) معادلات گردآوري با

tr(MkSMk) =

p∑
i=١

λi

(λi + k)٢
− ٢

p∑
i=١

r∗iiλi

(λi + k)٣
+

p∑
i=١

r∗iiλi

(λi + k)۴

=

p∑
i=١

λi(λi + k − r∗ii)
٢

(λi + k)۴
(14.2)

حال

M٢
k = (S−١

k − S−١
k R′(RS−١

k R′)−١RS−١
k )(S−١

k − S−١
k R′(RS−١

k R′)−١RS−١
k )

= S−٢
k − S−٢

k R′(RS−١
k R′)−١RS−١

k

− S−١
k R′(RS−١

k R′)−١RS−٢
k + S−١

k R′(RS−١
k R′)−١RS−٢

k R′(RS−١
k R′)−١RS−١

k

داریم جبري عملیات انجام با سپس

tr(S−٢
k ) = Γ(Λ+ kI)−١Γ′Γ(Λ+ kI)−١Γ′ (15.2)

tr[S−٢
k R′(RS−١

k R′)−١RS−١
k ]

= tr[Γ(Λ+ kI)−٢R∗(Λ+ kI)−١Γ]

=

p∑
i=١

r∗ii
(λi + k)٣

(16.2)
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tr[S−١
k R′(RS−١

k R′)−١RS−٢
k ]

= [Γ(Λ+ kI)−١Γ′R′(RS−١
k R′)−١RΓ(Λ+ kI)−١Γ′Γ(Λ+ kI)−١Γ′]

=

p∑
i=١

r∗ii
(λi + k)٣

(17.2)

tr[S−١
k R′(RS−١

k R′)−١RS−٢
k R′(RS−١

k R′)−١RS−١
k ]

= tr[Γ(Λ+ kI)−١Γ′R′(RS−١
k R′)−١RΓ(Λ+ kI)−١Γ′]

Γ(Λ+ kI)−١Γ′R′(RS−١
k R′)−١RΓ(Λ+ kI)−١Γ′

= tr[R∗(Λ+ kI)−۴]

=

p∑
i=١

r∗ii
(λi + k)۴

(18.2)

می�آوریم بدست (18.2) تا (15.2) معادلات تلفیق با

tr(M٢
k) =

p∑
i=١

[ ١
(λi + k)٢

− ٢r∗ii
(λi + k)٣

+
r∗ii

(λi + k)۴

]

=

p∑
i=١

(λi + k − r∗ii)
٢

(λi + k)۴
(19.2)

می�آید. بدست زیر رابطه و (1.2) لم از موردنظر نتیجه

tr(α′Mkα) =

p∑
i=١

[
α٢i (λi + k − r∗ii)

٢

(λi + k)٢

]
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بنابراین .α = Γ′β = (α١, α٢, ..., αp) آن در که

MSEM(β̂R(k),β) = σ٢tr(MkSMk) + k٢tr(Mkβ
′βMk)

= σ٢
p∑

i=١

λi(λi + k − r∗ii)
٢

(λi + k)۴
+ k٢

p∑
i=١

[
αi(λi + k − r∗ii)

(λi + k)٢

]٢
(20.2)

� است. کامل اثبات

k مقادیر برآورد 3.2

همکاران و 1 هاکینگ می�کنیم. استفاده k ریج پارامتر مختلف مقادیر از MSE کارایی بررسی براي اکنون

در دیگر برآوردگرهاي همه بر محدودشده ریج رگرسیون برآوردگر بهینه، k ازاي به که دادند نشان (1976)

داده�هاي از باید که است وابسته مجهول αi و σ٢ به k بهینه مقدار چه اگر دارد، برتري اریب برآوردگرهاي کلاس

یعنی شوند. برآورد شده، مشاهده

k̂ =
σ̂٢

α̂٢i
(21.2)

α̂ مولفه iامین ،α̂i و است σ٢ نااریب برآوردگر که خطاست دوم توان میانگین برآوردگر σ̂٢ =
∑p

i=١ Ê
٢
i

n−p که

به زیر در که برآوردشده نیز دیگري روش�هاي kبه پارامتر که است ذکر به لازم است. α نااریب برآوردگر که

می�کنیم. معرفی را آن�ها اجمالی صورت

دادند پیشنهاد k براي را زیر برآوردگر (1970) کنارد و هورل .1

k̂HK =
σ̂٢

α̂٢Max

(22.2)

1Hocking
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کمتري خطاي k̂HK ازاي به ریج برآوردگر باشند، معلوم α و σ٢ اگر است. α̂ عضو بزرگترین α̂٢Max آن در که

دارد. LSE از

شود استفاده k محاسبه براي زیر برآوردگر از که دادند پیشنهاد (1975) 2 بالدوین و کنارد هورل، .2

k̂HKB =
pσ̂٢∑p
i=١ α̂

٢
i

=
pσ̂٢

α̂′α̂
=

pσ̂٢

β̂
′
β̂

(23.2)

است. β پارامتر دوم توان�هاي کمترین برآوردگر β̂ آن در که

دادند پیشنهاد k براي را زیر برآوردگر (1976) 1 وانگ و لاولس بیز، نقطه�اي برآوردگر براساس .3

k̂LW =
pσ̂٢∑p

i=١ λiα̂
٢
i

=
pσ̂٢

α̂′X ′Xα̂
=

pσ̂٢

β̂
′
Λβ̂

(24.2)

نمودند معرفی را زیر برآوردگر نیز (1976) 2 لین و اسپید هوکینگ، .4

k̂HSL = σ̂٢
∑p

i=١(λiα̂i)
٢

(
∑p

i=١ λiα̂
٢
i )
٢ (25.2)

2Baldwin
1Lawless and Wang
2Hocking, Speed and Lynn
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داد: قرار بررسی مورد را ریج برآوردگر سه عملکرد (2003) 1 کیبریا

نمود ارائه را زیر برآوردگر ki حسابی میانگین از استفاده با ابتدا الف)

k̂AM =
١
p

p∑
i=١

σ̂٢

α̂٢i
(26.2)

کرد معرفی را زیر جدید برآوردگر ،ki هندسی میانگین از استفاده با سپس ب)

k̂GM =
σ̂٢(∏p

i=١ α̂
٢
i

)١/p (27.2)

کنیم استقاده ki میانه از k برآوردکردن براي که داد پیشنهاد سرانجام و ج)

k̂MED = Median

(
σ̂٢

α̂٢i

)
, i = ١,٢, ..., p ∀p ≥ ٠ (28.2)

می�آیند دست به فوق k̂هاي جایگذاري از محدودشده ریج رگرسیونی برآوردگرهاي

β̂R(k) = (X ′X + kI)−١X ′Y −R′[R(X ′X + kI)−١R′]−١[R(X ′X + kI)−١X ′Y − r]

است. k̂MED, ..., k̂HK برآوردگرهاي از یکی k̂ آن در که

شبیه�سازي 4.2

و مک�دونالد مختلف، همخطی میزان با داده�هایی داشتن براي است. متفاوت طرح، ماتریس�هاي در همخطی

کنیم تولید زیر روش به را داده�ها که دادند پیشنهاد (1981) 3 گیبونز و (1975) 2 گالارنیو

xij = (١− γ١/٢(٢ + γzip , i = ١,٢, ..., n j = ١,٢, ..., p

1Kibria
2Mc Donald and Galarneau
3Gibbons
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است. توضیحی متغیر دو هر بین همبستگی γ٢ و استاندارد نرمال توزیع از مستقل تصادفی اعداد zij آن در که

n زیر، رابطه از استفاده با حال هستند. همبسته X ′Y و X ′X به�طوري�که شده�اند، استاندارد متغیرها این

می�شود تعیین وابسته متغیر براي مشاهده

yi = β٠ + β١xi١ + β٢xi٢ + ...+ βpxip + ei , i = ١,٢, ..., n

هستند. σ٢ واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع از مستقل تصادفی اعداد ei و β٠ = ٠ آن در که

باشد k و σ٢ ،β از تابعی خطا، دوم توان میانگین صورتی�که در کردند: بیان (1971) 1 اومن و نیوهوس

X ′X ماتریس ویژه مقدار بزرگترین با متناظر شده نرمال ویژه بردار β اگر باشند، ثابت توضیحی متغیرهاي و

ویژه مقدار بزرگترین با متناظر ویژه بردار از بنابراین می�شود. مینیمم MSE آنگاه باشد، β′β = ١ قید تحت

لازم می�شود. استفاده پاسخ متغیر مقادیر شبیه�سازي در β١, β٢, ..., βp ضرایب برآورد براي X ′X ماتریس

حالت به نسبت متفاوتی آنچنان نتایج ویژه، مقدار کوچکترین با متناظر ویژه بردار از استفاده که است ذکر به

متفاوت همبستگی�هاي ازاي به را داده�ها از مختلفی مجموعه�هاي شبیه�سازي، انجام براي نمی�دهد. ارائه قبل

میزان سپس و نموده تولید دارند، متفاوتی همبستگی�هاي نتیجه در که γ = ٠/٧٠,٠/٨٠,٠/٩٠,٠/٩٩

تعداد و 25 15و را نمونه حجم می�کنیم. مقایسه معمولی دوم توان�هاي کمترین برآوردگر با را آن�ها خطاي

را قبل بخش در شده ارائه k برآوردگرهاي ،σ مقدار 8 ازاي به و گرفته نظر در 10 و 4 را توضیحی متغیرهاي

(1.2) جدول در ρ٢ و γ ،p ،n مختلف مقادیر براي X ′X رگرسیونی ضرایب و ویژه مقادیر نمودیم. محاسبه

است. برقرار ρ٢ یعنی اختلال نسبت و σ٢ بین زیر رابطه شده�اند. درج

ρ٢ =
β′β

σ٢
(29.2)

1Newhouse and Oman
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شبیه�سازي در رفته کار به � و � مختلف مقادیر ازاي به λ و β مقادیر :1.2 جدول

99/0  90/0  80/0  70/0  99/0  90/0  80/0  70/0    誌 

 P=10  n=25  P=4 n=15    券 

8436/176  6947/162  6813/143  4356/124  8966/21  3020/15  4333/12  4874/11    膏1 

0551/1  8392/9  2778/18  5147/25  7998/7  7140/6  2810/6  6679/5    膏2 

7305/0  9741/5  5842/9  2480/12  3305/0  5740/2  6559/3  5283/3    膏3 

5201/0  7029/4  5212/8  2002/11  2520/0  7016/1  2833/2  4179/2    膏4 

4855/0  1369/4  0887/7  8499/9        膏5 

3492/0  3654/3  5019/6  1088/9        膏6 

3029/0  6999/2  8570/4  0497/6        膏7 

2728/04660/2  8495/33484/4    膏8 

1461/0  3763/1  5774/2  5802/3        膏9 

0714/0  9371/0  9244/1  6214/2        膏10 

3719/03534/0  3379/03230/09976/09906/09164/0  7990/0    紅1 

0140/0-  0411/0-  0534/0-  0594/0-  0668/0 -  0935/0  3193/0  4929/0    紅2 

0192/00531/0  0663/00713/00035/00685/0 -2261/0 -  3424/0-    紅3 

0246/0  0786/0  1074/0  1242/0  0186/0  0727/0  0841/0  0383/0    紅4 

3599/0  3188/0  2914/0  2682/0        紅5 

3845/0  3978/0  4069/0  4161/0        紅6 

3638/0  3277/0  3014/0  2777/0        紅7 

3669/0  3379/0  3161/0  2967/0        紅8 

3669/0  3389/0  3188/0  3015/0        紅9 

4259/0  5179/0  5693/0  6089/0        紅
10 

 

براي هستند. 0/0025 ،0/0123 ،0/0625 ،1 ،4 ،16 ،100 ،10000 ترتیب به σ٢ با متناظر ρ٢ مقادیر

آوردیم بدست زیر رابطه از را خطاها میانگین و نموده محاسبه را خطا 2000 ابتدا برآوردگرها خطاي محاسبه

MSE(β̂(k)) =
١

٢٠٠٠
٢٠٠٠∑
i=١

(β̂(k)− β)′(β̂(k)− β) (30.2)

شده�اند. ارائه (9.2) تا (1.2) جداول در شبیه�سازي نتایج است. شده استفاده R نرم�افزار از شبیه�سازي انجام براي
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γ = ٠/٧٠ و p = ۴ ،n = ١۵ با شده برآورد MSE مقادیر :2.2 جدول

ȡ˻ 
HK HKB LW HSL AM GM MED 

10000 0014/0  0014/0  0014/0 0014/0 0013/0 0014/0  0013/0

100 0014/0  0013/0  0014/0 0014/0 0006/0 0008/0  0006/0

16 0012/0  0009/0  0012/0 0013/0 0005/0 0006/0  0005/0

4 0009/0  0007/0  0009/0 0012/0 0005/0 0005/0  0005/0

1 0007/0  0006/0  0007/0 0009/0 0005/0 0005/0  0005/0

0625/0  0005/0  0005/0  0005/0 0006/0 0005/0 0005/0  0005/0

0123/0  0005/0  0005/0  0005/0 0006/0 0005/0 0005/0  0005/0

0025/0  0005/0  0005/0  0005/0 0005/0 0005/0 0005/0  0005/0

 

γ = ٠/٨٠ و p = ۴ ،n = ١۵ با شده برآورد MSE مقادیر :3.2 جدول

ȡ˻ 
HK HKB LW HSL AM GM MED 

10000 0013/0  0013/0  0013/0 0013/0 0012/0 0013/0  0012/0

100 0013/0  0012/0  0012/0 0013/0 0006/0 0008/0  0007/0

16 0011/0  0009/0  0011/0 0013/0 0005/0 0006/0  0006/0

4 0009/0  0007/0  0008/0 0012/0 0005/0 0005/0  0005/0

1 0007/0  0006/0  0006/0 0011/0 0005/0 0005/0  0005/0

0625/0  0005/0  0005/0  0005/0 0006/0 0005/0 0005/0  0005/0

0123/0  0005/0  0005/0  0005/0 0005/0 0005/0 0005/0  0005/0

0025/0  0005/0  0005/0  0005/0 0005/0 0005/0 0005/0  0005/0
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γ = ٠/٩٠ و p = ۴ ،n = ١۵ با شده برآورد MSE مقادیر :4.2 جدول

ȡ˻ 
HK HKB LW HSL AM GM MED 

10000 0015/0  0015/0  0015/0 0015/0 0014/0 0015/0  0014/0

100 0015/0  0014/0  0014/0 0015/0 0006/0 0008/0  0007/0

16 0013/0  0010/0  0013/0 0014/0 0006/0 0006/0  0006/0

4 0010/0  0007/0  0010/0 0011/0 0005/0 0006/0  0005/0

1 0007/0  0006/0  0007/0 0008/0 0005/0 0005/0  0005/0

0625/0  0006/0  0005/0  0006/0 0006/0 0005/0 0005/0  0005/0

0123/0  0005/0  0005/0  0005/0 0005/0 0005/0 0005/0  0005/0

0025/0  0005/0  0005/0  0005/0 0005/0 0005/0 0005/0  0005/0

 

γ = ٠/٩٩ و p = ۴ ،n = ١۵ با شده برآورد MSE مقادیر :5.2 جدول

ȡ˻ 
HK HKB LW HSL AM GM MED

10000 0070/0  0007/0  0007/0  0007/0 0047/0 0062/0  0053/0

100 0058/0  0014/0  0014/0  0015/0 0006/0 0008/0  0007/0

16 0031/0  0014/0  0052/0  0031/0 0006/0 0006/0  0006/0

4 0014/0  0008/0  0030/0  0014/0 0005/0 0006/0  0006/0

1 0007/0  0006/0  00013/0 0007/0 0005/0 0005/0  0005/0

0625/0  0006/0  0005/0  0006/0  0006/0 0005/0 0005/0  0005/0

0123/0  0005/0  0005/0  0006/0  0005/0 0005/0 0005/0  0005/0

0025/0  0005/0  0005/0  0005/0  0005/0 0005/0 0005/0  0005/0
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γ = ٠/٧٠ و p = ١٠ ،n = ٢۵ با شده برآورد MSE مقادیر :6.2 جدول

ȡ˻ 
HK HKB LW HSL AM GM MED 

10000 0010/0  0010/0  0010/0 0010/0 0009/0 0007/0  0010/0

100 0010/0  0010/0  0010/0 0010/0 0001/0 0001/0  0010/0

16 0009/0  0009/0  0010/0 0009/0 0001/0 0003/0  0009/0

4 0007/0  0008/0  0010/0 0007/0 0003/0 0004/0  0006/0

1 0004/0  0005/0  0010/0 0003/0 0004/0 0005/0  0003/0

0625/0  0000/0  0000/0  0009/0 0001/0 0005/0 0005/0  0001/0

0123/0  0003/0  0002/0  0006/0 0003/0 0005/0 0005/0  0003/0

0025/0  0004/0  0004/0  0002/0 0004/0 0005/0 0005/0  0004/0

 

γ = ٠/٨٠ و p = ١٠ ،n = ٢۵ با شده برآورد MSE مقادیر :7.2 جدول

ȡ˻ 
HK HKB LW HSL AM GM MED 

10000 0009/0  0009/0  0009/0 0009/0 0008/0 0006/0  0009/0

100 0009/0  0009/0  0009/0 0009/0 0000/0 0000/0  0009/0

16 0008/0  0008/0  0009/0 0007/0 0001/0 0003/0  0007/0

4 0005/0  0006/0  0009/0 0005/0 0003/0 0004/0  0004/0

1 0002/0  0003/0  0009/0 0002/0 0004/0 0005/0  0002/0

0625/0  0000/0  0000/0  0007/0 0000/0 0004/0 0005/0  0000/0

0123/0  0003/0  0002/0  0004/0 0003/0 0005/0 0005/0  0003/0

0025/0  0004/0  0004/0  0001/0 0004/0 0005/0 0005/0  0004/0
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γ = ٠/٩٠ و p = ١٠ ،n = ٢۵ با شده برآورد MSE مقادیر :8.2 جدول

ȡ˻ 
HK HKB LW HSL AM GM MED 

10000 0008/0  0008/0  0008/0 0008/0 0006/0 0003/0  0008/0

100 0007/0  0007/0  0008/0 0007/0 0000/0 0000/0  0007/0

16 0005/0  0006/0  0008/0 0005/0 0001/0 0003/0  0005/0

4 0002/0  0003/0  0008/0 0002/0 0003/0 0004/0  0002/0

1 0000/0  0000/0  0008/0 0000/0 0004/0 0005/0  0000/0

0625/0  0000/0  0000/0  0005/0 0000/0 0005/0 0005/0  0000/0

0123/0  0003/0  0002/0  0002/0 0003/0 0005/0 0005/0  0003/0

0025/0  0004/0  0004/0  0000/0 0004/0 0005/0 0005/0  0004/0

 

γ = ٠/٩٩ و p = ١٠ ،n = ٢۵ با شده برآورد MSE مقادیر :9.2 جدول

ȡ˻ 
HK HKB LW HSL AM GM MED 

10000 0000/0  0000/0  0000/0 0000/0 0000/0 0000/0  0000/0

100 0000/0  0000/0  0000/0 0000/0 0000/0 0000/0  0000/0

16 0000/0  0000/0  0000/0 0000/0 0001/0 0003/0  0000/0

4 0000/0  0000/0  0000/0 0000/0 0003/0 0004/0  0000/0

1 0000/0  0000/0  0000/0 0000/0 0004/0 0005/0  0000/0

0625/0  0000/0  0000/0  0000/0 0000/0 0005/0 0005/0  0000/0

0123/0  0002/0  0002/0  0000/0 0003/0 0005/0 0005/0  0003/0

0025/0  0004/0  0004/0  0000/0 0004/0 0005/0 0005/0  0004/0

 

کاربرد 5.2

است. شده ارائه شده، داده پیشنهاد برآوردگر کارایی تشریح براي واقعی، مثالهایی بخش این در
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1 مثال 1.5.2

(هیمل می�دهد نشان را توضیحی متغیر سه با استیلن به هپتان -n تبدیل درصد درباره داده�هایی (10.2) جدول

همکارانش و مونت�گومري به�طوریکه (.(1975) 3 سنی و ماکارد (1961) 2 نایتو و تامورا کوناگی، ، (1970) 1 بلا

است زیر صورت به استیلن داده�هاي براي کامل دوم درجه مدل دادند، نشان (2001)

P = β٠ + β١T + β٢H + β٣C + β١٢TH + β١٣TC + β٢٣HC

+β١١T
٢ + β٢٢H

٢ + β٣٣C
٢ + E

استیلن داده�هاي :10.2 جدول

درجه رآكتور  هپتان به استيلن-nتبديل   مشاهدات  زمان اتصال هپتان-nبهH2نسبت 

1 0/49  1300 5/7  0120/0  

2 2/50  1300 0/9  0120/0  

3 5/50  1300 0/11  0115/0  

4 5/48  1300 5/13  0130/0  

5 5/47  1300 0/17  0135/0  

6 0/28  1300 0/23  0120/0  

7 5/31  1200 3/5  0400/0  

8 5/31  1200 5/7  0380 /0  

9 5/34  1200 0/11  0320/0  

10 0/35  1200 5/13  0260/0  

11 0/38  1200 17 0340/0  

12 5/38  1200 0/23  0410/0  

13 0/15  1100 3/5  0840/0  

14 0/17  1100 5/7  0980/0  

15 5/20  1100 0/11  0920/0  

16 5/29  1100 0/17  0860/0  

 

1Himmelblau
2Kunugi, Tammura and Naito
3Marquadt and Snee
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معیار دو واریانس تورم عامل و شرطی عدد است، شده داده توضیح B و A پیوست�هاي و مقدمه در که همانطور

تورم عامل و شرطی عدد مثال�ها، این در همخطی وجود بررسی براي لذا هستند، همخطی میزان سنجش براي

براي و شده�اند محاسبه پیوست�ها در ارائه�شده فرمول�هاي از استفاده با مقادیر این می�کنیم. محاسبه را واریانس

است. شده استفاده SPSS افزار نرم از واریانس تورم عامل آوردن بدست
واریانس تورم عوامل و شرطی عدد مقادیر :11.2 جدول

 ۼ۱ 21 3

345/12  061571/1  19512/12  91/36935  

 

تک براي واریانس تورم عوامل مقادیر و است بزرگ بسیار شرطی عدد مقدار می�شود، ملاحظه که همانطور

داده�هاست. در همخطی وجود نشان�دهنده که است یک از بزرگتر نیز متغیرها تک

باشد زیر بصورت محدودیت ماتریس کنید فرض

R =

[
٢ ۴ ۵
١ −٢ ٣

]
, r =

[
٠
٠

]

است. شده آورده (12.2) جدول در مختلف بهینه k̂هاي ازاي به آن�ها خطاي میزان و برآوردگرها مقادیر
برآوردگرها مقایسه :12.2 جدول

 ࢃࡸ ࡷࡴ ࡷࡴ RLSE  برآوردگر

MSE 0000/15380557 38470/308 9000/742651 0000/7347891 

≒Ⱦ 
0099/0 0099/0 8326/0 8326/0 

≪Ⱦ 
9801/1 9801/1 3348/0 3348/0 

  ≫Ⱦ 
9900/0- 9900/0- 1674/0- 1674/0- 

 ݇ுௌ ݇ெ ݇ீெ ݇ொ  برآوردگر

MSE 0000/1269000  0000/0 0000/0 0000/0 

≒Ⱦ 
8311/0 8268/0 6737/0 8311/0 

≪Ⱦ 
3377/0 3464/0 6526/0 3377/0 

≫Ⱦ 
1688/0- 1732/0- 3263/0- 1689/0- 
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2 مثال 2.5.2

(.(1932) همکاران و 1 (وود می�دهد نشان را پورتلند سیمان داده�هاي زیر، جدول

X =



٧ ٢۶ ۶ ۶٠
١ ٢٩ ١۵ ۵٢
١١ ۵۶ ٨ ٢٠
٧ ۵٢ ۶ ٣٣
١١ ۵۵ ٩ ٢٢
٣ ٧١ ١٧ ۶
١ ٣١ ٢٢ ۴۴
٢ ۵۴ ١٨ ٢٢
٢١ ۴٧ ۴ ٢۶
١ ۴٠ ٢٣ ٣۴
١١ ۶۶ ٩ ١٢
١٠ ۶٨ ٨ ١٢



, Y =



٧٨/۵
٧۴/٣
١٠۴/٣
٨٧/۶
٩۵/٩
١٠٩/٢
١٠٢/٧
٧٢/۵
٩٣/١
١١۵/٩
٨٣/٨
١١٣/٣
١٠٩/۴


باشد زیر صورت به محدودیت ماتریس کنید فرض

R =
[
١ −١ ١ ٠

]
, r = ٠

از عبارتند متغیرها از یک هر براي واریانس تورم عوامل و شرطی عدد

واریانس تورم عوامل و شرطی عدد مقادیر :13.2 جدول

4 3 2 1   

250  61905/47  250  46154/38  58463/20  

 

وجو می�توان V IF مقادیر بودن بزرگ دلیل به اما نمی�دهد نشان را جدي همخطی CNبودن کوچک چه اگر

آمده بدست (14.2) نتایج و کرده بررسی قبل مثال همانند را داده�ها این نمود. استنباط داده�ها در را همخطی

است.
1Wood
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برآوردگرها مقایسه :14.2 جدول

 ࢃࡸ ࡷࡴ ࡷࡴ RLSE  برآوردگر

MSE 8224/975  6680/0 6576/0 3028/70 

≒Ⱦ 
8087/0 2888/0 2849/0 6326/0 

≪Ⱦ 
2809/0 2806/0 2806/0 3003/0 

  ≫Ⱦ 
0486/0 3050/0 3078/0 0628/0 Ⱦ4 
0876/0  2158/0  2172/0  0947/0  

 ݇ுௌ ݇ெ ݇ீெ ݇ொ  برآوردگر

MSE 6590/0  6567/0 6571/0 6566/0 

≒Ⱦ 
2857/0 2840/0 2844/0 2839/0 

≪Ⱦ 
2806/0 2805/0 2806/0 2805/0 

≫Ⱦ 
3071/0 3084/0 3081/0 3084/0 

4Ⱦ  
2169/0  2175/0  2173/0  2175/0  

 

3 مثال 3.5.2

آمریکا کشور ملی ناخالص تولید از درصدي عنوان به خام ملی تولید و تحقیق هزینه�هاي داده�هاي مثال، این در

(.(1998) 2 گروبر و (2003) 1 ارول و (آکدنیز می�کنیم. بررسی 1972 -1986 سال�هاي در را

آمده�اند زیر در ترتیب به r و R مقادیر

R =

[
١ ١ ١ ١
٠ ١ ٣ ١

]
, r =

[
١/٢١٧٠
١/٠٩٠۴

]

هستند زیر صورت به واریانس تورم عوامل و شرطی عدد

نیز واریانس تورم عوامل و گرفت نتیجه را همخطی وجود می�شود که است 100 به نزدیک شرطی عدد

شده�اند. درج (17.2) جدول در خطا مقادیر هستند. داده�ها در همخطی از حاکی
1Akdenize and Erol
2Gruber
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خام ملی تولید و تحقیق هزینه�هاي داده�هاي :15.2 جدول

 Y X1 X2 X3 X4 سال

1972 3/2  9/1  2/2  9/1  7/3  

1975 2/2  8/1  2/2  2 8/3  

1979 2/2  8/1  4/2  ≒/≪ 6/3  

1980 3/2  8/1  4/2  2/2  8/3  

1981 4/2  2 5/2  3/2  8/3  

1982 5/2  ≒/≪  6/2  4/2  7/3  

1983 6/2  ≒/≪  6/2  6/2  8/3  

1984 6/2  2/2  6/2  6/2  4 

1985 7/2  3/2  8/2  8/2  7/3  

1986 7/2  3/2  7/2  8/2  8/3  

 

واریانس تورم عوامل و شرطی عدد مقادیر :16.2 جدول

4 3 2 1 隅窪 

795332/1  41176/29  73913/21  896552/6  68234/93  

 

برآوردگرها مقایسه :17.2 جدول

 ࢃࡸ ࡷࡴ ࡷࡴ RLSE  برآوردگر

MSE 5000/553877  3560/3983 4637/410 6000/546112 

≒Ⱦ 
8132/1 6905/0 5219/0 8115/1 

≪Ⱦ 
2510/1 4165/0 0709/0 2509/1 

  ≫Ⱦ 
4378/0 7260/0 5490/0 4394/0 Ⱦ4 
5488/0  4687/0  2675/0  5487/0  

 ݇ுௌ ݇ெ ݇ீெ ݇ொ  برآوردگر

MSE 5974/13  8996/36 2379/5 2950/2002 

≒Ⱦ 
6331/0 3760/0 4256/0 3975/0 

≪Ⱦ 
3016/0 2409/0- 1339/0- 1945/0- 

≫Ⱦ 
6685/0 3831/0 4404/0 4080/0 

4Ⱦ  
4062/0  0630/0  1347/0  0942/0  

 

نتیجه�گیري 6.2

دارد. منفی MSEاثر روي مستقل متغیرهاي بین همبستگی افزایش که دریافتیم شبیه�سازي بررسی مبناي بر

زیاد مستقل متغیرهاي بین همبستگی اگر حتی می�یابد کاهش MSE می�یابد، افزایش نمونه حجم وقتیکه
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برآوردگر خطاي از کمتر مختلف k̂هاي همه ازاي به ریج برآوردگر خطاي نیز ارائه�شده مثال�هاي در باشد..

است. محدودشده دوم توان�هاي کمترین



3 فصل

منفرد ریج رگرسیونی برآوردگر
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مقدمه

دوم توان�هاي کمترین برآوردگر یافتن منظور به ،Cov(E) = σ٢Σ خطی، رگرسیونی مدل در هنگامی�که

موزون براي خوب روش یک حال عین در کنیم، مینیمم را موزون خطاي دوم توان کمترین معیار بایستی خطا،

و U ≥ ٠ آن در که است Σ به�جاي T = Σ +XUX ′ ماتریس از استفاده خطا، دوم توان کمترین کردن

.Rank(Σ
...X) = Rank(T )

در داده�هاست. ماتریس همچنین و خطا بردار کوواریانس واریانس- ماتریس از اطلاعاتی شامل T ماتریس

ماتریس کرد. استفاده دوم توان�هاي کمترین معیار کردن وزن�دار در X ماتریس اطلاعات از می�توان این�صورت

پیوست آن خواص و منفرد ماتریس درباره بیشتر آگاهی (براي نمی�باشد معکوس�پذیر بنابراین و است منفرد T

می�کنیم. استفاده ماتریس این تعمیم�یافته معکوس� از بنابراین ببینید.)، را B

خطی مدل ابتدا اول بخش در دارد. منفرد خطی مدل براي ریج برآوردگر یافتن به اختصاص فصل این

برآورد براي را برآوردگري شرایط، این تحت و کرده اعمال مدل روي را محدودیتی سپس کرده، معرفی را منفرد

پارامترها پیشین توزیع به توجه با رگرسیونی مدل روي شده اعمال محدودیت می�دهیم. ارائه رگرسیونی ضرایب

بررسی را برآوردگر ویژگی�هاي دوم، بخش در می�شود. گرفته نظر در داده�ها، مورد در بررسی تحت فرضیه و

کمک به سوم، بخش در و می�آوریم بدست را آن خطاي برآوردگر، این کارایی بررسی منظور به و می�کنیم

مقایسه محدودشده دوم توان�هاي کمترین برآوردگر با را محدودشده ریج برآوردگر کارلو، مونت- شبیه�سازي

ذکر به لازم است. شده ارائه می�شود، گرفته تحقیق این از که نتیجه�اي چهارم، بخش در بالاخره و می�کنیم.

برهان تنها مجموعه، این نویسنده و می�باشد (2007) یانگ و ژانگ منبع از برگرفته فصل این نتایج که است

را (4.3) بخش مطالب بیشتر، فهم براي و است کرده ارائه جزئیات با را مربوطه قضایاي و برآوردگر ویژگی�هاي

است. نموده اضافه آن به
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برآوردگر معرفی 1.3

بگیرید نظر در را زیر خطی تساوي محدودیت با منفرد خطی مدل
Y = Xβ +E

E(E) = ٠ , Cov(E) = σ٢Σ

Rβ = ٠
(1.3)

بررسی، تحت پارامترهاي از برداري βp×١ ،p رتبه با طرح ماتریس Xn×p مشاهدات، از برداري Y n×١ که

q رتبه با محدودیت ماتریس Rq×p و E کوواریانس واریانس- ماتریس Σ ≥ ٠ و تصادفی خطاي بردار En×١

است.

که کرد بیان این�طور می�توان حقیقت در می�آوریم. بدست زیر معیار کردن مینیمم با را β برآوردگر حال،

می�آید. بدست منفرد خطی مدل یک در خطا دوم توان�هاي کمترین کردن کمینه از β برآوردگر

F (β,λ) = (Y −Xβ)′(Y −Xβ) + ٢λ′Rβ

می�گیریم مشتق β به نسبت F (β,λ) از حال

∂F

∂β
= −٢X ′T−Y + ٢X ′T−Xβ + ٢R′λ

داریم جبري، عملیات سري یک انجام با

β̂R = (X ′T−X)−١(X ′T−Y −R′λ)

= (X ′T−X)−١X ′T−Y − (X ′T−X)−١R′λ

= β̂LS − (X ′T−X)−١R′λ (2.3)
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آنجایی�که از

Rβ̂R = Rβ −R(X ′T−X)−١R′λ = ٠

می�آوریم دست به را زیر رابطه�هاي جبري، عملیات انجام با مجددا

Rβ̂LS = R(X ′T−X)−١R′λ

⇒ λ = [R(X ′T−X)−١R′]−١Rβ̂LS (3.3)

زیر صورت به را منفرد خطی رگرسیونی مدل در مقید برآوردگر ،(2.3) در (3.3) معادله دادن قرار با سرانجام

می�آوریم بدست

β̂R = β̂LS − (X ′T−X)−١R′[R(X ′T−X)−١R′]−١Rβ̂LS (4.3)

عبارت می�توانیم W = S−١ − S−١R′(RS−١R′)−١RS−١ و S = XT−X ′ دهیم قرار اگر حال

بنویسیم. زیر صورت به β̂R براي را ساده�تري

β̂R = WX ′T−Y (5.3)

می�نامند. β براي مقید” خطی ”برآوردگر را β̂R که

پیشنهاد زیر صورت به مقید” ریج ”برآوردگر و اصلاح (5.3) معادله باشد، داشته وجود همخطی مدل، در اگر

می�شود. داده

β̂R(k) = (kW + I)−١β̂R (6.3)
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می�توانیم ،k مختلف مقادیر ازاي به می�شود). نامیده مقید ریج پارامتر k) است ثابت مقداري ،k ≥ ٠ که

،k = ٠ ازاي به خصوص به آوریم. دست به رگرسیونی مدل پارامترهاي براي را متفاوتی ریج برآوردگرهاي

.β̂R(٠) = β̂R یعنی می�شود. تبدیل β مقید خطی نااریب برآوردگر بهترین به β مقید ریج برآوردگر

برآوردگر ویژگی�هاي 2.3

خطی تساوي محدودیت با منفرد خطی رگرسیون مدل کانونی فرم ابتدا ،MSE محاسبه کردن ساده منظور به

می�دهیم ارائه را زیر
Y = Zα+E

E(E) = ٠ , Cov(E) = σ٢Σ

Lα = ٠
(7.3)

است متعامد ماتریسی Q می�شود)، نامیده شرطی کانونی پارامتر α) α = Q′β ،L = RQ ،Z = XQ که

W ترتیبی ویژه مقادیر λ١ ≥ λ٢ ≥ ... ≥ λp و Λ = Q′WQ = Diag(λ١, λ٢, ..., λp) به�طوري�که

هستند.

داریم صورت، این در

α̂ = Q′β̂

= (Z ′T−Z)−١ − (Z ′T−Z)−١L′[L(Z ′T−Z)−١L′]−١L(Z ′T−Z)−١Z ′T−Y

= ΛZ ′T−Y

.Λ = (Z ′T−Z)−١ − (Z ′T−Z)−١L′[L(Z ′T−Z)−١L′]−١L(Z ′T−Z)−١ آن در که

که کنید توجه

α̂(k) = (kΛ+ I)−١α̂ (8.3)
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است برقرار کانونیشان فرم و برآوردگرها بین زیر بطه�هاي را که است واضح

β̂R = Qα̂ , β̂R(k) = Qα̂(k) (9.3)

است برقرار آن�ها کانونی شکل MSE و برآوردگرها MSE بین زیر روابط همچنین

MSE(β̂R) = MSE(α̂) , MSE(β̂R(k)) = MSE(α̂(k)) (10.3)

.Rank(W ) = p− q و W = S−١ − S−١R′(RS−١R′)−١RS−١ .1.2.3 لم

داریم W تعریف از برهان:

WSW ′ = [S−١ − S−١R′(RS−١R′)−١RS−١]S[S−١ − S−١R′(RS−١R′)−١RS−١]

= S−١SS−١ − S−١SS−١ − S−١SS−١R′(RS−١R′)−١RS−١

− S−١R′(RS−١R′)−١RS−١SS−١

+ S−١R′(RS−١R′)−١RS−١ − S−١R′(RS−١R′)−١RS−١

= S−١ − S−١R′(RS−١R′)−١RS−١ − S−١R′(RS−١R′)−١RS−١

+ S−١R′(RS−١R′)−١RS−١

= S−١ − S−١R′(RS−١R′)−١RS−١

= W

. W ≥ ٠ که می�شود نتیجه (1.�) لم به توجه با و S = X ′T−X ≥ ٠ آنجایی�که از

بنابراین است. Rank(R) = q با ماتریسی ،Rq×p این�که به توجه با ،Rank(W ) = p − q اثبات براي

. R = (Iq×q , ٠)A طوري�که به دارد وجود Ap×p وارنپذیر ماتریس



48 منفرد ریج رگرسیونی برآوردگر .3 فصل

می�کنیم افراز زیر صورت به را AS−١A′ حال

AS−١A′ =

[
A١١ A١٢
A٢١ A٢٢

]

داریم بنابراین است. q × q ماتریس A١١ آن در که

AS−١A′ = AS−١A′ −AS−١R′(RS−١R′)−١RS−١R′

=

[
A١١ A١٢
A٢١ A٢٢

]
−

[
A١١ A١٢
A٢١ A٢٢

][
Iq×q

٠

]

×

[ Iq×q ٠
] [ A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

][
Iq×q

0̄

]−١×
[
Iq×q ٠

] [ A١١ A١٢
A٢١ A٢٢

]

=

[
A١١ A١٢
A٢١ A٢٢

]
−

[
A١١
A١٢

]
A−١
١١
[
A١١ A١٢

]

=

[
A١١ A١٢
A٢١ A٢٢

]
−

[
A١١ A١٢
A٢١ A٢١A

−١
١١A١٢

]

=

[
٠ ٠
٠ A٢٢ −A٢١A

−١
١١A١٢

]

داریم است، معکوس�پذیر A٢١A
−١
١١A١٢ آنجایی�که از

Rank(W ) = R(A٢٢ −A٢١A
−١
١١A١٢) = p− q

بنابراین ،Λ = Diag(λ١, λ٢, ..., λp) داریم ،(7.3) معادله در .2.2.3 لم

λp−q+١ = λp−q+٢ = ... = λp = ٠

ببینید. را (1996) سارکار برهان:

بنابراین ،α = Q′β = (α١, α٢, ..., αp)′ داریم ،(7.3) معادله در .3.2.3 لم

αp−q+١ = αp−q+٢ = ... = αp
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ببینید. را (1996) سارکار برهان:

بنابراین ،α̂ = Q′β̂R = (α̂١, α̂٢, ..., α̂p)
′ داریم ،(7.3) معادله در .4.2.3 لم

α̂p−q+١ = α̂p−q+٢ = ... = α̂p

ببینید. را (1996) سارکار برهان:

است. β انقباضی و اریب برآوردگر β̂R(k) .1.2.3 ویژگی

مربع از برآوردگر این نرم مربع که دهیم نشان باید مقید، ریج برآوردگر بودن انقباضی اثبات براي برهان:

،Λ و W بین رابطه و مقید ریج برآوردگر فرمول از استفاده با است. کمتر مقید خطی نااریب برآوردگر نرم

داریم

∥β̂R(k)∥٢ = ∥(kW + I)−١β̂R∥٢

= ∥Q(kΛ+ I)−١Q′β̂R∥٢

= ∥(kΛ+ I)−١Q′β̂R∥٢

< ∥Q′β̂R∥٢ = ∥β̂R∥٢

ریاضی امید مقید، ریج برآوردگر بودن اریب اثبات براي حال است. β براي انقباضی برآوردگري β̂R(k) بنابراین

داریم می�کنیم. محاسبه را برآوردگر این

E(β̂R(k) = E((kW + I)−١β̂R) = (kW + I)−١β ̸= β
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است. اریب برآوردگري β̂R(k) که است واضح

برآوردگر این دیدیم، که همان�طور ولی می�کند کم�برآورد یا بیش�برآورد را داده�ها مقید، ریج برآوردگر

می�کند. تعدیل را برآوردگر این بودن اریب اثر این که است انقباضی

عبارتی به می�کند. صدق Rβ = ٠ شرط در مقید ریج برآوردگر .2.2.3 ویژگی

β̂R(k) =∈ B = {β : Rβ = ٠}

نوشت می�توان ،RW = ٠ و (kW + I)−١W = W (kW + I)−١ آنجایی�که از برهان:

Rβ̂R(k) = R(kW + I)−١WX ′T−Y = RW (kW + I)−١X ′T−Y = ٠

.β̂R(k) ∈ B یعنی

بنابراین ،α̂(k) = Q′β̂R(k) = ( ˆalpha١(k), α̂٢(k), ..., α̂p(k))′ داریم (7.3) معادله در .3.2.3 ویژگی

hatαp−q+١(k) = α̂p−q+٢(k) = ... = α̂p(k) = ٠

آنجایی�که از برهان:

α̂(k) = Q′β̂R(k)

= Q′WQQ′(kW + I)−١X ′T−Y

= ΛQ′(kW + I)−١X ′T−Y (11.3)

که گرفته نتیجه راحتی به می�توان (2.3) لم از استفاده با

α̂p−q+١(k) = α̂p−q+٢(k) = ... = α̂p(k) = ٠
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است. کمتر β̂R مقید برآوردگر کوواریانس از همواره β̂R(k) مقید ریج برآوردگر کوواریانس .4.2.3 ویژگی
یعنی

Cov(β̂R(k)) ≤ Cov(β̂R)

نوشت می�توان (21.B) از استفاده با برهان:

Cov(β̂R) = Cov(WX ′T−Y )

= σ٢WX ′T−ΣT−XW ′

Cov(β̂R(k)) = Cov((kW + I)−١β̂R)

= (kW + I)−١Cov(β̂R)(kW + I)−١

= σ٢(kW + I)−١WX ′T−ΣT−XW ′(kW + I)−١ (12.3)

بنابراین

Cov(β̂R)− Cov(β̂R(k)) = σ٢WX ′T−ΣT−XW ′

− σ٢(kW + I)−١WX ′T−ΣT−XW ′(kW + I)−١

= σ٢(kW + I)−١[(kW + I)WX ′T−ΣT−XW ′(kW + I)

− WX ′T−ΣT−XW ′](kW + I)−١

= (kW + I)−١[k٢W ٢X ′T−ΣT−XW ٢ + kW ٢X ′T−ΣT−XW ′

+ kWX ′T−ΣT−XW ٢](kW + I)−١

= σ٢(kW + I)−١M(kW + I)−١
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که باشید داشته توجه

M = k٢W ٢X ′T−ΣT−XW ٢ + kW ٢X ′T−ΣT−XW ′ + kWX ′T−ΣT−XW ٢

داریم (1.B) لم از و k ≥ ٠ و Σ ≥ ٠ ازآنجایی�که حال،

k٢W ٢X ′T−ΣT−XW ٢ ≥ ٠ , W ٢X ′T−ΣT−XW ′ ≥ ٠

می�دهد نتیجه (2.B) لم و W ≥ ٠ کردیم ثابت این�که به توجه با

kW ٢X ′T−ΣT−XW ′ ≥ ٠ , kWX ′T−ΣT−XW ٢ ≥ ٠

. Cov(β̂R(k)) ≤ Cov(β̂R) لذا . M ≥ ٠ که می�گیریم نتیجه (3.B) لم از نهایت در و

است. k از کاهشی و یکنوا تابعی tr(Cov(β̂R(k))) .5.2.3 ویژگی

. tr(Cov(
ˆβR(k)))

dk ≤ ٠ که دهیم نشان کافیست ویژگی، این اثبات براي برهان:

می�کنیم فرض

Bk = kW + I (13.3)

می�نویسیم. زیر صورت به k به نسبت را B−١
k مشتق (18.B) قضیه از استفاده با

dB−١
k

dk
= −B−١

k

dBk

dk
B−١

k = −B−١
k WB−١

k (14.3)
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می�نویسیم. زیر فرم به را Cov(β̂R(k)) و می�دهیم قرار (12.3) معادله در را (13.3) معادله

Cov(β̂R(k)) = σ٢B−١
k WX ′T−ΣT−XW ′B−١

k

داریم می�گیریم. مشتق k به نسبت Cov(β̂R(k)) از سپس

dCov(β̂R(k))

dk
= −σ٢B−١

k (WB−١
k WX ′T−ΣT−XW ′

+ WX ′T−ΣT−XW ′B−١
k W )B−١

k

بنابراین

dCov(β̂R(k))

dk
≤ ٠⇔ WB−١

k WX ′T−ΣT−XW ′ +WX ′T−ΣT−XW ′B−١
k W ≥ ٠

دهیم قرار اگر حال

N = W (kW + I)−١[WX ′T−ΣT−XW ′(kW + I)

+ (kW + I)WX ′T−ΣT−XW ′](kW + I)−١W

= W (kW + I)−١[kWX ′T−ΣT−XW ٢ + kW ٢X ′T−ΣT−XW ′

+ ٢WX ′T−ΣT−XW ](kW + I)−١W

دهیم نشان می�توانیم (2.B) و (1.B) لم�هاي کمک با است. مثبت بالا عبارت که کنیم ثابت باید قسمت این در

است. کامل اثبات و dCov(
ˆβR(k))
dk یعنی N ≥ ٠ که

کند صدق زیر شرط در ریج پارامتر اگر .1.2.3 قضیه�

٠ < k <
σ٢λp−qηp−q

α٢١
(15.3)
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است. کمتر مقید” ”برآوردگر خطاي دوم توان میانگین از مقید” ریج ”برآوردگر خطاي دوم توان میانگین آنگاه

MSE(β̂R)−MSE(β̂R(k)) > ٠

یعنی خطا، دوم توان میانگین تعریف به توجه با برهان:

MSE(β̂) = E∥β̂ − β∥٢ = E(β̂ − β)′(β̂ − β)

داریم

MSE(β̂R(k)) = MSE(α̂(k)) = tr[Cov(α̂(k))] + ∥E(α̂(k)−α∥٢

= σ٢tr[(kΛ+ I)−١ΛZ ′T−ΣT−ZΛ(kΛ+ I)−١]

+ ∥(kΛ+ I)−١E(α̂−α)∥

= σ٢tr[(kΛ+ I)−١ΛZ ′T−ΣT−ZΛ(kΛ+ I)−١] + ∥(kΛ+ I)−١α−α∥

η١ ≥ آن در که ،η = Diag(η١, η٢, ..., ηp) = Z ′T−ΣT−Z = Q′X ′T−ΣT−XQ کنید فرض حال

هستند. X ′T−ΣT−X ماتریس ترتیبی ویژه مقادیر η٢ ≥ ... ≥ ηp

طرفی از

∥(kΛ+ I)−١α−α∥٢ = (kΛ+ I)−٢α٢ +α٢ − ٢α٢(kΛ+ I)−١

= α٢(kΛ+ I)−١[(kΛ+ I)−١ + (kΛ+ I)− ٢I]

= α٢(kΛ+ I)−١[(kΛ+ I)−١ + (kΛ+ I)]

= α٢(kΛ+ I)−١[k٢Λ٢(kΛ+ I)−١]

= k٢Λ٢α٢(kΛ+ I)−٢
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از عبارتست ویژه مقادیر حسب بر ریج برآوردگر خطاي دوم توان میانگین بنابراین

MSE(β̂R(k)) = σ٢
p−q∑
i=١

λ٢i ηi
(kλi + ٢(١ + k٢

p−q∑
i=١

λ٢i α
٢
i

(kλi + ٢(١

می�گیریم مشتق k به نسبت ریج برآوردگر خطاي دوم توان میانگین از نهایت در

dMSE(β̂R(k))

dk
= σ٢

p−q∑
i=١

−٢λ٣i ηi
(kλi + ٣(١ + ٢k

p−q∑
i=١

λiα
٢
i

(kλi + ٣(١

= ٢
p−q∑
i=١

λ٢i (kα
٢
i − σ٢λiηi)

(kλi + ٣(١

MSE(β̂R(k)) اگر . dMSE(
ˆβR(k))

dk ≤ ٠ آنگاه باشد، (15.3) شرط با مطابق ریج پارامتر حدود اگر استکه واضح

است. k از نزولی یکنواي تابعی (15.3) شرط تحت MSE(β̂R(k)) باشد، پیوسته

. MSE(β̂R(k)) < MSE(β̂R(٠)) بنابراین

باشیم داشته که کنیم انتخاب طوري را U و k اگر .2.2.3 قضیه�

kW + ٢I − kWSUSW −WSUS − SUSW − k

σ٢
ββ′ ≥ ٠

نااریب برآوردگر خطاي دوم توان میانگین ماتریس از کمتر مقید ریج برآوردگر خطاي دوم توان ماتریس آنگاه
.MSEM(β̂R)−MSEM(β̂R(k)) ≥ ٠ عبارتی به است. مقید

،MSEM(β̂ = E(β̂ − β)(β̂ − β)′ یعنی خطا، دوم توان میانگین ماتریس تعریف به توجه با برهان:

داریم

MSEM(β̂R) = Cov(β̂R) = σ٢WX ′T−ΣT−XW ′ (16.3)
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گرفت نتیجه می�توان Σ = T −XUX ′ جایگذاري با حال

MSEM(β̂R) = σ٢WX ′T−(T −XUX ′)T−XW ′

= σ٢WX ′T−XW ′ − σ٢WX ′T−XUX ′T−XW ′

= σ٢WSW ′ − σ٢WSUSW ′

= σ٢W − σ٢WSUSW ′

می�آوریم بدست مشابه بطور و

MSEM(β̂R(k)) = Cov(β̂R(k)) + (E(β̂R(k)− β)(E(β̂R(k)− β)′

= σ٢(kW + I)−١WX ′T−ΣT−XW ′(kW + I)−١

+ [(kW + I)−١β − β][(kW + I)−١β − β]′

= σ٢(kW + I)−١W (kW + I)−١

− σ٢(kW + I)−١WSUSW (kW + I)−١

+ k٢(kW + I)−١Wββ′W (kW + I)−١

طرفی از

[(kW + I)−١β − β][(kW + I)−١β − β]′

= (kW + I)−١β′β(kW + I)−١ − ββ′(kW + I)−١

− (kW + I)−١ββ′ + ββ′

= (kW + I)−١[ββ′ − kWββ′ − ββ′ − ββ′kW − ββ′ + kWββ′kW
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بنویسیم زیر صورت به را MSEM(β̂R(k)) می�توانیم نهایت در

MSEM(β̂R(k)) = σ٢(kW + I)−١W (kW + I)−١

− σ٢(kW + I)−١WSUSW (kW + I)−١

+ k٢(kW + I)−١Wββ′W (kW + I)−١

داریم خطا، دوم توان میانگین ماتریس در تفاضل محاسبع با

MSEM(β̂R)−MSEM(β̂R(k))

= σ٢W − σ٢WSUSW − σ٢(kW + I)−١W (kW + I)−١

+ σ٢(kW + I)−١WSUSW (kW + I)−١ − k٢(kW + I)−١Wββ′W (kW + I)−١

= σ٢(kW + I)−١[(kW + I)W (kW + I)−WSUSW

− (kW + I)WSUSW (kW + I)− k٢

σ٢
Wββ′W ](kW + I)−١
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می�شود نتیجه بنابراین

MSEM(β̂R)−MSEM(β̂R(k)) ≥ ٠

⇔ (kW + I)W (kW + I)−W +WSUSW

− (kW + I)WSUSW (kW + I)− k٢

σ٢
Wββ′W ≥ ٠

⇔ k٢W ٣ + ٢kW ٢ +W −W +WSUSW − k٢W ٢SUSW ٢ − kW ٢SUSW

− kWSUSW ٢ −WSUSW − k٢

σ٢
Wββ′W٠

⇔ kW ٣ + ٢W ٢ − kW ٢SUSW ٢ −W ٢SUUW −WSUSW ٢ − k

σ٢
Wββ′W ≥ ٠

⇔ kW + ٢I − kWSUSW −WSUS − SUSW − k

σ٢
ββ′ ≥ ٠

شبیه�سازي 3.3

گذشت. دوم فصل در آن شرح که کارلو مونت- شبیه�سازي از استفاده با شده، ارائه نتایج صحت بررسی براي حال

این نتایج می�کنیم. مقایسه مختلف kهاي ازاي به را (RRE) مقید” ریج ”برآوردگر و (RE) مقید” ”برآوردگر

می�کنیم تولید زیر روش به را داده�ها دوم، فصل همانند است. آمده بدست R نرم�افزار کمک با نیز قسمت

xij = (١− γ١/٢(٢zij + γzip , i = ١,٢, ..., n j = ١,٢, ..., p

است. توضیحی متغیر دو هر بین همبستگی γ٢ و استاندارد نرمال توزیع از مستقل تصادفی اعداد zij آن در که

می�کنیم فرض قسمت این در هستند. همبسته X ′Y و X ′X طوري�که به شده�اند، استاندارد متغیرها این
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می�شود تعیین وابسته متغیر براي مشاهده n زیر بطه را از استفاده با حال . γ = ٠/٧٠

yi = β٠ + β١xi١ + β٢x+ i٢+ ...+ βpxip + Ei , i = ١,٢, ..., n

است. σ٢ واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع از مستقل تصادفی اعداد Ei و β٠ = ٠ که

شده�اند. گرفته نظر در p = ۴ و n = ١۵ اینجا در

شدند حاصل زیر نتایج محاسبات، انجام از پس

β̂R =

[
−٩/٢۶۵١
−١/۶۴۶٠

]
⇒ ∥β̂R∥٢ = ٨٨/۵۵٢٣

می�باشد. زیر صورت به RRE برآوردگر کوواریانس ماتریس اثر نمودار همچنین

k  1  11 21 R 0Ȁ7141ࢼ41 31

0Ȁ3806
൨  0Ȁ0551

0Ȁ0561
൨ 0Ȁ0284

0Ȁ0306
൨ 0Ȁ0191

0Ȁ0210
൨ 0Ȁ0144

0Ȁ0160
൨ȁȁࢼR ˻  0/6548  0/0061 0/0017 0/00081 0/00046

k  51  61 71 Rࢼ91 81  0Ȁ0116

0Ȁ0129
൨  0Ȁ0097

0Ȁ1090
൨ 0Ȁ0083

0Ȁ0093
൨ 0Ȁ0072

0Ȁ0082
൨ 0Ȁ0064

0Ȁ0073
൨ȁȁࢼR ˻  0/00030  0/00021 0/00015 0/00012 9/6171
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ریج پارامتر مقابل در کواریانس ماتریس اثر نمودار :1.3 شکل

نتیجه�گیري 4.3

وجود فرض با و بیان خطی تساوي محدودیت با منفرد ریج خطی مدل در پارامتر برآورد مسئله فصل، این در

شده، ارائه قضایاي به توجه با شد. ارائه محدودشده ریج برآوردگر طرح، ماتریس ستون�هاي بین همخطی

بررسی برآوردگر ویژگی�هاي شبیه�سازي، نتایج به توجه با دارد. برتري RE بر RRE که گرفت نتیجه می�توان

اقلیدسی نرم از کمتر شرطی، ریج پارامتر مختلف مقادیر ازاي به RRE اقلیدسی نرم اندازه که دیدیم و شدند

پارامتر افزایش با یعنی می�دهد، نشان خوبی به را (5.3) ویژگی درستی (1.3) شکل همچنین و می�باشد RE

می�یابد. کاهش خطا بردار کوواریانس ماتریس اثر ریج،



4 فصل

تصادفی محدودیت با مدل در منفرد ریج برآوردگر
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مقدمه

شوند. خطا دستخوش نیز تجربی پیشین اطلاعات رگرسیونی، مدل بر علاوه است ممکن آماري، تحقیقات در

شودو گرفته نظر در تصادفی خطاي جمله یک نیز مدل روي شده اعمال محدودیت براي که می�آید لازم بنابراین

و برنامه�ریزي صنعتی، ساختارهاي اقتصادي، روابط در Rβ = r مانند دقیقی پیشین اطلاعات ما کلی بطور

اطلاعات براي کنیم. اعمال خطی محدودیت�هاي ئر را نامعلوم تصادفی رویدادهاي می�توانیم بنابراین نداریم، ...

جاج به شود رجوع آن، کاربردهاي و می�کنیم کار تصادفی محدودیت�هاي با ما چرا اینکه خصوص در بیشتر

.(1963) 2 تیل و (1987) 1 وباك

خطاي شامل محدودیت که فرض این با را محدودشده رگرسیونی مدل پارامترهاي فصل، این اول بخش در

محاسبه را برآوردگر خطاي و کرده بررسی را آن ویژگی�هاي دوم، بخش در می�کنیم. برآورد است، تصادفی

کمترین برآوردگر خطاي با را برآوردگر این خطاي کارلو، مونت- شبیه�سازي کمک به سوم، بخش در می�کنیم.

می�دهیم. ارائه را نتیجهگیري چهارم، بخش در و می�کنیم مقایسه دوم توان�هاي

برآوردگر معرفی 1.4

بگیرید نظر در را زیر خطی مدل

{
Y = Xβ +E

E(E) = ٠ , Cov(E) = σ٢I
(1.4)

سطري، رتبه پر معلوم ثابت غیرتصادفی طرح ماتریس Xn×p پاسخ�ها، از بعدي n تصادفی بردار Y آن در که

،(1.4) مدل بر علاوه است. یعدي n تصادفی خطاي بردار E و بعدي p رگرسیونی ضرایب از مجهول برداري β
1Jock and Bock
2Theil
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دارند. وجود نیز زیر تصادفی محدودیت شکل به پیشین اطلاعات کنید فرض

r = Rβ + υ (2.4)

و معین مقادیر از بعدي q برداري r سطري، پررتبه غیرتصادفی ثابت�هاي از q× p معلوم ماتریس R آن در که

است. تصادفی خطاي جمله υ

مجهول σ٢ و معلوم مقادیر از بعدي q بردار µ که υ ∼ Nq(µ, σ
٢I) و E ∼ Nn(٠, σ٢I) کنید فرض

بدست براي که دادند پیشنهاد (1961) 1 گولدبرگر و تیل باشند. مستقل υ و E کنید فرض علاوه به است.

شوند. ترکیب زیر صورت به خطی مدل و تصادفی پیشین اطلاعات خطی، رابطه�اي آوردن

[
Y

r

]
=

[
X

R

]
β +

[
E

υ

]
(3.4)

از عبارتست نظر مورد محدودیت حالت، این در

H٠ :
[
−R Iq

]
×

[
β

Rβ + µ

]
= µ = ٠ (4.4)

می�کنیم بازنویسی زیر صورت به را (3.4) مدل

Y ∗ = ZΦ+Υ (5.4)

آن در که

Y ∗ =

[
Y

r

]
,Z =

[
X ٠n×q

٠q×p Iq

]
,Φ =

[
β

Rβ + µ

]

1Goldberger
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رتبه با بعدي (n + q) × (p + q) معلوم طرح ماتریس Z مشاهدات، از بعدي (n + q) × ١ برداري Y ∗ که

است. (n+ q)×١ تصادفی خطاي بردار Υ بررسی، مورد پارامترهاي از بعدي (p+ q)×١ برداري Φ ،p+ q

می�آید. بدست زیر صورت به جدید مدل روي محدودیت بنابراین

H٠ : HΦ = µ = ٠ (6.4)

است. q رتبه با بعدي q × (p+ q) محدودیت ماتریس H آن در که

قرار بنابراین است، منفرد خطا بردار کوواریانس واریانس- ماتریس که می�گیریم نظر در را حالتی حال،

می�کنیم تعریق اکنون .U ≥ ٠ و Σ = Cov(Υ) آن در که T = Σ+ZUZ ′ می�دهیم

F (Φ,λ) = (Y ∗ −ZΦ)′T−(Y ∗ −ZΦ) + ٢λ′HΦ

داریم آن دادن قرار صفر با نساوي و Φ به نسبت F (Φ,λ) از مشتقگیري با

∂F

∂Φ
= −٢Z ′T−Y ∗ + ٢Z ′T−ZΦ+ ٢H ′λ

⇒ Z ′T−ZΦ = Z ′T−Y ∗ −H ′λ

از عبارتست محدودشده برآوردگر بنابراین

Φ̂H = (Z ′T−Z)−١(Z ′T−Y ∗ −H ′λ)

= (Z ′T−Z)−١Z ′T−Y ∗ − (Z ′T−Z)−١H ′λ

= Φ̂LS − (Z ′T−Z)−١H ′λ (7.4)
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است. رگرسیونی پارامترهاي محدودنشده برآوردگر Φ̂LS = (Z ′T−Z)−١Z ′T−Y ∗ آن در که

آنجایی�که از

HΦ̂H = HΦ̂LS −H(Z ′T−Z)−١H ′λ = ٠

⇒ HΦ̂LS = H(Z ′T−Z)−١H ′λ

⇒ λ = [H(Z ′T−Z)−١H ′]−١HΦ̂LS (8.4)

می�آوریم بدست (7.4) معادله در (8.4) معادله جایگذاري با

Φ̂H = Φ̂LS − (Z ′T−Z)−١H ′[H(Z ′T−Z)−١H]HΦ̂LS (9.4)

به می�توان را Φ̂H بنابراین ،W = S−١−S−١H ′(HS−١H ′)−١HS−١ و S = Z ′T−Z اینکه فرض با

نمود بازنویسی زیر صورت

Φ̂H = WZT−Y ∗ (10.4)

می�نامند. Φ خطی نااریب برآوردگر بهترین را Φ̂H

پیشنهاد زیر صورت به را شرطی ریج برآوردگر و می�کنیم اصلاح را (10.4) معادله همخطی، وجود صورت در

می�دهیم.

Φ̂H(k) = (kW + I)−١Φ̂H (11.4)
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برآوردگر ویژگی�هاي 2.4

معرفی را خطی تساوي محدودیت با منفرد خطی رگرسیون مدل کانونی شکل ،MSE محاسبات سادگی براي

می�کنیم.

{
Y ∗ = Z∗α+Υ

Lα = ٠
(12.4)

است ماتریسی Q می�شود.) نامیده شرطی کانونی پارامتر α) α = Q′Φ و L = HQ ،Z∗ = ZQ آن در که

ماتریس ترتیبی ویژه مقادیر λ١ ≥ λ٢ ≥ ... ≥ λp و Q′WQ = Diag(λ١, λ٢, ..., λp) به�طوري�که متعامد

هستند. W

که است واضح

α̂ = (Z∗′T−Z∗)−١ − (Z∗′T−Z∗)−١L′[L(Z∗′T−Z∗)−١L′]−١L(Z∗′T−Z∗)−١Z∗′T−Y ∗

که کنید توجه

α̂(k) = (kΛ+ I)−١α̂ (13.4)

آوریم بدست می�توانیم و

Φ̂H = Qα̂ , Φ̂H(k) = Qα̂(k) (14.4)

همچنین و

MSE(Φ̂H) = MSE(α̂) , MSE(Φ̂H(k)) = MSE(α̂(k)) (15.4)

.Rank(W ) = p و W = S−١ − S−١H ′(HS−١H ′)−١HS−١ .1.2.4 لم
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است. (1.3) لم برهان مشابه برهان:

است. Φ اریب و انقباضی برآوردگر Φ̂H(k) ∗ .1.2.4 ویژگی

داریم (12.4) معادله در Λ تعریف و (11.4) معادله از برهان:

∥Φ̂H(k)∥٢ = ∥(kW + I)−١Φ̂H∥٢ = ∥Q(kΛ+ I)−١Q′Φ̂H∥٢

= ∥(kΛ+ I)−١Q′Φ̂H∥٢ < ∥Q′Φ̂H∥٢ = ∥Φ̂H∥٢

است. Φ انقباضی برآوردگر Φ̂H(k) بنابراین

که می�بینیم .E(Φ̂H(k)) = E((kW + I)−١Φ̂H) = (kW + I)−١Φ ̸= Φ این�که به توجه با

است. Φ براي اریب برآوردگري Φ̂H(k)

Φ̂H(k) ∈ B = {Φ : HΦ = ٠} عبارتی به می�کند. صدق HΦ = ٠ شرط در Φ̂H(k) ∗ .2.2.4 ویژگی

بنابراین .HW = ٠ و (kW + I)−١W ̸= W (kW + I)−١ آنجایی�که از برهان:

HΦ̂H(k) = H(kW + I)−١Z ′T−Y ∗ = HW (kW + I)−١Z ′T−Y ∗ = ٠

.Φ̂H(k) ∈ B یعنی

برتري Φ̂H شرطی برآوردگر کوواریانس بر همواره Φ̂H(k) شرطی ریج برآوردگر کوواریانس .3.2.4 ویژگی
یعنی دارد.

Cov(Φ̂H(k)) ≤ Cov(Φ̂H)
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می�باشد. (4.3) ویژگی برهان مشابه برهان:

است. k از نزولی یکنواي تابعی همواره tr(Cov(Φ̂H(k))) .4.2.4 ویژگی

است. (5.3) ویژگی برهان مشابه برهان:

اگر ∗ .1.2.4 قضیه�

٠ < k <
σ٢λp−qηp−q

α٢١
(16.4)

هستند. X ′X ماتریس ترتیبی ویژه مقادیر λi و X ′T−ΣT−X ماتریس ترتیبی ویژه مقادیر ηi آن در که
.MSE(Φ̂H)−MS(Φ̂H(k)) > ٠ آنگاه

داریم MSE(Φ̂) = E∥Φ̂−Φ∥٢ = E(Φ̂−Φ)′(Φ̂−Φ) چون برهان:

MSE(Φ̂H(k)) = MSE(α̂(k)) = tr[Cov(α̂(k))] + ∥E(α̂(k)−α)∥٢

= σ٢tr[(kΛ+ I)−١ΛZ ′T−ΣT−ZΛ(kΛ+ I)−١]

+ ∥(kΛ+ I)−١E(α̂−α)∥٢

= σ٢tr[(kΛ+ I)−١ΛZ ′T−ΣT−ZΛ(kΛ+ I)−١] + ∥(kΛ+ I)−١α−α∥٢

η١ ≥ η٢ ≥ آن در که Φ = Diag(η١, η٢, ..., ηp) = Z ′T−ΣT−Z = Q′Z ′T−ΣT−ZQ کنید فرض

داریم صورت این در هستند. Z ′T−ΣT−Z ترتیبی ویژه مقادیر ... ≥ ηp

MSE(Φ̂H(k)) = σ٢
p∑

i=١

λ٢i ηi
(kλi + ٢(١ + k٢

p∑
i=١

λ٢i α
٢
i

(kλi + ٢(١ (17.4)
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می�شود نتیجه k به نسبت MSE(Φ̂H(k)) از مشتقگیري با

dMSE(Φ̂H(k))

dk
= σ٢

p∑
i=١

−٢λ٣i ηi
(kλi + ٣(١ + ٢k

p∑
i=١

λ٢i α
٢
i

(kλi + ٣(١

= ٢
p∑

i=١

λ٢i (kα
٢
i − σ٢λiηi)

(kλi + ٣(١ (18.4)

هنگامی�که .dMSE(
ˆΦH(k))

dk < ٠ آنگاه باشد، درست (16.4) شرط اگر که می�بینیم بالا رابطه به توجه با

است. k از نزولی یکنواي تابعی MSE(Φ̂H(k)) که بگیریم نتیجه می�توانیم باشد، پیوسته MSE(Φ̂H(k))

(MSE(Φ̂H)−MSE(Φ̂H(k)) > ٠)

که باشیم داشته طوري را U و k اگر .2.2.4 قضیه�

kW + ٢I − kWSUSW −WSUS − SUSW − k

σ٢
ΦΦ′ ≥ ٠

آنگاه

MSEM(Φ̂H)−MSEM(Φ̂H(k)) ≥ ٠

می�باشد. (2.3) قضیه برهان مشابه برهان:

شبیه�سازي 3.4

زیر صورت به را داه�ها ابتدا کارلو)، مونت- (شبیه�سازي دوم فصل در ارائه�شده شبیه�سازي تکنیک از استفاده با

کرده تولید

xij = (١− γ١/٢(٢zij + γzip , i = ١,٢, ..., n j = ١,٢, ..., p
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می�آوریم بدست زیر رابطه از مستقل متغیر براي را مشاهده n سپس و

yi = β٠ + β١xi١ + β٢xi٢ + ...+ βpxip +Ei , i = ١,٢, ..., n

می�کنیم تولید نیز را r بردار مقادیر مشابه طریق به

ri = β٠ + β١Ri١ + β٢Ri٢ + ...+ βpRip + υi , i = ١,٢, ..., q

به را Z ماتریس و Φ و Y ∗ بردارهاي تصادفی پیشین اطلاعات و رگرسیونی مدل دادن قرار هم روي با سپس

می�آوریم بدست زیر صورت به را زیر صورت

Y ∗ =

[
Y

r

]
,Z =

[
X ٠n×q

٠q×q Iq

]
,Φ =

[
β

Rβ + µ

]

است. آمده بدست زیر نتایج ،p = ۴ و n = ١۵ ازاي به مسئله حل و γ = ٠/٧٠ گرفتن نظر در با
سازي شبیه در رفته به�کار β و λ مقادیر :1.4 70/0 ࢽجدول  80/0  90/0  99/0  

       ݊ ൌ15                      ൌ4 

Ȝ1 
014035/9  9457821/19  9308498/0  9470801/0  

Ȝ2 176481/5  9967175/14  0207205/8  4540220/0  

Ȝ3 328735/2  7293127/2  4278222/2  1302294/0  

Ȝ4 270427/1  908518/0  3734014/0  1102018/0  

ȕ1 
88798974/0  44898110/0 - 06430586/0-  07586142/0  

ȕ2 48984247/0 -  09298074/0 - 25955856/0-  82706607/0  

ȕ3 80098485/0  18832687/0  01274277/0-  56814953/0-

ȕ4 99800773/0  01102444/0  04267305/0-  04514464/0 -
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γ = ٠٫ ٧٠ و p = ۴ ،n = ١۵ با شده برآورد MSE مقادیر :2.4 جدول

RLSE k= 0001/0  k= 0003/0  

7638/994  306856/5  e-05 01464581/0  

k= 001/0  k= 002/0  k= 01/0  

010622831/0  503495/0  00933/79  

 

نتیجه�گیري 4.4

توان�هاي کمترین برآوردگر به نسبت مدل این در شده داده پیشنهاد ریج برآوردگر شد، ملاحظه که همان�طور

قابل برتري نشان�دهنده نیز شبیه�سازي نتایج و است انقباضی و اریب برآوردگري و دارد کمتري کوواریانس دوم،

است. محدودشده دوم توان�هاي کمترین برآوردگر بر برآوردگر این توجه



5 فصل

SUR مدل در منفرد ریج برآوردگر
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مقدمه

بسزایی تاثیر شرکت، یک نقدینگی و سرمایه میزان بورس، بازار و تجاري اقتصادي، کلان معاملات در معمولا

تجاري شرکت�هاي راستا، این در دارد. شرکت آن سهام فروش�هاي و خرید و آینده�نگر اقتصادي تصمیمات در

معاملات و اقتصادي کلان) (فرصت�هاي فروش�هاي و خرید در سال، هر اول در نقدینگی�شان میزان به توجه با

نقدینگی میزان (برآورد) تخمین و پیش�بینی براي مدلی تعیین منظور، بدین می�کنند. تصمیم�گیري درازمدت

میزان یا سرمایه مدل تنها نه که است الزامی نکته، این به توجه دارد. زیادي اهمیت شرکت، یک آینده سال�هاي

از عوامل بعضی تاثیر وجود دلیل به رقابتی، کنونی شرایط در بلکه نیستند، مستقل یکدیگر از شرکت�ها نقدینگی

وجود شرکت�ها سرمایه مدل�هاي بین متقابل تعاملی سال، هر واریزنشده سهام و بورس سهام سود میزان قبیل

بوت دارد. تاثیر رقیب) (شرکت دیگر شرکت معاملات و مبادلات میزان بر شرکت یک سرمایه میزان یعنی دارد.

درست تخمین به نیاز سرمایه، یا نقدینگی میزان براي مدلی تعیین براي طرفی از ببینید. را (1960) 1 دویت و

مدل�بندي به�جاي شرایطی، چنین در لذا می�باشد. فوق موثر عوامل از کدام هر مدل) (پارامترهاي تاثیر ضرایب

پایه�اي فرض حالتی، چنین در می�گیریم. نظر در را متقابل خطاي با توام مدل�هاي شرکت، هر براي جداگانه

تاثیر نیز (رقیب) دیگر شرکت سهام سرمایه روي بر کند، تغییر شرکت یک سهام سرمایه مثلا اگر که است این

چندگانه رگرسیون قبیل از می�رفته�اند کار به سرمایه مدل براي تاکنون که که مدل�هایی منظور این براي دارد.

به رگرسیون مدل از لذا نمی�باشند. شرکت�ها بین روابط بستگی جوابگوي تنهایی به چندمتغیره رگرسیون یا

می�کنیم. استفاده نامرتبط ظاهر

تحلیل براي تکنیکی صورت به (1962) 2 زلنر توسط بار اولین ،(SUR) نامرتبط ظاهر به رگرسیون مدل

قرار مورداستفاده وابسته خطاي وعبارات پارامترها متقابل معادلات شامل چندگانه معادلات از مجموعه یک

با است ممکن سرمایه و تولید توابع رفتار مطالعه بخصوص اقتصادي و آماري مسائل تحلیل و تجزیه در گرفت.
1Boot and de Witt
2Zellner
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خطاي عبارات ولی باشند مستقل یکدیگر از طاهرا چندگانه رگرسیونی معادلات آن در که شویم مواجه شرایطی

توابع مقایسه و بررسی به علاقه�مند که حالاتی در SUR مدل باشند. مربوط یکدیگر یه معادلات طریق از آن�ها

و بررسی امکان SUR مدل گرفتن نظر در با دارد. بسطایی کاربرد هستیم، کارخانه و شرکت چند سرمایه

آن در که است خطی رگرسیون مدل از تعمیمی SUR مدل می�آید. بوجود شرایطی چنین در توام مدل�بندي

یکدیگر بر را شرکت�ها مدل تاثیر خطاها وابستگی این وابسته�اند. یکدیگر به رگرسیونی معادلات خطاي عبارات

می�کند. توجیه به�خوبی

از عبارتست SUR مدل کلی صورت

yit = β١١x١t,١ + β١٢x١t,٢ + ...+ β١kx١t,k١ + E١t

... t = ١,٢, ..., q (1.5)

ynt = βp١xpt,١ + βp٢xp٢,٢ + ...+ βpkxpk,kp + Ent

داد نشان نیز زیر صورت به می�توان را (1.5) مدل

Y i = Xiβi +Ei ∀i = ١,٢, ..., p (2.5)

ki نمونه مقادیر از بعدي q × ki طرح ماتریس یک Xi وابسته، مقادیر از بعدي q × ١ برداري Y i آن در که

می�شود. فرض SUR مدل در می�باشند. رگرسیونی ضرایب از بعدي ki × ١ برداري βi و مستقل متغیر

E(Ei) = ٠ , E(EiE
′
i) = σiiIq (3.5)
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داد. نشان نیز زیر ماتریسی صورت به می�توان را (2.5) مدل
Y i

Y ٢...
Y p

 =


X١ ٠ . . . ٠
٠ X٢ . . . ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ . . . Xp




β١
β٢...
βp

+


E١
E٢...
Ep

 (4.5)

داریم n = pq و k =
∑p

١=١ ki ازاي به کلی�تر طور به

Y = Xβ +E (5.5)

از برداري βk×١ قطري، بلوکی- غیرتصادفی ماتریس یک Xn×k پاسخ، مثادیر از برداري Y n×١ آن در که

داریم (2.5) از استفاده با صورت این در است. تصادفی خطاهاي از برداري En×١ و مجهول پارامترهاي

E[EE′] =


σ١١Iq σ١٢Iq . . . σ١pIq

σ٢١Iq σ٢٢Iq . . . σ٢pIq

... ... . . . ...
σp١Iq σp٢Iq . . . σppIq

 = Σ
⊗

Iq (6.5)

(در SUR مدل پیچیده صورت به توجه با ببینید). را B (پیوست است. کرونکر ضرب عملگر ⊗ آن در که

این ولی آورد بدست نیرومند نتایجی می�توان است، معلوم Σ ماتریس که حالاتی در آن)، بودن کاربردي عین

واقعی، مشاهدات از استفاده و بودن کاربردي منظور به لذا نمی�دهد، پوشش را واقعی و کاربردي مسائل حالت

مطلب این دلیل و توجیه مشاهده براي داد. قرار تحلیل و تجزیه مورد را SUR مدل مجانبی رفتار می�توان تنها

در بیشتر آگاهی براي همچنین کرد. مراجعه (1976 (1974و 1 روانکار و (1963 و 1962) زلنر به می�توان

این بر علاوه کرد. مراجعه (1987) 2 جایلز و سریواستاوا به می�توان SUR ساده مدل�هاي خواص بررسی زمینه

توان�هاي کمترین برآوردگرهاي مورد در بحث به محدود، قسمت�هایی در (2004) 3 کوراتا و کاریا اخیر، منبع
1Revankar
2Srivastava and Giles
3Kariya and Kurata
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است. پرداخته (3.5) SUR کلی مدل در تعمیم�یافته دوم

بر و است چندمتغیره نرمال توزیع داراي (3.5) مدل تصادفی خطاي بردار که می�کنیم فرض فصل، این در

تعمیم�یافته دوم توان�هاي کمترین برآوردگر و تعمیم�یافته دوم توان�هاي کمترین برآوردگر اول، بخش در اسا این

براي را ریج برآوردگر آخر در و کرده بررسی منفرد خطی مدل تحت را آن سپس آورده، بدست را محدودشده

می�کنیم. بیان خلاصه بطور را بررسی مورد برآوردگر ویژگی�هاي دوم بخش در و می�دهیم ارائه SUR مدل

برآوردگر معرفی 1.5

برآوردگرهاي مطالعه ،(3.5) در SUR مدل پیچیده صورت دلیل به شده، اشاره آن به مقدمه در که همانطور

از استفاده با مجانبی، برآوردگرهاي آوردن بدست حال عین در نیست. ممکن دقیق، صورت به β پارامتر بردار

برآوردگرهاي و است ماتریسΣمعلوم می�کنیم فرض ابتدا منظور، بدین می�باشد. امکانپذیر دقیق برآوردگرهاي

بدست نتایج از استفاده با می�کنیم. بررسی را برآوردگرها خواص مجانبی حالت در سپس و می�یابیم را موردنظر

برابر (3.5) SUR مدل رگرسیونی ضرایب بردار دوم توان�هاي کمترین برآوردگر ،(2004) کوراتا و کاریا در آمده

با است

β̂LS = (X ′Φ−١X)−١X ′Φ−١Y , Φ = Σ
⊗

Iq (7.5)

معلوم فرض با β دوم توان�هاي کمترین برآوردگر (2.5) از استفاده با ،Φ−١ = Σ−١⊗ Iq اینکه به توجه با

است زیر صورت به Σ بودن

β̂LS =


σ١١X

′
١X١ σ١٢X

′
١X٢ . . . σ١pX

′
١X٢

σ٢١X
′
٢X١ σ٢٢X

′
٢X٢ . . . σ٢pX

′
٢Xp

... ... . . . ...
σp١X

′
pX١ σp٢X

′
pX٢ . . . σppX

′
pXp

×


∑p

i=١ σ١iX
′
١Y i

...

...∑p
i=١ σpiX

′
pY i

 (8.5)

در که داریم Rβ = r خطی قید مجموعه یک صورت به β پارامتر بردار مورد در بیشتر اطلاعی کنید فرض

s = (p− ١)k تعداد به بنابراین است. مولفه k با برداري r و شده تعیین پیش از معلوم ماتریسی Rk×k آن
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ضرایب صورت به معمولا خطی قید گونه این است. شده اعمال β ∈ Rk پارامتر فضاي بر که داریم محدودیت

می�روند. بکار واریانس آنالیز- جداول در فرضیه آزمون�هاي و آزمایش�ها طرح به مربوط مسائل در مقابله

برآوردگر که کرد توجه باید بیابیم، را H٠ : Rβ = r فرضیه براي آزمون آماره بخواهیم اینکه از قبل

با است برابر Rβ = r قید تحت β پارامتر بردار محدودشده دوم توان�هاي کمترین

β̂R = β̂LS − (X ′Φ−١X)−١R′[R(X ′Φ−١X)−١R′]−١R(β̂LS − r) (9.5)

با است برابرا Σ برآوردگر حالت، این در است. مجهول Σ که بگیرید نظر در را شرایطی حال

Σ̂ =
(Y −Xb̂)′(Y −Xb̂)

q − k
(10.5)

آن در که

b̂ = (X ′X)−١X ′Y (11.5)

(GLSE) تعمیم�یافته دوم توان�هاي کمترین برآوردگر (9.5) در (11.5) جایگذاري با داد، نشان (1962) زلنر

با است برابر β پارامتر

ˆ̂
β = (X ′Φ̂

−١
X)−١X ′Φ̂

−١
Y +O(q−١)

=


s١١X

′
١X١ s١٢X

′
١X٢ . . . s١pX

′
١Xp

s٢١X
′
٢X١ s٢٢X

′
٢X٢ . . . s٢pX

′
٢Xp

... ... . . . ...
sp١X

′
pX١ s٢pX

′
pX٢ . . . sppX

′
pXp


−١ 

∑p
i=١ s١iX

′
١Y i

...

...∑p
i=١ spiX

′
pY i

 (12.5)

برآوردشده مقادیر sii و است احتمال در q−١ رتبه در مقداري نشان�دهنده O(q−١) و Φ̂ = Σ̂
⊗

Iq آن در که

عبارتی به می�باشند. نرمال و یکسان دو هر q١/٢(ˆ̂β − β) و q١/٢(β̂ − β) مجانبی توزیع یعنی هستند. σii

q١/٢(ˆ̂β − β) ∼ ANk[٠, (X ′Φ̂
−١

X)−١] (13.5)
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زیر صورت به را تعمیم�یافته دوم توان�هاي کمترین برآوردگر می�توانیم ،S = X ′Φ−١X دهیم قرار اگر حال

بنویسیم

ˆ̂
β = S−١X ′Φ̂

−١
Y +O(q−١) (14.5)

(RGLSE) محدودشده تعمیم�یافته دوم توان�هاي کمترین برآوردگر (10.5) در (11.5) جایگذاري با همچنین

از عبارتست r = فرض٠ با β

ˆ̂
βR =

ˆ̂
βLS − S−١R′(RS−١R′)−١Rˆ̂

β +O(q−١) (15.5)

مشابه بطور و

q١/٢(ˆ̂βR − β) ∼ ANk[−δ,W ] (16.5)

واضح .W = S−١ − S−١R′(RS−١R′)−١RS−١ و δ = S−١R′(RS−١R′)−١Rβ − r آن در که

می�توان که می�باشد صفر RGLSE مجانبی اریبی لذا و δ = ٠ داریم ،H٠ : Rβ = ٠ فرضیه تحت که است

است. نااریب β براي مجانبی بطور ˆ̂βR برآوردگر گرفت نتیجه

T = Φ − XUX ′ عبارت از خطا، دوم توان�هاي میانگین کردن وزن�دار براي می�توان نیز مدل این در

آورد بدست زیر بصورت را منفرد برآوردگر و کرد استفاده

β∗
R = β∗

LS − S−١R′(RS−١R′)−١Rβ∗
LS +O(q−١) (17.5)

. β∗
LS = C−١X ′T̂

−
Y +O(q−١) و C = X ′T−X آن در که

ریج برآوردگر صورت این در باشد، داشته وجود همخطی طرح، ماتریس ستون�هاي بین کنید فرض حال
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می�دهیم ارائه زیر صورت به را محدودشده

ˆ̂
βR(k) = (kW + I)−١β∗

R +O(q−١) (18.5)

سرمایه مدل در بهینگی نظر از برآوردگر، انتخاب بهترین بررسی بخش، این اصلی اهداف از یکی اینکه به توجه با

فضاي روي بر شده اعمال خطی قید مجموعه در r بردار و R ماتریس می�کنیم فرض بعد به این از لذا است،

باشند زیر صورت به پارامتر

R =



Ik١ −Ik٢ ٠ . . . ٠ ٠ ٠
٠ Ik٢ −Ik٣ . . . ٠ ٠ ٠
... ... ... . . . ... ... ...
٠ ٠ ٠ . . . Ikp−٢ −Ikp−١ ٠
٠ ٠ ٠ . . . ٠ Ikp−١ −Ikp


, r =



٠
٠
...
...
٠


مورد رگرسیونی مطالعات اکثر در که داد نشان زیر صفر فرضیه ساده�تر صورت به می�توان را (13.5) در عبارات

می�گیرد. قرار استفاده

H٠ : β١ = β٢ = ... = βp (19.5)

عبارتی به یا هستند همسان جزئی رگرسیونی ضرایب یا جزئی واحدهاي که می�کند بیان (14.5) در صفر فرضیه

مدل�هاي در تجمعی اریبی و فرضیه این اهمیت مورد در بیشتر آگاهی براي ندارد. وجود مدل در تجمعی اریبی

ببینید. را (1962) زلنر و 1 تیل ساده، تجمعی خطی

برآوردگر ویژگی�هاي 2.5

ذکر از است، (2) فصل در ارائه�شده برآوردگر مشابه برآوردگر ویژگی�هاي اثبات اینکه دلیل به بخش، این در

است. شده صرف�نظر اثبات�ها

است. β براي انقباضی و اریب برآوردگري β̂R(k) 1.5 ویژگی
1Theil
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است. β̂R کوواریانس از کمتر β̂R(k) کوواریانس 2.5 ویژگی

Cov(β̂R(k)) ≤ Cov(β̂R)

نتیجه�گیري 3.5

می�باشد. برآوردگر این کارایی نشان�دهنده منفرد، SUR مدل در ریج برآوردگر براي ارائه�شده ویژگی�هاي



الف پیوست

آینده تحقیقات براي پیشنهادات و خلاصه
خلاصه الف.1

عواملی از یکی است. اخیر دهه آماردانان از بسیاري کاري زمینه رگرسیونی، معادلات برآوردگرهاي دادن بهبود

همانطور است. ماتریسطرح در همخطی وجود می�شود، بهبودیافته برآوردگرهاي یافتن براي تلاش به منجر که

آماردانان سوي از اخیر سال�هاي در که بهبودیافته برآوردگرهاي این از یکی گذشت، آن شرح پایان�نامه این در که

براوردگر هستیم، مواجه همخطی مسئله با وقتی�که می�باشد. ریج برآوردگر است، گرفته قرار زیادي توجه مورد

خطاي از آن خطاي دادیم، نشان که همانطور و است برآوردگر بهترین اریب، برآوردگرهاي کلاس در ریج

استفاده که است خوبی و مفید ویژگی�هاي داراي همچنین و است کمتر خطا دوم توان�هاي کمترین برآوردگر

می�کنند. توجیه را برآوردگر این از

همخطی مسئله گرفتن نظر در با چندمتغیره رگرسیونی معادلات ضرایب است، شده سعی مجموعه این در

کنیم. برآورد می�خورد، چشم به مشکل این آن�ها در که داده�هایی از استقاده و

خطا، کوواریانس واریانس- ماتریس وقتی�که خطی چندمتغیره رگرسیونی مدل براي را برآوردگري ابتدا

به و یافتیم است، شده اعمال پارامترها فضاي روي محدودیتی صورت به تجربی پیشین اطلاعات و است σ٢I

آن برتري عددي مثال و شبیه�سازي کمک به و محاسبه را آن خطاي برآوردگر، این کارایی دادن نشان منظور

دادیم. نشان محدودشده، خطاي دوم توان�هاي کمترین برآوردگر بر را
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نبوده ثابت خطا، بردار کوواریانس واریانس- ماتریس که کلیتري حالت در را رگرسیونی معادله همان سپس

برآورد را رگرسیونی مدل ضرایب است، منفرد Σ ماتریس که حالتی در و کردیم بررسی باشد، σ٢Σ با برابر و

محدوشده دوم توان�هاي کمترین برآوردگر بر محدودشده ریج برآوردگر نیز، منفرد خطی مدل این در کردیم.

دارد. برتري

خطا دستخوش می�توانند نیز اطلاعات این و ندارند دقیق پیشین اطلاعات معمولا محققان آنجایی�که از

گرفته، نظر در محدوشده رگرسیونی مدل براي را کلی�تر حالی که است شده برآن سعی پایان�نامه این در شوند،

خطاي جمله داراي پارامتر فضاي روي شده اعمال محدودیت که حالتی در را رگرسیونی مدل ضرایب عبارتی به

برآوردگر کارایی شبیه�سازي کمک به آن بر علاوه و شد بررسی آن ویژگی�هاي و برآوردگر می�باشد، تصادفی

شد. تایید

مدل و...، تجاري شرکت�هاي و اقتصاد در رگرسیونی معادلات از مفیدتر و بیشتر استفاده منظور به آخر در و

دادیم. تعمیم نامرتبط ظاهر به مدل روي را رگرسیونی

تحقیق) زمینه�هاي (ارائه آینده پژوهش�هاي براي پیشنهادات الف.2

زیر موارد روي بر آینده در می�توان شده، مطرح موضوعات و مجموعه این در آمده بدست نتایج به توجه با

است. پایان�نامه این نویسنده بررسی و مطالعه دست در آن�ها از بعضی که کرد تحقیق

با خطا این مقایسه و ماتریس�ها ویژه مقادیر حسب بر سوم فصل در ارائه�شده برآوردگر خطاي آوردن بدست •

براوردگر. این کارایی بررسی منظور به محدودشده، خطاي دوم توان�هاي کمترین برآوردگر خطاي

همچنین و مدل خطاي وقتی�که می�توان تصادفی)، محدودیت با (مدل چهارم فصل در ارائه�شده مدل در •

را رگرسیونی مدل ضرایب دارند، بیضی�گون توزیع کلی�تر حالت در یا چندمتغیره t توزیع محدودیت، خطاي

کرد. بررسی را برآوردگر ویژگی�هاي و کرد برآورد

مونت- شبیه�سازي ،(SUR مدل (برآوردگر پنجم فصل در ارائه�شده برآوردگر کارایی دادن نشان منظور به •
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دهیم. انجام را کارلو

مدل ایم در رگرسیونی مدل ضرایب براي برآوردگر ارائه و SUR،مدل و تصادفی محدویت با مدل تلفیق •

جدید.

بدست نتایج با آن نتایج مقایسه و برآوردگرها مقایسه براي خطا دوم توان معیار جاي به معیارآکایی از استفاده •

مجموعه. این در آمده



پیوستب

ماتریس�ها جبر
است. متعامد بردار دو شامل ستون�ها از جفت هر که مربعی ماتریس�هاي متعامد: ماتریس ب.1.0. تعریف

��A′ = A−١. آنگاه باشد، متعامد ماتریسی A اگر ب.1.0. قضیه�

.A′A = I اگر فقط و اگر است متعامد A ماتریس ب.2.0. قضیه�

.AA−١ = I اگر تنها و اگر می�نامیم A ماتریس وارون را A−١ ماتریس وارون: ماتریس ب.2.0. تعریف

(A−١)−١ = A. یعنی است. A ماتریس خود برابر ،A ماتریس وارون وارون ب.3.0. قضیه�

ب.4.0. قضیه�

(A′)−١ = (A−١)′ (ب.1)

ب.5.0. قضیه�

(AB)−١ = B−١A−١ (ب.2)

ب.6.0. قضیه�

|A−١| = ١
|A|

(ب.3)

است. متقارن متقارن، ماتریس یک وارون ب.7.0. قضیه�

است. A اصلی قطر درایه�هاي مجموع ،A اثر آنگاه باشد، مربعی ماتریسی A اگر ماتریس: اثر ب.3.0. تعریف
می�دهیم. نشان tr(A) نماد با را A ماتریس اثر
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tr(ABC) = و tr(AB) = tr(BA) آنگاه باشند، مربعی ماتریس�هاي C و B ،A اگر ب.8.0. قضیه�
باشد. شده تعریف آن�ها بین ضرب صورتی�که در . tr(BCA) = tr(CAB)

قطر روي درایه�هاي جز به آن، درایه�هاي همه که است متقارنی مربع ماتریس قطري: ماتریس ب.4.0. تعریف
داریم: باشد، pبعدي قطري ماتریس A اگر عبارتی به است. صفر برابر اصلی،

a١١ ٠
. . .

٠ app


ماتریس این آنگاه باشند، برابر هم با قطري ماتریس اصلی قطر درایه�هاي اگر اسکالر: ماتریس ب.5.0. تعریف

می�نامند. اسکالر را

ماتریس باشند، یک با برابر آن اصلی قطر روي درایه�هاي که اسکالري ماتریس واحد: ماتریس ب.6.0. تعریف
نامیده�می�شود. (یکه) واحد

ویژه مقادیر تمام اگر می�گویند معین مثبت را A ماتریس مثبت: نیمه�معین و معین ماتریس ب.7.0. تعریف
است. مثبت نیمه�معین A ماتریس می�شود گفته باشند، نامنفی A ویژه مقادیر اگر و باشد مثبت A

بطوریکه باشد داشته وجود P نامنفرد ماتریس اگر فقط و اگر است مثبت ماتریسAنیمه�معین ب.9.0. قضیه�
.A = P ′P

ببینید. را 2001 1 رنچر برهان:
که است عددي مقدار یک ،p× p بعد با A مربعی ماتریس دترمینان ماتریس: یک دترمینان ب.8.0. تعریف

می�باشد. A ماتریس درایه p حاصلضرب جمله هر که است جمله تعدادي مجموع شامل

|AB| = |BA| = |A| × |B| داریم آنگاه باشند، مربعی ماتریس دو B و A اگر ب.10.0. قضیه�
.|kA| = kp|A| آنگاه باشد، p× p ماتریسی A اگر ب.11.0. قضیه�

ماتریسی می�نامیم. (تکین) منفرد ماتریس را A ماتریس آنگاه ،|A| = ٠ اگر منفرد: ماتریس ب.9.0. تعریف
می�شود. نامیده (ناتکین) نامنفرد ماتریس باشد، غیرصفر آن دترمینان که

باشد زیر بصورت و نامنفرد قطري ماتریس یک A کنید فرض ب.12.0. قضیه�

A = Diag(a١, a٢, ..., ap) (ب.4)

. B = Diag( ١a١ ,
١
a٢
, ..., ١ap ) با است B قطري ماتریس آن، وارون صورت این در

1Rencher



86 ماتریس�ها جبر ب. پیوست

است. وارنپذیر منفرد، ماتریس ب.13.0. قضیه�

رابطه اگر فقط و اگر هستند خطی وابسته x١, x٢, ..., xp بردارهاي می�گوییم خطی: وابسته ب.10.0. تعریف
باشد. داشته وجود آن�ها بین زیر صورت به خطی

c١x١ + c٢x٢ + ...+ cpxp = ٠

خطی وابسته بردار، مجموعه یک صورتی�که در نیستند. صفر c١, c٢, ..., cp عددي ضرایب همه آن در که
هستند. خطی مستقل نباشند،

بزرگترین بعد می�شود، Rank(A)نوشته یا r(A)صورت به ماتریسAکه رتبه ماتریس: رتبه تعریفب.11.0.
ماتریس، یک خطی مستقل سطرهاي یا ستون�ها تعداد همچنین است. A نامنفرد و مربعی ماتریس زیر

است. ماتریس آن رتبه نشان�دهنده

است. p برابر آن رتبه آنگاه باشد، نامنفرد و p× p ماتریسی A اگر ب.14.0. قضیه�

باشد. بیشتر n و m مینیمم از نمی�تواند r(A) آنگاه باشد، m× n ،A اگر ب.15.0. قضیه�

معادلات براي جوابی Bh بطوریکه باشد ماتریسی B اگر ماتریس: یک تعمیم�یافته وارون ب.12.0. تعریف
نشان A− نماد با و است A وارون) -g اختصاري بطور (یا تعمیم�یافته وارون B گوییم باشد، Ax = h سازگار

می�دهیم.

نیست. یکتا ماتریس، یک تعمیم�یافته وارون ب.16.0. قضیه�

AA−A = A ب.17.0. قضیه�

از k کمیت به نسبت A معکوس ماتریس مشتق آنگاه باشد، مربعی ماتریسی A کنید فرض ب.18.0. قضیه�
می�آید بدست زیر رابطه

dA−١

dk
= −A−١dA

dk
A−١

و (m × n) اندازه�هاي در ماتریس دو B و A = [aij ] کنید فرض کرونکر: ضرب عملگر ب.13.0. تعریف
می�شود تعریف زیر صورت به (A⊗B) B و A کرونکر ضرب صورت این در هستند. (p× q)

A
⊗

B =



a١١B a١٢B . . . a١nB

a٢١B a٢٢B . . . a٢nB
... ... . . . ...

am١B am٢B . . . amnB
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ب.19.0. قضیه�

(A
⊗

B)−١ = A−١⊗B−١

ب.20.0. قضیه�

(A
⊗

B)′ = A′
⊗

B′

دید. (1982) 1 سرل در می�توان را (الف.20) تا قضایاي(الف.1) اثبات

ثابت ماتریس B و n× p ثابت ماتریس A آن در که W = BY و V = AY کنید فرض ب.21.0. قضیه�
آنگاه باشد، Σ کواریانس واریانس- ماتریس با pبعدي تصادفی بردار Y و p× n

V ar(V ) = V ar(AY ) = AΣA′

Cov(V ,W ) = Cov(AY ,BY ) = AΣB′

ببینید. را (2003) 2 اندرسن اثبات براي

بنابراین است، حقیقی متقارن ماتریس یک A کنید فرض ب.1.0. لم
. A ≤ ٠ ⇔ ∀p , p′Ap ≥ ٠ ⇔ باشند نامنفی A ویژه مقادیر

ببینید. را (1995) رائو برهان:

بنابراین B ≥ ٠ و A ≥ ٠ کنید فرض ب.2.0. لم

ξn(A)ζi(B) ≤ τi(AB) ≤ ξ١(A)ζi(B) ∀i = ١,٢, ..., n

و B ،A ویژه مقادیر ترتیب به τ١ ≥ τ٢ ≥ ... ≥ τn و ζ١ ≥ ζ٢ ≥ ...ζn و ξ١ ≥ ξ٢ ≥ ... ≥ ξn آن در که
هستند. A+B

ببینید. را (1995) رائو برهان:
1Searle
2Anderson
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بنابراین B ≥ ٠ و A ≥ ٠ کنید فرض ب.3.0. لم

ξn(A)ζi(B) ≤ νi(AB) ≤ ξ١(A)ζi(B) ∀i = ١,٢, ..., n

و B ،A ویژه مقادیر ترتیب به ξ١ ≥ ξ٢ ≥ ... ≥ ξn و ζ١ ≥ ζ٢ ≥ ...ζn و ν١ ≥ ν٢ ≥ ... ≥ νn آن در که
هستند. AB

ببینید. را (1995) رائو برهان:



پیوستپ

واریانس تورم عامل

نشان عامل این می�باشد. واریانس تورم عامل دارد، زیادي کاربرد که همخطی وجود تشخیص شیوه�هاي از یکی

خطی همبستگی برآوردشده متغیرهاي که حالتی به نسبت حد چه تا برآوردشده ضرایب واریانس که می�دهد

می�آید بدست زیر رابطه از واریانس تورم عامل است. شده متورم ندارند،

V IFi =
١

١−R٢
i

, i = ١,٢, ..., p− ١

شده رگرس مستقل متغیرهاي سایر روي Xi مستقل متغیر آن در که است مدلی تعیین ضریب ،R٢
i آن در که

است.

مدل در مستقل متغیرهاي سایر با رابطه�اي خطی صورت به Xi دیگر عبارتی به یا R٢
i = ٠ که حالتی در

خواهدبود یک از بزرگتر V IFi ،R٢
i ̸= ٠ هنگامی�که خواهدبود. یک با برابر V IFi باشد، نداشته رگرسیونی

و است شده متورم چقدر مستقل متغیرهاي بین همبسستگس وجود دلیل به Xi واریانس می�دهد، نشان که

است. کرده پیدا افزایش آن مقدار

ضریب باشد، داشته مدل مستقل متغیرهاي سایر با کامل خطی وابستگی مستقل، متغیر یک هنگامی�که

و کرد خواهد میل بینهایت سمت به واریانس تورم عامل نتیجه در و خواهدبود یک با برابر آن با مرتبط تعیین

بود. خواهد بینهایت نیز Xi واریانس که گرفت نتیجه می�توان آن از
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همخطی شدت اندازه�گیري براي شاخصی عنوان به اغلب مستقل، متغیرهاي براي واریانس تورم عامل مقدار

معمولا باشد، 10 از بزرگتر مدل در واریانس تورم عامل مقدار بیشترین اگر می�شود. استفاده مدل در بودن

روش برآوردگرهاي بر نامطلوبی اثر مدل، در موجود همخطی که می�شود گرفته نظر در مسئله این نشانه به

دارد. دوم توان�هاي کمترین



پیوستت

شرطی عدد

می�توان کوچک تغییرات به نسبت تابع آن مقدار که وضعیتی بدترین تابع، یک شرطی عدد عددي، آنالیز در

شرطی عدد با معادله�اي و شده شرطی خوب را پایین شرطی عدد با مسئله�اي می�کند. اندازه�گیري را کند دتغییر

را حدودي ،AX = B معادله با ارتباط در شرطی عدد مثال، عنوان به می�گویند. شده شرطی ناقص را بالا

تغییرات به نسبت شرطی عدد که کنید دقت می�دهد. ارائه تقریبی راه�حل�هاي از X شدن برآورد نادرست براي

ایجاد باعث است ممکن B در کوچکی خطاي حتی باشد، زیاد شرطی عدد اگر یعنی است، حساس نیز B در

خطا از بزرگتر خیلی X در خطا باشد، کوچک شرطی عدد اگر دیگر، سوي از شود. X برآورد در بزرگ خطاي

بود. نخواهد B در

است. شده تعریف B در نسبی خطاي به X در نسبی خطاي نسبت صورت به شرطی عدد

A−١B معادله در خطا A−١E بنابراین باشد، مربعی ماتریس A و B در نسبی خطاي E که کنید فرض

است زیر صورت به B در نسبی خطاي به معادله در نسبی خطاي نسبت است.

∥A−١E∥/∥A−١B∥
∥E∥/∥B∥

(ت.1)
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می�شود تبدیل زیر صورت به سادگی به که

(
∥A−١E∥/∥E∥

)
.
(
∥B∥/∥A−١B∥

)
(ت.2)

است زیر صورت به عملگر نرم دو حاصلضرب صفر) غیر E و B (براي مقدار بزرگترین

k(A) = ∥A∥.∥A−١∥

عددي خطی جبري عبارت یک در عدد این غالبا می�رود، بکار سازگار نرم�هاي براي که هست مشابهی تعریف

است. نرم انتخاب با وابسته تعریف این البته می�شود. نامیده A ماتریس شرطی عدد که می�آید بوجود

بنابراین باشد، σ٢ نرم ∥.∥ اگر .1

k(A) =
σMax(A)

σMin(A)
(ت.3)

هستند. A ماتریس منفرد مقادیر کوچکترین و بزرگترین ترتیب، به σMin و σMax که

آنگاه باشد، نرمال A اگر .2

k(A) =

∣∣∣∣λMax(A)

λMin(A)

∣∣∣∣ (ت.4)

هستند. A ماتریس ویژه مقادیر کوچکترین و بزرگترین ترتیب، به λMin(A) و λMax(A) آن در که

آنگاه باشد، واحد ماتریسی A اگر .3

k(A) = ١ (ت.5)

بنابراین ،(∀i aii ̸= ٠ (یعنی باشد پایین�مثلثی و منفرد ماتریسی A و باشد بینهایت نرم ∥.∥ اگر .4

k(A) =
Maxi (|aii|)
Mini (|aii|)

(ت.6)
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Abstract
In this project considers several estimators for estimating ridge regression estimators in singu-

lar linear model. In order to tackle the multicollinearity or ill-conditioning design matrices in

singular linear model with linear equality restrictions, the conditional ridge-type estimation is

proposed and some properties of the estimator are also studied. Furthermore, the conditional

ridge-type estimation is compared with the restricted least squares estimator, and separate suf-

ficient conditions are derived for the superiority of the new estimator over the restricted least

squares estimator in terms of mean squares error and mean squares error matrix . A simulation

study has been conducted to compare the performance of the estimators.
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