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ياراي آن نيست  كه لطف و محبت  كساني  را كه در تمام دوران سندگيم  جرعه نىش  درياي مهرو محبتطان بىده ام به ياراي آن نيست  كه لطف و محبت  كساني  را كه در تمام دوران سندگيم  جرعه نىش  درياي مهرو محبتطان بىده ام به 
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 داوشگاٌ صىعتی شاَشيد وًیسىذٌ علوم داوشکذٌ ریاضی کاربردی داوشجًی ديسٌ کاسشىاسی اسشذ سشتٍ سعيده حسام ایىجاوة 

دکتر جعفر فتحعلی و  تحت ساَىمائی حل رده ای از معادلات با مشتقات جسئی به روش تبدیل دیفرانسيل پایان وامٍ  

 .متعُذ می شًم دکتر عليرضا ناظمی  

  تحمیمات دس ایه پایان وامٍ تًسط ایىجاوة اوجام شذٌ است ي اص صحت ي اصالت تشخًسداس است. 

  دس استفادٌ اص وتایج پژيَشُای محممان دیگش تٍ مشجع مًسد استفادٌ استىاد شذٌ است. 

  مطالة مىذسج دس پایان وامٍ تاکىًن تًسط خًد یا فشد دیگشی تشای دسیافت َیچ وًع مذسن یا امتیاصی دس َیچ جا اسائٍ وشذٌ است. 

  ي یا « داوشگاٌ صىعتی شاَشيد »  کلیٍ حمًق معىًی ایه اثش متعلك تٍ داوشگاٌ صىعتی شاَشيد می تاشذ ي ممالات مستخشج تا وام «

Shahrood  University  of  Technology »  تٍ چاپ خًاَذ سسیذ. 

  سعایت می پایان وامٍحمًق معىًی تمام افشادی کٍ دس تٍ دست آمذن وتایح اصلی پایان وامٍ تأثیشگزاس تًدٌ اوذ دس ممالات مستخشج اص 

 .گشدد

  ٌاستفادٌ شذٌ است ضًاتط ي اصًل اخلالی سعایت  (یا تافتُای آوُا  )دس کلیٍ مشاحل اوجام ایه پایان وامٍ ، دس مًاسدی کٍ اص مًجًد صوذ

 .شذٌ است 

  ، دس کلیٍ مشاحل اوجام ایه پایان وامٍ، دس مًاسدی کٍ تٍ حًصٌ اطلاعات شخصی افشاد دستشسی یافتٍ یا استفادٌ شذٌ است اصل ساصداسی

                                                                                                                                                                     .ضًاتط ي اصًل اخلاق اوساوی سعایت شذٌ است 
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 مالکیت نتایج و حق نشر
  ممالات مستخشج ، کتاب ، تشوامٍ َای سایاوٍ ای ، وشم افضاس َا ي )کلیٍ حمًق معىًی ایه اثش ي محصًلات آن

ایه مطلة تایذ تٍ وحً ممتضی دس . متعلك تٍ داوشگاٌ صىعتی شاَشيد می تاشذ  (تجُیضات ساختٍ شذٌ است 

 .تًلیذات علمی مشتًطٍ رکش شًد 

 استفادٌ اص اطلاعات ي وتایج مًجًد دس پایان وامٍ تذين رکش مشجع مجاص ومی تاشذ. 
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اولیه مفاهیم و مقدمه

1



اولیه مفاهیم و مقدمه .1 2فصل

مقدمه 1.1
دیفرانسیل معادلات با .... و کوانتوم الکتریسیته، درمکانیکسیالات، فیزیکی هاي پدیده اکثر
دیفرانسیل معادلات فیزیک، ریاضی مطالب اکثر درواقع شوند، توصیفمی مشتقاتجزئی1 با
معادلات کاربردهاي و تعاریف از اي خلاصه ابتدا ما فصل این در هستند. جزئی مشتقات با
رده طرز از کوتاهی بحث همچنین و ها آن حل هاي روش و جزئی مشتقات با دیفرانسیل

کنیم. می بیان را ها آن مختلف انواع بندي

جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات 2.1
مشتقات و متغیره چند تابع یک بین اي رابطه جزئی، مشتقات با دیفرانسیل معادله یک
آنها در که معمولی2 دیفرانسیل معادله با آن تفاوت باشد. می متغیرها این به نسبت آن
مجهول تابع معادلات این در که است این در دارد، بستگی متغیر یک به فقط مجهول تابع

دارد. بستگی متغیر چندین به
شود: می فرض نمادگذاري در تسهیل براي

ut =
∂u

∂t
ux =

∂u

∂x
uxx =

∂٢u

∂x٢

کنیم. می بیان را معروف جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله چند حال
ut = uxx حرارت انتقال معادله
utt = uxx موج معادله
uxx + uyy = ٠ لاپلاس معادله

ناویر- معادلات نیوتن4، تبرید قانون ماکسول3، معادلات نظیر فیزیک قوانین اکثر
1Partial Differential Equation
2Ordinary Differential Equation
3Maxwell



اولیه مفاهیم و مقدمه .1 3فصل

مشتقات با دیفرانسیل معادلات حسب بر مکانیککوانتوم در شرودینگر6 معادله و استوکس5
مشتقات و فضا ارتباط وسیله به را فیزیکی هاي پدیده قوانین، این اند؛ شده بیان جزئی
که است دلیل این به معادلات این در ها مشتق وجود دهند. می توضیح زمان به نسبت
می نمایش را جریان) شدت شار، نیرو، شتاب، (سرعت، مانند فیزیکی مقادیر مشتقات،

دهند.
کنیم. حل را مرزي و اولیه شرایط با همراه جزئی مشتقات معادلات که است این هدف
که هستند هایی روش ها آن مهمترین دارند، وجود کار این براي زیادي هاي روش
کنند[1]. می تبدیل معمولی دیفرانسیل معادلات به را جزئی مشتقات دیفرانسیل معادلات

از: عبارتند مفید هاي تکنیک از برخی

متغیره n با جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک تکنیک این ها: متغیر جداسازي .1
کند. می تبدیل معمولی دیفرانسیل معادله n دستگاه به را

متغیر n با جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک روند این انتگرال: هاي تبدیل .2
. کند می تبدیل متغیر n− ١ شامل جزئی مشتقات با معادله یک به را مستقل

معادله آن) مشابه یا محور (دوران مسئله مختصات تغییر با روش این مختصات: تغییر .3
مشتقات معادله یا معمولی دیفرانسیل معادله یک به را جزئی مشتقات با دیفرانسیل

دهد. می تغییر آسانتر جزئی

را جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک مجهول روش این وابسته: متغیر تبدیل .4
کند. می تبدیل آید می دست به آسانتر که جدید مجهول یک به

4Newton
5Navier-Stokes
6Schrodinger
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جزئی مشتقات با معادلات حل براي متفاوتی هاي روش تاکنون عددي: هاي روش .5
روش ،[2] متناهی7 عناصر روش از: عبارتند ها روش این از برخی است شده ارائه
روش ،[5] متناهی10 تفاضلات روش مرزي9[4]، عناصر روش ،[3]8 متناهی مقدار
تکرار روش و هموتوپی13[8] آشفتگی روش ،[7] آدومیان12 روش ،[6] طیفی11 هاي

.14[9] وردشی

مسئله که خطی مسائل رشته یک به را غیرخطی مسئله یک روش این اختلال: روش .6
دهد. می تغییر زنند می تقریب را غیرخطی

و کرده تجزیه ساده هاي ضربه به را حل ناحیه روند این اي: ضربه - پاسخ تکنیک .7
هاي پاسخ این افزودن با کل پاسخ سپس کند. می پیدا را ضربه هر به مربوط پاسخ

آید. می دست به ساده

یک به را جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک تکنیک این انتگرال: معادلات .8
می حل مختلف هاي تکنیک با انتگرال معادله سپس دهد می تغییر انتگرال معادله

شود.

جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله جواب ها روش این تغییرات: حساب هاي روش .9
آورند. می در سازي مینیمم مساله یک صورت به معادله، مجدد تنظیم با را

یک صورت به را جزئی مشتقات با معادله یک جواب روش این اي: ویژه تابع بسط .10
7Finite Element Method
8Finite Volume Method
9Boundary Element Method

10Finite Difference Method
11Spectral Method
12Adomian Method
13Homotopy Perturbation Method
14Variational Iteration Method
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یک عنوان به آنچه حل با ویژه توابع این یابد. می ویژه توابع از نامتناهی مجموع
آیند. می دست به است معروف اصلی مساله نظیر ویژه مقدار مسئله

جزئی مشتقات با معادلات انواع 3.1
رده شود. می بندي رده زیادي معیارهاي اساس بر جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله
از رده یک بر فقط معمولا حل هاي روش و عمومی نظریه زیرا است مهمی مفهوم بندي

شود. می اعمال شده داده معادلات
است: زیر صورت به جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات کلی فرم

G(u, ux, uxx, ...u
(n)
x , ut, utt, ..., u

(m)
t , uxt, ...) = ٠. (1.1)

مشتقی مرتبه بالاترین با برابر جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک مرتبه تعریف1.3.1.
شود. می ظاهر معادله در که است

اول مرتبه جزئی مشقات با معادلات 1.3.1
کلی صورت به اول مرتبه معادله هر باشد. t و x مستقل متغیر دو از تابعی u کنید فرض

زیر

P (x, t, u)ux +Q(x, t, u)ut = R(x, t, u), (2.1)

گوییم. 15 خطی شبه دارند بستگی u و t ، x به کلی حالت در R و Q ،P توابع وقتی را
است. خطی16 ut و ux مشتقات به نسبت (2.1) رابطه باشید داشته توجه

کلی صورت به معادله هر

P (x, t)ux +Q(x, t)ut = H(x, t), (3.1)
15Quasi-linear
16Linear
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شود. می خطی17نامیده نیمه معادله یک باشند نداشته بستگی u به Q و P وقتی را
کلی معادله بالاخره

P (x, t)ux +Q(x, t)ut + C(x, t)u = D(x, t), (4.1)

یک u و ut ،ux متغیرهاي به نسبت چپ طرف و نامیم می خطی اول مرتبه معادله یک را
نامیده غیرخطی18 نباشد، فوق هاي صورت به که اول مرتبه معادله هر است. خطی عبارت

شود. می

دوم مرتبه جزئی مشتقات با معادلات 2.3.1
مرتبه جزئی مشتقات با معادله یک باشد. t و x مستقل متغیر دو از تابعی u کنید فرض
u دوم مرتبه و اول مرتبه جزئی مشتقات و u و t ، x متغیرهاي بین است اي رابطه دوم

یعنی t و x به نسبت

G(x, t, u, ux, ut, uxx, uxt, utt) = ٠. (5.1)

صورت به دوم مرتبه معادله یک خاص درحالت

Auxx + ٢Buxy + Cutt = F, (6.1)

هستند ut و ux ، u ، t ، x متغیر پنج از تابعی یک هر F و C ،B ،A ضرایب آن در که را
دوم مرتبه مشتقات به نسبت معادله این زیرا شود می گفته خطی نیمه یا خطی تقریبا
از خطی تابعی F و t و x از فقط تابعی C و B ، A ضرایب (6.1) رابطه در اگر است. خطی

یعنی باشد ut و ux ، u
F = a(x, t)u+ b(x, t)ux + c(x, t)ut,

17Half-Linear
18Non-Linear
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صورت به خطی دوم مرتبه معادله یک کلی صورت بنابراین نامیم. می خطی را (6.1) آنگاه
است: زیر

Auxx + ٢Buxt + Cutt +Dux + Eut +Hu = ٠ (7.1)

هستند. t و x از فقط تابعی یک هر H و E,D,C,B,A ضرایب آن در که
کنیم: می بندي دسته زیر شکل به را خطی معادلات

نامیم. می هذلولی19 را معادله آنگاه B٢ − AC > ٠ ، t و x از مقادیري ازاي به اگر الف)

نامیم. می سهموي20 را معادله آنگاه B٢ − AC = ٠ ، t و x از مقادیري ازاي به اگر ب)

نامیم. می 21 بیضوي را معادله آنگاه B٢ − AC < ٠ ، t و x از مقادیري ازاي به اگر ج)

لورن مک سري و تیلور بسط 4.1
نوشت توانی توابع صورت به را پذیر مشتق بار نهایت بی توابع توان می تیلور بسط وسیله به

داد. بسط عبارتی به یا و

را f آنگاه باشد، پذیر مشتق بار نهایت بی |x− x٠| و x٠ همسایگی در f گر .1.4.1 تعریف
نوشت: زیر صورت به (x− x٠) از هایی توان صورت به توان می

f(x) = f(x٠)+
(x− x٠)f ′(x)

١!
+
(x− x٢(٠f ′′(x)

٢!
+
(x− x٣(٠f ′′′(x)

٣!
+... =

∞∑
n=٠

fn(x)

n!
(x−x٠)

n,

است. f تابع ام n مشتق fn(x) اینجا در که
نامند. می لورن مک سري را باشد می x٠ = ٠ نقطه حول که تیلور سري خاص حالت

19Hyperbolic
20Parabolic
21Elliptic
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خاص توابع تیلور بسط 5.1
است: زیر صورت به خاص تابع چند تیلور بسط

•ex = ١ + x+
x٢

٢!
+

x٣

٣!
− ... =

∞∑
n=٠

xn

n!

• sin(x) = x− x٣

٣!
+

x۵

۵!
− ... =

∞∑
n=٠

(−١)n

(٢n+ ١)!
x٢n+١

• cos(x) = x− x٢

٢!
+

x۴

۴!
− ... =

∞∑
n=٠

(−١)n

(٢n)!
x٢n

• sinh(x) = x+
x٣

٣!
+

x۵

۵!
+ ... =

∞∑
n=٠

١
(٢n+ ١)!

x٢n+١

• cosh(x) = x+
x٢

٢!
+

x۴

۴!
+ ... =

∞∑
n=٠

١
(٢n)!

x٢n

همچنین و موجود [a, b] بر f (n+١) و f ∈ Cn[a, b] کنیم فرض تیلور): (قضیه .1.5.1 قضیه
وجود ξ(x) ∈ (a, b) مانند اي نقطه x ∈ [a, b] هر ازاي به صورت این در باشد. x٠ ∈ [a, b]

: که طوري به دارد
f(x) = Pn(x) +Rn(x)

آن در که
Pn(x) =

n∑
k=٠

f (k)(x)

k!
(x− x٠)

k

Rn(x) =
f (n+١)(ξ(x))

(n+ ١)!
(x− x٠)

n+١

خطاي یا مانده باقی جمله Rn و x٠ حول f ام n درجه تیلور اي چندجمله Pn اینجا در
شود. می نامیده Pn(x) به وابسته برشی
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براي دیفرانسیل تبدیل روش کاربرد

جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات
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مقدمه 1.2
است. جزئی مشتقات با معادلات حل براي عددي تحلیلی- روشی دیفرانسیل1 تبدیل روش
از و گردید معرفی مهندسی کاربردهاي براي 1986 سال در ژو2 توسط بار اولین روش این
استفاده الکتریکی مدارهاي تحلیل در غیرخطی و خطی اولیه مقدار مسائل حل براي آن

کرد[10].
صورت به دیفرانسیل معادلات جواب براي تیلور سري بسط از دیفرانسیل تبدیل روش
باید سري، ضرایب محاسبه براي تیلور سري روش در کند. می استفاده اي چندجمله یک
محاسبات این که آورد دست به معین ي نقطه یک در را تابع مختلف بالاتر مراتب مشتقات
به براي تکراري فرایند یک دیفرانسیل تبدیل روش است. پرهزینه بسیار بالا مراتب در
مشتقات روش این در اما است، مفروض دیفرانسیل معادله تیلور سري جواب آوردن دست
می استفاده تکراري فرایند یک از مشتقات محاسبه براي بلکه شوند نمی محاسبه مستقیما
به نیاز بدون و یابد می کاهش بسیار محاسبات حجم روش این در دلیل همین به شود.
بالا دقت با قبول قابل جوابی به مساله، در آشفتگی ایجاد و سازي گسسته سازي، خطی

رسد. می
اولیه مقدار مسائل حل براي دیفرانسیل تبدیل روش کاربرد در مهمی هاي پیشرفت
مسائل براي را روش این ،1996 سال در هو4 و چن3 است. گرفته صورت غیرخطی و خطی
معرفی را بعدي دو دیفرانسیل تبدیل روش 1999 سال در ،و بردند[11] کار به ویژه مقدار

بردند[12]. کار به جزئی دیفرانسیل معادلات حل براي و کرده
1Differential transform method(DTM)
2Zhou
3Chen
4Hou
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اي گسترده تحقیقات زمینه این در پژوهشگران از بسیاري اخیر هاي سال طول در
که کرد اشاره ارتورك8 و ایاز7 ادیبات6، مومانی5، به توان می جمله آن از اند. داده انجام

اند. یافته دست توجهی قابل نتایج به زمینه این در

بعدي یک دیفرانسیل تبدیل روش 2.2
معادلات براي را آن و کرده معرفی را بعدي9 یک دیفرانسیل تبدیل روش بخش، این در
گیرد. می قرار بررسی مورد w(x) متغیره یک تابع بریم. می کار به معمولی دیفرانسیل
داشته قرار دامنه این در x٠ معین عدد و باشد تحلیلی k ي دامنه در w(x) کنید فرض

شود. می داده نمایش x٠ مرکز به سري یک صورت به w(x) حالت این در باشد.
با: است برابر w(x) تابع دیفرانسیل تبدیل

W (k) =
١
k!

dkw(x)

dxk
|x=x٠ , k ≥ ٠, (1.2)

اي دنباله صورت به W (k) است. w(x) دیفرانسیل تبدیل تابع W (k) و اصلی تابع w(x) که
است. حقیقی اعداد از

با: است برابر {W (k)}∞k=٠ دنباله معکوس دیفرانسیل تبدیل

w(x) =
∞∑

k=٠
W (k)(x− x٠)

k. (2.2)

شود. می تبدیل زیر صورت به (2.2) رابطه ، x٠ = ٠ که وقتی

w(x) =
∞∑

k=٠
W (k)xk. (3.2)

5Momani
6Adibat
7Ayaz
8Erturk
9One-dimensional differential transform method
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گرفته نظر در زیر صورت به اي جمله n+ ١ تقریب صورت به w(x) حقیقی کاربردهاي در
شود. می

w(x) =
n∑

k=٠
W (k)xk. (4.2)

از استفاده با که اند شده بیان زیر صورت به بعدي یک دیفرانسیل تبدیل اساسی قضایاي
.[13]-[15] شوند می اثبات فوق تعاریف

توابع دیفرانسیل تبدیل H(k) و G(k) ، F (k) که کنیم می فرض زیر قضایاي تمام در
هستند. h(x) و g(x) ، f(x)

. F (k) = G(k)∓H(k) ، k ≥ ٠ براي آنگاه f(x) = g(x)∓ h(x) اگر .1.2.2 قضیه

. F (k) = aG(k) ، k ≥ ٠ براي آنگاه f(x) = ag(x) اگر .2.2.2 قضیه

. F (k) = (k+m)!
k!

G(k +m) ، k ≥ ٠ براي آنگاه f(x) = dmg(x)
dxm اگر .3.2.2 قضیه

داریم: (2.2) تعریف از استفاده با . اثبات

F (k) =
١
k!

dk(
dmg(x)

dxm
)

dxk
|x=x٠ =

١
k!

dk+mg(x)

dxk+m
|x=x٠ =

(k +m)!

k!(k +m)!

dk+mg(x)

dxk+m
|x=x٠ =

(k +m)!

k!
G(k +m).

�

.F (k) =
∑k

i=٠ G(i)H(k − i) ، k ≥ ٠ براي آنگاه f(x) = g(x)h(x) اگر .4.2.2 قضیه

داریم: k = ٠,١,٢, ... براي (2.2) تعریف از استفاده با . اثبات

F (٠) =
d٠g(x)h(x)

dx٠ |x=x٠ = g(x٠)h(x٠) = G(٠)H(٠),
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F (١) =
d(g(x)h(x))

dx
|x=x٠ =

dg(x)

dx
h(x)|x=x٠ + g(x)

dh(x)

dx
|x=x٠ =

G(١)h(x٠) + g(x٠)H(١) = G(١)H(٠) +G(٠)H(١),

F (٢) =
١
٢!

d٢(g(x)h(x))

dx٢ |x=x٠ =
١
٢!

[
d٢g(x)

dx٢ h(x) + ٢dg(x)

dx

dh(x)

dx
+ g(x)

d٢h(x)

dx٢

]
x=x٠

=

G(٢)h(x٠) +G(١)H(١) + g(x٠)H(٢) = G(٢)H(٠) +G(١)H(١) +G(٠)H(٢),

داریم: کلی حالت در و
F (k) =

k∑
i=٠

G(i)H(k − i).

�

آن در که F (k) = δ(k − n) ، k ≥ ٠ براي آنگاه f(x) = (x− x٠)n اگر .5.2.2 قضیه

F (k) = δ(k − n) =

{
١ k = n,

٠ k ̸= n.

داریم: (2.2) تعریف از استفاده با . اثبات

F (k) =
١
k!

dk(x− x٠)n

dxk
|x=x٠ =


١ k = n,

٠ k > n,
١
k!
n(n− ١)...(n− k + ١)(x− x٠)n−k|x=x٠ = ٠ k < n.

=

{
١ k = n,

٠ k ̸= n.

�

، k ≥ ٠ براي آنگاه f(x) = g١(x)g٢(x)...gn(x) اگر .6.2.2 قضیه

F (k) =
k∑

kn−٠=١

kn−١∑
kn−٠=٢

...

k٣∑
k٠=٢

k٢∑
k٠=١

G١(k١)G٢(k٢ − k١)...Gn−١(kn−١ − kn−٢)Gn(k − kn−١).

. F (k) = δ(k − ١) ، k ≥ ٠ براي آنگاه f(x) = x اگر .7.2.2 قضیه
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. F (k) =
λk

k!
، k ≥ ٠ براي آنگاه f(x) = eλx اگر .8.2.2 قضیه

: داریم x٠ = ٠ در eλx تابع تیلور سري بسط از استفاده با . اثبات

eλx =
∞∑

k=٠

١
k!
λkxk, |x| < ∞,

� .F (k) =
λk

k!
شود می نتیجه (3.2) رابطه به توجه با

.F (k) =
ωk

k!
sin(

πk

٢ + α) آنگاه f(x) = sin(ωx+ α) اگر .9.2.2 قضیه

بسط از استفاده با حال sin(ωx+ α) = cos(α) sin(ωx) + sin(α) cos(ωx) دانیم می . اثبات
داریم: x٠ = ٠ نقطه حول cos(ωx) و sin(ωx) توابع تیلور

sin(ωx+ α) = cos(α)
∞∑

k=٠

(−١)k

(٢k + ١)!
ω(٢k+١)x(٢k+١) + sin(α)

∞∑
k=٠

(−١)k

(٢k)!
ω(٢k)x(٢k)

=
∞∑

k=٠

ωk

k!
sin(

πk

٢ + α)xk.

.F (k) =
λk

k!
sin(

πk

٢ + α) شود می نتیجه (3.2) رابطه به توجه با
�

عددي هاي مثال 3.2
ریکاتی دیفرانسیل معادله بعدي، یک دیفرانسیل تبدیل روش از استفاده با .1.3.2 مثال

.[16] گیرد می قرار بررسی مورد زیر دوم10 درجه

dy

dt
= −y٢(t) + ١, (5.2)

10Quadratic RiccatiDifferential Equation



جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات براي دیفرانسیل تبدیل روش کاربرد .2 15فصل

صورت به اولیه شرط با

y(٠) = ٠, (6.2)

. e٢t − ١
e٢t + ١ با است برابر معادله این دقیق جواب که

است: زیر صورت به فوق قضایاي از استفاده با (5.2) معادله دیفرانسیل تبدیل

(k + ١)Y (k + ١) = −
k∑

r=٠
Y (r)Y (k − r) + δ(k). (7.2)

داریم: (6.2) رابطه در شده داده اولیه شرط از

Y (٠) = ٠, (8.2)

آیند. می بدست زیر صورت به نتایج (7.2) بازگشتی رابطه در (8.2) معادله جایگذاري با

Y (١) = ١, Y (٢) = ٠, Y (٣) = −١
٣ , Y (۴) = ٠, Y (۵) =

٢
١۵ , ...

داریم: (3.2) رابطه در Y (k) مقادیر جایگذاري با بنابراین

y(t) =
∞∑

k=٠
Y (k)tk = t− ١

٣t٣ +
٢

١۵t۵ − ١٧
٣١۵t٧ + ... =

e٢t − ١
e٢t + ١ ,

.[17] است مسئله دقیق جواب این که

بگیرید.[18]. نظر در آمده زیر در که را 11 امدن لن- دیفرانسیل معادله .2.3.2 مثال

u′′(x) +
٢
x
u′(x) = ٢)٢x٢ + ٣)u(x), ٠ ≤ x ≤ ١ (9.2)

صورت به اولیه شرایط با

u(٠) = ١, u′(٠) = ٠. (10.2)
11Lane- Emden equation
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. u(x) = ex
٢ با برابراست مسئله دقیق جواب

داریم x در (9.2) معادله طرفین ضرب با

xu′′(x) + ٢u′(x) = ۴x٣u(x) + ۶xu(x), ٠ ≤ x ≤ ١ (11.2)

زیر بازگشتی رابطه صورت به فوق قضایاي از استفاده با (11.2) معادله دیفرانسیل تبدیل
است:

k∑
l=٠

δ(l − ١)(k − l + ١)(k − l + ٢)U(k − l + ٢) + ٢(k + ١)U(k + ١) =

۴
k∑

l=٠
δ(l − ٣)U(k − l) + ۶

k∑
l=٠

δ(l − ١)U(k − l) (12.2)

از عبارتست اولیه شرایط دیفرانسیل تبدیل

U(٠) = u(٠) = ١, U(١) = u′(٠) = ٠. (13.2)

مقادیر تمام (13.2) اولیه شرایط دیفرانسیل تبدیل و (12.2) بازگشتی رابطه از استفاده با
شوند: می محاسبه زیر بصورت U(k)

U(٢) = ١, U(٣) = ٠, U(۴) =
١
٢ , U(۵) = ٠,

U(۶) =
١
۶ , U(٧) = ٠, U(٨) =

١
٢۴ , U(٩) = ٠, ...

داریم (3.2) رابطه در U(k)مقادیر جایگذاري با بنابراین

u(x) =
∞∑

k=٠
U(k)xk = ١ + x٢ +

١
٢x۴ +

١
۶x۶ +

١
٢۴x٨ + ... =

∞∑
k=٠

x٢n

n!
= ex

٢

.[19] است مسئله دقیق جواب این که
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بعدي دو دیفرانسیل تبدیل روش 4.2
شد معرفی 1999 سال در هو و چن توسط بار اولین بعدي12، دو دیفرانسیل تبدیل روش
این در شد[12]. گرفته کار به غیرخطی و خطی جزئی مشتقات با معادلات حل براي و

کنیم. می معرفی را بعدي دو دیفرانسیل تبدیل روش بخش
داشته قرار دامنه این در (x٠, y٠) و باشد تحلیلی k ي دامنه در w(x, y) کنید فرض
شود. می داده نمایش (x٠, y٠) مرکز به سري یک صورت به w(x, y) حالت این در باشد،

با: است برابر w(x, y) تابع دیفرانسیل تبدیل

W (k, h) =
١
k!h!

∂k+hw(x, y)

∂xk∂yh
|(x٠,y٠), h ≥ ٠, k ≥ ٠, (14.2)

است. w(x, y) دیفرانسیل تبدیل تابع W (k, h) و اصلی تابع w(x, y) که
با: است برابر {W (k, h)}∞k,h=٠ دنباله معکوس دیفرانسیل تبدیل

w(x, y) =
∞∑

k=٠

∞∑
h=٠

W (k, h)(x− x٠)
k(y − y٠)

h. (15.2)

می تبدیل زیر صورت به (15.2) رابطه ،(x٠, y٠) = (٠,٠) وقتی فوق رابطه دو ترکیب از
شود.

w(x, y) =
∞∑

k=٠

∞∑
h=٠

١
k!h!

∂k+hw(x, y)

∂xk∂yh
xkyh =

∞∑
k=٠

∞∑
h=٠

W (k, h)xkyh. (16.2)

شود. می گرفته نظر در زیر متناهی سري صورت به w(x, y) حقیقی هاي کاربرد در

w(x, y) =
n∑

k=٠

m∑
h=٠

W (k, h)xkyh. (17.2)

اولیه تعاریف از استفاده با و بیان زیر صورت به بعدي دو دیفرانسیل تبدیل اساسی قضایاي
.[22]-[20] شوند می اثبات (17.2)-(14.2)

12Two-dimensional differential transform method
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u(x, y) توابع دیفرانسیل تبدیل H(k, h) و V (k, h)، U(k, h) کنیم می فرض ادامه در
باشند. h(x, y) و v(x, y)،

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y) = u(x, y)∓ v(x, y) اگر .1.4.2 قضیه

W (k, h) = U(k, h)∓ V (k, h).

است) ثابت عددي a ) h ≥ ٠ و k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y) = au(x, y) اگر .2.4.2 قضیه

W (k, h) = aU(k, h).

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y) = ∂u(x,y)
∂x

اگر .3.4.2 قضیه

W (k, h) = (k + ١)U(k + ١, h)

داریم: (14.2) رابطه از استفاده با . اثبات

W (k, h) =
١
k!h!

[
∂k+h(∂u(x,y)

∂x
)

∂xk∂yh

]
(x٠,y٠)

=
١
k!h!

[
∂k+١+hu(x, y)

∂xk+١∂yh

]
(x٠,y٠)

=

(k + ١)

(k + ١)!h!

[
∂k+١+hu(x, y)

∂xk+١∂yh

]
(x٠,y٠)

= (k + ١)U(k + ١, h).

�

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y) = ∂u(x,y)
∂y

اگر .4.4.2 قضیه

W (k, h) = (h+ ١)U(k, h+ ١).

داریم: (14.2) رابطه از استفاده با . اثبات

W (k, h) =
١
k!h!

[
∂k+h(∂u(x,y)

∂x
)

∂xk∂yh

]
(x٠,y٠)

=
١
k!h!

[
∂k+١+hu(x, y)

∂xk∂yh+١

]
(x٠,y٠)

=



جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات براي دیفرانسیل تبدیل روش کاربرد .2 19فصل

(h+ ١)

(h+ ١)!k!

[
∂k+١+hu(x, y)

∂xk∂yh+١

]
(x٠,y٠)

= (h+ ١)U(k, h+ ١).

�

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y) = ∂r+su(x,y)
∂xr∂ys

اگر .5.4.2 قضیه

W (k, h) = (k + ١)(k + ٢)...(k + r)(h+ ١)(h+ ٢)...(h+ s)U(k + r, h+ s).

داریم: (14.2) رابطه از استفاده با . اثبات

W (k, h) =
١
k!h!

[
∂k+h(∂

r+su(x,y)
∂xr∂ys

)

∂xk∂yh

]
(x٠,y٠)

=
١
k!h!

[
∂k+r+h+su(x, y)

∂xk+r∂yh+s

]
(x٠,y٠)

=

(k + ١)...(k + r)(h+ ١)...(h+ s)

(k + r)!)!(h+ s)!

[
∂k+r+h+su(x, y)

∂xk+r∂yh+s

]
(x٠,y٠)

=

(k + ١)...(k + r)(h+ ١)...(h+ s)U(k + r, h+ s).

�

.[23] است برقرار زیر رابطه k ≥ ٠ و h ≥ ٠ براي .6.4.2 لم

∂k+h

∂xk∂yh
(s(x, y)t(x, y)) =

k∑
i=٠

h∑
j=٠

(
k

i

)(
h

j

)
∂i+js(x, y)

∂xi∂yj
∂k+h−i−jt(x, y)

∂xk−i∂yh−j
.

، k+h = ٠ که حالتی در شود. می بحث k+h مقادیر روي استقراء به اثبات براي اثبات.
(6.4.2) لم کنید فرض است. بدیهی (6.4.2) لم درستی ، h = ٠ و k = ٠ معادل طور به یا
می اثبات k + h = m+ ١(≥ ١) حالت براي لم باشد، صحیح ، k + h = m(≥ ٠) حالت در
به ، h ≥ ١ حالت براي است. شده گرفته نظر در ، k ≥ ١ که حالتی فقط اینجا در شود.

شود. می اثبات مشابه طور
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داریم: استقرا فرض از استفاده با

∂k+h

∂xk∂yh
[s(x, y)t(x, y)] =

∂

∂x

[
∂(k−١)+h

∂xk−١∂yh
[s(x, y)t(x, y)]

]
=

∂

∂x

[
k−١∑
i=٠

h∑
j=٠

(
k − ١

i

)(
h

j

)
∂i+js(x, y)

∂xi∂yj
∂(k−١)+h−i−jt(x, y)

∂x(k−١)−i∂yh−j

]

=
k−١∑
i=٠

h∑
j=٠

(
k − ١

i

)(
h

j

)
∂i+j+١s(x, y)

∂xi+١∂yj
∂(k−١)+h−i−jt(x, y)

∂x(k−١)−i∂yh−j

+
k−١∑
i=٠

h∑
j=٠

(
k − ١

i

)(
h

j

)
∂i+js(x, y)

∂xi∂yj
∂k+h−i−jt(x, y)

∂xk−i∂yh−j
. (18.2)

داریم: لذا ، k = ١ دهیم می قرار (18.2) معادله در ابتدا

∂١+h

∂x∂yh
[s(x, y)t(x, y)] =

h∑
j=٠

(
h

j

)
∂١+js(x, y)

∂x∂yj
∂h−jt(x, y)

∂yh−j
+

h∑
j=٠

(
h

j

)
∂js(x, y)

∂yj
∂١+h−jt(x, y)

∂x∂yh−j

=
١∑

i=٠

h∑
j=٠

(١
i

)(
h

j

)
∂i+js(x, y)

∂xi∂yj
∂١+h−i−jt(x, y)

∂x١−i∂yh−j

. k ≥ ٢ کنیم می فرض (18.2) معادله در
k−١∑
i=٠

h∑
j=٠

(
k − ١

i

)(
h

j

)
∂i+j+١s(x, y)

∂xi+١∂yj
∂(k−١)+h−i−jt(x, y)

∂x(k−١)−i∂yh−j
=

h∑
j=٠

(
h

j

)
∂١+js(x, y)

∂x∂yj
∂(k−١)+h−jt(x, y)

∂xk−١∂yh−j
+

h∑
j=٠

(
h

j

)
∂k+js(x, y)

∂xk∂yj
∂h−jt(x, y)

∂yh−j

+
k−٢∑
i=١

h∑
j=٠

(
k − ١

i

)(
h

j

)
∂i+j+١s(x, y)

∂xi+١∂yj
∂(k−١)+h−i−jt(x, y)

∂x(k−١)−i∂yh−j

=
h∑

j=٠

(
h

j

)
∂١+js(x, y)

∂x∂yj
∂(k−١)+h−jt(x, y)

∂xk−١∂yh−j
+

h∑
j=٠

(
h

j

)
∂k+js(x, y)

∂xk∂yj
∂h−jt(x, y)

∂yh−j

+
k−١∑
i=٢

h∑
j=٠

(
k − ١
i− ١

)(
h

j

)
∂i+js(x, y)

∂xi∂yj
∂k+h−i−jt(x, y)

∂xk−i∂yh−j
(19.2)
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k−١∑
i=٠

h∑
j=٠

(
k − ١

i

)(
h

j

)
∂i+js(x, y)

∂xi∂yj
∂k+h−i−jt(x, y)

∂xk−i∂yh−j
=

h∑
j=٠

(
h

j

)
∂js(x, y)

∂yj
∂k+h−jt(x, y)

∂xk∂yh−j
+ (k − ١)

h∑
j=٠

(
h

j

)
∂١+js(x, y)

∂x∂yj
∂k+h−١−jt(x, y)

∂xk−١∂yh−j

+
k−١∑
i=٢

h∑
j=٠

(
k − ١

i

)(
h

j

)
∂i+js(x, y)

∂xi∂yj
∂k+h−i−jt(x, y)

∂xk−i∂yh−j
(20.2)

(20.2) و (19.2) هاي معادله قراردادن و (k−١
i−١
)
+
(
k−١
i

)
=
(
k
i

) رابطه از استفاده با اکنون
داریم: (18.2) معادله در

∂k+h

∂xk∂yh
[s(x, y)t(x, y)] =

h∑
j=٠

(
h

j

)
∂js(x, y)

∂yj
∂k+h−jt(x, y)

∂xk∂yh−j

+k
h∑

j=٠

(
h

j

)
∂١+js(x, y)

∂x∂yj
∂k+h−١−jt(x, y)

∂xk−١∂yh−j
+

k−١∑
i=٢

h∑
j=٠

(
k

i

)(
h

j

)
∂i+js(x, y)

∂xi∂yj
∂k+h−i−jt(x, y)

∂xk−i∂yh−j

h∑
j=٠

(
h

j

)
∂k+js(x, y)

∂xk∂yj
∂h−jt(x, y)

∂yh−j
=

k∑
i=٠

h∑
j=٠

(
k

i

)(
h

j

)
∂i+js(x, y)

∂xi∂yj
∂k+h−i−jt(x, y)

∂xk−i∂yh−j
.

�

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y) = u(x, y)v(x, y) اگر .7.4.2 قضیه

W (k, h) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

U(r, h− s)V (k − r, s).

داریم: (14.2) رابطه و (6.4.2) لم از استفاده با . اثبات

W (k, h) =
١
k!h!

[
∂k+h

∂xk∂yh
(u(x, y)v(x, y))

]
(x٠,y٠)

=
١
k!h!

[
k∑

i=٠

h∑
j=٠

(
k

i

)(
h

j

)
∂i+h−ju(x, y)

∂xi∂yh−j

∂k−i+jv(x, y)

∂xk−i∂yj

]
(x٠,y٠)

=
١
k!h!

[
k∑

i=٠

h∑
j=٠

k!

i!(k − i)!

h!

j!(h− j)!

∂i+h−ju(x, y)

∂xi∂yh−j

∂k−i+jv(x, y)

∂xk−i∂yj

]
(x٠,y٠)
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=
k∑

i=٠

h∑
j=٠

[ ١
i!(h− j)!

∂i+h−ju(x, y)

∂xi∂yh−j
|(x٠,y٠)

] [ ١
j!(k − i)!

∂k−i+jv(x, y)

∂xk−i∂yj
|(x٠,y٠)

]

=
k∑

i=٠

h∑
j=٠

U(i, h− j)V (k − i, j).

�

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y) = u(x, y)v(x, y)h(x, y) اگر .8.4.2 قضیه

W (k, h) =
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

U(r, h− s− p)V (t, s)H(k − r − t, p).

داریم: (14.2) رابطه از استفاده با . اثبات

W (٠,٠) = [u(x, y)v(x, y)h(x, y)](x٠,y٠) = U(٠,٠)V (٠,٠)H(٠,٠),

W (١,٠) =
١

١!٠!

∂

∂x
[u(x, y)v(x, y)h(x, y)](x٠,y٠) = U(٠,٠)V (٠,٠)H(١,٠)

+U(٠,٠)V (١,٠)H(٠,٠) + U(١,٠)V (٠,٠)H(٠,٠),

W (٢,٠) =
١

٢!٠!

∂

∂x٢ [u(x, y)v(x, y)h(x, y)](x٠,y٠) =

U(٠,٠)V (٠,٠)H(٢,٠) + U(٠,٠)V (٢,٠)H(٠,٠) + U(٢,٠)V (٠,٠)H(٠,٠)

+U(٠,٠)V (١,٠)H(١,٠) + U(١,٠)V (٠,٠)H(١,٠) + U(١,٠)V (١,٠)H(٠,٠),

W (٠,١) =
١

١!٠!

∂

∂y
[u(x, y)v(x, y)h(x, y)](x٠,y٠) =

U(٠,٠)V (٠,٠)H(٠,١) + U(٠,٠)V (٠,١)H(٠,٠) + U(٠,١)V (٠,٠)H(٠,٠),

W (٢,٠) =
١

٢!٠!

∂

∂y٢ [u(x, y)v(x, y)h(x, y)](x٠,y٠) =

U(٠,٠)V (٠,٠)H(٠,٢) + U(٠,٠)V (٠,٢)H(٠,٠) + U(٠,٢)V (٠,٠)H(٠,٠)
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+U(٠,٠)V (٠,١)H(٠,١) + U(٠,١)V (٠,٠)H(٠,١) + U(٠,١)V (٠,١)H(٠,٠),

داریم: کلی حالت در

W (k, h) =
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

U(r, h− s− p)V (t, s)H(k − r − t, p).

�

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y) = xmyn اگر .9.4.2 قضیه

W (k, h) = δ(k −m,h− n) = δ(k −m)δ(h− n),

که
δ(k −m,h− n) =

{
١ k = m,h = n,

٠ k ̸= m,h ̸= n.

داریم: (14.2) رابطه از استفاده با . اثبات

W (k, h) =
١
k!h!

[
∂k+h(xmyn)

∂xk∂yh
](0،0) =



١ k = m,h = n,

٠ k > m, h > n,

١
k!
m(m− ١)...(m− k + ١)xm−k = ٠ k < m, h = n,

١
k!h!

m...(m− k + ١)n...(n− h+ ١)xm−kyn−h = ٠ k < m, h < n,

١
h!
n(n− ١)...(n− h+ ١)yn−h = ٠ k = m,h < n.

�

، h ≥ ٠ و k ≥ براي٠ آنگاه w(x, y) = ∂u(x,y)
∂x

∂v(x,y)
∂x

اگر .10.4.2 قضیه

W (k, h) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

(r + ١)(k − r + ١)U(r + ١, h− s)V (k − r + ١, s).

داریم: (14.2) رابطه از استفاده با . اثبات

W (٠,٠) = [
∂u(x, y)

∂x

∂v(x, y)

∂x
](٠,٠) = U(١,٠)V (١,٠),
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W (١,٠) =
١

٠!١!

∂

∂x
[
∂u(x, y)

∂x

∂v(x, y)

∂x
](٠,٠) =

١
٠!١!

[
∂٢u(x, y)

∂x٢
∂v(x, y)

∂x
+
∂u(x, y)

∂x

∂٢v(x, y)

∂x٢ ](٠,٠) = ٢U(٢,٠)V (١,٠)+٢U(١,٠)V (٢,٠),

W (٢,٠) =
١

٠!٢!

∂٢

∂x٢ [
∂u(x, y)

∂x

∂v(x, y)

∂x
](٠,٠) =

٣U(٣,٠)V (١,٠) + ۴U(٢,٠)V (٢,٠) + ٣U(١,٠)V (٣,٠)

W (٠,١) = U(١,١)V (١,٠) + U(١,٠)V (١,١),

W (١,١) = ٢U(٢,١)V (١,٠)+٢U(٢,٠)V (١,١)+٢U(١,١)V (٢,٠)+٢U(١,٠)V (٢,١),

W (٢,٢) = ٣U(٣,٢)V (١,٠) + ٣U(٣,١)V (١,١) + ٣U(٣,٠)V (١,٢)

+۴U(٢,٢)V (٢,٠) + ۴U(٢,١)V (٢,١) + ۴U(٢,٠)V (٢,٢)

+٣U(١,٢)V (٣,٠) + ٣U(١,١)V (٣,١) + ٣U(١,٠)V (٣,٢),

کرد: ثابت توان می استقراء به کلی حالت در

W (k, h) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

(r + ١)(k − r + ١)U(r + ١, h− s)V (k − r + ١, s).

�

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y) = ∂u(x,y)
∂y

∂v(x,y)
∂y

اگر .11.4.2 قضیه

W (k, h) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

(s+ ١)(h− s+ ١)U(r, h− s+ ١)V (k − r, s+ ١).

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y) = ∂u(x,y)
∂x

∂v(x,y)
∂y

اگر .12.4.2 قضیه

W (k, h) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

(k − r + ١)(h− s+ ١)U(k − r + ١, s)V (r, h− s+ ١).
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داریم: (14.2) رابطه از استفاده با . اثبات

W (٠,٠) =

[
∂u(x, y)

∂x

∂v(x, y)

∂x

]
(٠,٠)

= U(١,٠)V (٠,١),

W (١,٠) =
١

٠!١!

∂

∂x

[
∂u(x, y)

∂x

∂v(x, y)

∂x

]
(٠,٠)

=

١
٠!١!

[
∂٢u(x, y)

∂x٢
∂v(x, y)

∂y
+

∂u(x, y)

∂y

∂٢v(x, y)

∂x∂y

]
(٠,٠)

= ٢U(٢,٠)V (٠,١)+U(١,٠)V (١,١),

W (٢,٠) =
١

٠!٢!

∂٢

∂x٢

[
∂u(x, y)

∂x

∂v(x, y)

∂y

]
(٠,٠)

=

٣U(٣,٠)V (١,٠) + ٢U(٢,٠)V (١,١) + U(١,٠)V (٢,١)

W (٠,١) = ٢U(١,٠)V (٠,٢) + U(١,١)V (٠,١),

W (١,١) = ۴U(٢,٠)V (٠,٢)+٢U(٢,١)V (٠,١)+٢U(١,٠)V (١,٢)+U(١,١)V (١,١)

W (٢,٢) = ٩U(٣,٠)V (٠,٣) + ۶U(٣,١)V (٠,٢) + ٣U(٣,٢)V (٠,١)

+۶U(٢,٠)V (١,٣) + ۴U(٢,١)V (١,٢) + ٢U(٢,٢)V (١,١)

+٣U(١,٠)V (٢,٣) + ٢U(١,١)V (٢,٢) + U(١,٢)V (٢,١),

داریم: استقراء به کلی حالت در

W (k, h) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

(k − r + ١)(h− s+ ١)U(k − r + ١, s)V (r, h− s+ ١).

�

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y) = u(x, y)∂
٢v(x,y)
∂x٢ اگر .13.4.2 قضیه

W (k, h) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

(k − r + ٢)(k − r + ١)U(r, h− s)V (k − r + ٢, p).
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، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y) = u(x, y)∂v(x,y)
∂x

∂z(x,y)
∂x

اگر .14.4.2 قضیه

W (k, h) =
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

(t+١)(k−r−t+١)U(r, h−s−p)V (t+١, s)Z(k−r−t+١, p).

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ براي آنگاه W (x, y) = u(x, y)v(x, y)∂
٢z(x,y)
∂x٢ اگر .15.4.2 قضیه

W (k, h) =
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

(k−r+t+٢)(k−r−t+١)U(r, h−s−p)V (t, s)Z(k−r−t+٢, p).

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y) = eax+by اگر .16.4.2 قضیه

W (k, h) =
ak

k!

bh

h!
.

.W (k, h) =
ah

h!
δ(k −m)sin(

hΠ

٢ + b) آنگاه w(x, y) = xmsin(at+ b) اگر .17.4.2 قضیه

.W (k, h) =
ah

h!
δ(k −m)cos(

hΠ

٢ + b) آنگاه w(x, y) = xmcos(at+ b) اگر .18.4.2 قضیه

.W (k, h) =
ah

h!
δ(k −m) آنگاه w(x, y) = xmeat اگر .19.4.2 قضیه

عددي هاي مثال 5.2
.[24] است زیر صورت به 13 برگرز-هاکسلی معادله کلی فرم .1.5.2 مثال

ut + αuδux − uxx = βu(١ − uδ)(uδ − γ), ٠ ≤ x ≤ ١, t ≥ ٠. (21.2)

اولیه شرط با

u(x,٠) =
[ γ
٢ +

γ

٢tanh(σγx)
]١

δ
, (22.2)

کنیم. می حل δ = ١ براي را معادله این
13Burger-Huxley
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با: است برابر شده بیان قضایاي از استفاده با (21.2) معادله دیفرانسیل تبدیل

(h+ ١)U(k, h+ ١) + α

k∑
r=٠

h∑
s=٠

U(r, h− s)(k + ١ − r)U(k − r + ١, s)− (k + ١)(k + ٢)

U(k + ٢, h) = (β + βγ)
k∑

r=٠

h∑
s=٠

U(r, h− s)U(k − r, s)− β
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

U(r, h− s− p)

U(t, s)U(k − r − t, p)− βγU(k, h) (23.2)

داریم: اولیه شرط و (15.2) تعریف از استفاده با

u(x,٠) =
∞∑

k=٠
U(k,٠)xk (24.2)

می بدست زیر بصورت U(k,٠) ضرایب (24.2) رابطه و (22.2) معادله دادن قرار مساوي با
آیند.

U(k,٠) = ٠, k = ٢,۴,۶, ...,

U(٠,٠) =
γ

٢ , U(١,٠) =
γ٢σ

٢ , U(٣,٠) = −γ۴σ٣

۶ , ...

مقادیر بقیه بازگشتی روش از استفاده با و (23.2) معادله در اولیه تبدیل ضرایب قراردادن با
شوند. می محاسبه زیر بصورت U(k, h)

U(٠,١) = −βγ٢

۴ +
βγ٣

٨ − αγ٣σ

۴ ,

U(٢,١) =
βγ۴σ٢

۴ − βγ۵σ٢

٨ +
αγ۵σ٣

۴ ,

U(٧,١) = −٣١βγ١٠σ٨

۶٣٠ +
٣١βγ١١σ٨

١٢۶٠ − ٣١αγ١١σ٩

۶٣٠ , ...

داریم: (22.2) معادله در U(k, h) مقادیر همه جایگذاري با

u(x, t) = { γ٢ +
γ٢σ

٢ x− γ۴σ٣

۶ x٣ + ...}+ {(−βγ٢

۴ +
βγ٣

٨ − αγ٣σ

۴ ) + (
βγ۴σ

٨ − γ۴σ٣

−αγ۴σ٢

۴ )x+ ...}t+ ... =

[
γ

٢ +
γ

٢tanh{σγ(x− {γα٢ − (٢ − γ)(ρ− α)

۴ }t)
]

(25.2)
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.σ =
(ρ− α)

٨ , ρ =
√

α٢ + ٨β آن در که است مسئله دقیق جواب این که
ازاي به وردشی تکرار روش و آدومیان روش با روش این مطلق خطاي زیر جداول در
دیفرانسیل تبدیل روش که دهد می نشان نتایج است، شده مقایسه α, β, γ مختلف مقادیر

دارد[24]. شده مقایسه هاي روش مشابه تردقتی ساده و کمتر محاسبات با

تکرار 1 و وردشی 1تکرار آدومیان، تجزیه روش تکرار 5 براي مطلق خطاي :1.2 جدول
α = β = ١, γ = ٠٫ ٠٠١ ازاي به دیفرانسیل تبدیل روش

x t ADM V IM DTM

٠٫ ٠۵ ١٫ ٨٧۴٠۶ × ٨−١٠ ١٫ ٨٧۴٠۵ × ٨−١٠ ١٫ ٨٧۴٠۶ × ٨−١٠

٠٫ ١ ٠٫ ١ ٣٫ ٧۴٨١٢ × ٨−١٠ ٣٫ ٧۴٨١٣ × ٨−١٠ ٣٫ ٧۴٨١٣ × ٨−١٠

١ ٣٫ ٧۴٨١٢ × ٧−١٠ ٣٫ ٧۴٨١٢ × ٧−١٠ ٣٫ ٧۴٨١٢۵ × ٧−١٠

٠٫ ٠۵ ١٫ ٨٧۴٠۶ × ٨−١٠ ١٫ ٨٧۴٠۵ × ٨−١٠ ١٫ ٨٧۴٠۶ × ٨−١٠

٠٫ ۵ ٠٫ ١ ٣٫ ٧۴٨١٢ × ٨−١٠ ٣٫ ٧۴٨١٣ × ٨−١٠ ٣٫ ٧۴٨١٣ × ٨−١٠

١ ٣٫ ٧۴٨١٢ × ٧−١٠ ٣٫ ٧۴٨١٣ × ٧−١٠ ٣٫ ٧۴٨١٢۵ × ٧−١٠

٠٫ ٠۵ ١٫ ٨٧۴٠۶ × ٨−١٠ ١٫ ٨٧۴٠۵ × ٨−١٠ ١٫ ٨٧۴٠۶ × ٨−١٠

٠٫ ٩ ٠٫ ١ ٣٫ ٧۴٨١٢ × ٨−١٠ ٣٫ ٧۴٨١٣ × ٨−١٠ ٣٫ ٧۴٨١٣ × ٨−١٠

١ ٣٫ ٧۴٨١٢ × ٧−١٠ ٣٫ ٧۴٨١٣ × ٧−١٠ ٣٫ ٧۴٨١٢۵ × ٧−١٠

تکرار 1 و وردشی 1تکرار آدومیان، تجزیه روش تکرار 5 براي مطلق خطاي :2.2 جدول
γ = α = ٠٫ ١, β = ٠٫ ٠٠١ ازاي به دیفرانسیل تبدیل روش

x t ADM V IM DTM

٠٫ ٠۵ ١٫ ٣۶٣۴ × ٧−١٠ ١٫ ٣۶٠٨ × ٧−١٠ ١٫ ٣۶٠٨ × ٧−١٠

٠٫ ١ ٠٫ ١ ٢٫ ٧٢۴٣ × ٧−١٠ ٢٫ ٧٢١۶ × ٧−١٠ ٢٫ ٧٢١۶ × ٧−١٠

١ ٢٫ ٧٢٢٠٠ × ١٠−۶ ٢٫ ٧٢١۵١ × ١٠−۶ ٢٫ ٧٢١۵١ × ١٠−۶

٠٫ ٠۵ ١٫ ٣٧٣۶ × ٧−١٠ ١٫ ٣۶٠٨ × ٧−١٠ ١٫ ٣۶٠٨ × ٧−١٠

٠٫ ۵ ٠٫ ١ ٢٫ ٧٣۴۵ × ٧−١٠ ٢٫ ٧٢١۶ × ٧−١٠ ٢٫ ٧٢١۶ × ٧−١٠

١ ٢٫ ٧٢٣٠٢ × ١٠−۶ ٢٫ ٧٢١۵١ × ١٠−۶ ٢٫ ٧٢١۵١ × ١٠−۶

٠٫ ٠۵ ١٫ ٣٨٣٨ × ٧−١٠ ١٫ ٣۶٠٨ × ٧−١٠ ١٫ ٣۶٠٨ × ٧−١٠

٠٫ ٩ ٠٫ ١ ٢٫ ٧۴۴٧ × ٧−١٠ ٢٫ ٧٢١۶ × ٧−١٠ ٢٫ ٧٢١۶ × ٧−١٠

١ ٢٫ ٧٢۴٠۴ × ١٠−۶ ٢٫ ٧٢١۵١ × ١٠−۶ ٢٫ ٧٢١۵١ × ١٠−۶
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تکرار 1 و وردشی 1تکرار آدومیان، تجزیه روش تکرار 5 براي مطلق خطاي :3.2 جدول
α = ٠٫ ٠١, β = γ = ٠٫ ٠٠٠١ ازاي به دیفرانسیل تبدیل روش

x t ADM V IM DTM

٠٫ ٠۵ ٢ × ١−١٠۴ ٢ × ١−١٠۴ ٢ × ١−١٠۴

٠٫ ١ ٠٫ ١ ۴ × ١−١٠۴ ٣ × ١−١٠۴ ٣ × ١−١٠۴

١ ٣٫ ٧ × ١٣−١٠ ٣٫ ٧ × ١٣−١٠ ٣٫ ٧ × ١٣−١٠

٠٫ ٠۵ ٢ × ١−١٠۴ ٢ × ١−١٠۴ ٢ × ١−١٠۴

٠٫ ۵ ٠٫ ١ ۴ × ١−١٠۴ ٣ × ١−١٠۴ ٣ × ١−١٠۴

١ ٣٫ ٧ × ١٣−١٠ ٣٫ ٧ × ١٣−١٠ ٣٫ ٧ × ١٣−١٠

٠٫ ٠۵ ٢ × ١−١٠۴ ٢ × ١−١٠۴ ٢ × ١−١٠۴

٠٫ ٩ ٠٫ ١ ۴ × ١−١٠۴ ٣ × ١−١٠۴ ٣ × ١−١٠۴

١ ٣٫ ٧ × ١٣−١٠ ٣٫ ٧ × ١٣−١٠ ٣٫ ٧ × ١٣−١٠

هولتز14 هلم دیفرانسیل معادله بعدي، دو دیفرانسیل روشتبدیل از استفاده با .2.5.2 مثال
.[25] دهیم می قرار بررسی مورد است زیر صورت به که را

∂٢u

∂x٢ +
∂٢u

∂y٢ + xu = ٢ + x٣ + xy, (26.2)

اولیه شرایط با

u(٠, y) = y,

ux(٠, y) = ٠. (27.2)

برابر (26.2) معادله دیفرانسیل تبدیل بعدي، دو دیفرانسیل تبدیل قضایاي از استفاده با
با: است

(k+١)(k+٢)U(k+٢, h)+(h+١)(h+٢)U(k, h+٢)+
k∑

r=٠

h∑
s=٠

δ(r−١)δ(h−s)U(k−r, s)

= ٢δ(k)δ(h) + δ(k − ٣)δ(h) + δ(k − ١)δ(h− ١). (28.2)
14Helmholtz
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داریم: (27.2) تعریف در شده داده اولیه شرایط از

U(٠, h) =

{
١ h = ١,

٠ h = ٠,٢,٣, ...
, U(١, h) = ٠, h = ٠,١,٢, ... (29.2)

بدست زیر صورت به ها U(k, h) همه (28.2) معادله در (29.2) معادلات کردن جایگزین با
آیند. می

U(k, h) =


١ k = ٢, h = ٠,

١ k = ٠, h = ١,

٠ .درغیراینصورت
حاصل زیر صورت به سري جواب از بسته فرم (16.2) رابطه در ها U(k, h) همه قراردادن با

شود. می
u(x, y) =

∞∑
k=٠

∞∑
h=٠

U(k, h)xkyh = y + x٢.

است. مسئله دقیق جواب که

.[26] بگیرید نظر در زیر صورت به را تلگراف15 معادله .3.5.2 مثال
∂٢u

∂x٢ =
∂٢u

∂t٢
+ ۴∂u

∂t
+ ۴u, (30.2)

اولیه شرایط با

u(x,٠) = ١ + e٢x,

ut(x,٠) = −٢. (31.2)

با: است برابر (30.2) معادله دیفرانسیل تبدیل

(k+١)(k+٢)U(k+٢, h) = (h+١)(h+٢)U(k, h+٢)+۴(h+١)U(k, h+١)+۴U(k, h)

(32.2)
15Telegraph equation
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داریم: (31.2) تعریف در شده داده اولیه شرایط از

U(k,٠) = δ(k) +
٢k

k!
,

U(k,١) = −٢δ(k). (33.2)

بدست زیر صورت به U(k, h)مقادیر (32.2) معادله در (33.2) معادلات کردن جایگزین با
آیند. می

U(k, h) =


٢k

k!
k = ٠,١, ..., h = ٠,

(−٢)h

h!
h = ٠,١, ..., k = ٠,

٠ درغیراینصورت
زیر صورت 16به سري جواب از بسته فرم (16.2) رابطه در ها U(k, h) همه قراردادن با

شود. می حاصل

u(x, t) =
∞∑

k=٠

∞∑
h=٠

U(k, h)xkth =
∞∑

h=٠

(−٢)hth

h!
+

∞∑
k=٠

٢k
xk

k!
= e−٢t + e٢x

است. مسئله دقیق جواب این که

بعدي سه دیفرانسیل تبدیل روش 6.2
با معادلات حل براي و کرده معرفی را بعدي17 سه دیفرانسیل تبدیل روش بخش این در

.[27] بریم می کار به جزئی مشتقات
داشته قرار دامنه این در (x٠, y٠, t٠) و باشد تحلیلی k دامنه در w(x, y, t) کنید فرض
شود. می داده نمایش (x٠, y٠, t٠) مرکز به سري یک صورت به w(x, y, t)حالت این در باشد

با: است برابر w(x, y, t) تابع دیفرانسیل تبدیل

W (k, h,m) =
١

k!h!m!

∂k+h+mw(x, y, t)

∂xk∂yh∂tm
|(x٠,y٠,t٠) , h ≥ ٠, k ≥ ٠, t ≥ ٠ (34.2)

16Closed Form Series Solution
17Three-dimensional differential transform method
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است. w(x, y, t) دیفرانسیل تبدیل تابع W (k, h,m) و اصلی تابع w(x, y, t) که
با: است برابر {W (k, h,m)}∞k,h,m=٠ دنباله معکوس دیفرانسیل تبدیل

w(x, y, t) =
∞∑

k=٠

∞∑
h=٠

∞∑
p=٠

W (k, h,m)(x− x٠)
k(y − y٠)

h(t− t٠)
m (35.2)

حاصل زیر صورت به (35.2) رابطه (x٠, y٠, t٠) = (٠,٠,٠) وقتی فوق رابطه دو ترکیب از
شود. می

w(x, y, t) =
∞∑

k=٠

∞∑
h=٠

∞∑
p=٠

١
k!h!m!

∂k+h+mw(x, y, t)

∂xk∂yh∂tm
xkyhtm =

∞∑
k=٠

∞∑
h=٠

∞∑
p=٠

W (k, h,m)xkyhtm

(36.2)
شود. می گرفته نظر در زیر متناهی سري صورت به w(x, y, t) حقیقی کاربردهاي در

w(x, y, t) =
n∑

k=٠

s∑
h=٠

r∑
p=٠

W (k, h,m)xkyhtm (37.2)

اولیه تعاریف از استفاده با و بیان زیر صورت به بعدي سه دیفرانسیل تبدیل اساسی قضایاي
شوند[27]. می اثبات

u(x, y, t) توابع دیفرانسیل تبدیل H(k, h,m) و V (k, h,m) ، U(k, h,m) کنیم می فرض
باشند. h(x, y, t) و v(x, y, t) ،

m ≥ ٠ و h ≥ ٠، k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y, t) = u(x, y, t)∓ v(x, y, t) اگر .1.6.2 قضیه

W (k, h,m) = U(k, h,m)∓ V (k, h,m).

m ≥ ٠ و h ≥ ٠ ، k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y, t) = au(x, y, t) اگر .2.6.2 قضیه

W (k, h,m) = aU(k, h,m).
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m ≥ ٠ و h ≥ ٠، k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y, t) = ∂u(x,y,t)
∂x

اگر .3.6.2 قضیه

W (k, h,m) = (k + ١)U(k + ١, h,m).

داریم: (34.2) رابطه از استفاده با . اثبات

U(k, h,m) =
١

k!h!m!

[
∂k+h+m

∂xk∂yh∂tm
[
∂u(x, y, t)

∂x
]

]
(0،0،0)

,

W (k, h,m) =
k + ١

(k + ١)!h!m!

[
∂k+١+h+mu(x, y, t)

∂xk+١∂yh∂tm

]
(0،0،0)

,

آنگاه
W (k, h,m) = (k + ١)U(k + ١, h,m).

�

m ≥ ٠ و h ≥ ٠ ، k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y, t) = ∂u(x,y,t)
∂y

اگر .4.6.2 قضیه

W (k, h,m) = (h+ ١)U(k, h+ ١,m).

m ≥ ٠ و h ≥ ٠ ، k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y, t) = ∂u(x,y,t)
∂t

اگر .5.6.2 قضیه

W (k, h,m) = (m+ ١)U(k, h,m+ ١).

m ≥ ٠ و h ≥ ٠ ، k ≥ ٠ براي آنگاه W (x, y, t) = ∂r+s+pu(x,y)
∂rx∂sy∂pt

اگر .6.6.2 قضیه

W (k, h,m) = (k+١)...(k+ r)(h+١)...(h+s)(m+١)...(m+p)U(k+ r, h+s,m+p).

داریم: (34.2) رابطه از استفاده با . اثبات

W (k, h,m) =
١

k!h!m!

[
∂k+h+m

∂xk∂yh∂tm
[
∂r+s+pu(x, y, t)

∂xr∂ys∂tp
]

]
(0،0،0)
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=
(k + ١)...(k + r)(h+ ١)...(h+ s)(m+ ١)...(m+ p)

(k + r)!(h+ s)!(m+ p)!

[
∂k+r+h+s+m+pu(x, y, t)

∂xk+r∂yh+s∂tm+p

]
(0،0،0)

= (k+١)(k+٢)...(k+r)(h+١)(h+٢)...(h+s)(m+١)(m+٢)...(m+p)U(k+r, h+s,m+p).

�

m ≥ ٠ و h ≥ ٠ ، k ≥ ٠ براي آنگاه w(x, y, t) = u(x, y, t)v(x, y, t) اگر .7.6.2 قضیه

W (k, h,m) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

U(r, h− s,m− p)V (k − r, s, p).

داریم: (34.2) رابطه از استفاده با . اثبات

W (٠,٠,٠) = [u(x, y, t)v(x, y, t)](0،0،0) = U(٠,٠,٠)V (٠,٠,٠),

W (١,٠,٠) =
١

٠!٠!١!

∂

∂x
[u(x, y, t)v(x, y, t)](0،0،0) =

١
٠!٠!١!

[
∂u

∂x
v +

∂v

∂x
u](0،0،0)

= U(١,٠,٠)V (٠,٠,٠) + V (١,٠,٠)U(٠,٠,٠)

W (١,١,٠) =
١

٠!١!١!

∂٢

∂x∂y
[u(x, y, t)v(x, y, t)](0،0،0) =

U(١,١,٠)V (٠,٠,٠)+U(١,٠,٠)V (٠,١,٠)+U(٠,٠,٠)V (١,١,٠)+U(٠,١,٠)V (١,٠,٠)

W (١,١,١) =
١

١!١!١!

∂٣

∂x∂y∂t
[u(x, y, t)v(x, y, t)](0،0،0) =

U(١,١,١)V (٠,٠,٠)+U(١,١,٠)V (٠,٠,١)+U(١,٠,١)V (٠,١,٠)+U(١,٠,٠)V (٠,١,١)

+U(١,١,١)V (٠,٠,٠)+U(٠,٠,١)V (١,١,٠)+U(١,٠,١)V (٠,١,٠)+U(١,٠,٠)V (٠,١,١)

W (٢,٠,٠) =
١

٠!٠!٢!

∂٢

∂x∂y
[u(x, y, t)v(x, y, t)](0،0،0) =

U(٢,٠,٠)V (٠,٠,٠) + U(١,٠,٠)V (١,٠,٠) + U(٠,٠,٠)V (٢,٠,٠)

W (٢,١,٠) = U(٢,١,٠)V (٠,٠,٠)+U(٢,٠,٠)V (٠,١,٠)+U(١,١,٠)V (١,٠,٠)+
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U(١,٠,٠)V (١,١,٠) + U(٠,١,٠)V (٢,٠,٠) + U(٠,٠,٠)V (٢,١,٠)

W (١,٠,٢) = U(١,٠,٢)V (٠,٠,٠)+U(٠,٠,٢)V (١,٠,٠)+U(١,٠,١)V (٠,٠,١)+

U(٠,٠,١)V (١,٠,١) + U(٠,٠,٠)V (١,٠,٢) + U(١,٠,٠)V (٠,٠,٢)

داریم: استقراء به کلی حالت در و

W (k, h,m) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

U(r, h− s,m− p)V (k − r, s, p).

�

m ≥ ٠ و h ≥ ٠ ، k ≥ براي٠ آنگاه w(x, y, t) = ∂u(x,y,t)
∂x

∂V (x,y,t)
∂y

اگر .8.6.2 قضیه

W (k, h,m) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k−r+١)(h−s+١)U(k−r+١, s, p)V (r, h−s+١,m−p).

داریم: (34.2) رابطه از استفاده با . اثبات

W (٠,٠,٠) =

[
∂u(x, y, t)

∂x

∂v(x, y, t)

∂y

]
(0،0،0)

= U(١,٠,٠)V (٠,١,٠),

W (١,٠,٠) =
١

٠!٠!١!

∂

∂x

[
∂u(x, y, t)

∂x

∂v(x, y, t)

∂y

]
(0،0،0)

=

U(٢,٠,٠)V (٠,١,٠) + V (١,٠,٠)U(١,١,٠)

W (١,١,٠) =
١

٠!١!١!

∂٢

∂x∂y

[
∂u(x, y, t)

∂x

∂v(x, y, t)

∂y

]
(0،0،0)

=

٢U(٢,١,٠)V (٠,١,٠)+۴U(٢,٠,٠)V (٠,٢,٠)+U(١,١,٠)V (١,١,٠)+U(١,١,٠)V (١,٢,٠)

W (١,١,١) =
١

١!١!١!

∂٣

∂x∂y∂t

[
∂u(x, y, t)

∂x

∂v(x, y, t)

∂y

]
(0،0،0)

=

۴U(٢,٠,٠)V (٠,٢,١) + ۴U(٢,٠,١)V (٠,٢,٠) + ٢U(٢,١,٠)V (٠,١,١)

+٢U(٢,١,١)V (٠,١,٠) + ٢U(١,٠,٠)V (١,٢,١) + ٢U(١,٠,١)V (١,٢,٠)
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+U(١,١,٠)V (١,١,١) + U(١,١,١)V (١,١,٠)

W (٢,٠,١) = ٣U(٣,٠,٠)V (٠,١,١)+٣U(٣,٠,١)V (٠,١,٠)+٢U(٢,٠,٠)V (١,١,١)

+٢U(٢,٠,١)V (١,١,٠) + U(١,٠,٠)V (٢,١,١) + U(١,٠,١)V (٢,١,٠)

W (١,٠,٢) = ٢U(٢,٠,٠)V (٠,١,٢)+٢U(٢,٠,١)V (٠,١,١)+٢U(٢,٠,٢)V (٠,١,٠)

+U(١,٠,٠)V (١,١,٢) + U(١,٠,١)V (١,١,١) + U(١,٠,٢)V (١,١,٠).

رسیم. می زیر رابطه به کلی حالت در بالا روابط تعمیم از

W (k, h,m) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k− r+١)(h− s+١)U(k− r+١, s, p)V (r, h− s+١,m− p).

�

و h ≥ ٠ ، k ≥ براي٠ آنگاه w(x, y, t) = u(x, y, t)v(x, y, t)z(x, y, t) اگر .9.6.2 قضیه
m ≥ ٠

W (k, h,m) =
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

U(r, h−s−p,m−q−n)V (t, s, q)Z(k−r− t, p, n).

عددي مثال 7.2
.[27] بگیرید نظر در را زیر غیرخطی جزئی دیفرانسیل معادله .1.7.2 مثال

ut + vxwy − vywx = −u, (38.2)

vt + wxuy + wyux = v, (39.2)

wt + uxvy + uyvx = w. (40.2)
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اولیه شرایط با

u(x, y,٠) = ex+y, (41.2)

v(x, y,٠) = ex−y, (42.2)

w(x, y,٠) = e−x+y (43.2)

با: برابراست (40.2) (37.2)تا معادلات دیفرانسیل تبدیل

(m+ ١)U(k, h,m+ ١) = −
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k − r + ١)(h− s+ ١)V (k − r + ١, s, p)

W (r, h− s+ ١,m− p) +
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k − r + ١)(h− s+ ١)V (r, h− s+ ١,m− p)

W (k − r + ١, s, p)− U(k, h,m) (44.2)

(m+ ١)V (k, h,m+ ١) = −
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k − r + ١)(h− s+ ١)W (k − r + ١, s, p)

U(r, h− s+ ١,m− p)−
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k − r + ١)(h− s+ ١)W (r, h− s+ ١,m− p)

U(k − r + ١, s, p)− V (k, h,m) (45.2)

(m+ ١)w(k, h,m+ ١) = −
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k − r + ١)(h− s+ ١)U(k − r + ١, s, p)

V (r, h− s+ ١,m− p)−
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k − r + ١)(h− s+ ١)

V (r, h− s+ ١,m− p)U(k − r + ١, s, p)−W (k, h,m) (46.2)
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جایگذاري و (43.2) تا (40.2) معادلات اولیه، شرایط روي دیفرانسیل تبدیل بردن بکار با
شوند. می حاصل زیر روابط (36.2) معادله در

∞∑
r=٠

∞∑
s=٠

U(k, h,٠)xryh = (١ +
x

١!
+

x٢

٢!
+

x٣

٣!
+ ...)(١ +

y

١!
+

y٢

٢!
+

y٣

٣!
+ ...), (47.2)

∞∑
r=٠

∞∑
s=٠

V (k, h,٠)xryh = (١ − x

١!
+

x٢

٢!
− x٣

٣!
+ ...)(١ − y

١!
+

y٢

٢!
− y٣

٣!
+ ...), (48.2)

∞∑
r=٠

∞∑
s=٠

U(k, h,٠)xryh = (١ − x

١!
+

x٢

٢!
− x٣

٣!
+ ...)(١ +

y

١!
+

y٢

٢!
+

y٣

٣!
+ ...). (49.2)

آیند. می دست به زیر مقادیر (49.2) تا (46.2) معادلات از بنابراین

U(٠,٠,٠) = ١, U(١,٠,٠) = ١, U(٢,٠,٠) =
١
٢!

, U(٣,٠,٠) =
١
٣!

, ...

V (٠,٠,٠) = ١, V (١,٠,٠) = −١, V (٢,٠,٠) =
١
٢!

, V (٣,٠,٠) =
١
٣!

, ...

W (٠,٠,٠) = ١, W (١,٠,٠) = −١, W (٢,٠,٠) =
١
٢!

, W (٣,٠,٠) = − ١
٣!

, ...

داریم: کلی حالت در

U(k, h,٠) =
١
k!h!

, k, h = ٠,١,٢, ... (50.2)

V (k, h,٠) =
(−١)h

k!h!
, k, h = ٠,١,٢, ... (51.2)

W (k, h,٠) =
(−١)k

k!h!
, k, h = ٠,١,٢, ... (52.2)

داریم: (46.2) تا (43-2) بازگشتی روابط در (52.2) تا (49-2) معادلات جایگزینی با

U(١,٠,١) = −١, U(١,١,١) = −١, U(١,٠,٢) =
١

٢!٠!١!
, U(٢,٢,٢) =

١
٢!٢!٢!

, ...

V (١,٠,١) = ١, V (١,١,١) = −١, V (١,٠,٢) =
١

٢!٠!١!
, V (٢,٢,٢) =

١
٢!٢!٢!

, ...

W (١,٠,١) = −١, W (١,١,١) = −١, W (١,٠,٢) = − ١
٢!٠!١!

, W (٢,٢,٢) =
١

٢!٢!٢!
, ...
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است. زیر صورت به ضرایب این کلی حالت بنابراین و

U(k, h,m) =
(−١)m

k!h!m!
, k, h,m = ٠,١,٢, ... (53.2)

V (k, h,m) =
(−١)h

k!h!m!
, k, h,m = ٠,١,٢, ... (54.2)

W (k, h,٠) =
(−١)k

k!h!m!
, k, h,m = ٠,١,٢, ... (55.2)

داریم: (36.2) معادله در W (k, h,m) و V (k, h,m) ، U(k, h,m) مقادیر همه جایگزینی با

u(x, y, t) =
∞∑

k=٠

∞∑
h=٠

∞∑
m=٠

(−١)m

k!h!m!
xryhtm = (

∞∑
k=٠

١
k!
xk)(

∞∑
h=٠

١
h!
yh)(

∞∑
m=٠

(−١)m

m!
tm) = ex+y−t,

v(x, y, t) =
∞∑

k=٠

∞∑
h=٠

∞∑
m=٠

(−١)h

k!h!m!
xryhtm = (

∞∑
k=٠

١
k!
xk)(

∞∑
h=٠

(−١)h

h!
yh)(

∞∑
m=٠

١
m!

tm) = ex−y+t,

w(x, y, t) =
∞∑

k=٠

∞∑
h=٠

∞∑
m=٠

(−١)k

k!h!m!
xryhtm = (

∞∑
k=٠

(−١)k

k!
xk)(

∞∑
h=٠

١
h!
yh)(

∞∑
m=٠

١
m!

tm) = e−x+y+t.

.[28] است زیر صورت به (u, v, w) دقیق جواب نتیجه در

(u, v, w) = (ex+y−t, ex−y+t, e−x+y+t).

یک غیرخطی توابع دیفرانسیل تبدیل محاسبه 8.2
بعدي

مقدمه 1.8.2
غیرخطی توابع دیفرانسیل تبدیل محاسبه براي کارا و مؤثر الگوریتم یک بخش این در
بر و شد ارائه 2008 سال در همکارانش و چانگ18 توسط الگوریتم این است. شده معرفی
.[29] است شده گذاري پایه (5.2.2) تا (1.2.2) اساسی قضایاي و گیري مشتق خاصیت
این در شود. می تعیین بازگشتی روابط طریق از آسانی به دیفرانسیل تبدیل تابع بنابراین

18Shih-Hsiang Chang
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غیرخطی توابع دیفرانسیل تبدیل و شود می اعمال بعدي یک توابع روي الگوریتم بخش
فرض ثابت b و a آمد خواهد ادامه در که موارد تمام در شد. خواهد محاسبه بعدي یک

اند. شده

نمایی غیرخطی توابع 2.8.2
داریم: (1.2) رابطه از استفاده با بگیرید. درنظر را f(y) = eay نمایی غیرخطی تابع

F (٠) = [eay(x)]x=٠ = eay(٠) = eaY (٠) (56.2)

داریم: x به نسبت f(y) = eay تابع از گیري مشتق با حال

df(y)

dx
= aeay

dy(x)

dx
= af(y)

dy(x)

dx
(57.2)

صورت به (4.2.2) و (3.2.2) ،(2.2.2) قضایاي از استفاده با (57.2) معادله دیفرانسیل تبدیل
است. زیر

(k + ١)F (k + ١) = a
k∑

m=٠
(m+ ١)Y (m+ ١)F (k −m) (58.2)

داریم: فوق رابطه در k جاي به (k − ١) قرادادن با

F (k) = a
k−١∑
m=٠

(m+ ١)

k
Y (m+ ١)F (k − ١ −m), k ≥ ١. (59.2)

تبدیل محاسبه براي زیر صورت به بازگشتی رابطه یک (59.2) و (56.2) معادلات ترکیب از
آید. می بدست f(y) = eay دیفرانسیل

F (k) =

eaY (٠) k = ٠,

a
∑k−١

m=٠
(m+ ١)

k
Y (m+ ١)F (k − ١ −m) k ≥ ١

(60.2)
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لگاریتمی غیرخطی توابع 3.8.2
توابع دامنه به توجه با بگیرید. درنظر را f(y) = Ln(a + by) لگاریتمی غیرخطی تابع

داریم: (1.2) رابطه از استفاده با و {y | a+ by > ٠} لگاریتمی

F (٠) = [Ln(a+ by(x))]x=٠ = Ln(a+ by(٠)) = Ln(a+ bY (٠)), (61.2)

داشت: خواهیم ، x به نسبت f(y) = Ln(a+ by) تابع از گیري مشتق با
df(y(x))

dx
=

b

a+ by

dy(x)

dx
, (62.2)

آن با معادل یا

a
df(y)

dx
= b(

dy(x)

dx
− y

df(y)

dx
), (63.2)

به (4.2.2) و (3.2.2) ، (2.2.2) قضایاي از استفاده با (63.2) معادله دیفرانسیل تبدیل
است: زیر صورت

aF (k + ١) = b[Y (k + ١)−
k∑

m=٠

(m+ ١)

k + ١ F (m+ ١)Y (k −m)], (64.2)

داریم: فوق رابطه در k جاي به (k − ١) قرادادن با

aF (k) = b[Y (k)−
k−١∑
m=٠

(m+ ١)

k
F (m+ ١)Y (k − ١ −m)], k ≥ ١. (65.2)

داریم: (65.2) معادله در k = ١ دادن قرار با

F (١) =
b

a+ bY (٠)
Y (١), (66.2)

شود. می نوشته زیر صورت به k ≥ ٢ ازاي به (65.2) معادله

F (k) =
b

a+ bY (٠)
[Y (k)−

k−٢∑
m=٠

(m+ ١)

k
F (m+١)Y (k−١−m)], k ≥ ٢. (67.2)
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تبدیل محاسبه براي بازگشتی رابطه (67.2) و (66.2) ، (61.2) معادلات ترکیب از بنابراین
شود. می حاصل زیر صورت به a+ by > ٠ ازاي به ، f(y) = Ln(a+ by) تابع دیفرانسیل

F (k) =


Ln(a+ bY (٠)) k = ٠,

b

a+ bY (٠)
Y (١) k = ١,

b

a+ bY (٠)
[Y (k)−

∑k−٢
m=٠

(m+ ١)

k
F (m+ ١)Y (k − ١ −m)] k ≥ ٢.

(68.2)

مثلثاتی غیرخطی توابع 4.8.2
از استفاده با بگیرید. درنظر را g(y) = cos(ay) و f(y) = sin(ay) مثلثاتی غیرخطی توابع

داریم: (1.2) رابطه
F (٠) = [sin(ay(x))]x=٠ = sin(ay(٠)) = sin(aY (٠)),

G(٠) = [cos(ay(x))]x=٠ = cos(ay(٠)) = cos(aY (٠)),

(69.2)

داریم: x به نسبت g(y) = cos(ay) و f(y) = sin(ay) توابع طرفین از گیري مشتق با حال
df(y)

dx
= a cos(ay)

dy(x)

dx
= ag(y)

dy(x)

dx
,

dg(y)

dx
= −a sin(ay)

dy(x)

dx
= −af(y)

dy(x)

dx
,

(70.2)

زیر صورت به (4.2.2) تا (2.2.2) قضایاي از استفاده با (70.2) معادله دیفرانسیل تبدیل
است.

(k + ١)F (k + ١) = a
∑k

m=٠(k + ١ −m)G(m)Y (k + ١ −m),

(k + ١)G(k + ١) = −a
∑k

m=٠(k + ١ −m)F (m)Y (k + ١ −m),

(71.2)

شود. می حاصل زیر رابطه فوق رابطه در k جاي به (k − ١) قرادادن با
F (k) = a

∑k−١
m=٠

(k −m)

k
G(m)Y (k −m), k ≥ ١,

G(k) = −a
∑k−١

m=٠
(k −m)

k
F (m)Y (k −m), k ≥ ١,

(72.2)
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می بدست زیر صورت به بازگشتی روابط (72.2) و (69.2) معادلات ترکیب از بنابراین
آیند.

F (k) =


sin(aY (٠)) k = ٠,

a
∑k−١

m=٠
(k −m)

k
G(m)Y (k −m) k ≥ ١,

(73.2)

و

G(k) =


cos(aY (٠)) k = ٠,

−a
∑k−١

m=٠
(k −m)

k
F (m)Y (k −m) k ≥ ١.

(74.2)

هذلولوي غیرخطی توابع 5.8.2
از استفاده با بگیرید. درنظر را g(y) = cosh(ay) و f(y) = sinh(ay) مثلثاتی غیرخطی توابع

داریم: (1.2) رابطه
F (٠) = [sinh(ay(x))]x=٠ = sinh(ay(٠)) = sinh(aY (٠)),

G(٠) = [cosh(ay(x))]x=٠ = cosh(ay(٠)) = cosh(aY (٠)),

(75.2)

داریم: x به نسبت g(y) = cosh(ay) و f(y) = sinh(ay) توابع طرفین از گیري مشتق با حال
df(y)

dx
= a cosh(ay)

dy(x)

dx
= ag(y)

dy(x)

dx
,

dg(y)

dx
= a sinh(ay)

dy(x)

dx
= af(y)

dy(x)

dx
,

(76.2)

است. زیر صورت به (76.2) معادله دیفرانسیل تبدیل
(k + ١)F (k + ١) = a

∑k
m=٠(k + ١ −m)G(m)Y (k + ١ −m),

(k + ١)G(k + ١) = a
∑k

m=٠(k + ١ −m)F (m)Y (k + ١ −m)

(77.2)

شود. می حاصل زیر رابطه فوق رابطه در k جاي به (k − ١) قرادادن با
F (k) = a

∑k−١
m=٠

(k −m)

k
G(m)Y (k −m), k ≥ ١,

G(k) = a
∑k−١

m=٠
(k −m)

k
F (m)Y (k −m), k ≥ ١.

(78.2)



جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات براي دیفرانسیل تبدیل روش کاربرد .2 44فصل

می بدست زیر صورت به بازگشتی روابط (78.2) و (75.2) معادلات ترکیب از بنابراین
آیند.

F (k) =


sinh(aY (٠)) k = ٠,

a
∑k−١

m=٠
(k −m)

k
G(m)Y (k −m) k ≥ ١.

(79.2)

و

G(k) =


cosh(aY (٠)) k = ٠,

a
∑k−١

m=٠
(k −m)

k
F (m)Y (k −m) k ≥ ١.

(80.2)

نمایی غیرخطی توابع 6.8.2
گرفت. نظر در زیر صورت به را f(y) = eay

b نمایی خطی غیر تابع توان می

z(x) = yb(x), f(z) = eaz

تابع دیفرانسیل تبدیل بنابراین است. (2.5.2) حالت همان این که است واضح
آید. می بدست زیر صورت به (5.2.2) تا (2.2.2) قضایاي از استفاده با f(y) = eay

b

F (k) =


eaZ(٠) k = ٠,

a
∑k−١

m=٠
(m+ ١)

k
Z(m+ ١)F (k − ١ −m) k ̸= ١

(81.2)

آن در که

Y (٠)Z(k) =


[Y (٠)]١+b k = ٠,

∑k
m=١

(١ + b)m− k

k
Y (m)Z(k −m) k ̸= ١

(82.2)

به مشابه طریق به پیچیده غیرخطی توابع دیفرانسیل تبدیل که دهد می نشان فوق رابطه
آیند. می دست
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عددي هاي مثال 9.2
بگیرید[29]. نظر در را زیر خطی غیر اولیه مقدار مسئله .1.9.2 مثال

y′′(x) = ٢y(x) + ۴y(x)Lny(x), y(x) > ٠, (83.2)

اولیه شرایط با

y(٠) = ١, y′(٠) = ٠. (84.2)

است. زیر صورت به (83.2) معادله دیفرانسیل تبدیل

(k + ١)(k + ٢)Y (k + ٢) = ٢Y (k) + ۴
k∑

m=٠
Y (m)F (k −m), (85.2)

داریم: (84.2) اولیه شرط از

Y (٠) = ١, Y (١) = ٠. (86.2)

داریم: (68.2) رابطه از استفاده با و است Ln(y(x)) دیفرانسیل تبدیل F (k)

F (k) =



Ln(Y (٠)), k = ٠,

Y (١)

Y (٠)
, k = ١,

Y (k)

Y (٠)
−
∑k−٢

m=٠
m+ ١
kY (٠)

F (m+ ١)Y (k − ١ −m), k ≥ ٢.

(87.2)

می بدست ما (87.2) و (85.2) روابط در k = ٠ و (86.2) رابطه کردن جایگزین با حال
آوریم:

F (٠) = ٠, Y (٢) = ١, (88.2)
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(87.2) و (85.2) معادلات در k = ١ و (88.2) و (86.2) رابطه کردن جایگزین با همچنین
داریم:

F (١) = ٠, Y (٣) = ٠,

آیند. می بدست زیر صورت به Y (k) مقادیر بقیه بازگشتی رابطه از استفاده با و

Y (۴) =
١
٢!

, , Y (۵) = ٠, Y (۶) =
١
٣!

, Y (٧) = ٠, Y (٨) =
١
۴!

, Y (٩) = ٠, ...

داریم: کلی حالت در و
Y (٢k) =

١
k!
, Y (٢k + ١) = ٠, k = ٠,١,٢, ...

آید. می بدست زیر صورت به معادله جواب (3.2) در Y (k) مقادیر همه کردن جایگزین با

y(x) = ١ + x٢ +
١
٢!

x۴ +
١
٣!

x۶ +
١
۴!

x٨ + .... =
∞∑

k=٠

١
k!
(x٢)k = ex

٢ (89.2)

بگیرید[29]. نظر در را براتو19 نوع از اولیه مقدار مسئله .2.9.2 مثال

y′′(x)− ٢ey(x) = ٠, ٠ < x < ١, (90.2)

اولیه شرایط با

y(٠) = y′(٠) = ٠, (91.2)

آوریم: می بدست اولیه شرایط و (90.2) معادله از گرفتن دیفرانسیل تبدیل با

(k + ١)(k + ٢)Y (k + ٢) = ٢F (k), (92.2)

Y (٠) = Y (١) = ٠. (93.2)
19Bratu-type
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داریم: (60.2) رابطه از استفاده با و است ey دیفرانسیل تبدیل F (k) که

F (k) =


eY (٠), k = ٠,

∑k−١
m=٠

m+ ١
k

Y (m+ ١)F (k −m− ١), k ≥ ١.

(94.2)

می بدست ما (94.2) و (91.2) روابط در k = ٠ و (93.2) معادله کردن جایگزین با حال
آوریم:

F (٠) = ١, Y (٢) = ١,

آیند. می بدست زیر صورت به Y (k) مقادیر بازگشتی رابطه از استفاده با حال

Y (٣) = ٠, Y (۴) =
١
۶ , Y (۵) = ٠, Y (۶) =

٢
۴۵ , Y (٧) = ٠,

Y (٨) =
١٧

١٢۶٠ , Y (٩) = ٠, Y (١٠) =
۶٢

١۴١٧۵ , Y (١١) = ٠, Y (١٢) =
۶٩١

۴۶٧٧٧۵ ...

آید. می بدست زیر صورت به سري جواب (3.2) در Y (k) مقادیر همه کردن جایگزین با

y(x) = x٢ +
١
۶x۴ +

٢
۴۵x۶ +

١٧
١٢۶٠x٨ +

۶٢
١۴١٧۵x١٠ +

۶٩١
۴۶٧٧٧۵x١٢ + ....(95.2)

توسط جواب بسته فرم که است آدومیان تجزیه روش با آمده بدست نتیجه همان این که
.[30] است شده ارائه وازواز20

y(x) = −٢Ln(cosx) (96.2)

20Wazwaz
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دو خطی غیر توابع دیفرانسیل تبدیل محاسبه 10.2
بعدي

مقدمه 1.10.2
دو غیرخطی توابع دیفرانسیل تبدیل محاسبه براي کارا و مؤثر الگوریتم یک بخش این در
همکارانش و چانگ توسط 2009 سال در الگوریتم این .[31] است شده معرفی بعدي
،(5.4.2) ،(2.4.2) ،(1.4.2) اساسی قضایاي و گیري مشتق خاصیت بر که شد پیشنهاد
طریق از آسانی به دیفرانسیل تبدیل تابع بنابراین است. شده گذاري پایه (9.4.2) ،(7.4.2)
شود می اعمال بعدي دو توابع روي الگوریتم بخش این در شود. می تعیین بازگشتی روابط
در که موارد تمام در شد. خواهد محاسبه بعدي دو غیرخطی توابع دیفرانسیل تبدیل و

اند. شده فرض ثابت b و a آمد خواهد ادامه

اي جمله چند غیرخطی توابع 2.10.2
(14.2) رابطه از استفاده با بگیرید. درنظر را f(u) = ua اي جمله چند غیرخطی تابع

داریم:

F (٠,٠) = [ua(x, y)](x=٠,y=٠) = ua(٠,٠) = Ua(٠,٠). (97.2)

داریم: y و x به نسبت f(u) = ua(x, y) تابع از گیري مشتق با حال

∂f

∂x
= aua−١∂u

∂x
,

∂f

∂y
= aua−١∂u

∂y
, (98.2)
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داریم: u در رابطه طرفین ضرب با که

u
∂f

∂x
= af

∂u

∂x
,

u
∂f

∂y
= af

∂u

∂y
. (99.2)

شده بیان قضایاي از استفاده و (97-2) معادله روي دیفرانسیل تبدیل روش بردن بکار با
داریم:

k∑
r=٠

h∑
s=٠

U(r, h−s)(k−r+١)F (k−r+١, s) = a
k∑

r=٠

h∑
s=٠

(r+١)U(r+١, h−s)F (k−r, s).

(100.2)
داریم: بالا رابطه از

(k + ١)
h∑

s=٠
U(٠, h− s)F (k + ١, s) =

k∑
r=٠

h∑
s=٠

[(r + ١)a− (k − r)]U(r + ١, h− s)

F (k − r, s) =
k+١∑
r=١

h∑
s=٠

[ra− (k − r + ١)]U(r, h− s)F (k − r + ١, s), (101.2)

داریم: فوق رابطه در k جاي به (k − ١) قرادادن با
h∑

s=٠
U(٠, h− s)F (k, s) =

k∑
r=١

h∑
s=٠

(a+ ١)r − k

k
U(r, h− s)F (k − r, s), k ≥ ١. (102.2)

داریم: قبل فرایند تکرار و (99.2) معادله از گرفتن دیفرانسیل تبدیل با مشابه طور به
k∑

r=٠
U(k − r,٠)F (r, h) =

h∑
s=١

k∑
r=٠

(a+ ١)s− h

h
U(k − r, s)F (r, h− s), h ≥ ١. (103.2)

تابع براي زیر صورت به بازگشتی رابطه (103.2) و (102.2) ،(97.2) روابط ترکیب از
آید. می بدست f(u) = ua

F (٠,٠) = Ua(٠,٠)

∑h
s=٠ U(٠, h− s)F (k, s) =

∑k
r=١

∑h
s=٠

(a+ ١)r − k

k
U(r, h− s)F (k − r, s), k ≥ ١

∑k
r=٠ U(k − r,٠)F (r, h) =

∑h
s=١

∑k
r=٠

(a+ ١)s− h

h
U(k − r, s)F (r, h− s), h ≥ ١

(104.2)
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نمایی غیرخطی تابع 3.10.2
داریم: (14.2) رابطه از بگیرید. درنظر را f(u) = eau نمایی خطی غیر تابع

F (٠,٠) = [eau(x,y)](x=٠,y=٠) = eau(٠,٠) = eaU(٠,٠), (105.2)

داریم: y و x به نسبت f(u) = eau تابع طرفین از گیري مشتق با حال
∂f(u)

∂x
= af(u)

∂u(x, y)

∂x
,

∂f(u)

∂y
= af(u)

∂u(x, y)

∂y
.

(106.2)

است. زیر صورت به (106.2) معادله دیفرانسیل تبدیل
(k + ١)F (k + ١, h) = a

∑k
r=٠
∑h

s=٠(k − r + ١)U(k − r + ١, s)F (r, h− s),

(h+ ١)F (k, h+ ١) = a
∑k

r=٠
∑h

s=٠(h− s+ ١)U(r, h− s+ ١)F (k − r, s).

(107.2)

دهیم می قرار (h− ١) ، h جاي به دومی در و (k − ١) ، k جاي به اولی در فوق رابطه در
داریم: و

F (k, h) = a
∑k−١

r=٠
∑h

s=٠
k − r

k
U(k − r, s)F (r, h− s), k ≥ ١,

F (k, h) = a
∑k

r=٠
∑h−١

s=٠
h− s

h
U(r, h− s)F (k − r, s), h ≥ ١,

(108.2)

نمایی غیرخطی تابع دیفرانسیل تبدیل ، (108.2) و (105.2) روابط ترکیب از حال
آید. می بدست زیر بازگشتی رابطه صورت به f(u) = eau

F (k, h) =



eaU(٠,٠), k = ٠, h = ٠,

a
∑k−١

r=٠
∑h

s=٠
k − r

k
U(k − r, s)F (r, h− s), k ≥ ١,

a
∑k

r=٠
∑h−١

s=٠
h− s

h
U(r, h− s)F (k − r, s), h ≥ ١.

(109.2)
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لگاریتمی غیرخطی تابع 4.10.2
تابع دامنه به توجه با بگیرید. درنظر را f(u) = Ln(a + bu) لگاریتمی خطی غیر تابع

داریم: (14.2) رابطه از و {u | a+ bu > ٠} ، f لگاریتمی

F (٠,٠) = [Ln(a+bu(x, y))](x=٠,y=٠) = Ln(a+bu(٠,٠)) = Ln(a+bU(٠,٠)). (110.2)

داریم: و گیریم می مشتق y و x به نسبت f(u) = Ln(a+ bu) تابع طرفین از حال
∂f

∂x
=

b

a+ bu

∂u

∂x
,

∂f

∂y
=

b

a+ bu

∂u

∂y
.

(111.2)

معادل طور به یا
a
∂f

∂x
= b(

∂u

∂x
− u

∂f

∂x
),

a
∂f

∂y
= b(

∂u

∂y
− u

∂f

∂y
).

(112.2)

است: زیر صورت به (112.2) معادلات دیفرانسیل تبدیل
aF (k + ١, h) = b

[
U(k + ١, h)−

∑k
r=٠
∑h

s=٠
r + ١
k + ١U(k − r, s)F (r + ١, h− s)

]
,

aF (k, h+ ١) = b

[
U(k, h+ ١)−

∑h
s=٠
∑k

r=٠
s+ ١
h+ ١U(r, h− s)F (k − r, s+ ١)

]
.

(113.2)
دهیم می قرار (h− ١) ، h جاي به دومی در و (k − ١) ، k جاي به اولی در فوق رابطه در

داریم: و
aF (k, h) = b

[
U(k, h)−

∑k−١
r=٠

∑h
s=٠

r + ١
k

U(k − ١ − r, s)F (r + ١, h− s)

]
, k ≥ ١,

aF (k, h) = b

[
U(k, h)−

∑h−١
s=٠

∑k
r=٠

s+ ١
h

U(r, h− ١ − s)F (k − r, s+ ١)

]
, h ≥ ١.

(114.2)
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آید. می بدست زیر بازگشتی رابطه ، (114.2) و (110.2) روابط ترکیب از حال

aF (k, h) =



aLn(a+ bU(٠,٠)), k = ٠, h = ٠,

b

[
U(k, h)−

∑k−١
r=٠

∑h
s=٠

r + ١
k

U(k − ١ − r, s)F (r + ١, h− s)

]
, k ≥ ١,

b

[
U(k, h)−

∑h−١
s=٠

∑k
r=٠

s+ ١
h

U(r, h− ١ − s)F (k − r, s+ ١)

]
, h ≥ ١

(115.2)

مثلثاتی غیرخطی توابع 5.10.2
(14.2) رابطه از بگیرید. درنظر را g(u) = cos(au) و f(u) = sin(au) مثلثاتی غیرخطی توابع

داریم:
F (٠,٠) = [sin(au(x, y))](x=٠,y=٠) = sin(au(٠,٠)) = sin(aU(٠,٠)),

G(٠,٠) = [cos(au(x, y))](x=٠,y=٠) = cos(au(٠,٠)) = cos(aU(٠,٠))

(116.2)

به نسبت g(u) = cos(au) و f(u) = sin(au) توابع طرفین از تبدیل، توابع یافتن براي حال
داریم: و گرفته مشتق x

∂f

∂x
= a cos(au)

∂u

∂x
= ag(u)

∂u

∂x
,

∂g

∂x
= −a sin(au)

∂u

∂x
= −af(u)

∂u

∂x

(117.2)

است. زیر صورت به (117.2) دستگاه دیفرانسیل تبدیل
(k + ١)F (k + ١, h) = a

∑k
r=٠
∑h

s=٠(k − r + ١)G(r, h− s)U(k − r + ١, s),

(k + ١)G(k + ١, h) = −a
∑k

r=٠
∑h

s=٠(k − r + ١)F (r, h− s)U(k − r + ١, s).

(118.2)

داریم: فوق دستگاه در k جاي به (k − ١) کردن جایگزین با
F (k, h) = a

∑k−١
r=٠

∑h
s=٠

k − r

k
G(r, h− s)U(k − r, s), k ≥ ١

G(k, h) = −a
∑k−١

r=٠
∑h

s=٠
k − r

k
F (r, h− s)U(k − r, s), k ≥ ١

(119.2)
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داریم: و گرفته مشتق y به نسبت g(u) = cos(au) و f(u) = sin(au) توابع طرفین از حال
∂f

∂y
= a cos(au)

∂u

∂y
= ag(u)

∂u

∂y
,

∂g

∂y
= −a sin(au)

∂u

∂y
= −af(u)

∂u

∂y
.

(120.2)

با: است برابر (120.2) دستگاه دیفرانسیل تبدیل
(h+ ١)F (k, h+ ١) = a

∑k
r=٠
∑h

s=٠(h− s+ ١)G(k − r, s)U(r, h− s+ ١),

(h+ ١)G(k, h+ ١) = −a
∑k

r=٠
∑h

s=٠(h− s+ ١)F (k − r, s)U(r, h− s+ ١).

(121.2)

داریم: فوق دستگاه در h جاي به (h− ١) کردن جایگزین با
F (k, h) = a

∑h−١
s=٠

∑k
r=٠

h− s

h
G(k − r, s)U(r, h− s), h ≥ ١,

G(k, h) = −a
∑h−١

s=٠
∑k

r=٠
h− s

h
F (k − r, s)U(r, h− s), h ≥ ١.

(122.2)

آیند می بدست زیر بازگشتی روابط (122.2) و (119.2) ،(116.2) روابط ترکیب از بنابراین
هستند. g(u) = cos(au) و f(u) = sin(au) مثلثاتی غیرخطی توابع دیفرانسیل تبدیل که

F (k, h) =



sin(aU(٠,٠)), k = ٠, h = ٠,

a
∑k−١

r=٠
∑h

s=٠
k − r

k
G(r, h− s)U(k − r, s), k ≥ ١,

a
∑h−١

s=٠
∑k

r=٠
h− s

h
G(k − r, s)U(r, h− s), h ≥ ١.

(123.2)

و

G(k, h) =



cos(aU(٠,٠)), k = ٠, h = ٠,

−a
∑k−١

r=٠
∑h

s=٠
k − r

k
F (r, h− s)U(k − r, s), k ≥ ١,

−a
∑h−١

s=٠
∑k

r=٠
h− s

h
F (k − r, s)U(r, h− s), h ≥ ١.

(124.2)
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هذلولوي غیرخطی توابع 6.10.2
و f(u) = sinh(au) هذلولوي خطی غیر توابع دیفرانسیل تبدیل آوردن بدست روند

بنابراین است مثلثاتی غیرخطی توابع دیفرانسیل تبدیل مشابه دقیقا g(u) = cosh(au)

است: زیر صورت به هذلولوي غیرخطی توابع دیفرانسیل تبدیل

F (k, h) =



sinh(aU(٠,٠)), k = ٠, h = ٠,

a
∑k−١

r=٠
∑h

s=٠
k − r

k
G(r, h− s)U(k − r, s), k ≥ ١,

a
∑h−١

s=٠
∑k

r=٠
h− s

h
G(k − r, s)U(r, h− s), h ≥ ١.

(125.2)

و

G(k, h) =



cosh(aU(٠,٠)), k = ٠, h = ٠,

a
∑k−١

r=٠
∑h

s=٠
k − r

k
F (r, h− s)U(k − r, s), k ≥ ١,

a
∑h−١

s=٠
∑k

r=٠
h− s

h
F (k − r, s)U(r, h− s), h ≥ ١.

(126.2)

نمایی غیرخطی توابع 7.10.2
گرفت. نظر در زیر صورت به توان می را f(u) = eau

b نمایی غیرخطی تابع

z(u) = ub(x, y), f(z) = eaz

تابع این دیفرانسیل تبدیل بنابراین است eau نمایی غیرخطی تابع همان این که است واضح
آید. می بدست زیر صورت به (109.2) معادله از

F (k, h) =



eaZ(٠,٠), k = ٠, h = ٠

a
∑k−١

r=٠
∑h

s=٠
k − r

k
Z(k − r, s)F (r, h− s), k ≥ ١

a
∑k

r=٠
∑h−١

s=٠
h− s

h
Z(r, h− s)F (k − r, s), h ≥ ١.

(127.2)
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آن در که

Z(٠,٠) = U b(٠,٠),

∑h
s=٠ U(٠, h− s)Z(k, s) =

∑k
r=١

∑h
s=٠

(b+ ١)r − k

k
U(r, h− s)Z(k − r, s), k ≥ ١,

∑k
r=٠ U(k − r,٠)Z(r, h) =

∑h
s=١

∑k
r=٠

(b+ ١)s− h

h
U(k − r, s)Z(r, h− s), h ≥ ١.

(128.2)

از راحتی به پیچیده غیرخطی توابع دیفرانسیل تبدیل که دهند می نشان آخر روابط
آید. می دست به بخش این در شده ذکر غیرخطی توابع دیفرانسیل تبدیل ترکیب

عددي هاي مثال 11.2
.[31] بگیرید نظر در را زیر خطی غیر اولیه مقدار مسئله .1.11.2 مثال

ux(x, y) + uy(x, y) = ٣(x+ y)u
٢
٣ (x, y), (129.2)

اولیه شرایط با

u(x,٠) = ١, u(٠, y) = ١. (130.2)

به بعدي دو دیفرانسیل تبدیل قضایاي از استفاده با (129.2) معادله دیفرانسیل تبدیل
است. زیر صورت

(k + ١)U(k + ١, h) + (h+ ١)U(k, h+ ١) = ٣
k∑

r=٠

h∑
s=٠

δ(r − ١, h− s)F (k − r, s) +

٣
k∑

r=٠

h∑
s=٠

δ(r, h− s− ١)F (k − r, s) (131.2)

با: است معادل اولیه شرایط از استفاده با (131.2) رابطه که

(k+١)U(k+١, h)+(h+١)U(k, h+١) = ٣[
k∑

r=٠
F (k−r, h)δ(r−١)+

h∑
s=٠

F (k, h−s)δ(s−١)]

(132.2)
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داریم: (130.2) اولیه شرایط از و (131.2) رابطه از استفاده با

U(k,٠) = δ(k), U(٠, h) = δ(h) (133.2)
به F (k, h) ، (104.2) رابطه از استفاده با است. u٢

٣ تابع دیفرانسیل تبدیل F (k, h) که
شود. می محاسبه زیر صورت

F (k, h) =



F (٠,٠) = U
٢
٣ (٠,٠),

∑h
s=٠ U(٠, h− s)F (k, s) =

∑k
r=١

∑h
s=٠

۵r − ٣k

٣k
U(r, h− s)F (k − r, s), k ≥ ١,

∑k
r=٠ U(k − r,٠)F (r, h) =

∑h
s=١

∑k
r=٠

۵s− ٣h

٣h
U(k − r, s)F (r, h− s), h ≥ ١,

(134.2)

داریم: (134.2) بازگشتی رابطه در (133.2) مقادیر دادن قرار با
h∑

s=٠
U(٠, h− s)F (k, s) =

h∑
s=٠

δ(h− s)F (k, s) = F (k, h),

k∑
r=٠

U(k − r,٠)F (r, h) =
k∑

r=٠
δ(k − r)F (r, h) = F (k, h). (135.2)

شود. ساده زیر صورت به تواند می (134.2) رابطه همچنین
F (٠,٠) = ١,

F (k, h) =
∑k

r=١
∑h

s=٠
۵r − ٣k

٣k
U(r, h− s)F (k − r, s), k ≥ ١,

F (k, h) =
∑h

s=١
∑k

r=٠
۵s− ٣h

٣h
U(k − r, s)F (r, h− s), h ≥ ١,

(136.2)

داریم: (136.2) دوم رابطه در h = ٠ و U(k,٠) = δ(k) مقادیر کردن جایگزین با

F (k,٠) =
k∑

r=١

۵r − ٣k

٣k
U(r,٠)F (k − r,٠) = ٠, k ≥ ١. (137.2)

.F (k,٠) = δ(k) داریم: F (٠,٠) = ١ از
می قرار (132.2) رابطه در را h = ٠ و F (k,٠) = δ(k) ، U(k,٠) = δ(k)مقادیر حال

داریم: و دهیم

U(k,١) = ٣
k∑

r=٠
δ(k − r)δ(r − ١) = ٣δ(k − ١). (138.2)
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h = ١ و U(k,١) = ٣δ(k−١) ، F (k,٠) = δ(k) ، U(k,٠) = δ(k) مقادیر کردن جایگزین با
داریم: (136.2) سوم رابطه و (132.2) روابط در

F (k,١) = ٢δ(k − ١), U(k,٢) = ٣δ(k − ٢). (139.2)

داریم: بازگشتی روابط از استفاده با مشابه طور به و

F (k,٢) = δ(k − ٢), U(k,٣) = δ(k − ٣),

F (k,٣) = ٠, U(k,۴) = ٠

F (k,۴) = ٠, U(k,۵) = ٠

F (k,۵) = ٠, U(k,۶) = ٠, ...

کلی حالت در و

U(k, h) =



١, k = ٠, h = ٠,

٣, k = ١, h = ١,

٣, k = ٢, h = ٢,

١, k = ٣, h = ٣,

٠, درغیراینصورت

(140.2)

داشت: خواهیم (15.2) رابطه در (140.2) مقادیر دادن قرار با

u(x, y) =
∞∑

k=٠

∞∑
h=٠

U(k, h)xkyh = ١ + ٣xy + ٣x٢y٢ + x٣y٣ = (١ + xy)٣

است. معادله دقیق جواب این که

.[31] بگیرید نظر در را زیر خطی غیر اولیه مقدار مسئله .2.11.2 مثال

uxy(x, y) = u(x, y)(١ + Lnu(x, y)) (141.2)
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اولیه شرایط با

u(x,٠) = ١, u(٠, y) = ١. (142.2)

است. زیر صورت به (142.2) و (141.2) روابط دیفرانسیل تبدیل

(k + ١))(h+ ١)U(k + ١, h+ ١) = U(k, h) +
k∑

r=٠

h∑
s=٠

U(r, h− s)F (k − r, s) (143.2)

U(k,٠) = δ(k), U(٠, h) = δ(h) (144.2)

(144.2) ، (142.2) روابط از استفاده با است. Ln(u) تابع دیفرانسیل تبدیل F (k, h) که
شود. می محاسبه زیر صورت به F (k, h) ، (115.2) رابطه کمک با و

F (٠,٠) = LnU(٠,٠) (145.2)

U(k, h) =
k−١∑
r=٠

h∑
s=٠

r + ١
k

U(k − ١ − r, s)F (r + ١, h− s), k ≥ ١, (146.2)

U(k, h) =
h−١∑
s=٠

k∑
r=٠

s+ ١
h

U(r, h− ١ − s)F (k − r, s+ ١), h ≥ ١. (147.2)

و (145.2) ، (144.2) معادلات در h = ٠ و U(k,٠) = δ(k) مقادیر کردن جایگزین با
شوند. می حاصل زیر روابط (142.2)

F (k,٠) = ٠, U(k,١) = δ(k − ١), (148.2)

و (147.2) روابط در h = ١ و (148.2) معادله در U(k,٠) = δ(k) کردن جایگزین با
داریم: (142.2)

F (k,١) = δ(k − ١), U(k,٢) =
١
٢!

δ(k − ٢), (149.2)

داریم: بازگشتی روابط از استفاده با مشابه طور به و

F (k,٢) = ٠, U(k,٣) =
١
٣!

δ(k − ٣),
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F (k,٣) = ٠, U(k,۴) =
١
۴!

δ(k − ۴),

F (k,۴) = ٠, U(k,۵) =
١
۵!

δ(k − ۵),

F (k,۵) = ٠, U(k,۶) =
١
۶!

δ(k − ۶), ...

کلی حالت در و

U(k, h) =
١
h!
δ(k − h). (150.2)

داریم: (15.2) رابطه در U(k, h) مقادیر همه دادن قرار با

u(x, y) =
∞∑

k=٠

∞∑
h=٠

١
h!
δ(k − h)xkyh =

∞∑
k=٠

١
k!
(xy)k = exy.

است. معادله دقیق جواب این که
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مقدمه 1.3
جامد2، فیزیکحالت شامل طبیعی علوم مختلف هاي زمینه بیشتر در پلانک1 فوکر- معادله

دارد. وجود گردش6 نظریه و نظري5 بیولوژي فیزیک4، شیمی اپتیک3، کوانتوم
ذره یک براونی7 حرکت دادن شرح براي پلانک و فوکر توسط ابتدا پلانک فوکر- معادله
معادله شود، ور غوطه مایع یک در m جرم به کوچک ذره یک اگر .[32] شد برده بکار

شود. می داده زیر صورت به W (x, t) 8 توزیع تابع براي حرکت

∂W

∂t
= λ

∂υW

∂υ
+ λ

KT

m

∂٢W

∂٢υ
, (1.3)

ثابت K کسر، ثابت λ است، t زمان در کوچک ذره یک از براونی حرکت سرعت شتاب ν که
.[32] شود می نامیده مایع حرارت درجه T و بولتزمن9

تابع با (1.3) معادله حل با است. پلانک فوکر- معادله نوع ترین ساده (1.3) معادله
W (x, t) توزیع تابع توان می مناسب مرزي شرایط دادن قرار و t = ٠ براي W (x, t) توزیع

آورد. بدست t > ٠ براي را
.[32] است زیر فرم به x متغیر براي پلانک فوکر- معادله کلی حالت

∂u

∂t
=

[
− ∂

∂x
A(x) +

∂٢

∂x٢B(x)

]
u, (2.3)

1Fokker-Planck equation
2solid-state physics
3quantum optics
4chemical physics
5theoretical biology
6circuit theory
7Brownian motion
8distribution function
9Boltzmanns
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صورت به شده داده اولیه شرط با

u(x,٠) = f(x), x ∈ R, (3.3)

A(x) و 10 انتشار ضریب B(x) > ٠ ، (2.3) معادله در است. مجهول تابع u(x, t) آن در که
وابسته هم زمان به است ممکن رانش و انتشار ضرایب شود. می نامیده رانش11 ضریب

باشند.
∂u

∂t
=

[
− ∂

∂x
A(x, t) +

∂٢

∂x٢B(x, t)

]
u, (4.3)

ضریب و انتشار ضریب آن در که است فوکر-پلانک معادله از خاصی حالت (1.3) معادله
در که است u(x, t) توزیع تابع براي حرکت معادله یک (2.3) معادله هستند. ثابت رانش
جزئی دیفرانسیل معادله شبیه شود. می نامیده 12 پیشرو کولموگرو معادله ریاضی ادبیات

است. زیر فرم به معادله پسرو13 کولموگرو معادله
∂u

∂t
=

[
−A(x, t)

∂

∂x
+B(x, t)

∂٢

∂x٢

]
u, (5.3)

است. زیر فرم به xN , ..., x٢, x١ متغیر N براي (2.3) معادله کلی حالت
∂u

∂t
=

− N∑
i=١

∂

∂xi

Ai(x) +
N∑

i,j=١

∂٢

∂xi

∂xjBi,j(x)

u, (6.3)

اولیه شرط با

u(x,٠) = f(x), x ∈ RN , (7.3)

است. x = (x١, x٢, ..., xN)
T آن در که

xN , ..., x٢, x١ متغیر N به وابسته کلی حالت در Bi,j
انتشار15 وتانسور Ai

رانش14 بردار
10diffusion coeffcient
11drift coeffcient
12Forward Kolmogorov equation
13Forward Kolmogorov equation
14drift vector
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است.
جواب آوردن بدست کلی بطور اما است ممکن فوکر-پلانک معادله تحلیلی جواب یافتن
روش باشد. زیاد متغیرها تعداد یا نباشند پذیر تفکیک متغیرها اگر خصوصا است، مشکل
معادله تبدیل سازي، شبیه هاي روش مانند دارد وجود جواب یافتن براي متنوعی هاي

غیره. و عددي گیري انتگرال هاي روش ، شرویدینگر16 معادله به فوکر-پلانک
نامیده غیرخطی پلانک فوکر- معادله که دارد وجود پلانک فوکر- معادله از کلی فرم یک
سطح فیزیک پلاسما17، فیزیک مثل مختلف هاي زمینه در مهمی کاربردهاي و شود می
،23 پلیمر فیزیک غیرخطی22، هیدرودینامیک مهندسی21، بیولوژي20، پویا19، جمعیت ،18

یک درحالت .[33] دارد بازاریابی27 26و فیزیولوژي ساختمان25، الگوي لیزر24، فیزیک
شود. می نوشته زیر فرم به غیرخطی پلانک فوکر- معادله متغیره

∂u

∂t
=

[
− ∂

∂x
A(x, t, u) +

∂٢

∂x٢B(x, t, u)

]
u, (8.3)

است. زیر صورت به خطی غیر پلانک فوکر- معادله ، xN , ..., x٢, x١ متغیر N براي
∂u

∂t
=

− N∑
i=١

∂

∂xi

Ai(x, t, u) +
N∑

i,j=١

∂٢

∂xi

∂xjBi,j(x, t, u)

u, (9.3)

است x = (x١, x٢, ..., xN)
T آن در که

15diffusion tensor
16Schrodinger equation
17plasma physics
18surface physics
19population dynamics
20biophysics
21engineering
22nonlinear hydrodynamics
23polymer physics
24laser physics
25pattern formation
26psychology
27marketing
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پلانک فوکر- معادله Bi,j(x, t, u) = Bi,j(x) و Ai(x, t, u) = Ai(x) دیگر خاص حالت در
روي زیادي تحقیقات دلیل همین به یابد. کاهشمی (6.3) خطی معادله به (9.3) غیرخطی
.[35 است[7]-[34، شده انجام معادله این عددي حل یافتن منظور به فوکر-پلانک معادله
براي دیفرانسیل تبدیل روش از کاربردهایی به فصل این در فوق، مباحث به توجه با

پردازیم. می کولموگرو معادله و غیرخطی و خطی پلانک فوکر- معادله حل

معادله از عددي نتایج 2.3
بگیرید. نظر در زیر اولیه شرط با را (2.3) معادله .1.2.3 مثال

f(x) = x, x ∈ R (10.3)

داریم: لذا B(x) = ١ و A(x) = −١ دهیم می قرار ، (2.3) معادله در

∂u

∂t
=

[
∂

∂x
+

∂٢

∂x٢

]
u (11.3)

است. زیر صورت به اش اولیه شرط با همراه فوق معادله دیفرانسیل تبدیل

(h+ ١)U(k, h+ ١) = (k + ١)U(k + ١, h) + (k + ١)(k + ٢)U(k + ٢, h), (12.3)

U(k,٠) = δ[k − ١] =

{
١ k = ١,

٠ درغیراینصورت U(k,١) =

{
١ k = ٠,

٠ درغیراینصورت (13.3)

آن در را (13.3) معادله مقادیر و کرده تبدیل (h − ١) به را h ، (12.3) معادله در حال
آیند. بدست زیر صورت به U(k.h) مقادیر تا کرده جایگذاري

U(k, h) =

{
١ k, h = ٠,١, k ̸= h,

٠ درغیراینصورت
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می بدست زیر صورت به را جواب از بسته فرم (15.2) معادله در U(k, h) همه جایگزینی با
.[7] آوریم

u(x, t) =
∞∑

k=٠

∞∑
h=٠

U(k, h)xkth = x+ t

می بررسی هستند t و x به وابسته B و A ضرایب که را حالتی مثال این در .2.2.3 مثال
زیر صورت به B و A شده داده مقادیر و اولیه شرط با را (4.3) معادله منظور بدین کنیم.

گیریم. می نظر در

u(x,٠) = f(x) = sinh(x), x ∈ R (14.3)

A(x, t) = et coth(x) cosh(x) + et sinh(x)− coth(x),

B(x, t) = et cosh(x).

داریم: (4.3) معادله در شده داده Bو A مقادیر جایگذاري با
∂u

∂t
=

[
− ∂

∂x
(et coth(x) cosh(x) + et sinh(x)− coth(x)) +

∂٢

∂x٢ (e
t cosh(x))

]
u. (15.3)

صورت به (4.2) بخش در شده بیان قضایاي از استفاده با فوق معادله دیفرانسیل تبدیل
است. زیر

k∑
r=٠

h∑
s=٠

(
−٢δ(k − r) +

(−٢)k−r

(k − r)!
+

(٢)k−r

(k − r)!

)
(h− s+ ١)U(r, h− s+ ١) =

k∑
r=٠

h∑
s=٠

(
−۴δ(r) +

۵
٢r!(h− s)!

− (−٣)r

٢r!(h− s)!
+

۵(−١)r

٢r!(h− s)!
− ٣r

٢r!(h− s)!

)
U(k − r, s)

+
k∑

r=٠

h∑
s=٠

(
−(−٢)r

r!
+

٢r

r!
− ٢

r!(h− s)!
+

(١−)٢r

r!(h− s)!

)
(k + ١ − r)U(k + ١ − r, s) +

k∑
r=٠

h∑
s=٠

(
− ١

٢r!(h− s)!
+

(−٣)r

٢r!(h− s)!
− (−١)r

٢r!(h− s)!
+

٣r

٢r!(h− s)!

)
(k + ٢ − r)

(k + ١ − r)U(k + ٢ − r, s). (16.3)
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داریم: (14.3) اولیه ازشرط

U(k,٠) =
١
٢

(١
k!

− (−١)k

k!

)
(17.3)

رسیم. می زیر نتایج به و داده قرار (16.3) معادله در را (17.3) معادله حال

U(k,١) = ٠, k = ٠,٢,۴, ...

U(١,١) = ١, U(٣,١) =
١
۶ , U(۵,١) =

١
١٢٠ ...

U(k,٢) = ٠, k = ٠,٢,۴, ...

U(١,٢) =
١
٢ , U(٣,٢) =

١
١٢ , U(۵,٢) =

١
٢۴٠ ...

U(k,٣) = ٠, k = ٠,٢,۴, ...

U(١,٣) =
١
۶ , U(٣,٣) =

١
٣۶ , U(۵,٣) =

١
٧٢٠ ...

...

U(k, h) =
١

٢h!

(١
k!

− (−١)k

k!

)
.

صورت به مسئله دقیق جواب بسته فرم (15.2) معادله در U(k, h) مقادیر همه جایگزینی با
آید.[7]. می بدست زیر

u(x, t) =
∞∑

k=٠

∞∑
h=٠

U(k, h)xkth = etsinh(x).

(5.3) پسرو کولموگرو معادله روي را دیفرانسیل تبدیل روش مثال این در .3.2.3 مثال
بریم. می بکار زیر در شده داده رانش و انتشار ضرایب با

A(x, t) = −(x+ ١), B(x, t) = etx٢.
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باشد. زیر صورت به اولیه شرط کنید فرض

u(x,٠) = f(x) = x+ ١, x ∈ R (18.3)

داریم: (5.3) معادله در Bو A مقادیر دادن قرار با

∂u

∂t
=

[
∂

∂x
(x+ ١) +

∂٢

∂x٢ (e
tx٢)

]
u. (19.3)

گیریم. می دیفرانسیل تبدیل فوق رابطه طرفین از

(h+ ١)U(k, h+ ١) = (k + ١)U(k + ١, h) +
k∑

r=٠

h∑
s=٠

δ(r − ١, h− s)(k − r + ١)

U(k − r + ١, s) +
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

١
s!
δ(r − ٢, h− s− p)(k − r − t+ ٢)

(k − r − t+ ١)U(k − r − t+ ٢, p). (20.3)

داریم: و کرده تبدیل (h− ١) به را h فوق رابطه در

U(k, h) =
١
h
[(١ + k)U(١ + k,−١ + h) +

k∑
r=٠

h−١∑
s=٠

δ(r − ١, h− ١ − s)(k − r + ١)

U(k − r + ١, s) +
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h−١∑
s=٠

h−s−١∑
p=٠

١
(s)!

δ(r − ٢, h− ١ − s− p)(k − r − t+ ٢)].(21.3)

داریم: اولیه شرط از

U(k,٠) = δ(k − ١) + δ(k), (22.3)

نتایج به بازگشتی رابطه از استفاده با و (21.3) معادله در (22.3) رابطه کردن جایگزین با
رسیم. می زیر

U(٠,٠) = ١, U(١,٠) = ١, U(٢,٠) = ٠, U(٣,٠) = ٠, U(۴,٠) = ٠, ...
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U(٠,١) = ١, U(١,١) = ١, U(٢,١) = ٠, U(٣,١) = ٠, U(۴,١) = ٠, ...

U(٠,٢) =
١
٢ , U(١,٢) =

١
٢ , U(٢,٢) = ٠, U(٣,٢) = ٠, U(۴,٢) = ٠, ...

U(٠,٣) =
١
۶ , U(١,٣) =

١
٢ , U(٢,٣) = ٠, U(٣,٣) = ٠, U(۴,٣) = ٠, ...

U(٠,۴) =
١

٢۴ , U(١,۴) =
١

٢۴ , U(٢,۴) = ٠, U(٣,۴) = ٠, U(۴,۴) = ٠, ...

...

U(k, h) =


١
h!

k = ٠,١,

٠ .درغیراینصورت
آید. می بدست زیر صورت به مسئله جواب (15.2) معادله در U(k, h) همه دادن قرار با

u(x, t) =
∞∑

k=٠

∞∑
h=٠

U(k, h)xkth = (١+t+
t٢

٢ +
t٣

٣!
+ ...)(x+١) =

∞∑
h=٠

tn

n!
(x+١) = et(x+١)

. [7] است مسئله تحلیلی جواب بسته فرم که

گیریم. می نظر در زیر صورت به را (6.3) معادله مثال این در .4.2.3 مثال

A١(x, y) = x, A٢(x, y) = ۵y,

B١,١(x, y) = x٢, B٢,١(x, y) = ١, B٢,١(x, y) = ١, B٢,٢(x, y) = y٢.

زیر صورت به اولیه شرط با

u(x, y,٠) = f(x, y) = x, x, y ∈ R. (23.3)

(6.3) معادله طرفین از (6.2) بخش در بعدي سه دیفرانسیل تبدیل قضایاي از استفاده با
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داریم: و گیریم می دیفرانسیل تبدیل

(m+ ١)U(k, h,m+ ١) = −٢U(k, h,m)−
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

δ(k − r, s− ١, p)(h− s+ ١)

U(r, h− s+ ١,m− p) +
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

δ(k − r, s− ٢, p)(h− s+ ١)(h− s+ ٢)

U(r, h− s+ ٢,m− p) + ٣
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

δ(k − r − ١, s, p)(r + ١)U(r + ١, h− s,m− p)

+٢(k + ١)(h+ ١)U(k + ١, h+ ١,m) +
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

δ(k − r − ٢, s, p)(r + ١)(r + ٢)

U(r + ٢, h− s,m− p) (24.3)

داریم: و کرده تبدیل (m− ١) به را m فوق رابطه در

U(k, h,m) =
١
m
[(−٢U(k, h,m− ١)−

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m−١∑
p=٠

δ(k − r, s− ١, p)(h− s+ ١)

U(r, h− s+ ١,m− ١ − p) +
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m−١∑
p=٠

δ(k − r, s− ٢, p)(h− s+ ١)(h− s+ ٢)

U(r, h− s+ ٢,m− ١ − p) + ٣
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m−١∑
p=٠

δ(k − r − ١, s, p)(r + ١)

U(r + ١, h− s,m− ١ − p) + ٢(k + ١)(h+ ١)U(k + ١, h+ ١,m− ١)+

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m−١∑
p=٠

δ(k − r − ٢, s, p)(r + ١)(r + ٢)U(r + ٢, h− s,m− ١ − p)]. (25.3)

داریم: (23.3) اولیه شرط از

U(k, h,٠) = δ(k − ١)δ(h) (26.3)

آیند. می بدست زیر صورت به نتایج (25.3) بازگشتی دررابطه (26.3) معادله جایگذاري با

U(k, h,٠) =

{
١ k = ١, h = ٠
٠ درغیراینصورت , U(k,٠,m) =


١
m!

k = ١,

٠ درغیراینصورت



دیفرانسیل تبدیل روش به فوکر-پلانک معادله حل .3 70فصل

U(٠, h,m) = ٠, ∀h,∀m.

شود. می حاصل زیر صورت به سري جواب (36.2) معادله در U(k, h) همه جایگزینی با

u(x, y, t) =
∞∑

k=٠

∞∑
h=٠

∞∑
p=٠

U(k, h,m)xkyhtm = (١+t+
t٢

٢ +
t٣

٣!
+
t۴

۴!
+...)x =

∞∑
t=٠

tn

n!
x = xet.

.[7] است مسئله جواب بسته فرم که

غیرخطی فوکر-پلانک معادله روي را دیفرانسیل تبدیل روش مثال این در .5.2.3 مثال
گیریم. می نظر در زیر صورت به B و A شده داده مقادیر با را (8.3) معادله بریم. می بکار

A(x, t, u) = ۴u

x
− x

٣ , B(x, t, u) = u,

زیر اولیه شرط با

u(x,٠) = f(x) = x٢, x ∈ R. (27.3)

داریم: و دهیم می قرار (8.3) معادله در را B و A شده داده مقادیر

∂u

∂t
=

[
− ∂

∂x
(۴u

x
− x

٣) +
∂٢

∂x٢ (u)

]
u (28.3)

داریم: و گیریم می دیفرانسیل تبدیل فوق رابطه طرفین از
k∑

r=٠

h∑
s=٠

δ(r − ٢, h− s)(s+ ١)U(k − r, s+ ١) =
١
٣

k∑
r=٠

h∑
s=٠

δ(r − ٢, h− s)U(k − r, s) +

۴
k∑

r=٠

h∑
s=٠

U(r, h− s)U(k − r, s) +
١
٣

k∑
r=٠

h∑
s=٠

δ(r − ٣, h− s)(k − r + ١)U(k − r + ١, s)

−٨
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

δ(r − ١, h− s− p)U(t, s)(k − r − t+ ١)U(k − r − t+ ١, p) +

٢
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

δ(r − ٢, h− s− p)(t+ ١)U(t+ ١, s)(k − r − t+ ١)U(k − r − t+ ١, p)
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+٢
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

δ(r − ٢, h− s− p)U(t, s)(k − r − t+ ١)(k − r − t+ ٢)

U(k − r − t+ ٢, p). (29.3)

داریم: (27.3) ازرابطه

U(k,٠) = δ(k − ٢). (30.3)

صورت به نتایج بازگشتی رابطه از استفاده با و (29.3) معادله در (30.3) معادله جایگذاري با
آیند. می بدست زیر

U(k,٠) =

{
١ k = ٢,

٠ درغیراینصورت , U(k,١) =

{
١ k = ٢,

٠ درغیراینصورت , ....

U(k, h) =


١
h!

k = ٢,

٠ درغیراینصورت
آید. می بدست زیر صورت به جواب (36.2) معادله در U(k, h) همه جایگزینی با

u(x, t) =
∞∑

k=٠

∞∑
h=٠

∞∑
p=٠

U(k, h)xkth = (١ + t+
t٢

٢ +
t٣

٣!
+

t۴

۴!
+ ...)x٢ =

∞∑
t=٠

tn

n!
x٢ = etx٢

است[7]. مسئله دقیق جواب که



4 فصل
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معادلات حل براي دیفرانسیل1 تبدیل کاهش روش از کلی چارچوب یک فصل این در
شود. می ارائه گیرد می قرار بحث مورد فیزیک ریاضی در که را وایتهام2 فرنبرگ- نوع از

آیند. می بدست همگرا سري یک فرم به ها جواب روش این در

مقدمه 1.4
است. شده داده زیر صورت به [36] وایتهام فرنبرگ- معادله

ut − uxxt + ux + uux = ٣uxuxx + uuxxx, (1.4)

اختیاري ثابت با u(x, t) = Ae−
١
٢ |x−

۴
٣ t| پیک3 جواب یک وایتهام و فرنبرگ ، 1978 سال در

(1.4) معادله در سیار موج هاي جواب یافتن براي زیادي کارهاي اخیرا آوردند. بدست A
و هی توسط u٢ux به (1.4) معادله در uux غیرخطی جمله تبدیل است. شده متمرکز

.[37] است مشهور یافته تعمیم وایتهام فرنبرگ- معادله به که شد پیشنهاد 4 دیگران

ut − uxxt + ux + u٢ux = ٣uxuxx + uuxxx, (2.4)

هموتوپی آشفتگی روش آدمیان[38]، تجزیه روش مثل تحلیلی هاي روش وجود خلاف بر
تواند می [42 دیفرانسیل[40، تبدیل کاهش روش وردشی،[9] تکرار روش و [39 ،38]
بدون را همگرا تقریبی هاي جواب و دهد ارائه وایتهام فرنبرگ- معادله براي دقیقی جواب
فراهم آدمیان اي جمله چند پیچیده محاسبه یا آشفتگی سازي، گسسته سازي، خطی

. است دیفرانسیل تبدیل کاهش روش ساده اجراي و بالا مزیت مدیون که سازد
1Reduce Differential transform method(RDTM)
2Fornberg-Whitham
3peak
4He et al
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دیفرانسیل تبدیل کاهش روش اصلی ایده 2.4
دلخواه نقطه یک x و پیوسته t به مشتقاتشنسبت و تحلیلی u(x, t) تابع اگر تعریف1.2.4.

آنگاه باشد تعریف دامنه از

Uk(x) =
١
k!

[
∂k

∂tk
u(x, t)

]
t=٠

, (3.4)

است. تبدیل تابع Uk(x) و اصلی تابع u(x, t) ، طیف بعد t که

شود: می تعریف زیر صورت به Uk(x) معکوس دیفرانسیل تبدیل .2.2.4 تعریف

u(x, t) =
∞∑

k=٠
Uk(x)t

k. (4.4)

آید. می بدست زیر رابطه (4.4) و (3.4) معادلات ترکیب از

Uk(x) =
∞∑

k=٠

١
k!

[
∂k

∂tk
u(x, t)

]
t=٠

tk. (5.4)

باشد: می زیر صورت به استاندارد عملگر حالت در وایتهام فرنبرگ- معادله

L(u(x, t)) +R(u(x, t)) +N(u(x, t)) = g(x, t) (6.4)

اولیه شرط با

u(x,٠) = f(x) (7.4)

جزئی مشتقات که هستند خطی عملگرهاي R =
∂٣

∂x٢∂t
، L =

∂

∂t
آن در که

از استفاده با است. همگن غیر عبارت g(x, t) و است خطی غیر جمله یک N(u(x, t)) = uux
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دیفرانسیل تبدیل کاهش :1.4 جدول
اصلی تابع تبدیل تابع
u(x, t) Uk(x) =

١
k! [

∂k

∂tk
u(x, t)]t=٠

w(x, t) = u(x, t)∓ v(x, t) Wk(x) = Uk(x)∓ Vk(x)

w(x, t) = αu(x, t) Wk(x) = αUk(x)

w(x, y) = xmtn Wk(x) = xmδ(k − n)

w(x, y) = xmtnu(x, t) Wk(x) = xmU(k − n)

w(x, t) = u(x, t)v(x, t) Wk(x) =
∑k

r=٠ Vr(x)Uk−r(x) =
∑k

r=٠ Ur(x)Vk−r(x)

w(x, t) = ∂r

∂tr u(x, t) Wk(x) = (k + ١)...(k + r)Uk+r(x) =
(k+r)!

k! Uk+r(x)

w(x, t) = ∂
∂xu(x, t) Wk(x) =

∂
∂xUk(x)

نویسیم: می زیر بصورت را بازگشتی فرمول (1.4) جدول و دیفرانسیل تبدیل کاهش روش

(k + ١)Uk+١(x) = Gk(x)−N(Uk(x))−R(Uk(x)), (8.4)

g(x, t) و N(u(x, y)) ، R(u(x, y)) توابع تبدیلات ترتیب به Gk(x) و N(Uk(x)) ، R(Uk(x)) که
هستند.

داریم: (7.4) اولیه شرط از

U٠(x) = f(x), (9.4)

مقادیر پیشرو تکراري محاسبات بوسیله و (8.4) معادله در (9.4) معادله کردن جایگزین با
{Uk(x)}nk=٠ مقادیر مجموعه از معکوس تبدیل سپس آیند. می بدست زیر بصورت Uk(x)

دهند. می ارائه زیر فرم به تقریبی جواب

ũn(x, t) =
n∑

k=٠
Uk(x)t

k (10.4)

شود. می داده زیر صورت به مسئله دقیق جواب بنابراین است. تقریبی جواب مرتبه n که

u(x, t) = lim
n→∞

ũn(x, t), i = ١, ..., n. (11.4)
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عددي هاي مثال 3.4
بگیرید. نظر در زیر اولیه شرط با را (1.4) معادله .1.3.4 مثال

u(x,٠) = e
١
٢x. (12.4)

داریم: (1.4) معادله روي دیفرانسیل تبدیل کاهش روش بکاربردن با

(k + ١)Uk+١(x)− (k + ١)
∂٢

∂x٢Uk+١(x) = − ∂

∂x
Uk(x)−

k∑
r=٠

Uk−r(x)
∂

∂x
Ur(x) +

k∑
r=٠

Uk−r(x)
∂٣

∂x٣Ur(x) + ٣
k∑

r=٠
Uk−r(x)

∂٢

∂x٢Ur(x). (13.4)

داریم: و کرده تبدیل (k − ١) به را k فوق معادله در

Uk(x)− (k)
∂٢

∂x٢Uk(x) = − ∂

∂x
Uk−١(x)−

k−١∑
r=٠

Uk−١−r(x)
∂

∂x
Ur(x) +

k−١∑
r=٠

Uk−١−r(x)
∂٣

∂x٣Ur(x) + ٣
k−١∑
r=٠

Uk−١−r(x)
∂٢

∂x٢Ur(x). (14.4)

داریم: اولیه شرط از

U٠(x) = e
١
٢x. (15.4)

با است. 2 مرتبه از خطی جزئی دیفرانسیل معادله یک (14.4) معادله که است واضح این
آوریم. می بدست زیر صورت به را Uk(x) مقادیر (15.4) اولیه شرط و (14.4) معادله حل

U١(x) = −٢
٣e

١
٢x,

U٢(x) =
٢
٩e

١
٢x,

U٣(x) = − ۴
٨١e

١
٢x,

...
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جواب (4.4) رابطه از استفاده با و Uk(x) معکوس دیفرانسیل تبدیل از استفاده با سرانجام
. آید[43] می بدست زیر صورت به مساله دقیق

u(x, t) =
∞∑

k=٠
Uk(x)t

k = e
١
٢x−

٢
٣ t,

بگیرید. نظر در زیر اولیه شرط با را (2.4) معادله .2.3.4 مثال

u(x,٠) =
٣
۴(

√
١۵ − ۵)sech٢(cx), (16.4)

.c = ١
٢٠

√
١٠(۵ −

√
١۵) آن در که

داریم: (1.4) معادله روي دیفرانسیل تبدیل کاهش روش بکاربردن با

(k + ١)Uk+١(x)− (k + ١)
∂٢

∂x٢Uk+١(x) = − ∂

∂x
Uk(x)−

k∑
r=٠

r∑
s=٠

Uk−r(x)Ur−s(x)
∂

∂x
Us(x)

+
k∑

r=٠
Uk−r(x)

∂٣

∂x٣Ur(x) + ٣
k∑

r=٠
Uk−r(x)

∂٢

∂x٢Ur(x) (17.4)

داریم: و کرده تبدیل (k − ١) به را k فوق معادله در

kUk(x)− (k)
∂٢

∂x٢Uk(x) = − ∂

∂x
Uk−١(x)−

k−١∑
r=٠

r∑
s=٠

Uk−١−r(x)Ur−s(x)
∂

∂x
Us(x)

+
k−١∑
r=٠

Uk−١−r(x)
∂٣

∂x٣Ur(x) + ٣
k−١∑
r=٠

Uk−١−r(x)
∂٢

∂x٢Ur(x). (18.4)

داریم: اولیه شرط از

U٠(x) =
٣
۴(

√
١۵ − ۵)sech٢(cx). (19.4)
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آوریم. می بدست زیر صورت به را Uk(x) مقادیر (19.4) اولیه شرط و (18.4) معادله حل با

U١(x) = −١٠۵
٨ x+

٢٧
√

١۵
٨ x+

٣١
٨ x٣ −

√
١۵x٣...,

U٢(x) =
۴۶۵

٨ − ١۵
√

١۵ − ٨٢۵
١۶ x٢ +

٢١٣
√

١۵
١۶ x٢ + ...,

U٣(x) = ٣٠۵x− ٣١۵
√

١۵
۴ x− ٣۶٨٠۵

١٩٢ x٣ +
٩۵٠٣

۶۴

√
۵
٣x٣...,

...

بدست زیر بصورت (2.2.4) رابطه از استفاده با Uk(x) معکوس دیفرانسیل تبدیل سرانجام
آید. می

u(x, t) =
∞∑

k=٠
Uk(x)t

k =
٣
۴(

√
١۵ − ۵)sech٢(c(x− (۵ −

√
١۵)t)).

.[37] است مسئله دقیق جواب این که
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مقدمه 1.5
کنیم. می معرفی زیر صورت به را زاخواروف-کازنتسوف1 معادله ابتدا فصل این در

ut + a(um)x + b(un)xxx + c(uk)yyx = ٠, m, n, k ̸= ٠ (1.5)

رفتار معادله این هستند. صحیح اعداد k و n ، m و اختیاري هاي ثابت c و b ، a آن در که
سرد هاي یون شامل که کند می توصیف پلاسما در را ضعیف غیرخطی صوتی2 یون- امواج
معادله این است. یکنواخت مغناطیسی میدان یک حضور در گرم دماي هم هاي الکترون و
مغناطیس شدت به پلاسماي در ضعیف غیرخطی -صوتی یون امواج توصیف در بار اولین

بود. آمده بدست شده
زاخواروف-کازنتسوف معادله تحلیلی حل براي را tanh یافته توسعه روش [45] وازواز
زاخواروف- معادلات از تا دو حل براي را اي چندجمله بسط روش [46] 3 هانگ برد. بکار
هاي موج بفرد، منحصر هاي موج از تعدادي [47] دیگران و ژو برد. بکار کازنتسوف
معادله براي پویا هاي دستگاه در شکاف نظریه از استفاده با را پیچشی هاي موج و متناوب
با زاخواروف-کازنتسوف معادلات [48] آوردند. بدست شده اصلاح زاخواروف-کازنتسوف
دیگران4 و آزار بی است. شده حل آدمیان تجزیه روش از استفاده با و غیرخطی پراکندگی

بردند. بکار زاخواروف-کازنتسوف معادلات حل براي را هموتوپی آشفتگی روش [8]
ZK(٣,٣,٣) و Zk(٢,٢,٢) خاص حالت دو روي مثال چند ارائه با اینجا در ما حال
دهیم. می نشان زاخواروف-کازنتسوف معادلات حل براي را دیفرانسیل تبدیل روش کارایی

1Zakharov-Kuznetsov equation
2ion-acoustic
3Huang
4Biazar et al
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عددي هاي مثال 2.5
بگیرید. نظر در آمده زیر در که را ZK(٢,٢,٢) معادله .1.2.5 مثال

ut − (u٢)x +
١
٨(u٢)xxx +

١
٨(u٢)yyx = ٠, (2.5)

u(x, y,٠) =
۴
٣λ sinh٢

(١
٢(x+ y)

)
. (3.5)

است. اختیاري ثابت یک λ آن در که
دهیم. می انجام زیر صورت به (2.5) معادله روي را بعدي سه دیفرانسیل تبدیل روش

(m+ ١)U(k, h,m+ ١) + ٢
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k − r + ١)U(r, h− s,m− p)

U(k − r + ١, s, p) +
٣
۴

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(r + ١)U(r + ١, h− s,m− p)(k − r + ١)

(k − r + ٢)U(k − r + ٢, s, p) +
١
۴

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

U(r, h− s,m− p)(k − r + ١)

(k − r + ٢)(k − r + ٣)U(k − r + ٣, s, p) +
١
٢

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(h− s+ ١)

U(r, h− s+ ١,m− p)(s+ ١)(k − r + ١)U(k − r + ١, s+ ١, p) +

١
۴

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(r + ١)U(r + ١, h− s,m− p)(s+ ١)(s+ ٢)U(k − r, s+ ٢, p) +

١
۴

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

U(r, h− s,m− p)(k − r + ١)(s+ ١)(s+ ٢)

U(k − r + ١, s+ ٢, p) = ٠. (4.5)

رسیم. می زیر بازگشتی رابطه به و کرده تبدیل m− ١ به را m فوق رابطه در

U(k, h,m) =
١
m
(٢

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m−١∑
p=٠

(k − r + ١)U(r, h− s,m− ١ − p)U(k − r + ١, s, p)−

٣
۴

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m−١∑
p=٠

(r + ١)U(r + ١, h− s,m− ١ − p)(k − r + ١)(k − r + ٢)U(k − r + ٢, s, p)
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−١
۴

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m−١∑
p=٠

(k − r + ١)(k − r + ٢)(k − r + ٣)U(r, h− s,m− ١ − p)

U(k − r + ٣, s, p)− ١
٢

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m−١∑
p=٠

(h− s+ ١)U(r, h− s+ ١,m− ١ − p)(s+ ١)

(k − r + ١)U(k − r + ١, s+ ١, p)− ١
۴

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m−١∑
p=٠

(r + ١)U(r + ١, h− s,m− ١ − p)

(s+ ١)(s+ ٢)U(k − r, s+ ٢, p)− ١
۴

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m−١∑
p=٠

(k − r + ١)(s+ ١)(s+ ٢)

U(r, h− s,m− ١ − p)U(k − r + ١, s+ ٢, p)) (5.5)

داریم: (2.5) رابطه از

U(k, h,٠) = −٢
٣λδ(k)δ(h) +

١
٣
(−١)k(−١)h

k!h!
λ+

١
٣

١
k!h!

λ (6.5)

می بدست زیر صورت به نتایج (5.5) بازگشتی رابطه در (6.5) رابطه کردن جایگزین با
آیند.

صورت این غیر در باشد فرد k + h+m وقتی U(k, h,m) = ٠،U(٠,٠,٠) = ٠

U(٢,٠,٠) =
λ

٣ , U(١,١,٠) =
٢λ

٣ , U(٠,٢,٠) =
λ

٣ , U(٢,٢,٠) =
λ

۶ , ...

U(١,٠,١) = −٢λ٢

٣ , U(٠,١,١) = −٢λ٢

٣ , U(٢,١,١) = −λ٢

٣ , U(١,٢,١) = −λ٢

٣ , ...

U(٠,٠,٢) =
λ٣

٣ , U(٢,٠,٢) =
λ٣

۶ , U(١,١,٢) =
λ٣

٣ , U(٠,٢,٢) =
λ٣

۶ , U(٢,٢,٢) =
λ٣

١٢ , ...

بسته فرم کردن، ساده و (36.2) معادله در ها U(k, h,m) همه کردن جایگزین با سرانجام
آید. می بدست زیر صورت به سري جواب از اي

u(x, y, t) =
∞∑
r=٠

∞∑
s=٠

∞∑
p=٠

U(k, h,m)xkyhtm =
۴
٣λ sinh٢

(١
٢(x+ y − λt)

)
(7.5)
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گیریم. می نظر در زیر صورت به متفاوت اولیه شرط با را 1-2-4 مثال معادله .2.2.5 مثال

ut − (u٢)x +
١
٨(u٢)xxx +

١
٨(u٢)yyx = ٠, (8.5)

u(x, y,٠) =
۴
٣λ cosh٢

(١
٢(x+ y)

)
. (9.5)

است. اختیاري ثابت یک λ آن در که
دهیم. می انجام زیر صورت به (8.5) معادله روي را بعدي سه دیفرانسیل تبدیل روش

(m+ ١)U(k, h,m+ ١) + ٢
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k − r + ١)U(r, h− s,m− p)U(k − r + ١, s, p)

+
٣
۴

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(r + ١)U(r + ١, h− s,m− p)(k − r + ١)(k − r + ٢)U(k − r + ٢, s, p)

+
١
۴

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

U(r, h− s,m− p)(k − r + ١)(k − r + ٢)(k − r + ٣)U(k − r + ٣, s, p)

+
١
٢

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(h− s+ ١)U(r, h− s+ ١,m− p)(s+ ١)(k − r + ١)

U(k − r + ١, s+ ١, p) +
١
۴

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(r + ١)U((r + ١, h− s,m− p)(s+ ١)(s+ ٢)

U(k − r, s+ ٢, p) +
١
۴

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

U(r, h− s,m− p)(k − r + ١)(s+ ١)(s+ ٢)

U(k − r + ١, s+ ٢, p) = ٠ (10.5)

رسیم. می زیر بازگشتی رابطه به و کرده تبدیل (m− ١) به را m فوق رابطه در

U(k, h,m) =
١
m
[٢

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m−١∑
p=٠

(k − r + ١)U(r, h− s,m− ١ − p)U(k − r + ١, s, p)−

٣
۴

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m−١∑
p=٠

(r + ١)U(r + ١, h− s,m− ١ − p)(k − r + ١)(k − r + ٢)
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U(k − r + ٢, s, p)− ١
۴

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m−١∑
p=٠

(k − r + ١)(k − r + ٢)(k − r + ٣)

U(r, h− s,m− ١ − p)U(k − r + ٣, s, p)− ١
٢

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m−١∑
p=٠

(h− s+ ١)

U(r, h− s+ ١,m− ١ − p)(s+ ١)(k − r + ١)U(k − r + ١, s+ ١, p)−

١
۴

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m−١∑
p=٠

(r + ١)U(r + ١, h− s,m− ١ − p)(s+ ١)(s+ ٢)−

١
۴

k∑
r=٠

h∑
s=٠

m−١∑
p=٠

(k − r + ١)(s+ ١)(s+ ٢)U(r, h− s,m− ١ − p)

U(k − r + ١, s+ ٢, p)] (11.5)

داریم: اولیه شرط از

U(k, h,٠) = −٢
٣λδ(k)δ(h)− ١

٣
(−١)k(−١)h

k!h!
λ− ١

٣
١
k!h!

λ (12.5)

می بدست زیر صورت به نتایج (11.5) بازگشتی رابطه در (12.5) رابطه کردن جایگزین با
آیند.

داریم صورت این غیر در باشد، فرد k + h+m وقتی U(k, h,m) = ٠

U(٠,٠,٠) = −۴λ

٣ , U(٢,٠,٠) = −λ

٣ , U(١,١,٠) = −٢λ

٣ , U(٠,٢,٠) = −λ

٣ , ...

U(١,٠,١) =
٢λ٢

٣ , U(٠,١,١) =
٢λ٢

٣ , U(٢,١,١) =
λ٢

٣ , U(١,٢,١) =
λ٢

٣ , ...

U(٠,٠,٢) = −λ٣

٣ , U(٢,٠,٢) = −λ٣

۶ , U(١,١,٢) = −λ٣

٣ , U(٠,٢,٢) = −λ٣

۶ , ...

جواب بسته فرم کردن، ساده و (36.2) معادله در ها U(k, h,m) همه دادن قرار با حال
آید. می بدست زیر صورت به سري

u(x, y, t) =
∞∑
r=٠

∞∑
s=٠

∞∑
p=٠

U(k, h,m)xkyhtm = −۴
٣λ cosh٢

(١
٢(x+ y − λt)

)
(13.5)
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بگیرید. نظر در آمده زیر در که را ZK(٣,٣,٣) معادله .3.2.5 مثال

ut − (u٣)x + ٢(u٣)xxx + ٢(u٣)yyx = ٠, (14.5)

u(x, y,٠) =

√
٣λ

٢ sinh

[١
۶(x+ y)

]
. (15.5)

است. اختیاري ثابت یک λ آن در که
دهیم. می زیرانجام صورت به (14.5) معادله روي را بعدي سه دیفرانسیل تبدیل روش

(m+ ١)U(k, h,m+ ١)− ٣
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

(k − r − t+ ١)U(t, s, q)

U(r, h− s− p,m− q − n)U(k − r − t+ ١, p, n) + ١٢
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

(r + ١)

U(r + ١, h− s− p,m− q − n)(t+ ١)U(t+ ١, s, q)(k − r − t+ ١)

U(k − r − t+ ١, p, n) + ٣۶
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− q − n)

(t+ ١)U(t+ ١, s, q)(k − r − t+ ٢)(k − r − t+ ١)U(k − r − t+ ٢, p, n) +

۶
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− q − n)U(t, s, q)(k − r − t+ ٣)

(k − r − t+ ٢)(k − r − t+ ١)U(k − r − t+ ٣, p, n) +

١٢
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

U(r + ١, h− s− p,m− q − n)(s+ ١)U(t, s+ ١, q)(p+ ١)

U(k − r − t, p+ ١, n) + ٢۴
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− q − n)(s+ ١)

U(t, s+ ١, q)(k − r − t+ ١)(p+ ١)U(k − r − t+ ١, p+ ١, n) +

١٢
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

(t+ ١)U(t+ ١, s, q)(p+ ٢)(p+ ١)U(k − r − t, p+ ٢, n)

U(r, h− s− p,m− q − n) + ۶
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− q − n)

U(t, s, q)(p+ ٣)(p+ ٢)(p+ ١)U(k − r − t, p+ ٣, n) = ٠, (16.5)
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رسیم. می زیر بازگشتی رابطه به و کرده تبدیل (m− ١) به را m فوق رابطه در

U(k, h,m) =
١
m
[٣

k∑
r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m−١∑
q=٠

m−١−q∑
n=٠

(k − r − t+ ١)U(r, h− s− p,m− ١

−q − n)U(t, s, q)U(k − r − t+ ١, p, n)− ١٢
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m−١∑
q=٠

m−١−q∑
n=٠

(r + ١)

U(r + ١, h− s− p,m− ١ − q − n)(t+ ١)U(t+ ١, s, q)(k − r − t+ ١)

U(k − r − t+ ١, p, n)− ٣۶
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m−١∑
q=٠

m−١−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− ١ − q − n)

(t+ ١)U(t+ ١, s, q)(k − r − t+ ٢)(k − r − t+ ١)U(k − r − t+ ٢, p, n)

−۶
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m−١∑
q=٠

m−١−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− ١ − q − n)U(t, s, q)(k − r − t+ ٣)

(k − r − t+ ٢)(k − r − t+ ١)U(k − r − t+ ٣, p, n)

−١٢
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m−١∑
q=٠

m−١−q∑
n=٠

(r + ١)U(r + ١, h− s− p,m− ١ − q − n)(s+ ١)

U(t, s+ ١, q)(p+ ١)U(k − r − t, p+ ١, n)

−٢۴
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m−١∑
q=٠

m−١−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− ١ − q − n)(s+ ١)U(t, s+ ١, q)

(k − r − t+ ١)(p+ ١)U(k − r − t+ ١, p+ ١, n)

−١٢
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m−١∑
q=٠

m−١−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− ١ − q − n)(t+ ١)U(t+ ١, s, q)

(p+ ٢)(p+ ١)U(k − r − t, p+ ٢, n)

−۶
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m−١∑
q=٠

m−١−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− ١ − q − n)U(t, s, q)(p+ ٣)(p+ ٢)

(p+ ١)U(k − r − t, p+ ٣, n)], (17.5)

داریم: اولیه شرط از همچنین

U(k, h,٠) = −١
٢

√
٣
٢
√
λ

(
(−١

۶ )k(−١
۶ )h

k!h!
−

(١
۶)

k(١
۶)

h

k!h!

)
(18.5)
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می بدست زیر صورت به نتایج (17.5) بازگشتی رابطه در (18.5) رابطه کردن جایگزین با
آیند.

داریم صورت این غیر در باشد، زوج k + h+m وقتی U(k, h,m) = ٠

U(١,٠,٠) =

√
λ

٢
√

۶
, U(٠,١,٠) =

√
λ

٢
√

۶
,

U(٢,١,٠) =

√
λ

١۴۴
√

۶
, U(١,٢,٠) =

√
λ

١۴۴
√

۶
, ...

U(٠,٠,١) = − λ
٣
٢

٢
√

۶
, U(٢,٠,١) = − λ

٣
٢

١۴۴
√

۶
, U(١,١,١) = − λ

٣
٢

٧٢
√

۶
,

U(٠,٢,١) = − λ
٣
٢

١۴۴
√

۶
, U(٢,٢,١) = − λ

٣
٢

١٠٣۶٨
√

۶
, ...

U(١,٠,٢) =
λ

۵
٢

١۴۴
√

۶
, U(٠,١,٢) =

λ
۵
٢

١۴۴
√

۶
,

U(٢,١,٢) =
λ

۵
٢

١٠٣۶٨
√

۶
, U(١,٢,٢) =

λ
۵
٢

١٠٣۶٨
√

۶
, ...

صورت به سري جواب بسته فرم ،(36.2) معادله در ها U(k, h,m) همه دادن قرار با حال
آید. می بدست زیر

u(x, y, t) =
∞∑
r=٠

∞∑
s=٠

∞∑
p=٠

U(k, h,m)xkyhtm =

√
٣λ

٢ sinh

[١
۶(x+ y − λt)

]
(19.5)

گیریم. می نظر در زیر صورت به متفاوت اولیه شرط با را 3.2.4 مثال معادله .4.2.5 مثال

ut − (u٣)x + ٢(u٣)xxx + ٢(u٣)yyx = ٠, (20.5)

u(x, y,٠) =

√
−٣λ

٢ cosh

[١
۶(x+ y)

]
. (21.5)

است. اختیاري ثابت یک λ آن در که
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دهیم. می انجام (20.5) معادله روي را بعدي سه دیفرانسیل تبدیل روش

(m+ ١)U(k, h,m+ ١)− ٣
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− q − n)U(t, s, q)

(k − r − t+ ١)U(k − r − t+ ١, p, n) + ١٢
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

(t+ ١)U(t+ ١, s, q)

(r + ١)U(r + ١, h− s− p,m− q − n)(k − r − t+ ١)U(k − r − t+ ١, p, n)

+٣۶
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− q − n)(t+ ١)U(t+ ١, s, q)

(k − r − t+ ٢)(k − r − t+ ١)U(k − r − t+ ٢, p, n) + ۶
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

U(t, s, q)U(r, h− s− p,m− q − n)(k − r − t+ ٣)(k − r − t+ ٢)(k − r − t+ ١)

U(k − r − t+ ٣, p, n) + ١٢
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

(s+ ١)U(t, s+ ١, q)

(r + ١)U(r + ١, h− s− p,m− q − n)(p+ ١)U(t, s, q)(k − r − t+ ٣)(k − r − t+ ٢)

(k − r − t+ ١)U(k − r − t+ ٣, p, n) + ١٢
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

(s+ ١)U(t, s+ ١, q)

(p+ ١)U(k − r − t, p+ ١, n)(r + ١)U(r + ١, h− s− p,m− q − n) +

٢۴
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− q − n)(s+ ١)U(t, s+ ١, q)

(k − r − t+ ١)(p+ ١)U(k − r − t+ ١, p+ ١, n) + ١٢
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− q − n)(t+ ١)U(t+ ١, s, q)(p+ ٢)(p+ ١)U(k − r − t, p+ ٢, n)

+۶
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− q − n)U(t, s, q)(p+ ٣)(p+ ٢)

(p+ ١)U(k − r − t, p+ ٣, n) = ٠, (22.5)
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رسیم. می زیر بازگشتی رابطه به و کرده تبدیل (m− ١) به را m فوق رابطه در

U(k, h,m) =
١
m
[٣

k∑
r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m−١∑
q=٠

m−١−q∑
n=٠

U(t, s, q)U(k − r − t+ ١, p, n)(k − r − t+ ١)

U(r, h− s− p,m− ١ − q − n)− ١٢
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m−١∑
q=٠

m−١−q∑
n=٠

(r + ١)(t+ ١)

U(r + ١, h− s− p,m− ١ − q − n)U(t+ ١, s, q)(k − r − t+ ١)U(k − r − t+ ١, p, n)−

٣۶
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m−١∑
q=٠

m−١−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− ١ − q − n)(t+ ١)U(t+ ١, s, q)

(k − r − t+ ٢)(k − r − t+ ١)U(k − r − t+ ٢, p, n)−

۶
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m−١∑
q=٠

m−١−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− ١ − q − n)U(t, s, q)(k − r − t+ ٣)

(k − r − t+ ٢)(k − r − t+ ١)U(k − r − t+ ٣, p, n)−

١٢
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m−١∑
q=٠

m−١−q∑
n=٠

(r + ١)U(r + ١, h− s− p,m− ١ − q − n)(s+ ١)

U(t, s+ ١, q)(p+ ١)U(k − r − t, p+ ١, n)−

٢۴
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m−١∑
q=٠

m−١−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− ١ − q − n)(s+ ١)U(t, s+ ١, q)

(k − r − t+ ١)(p+ ١)U(k − r − t+ ١, p+ ١, n)−

١٢
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m−١∑
q=٠

m−١−q∑
n=٠

U(r, h− s− p,m− ١ − q − n)(t+ ١)U(t+ ١, s, q)(p+ ٢)

(p+ ١)U(k − r − t, p+ ٢, n)− ۶
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m−١∑
q=٠

m−١−q∑
n=٠

U(t, s, q)

U(r, h− s− p,m− ١ − q − n)(p+ ٣)(p+ ٢)(p+ ١)U(k − r − t, p+ ٣, n)]. (23.5)

داریم: اولیه شرط از

U(k, h,٠) =
١
٢

√
−٣

٢
√
λ

(
(−١

۶ )k(−١
۶ )h

k!h!
+

(١
۶)

k(١
۶)

h

k!h!

)
. (24.5)

می بدست زیر صورت به نتایج (23.5) بازگشتی رابطه در (24.5) رابطه کردن جایگزین با
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آیند.
داریم صورت این غیر در باشد، فرد k + h+m وقتی U(k, h,m) = ٠

U(٠,٠,٠) =

√
−٣λ

٢ , U(٢,٠,٠) =

√
−λ

٢۴
√

۶
, U(١,١,٠) = −

√
−λ

١٢
√

۶
,

U(٠,٢,٠) =

√
−λ

٢۴
√

۶
, U(٢,٢,٠) =

√
−λ

١٧٢٨
√

۶
, ...

U(١,٠,١) =
(−λ)٣/٢

١٢
√

۶
, U(٠,١,١) =

(−λ)٣/٢

١٢
√

۶
, U(٢,١,١) =

(−λ)٣/٢

٨۶۴
√

۶
,

U(١,٢,١) =
(−λ)٣/٢

٨۶۴
√

۶
, ...

U(٠,٠,٢) =
(−λ)۵/٢

٢۴
√

۶
, U(٢,٠,٢) =

(−λ)۵/٢

١٧٢٨
√

۶
, U(١,١,٢) =

(−λ)۵/٢

٨۶۴
√

۶
,

U(٠,٢,٢) =
(−λ)۵/٢

١٧٢٨
√

۶
, U(٢,٢,٢) =

(−λ)۵/٢

١٢۴۴١۶
√

۶
, ...

بسته فرم هایی، سازي ساده انجام و (36.2) معادله در ها U(k, h,m) همه دادن قرار با حال
آید. می بدست زیر صورت به سري جواب

u(x, y, t) =
∞∑
r=٠

∞∑
s=٠

∞∑
p=٠

U(k, h,m)xkyhtm =

√
−٣λ

٢ cosh

[١
۶(x+ y − λt)

]
(25.5)
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به کوراماتو-سیواشینسکی معادله حل

دیفرانسیل تبدیل روش
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مقدمه 1.6
می معرفی زیر صورت به را 1 یافته تعمیم کوراماتو-سیواشینسکی معادله ابتدا فصل این در

.[50]-[49] کنیم

ut + uux + αuxx + βuxxx + γuxxxx = ٠ (1.6)

وي- دي کا معادله (1.6) معادله همچنین هستند. حقیقی هاي ثابت γ و β ، α آن در که
از یکی یافته تعمیم کوراماتو-سیواشینسکی معادله شود. می نامیده نیز 2 برگرز-کوراماتو
معادلاتی میان در اي ویژه جایگاه که است خطی غیر جرئی دیفرانسیل معادلات مهمترین
می توصیف را ناپایدار هاي سیستم سایر و آشفته حرکات به مربوط فیزیکی فرایندهاي که
مثال براي روند کار به امواج توصیف براي توانند می معادلات این باشد. می دارا کنند،
آهسته امواج دار، شیب سطح یک طول در ویسکوز3 سیال حرکت از حاصل طولانی امواج

متخلخل. محیط یک در تنش از حاصل امواج و پلاسما در ناپایدار
معادله یک که شود می نامیده کوراماتو-سیواشینسکی معادله (1.6) معادله β = ٠ براي
طولانی امواج دیگر و فیزیکی گوناگون هاي زمینه در که است استاندارد خطی غیر چرخشی
می بوجود شوند می وصل چسبناك سیال دو بین که طولانی امواج باریک، هاي فیلم در
در تابش ناپایداري روي ها الگو ساختمان از هایی مدل β = و٠ α = γ = ١ براي آید.

شود. می داده نمایش نازك هیدرودینامیکی هاي فیلم مقابل
مطالعه مورد زیادي هاي نویسنده توسط عددي صورت به کوراماتو-سیواشینسکی معادله
کردن ایجاد براي گوناگونی هاي روش اخیر هاي سال در .[54]-[51] است گرفته قرار

1Kuramoto-Sivashinsky equation
2KdV-Burgers-Kuramoto equation(KBK)
3viscous Fluid
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هاي روش همچنین است. شده ارائه کوراماتو-سیواشینسکی معادله دقیق هاي جواب
اخیرا شدند. ایجاد غیرخطی حرکت معادلات از بعضی دقیق هاي جواب یافتن براي زیادي
مورد بیشتر غیرخطی دیفرانسیل معادلات از دقیق هاي حل راه براي مستقیمی جستجوي
افزارهاي نرم به دسترسی مدیون بیشتر ها روش این البته که است گرفته قرار توجه
پیچیده جبري محاسبات از بعضی دهد می اجازه ما به که متمتیکاست مانند کامپیوتري
هاي حل راه بکارگیري با که کنند می کمک ما به خوبی به ها روش این دهیم. انجام را

بپردازیم. معادلات از دسته این حل به جدید و دقیق

عددي هاي مثال 2.6
کوراماتو-سیواشینسکی نام خاصبه معادله دو برايحل دیفرانسیل بخشروشتبدیل این در
بدست نتایج شود. می بررسی خاص اولیه شرایط با یافته تعمیم کوراماتو-سیواشینسکی و

سازد. می آشکار را روش این وکارایی سادگی آمده

گیریم. می درنظر زیر صورت به را یافته تعمیم کوراماتو-سیواشینسکی معادله .1.2.6 مثال

ut + uux + uxx + ۴uxxx + uxxxx = ٠, (2.6)

اولیه شرط با

u(x,٠) = ١۵ − ١۵
[
tanh(

١
٢(x+ ١٠)) + tanh٢(

١
٢(x+ ١٠))− tanh٣(

١
٢(x+ ١٠))

]
.(3.6)

داریم: (2.6) معادله روي بعدي دو دیفرانسیل تبدیل روش بکاربردن با

(h+ ١)U(k, h+ ١) +
k∑

r=٠

h∑
s=٠

(k − r + ١)U(k − r + ١, s)U(r, h− s) +

(k + ١)(k + ٢)U(k + ٢, h) + ۴(k + ١)(k + ٢)(k + ٣)U(k + ٣, h) +

(k + ١)(k + ٢)(k + ٣)(k + ۴)U(k + ۴, h) = ٠. (4.6)
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رسیم. می زیر بازگشتی رابطه به و کرده تبدیل (h− ١) به را h فوق معادله در

U(k, h) =
١
h
[−

k∑
r=٠

h−١∑
s=٠

(k − r + ١)U(k − r + ١, s)U(r, h− ١ − s)− (k + ١)(k + ٢)

U(k + ٢, h− ١)− ۴(k + ١)(k + ٢)(k + ٣)U(k + ٣, h− ١)−

(k + ١)(k + ٢)(k + ٣)(k + ۴)U(k + ۴, h− ١)]. (5.6)

می حاصل زیر صورت به نتایج (5.6) بازگشتی رابطه در (3.6) رابطه کردن جایگزین با
شوند.

U(٠,٠) = ٢/۴٧٣٠۵ × ٧−١٠, U(١,٠) = −۴/٩۴۵٧۶ × ٧−١٠,

U(٢,٠) = ۴/٩۴۵٢۵ × ٧−١٠, U(٣,٠) = −٣/٢٩۶٣٣ × ٧−١٠, ...

U(٠,١) = ٢/٩۶٧۴۵ × ١٠−۶, U(١,١) = −۵/٩٣۴٣ × ١٠−۶,

U(٢,١) = ۵/٩٣٣٣٩ × ١٠−۶, U(٣,١) = −٣/٩۵۴۶٩ × ١٠−۶, ...

U(٠,٢) = ٠/٠٠٠٠١٧٨٠٢٩, U(١,٢) = −٠/٠٠٠٠٣۵۶٠٠۴,

U(٢,٢) = ٠/٠٠٠٠٣۵۵٩٢٢, U(٣,٢) = −٠/٠٠٠٠٢٣٧١٩٩, ...

صورت به سري جواب از بسته فرم (15.2) رابطه در U(k, h) مقادیر کردن جایگزین با حال
آید. می بدست زیر

u(x, t) = ١۵ − ١۵[tanh(
١
٢(x− ۶t+ ١٠)) + tanh٢(

١
٢(x− ۶t+ ١٠))−

tanh٣(
١
٢(x− ۶t+ ١٠))]

.[55] است مسئله دقیق جواب این که

گیریم. می نظر در β = ٠ و α = γ = ١ ازاي به را (1.6) معادله مثال این در .2.2.6 مثال
ut + uux + uxx + uxxxx = ٠, (6.6)
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اولیه شرط با

u(x,٠) = ۵ +
١۵
١٩

√
١١
١٩

[
−٩tanh(

١
٢

√
١١
١٩(x+ ١٢)) + ١١tanh٣(

١
٢

√
١١
١٩(x+ ١٢))

]
(7.6)

داریم: (6.6) معادله روي بعدي دو دیفرانسیل تبدیل روش بکاربردن با

(h+ ١)U(k, h+ ١) +
k∑

r=٠

h∑
s=٠

(k − r + ١)U(k − r + ١, s)U(r, h− s) +

(k + ١)(k + ٢)U(k + ٢, h) + (k + ١)(k + ٢)(k + ٣)(k + ۴)U(k + ۴, h) = ٠ (8.6)

رسیم. می زیر بازگشتی رابطه به و کرده تبدیل (h− ١) به را h فوق معادله در

U(k, h) =
١
h
[−

k∑
r=٠

h−١∑
s=٠

(k − r + ١)U(k − r + ١, s)U(r, h− ١ − s)− (k + ١)(k + ٢)

U(k + ٢, h− ١)− (k + ١)(k + ٢)(k + ٣)(k + ۴)U(k + ۴, h− ١)] (9.6)

آیند. می بدست زیر صورت به نتایج (9.6) بازگشتی رابطه در (7.6) رابطه باجایگزینی

U(٠,٠) = ۶/١٩٨٢٨, U(١,٠) = ٠/٠٠٢٣٧۴٠١, U(٢,٠) = −٠/٠٠٠٩٠٢۴۴٢,

U(٣,٠) = ٠/٠٠٠٢٢٨۵١٣, ...

U(٠,١) = −٠/٠١١٨٧٠١, U(١,١) = ٠/٠٠٩٠٢۴۴٢, U(٢,١) = −٠/٠٠٣۴٢٧٧,

U(٣,١) = ٠/٠٠٠٨۶۶۵٣٣, ...

U(٠,٢) = −٠/٠٢٢۵۶١, U(١,٢) = ٠/٠١٧١٣٨۵, U(٢,٢) = −٠/٠٠۶۴٩٩,

U(٣,٢) = ٠/٠٠١۶٣٧۵٨, ...

صورت به سري جواب از بسته فرم (15.2) رابطه در U(k, h) مقادیر کردن جایگزین با حال
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آید. می بدست زیر

u(x, t) = ۵ +
١۵
١٩

√
١١
١٩ [−٩ tanh(

١
٢

√
١١
١٩(x− ۵t+ ١٢)) +

١١ tanh٣(
١
٢

√
١١
١٩(x− ۵t+ ١٢))]

.[56]-[58] است مسئله دقیق جواب این که

صورت به γ = ١ و β = ٠ ، α = −١ ازاي به را (1.6) معادله مثال این در .3.2.6 مثال
گیریم. می نظر در زیر

ut + uux − uxx + uxxxx = ٠ (10.6)

اولیه شرط با

u(x,٠) = ۵ +
١۵

١٩
√

١٩

[
−٣ tanh(

١
٢
√

١٩
(x+ ٢۵)) + tanh٣(

١
٢
√

١٩
(x+ ٢۵))

]
(11.6)

داریم: و بکاربرده (10.6) معادله روي را بعدي دو دیفرانسیل تبدیل روش حال

(h+ ١)U(k, h+ ١) +
k∑

r=٠

h∑
s=٠

(k − r + ١)U(k − r + ١, s)U(r, h− s)− (k + ١)(k + ٢)

U(k + ٢, h) + (k + ١)(k + ٢)(k + ٣)(k + ۴)U(k + ۴, h) = ٠ (12.6)

رسیم. می زیر بازگشتی رابطه به و کرده تبدیل (h− ١) به را h فوق معادله در

U(k, h) =
١
h
[−

k∑
r=٠

h−١∑
s=٠

(k − r + ١)U(k − r + ١, s)U(r, h− ١ − s) + (k + ١)(k + ٢)

U(k + ٢, h− ١)− (k + ١)(k + ٢)(k + ٣)(k + ۴)U(k + ۴, h− ١)] (13.6)
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آیند. می بدست زیر مقادیر لذا و کرده جایگزین (13.6) بازگشتی رابطه در را (11.6) رابطه

U(٠,٠) = ۴/۶٣٧٧٩, U(١,٠) = −٠/٠٠٠٠١٠٢۶٨٢,

U(٢,٠) = ٢/٣۴٠۵٢ × ١٠−۶, U(٣,٠) = −٣/۵۴۵٠٧ × ٧−١٠, ...

U(٠,١) = ٠/٠٠٠٠۵١٣۴١, U(١,١) = −٠/٠٠٠٠٢٣۴٠۵٢,

U(٢,١) = ۵/٣١٧۶١ × ١٠−۶, U(٣,١) = −٨/٠١۴٧١ × ٧−١٠, ...

U(٠,٢) = ٠/٠٠٠٠۵٨۵١٣, U(١,٢) = −٠/٠٠٠٠٢۶۵٨٨١,

U(٢,٢) = ۶/٠١١٠٣ × ١٠−۶, U(٣,٢) = −٨/٩٩١ × ٧−١٠, ...

زیر صورت به سري جواب از بسته فرم (15.2) رابطه در U(k, h) مقادیر کردن جایگزین با
آید. می بدست

u(x, t) = ۵+
١۵

١٩
√

١٩

[
−٣ tanh(

١
٢
√

١٩
(x− ۵t+ ٢۵)) + tanh٣(

١
٢
√

١٩
(x− ۵t+ ٢۵))

]

.[55] است مسئله دقیق جواب این که



7 فصل
گیري نتیجه

غیر و خطی جزئی مشتقات با معادلات حل براي دیفرانسیل تبدیل روش نامه پایان این در
بدست براي تکراري فرایند یک روش این چون . است شده استفاده بعدي دو و یک خطی
نمی محاسبه مستقیما مشتقات است مفروض دیفرانسیل معادله تیلور سري جواب آوردن
حجم وردشی تکرار و هموتوپی آدومیان، هاي روش با مقایسه در دلیل همین به شوند
آیجاد و سازي گسسته ، سازي خطی به نیاز بدون و یابد می کاهش بسیار محاسبات
نوشتن براي نامه پایان این در رسد. می بالا دقت با قبول قابل جوابی به مسئله در آشفتگی
است. شده استفاده Mathematica افزار نرم از دیفرانسیل تبدیل روش کامپیوتري برنامه

98



پیوست
Mathematica افزار نرم با هايکامپیوترينوشتهشده برنامه

فوکر-پلانک معادله
:3.2.3 مثال

δ[k /;k == 0]:=1; δ[k /;k ̸= 0]:=0;

δ[h /;h == 0]:=1; δ[h /;h ̸= 0]:=0;

δ[k ,h ]:=δ[k]δ[h]

U[k ,0]:=δ[k] + δ[k − 1]

U[k ,h ]:=
1

h
∗ ((1 + k)U [1 + k,−1 + h] +

k∑
r=0

h−1∑
s=0

δ[r − 1, h− 1− s] ∗ (k − r + 1)U [k − r + 1, s]+

∑k
r=0

∑k−r
t=0

∑h−1
s=0

∑h−s−1
p=0

1

(s)!
∗ δ[r − 2, h− 1− s− p] ∗ (k − r − t+ 2) ∗ (k − r − t+

1) ∗ U [k − r − t+ 2, p])

Collect[Sum [U [m,n]xmtn, {n, 0, 4}, {m, 0, 4}] , x]

Collect[Series [et ∗ (1 + x), {x, 0, 4}, {t, 0, 4}] , x]

:4.2.3 مثال
δ[k /;k == 0]:=1; δ[k /;k ̸= 0]:=0;

δ[k ,h ,m ]:=δ[k]δ[h]δ[m]

U[k ,h ,0]:=δ[h]δ[k − 1];

{U[0,0,0],U[1,0,0],U[2,0,0],U[3,0,0],U[4,0,0],U[5,0,0],U[6,0,0]}

99



کامپیوتري هاي 100برنامه

U[k ,h ,m ]:=
1

m
(−2U [k, h,m− 1]−

k∑
r=0

h∑
s=0

m−1∑
p=0

δ[k− r, s− 1, p](h− s+1)U [r, h− s+1,m− 1− p] +∑k
r=0

∑h
s=0

∑m−1
p=0 δ[k − r, s− 2, p](h− s+ 1)(h− s+ 2)U [r, h− s+ 2,m− 1− p] +

3
∑k

r=0

∑h
s=0

∑m−1
p=0 δ[k − r − 1, s, p](r + 1)U [r + 1, h− s,m− 1− p] + 2(k + 1)(h+

1)U [k + 1, h+ 1,m− 1] +∑k
r=0

∑h
s=0

∑m−1
p=0 δ[k − r − 2, s, p](r + 1)(r + 2)U [r + 2, h− s,m− 1− p])

Sum[U [m,n, z]xmyntz, {m, 0, 3}, {n, 0, 3}, {z, 0, 3}]

Series[x ∗ et, {x, 0, 4}, {t, 0, 4}]

ویتهام: فرنبرگ- معادله
: 1.3.4 مثال

Clear[f, g, U, x, k, r];
g[k , x ] : g[k, x] =

(−D[U [k−1, x], x]−Sum[U [k− r−1, x]D[U [r, x], x], {r, 0, k−1}]+Sum[U [k−1− r, x]

D[U [r, x], {x, 3}], {r, 0, k − 1}] + 3Sum[D[U [k − 1− r, x], x]D[U [r, x], x, x], {r, 0, k −
1}])//Simplify

U[0,x ]=Exp
[
1
2
∗ x
]

U[k ,0]:=
(
1
2

)k
k!

{U[0,0],U[1,0],U[2,0],U[3,0],U[4,0]}

eq:=U[k,x]-D[U[k,x],x,x]==1/k g[k,x];

g [1,x]

m[k ]:=DSolve[y[x]-y”[x]==1/k g[k,x],y[x],x]

m[1]

U[1,x]:=- 2ex/2

3

U[k ,1]:= −2

3
∗
(
1
2

)k
k!

U[0, 1], U[1, 1], U[2, 1], U[3, 1]
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−2

3
∗
(
1
2

)k
k!

/.k → 0

m[2]

U[2,x]:= 2ex/2

9

U[k ,2]:= 2

9
∗
(
1
2

)k
k!

{U[0,2],U[1,2],U[2,2],U[3,2]}

m[3]

U[3,x]:=- 4ex/2

81

U[k ,3]:=- 4

81
∗
(
1
2

)k
k!

{U[0,3],U[1,3],U[2,3],U[3,3]}

m[4]

U[4,x]:= 2ex/2

243

U[k ,4]:=- 4

81
∗
(
1
2

)k
k!

{U[0,4],U[1,4],U[2,4],U[3,4]}

s=Collect
[
Sum

[
U [k, h]xkth, {k, 0, 3}, {h, 0, 3}

]
, t
]

k=Normal
[
Series

[
Exp

[
1
2
∗ x− 2

3
∗ t
]
, {x, 0, 3}, {t, 0, 3}

]]
کازنتسوف: زاخوارزف- معادله

: 1.2.5 مثال
TrigToExp

[
TrigExpand

[
4
3
∗ λ ∗ Sinh[1/2(x+ y)]2

]]
δ[k /;k == 0]:=1; δ[k /;k ̸= 0]:=0;

U[k ,h ,0]=- 2

3
∗ λ ∗ δ[k]δ[h] + 1

3
∗ (−1)k(−1)h

k!h!
∗ λ+

1

3
∗ 1

k!h!
∗ λ
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Collect[Sum [U [m,n, 0]xmyn, {m, 0, 3}, {n, 0, 3}] , λ]

Series
[
4
3
∗ λ ∗ Sinh[1/2(x+ y)]2, {x, 0, 3}, {y, 0, 3}

]
//Normal//Collect[#, λ]&

U[k ,h ,m ]:= 1

m
∗ (2 ∗

k∑
r=0

h∑
s=0

m−1∑
p=0

(k − r + 1)U [r, h− s,m− 1− p]U [k − r + 1, s, p]−

3
4
∗
∑k

r=0

∑h
s=0

∑m−1
p=0 (r+1)U [r+1, h−s,m−1−p](k−r+1)(k−r+2)U [k−r+2, s, p]−

1
4
∗
∑k

r=0

∑h
s=0

∑m−1
p=0 (k−r+1)(k−r+2)(k−r+3)U [r, h−s,m−1−p]U [k−r+3, s, p]

−1
2
∗
∑k

r=0

∑h
s=0

∑m−1
p=0 (h−s+1)U [r, h−s+1,m−1−p](s+1)(k−r+1)U [k−r+1, s+1, p]−

1
4
∗
∑k

r=0

∑h
s=0

∑m−1
p=0 (r + 1)U [r + 1, h− s,m− 1− p](s+ 1)(s+ 2)U [k − r, s+ 2, p]−

1
4
∗
∑k

r=0

∑h
s=0

∑m−1
p=0 (k− r+1)(s+1)(s+2)U [r, h− s,m− 1− p]U [k− r+1, s+2, p])

Collect[Sum [U [m,n, 1]xmynt, {m, 0, 3}, {n, 0, 3}] , λ]

Collect[Sum [U [m,n, 2]xmynt2, {m, 0, 3}, {n, 0, 3}] , λ]

Collect
[
Series

[
4
3
∗ λ ∗ Sinh[1/2(x+ y − λ ∗ t)]2, {x, 0, 3}, {y, 0, 3}, {t, 0, 3}

]
, {λ, t}

]
: 3.2.5 مثال

TrigToExp
[
TrigExpand

[√
3λ
2
Sinh

[
1
6
(x+ y)

]]]
U[k ,h ,0]:=- 1

2

√
3

2

√
λ

((−1
6

)k (−1
6

)h
k!h!

−
(
1
6

)k (1
6

)h
k!h!

)
Collect[Sum [U [m,n, 0]xmyn, {m, 0, 3}, {n, 0, 3}] , λ]

Series
[√

3λ
2
Sinh

[
1
6
(x+ y)

]
, {x, 0, 3}, {y, 0, 3}

]
//Normal//Collect[#, λ]&

U[k ,h ,m ]:= 1

m
∗ (3 ∗

k∑
r=0

k−r∑
t=0

h∑
s=0

h−s∑
p=0

m−1∑
q=0

m−1−q∑
n=0

(k − r − t+ 1)

U [r, h− s− p,m− 1− q − n]U [t, s, q]U [k − r − t+ 1, p, n]− 12 ∗∑k
r=0

∑k−r
t=0

∑h
s=0

∑h−s
p=0

∑m−1
q=0

∑m−1−q
n=0 (r + 1)

U [r+1, h−s−p,m−1−q−n](t+1)U [t+1, s, q](k−r− t+1)U [k−r− t+1, p, n]−36∗∑k
r=0

∑k−r
t=0

∑h
s=0

∑h−s
p=0

∑m−1
q=0

∑m−1−q
n=0 U [r, h− s− p,m− 1− q − n](t+ 1)U [t+ 1, s, q]

(k−r−t+2)(k−r−t+1)U [k−r−t+2, p, n]−6∗
∑k

r=0

∑k−r
t=0

∑h
s=0

∑h−s
p=0

∑m−1
q=0

∑m−1−q
n=0

U [r, h−s−p,m−1−q−n]U [t, s, q](k−r−t+3)(k−r−t+2)(k−r−t+1)U [k−r−t+3, p, n]

−12∗
∑k

r=0

∑k−r
t=0

∑h
s=0

∑h−s
p=0

∑m−1
q=0

∑m−1−q
n=0 (r+1)U [r+1, h−s−p,m−1−q−n](s+1)

U [t, s+ 1, q](p+ 1)U [k − r − t, p+ 1, n]− 24 ∗
∑k

r=0

∑k−r
t=0

∑h
s=0

∑h−s
p=0

∑m−1
q=0

∑m−1−q
n=0

U [r, h−s−p,m−1−q−n](s+1)U [t, s+1, q](k−r− t+1)(p+1)U [k−r− t+1, p+1, n]
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-12*
∑k

r=0

∑k−r
t=0

∑h
s=0

∑h−s
p=0

∑m−1
q=0

∑m−1−q
n=0 U [r, h−s−p,m−1−q−n](t+1)U [t+1, s, q]

(p+ 2)(p+ 1)U [k− r− t, p+ 2, n]− 6 ∗
∑k

r=0

∑k−r
t=0

∑h
s=0

∑h−s
p=0

∑m−1
q=0

∑m−1−q
n=0 U [r, h−

s− p,m− 1− q − n]U [t, s, q](p+ 3)(p+ 2)(p+ 1)U [k − r − t, p+ 3, n])

Collect[Sum [U [m,n, 1]xmynt, {m, 0, 3}, {n, 0, 3}] , λ]

Collect[Sum [U [m,n, 2]xmynt2, {m, 0, 3}, {n, 0, 3}] , λ]

Collect
[
Series

[√
3λ
2
Sinh

[
1
6
(x+ y − λt)

]
, {x, 0, 3}, {y, 0, 3}, {t, 0, 3}

]
, {λ, t}

]
سیواشینسکی: کوراماتو- معادله

: 1.2.6 مثال
l =

Series
[
5 + 15

19
∗
√

11
19

(
−9 ∗ Tanh

[
1
2
∗
√

11
19

∗ (x+ 12)
]
+ 11 ∗ Tanh

[
1
2
∗
√

11
19

∗ (x+ 12)
]3)

,

{x,0,20}//N

U[k ,0]:=SeriesCoefficient[l,k]

N[{U[0,0],U[1,0],U[2,0],U[3,0],U[4,0]}]

U[k ,h ]:=
1

h
(−
∑k

r=0

∑−1+h
s=0 (1+k−r)U [1+k−r, s]U [r,−1+h−s]−(1+k)(2+k)U [2+k,−1+h]

−(1 + k)(2 + k)(3 + k)(4 + k)U [4 + k,−1 + h]).

N[{U[0,1],U[1,1],U[2,1],U[3,1],U[4,1]}]

N[{U[0,2],U[1,2],U[2,2],U[3,2],U[4,2]}]

N[Collect [Sum [U [m,n]xmtn, {m, 0, 6}, {n, 0, 3}] , t]]

Collect[Series
[
5 + 15

19
∗
√

11
19

(
−9 ∗ Tanh

[
1
2
∗
√

11
19

∗ (x− 5t+ 12)
]
+ 11 ∗ Tanh

[
1
2
∗
√

11
19
∗

(x− 5t+ 12)3, {t, 0, 5}, {x, 0, 5}, t]//N

: 3.2.6 مثال
l =

Series
[
15− 15

(
Tanh

[
1
2
∗ (x+ 10)

]
+ Tanh

[
1
2
∗ (x+ 10)

]2 − Tanh
[
1
2
∗ (x+ 10)

]3)
,

{x, 0, 20}//N
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U[k ,0]:=SeriesCoefficient[l,k]

N[{U[0,0],U[1,0],U[2,0],U[3,0],U[4,0]}]

U[k ,h ]:=
1

h
(−
∑k

r=0

∑−1+h
s=0 (1+k−r)U [1+k−r, s]U [r,−1+h−s]−(1+k)(2+k)U [2+k,−1+h]

−4(1+ k)(2+ k)(3+ k) U [3+ k,−1+ h]− (1+ k)(2+ k)(3+ k)(4+ k)U [4+ k,−1+h])

N[Collect [Sum [U [m,n]xmtn, {m, 0, 6}, {n, 0, 3}] , t]]

Collect
[
Series

[
15− 15

(
Tanh

[
1
2
∗ (x− 6t+ 10)

]
+ Tanh

[
1
2
∗ (x− 6t+ 10)

]2 −
Tanh

[
1
2
∗ (x− 6t+ 10)

]3
, {t, 0, 5}, {x, 0, 5}, t//N
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Abstract

In this thesis, we first introduce the partial differential Equations of the first and
second orders; then we express differential transform method for linear and nonlin-
ear functions. We show the efficiency of the proposed method by several numerical
examples. Finally, the Fokker-Plank Equation, the Zakharov- Kuznetsov equation
and Kuramoto-Sivashinsky equation are solved by the differential transform method.
the Fornberg-Whitham equation is also solved by the Reduced differential transform
method.

Keywords: Partial equation, Differential transform method, Inverse differential
transform, Exact solution, Close form.
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