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چکیده
ثابت کوي مک باشند. R[x] از ناصفر اي چندجمله دو g(x), f(x) و جابجایی حلقه یک R کنیم فرض

.f(x)c = ٠ طوریکه به دارد وجود c ∈ R ناصفر عنصر آنگاه ،f(x)g(x) = ٠ اگر که کرد
ناصفر اي چندجمله دو g(x), f(x) هرگاه نامیم می راست کوي مک را جابجایی) لزوماً (نه R حلقه
.f(x)c = ٠ طوریکه به باشد داشته وجود c ∈ R ناصفر عنصر آنگاه ،f(x)g(x) = ٠ و باشند R[x] از
عنوان به کنیم. می بررسی را راست کوي مک هاي حلقه هاي توسیع از برخی ابتدا نامه پایان این در

است. راست کوي مک نیز R[x]�(xn) انگاه باشد، راست کوي مک R اگر دهیم می نشان مثال
هرگاه نامیم، می σ−اریب کوي مک را R حلقه باشد. R حلقه از درونریختی یک σ کنیم فرض
عنصر آنگاه ،p(x)q(x) = ٠ و باشند R[x; σ] از ناصفري عناصر q(x) =

n∑
j=٠

bjx
j و p(x) =

m∑
i=٠

aix
i

کوي مک هاي حلقه بین رابطه سپس .p(x)c = ٠ طوریکه به باشد داشته وجود c ∈ R صفر مخالف
کنیم. می مطالعه را پذیر σ−برگشت و σ−آرمنداریز هاي حلقه با σ−اریب

حلقه جابجایی، نیم حلقه یافته، تقلیل حلقه آرمنداریز، حلقه کوي، مک حلقه کلیدي: واژه�هاي
σ−اریب کوي مک حلقه پذیر، σ−برگشت حلقه اریب، اي چندجمله
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1 فصل
مقدماتی مفاهیم

تعاریف و نیازها پیش 1.1
باشد. می یکدار و پذیر شرکت حلقه یک نمایانگر R نامه پایان این سراسر در

هرگاه نامیم، می بسته ضربی را S مجموعه .∅ ̸= S ⊆ R و باشد حلقه یک R کنیم فرض .1.1.1 تعریف

.ab ∈ S ، a, b ∈ S هر براي و ١ ∈ S

با را R روي اریب ایهاي چندجمله حلقه باشد. R حلقه از درونریختی یک σ کنیم فرض .2.1.1 تعریف

باشند. می (ai ∈ R) ،a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n فرم به آن عناصر که دهیم می نمایش R[x;σ] علامت

قانون از ضرب عمل و شوند می تعریف طبیعی طور به R[x;σ] روي ضرب و جمع عمل دو

آنگاه ،g(x) =∑ bjx
j و f(x) =∑ aix

i اگر مثال عنوان به کند. می پیروي xa = σ(a)x

f(x)g(x) = (
∑
i

aix
i)(
∑
j

bjx
j) =

∑
i,j

aiσ
i(bj)x

i+j.

روي لوران اریب ایهاي چندجمله حلقه باشد. R حلقه از خودریختی یک σ کنیم فرض .3.1.1 تعریف

فرم به آن عناصر که دهیم می نمایش R[x, x−١;σ] با را R

اند) نامنفی صحیح اعداد m,n) هستند. a−mx
−m + a−m+١x−m+١ + · · ·+ a٠ + · · ·+ anx

n

قانون از ضرب عمل و شوند می تعریف طبیعی طور به R[x, x−١;σ] حلقه در ضرب و جمع عمل دو

1
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کند. می پیروي xia = σi(a)xi

نامیم، می صفر چپ علیه مقسوم را a ∈ R ناصفر عنصر باشد. حلقه یک R کنیم فرض .4.1.1 تعریف

متناظراً صفر راست علیه مقسوم .ab = ٠ که قسمی به باشد داشته وجود b ∈ R ناصفر عنصر هرگاه

شود. می تعریف

صفر علیه مقسوم یک را a باشد، صفر راست علیه مقسوم هم و صفر چپ علیه مقسوم هم a اگر

نامیم. می

اگر ،a, b ∈ R هر براي و R ̸= ٠ هرگاه نامیم، می صحیح دامنه یک را R جابجایی حلقه .5.1.1 تعریف

.b = ٠ یا a = ٠ آنگاه ab = ٠

است. صفر علیه مقسوم فاقد دامنه هر توجه.

اگر ،A,B ∈ R آل ایده هر ازاي به هرگاه نامیم، می اول را R حلقه از P سره آل ایده .6.1.1 تعریف

.B ⊆ P یا A ⊆ P آنگاه ،AB ⊆ P

R در X راست ساز پوچ و چپ ساز پوچ .∅ ̸= X ⊆ R و باشد حلقه یک R کنیم فرض .7.1.1 تعریف

کنیم: می تعریف چنین ترتیب به را

l.annR(X) = {a ∈ R | ax = ٠, x ∈ X هر ازاي ,{به

r.annR(X) = {a ∈ R | xa = ٠, x ∈ X هر ازاي .{به

نماییم. می استفاده rR(x), lR(x) علائم از باشد عضوي تک X اگر

هرگاه نامیم می منظم را x ∈ R عنصر باشد. حلقه یک R کنیم فرض .8.1.1 تعریف

حلقه در x ∈ R و باشند، حلقه دو R ⊆ Q اگر که داریم توجه .l · annR(x) = ٠ و r · annR(x) = ٠

است. R منظم عنصر یک x آنگاه باشد پذیر وارون Q
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باشد. نداشته ناصفري توان پوچ عنصر هیچ هرگاه نامیم می یافته تقلیل را R حلقه .9.1.1 تعریف

.ba = ٠ آنگاه ،ab = ٠ اگر ،a, b ∈ R هر براي هرگاه نامیم می پذیر برگشت را R حلقه .10.1.1 تعریف

g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

aix
iاگر صورتیکه، در نامیم می آرمنداریز را R حلقه .11.1.1 تعریف

.aibj = ٠ ،i, j هر ازاي به آنگاه ،f(x)g(x) = ٠ و باشند R[x] در ناصفر ایهاي چندجمله

است. پذیر برگشت جابجایی، و یافته تقلیل حلقه هر تذکر1.

است. آرمنداریز آرمنداریز، حلقه یک از زیرحلقه هر تذکر2.

.bac = ٠ آنگاه ،abc = ٠ اگر ،a, b, c ∈ R هر براي هرگاه نامیم می متقارن را R حلقه .12.1.1 تعریف

دهد نتیجه ab = ٠، a, b ∈ R هر براي هرگاه نامیم می جابجایی نیم را R حلقه .13.1.1 تعریف

.aRb = ٠

است. متقارن جابجایی و یافته تقلیل حلقه هر .1 .14.1.1 نتیجه

است. پذیر برگشت متقارن حلقه هر .2

است. جابجایی نیم پذیر برگشت حلقه هر .3

است. بدیهی 2 و 1 اثبات.

لذا است، پذیر برگشت R چون و ،abr = ٠ نتیجه در .br = ٠ و a, b, r ∈ R کنیم فرض .3

� است. جابجایی نیم R حلقه بنابراین .aRb = ٠ دهد می نتیجه arb = ٠

نیست. برقرار کلی حالت در فوق روابط عکس دید، خواهیم بعدي مثال در چنانچه

از S =


 a b c
٠ a d
٠ ٠ a

 | a, b, c, d ∈ R
 زیرحلقه باشد. حلقه یک R کنیم فرض .15.1.1 مثال

ولی است جابجایی نیم S دهیم می نشان گیریم. می نظر در را ٣ × ٣ مثلثی بالا هاي ماتریس حلقه

باشد. نمی پذیر برگشت
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چون باشند. S از دلخواه عضو دو B =

 ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 و A =

 ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠

 کنیم فرض حل.

طوریکه به دارد وجود r =
 ٠ ٠ ٠
٠ ١ ١
٠ ٠ ٠

 ∈ S صفر مخالف عنصر

ArB =

 ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠

 ٠ ٠ ٠
٠ ١ ١
٠ ٠ ٠

 ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 = ٠

اما

BA =

 ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠

 ̸= ٠

باشد. نمی پذیر برگشت ولی است جابجایی نیم S بنابراین

بوسیله R بدیهی توسیع باشند. مدول (R,R)-دو یک M و حلقه یک R کنیم فرض .16.1.1 تعریف

کنیم: می تعریف چنین را M

T (R,M) =

{(
a m
٠ a

)
| a ∈ R,m ∈M

}
.

شود. می داده نمایش نیز R⊕M علامت با T (R,M)

شوند: می تعریف زیر صورت به طبیعی طور به T (R,M) روي ضرب و جمع

(r١,m١)(r٢,m٢) = (r١r٢, r١m٢ +m١r٢)(
R M
٠ R

)
مثلثی ماتریسبالا حلقه از حلقه یکزیر

{(
a m
٠ a

)
| a ∈ R,m ∈M

}
همچنین

است.

آنگاه باشد یافته تقلیل R حلقه اگر .17.1.1 گزاره

S =


 a b c
٠ a d
٠ ٠ a

 | a, b, c, d ∈ R


است[11]. آرمنداریز
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فرم به توان می را S از عنصر هر .
 a١ b١ c١

٠ a١ d١
٠ ٠ a١

 ,

 a٢ b٢ c٢
٠ a٢ d٢
٠ ٠ a٢

 ∈ S کنیم فرض اثبات.

کنیم: می تعریف زیر صورت به را S روي ضرب و جمع عمل دو بنابراین داد. نمایش (a, b, c, d)

(a١, b١, c١, d١) + (a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١ + a٢, b١ + b٢, c١ + c٢, d١ + d٢)

(a١, b١, c١, d١)(a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١a٢, a١b٢ + b١a٢, a١c٢ + b١d٢ + c١a٢, a١d٢ + d١a٢).

(به کرد. بیان (p٠(x), p١(x), p٢(x), p٣(x)) فرم به توان می را S[x] در اي چندجمله هر همچنین

( pi(x) ∈ R[x] ،٠ ≤ i ≤ ٣ هر ازاي

g(x) = (g٠(x), g١(x), g٢(x), g٣(x)) و f(x) = (f٠(x), f١(x), f٢(x), f٣(x)) کنیم فرض

نتیجه در .f(x)g(x) = ٠ و باشند S[x] در ایهایی چندجمله

f(x)g(x) = (f٠(x)g٠(x), f٠(x)g١(x) + f١(x)g٠(x), f٠(x)g٢(x) + f١(x)g٣(x)

+ f٢(x)g٠(x), f٠(x)g٣(x) + f٣(x)g٠(x)) = ٠

داریم: را زیر معادلات دستگاه تساوي این به باتوجه

(٠) f٠(x)g٠(x) = ٠

(١) f٠(x)g١(x) + f١(x)g٠(x) = ٠

(٢) f٠(x)g٢(x) + f١(x)g٣(x) + f٢(x)g٠(x) = ٠

(٣) f٠(x)g٣(x) + f٣(x)g٠(x) = ٠

.g٠(x)f٠(x) = ٠ گیریم می نتیجه (٠) معادله از بنابراین است، یافته تقلیل R حلقه فرض، مطابق

آنگاه کنیم ضرب f٠(x) در راست از را (١) معادله اگر

.f٠(x)g١(x) = ٠, f١(x)g٠(x) = پس٠ .f٠(x)g١(x)f٠(x) + f١(x)g٠(x)f٠(x) = ٠
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.f٠(x)g٣(x)f٠(x) + f٣(x)g٠(x)f٠(x) = ٠ ،f٠(x) در راست از (٣) معادله ضرب با همچنین

.f٠(x)g٣(x) = ٠, f٣(x)g٠(x) = ٠ بنابراین

رسیم. می زیر تساوي به صورت این در کنیم، ضرب f٠(x) در راست از را (٢) معادله اکنون

f٠(x)g٢(x)f٠(x) + f١(x)g٣(x)f٠(x) + f٢(x)g٠(x)f٠(x) = ٠

شود. می تبدیل زیر فرم به (٢) معادله پس .f٠(x)g٢(x) = ٠ بنابراین

(٣′
) f١(x)g٣(x) + f٢(x)g٠(x) = ٠.

.f٢(x)g٠(x) = و٠ f١(x)g٣(x) = ٠ آنگاه کنیم، ضرب (٣′
) معادله در راست از را f١(x) اگر

دهیم: می قرار .f(x), g(x) ∈ S[x] کنیم فرض

f(x) =
n∑

i=٠

 ai bi ci
٠ ai di
٠ ٠ ai

 xi , g(x) =
m∑

j=٠

 aj bj cj
٠ aj dj
٠ ٠ aj

xj

و

f٠(x) =
n∑

i=٠
aix

i , f١(x) =
n∑

i=٠
bix

i , f٢(x) =
n∑

i=٠
cix

i , f٣(x) =
n∑

i=٠
dix

i

g٠(x) =
m∑

j=٠
ajx

j , g١(x) =
m∑

j=٠
bjx

j , g٢(x) =
m∑

j=٠
cjx

j , g٣(x) =
m∑

j=٠
djx

j.

داریم: i, j هر ازاي به آمده، بدست نتایج و فرض به توجه با بنابراین

aiaj = ٠ , aibj = ٠ , biaj = ٠ , aicj = ٠ , bidj = ٠ , ciaj = ٠ , aidj = ٠ , diaj = ٠

نتیجه: در ai bi ci
٠ ai di
٠ ٠ ai

 aj bj cj
٠ aj dj
٠ ٠ aj

 = ٠.

� است. آرمنداریز S حلقه پس
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است. آرمنداریز حلقه یک T (R,R) بدیهی توسیع آنگاه باشد، یافته تقلیل R حلقه اگر .18.1.1 قضیه

با T (R,R) چون اثبات.

U =


 a b ٠
٠ a ٠
٠ ٠ a

 | a, b ∈ R


،17.1.1 گزاره به توجه با بنابراین است. آرمنداریز آرمنداریز، حلقه یک از حلقه زیر هر و است یکریخت

� است. آرمنداریز حلقه یک T (R,R)



2 فصل
مک شرط که هایی حلقه از هایی توسیع

هستند دارا را کوي
راست کوي مک هاي حلقه از هایی توسیع 1.2

آنگاه باشد، R[x] در صفر علیه مقسوم یک f(x) و جابجایی حلقه یک R اگر که کرد ثابت 1 کوي مک

.f(x)r = ٠ که دارد وجود قسمی به r ∈ R صفر مخالف عنصر

R[x] در ناصفر ایهاي چندجمله g(x), f(x) هرگاه نامیم، می راست کوي مک را R حلقه .1.1.2 تعریف

حلقه .f(x)c = ٠ طوریکه به باشد داشته وجود c ∈ R ناصفر عنصر آنگاه ،f(x)g(x) = ٠ و باشند

شود. می تعریف متناظراً چپ کوي مک

نامیم. می کوي مک را آن باشد راست کوي مک هم و چپ کوي مک هم اي اگرحلقه

[12] باشد. راست کوي مک R[x] اگر و تنها و اگر است راست کوي مک R حلقه .2.1.2 قضیه

باشد. راست کوي مک R کنیم فرض اثبات.

باشند R[x][y] در صفر مخالف اي چندجمله دو G(y) =
m∑

j=٠
gjy

j و F (y) =
n∑

i=٠
fiy

i کنیم فرض

دهیم: می قرار .F (y)G(y) = ٠ و

fi =

pi∑
s=٠

aisx
s , gj =

qj∑
t=٠

bjtx
t ∈ R[x].

1McCoy

8
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درجه و است اي چندجمله درجه deg که ،k =
∑

deg(fi) +
∑

deg(gj) کنیم فرض

نتیجه در ایم. گرفته نظر در صفر را صفر اي چندجمله

F (xk) =
n∑

i=٠
fix

ik , G(xk) =
m∑

j=٠
gjx

jk ∈ R[x].

ضرایب مجموعه و است برابر fiها ضرایب مجموعه با F (xk) ضرایب مجموعه که کنیم می مشاهده

پس شود، می جابجا R عناصر با x و F (y)G(y) = ٠ چون است. برابر giها ضرایب مجموعه با G(xk)

به دارد وجود u ∈ R صفر مخالف عنصر است، راست کوي مک R چون طرفی از .F (xk)G(xk) = ٠

است. راست کوي مک R[x] نتیجه در و F (y)u = ٠ بنابراین .F (xk)u = ٠ طوریکه

g(x) =
m∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
n∑

i=٠
aix

i و باشد راست کوي مک R[x] کنیم فرض بعکس،

و f(y) =
n∑

i=٠
aiy

i کنیم فرض همچنین .f(x)g(x) = ٠ که باشند R[x] از ناصفر ایهاي چندجمله

کوي مک R[x] چون .f(y)g(y) = ٠ و باشند R[x][y] از ناصفر اي چندجمله دو g(y) =
m∑

j=٠
bjy

j

.f(y)h(x) = ٠ طوریکه به دارد وجود h(x) =

p∑
k=٠

hkx
k ∈ R[x] صفر مخالف عنصر است، راست

به دارد وجود hk ∈ R صفر مخالف عنصر نتیجه در .aih(x) = ٠ ،i = ٠,١, . . . , n هر ازاي به بنابراین

� است. راست کوي مک R بنابراین .f(x)hk = ٠ طوریکه

راست کوي مک T (R,R) بدیهی توسیع اگر تنها و اگر است راست کوي مک R حلقه .3.1.2 قضیه

[14] باشد.

باشد. راست کوي مک T (R,R) کنیم فرض ابتدا اثبات.

و باشند R[x] از ناصفر اي چندجمله دو g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i کنیم فرض

نظر در را T (R,R)[x] از G(x) =
n∑

j=٠
Bjx

j و F (x) =
m∑
i=٠

Aix
i عضو دو .f(x)g(x) = ٠
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،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر ازاي به که گیریم می

Ai =

(
ai ٠
٠ ai

)
, Bj =

(
bj ٠
٠ bj

)
.

پس است، راست کوي مک T (R,R)[x] چون و .F (x)G(x) = ٠ پس ،f(x)g(x) = ٠ چون

چون .F (x)
(
a b
٠ a

)
= ٠ طوریکه به دارد وجود T (R,R) در

(
a b
٠ a

)
صفر عنصرمخالف

،٠ ≤ i ≤ m هر ازاي به بنابراین هستند. صفر مخالف نیز b یا aپس صفراست مخالف
(
a b
٠ b

)
)عنصر

aia aib
٠ aia

)
= ٠

حلقه درنتیجه .f(x)b = ٠ و f(x)a = ٠ بنابراین ،aib = ٠ و aia = ٠ ،٠ ≤ i ≤ m هر ازاي به

باشد. می راست کوي مک R

.R′ = T (R,R) دهیم می قرار باشد. راست کوي مک R حلقه کنیم فرض بعکس،

دهیم: می قرار .F (x)G(x) = ٠ و باشند R′[x] از صفر مخالف عضو دو G(x) و F (x) کنیم فرض

F (x) =

(
a٠ b٠
٠ a٠

)
+

(
a١ b١
٠ a١

)
x+ · · ·+

(
am bm
٠ am

)
xm,

G(x) =

(
a′٠ b′٠
٠ a′٠

)
+

(
a′١ b′١
٠ a′١

)
x+ · · ·+

(
a′n b′n
٠ a′n

)
xn.

کنیم فرض

f١(x) = a٠ + a١x+ . . .+ amx
m , f٢(x) = b٠ + b١x+ . . .+ bmx

m

g١(x) = a′٠ + a′١x+ . . .+ a′nx
n , g٢(x) = b′٠ + b′١x+ . . .+ b′nx

n.

پس ،F (x)G(x) = ٠ چون

٠ =

(
f١(x) f٢(x)
٠ f١(x)

)(
g١(x) g٢(x)
٠ g١(x)

)
=

(
f١(x)g١(x) f١(x)g٢(x) + f٢(x)g١(x)

٠ f١(x)g١(x)

)
.

افتد: می اتفاق حالت 9 . f١(x)g٢(x) + f٢(x)g١(x) = ٠ و f١(x)g١(x) = ٠ بنابراین
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چون .f١(x) ̸= ٠, f٢(x) ̸= ٠, g١(x) ̸= ٠, g٢(x) ̸= ٠ کنیم فرض اول. حالت

طوریکه به دارد وجود c ∈ R ناصفر عنصر است، راست کوي مک R حلقه و f١(x)g١(x) = ٠

. F (x)
( ٠ c
٠ ٠

)
= ٠ طوریکه به دارد وجود R′ در

( ٠ c
٠ ٠

)
عنصرناصفر بنابراین .f١(x)c = ٠

است. راست کوي مک حلقه R′ نتیجه در

دوباره صورت این در .f١(x) ̸= ٠, g١(x) ̸= ٠, f٢(x) ̸= ٠, g٢(x) = ٠ کنیم فرض دوم. حالت

کرد. انتخاب را
( ٠ c
٠ ٠

)
∈ R′ ناصفر عنصر توان می

نتیجه در .f١(x) ̸= ٠, g١(x) = ٠, f٢(x) ̸= ٠, g٢(x) ̸= ٠ کنیم فرض سوم. حالت

طوریکه به دارد وجود c ∈ R ناصفر عنصر است راست کوي مک R چون .f١(x)g٢(x) = ٠

.F (x)
( ٠ c
٠ ٠

)
= ٠ طوریکه به دارد وجود

( ٠ c
٠ ٠

)
∈ R′ ناصفر عنصر بنابراین .f١(x)c = ٠

است. راست کوي مک R′ نتیجه در

پس .f١(x) ̸= ٠, g١(x) ̸= ٠, f٢(x) = ٠, g٢(x) ̸= ٠ کنیم فرض چهارم. حالت

عنصر نتیجه در .f١(x)c = ٠ طوریکه به دارد وجود c ∈ R ناصفر عنصر بنابراین .f١(x)g١(x) = ٠

کوي مک R′ حلقه بنابراین . F (x)
(

c ٠
٠ c

)
= ٠ طوریکه به دارد وجود ٠ ̸=

(
c ٠
٠ c

)
∈ R′

است. راست

پس .f١(x) ̸= ٠, g١(x) ̸= ٠, f٢(x) = ٠, g٢(x) = ٠ کنیم فرض پنجم. حالت

عنصر نتیجه در .f١(x)c = ٠ طوریکه به دارد وجود c ∈ R ناصفر عنصر بنابراین .f١(x)g١(x) = ٠

کوي مک R′ حلقه بنابراین . F (x)
(

c ٠
٠ c

)
= ٠ طوریکه به دارد وجود ٠ ̸=

(
c ٠
٠ c

)
∈ R′

است. راست

ناصفر عنصر توانیم می آنگاه .f١(x) = ٠, g١(x) = ٠, f٢(x) ̸= ٠, g٢(x) ̸= ٠ اگر ششم. حالت

کنیم. می انتخاب را
( ٠ ١
٠ ٠

)
∈ R′

� باشند. می (١)− (۵) حالات شبیه دیگر حالتهاي
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حلقه زیر دهیم می نشان باشد. راست کوي مک R حلقه کنیم فرض .4.1.2 مثال

T۶ =




a١ a٢ a٣ a۴ a۵ a۶
٠ a١ b١ b٢ b٣ b۴
٠ ٠ a١ c١ c٢ c٣
٠ ٠ ٠ a١ d١ d٢
٠ ٠ ٠ ٠ a١ d٣
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ a١

 ; ai, bi, ci, di ∈ R


نیست. راست کوي مک ،۶× ۶ مثلثی بالا هاي ماتریس حلقه از

گیریم می نظر در زیر صورت به را f(x), g(x) ∈ T۶[x] اي جمله چند دو حل.

f(x) =


١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١

+


٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

 x,

g(x) =


٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١

+


٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

x.

.f(x)c = ٠ طوریکه به ندارد وجود T۶ در c ناصفر عنصر اما است، f(x)g(x) = ٠ وضوح به

نیست. راست کوي مک T۶ حلقه بنابراین

دهیم: می قرار باشد. حلقه یک R کنیم فرض

B۴(R) =




a١ a b c
٠ a١ d r
٠ ٠ a١ s
٠ ٠ ٠ a١

 ; a١, a, b, c, d, r, s ∈ R

 .

است. ۴× ۴ مثلثی بالا هاي ماتریس حلقه از اي حلقه زیر B۴(R) است واضح

است. راست کوي مک R آنگاه باشد، راست کوي مک B۴(R) اگر .5.1.2 قضیه
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باشند R[x] صفردر مخالف اي چندجمله دو g(x) =
t∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
k∑

i=٠
aix

i کنیم فرض اثبات.

آن ,i)−ام j) درایه که ماتریسی یعنی باشد، واحد ماتریس نمایانگر Eij کنیم فرض .f(x)g(x) = ٠ و

صورت این در باشد. ٠ آن هاي درایه سایر و ١

(
k∑

i=٠
Eijx

i)(
t∑

j=٠
Eijx

j) = ٠.

طوریکه به دارد وجود c ∈ B۴(R) صفر مخالف عنصر است، راست کوي مک حلقه B۴(R) چون

(
k∑

i=٠
Eijx

i)c = ٠.

� است. راست کوي مک R بنابراین . f(x)r = ٠ طوریکه به دارد وجود r ∈ R صفر مخالف عنصر پس
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جابجایی نیم و کوي مک هاي حلقه بین رابطه 2.2
در درحالیکه است، جابجایی نیم هم R[x] آنگاه باشد جابجایی نیم R حلقه اگر که کرد ادعا 2 هیرانو

وجود جابجایی نیم حلقه دهیم می نشان همچنین نیست. درست ادعا این دهیم می نشان ،3.3.3 مثال

اثبات براي است. کوي مک پذیر برگشت حلقه هر که کنیم می ثابت واقع در نیست. کوي مک که دارد

از توان می را روابطی چه است جابجایی نیم یا پذیر برگشت R وقتی که کنیم بررسی داریم نیاز آن

آورد. بدست f(x)g(x) = ٠

از عضو دو g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i و باشد جابجایی نیم R حلقه کنیم فرض .1.2.2 لم

.aibi+١٠ = ٠ ،i ∈ {٠,١, . . . ,m} هر ازاي به آنگاه ،f(x)g(x) = ٠ اگر صورت این در باشند. R[x]

عبارت ،i ∈ {٠,١, . . . ,m+ n} هر براي که است واضح اثبات.

(∗)i
i∑

j=٠
ajbi−j = ٠.

است. f(x)g(x) = ٠ معادله iام جمله ضریب

،ajbk٠ = ٠ ویژه به .ajbj+١٠ = ٠ ،j < k هر براي کنیم فرض .a٠b٠ = ٠ آنگاه ،i = ٠ اگر

ضریب در راست از را bk٠ اگر .ajbk−jb
k
٠ = ٠ ،j < k هر براي جابجایی، نیم خاصیت به توجه با بنابراین

آنگاه: کنیم، ضرب xk

٠ =
k∑

j=٠
ajbk−jb

k
٠ = akb

k+١
٠ .

� شود. می ثابت حکم نتیجه در

است.[13] کوي مک پذیر، برگشت هرحلقه .2.2.2 قضیه
2Hirano
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g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i و باشد پذیر برگشت R حلقه کنیم فرض اثبات.

نشان کافیست .f(x)g(x) = ٠ و باشند n و m درجه از ترتیب به R[x] از صفر مخالف اي چندجمله دو

است. چپ کوي مک R که دهیم

نمایش Ca با را a(x) ضرایب وسیله به شده تولید چپ آل ایده ،a(x) ∈ R[x] اي چندجمله هر براي

به دارد وجود c ∈ Cf صفر مخالف عنصر که دهیم می نشان g(x) درجه روي استقرا به دهیم. می

.cg(x) = ٠ طوریکه

کنیم می تقسیم x از توانهایی بر را g(x), f(x) اینصورت غیر در .a٠, b٠ ̸= ٠ نمود فرض توان می

شود. ناصفر آنها ثابت جمله تا

است. برقرار حکم لذا و cg(x) = a٠b٠ = ٠ گیریم می نتیجه c = a٠ فرض با آنگاه ،n = ٠ اگر

که کنیم می انتخاب طوري را l ≥ ٠ عدد ،1.2.2 لم به توجه با .n ≥ ١ کنیم فرض

f(x)bl+١٠ = ٠ ̸= f(x)bl٠.

پس .bl٠f(x)b٠ = ٠ اما a(x) ̸= ٠ است، پذیر برگشت R چون .a(x) := bl٠f(x) دهیم می قرار

a(x)g(x) = ٠ , a(x)b٠ = ٠. (1.2)

.a(x)b(x) = ٠ ،(1.2) معادله به توجه با بنابراین ،b(x) := (g(x)− b٠)�x کنیم فرض

لذا ،deg(b(x)) = n − ١ < n و deg(g(x)) = n > ٠ چون .b(x) ̸= ٠ که کنیم می آوري یاد

،a(x)b٠ = ٠ طرفی از .cb(x) = ٠ که دارد وجود c ∈ Ca صفر مخالف عنصر استقرا فرض به توجه با

.cg(x) = ٠ نتیجه در .cb٠ = ٠ رو این از و Cab٠ = (٠) پس

� کند. می کامل را برهان این و c ∈ Cf بنابراین .Ca ⊆ Cf دانیم می a(x) ساختار به توجه با

از عناصري g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i و باشد جابجایی نیم R حلقه کنیم فرض .3.2.2 لم

l٠, l١, . . . , ln ∈ N نامنفی صحیح اعداد صورت این در .f(x)g(x) = ٠ و f(x) ̸= ٠ که باشند R[x]
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k ∈ {٠,١, . . . , n} هر براي طوریکه به دارند وجود

f(x)blkk b
lk−١
k−١ . . . b

l٠
٠ ̸= ٠ = f(x)blk+١k b

lk−١
k−١ . . . b

l٠
٠ .

که باشند داشته وجود l٠, l١, . . . , lj کنیم فرض استقرا به شود. می نتیجه 1.2.2 لم از l٠ وجود اثبات.

.r = b
lj
j b

lj−١
j−١ . . . b

l٠٠ دهیم می قرار کنند. می صدق بالا شرایط در

داریم: را زیر معادله m+ ١ لذا ،f(x)g(x) = ٠ چون

(∗)j+١ a٠bj+١ + a١bj + · · ·+ ambj−m+١ = ٠,

(∗)j+٢ a٠bj+٢ + a١bj+١ + · · ·+ ambj−m+٢ = ٠,
...

(∗)j+m+١ a٠bj+m+١ + a١bj+m + · · ·+ ambj+١ = ٠,

دهد. می نشان را f(x)g(x) = ٠ معادله در xα ضریب ،(∗)α که

انتخاب چگونگی و جابجایی نیم خاصیت به توجه با پس ،air = ٠ چون ،k ≤ j هر و i هر ازاي به

را lj+١ سپس .aibi+١j+١r = ٠ ،i ≤ m هر براي که دهیم می نشان . aibkr = داریم٠ ،l٠, l١, . . . , lj

.aiblj+١+١j+١ r = ٠ ،i هر ازاي به که گیریم می نظر در نامنفی صحیح عدد کوچکترین

آنگاه کنیم، ضرب r در راست از را (∗)j+١ معادله اگر

٠ = a٠bj+١r + a١bjr + · · ·+ ambj−m+١r = a٠bj+١r.

داریم: جابجایی نیم خاصیت به توجه با کنیم ضرب bj+١r در راست از را (∗)j+٢ معادله اگر حال

٠ = a٠bj+٢bj+١r + a١b
٢
j+١r + · · ·+ ambj−m+٢bj+١r = a١b

٢
j+١r.

� .aibi+١j+١r = ٠ ،i ≤ m هر براي که گیریم می نتیجه روند این ادامه با
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نیست کوي مک که دارد وجود جابجایی نیم حلقه 3.2
لم به مثال این بررسی در نیست. کوي مک اما است جابجایی نیم که دهیم می ارائه مثالی بخش این در

کنیم. می ذکر لوزي لم بیان جهت مقدماتی مفاهیم سري یه ابتدا بنابراین داریم. نیاز لوزي

کنیم فرض همچنین باشد. ناتهی مجموعه یک X و یکدار و جابجایی حلقه یک k کنیم فرض مقدمه.

صورت این در .⟨X⟩ = {x١x٢ . . . xn | xi ∈ X} ∪ {١} یعنی؛ باشد، X توسط شده تولید تکوار ،⟨X⟩

است. X توسط شده تولید آزاد پذیر شرکت k−جبر ،k⟨X⟩

{Wi−fi ; i ∈ I ، باشد گذار اندیس مجموعه یک I} مجموعه .A,B ∈ ⟨X⟩ و i ∈ I فرضکنیم تقلیل.

k−درونریختی بنابراین .fi ∈ k⟨X⟩ و Wi ∈ ⟨X⟩ ،i ∈ I هر ازاي به که گیریم می نظر در را

از عنصر هر تابع این که نامیم، می k−تقلیل یک را AWiB 7→ AfiB ضابطه با φ : k⟨X⟩ → k⟨X⟩

دهد. نمی حرکت را k⟨X⟩ عناصر سایر و کند می تصویر خودش به را ⟨X⟩

براي توان می که دارد وجود تقلیل یک حداقل k⟨X⟩ در یا ⟨X⟩ در عناصر کلیه براي که داریم توجه

است. ناپذیر تقلیل اي جمله تک آنگاه باشد تغییرناپذیر تقلیل، هر اگر پس برد. بکار آنها

حاصل w′ هرگاه شود می وصل w′ راس به w راس آن در که است گرافی ،G دار جهت گراف گراف.

باشد. w تقلیل

دو هر بین هرگاه نامیم می همبندي مؤلفه یک را G گراف از C ماکسیمال گراف زیر همبندي. مؤلفه

باشد. داشته وجود مسیر یک آن راس

طوریکه به باشد آن از راس یک v و دار جهت گراف یک G کنیم فرض لوزي. لم

باشد متناهی v شروع نقطه با دار جهت مسیر هر طول .1

یکسان پایان نقطه با دار جهت مسیرهاي به بتوان را v از شروع نقطه با مسیر دو هر ( لوزي (شرط .2

[4] داد. توسیع
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یک از منظور است. یکتا ماکسیمال راس یک داراي G گراف از C همبندي مؤلفه هر صورت این در

شود. می منتهی آن به Cاز ماکسیمال دار جهت مسیر هر که است راسی ماکسیمال راس

متغیر ۶ توسط شده تولید آزاد F٢−جبر ،k = F٢⟨a٠, a١, a٢, a٣, b٠, b١⟩ کنیم فرض .1.3.2 مثال

عناصر توسط که آلی ایده باشد.

⟨a٠b٠, a٠b١ + a١b٠, a١b١ + a٢b٠, a٢b١ + a٣b٠, a٣b١,

a٠aj (٠ ≤ j ≤ ٣), a٣aj (٠ ≤ j ≤ ٣), a١aj + a٢aj (٠ ≤ j ≤ ٣),

bibj (٠ ≤ i, j ≤ ١), biaj (٠ ≤ i ≤ ١,٠ ≤ j ≤ ٣)⟩

.R = k�I کنیم فرض دهیم. می نمایش I به را شود تولید

تعریف به توجه با آنگاه ،G(x) = b٠ + b١x و F (x) = a٠ + a١x+ a٢x٢ + a٣x
٣ دهیم قرار اگر

این بر علاوه هستند. R[x] در صفر مخالف عناصر G(x) و F (x) دهیم می نشان .F (x)G(x) = ٠ ،I

نیست. راست کوي مک اما است چپ کوي مک و جابجایی نیم R کنیم می ثابت

نوشت. یکتا یافته تقلیل فرم به را R عنصر هر توان می چطور که دهیم می شرح ابتدا

شود. می نوشته زیر فرم به فرد به منحصر طور به γ ∈ R عنصر هر :1 ادعا

γ = f٠ + f١(a٢)a١ + f٢(a٢)a٢ + g(a٢)a٠ + h(a٢)a٣ +

(r٠ + r١(a٢)a١ + r٢(a٢)a٢ + r٣(a٢)a٣)b٠ + s٠b١.

که

f٠, r٠, s٠ ∈ F٢ , f١(x), f٢(x), g(x), h(x), r١(x), r٢(x), r٣(x) ∈ F٢[x].

.x١, x٢, . . . , xn ∈ X و ناتهی مجموعه یک X کنیم فرض کنیم. می ثابت لوزي لم از استفاده با اثبات.

هر براي دهیم می نشان نامیم. می n درجه از اي جمله تک یک را w = x١x٢ . . . xn صورت این در
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می اشاره مورد چند به زیر در است مشابه اثبات روند مورد هر در چون است. برقرار لوزي لم شرایط w

کنیم.

I تعریف به توجه با آنگاه باشد a٣aj و a٠aj ،biaj ،bibj ،a٣b١ ،a٠b٠ شامل w اي جمله تک اگر

جایگزین a٢aj با را a١ajها و ai+١b٠ با را aib١ها ،w در اینصورت غیر در است. صفر اي جمله تک

کنیم. می

w = a٠ اگر مثال عنوان به است. برقرار حکم صورت این در .x ∈ X آن در که .w = x کنیم فرض

گرفتن نظر در با آنگاه

f٠ = ٠, f١(x) = f٢(x) = h(x) = ٠,

r٠ = ٠, s٠ = ٠, r١(x) = r٢(x) = r٣(x) = ٠, g(x) = ١

شود. می نوشته نظر مورد شکل به a٠

bibj ،a٣aj ،a٣b١ ،a٠aj ،a٠b٠ صورت به w اگر .x١, x٢ ∈ X آن در که .w = x١x٢ کنیم فرض

a١ajها و ai+١b٠ با را aib١ها همه که آنجا از .w = a٠b١ کنیم فرض شود. می صفر آنگاه باشد biaj و

اگر . w = a١b٠ بنابراین کنیم، می جایگزین a٢aj با را

f٠ = ٠, f١(x) = f٢(x) = g(x) = h(x) = ٠,

r٠ = ٠, s٠ = ٠, r٢(x) = r٣(x) = ٠, r١(x) = ١

a٢a٣ با را آن آنگاه ،w = a١a٣ اگر همچنین است. R در فرد به منحصر اي جمله تک a١b٠ آنگاه

براي مشابه طور به بود. خواهد فرد به منحصر اي جمله تک نیز a٢a٣ نتیجه در و کنیم می جایگزین

است. برقرار حکم دیگر هاي حالت

کنیم. می بررسی را لوزي لم شرایط .w = x١x٢x٣ کنیم فرض حال
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داریم: دار جهت مسیر دو صورت این در .w = a١a٠bکنیم١ فرض

a١a٠b١ 7−→ a٢a٠b١ 7−→ a٢a٠b١ 7−→ a٢a١b٠

a١a٠b١ 7−→ a٢١b٠ 7−→ a٢a١b٠

و r١(x) = x ،γ رابطه در اگر بنابراین است. برقرار لوزي لم شرط دو کنیم می مشاهده انتظار مطابق

بود. خواهد فرد به منحصر اي جمله تک a٢a١b٠ آنگاه کنیم اختیار صفر را جملات بقیه

حالات مشابه استدلال روند کدام هر در که باشد ... و ۵حرفی ۴حرفی، تواند می w اي جمله تک

� شود. می نوشته γ فرم به یکتا طور به R عنصر هر که گرفت نتیجه توان می بنابراین است. شده ذکر

است. جابجایی نیم R حلقه :2 ادعا

راحتتر محاسبه براي .γγ′ = ٠ و باشند R از یکتا عناصري γ, γ′ کنیم فرض 1 ادعاي به توجه با اثبات.

نویسیم. می زیر فرم به را γ′ و γ

γ = f٠ + f١a١ + f٢a٢ + ga٠ + ha٣ + (r٠ + r١a١ + r٢a٢ + r٣a٣)b٠ + s٠b١

γ′ = f ′
٠ + f ′

١a١ + f ′
٢a٢ + g′a٠ + h′a٣ + (r′٠ + r′١a١ + r′٢a٢ + r′٣a٣)b٠ + s′٠b١.

.γrγ′ = ٠ ،r ∈ R هر براي دهیم نشان کافیست است جابجایی نیم R کنیم ثابت اینکه براي

است. برقرار رابطه این درجه1) از ایهاي جمله تک (یعنی حروف براي کنیم می ثابت ابتدا

پس ،γγ′ = ٠ چون .γ, γ′ ̸= ٠ کنیم فرض بنابراین است. بدیهی حکم آنگاه باشند صفر γ, γ′ اگر

.f ′
٠ = ٠ یا f٠ = ٠ نتیجه در .f٠f ′

٠ = ٠

I چون باشد، درجه کمترین از γ صفر مخالف جملات مجموع ٠ ̸= δ اگر .f٠ = ٠ کنیم فرض

را f٠ = ٠ آنگاه ،f ′
٠ = ٠ شود فرض اگر مشابه طور به .f ′

٠ = ٠ بنابراین .δf ′
٠ = ٠ آنگاه است همگن

.f٠ = f ′
٠ = ٠ موارد همه در نتیجه در آوریم. می بدست
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صورت این در باشد. F٢ روي n درجه از ایها جمله تک خطی ترکیبات مجموعه An کنیم فرض توجه.

(ri ∈ Ai) .ri ∈ I آنگاه ،∑s
i=١ ri ∈ I هرگاه است، همگن I آل ایده

نتیجه در .biγ′ = ٠ بنابراین ،bibj = ٠ و biaj = ٠ ،I تعریف به توجه با و f ′
٠ = ٠ چون

.γajγ′ = ٠ ،٠ ≤ j ≤ ٣ هر براي دهیم نشان کافیست بنابراین .γbiγ′ = ٠

کنیم. می محاسبه را γaj ابتدا منظور این براي

γaj = (f١a١ + f٢a٢ + ga٠ + ha٣ + (r٠ + r١a١ + r٢a٢ + r٣a٣)b٠ + s٠b١)aj =

f١a١aj + f٢a٢aj + ga٠aj + ha٣aj + (r٠ + r١a١ + r٢a٢ + r٣a٣)b٠aj + s٠b١aj.

چون

a٠aj = ٠ , a٣aj = ٠ , b٠aj = ٠ , b١aj = ٠

نتیجه در و ،a١aj = a٢aj بنابراین .a١aj + a٢aj = ٠ دانیم می اما .γaj = f١a١aj + f٢a٢aj پس

دهیم می نشان .f١ ̸= f٢ کنیم فرض پس .γajγ′ = ٠ آنگاه ،f١ = f٢ اگر .γaj = (f١ + f٢)a٢aj

.γ′ ̸= ٠ با متناقض فرض این

کنیم. می محاسبه را γγ′ یافته تقلیل فرم ابتدا

٠ = γγ′ = (f١+ f٢)a٢(f
′
١a١+ f ′

٢a٢+ g′a٠+h′a٣)+ f١a١(r
′
٠+ r′١a١+ r′٢a٢+ r′٣a٣)b٠+

s′٠f١a١b١ + f٢a٢(r
′
٠ + r′١a١ + r′٢a٢ + r′٣a٣)b٠ + s′٠f٢a٢b١ + gs′٠a٠b١+

ha٣(r
′
٠ + r′١a١ + r′٢a٢ + r′٣a٣)b٠ + hs′٠a٣b١

= (f١ + f٢)a٢(f
′
١a١ + f ′

٢a٢ + g′a٠ + h′a٣) + (s′٠f٢ + r′٠h+ (f١ + f٢)a٢r
′
٣)a٣b٠

+(s′٠f١ + r′٠f٢ + (f١ + f٢)a٢r
′
٢)a٢b٠ + (s′٠g + r′٠f١ + (f١ + f٢)a٢r

′
١)a١b٠.
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داریم: همچنین .f ′
١ = f ′

٢ = g′ = h′ = ٠ باید پس ،f١ + f٢ ̸= ٠ چون

(١) s′٠f٢ + r′٠h+ (f١ + f٢)a٢r
′
٣ = ٠

(٢) s′٠f١ + r′٠f٢ + (f١ + f٢)a٢r
′
٢ = ٠

(٣) s′٠g + r′٠f١ + (f١ + f٢)a٢r
′
١ = ٠

گیریم می نتیجه (٢) معادله از f١ ̸= f٢ اینکه به توجه با آنگاه r′٠ = ١ اگر .s′٠ = ١ کنیم فرض

s′٠ = ١ فرض با اما .r′٠ = ٠ بنابراین نیست. پذیر امکان که deg(f١ + f٢)a٢ ≤ deg(f١ + f٢)

باشد. s′٠ = ٠ باید بنابراین رساند. می تناقض این به را ما دوباره (٢), (١) هاي معادله حاصلجمع

از .r′٠ = پس٠ رسد. می تناقض به قبل همانند (٣), (٢) هاي معادله حاصلجمع آنگاه r′٠ = ١ اگر

γ′ ̸= فرض٠ با متناقض این که γ′ = ٠ درنتیجه و r′١ = r′٢ = r′٣ = ٠ بنابراین ،f١ ̸= f٢ چون طرفی

.γrγ′ = ٠ موارد همه در آنگاه باشد 1 درجه از ایی جمله تک یک یا حرف یک r اگر بنابراین است.

باز است، مثبت درجه از اي جمله تک یک r که کنیم تکرار γr با γ جاي به را اثبات روند اگر حال

آنها دادن قرار پس ایهاست جمله تک از مجموعی R عنصر هر چون همچنین است. برقرار نتیجه هم

� است. جابجایی نیم R بنابراین دهد. می نتیجه را γrγ′ = ٠ ،r ∈ R هر براي یکدیگر کنار

،R[x] در پس هستند. صفر مخالف G(x) و F (x) ضرایب از یک هر گیریم می نتیجه 1 ادعاي از توجه:

.F (x), G(x) ̸= ٠

نیست. راست کوي مک R حلقه :3 ادعا

ثابت کافیست بنابراین .r = ٠ آنگاه F (x)r = ٠ ،r ∈ R هر براي اگر دهیم نشان کافیست . اثبات

هر ازاي به a٢r یافته تقلیل فرم محاسبه و 1 ادعاي به توجه با این که ،r = ٠ آنگاه a٢r = ٠ اگر کنیم

� نیست. راست کوي مک R نتیجه در است. بدیهی r ∈ R
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است. چپ کوي مک R حلقه :4 ادعا

باشند R[x] از صفر مخالف اي جمله چند دو Q(x) =
n∑

i=١
qix

i و P (x) =
m∑
i=١

pix
i کنیم فرض اثبات.

فرض پس است. برقرار حکم و b٠Q(x) = ٠ آنگاه باشد صفر ثابت جمله qi هر اگر .P (x)Q(x) = ٠ و

دارد. را ویژگی این qk که باشد اندیسی کوچکترین k و صفر مخالف ثابت جمله qi کنیم می

هر براي و باشد درجه کوچکترین از pi صفر مخالف جملات مجموع p′i ،pi ̸= ٠ هر براي کنیم فرض

صفر مخالف اعضاي میان در که گیریم می نظر در اندیسی کوچکترین را j همچنین .p′i = ٠ ،pi = ٠

باشد. داشته را درجه نیمم می p′j ،{p′٠, p′١, . . . , p′m}

P (x)Q(x) = ٠ معادله j+kام جمله درجه به توجه با حال .P (x) ̸= ٠ چون دارد وجود j دانیم می

داریم:

∑
r,s:r+s=j+k

prqs = ٠. (2.2)

شود. صفر باید (2.2) معادله ثابت جملات مجموع پس است، همگن I آل ایده چون

که دارد وجود p′j ·١ نام به درجه کوچکترین از جمله یک تنها (2.2) معادله pjqk حاصلضرب در اما

R درنتیجه باشد. درست تواند نمی qi ̸= فرض٠ بنابراین است. تناقض یک این و است صفر مخالف

است. چپ کوي مک

�
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[5]

مقدمه 1.3
راست اور شرط در X گوییم باشد. R حلقه از بسته ضربی مجموعه یک X کنیم فرض .1.1.3 تعریف

طوریکه به باشند داشته وجود ،y ∈ X, s ∈ R عناصر ،x ∈ X, r ∈ R هر براي هرگاه کند می صدق

نامیم. می راست اور مجموعه را کند می صدق راست اور شرط در که اي بسته ضربی مجموعه .ry = xs

شوند. می تعریف مشابه طور به چپ اور مجموعه و چپ اور شرط

مجموعه را باشد چپ اور مجموعه هم و راست اور مجموعه هم که اي بسته ضربی مجموعه تعریف2.1.3.

نامیم. می اور

است. اور مجموعه یک جابجایی حلقه یک در بسته ضربی مجموعه هر مثال عنوان به

با A هرگاه نامیم می B اساسی زیرمدول را A باشد. B از زیرمدول یک A کنیم فرض .3.1.3 تعریف

این تحت دهیم. می نمایش A ≤e B علامت با و باشد داشته ناصفر اشتراك B از ناصفر زیرمدول هر

است. A از اساسی توسیع یک B گوییم شرایط

تکریختی یک را f : A → B R−تکریختی باشند. R−مدول دو B و A کنیم فرض .4.1.3 تعریف
24
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.f(A) ≤e B هرگاه نامیم می اساسی

باشد. R حلقه از بسته ضربی زیرمجموعه یک X و R−مدول یک A کنیم فرض .5.1.3 تعریف

کنیم: می تعریف چنین را A مدول X−تابی زیرمجموعه

tX(A) = {a ∈ A | ax = ٠ , x ∈ Xبرخی .{براي

.tX(A) = هرگاه٠ نامیم می تاب X−بدون و tX(A) = A هرگاه نامیم می X−تابی را A مدول

X−تابی Z−مدول یک A آنگاه ،X = Z \ {٠} و باشد Z−مدول یک A اگر که داریم توجه

باشد. تاب) (بدون تابی جمعی گروه یک A اگر وتنها اگر است ( تاب (X−بدون

باشد. R حلقه از راست اور زیرمجموعه یک X کنیم فرض .6.1.3 لم

که دارند وجود s١, s٢, . . . , sn ∈ R عناصر آنگاه x١, x٢, . . . , xn ∈ X اگر (1)

x١s١ = · · · = xnsn و x١s١ ∈ X.

.x١R ∩ · · · ∩ xnR ∩X ̸= ∅ یعنی

است. A زیرمدول یک tX(A) مجموعه A راست R−مدول هر براي (2)

و s ∈ R عناصر است راست اور مجموعه یک X چون کنیم. ثابت n = ٢ براي است کافی (1) اثبات.

.x١y ∈ X لذا و x١y = x٢s طوریکه به دارند وجود y ∈ X

طوریکه به دارند وجود x١, x٢ ∈ X عناصر آنگاه a١, a٢ ∈ tX(A) اگر (2)

(a١±a٢)y = ٠ طوریکه به دارد وجود y ∈ x١R∩x٢R∩X عنصر (1) بر بنابر .a١x١ = ٠ = a٢x٢

.(a١ ± a٢) ∈ tX(A) لذا و

z ∈ X, s ∈ R عناصر گیریم می نتیجه است راست اور X آنجائیکه از .r ∈ R کنیم فرض حال

� .a١r ∈ tX(A) نتیجه در a١rz = a١x١s = پس٠ .rz = x١s طوریکه به دارند وجود



کسرها حلقه .3 26فصل

در باشد. راست یکR−مدول A و R حلقه از راست اور زیرمجموعه یک X کنیم فرض .7.1.3 تعریف

نامیم. می A X−تابی زیرمدول را tX(A) صورت این

باشد. R حلقه از راست اور مجموعه یک X کنیم فرض .8.1.3 لم

مدول یک A�tX(A) و X−تابی زیرمدول یک tX(A) آنگاه باشد راست R−مدول یک A اگر (a)

است. تاب X−بدون

است. X−تابی X−تابی، هاي مدول از مجموع هر و قسمتی خارج مدول هر زیرمدول، هر (b)

صورت این در باشند. X−تابی دو هر B و A�B طوریکه به باشند R−مدول دو B ≤ A کنیم فرض (c)

است. X−تابی نیز A

است. تاب X−بدون تاب، X−بدون مدولهاي از مستقیم حاصلضرب هر و زیرمدول هر (d)

،A صورت این در باشد. تاب X−بدون ،B و باشند مدول −R دو B ≤e A کنیم فرض (e)

است. تاب X−بدون

هستند. اثبات قابل سادگی به (a), (c), (d) قسمت اثبات.

این در باشد. A راست R−مدول از X−تابی زیرمدولهاي از اي خانواده {Ai | i ∈ I} کنیم فرض .(b)

است. X−تابی ،∑iAi بنابراین .∑iAi ≤ tX(A) لذا و Ai ≤ tX(A) ،i ∈ I هر ازاي به صورت

� .tX(A) = ٠ بنابراین ،B ∩ tX(A) = tX(B) = ٠ و است A از زیرمدولی tX(A) چون .(e)

R−همریختی هر ،B از C R−زیرمدول هر براي هرگاه نامیم می انژکتیو را A R−مدول .9.1.3 تعریف

باشد. B → A R−همریختی به توسیع قابل C → A

اگر تنها و اگر است انژکتیو AR صورت این در باشد. راست یکR−مدول A کنیم فرض .10.1.3 گزاره

باشد داشته وجود قسمی به a ∈ A عنصر f ∈ HomR(I, A) هر و R حلقه از I راست آل ایده هر براي

.f(r) = ar ،r ∈ I هر براي که
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HomR(I, A) از عنصري به توسیع قابل f ∈ HomR(I, A) هر آنگاه باشد انژکتیو AR اگر . اثبات

.f(r) = f١(r) = f(١)١r ،r ∈ I هر براي لذا و است f١ مانند

یک f : C → A و B یکR−زیرمدول C و کند صدق شده داده شرایط در AR کنیم فرض بعکس،

یک C١ که باشد (C١, f١) هاي مرتب زوج تمام مجموعه X کنیم فرض باشد. R−همریختی

کنیم: می تعریف Xچنین روي را ≤ رابطه است. f از توسیعی f١ ∈ HomR(C١, A) و B R−زیرمدول

توسیعی f٢ و (C١ ≤ C٢) اگر تنها و اگر (C١, f١) ≤ (C٢, f٢) ،(C١, f١), (C٢, f٢) ∈ X هر براي

و است مرتب جزئی مجموعه یک ≤ رابطه به نسبت X که شود می دیده آسانی به بنابراین باشد. f١ از

چون ماکسیمال عضو یک حداقل X زرن، لم بر بنا پس دارد. X در بالا کران یک آن عناصر از زنجیر هر

دارد. (C∗, f ∗)

دهیم می قرار و کنیم می انتخاب را b ∈ B\C∗ عنصر اینصورت غیر در .C∗ = B کنیم می ادعا

r 7→ f ∗(br) ضابطه با I → Aنگاشت و راستRاست آل ایده یک I وضوح به .I = {r ∈ R|br ∈ C∗}

.f ∗(br) = ar ،r ∈ I هر براي که دارد وجود قسمی به a ∈ A عنصر پس است. R−همریختی یک

یک f١(c + br) = f ∗(c) + ar ضابطه با f١ : C∗ + bR → A نگاشت شود می دیده سادگی به

.C∗ = B بنابراین است. تناقض در (C∗, f ∗) بودن ماکسیمال با که است f ∗ از توسیعی و R−همریختی

�

.nA = A ،n ناصفر صحیح عدد هر براي هرگاه نامیم می پذیر بخش را A Z−مدول .11.1.3 تعریف

باشد. پذیر بخش اگر تنها و اگر است انژکتیو A Z−مدول .(1) .12.1.3 گزاره

است. پذیر بخش مدول یک زیرمدول Z−مدول، هر .(2)

Z−همریختی اگر تنها و اگر است پذیر بخش n ناصفر صحیح عدد بر a ∈ A عنصر وضوح به .(1) اثبات.

باشد. Z → A Z−همریختی به توسیع قابل n 7→ a ضابطه با nZ → A
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دارند وجود قسمی به F از K زیرمدول و F آزاد Z−مدول آنگاه باشد Z−مدول یک A اگر .(2)

که D در توان می را F پس است، Z از هایی نسخه خارجی مستقیم مجموع F چون .F�K ∼= A که

نشاند. است Q از هایی نسخه خارجی مستقیم مجموع

یک f : F → D کنیم فرض باشد. می پذیر بخش نیز D است، پذیر بخش Q Z−مدول که آنجا از

D�f(K) چون و A ∼= F�K ∼= f(F )�f(K) ⊆ D�f(K) نتیجه در باشد. Z−تکریختی

� است. انژکتیو D�f(K) ،(1) بنابر رو این از است پذیر بخش

fr ضابطه ،r ∈ R و f ∈ HomZ(R,D) هر براي باشد. حلقه یک R و آبلی گروه ،D کنیم فرض

،x ∈ R هر براي کنیم: می تعریف چنین را

(fr)(x) = f(rx).

R−مدول آنگاه باشد حلقه یک R و پذیر بخش Z−مدول یک D اگر .13.1.3 لم

است. انژکتیو H = HomZ(R,D)

با ψ : I → D نگاشت .f ∈ HomR(I,H) و باشد R از راست آل ایده یک I کنیم فرض . اثبات

به توان می را ψ است، انژکتیو D Z−مدول چون است. Z−همریختی یک ψ(r) = f(r)(١) ضابطه

،x ∈ R و r ∈ I هر براي چون و داد توسیع g : R→ D Z−همریختی

(gr)(x) = g(rx) = ψ(rx) = (f(rx))(١) = (f(r)x)(١) = (f(r))(x)

� است. انژکتیو H R−مدول ،10.1.3 گزاره بنابر نتیجه در .f(r) = grبنابراین

نشاند. انژکتیو مدول یک در توان می را مدول هر .14.1.3 قضیه

نشاندن قابل Z−مدول عنوان به A ،12.1.3 گزاره بنابر باشد. راست یکR−مدول A کنیم فرض اثبات.

عنوان به و است، انژکتیو HomZ(R,D) R−مدول ،13.1.3 لم بنابر است. D پذیر بخش Z−مدول در
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R−مدول،

A ∼= HomR(R,A) ≤ HomZ(R,A) ≤ HomZ(R,D).

�

باشد. خودش از توسیع هر مستقیم جمعوند اگر تنها و اگر است انژکتیو A مدول .15.1.3 نتیجه

به توسیع قابل i : A → A همانی نگاشت .A ≤ B و باشد انژکتیو A R−مدول کنیم فرض . اثبات

.B = A⊕ ker(f) لذا و است، f : B → A R−همریختی

جمعوند A نتیجه در است. B انژکتیو R−مدول در نشاندن قابل A ،14.1.3 قضیه بنابر بعکس،

� است. انژکتیو خودش لذا و است، B مستقیم

.A < B و ،A ≤e B هرگاه نامیم می A مدول از محض اساسی توسیع یک را B مدول .16.1.3 تعریف

باشد. نداشته محض اساسی توسیع هیچ اگر تنها و اگر است انژکتیو A مدول .17.1.3 گزاره

زیرمدول ،15.1.3 نتیجه بنابر باشد. A از اساسی توسیع یک B مدول و انژکتیو A کنیم فرض اثبات.

.B = A نتیجه در و C = ٠ لذا ،A ≤e B چون .B = A⊕ C که است موجود قسمی به B از C

موجود قسمی به A شامل C مدول ،15.1.3 نتیجه بنابر آنگاه نباشد انژکتیو A R−مدول اگر بعکس،

خاصیت به نسبت که کنیم می انتخاب طوري را C از B زیرمدول نیست. C مستقیم جمعوند A که است

لذا ،(A ⊕ B)�B ≤e C�B چون .A ⊕ B < C که است واضح باشد. ماکسیمال A ∩ B = ٠

� دارد. وجود A از اساسی توسیع یک رو این از و است، اساسی A→ C → C�B R−تکریختی

باشد. نداشته C در نابدیهی اساسی توسیع هیچ A هرگاه نامیم می بسته را C از A R−زیرمدول توجه.

هر همچنین هستند. C بسته زیرمدولهاي C,٠ که است واضح .A = B آنگاه A ≤e B ≤ C اگر یعنی؛

است. C بسته زیرمدول یک C مستقیم جمعوند
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باشد بسته خودش از توسیع هر در B اگر باشد. B اساسی زیرمدول یک A کنیم فرض .18.1.3 تعریف

نامیم. می A ماکسیمال اساسی توسیع را B آنگاه

داراي A صورت این در باشد. A مدول از توسیع یک B انژکتیو R−مدول کنیم فرض .19.1.3 قضیه

است. B در مشمول ماکسیمال اساسی توسیع یک

شمول رابطه با X آنگاه هستند A از اساسی توسیع که باشد B زیرمدولهاي تمام خانواده X اگر اثبات.

بنابر پس باشد. می بالا کران داراي آن در افزایشی زنجیر هر که است ناتهی مرتب جزئی مجموعه یک

B چون باشد. E از اساسی توسیع یک E ′ کنیم فرض حال است. E ماکسیمال عضو داراي X زرن، لم

E
⊆−→ B R−همریختی از توسیعی که است موجود قسمی به g : E ′ → B R−همریختی است، انژکتیو

E ′ ∼= g(E ′) ⊆ B بنابراین .ker(g) = (٠) پس ،A ≤e E ≤e E
′ و ،A ∩ ker(g) = (٠) چون است.

� .E = E ′ بایستی E انتخاب به توجه با و

را B آنگاه نباشد انژکتیو A ⊆ E ⊂ B هر اگر .A ≤ B و باشد انژکتیو B مدول کنیم فرض توجه.

نامیم. می A مینیمال انژکتیو توسیع

معادلند. زیر هاي گزاره صورت این در باشد. B R−زیرمدول یک A کنیم فرض .20.1.3 قضیه

است؛ A ماکسیمال اساسی توسیع B .1

است؛ A اساسی توسیع و انژکتیو B .2

است. A مینیمال انژکتیو توسیع B .3

است. بدیهی ،17.1.3 گزاره به توجه با (٣)← (٢) و (٢)↔ (١) اثبات اثبات.

A ماکسیمال اساسی توسیع که دارد وجود E ⊆ B زیرمدول ،19.1.3 قضیه بنابر .(٢)← (٣)

� .E = B بایستی لذا و است انژکتیو E ،(٢)↔ (١) به توجه با پس باشد. می
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آن و نامیم می A انژکتیو پوش کند صدق 20.1.3 قضیه هاي گزاره از یکی در که را B R−مدول توجه.

دهیم. می نمایش E(A) با را

است. یکتا و دارد وجود مدول هر انژکتیو پوش .21.1.3 قضیه

نتیجه 20.1.3 و ،19.1.3 ،14.1.3 قضایاي به توجه با باشد. R−مدول یک A کنیم فرض اثبات.

است، انژکتیو E٢ چون باشند. A هاي انژکتیو پوش E٢ و E١ کنیم فرض دارد. وجود E(A) گیریم می

و ،A ∩ ker(g) = ٠ چون است. g : E١ → E٢ همریختی به توسیع قابل A −→ E٢ همریختی

A از انژکتیو توسیع یک g(E١) بنابراین .E١ ∼= g(E١) ≤ E٢ نتیجه در .ker(g) = پس٠ ،A ≤e E١

� است. R−یکریختی یک g یعنی؛ .g(E١) = E٢ بنابراین است. E٢ در مشمول

کسرها حلقه 2.3
حلقه S گوییم باشد. R حلقه منظم عناصر از بسته ضربی زیرمجموعه ،X کنیم فرض .1.2.3 تعریف

هرگاه است X به نسبت R راست کسرهاي

،R ⊆ Q (1)

باشد، پذیر وارون S در X عنصر هر (2)

.a ∈ R, x ∈ X طوریکه به نوشت ax−١ شکل به بتوان را S عنصر هر (3)

جابجایی حلقه یک R درصورتیکه شود. می Xتعریف مجموعه به نسبت Rکسرهايچپ حلقه متناظراً

جابجایی دامنه یک R اگر که داریم توجه کنیم. می خودداري راست و چپ پسوندهاي نوشتن از باشد،

است. R \ {٠} بسته ضربی مجموعه به نسبت کسرها حلقه همان آن کسرهاي میدان آنگاه باشد

حلقه صورت این در .R = K[x; σ] و باشد K حلقه از خودریختی یک σ کنیم فرض .2.2.3 مثال

نسبت R چپ کسرهاي حلقه و راست کسرهاي حلقه همان K[x, x−١;σ] لوران اریب ایهاي چندجمله
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است. X = {١, x, x٢, . . .} بسته ضربی مجموعه به

حلقه منظم عناصر از بسته ضربی زیرمجموعه X کنیم فرض کسرها. حلقه در عناصر ضرب و جمع

نمایش S به را آن که باشد داشته وجود X به نسبت R راست کسرهاي حلقه همچنین باشد. R

.x, y ∈ X و a, b ∈ R که کنیم، جمع هم با را S در ax−١, by−١ کسرهاي خواهیم می دهیم. می

x, y که باشیم داشته را by−١ = (bx)(xy)−١ توانیم می صورتی در .ax−١ = ay(xy)−١ دانیم می

و c, d ∈ R عناصر ،6.1.3 لم (1) قسمت و راست اور شرط به توجه با صورت هر در شوند. جابجا هم با

نتیجه در .z = xc = yd طوریکه به دارند وجود z ∈ X

ax−١ = (ac)z−١ , by−١ = (bd)z−١

بنابراین .ax−١ = a′z−١ , by−١ = b′z−١ آنگاه دهیم نمایش a′, b′ با را (ac), (bd) اگر

ax−١ + by−١ = (a′ + b′)z−١.

شبیه ساده فرمول یک انتظار by−١ و ax−١ کسرهاي حاصلضرب بررسی براي

دیگر عبارت به شوند. جابجا هم با x, y که زمانی در جز به نداریم، را (ax−١)(by−١) = (ab)(yx)−١

برخی ازاي به x−١b گرد چپ کسر است، گرد راست کسر مخرج با کسري شکل به S عنصر هر چون

درنتیجه باشد. cz−١ معادل باید c ∈ R, z ∈ X

(ax−١)(by−١) = (ac)(yz)−١.

حلقه ،S همچنین باشد. R حلقه منظم عناصر از بسته ضربی زیرمجموعه X کنیم فرض .3.2.3 لم

باشد. داشته وجود X به نسبت R راست کسرهاي

است. راست اور مجموعه یک X (a)
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براي که قسمی به دارند وجود a١, a٢, . . . , an ∈ R و x ∈ X عناصر s١, s٢, . . . , sn ∈ S هر براي (b)

.si = aix
−١ ،i هر

c, d ∈ R عناصر اگر تنها اگرو ax−١ = by−١ صورت این در .x, y ∈ X و a, b ∈ R کنیم فرض (c)

.xc = yd ∈ X و ac = bd طوریکه به باشند داشته وجود

قسمی به s ∈ R و y ∈ X عناصر پس ،x−١r ∈ S چون .x ∈ X و r ∈ R کنیم فرض (a) اثبات.

.ry = xs نتیجه در .x−١r = sy−١ که دارند وجود

طوریکه به دارند وجود xi ∈ X, bi ∈ R عناصر ،١ ≤ i ≤ n هر براي است، کسرها حلقه S چون (b)

،i هر ازاي به طوریکه به دارند وجود x ∈ X و c١, c٢, · · · , cn ∈ R عناصر ،6.1.3 لم بنابر .si = bix
−١
i

.x−١ = c−١i x−١i لذا و است پذیر وارون S در نیز ci پس پذیرند، وارون S در دو هر x, xi چون .x = xici

.si = aix
−١ طوریکه به دارد وجود ai ∈ Rپس ،bi, ci ∈ R چون .si = bicix

−١ ،i هر ازاي به بنابراین

نتیجه در .xc = yd ∈ X و ac = bd که باشند داشته وجود c, d ∈ R عناصر کنیم فرض (c)

ax−١ = ac(xc)−١ = bd(yd)−١ = by−١.

طوریکه به دارند وجود c, d ∈ Rعناصر لم6.1.3، از استفاده با .ax−١ = by−١ کنیم فرض عکس، به

بنابراین .xc = yd ∈ X

ac(xc)−١ = ax−١ = by−١ = bd(yd)−١ = bd(xc)−١

� . ac = bd لذا و

حلقه صورت این در باشد. R حلقه منظم عناصر از بسته ضربی زیرمجموعه X کنیم فرض .4.2.3 قضیه

باشد. راست اور X اگر تنها و اگر دارد وجود X به نسبت R راست کسرهاي

باشد. راست اور مجموعه یک X کنیم فرض اثبات.
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کنیم فرض است. RR مدول انژکتیو پوش همان E(RR) از منظور که E = E(RR) دهیم می قرار

از زیرمدولی A دهیم می نشان .A ⊆ E که است واضح .A = {a ∈ E | ax ∈ R ،x ∈ Xبرخی {براي

است. E

بنابراین است، راست اور مجموعه یک X چون باشد. R−مدول یک M کنیم فرض

نتیجه توان می پس است. M از زیرمدولی TX(M) = {m ∈ M | mx = ٠ ،x ∈ Xبرخی {براي

نظر در π(e) = e = e+R ضابطه با را π : E → E�R نگاشت .TX(E�R) ≤ E�R گرفت

که است واضح گیریم. می

A = {a ∈ E | ax ∈ R ،x ∈ Xبرخی {براي = π−١(TX(E�R)).

به توجه با اما .RR ≤ A ≤ E لذا ،R١ = R ⊆ Aپس ١ ∈ X چون و ،A ≤ E که دهد می نشان این

داریم: A تعریف

Tx(A�R) = {a ∈ A�R | ax = ax = ٠ ،x ∈ Xبرخی {براي

= {a ∈ A�R | ax ∈ R ،x ∈ Xبرخی {براي = {a ∈ A�R | a ∈ A�R} = A�R.

که یابیم می در ،8.1.3 لم (a) قسمت به توجه با بنابراین است. X−تابی R−مدول یک A�R پس

از است. تاب X−بدون R−مدول یک E�A نتیجه در است. تاب X−بدون R−مدول یک E�R
A�R

قسمت به بنا پس ،R ≤e E چون و tX(E) ∩ R = tX(R) = ٠ لذا هستند، منظم X عناصر آنجائیکه

هستند. تاب X−بدون ،E و A بنابراین .TX(E) = ٠ ،8.1.3 لم (e)

.S = EndR(A) دهیم می قرار

.bx = a طوریکه به دارد وجود b ∈ A عنصر آنگاه x ∈ X و a ∈ A اگر .1 ادعا

طوریکه به دارد وجود f : xR → A R−همریختی و xR ∼= RR لذا است منظم x چون . اثبات
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توسیع g : R→ E یکR−همریختی به را f توان می پس است انژکتیو E و A ≤ E چون .f(x) = a

.bx = g(١) = g(x) = f(x) = a بنابراین .b ∈ E که است واضح .b = g(١) کنیم فرض داد.

� .b ∈ A گیریم می نتیجه است، تاب X−بدون مجموعه یک E�A و ،bx ∈ A اینکه از

،b ∈ R هر براي طوریکه به دارد وجود ϕr ∈ S فرد به منحصر درونریختی r ∈ R هر براي .2 ادعا

کند. می صدق ϕr(١) = r شرط در که است S از عنصري تنها ϕr واقع در .ϕr(b) = rb

است R−همریختی یک a 7→ ra ضابطه با RR → RR نگاشت لذا ،R ≤ E و انژکتیو E چون اثبات.

،a ∈ A هر ازاي به .f(R) = rR طوریکه به داد توسیع f : R→ E R−همریختی به را آن توان می که

لذا و ،ax ∈ R طوریکه به دارد وجود x ∈ X عنصر

f(a)x ∈ f(R) ≤ R.

.g(b) = f(b) = rb ،b ∈ R هر براي که دارد وجود g ∈ S بنابراین .f(a) ∈ Aپس

است) نظر مورد ϕr همان g واقع (در کنیم. می بررسی را g فردي به منحصر حال

داریم: b ∈ R هر ازاي به گیریم. می نظر در را ψ = g′ − g تابع .g′(١) = r و g′ ∈ S کنیم فرض

ψ(b) = (g′ − g)(b) = g′(b)− g(b) = rb− rb = ٠

نتیجه در .ψ(A) ∼= A

ker(ψ)
∼=

A�R
ker(ψ)�R

یکریختی قوانین به توجه با بنابراین .R ≤ kerψ لذا

بودن X−تابی از لذا ،ψ(a) ∈ ψ(A) ↩→ A

R
چون ،a ∈ A هر براي است. A�R همریخت تصویر ψ(A)

E و ax ∈ E طرفی از .ψ(ax) = ψ(a)x = ٠ که دارد وجود xیی ∈ X گیریم می نتیجه A�R

به توجه با بنابراین .ψ(a) = ٠ لذا است منظم x چون و ،ax ̸= پس٠ است تاب X−بدون مدول یک

به منحصر این و g′ = g دهد می نشان که ،(g′ − g)(A) = ٠ نتیجه در .ψ(A) = ٠ ،a بودن دلخواه

� کند. می ثابت را g فردي
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است. ϕ(R) = R̂ به R از اي حلقه یکریختی ،ϕ(r) = ϕr ضابطه با ϕ : R→ S نگاشت .3 ادعا

آنگاه r, s ∈ R اگر اثبات.

(ϕr + ϕs)(١) = r + s , (ϕrϕs)(١) = ϕr(s) = rs.

پس ،idA(١) = ١ چون علاوه به .ϕrϕs = ϕrs و ϕr + ϕs = ϕr+s دوم، ادعاي بر بنا نتیجه در

از بروریختی یک ،ϕ(r) = ϕr ضابطه با ϕ : R→ S نگاشت بنابراین .ϕ١ = ١ یعنی ،idA = ϕ١

یک ϕ لذا ،r = ٠ اگر تنها و اگر ϕr = پس٠ ،ϕr(١) = r ،r ∈ R هر براي آنجائیکه از هاست. حلقه

است. یکریختی ϕ نتیجه در و است، یک به

.X̂ = {ϕx | x ∈ X} کنیم فرض حال

کافیست رو این از باشد. می R̂ حلقه منظم عناصر از راست اور زیرمجموعه یک X̂ سوم، ادعاي بر بنا

مورد حلقه ،S دهیم می نشان دارد. وجود X̂ راست اور مجموعه به نسبت R̂ کسرهاي حلقه دهیم نشان

است. نظر

طرفی از .ker(ϕx) ∩ R = rR(x) لذا ϕx(r) = xr ،r ∈ R هر ازاي به چون .x ∈ X کنیم فرض

،R ≤e E و ker(ϕx) ≤ E چون .ker(ϕx) ∩R = ٠ بنابراین و ،rR(x) = پس٠ است، منظم R در x

.ker(ϕx) = ٠ نتیجه در

بنابراین .rx ∩ xR ̸= ∅ داریم r ∈ R هر براي ،X مجموعه در اور شرط به توجه با

،8.1.3 لم به بنا رو این از هستند، X−تابی هردو A�R و R�xR پس .tx(R�xR) = (R�xR)

دارند وجود b ∈ R و y ∈ X عناصر ،a ∈ A هر براي بنابراین است. X−تابی نیز A
xR
∼=
A

R
⊕ R

xR

لذا و cy = b طوریکه به دارد وجود c ∈ A عنصر ،1 ادعاي به توجه با .ay = xb = ϕx(b) طوریکه به

درنتیجه و ϕx(c) = a پس است تاب X−بدون A چون .ay = xb = ϕx(b) = ϕx(cy) = ϕx(c)y

است. پذیر وارون S در ϕx یعنی است. A از خودریختی یک ϕx بنابراین .ϕx(A) = A
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.s(١)x = r که دارند وجود r ∈ R و x ∈ X عناصر پس ،s(١) ∈ A چون .s ∈ S کنیم فرض حال

S در ϕx اینکه از .sϕx = ϕr رو این از است، فرد به منحصر ϕr چون و sϕx(١) = s(x) = r نتیجه در

� .s = ϕrϕ
−١
x گیریم می نتیجه است، پذیر وارون

� است. X̂ راست اور مجموعه به نسبت R̂ راست کسرهاي حلقه ،S بنابراین

کسرهاي حلقه باشد. R حلقه منظم عناصر از (چپ) راست اور زیرمجموعه یک X کنیم فرض توجه.

دهیم. می نمایش (X−١R) RX−١ با را X به نسبت R (چپ) راست

صورت این در باشد. R حلقه منظم عناصر از اور زیرمجموعه یک X کنیم فرض .5.2.3 گزاره

.RX−١ = X−١R

که دارند وجود a ∈ R و x ∈ X عناصر آنگاه ،s ∈ S اگر .S = RX−١ دهیم می قرار . اثبات

و ya = bx که دارند وجود b ∈ R و y ∈ X عناصر لذا است، چپ اور مجموعه یک X چون .s = ax−١

� .S = X−١R بنابراین .s = y−١b رو این از

کلاسیک کسرهاي حلقه 3.3
کسرهاي حلقه را R منظم عناصر تمام مجموعه به نسبت R حلقه راست کسرهاي حلقه .1.3.3 تعریف

متناظراً کلاسیک چپ کسرهاي حلقه دهیم. می نمایش Q(R) علامت با و نامیم می Rکلاسیک راست

مجموعه اگر تنها و اگر دارد وجود R حلقه کلاسیک (راست) چپ کسرهاي حلقه بنابراین شود. می تعریف

حلقه اگر که دهد می نشان ،5.2.3 گزاره باشد. (راست) چپ اور مجموعه یک R حلقه منظم عناصر تمام

برابرند. آنگاه باشند داشته وجود R حلقه کلاسیک راست کسرهاي حلقه و کلاسیک چپ کسرهاي

دارد. وجود جابجایی حلقه هر کلاسیک کسرهاي حلقه مثال، عنوان به
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صورت این در باشد، داشته وجود R حلقه کلاسیک راست کسرهاي حلقه کنیم فرض .2.3.3 قضیه

باشد. راست کوي مک Q(R) اگر تنها و اگر است راست کوي مک R حلقه

است. راست کوي مک نیز Q(R) آنگاه باشد، راست کوي مک حلقه R اگر دهیم نشان است کافی اثبات.

و باشند Q(R)[x] در ناصفر عضو دو ،g(x) =
t∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
k∑

i=٠
aix

i کنیم فرض

و ai = ciu
−١ و هستند، منظم u, v که دارند، وجود ci, dj, u, v ∈ R عناصر .f(x)g(x) = ٠

عنصر w که دارند، وجود zj, w ∈ R عناصر پس ،u−١dj ∈ Q(R) ،j هر ازاي به چون .bj = djv
−١

.u−١dj = zjw
−١ و است منظم

. f ′(x), g′(x) ∈ R[x] که g′(x) =
t∑

j=٠
zjx

j و f ′(x) =
k∑

i=٠
cix

i دهیم می قرار

f ′(x)g′(x)(vw)−١ = ٠ گرفت نتیجه توان می ،f(x)g(x) = ٠ که این از

و f ′(x)c = ٠ طوریکه به دارد وجود c ∈ R صفر مخالف عنصر است، راست کوي مک R چون

و است منظم y که دارند، وجود c′, y ∈ R صفر مخالف عناصر پس ،u−١v−١ ∈ Q(R) و ٠ ̸= c چون

.u−١c′ = cy−١

� است. راست کوي مک Q(R) که گیریم می نتیجه پس ،f(x)c′ = f ′(x)cy−١ = ٠ چون

،A = Z٢[a٠, a١, a٢, b٠, b١, b٢, c] و 2 پیمانه به صحیح اعداد دامنه Z٢ کنیم فرض .3.3.3 مثال

ثابت جمله که باشد c, b٢, b١, b٠, a٢, a١, a٠ ناپذیر تعویض متغیرهاي توسط شده تولید آزاد Z٢−جبر

نیست.[9] یکدار A که داریم توجه است. صفر آنها

عناصر توسط که Z٢ + A حلقه از الی ایده

a٠b٠, a٠b١ + a١b٠, a٠b٢ + a١b١ + a٢b٠, a١b٢ + a٢b١, a٢b٢, a٠rb٠, a٢rb٢,

b٠a٠, b٠a١ + b١a٠, b٠a٢ + b١a١ + b٢a٠, b١a٢ + b٢a١, b٢a٢, b٠ra٠, b٢ra٢,

(a٠ + a١ + a٢)r(b٠ + b١ + b٢), (b٠ + b١ + b٢)r(a٠ + a١ + a٢), r١r٢r٣r۴,
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ملاحظه .R = (Z٢+A)�I کنیم فرض دهیم. می نمایش I به را شود می تولید ،r١, r٢, r٣, r۴ ∈ A

که داریم توجه و ،R[x] ∼= (Z٢ + A)[x]�I[x] که کنیم می

،(a٠+a١x+a٢x٢)c(b٠+b١x+b٢x٢) /∈ I[x] اما ،(a٠+a١x+a٢x٢)(b٠+b١x+b٢x٢) ∈ I[x]

نشان باشد. نمی پذیر برگشت و جابجایی نیم R[x] بنابراین ندارد. قرار I در a٠cb١ + a١cb٠ زیرا

است. پذیر برگشت R دهیم می

داریم توجه باشد. Z٢ روي n درجه از ایها جمله تک خطی ترکیبات همه مجموعه Hn کنیم فرض

است. همگن I آل ایده و است متناهی Hn ،n هر براي که

.g١f١ ∈ I آنگاه ،f١g١ ∈ I و f١, g١ ∈ H اگر .1 ادعا

افتند. می اتفاق g١ و f١ براي زیر حالتهاي تنها ،I تعریف به توجه با حل:

(f١ = a٠, g١ = b٠), (f١ = a٢, g١ = b٢), (f١ = a٠ + a١ + a٢, g١ = b٠ + b١ + b٢),

(f١ = b٠, g١ = a٠), (f١ = b٢, g١ = a٢), (f١ = b٠ + b١ + b٢, g١ = a٠ + a١ + a٢).

آید. می بدست نظر مورد نتیجه سادگی به حالات از کدام هر در که

.gf ∈ I آنگاه ،fg ∈ I و f, g ∈ A اگر .2 ادعا

،f١, g١ ∈ H١ که ،g = g١ + g٢ + g٣ + g۴ و f = f١ + f٢ + f٣ + f۴ کنیم فرض حل:

صورت این در .Hi ⊆ I ،i ≥ ۴ هر براي چون .f۴, g۴ ∈ I همچنین و ،f٣, g٣ ∈ H٣ ،f٢, g٢ ∈ H٢

.f١g١+f١g٢+f٢g١ ∈ I گیریم می نتیجه fg ∈ I از .h ∈ I آن در که fg = f١g١+f١g٢+f٢g١+h

.g١f١ ∈ I که است واضح 1 ادعاي به توجه با .f١g٢+f٢g١ ∈ I و f١g١ ∈ I پس است، همگن I چون

.g١f٢ + g٢f١ ∈ I دهیم می نشان

گرفت. نظر در g١ و f١ براي توان می را زیر حالتهاي تنها پس ،f١g٢ + f٢g١ ∈ I چون

(١)f١ = a٠ , g١ = b٠
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(٢)f١ = a٢ , g١ = b٢

(٣)f١ = a٠ + a١ + a٢ , g١ = b٠ + b١ + b٢

(۴)f١ = b٠ , g١ = a٠

(۵)f١ = b٢ , g١ = a٢

(۶)f١ = b٠ + b١ + b٢ , g١ = a٠ + a١ + a٢

به را g٢ و f٢ باشند. (١) حالت مطابق g١ و f١ کنیم فرض است. برقرار نتیجه آنگاه ،g٢, f٢ ∈ I اگر

گیریم. می نظر در زیر صورت

(f٢ ∈ I, g٢ = b٠t), (f٢ ∈ I, g٢ = tb٠), (f٢ = a٠s, g٢ = b٠t), (f٢ = a٠s, g٢ = tb٠),

(f٢ = sa٠, g٢ = b٠t), (f٢ = sa٠, g٢ = tb٠), (f٢ = a٠s, g٢ ∈ I), (f٢ = sa٠, g٢ ∈ I)

.g١f٢ + g٢f١ ∈ I بنابراین هستند. 1 درجه از دلخواه ایهاي جمله تک ،s, t که

رسیم، می نظر مورد نتیجه به متناظراً آنگاه بگیریم، نظر در g١ و f١ براي را (٣), (٢) حالتهاي اگر

کلی حالت در پس آورد. بدست را نتیجه توان می تقارنی صورت به ،(۶), (۵), (۴) حالتهاي براي و

باشد. می I در مشمول gf = g١f١ + g١f٢ + g٢f١ + k kیی، ∈ I براي بنابراین .g١f٢ + g٢f١ ∈ I

.hg ∈ I آنگاه ،gh ∈ I و g, h ∈ Z٢ + A اگر دهیم می نشان حال

پس .h = β + h′ و g = α + g′ ،g′, h′ ∈ A و α, β ∈ Z٢ عناصر برخی براي کنیم فرض

.β = ٠ یا α = ٠ نتیجه در .gh = αβ + αh′ + g′β + g′h′ ∈ I

و g′ ∈ I پس ،β ∈ Z٢ و است همگن I چون .g′β + g′h′ ∈ I صورت این در ،α = ٠ کنیم فرض

.hg = βg′ + h′g′ ∈ I لذا و h′g′ ∈ I ،2 ادعاي به توجه با .g′h′ ∈ I

R حلقه بنابراین آوریم. می بدست را hg = h′α + h′g′ ∈ I مشابه طور به نیز β = ٠ حالت در

است. پذیر برگشت
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باشد. یافته تقلیل آن کلاسیک راست کسرهاي حلقه اگر تنها و اگر است یافته تقلیل R حلقه .4.3.3 لم

است. یافته تقلیل نیز Q(R) آنگاه باشد، یافته تقلیل R حلقه اگر که دهیم نشان است کافی اثبات.

عناصر صورت این در .q٢ = ٠ که باشد Q(R) از صفري مخالف عنصر q کنیم فرض خلف. برهان

.ab−١ab−١ = ٠ نتیجه در .q = ab−١ و است منظم b دارندکه وجود a, b ∈ R

،b−١a = cd−١ ∈ Q(R) طوریکه به دارند، وجود است منظم عنصر d که ،c, d ∈ R عناصر چون

پس

ac(bd)−١ = acd−١b−١ = ab−١ab−١ = ٠.

.ca = پس٠ است یافته تقلیل R چون و ،(ca)٢ = ٠ لذا و ،ac = ٠ نتیجه در

نتیجه در و ،ada = bca = ٠ پس .ad = bc گیریم می نتیجه ،Q(R) در b−١a = cd−١ از

یافته تقلیل Q(R) بنابراین است. تناقض یک این که ،a = ٠ رو این از است، منظم d چون .ad = ٠

� است.

باشد.[1] آرمنداریز R[x] اگر تنها و اگر است آرمنداریز R حلقه .5.3.3 قضیه

باشد آرمنداریز R[x] حلقه اگر بنابراین است، آرمنداریز آرمنداریز، حلقه یک از زیرحلقه هر چون اثبات.

است. آرمنداریز نیز R آنگاه

و باشد آرمنداریز R کنیم فرض بعکس،

f(T ) = f٠ + f١T + · · ·+ fnT
n , g(T ) = g٠ + g١T + · · ·+ gmT

m

،i, j هر ازاي به دهیم می نشان .f(T )g(T ) = ٠ و fi, gj ∈ R[x] که باشند R[x][T ] از عضو دو

درجه ،deg که k = deg f٠ + · · · + deg fn + deg g٠ + · · · + deg gm کنیم فرض .figj = ٠
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کنیم فرض گیریم. می نظر در ٠ را صفر اي چندجمله درجه و است اي چندجمله

f(Xk) = f٠ + f١X
k + · · ·+ fnX

kn

g(Xk) = g٠ + g١X
k + · · ·+ gmX

km

ضرایب مجموعه با برابر fiها ضرایب مجموعه کنیم می مشاهده باشند. R[x] از ناصفري ایهاي چندجمله

با X و f(T )g(T ) = ٠ چون است. برابر g(Xk) ضرایب مجموعه با gjها ضرایب مجموعه و f(Xk)

fi ضریب هر پس است، آرمنداریز R چون طرفی از . f(Xk)g(Xk) = پس٠ شود، می جابجا R عناصر

� .figj = ٠ بنابراین کند. می صفر را gj ضریب هر

اگر است یافته تقلیل R حلقه صورت این در باشد، طبیعی عدد یک n ≥ ٢ کنیم فرض .6.3.3 قضیه

باشد. آرمنداریز R[x]�(xn) حلقه اگر تنها و

.rn = ٠ که باشد، داشته وجود r ∈ R عنصر و باشد آرمنداریز R[x]�(xn) حلقه کنیم فرض اثبات.

پس شوند، می جابجا یکدیگر با x و r چون

٠ = rn − xnT n = (r − xT )(rn−١ + rn−٢xT + · · ·+ xn−١T n−١)

.r = ٠ لذا و ،rxn−١ = ٠ پس است، آرمنداریز R[x]�(xn) چون طرفی از است. متغیر یک T که

است. یافته تقلیل R حلقه بنابراین

نمایش u علامت با را x ∈ R[x]�(xn) عنصر باشد. یافته تقلیل R حلقه کنیم فرض بعکس،

نتیجه در دهیم. می

R[x]�(xn) = R[u] = R +Ru+ · · ·+Run−١

.un = ٠ و شود می جابجا R عناصر با u و
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دو g = g٠ + g١u+ · · ·+ gn−١un−١ و f = f٠ + f١u+ · · ·+ fn−١un−١ کنیم فرض

،i+j ≥ n اگر gjuj و fiui هر براي .fg = ٠ و fi, gj ∈ R[T ] که باشند R[u][T از[ ناصفر اي چندجمله

.figj = ٠ یعنی کنند، می صفر را gjuj ضرایب fiu
i ضرایب لذا و ،ui+j = ٠ آنگاه

.figj = ٠ آنگاه ،i+ j < n اگر دهیم می نشان حال

ضرایب لذا کنند. می صفر را gj ضرایب fi ضرایب و است آرمنداریز پس است، یافته تقلیل R چون

داریم: کنند. می صفر را g ضرایب نیز f

٠ = fg = (f٠ + f١u+ · · ·+ fn−١u
n−١)(g٠ + g١u+ · · ·+ gn−١u

n−١)

= f٠g٠ + (f٠g١ + f١g٠)u+ (f٠g٢ + f١g١ + f٢g٠)u
٢ + · · ·

+(f٠gn−١ + f١gn−٢ + · · ·+ fn−١g٠)u
n−١

بنابراین

(١) f٠g٠ = ٠

(٢) f٠g١ + f١g٠ = ٠

(٣) f٠g٢ + f١g١ + f٢g٠ = ٠
...

(۴) f٠gn−١ + f١gn−٢ + · · ·+ fn−١g٠ = ٠.

دهد نتیجه ab٢ = ٠ ،a, b ∈ R هر براي اگر تنها و اگر است یافته تقلیل R حلقه که داریم توجه

فرض این از استفاده با و ،i+ j روي استقرا به پس است. جابجایی نیم یافته تقلیل حلقه هر و ،ab = ٠

آورد: بدست را زیر نتایج توان می است، یافته تقلیل R حلقه که

کنیم. می ضرب g٠ در راست از را (٢) و (١) معادلات ابتدا

٠ = f٠g٠g٠ = f٠g
٢
٠ , ٠ = f٠g١g٠ + f١g٠g٠ = f١g٠g٠
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.(۵) f١g٠ = ٠ و f٠g١ = ٠ بنابراین

آنگاه کنیم، ضرب g١ در راست از را (٣) معادله و ،g٠ در راست از را (۵) و (٣) ،(١) معادلات اگر

.٠ = f٠g٢ = f١g١ = f٢g٠

راست از را (۴) معادله حال .figj = ٠ ،i+ j = ٠,١, . . . , n− ٢ هر براي کنیم فرض استقرا به

کنیم. می ضرب g٠ در

٠ = f٠gn−١g٠ + f١gn−٢g٠ + · · ·+ fn−٢g١g٠ + fn−١g٠g٠ = fn−١g٠g٠ = fn−١g٠fn−١g٠

نتیجه: در .fn−١g٠ = پس٠ ،fig٠ = ٠ ،i = ٠,١, . . . , n− ٢ هر براي چون

(۶) f٠gn−١ + f١gn−٢ + · · ·+ fn−٢g١ = ٠.

بنابراین .fn−٢g١ = ٠ لذا و ،fn−٢g١g١ = ٠ متناظراً آنگاه کنیم ضرب f١ در راست از را (۶) معادله اگر

شود: می تبدیل زیر شکل به (۶) معادله

f٠gn−١ + f١gn−٢ + · · ·+ fn−٣g٢ = ٠

داریم: روش این تکرار با سرانجام

٠ = f٠gn−١ = f١gn−٢ = · · · = fn−٢g١ = fn−١g٠.

� است. آرمنداریز R[x]�(xn) لذا و figj = ٠ ،i+ j = ٠,١, . . . , n− ١ هر براي نتیجه در

R[x]�(xn) حلقه صورت این در .n ≥ ٢ و باشد راست کوي مک R حلقه کنیم فرض .7.3.3 قضیه

است. راست کوي مک نیز

حلقه از ناصفر اي چندجمله دو G(y) =
q∑

j=٠
gjy

j و F (y) =
p∑

i=٠
fiy

i کنیم فرض اثبات.

،i, j هر ازاي به که ،F (y)G(y) = ٠ و باشند (R[x]�(xn))[y]

fi =
n−١∑
s=٠

aisx
s, gj =

n−١∑
t=٠

bjtx
t ∈ R[x]�(xn).
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نتیجه: در .ht(y) =
q∑

j=٠
bjty

j و ks(y) =
p∑

i=٠
aisy

i دهیم: می قرار s, t هر براي

[
n−١∑
s=٠

ks(y)x
s ][

n−١∑
t=٠

ht(y)x
t ] = F (y)G(y) = ٠. (1.3)

نتیجه (١,٣) معادله از .hk(y) ̸= ٠ که باشد اندیسی کوچکترین k و k٠(y) ̸= ٠ کنیم فرض

،k٠(y)r١ = ٠ طوریکه به دارد وجود r١ ∈ R صفر مخالف عنصر بنابراین .k٠(y)hk(y) = ٠ گیریم می

.F (y)(r١xn−١) = ٠ نتیجه در و

� است. راست کوي مک R[x]�(xn) بنابراین .F (y)xn−١ = ٠ آنگاه ،k٠(y) = ٠ اگر

صورت این در باشد. R حلقه منظم عناصر از بسته ضربی زیرمجموعه یک S کنیم فرض .8.3.3 گزاره

است. راست کوي مک S−١R اگر تنها و اگر است راست کوي مک R

دو G(x) =
n∑

j=٠
βjx

j و F (x) =
m∑
i=٠

αix
i کنیم فرض باشد. راست کوي مک R کنیم فرض اثبات.

وجود ai, bj, u, v ∈ R عناصر .F (x)G(x) = ٠ و باشند (S−١R)[x] در صفر مخالف اي چندجمله

نتیجه در .βj = v−١bj و αi = u−١ai و هستند منظم u, v که دارند

٠ = F (x)G(x) = (u−١
m∑
i=٠

aix
i)(v−١

n∑
j=٠

bjx
j)

پس .aiv−١ = v′−١a′i و است منظم عنصر v′ که دارند وجود a′i, v′ ∈ R عناصر ،i هر ازاي به همچنین

٠ = F (x)G(x) = u−١v′−١(
m∑
i=٠

a′ix
i)(

n∑
j=٠

bjx
j) = (v′u)−١(

m∑
i=٠

a′ix
i)(

n∑
j=٠

bjx
j).

و باشند R[x] از ناصفر اي چندجمله دو ،g(x) =
∑n

j=٠ bjx
j و f(x) =

∑m
i=٠ a

′
ix

i کنیم فرض

طوریکه به دارد وجود c ∈ R صفر مخالف عنصر پس است، راست کوي مک R چون .f(x)g(x) = ٠

نتیجه: در .f(x)c = ٠

٠ = u−١v′−١f(x)c = u−١(
m∑
i=٠

aix
i)(v−١c) =

m∑
i=٠

u−١aix
i(v−١c) = F (x)(v−١c).
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باشد. می راست کوي مک S−١R بنابراین است، S−١R از صفري مخالف عنصر v−١c چون

،g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i فرضکنیم باشد. راست مککوي S−١R فرضکنیم بعکس،

عنصر است، راست کوي مک S−١R چون .f(x)g(x) = ٠ و باشند R[x] در ناصفر ایهاي چندجمله

وجود u′, c′ ∈ R عناصر همچنین .f(x)u−١c = ٠ طوریکه به دارد وجود u−١c ∈ S−١R صفر مخالف

عنصر براي بنابراین .٠ = f(x)u−١c = f(x)c′u′−١ پس ،u−١c = c′u′−١ و است منظم u′ که دارند

� است. راست کوي مک R نتیجه در و f(x)c′ = ٠ ،c′ ∈ R صفر مخالف

اگر تنها و اگر است راست کوي مک R[x]صورت این در باشد. حلقه یک R کنیم فرض .9.3.3 نتیجه

باشد. راست کوي مک R[x; x−١]

بسته ضربی زیرمجموعه یک S وضوح به آنگاه ،S = {١, x, x٢, . . .} اگر ،8.3.3 گزاره به توجه با اثبات.

� .R[x;x−١] = S−١R[x] و است R[x] از



4 فصل
ایهاي چندجمله حلقه روي کوي مک شرط

اریب
مقدمه 1.4

در نامیم می σ−آرمنداریز را R حلقه باشد. R حلقه از درونریختی یک σ کنیم فرض .1.1.4 تعریف

ایهاي چندجمله q(x) = b٠ + b١x+ · · ·+ bnx
n و p(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ amx

m اگر صورتیکه،

. aibj = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر ازاي به آنگاه ،p(x)q(x) = ٠ و باشند R[x; σ] در ناصفر

و p(x) =
m∑
i=٠

aix
i اگر صورتیکه، در نامیم می σ−اریب آرمنداریز را R حلقه .2.1.4 تعریف

و ٠ ≤ i ≤ m هر ازاي به آنگاه ،p(x)q(x) = ٠ و باشند R[x;σ] از ناصفر عناصري q(x) =
n∑

j=٠
bjx

j

.aiσi(bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n

[8] است. σ−اریب آرمنداریز σ−آرمنداریز، حلقه هر .3.1.4 قضیه

q(x) =
n∑

j=٠
bjx

j ،p(x) =
m∑
i=٠

aix
i و باشد σ−آرمنداریز ،R حلقه کنیم فرض اثبات.

٠ ≤ i ≤ m هر براي است، σ−آرمنداریز ،R چون .pq = ٠ و باشند R[x; σ] در ناصفر ایهاي چندجمله

.aiσi(bj) = ٠ کنیم می ادعا . aibj = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و

47
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پس ،a٠bj = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n هر براي چون

٠ = pq = a٠(b٠ + b١x+ · · ·+ bnx
n) + (a١x+ · · ·+ amx

m)(b٠ + b١x+ · · ·+ bnx
n)

= (a١x+ · · ·+ amx
m)(b٠ + b١x+ · · ·+ bnx

n)

بنابراین

٠ = (a١ + a٢x+ · · ·+ amx
m−١)x(b٠ + b١x+ · · ·+ bnx

n)

= (a١ + a٢x+ · · ·+ amx
m−١)(σ(b٠)x+ σ(b١)x

٢ + · · ·+ σ(bn)x
n+١).

دهیم: می قرار

p١ = a١ + a٢x+ · · ·+ amx
m−١ , q١ = σ(b٠)x+ σ(b١)x

٢ + · · ·+ σbnx
n+١

،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر ازاي به گیریم می نتیجه p١q١ = ٠ از است، σ−آرمنداریز ،R چون

طرفی از .aiσ(bj) = ٠

٠ = p١q١

= a١(σ(b٠)x+· · ·+σ(bn)xn+١)+(a٢x+· · ·+amxm−١)(σ(b٠)x+σ(b١)x٢+· · ·+σ(bn)xn+١)

= (a٢ + a٣x+ · · ·+ amx
m−٢)(σ٢(b٠)x٢ + σ٢(b١)x٣ + · · ·+ σ٢(bn)xn+١).

بگیریم: نظر در زیر صورت به را p٢, q٢ اگر حال

p٢ = a٢ + a٣x+ · · ·+ amx
m−٢ , q٢ = σ٢(b٠)x

٢ + σ٢(b١)x
٣ + · · ·+ σ٢(bn)x

n+٢

.(٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر ازاي (به ،aiσ٢(bj) = ٠ دهد می نتیجه p٢q٢ = ٠ آنگاه

R نتیجه در و ،aiσi(bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر براي روند این ادامه با بنابراین

� است. σ−اریب آرمنداریز
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،aσ(a) = ٠ اگر ،a ∈ R هر ازاي به هرگاه نامیم، می صلب را R حلقه از σ درونریختی .4.1.4 تعریف

.a = ٠ آنگاه

باشد. داشته وجود R از σ صلب درونریختی هرگاه نامیم، می σ−صلب را R حلقه

است. یک به یک صلب درونریختی هر تذکر.

است. یافته تقلیل صلب، −σهرحلقه .5.1.4 گزاره

نتیجه: در .a٢ = ٠ ،a ∈ R هر براي و باشد σ−صلب حلقه یک R کنیم فرض اثبات.

aσ(a)σ(aσ(a)) = aσ(a٢)σ٢(a) = ٠.

� است. یافته تقلیل R حلقه بنابراین .a = ٠ نتیجه در و aσ(a) = ٠ لذا است، σ−صلب ،R چون

نیست. برقرار آن عکس ولی است، σ−آرمنداریز σ−صلب، حلقه هر تذکر:

نیست. σ−صلب که دارد وجود جابجایی σ−آرمنداریز حلقه دهیم می نشان .6.1.4 مثال

صحیح اعداد حلقه ترتیب به Q و Z و باشد، Q توسط Z بدیهی توسیع R = T (Z,Q) کنیم فرض

ضابطه با σ : R → R خودریختی است. جابجایی R حلقه صورت این در باشند. گویا اعداد میدان و

σ−صلب ،R پس ،(٠,١)σ((٠,١)) = (٠,٠) چون گیریم. می نظر در را σ((a, s)) = (a, s�٢)

است. σ−آرمنداریز ،R حلقه که کنیم می ادعا نیست.

٠ ≤ i ≤ m هر ازاي به که باشند R[x; σ] از عناصري q =
n∑

j=٠
Bjx

j و p =
m∑
i=٠

Aix
i کنیم فرض

،p ∈ R[x; σ] هر براي که کنید توجه .pq = ٠ و ،Ai = (ai, si) و Bj = (bj, tj) ∈ R ،٠ ≤ j ≤ n و

.p١ ∈ Q[x] و p٠ ∈ Z[x] که p = (p٠, p١)

که q = (q٠, q١) و p = (p٠, p١) کنیم فرض اگر

p٠ =
m∑
i=٠

aix
i , p١ =

m∑
i=٠

six
i , q٠ =

n∑
j=٠

bjx
j , q١ =

n∑
j=٠

tjxj
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و صحیح دامنه Z[x] چون .p٠q٠ = ٠ .بنابراین pq = (p٠q٠, p٠q١ + p١q٠) = (٠,٠) آنگاه

.q٠ = ٠ یا p٠ = ٠ لذا ،p٠q٠ ∈ Z[x]

قرار Q[x] در p١q٠ چون .p٠q١ + p١q٠ = p١q٠ = ٠ و ai = ٠ ،i هر ازاي به آنگاه ،p٠ = ٠ اگر (1)

.AiBj = ٠ ،i, j هر براي نتیجه در .q٠ = ٠ یا p١ = ٠ بنابراین است، دامنه یک Q[x] و دارد

.AiBj = ٠ ،i, j هر براي متناظراً آنگاه ،q٠ = ٠ اگر (2)

است. σ−آرمنداریز ،R حلقه (2) و (1) به توجه با بنابراین

صورت این در .a, b ∈ R و باشد σ−صلب ،R حلقه کنیم فرض .7.1.4 لم

aσn(b) = σn(a)b = ٠ ،n مثبت صحیح عدد هر براي آنگاه ،ab = ٠ اگر (i)

[6].ab = ٠ آنگاه ،aσk(b) = ٠ = σk(a)b ،k مثبت و صحیح اعداد برخی براي اگر (ii)

.aσ(b) = σ(a)b = ٠ ،a, b ∈ R هر براي دهیم نشان کافیست (i) اثبات.

پس است، σ−صلب ،R چون .bσ(a)σ(bσ(a)) = bσ(ab)σ٢(a) = ٠ آنگاه ،ab = ٠ اگر

.σ(a)b = ٠ گیریم می نتیجه (σ(a)b)٢ = ٠ از بنابراین است، یافته Rتقلیل حلقه طرفی از .bσ(a) = ٠

کنیم می مشاهده ،(i) به توجه با .aσk(b) = ٠ ،k مثبت و صحیح اعداد برخی براي کنیم فرض (ii)

.ab = ٠ بنابراین است، تکریختی σ چون و ،σk(ab) = σk(a)σk(b) = ٠ که

� .ab = ٠ گیریم می نتیجه σk(a)b = ٠ از متناظراً

آنگاه باشد σ−صلب ،R اگر صورت این در باشد. R حلقه از درونریختی یک σ کنیم فرض .8.1.4 گزاره

است. یافته تقلیل R[x;σ]

صفر مخالف عنصر صورت این در نباشد. یافته تقلیل R[x;σ] کنیم فرض خلف. برهان اثبات.

نیست. R به متعلق f پس است، یافته تقلیل R چون .f٢ = ٠ طوریکه به دارد وجود f ∈ R[x;σ]

به توجه با پس ،f٢ = ٠ چون .am ̸= و٠ ai ∈ R ،٠ ≤ i ≤ m هر براي که ،f =
m∑
i=٠

aix
i کنیم فرض
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R[x;σ] پس است. تناقض یک این که ،am = ٠ بنابراین .a٢m = ٠ لذا و ،amσm(am) = ٠ ،7.1.4 لم

� است. یافته تقلیل

ایهاي شرطمککويرويحلقهچندجمله قضایايمرتبطبا 2.4
اریب

در نامیم می σ−اریب مککوي را R حلقه باشد. R حلقه از درونریختی یک σ فرضکنیم تعریف1.2.4.

،p(x)q(x) = ٠ و باشند R[x; σ] از ناصفري عناصر q(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و p(x) =
m∑
i=٠

aix
i اگر صورتیکه،

.p(x)c = ٠ طوریکه به باشد داشته وجود c ∈ R صفر مخالف عنصر آنگاه

باشد. R حلقه از درونریختی یک σ کنیم فرض .2.2.4 گزاره

است. σ−اریب کوي مک R آنگاه باشد، σ−اریب آرمنداریز حلقه یک R اگر (1)

σ−اریب کوي مک R صورت این در باشد. اي حلقه یکریختی یک α : R→ S نگاشت کنیم فرض (2)

باشد. ١−ασα−اریب کوي مک S اگر تنها و اگر است

R[x;σ] در ناصفر ایهاي چندجمله q(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و p(x) =
m∑
i=٠

aix
i کنیم فرض (1) . اثبات

،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر براي لذا است، σ−اریب آرمنداریز R چون .p(x)q(x) = ٠ و باشند

طوریکه به دارد وجود bj٠ ∈ R صفر مخالف عنصر پس ،q(x) ̸= ٠ طرفی از .aiσi(bj) = ٠

است. σ−اریب کوي مک R نتیجه در و ،p(x)bj٠ = ٠ بنابراین .aiσi(bj٠) = ٠

داریم: صورت این در .a′ = α(a) ،a ∈ R هر براي کنیم فرض (2)

(p(x) =
m∑
i=٠

aix
i , q(x) =

n∑
j=٠

bjx
j) ∈ R[x;σ]

⇐⇒ (p′(x) =
m∑
i=٠

a′ix
i , q′(x) =

n∑
j=٠

b′jx
j) ∈ S[x;ασα−١].
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،٠ ≤ k ≤ m+ n هر ازاي به پس است، σ−اریب آرمنداریز R چون

p(x)q(x) = ٠ ∈ R[x; σ]⇐⇒
∑
i+j=k

aiσ
i(bj) = ٠⇐⇒

∑
i+j=k

α(aiσ
i(bj)) = ٠

⇐⇒
∑
i+j=k

α(ai)(ασα
−١)iα(bj) = ٠⇐⇒

∑
i+j=k

a′i(ασα
−١)i(b′j) = ٠

⇐⇒ p′(x)q′(x) = ٠ ∈ S[x;ασα−١]

( (ασα−١)t = ασtα−١ ،t مثبت صحیح عدد هر براي که کنیم می (یادآوري

اگر p(x)c = ٠ طوریکه به دارد وجود c ∈ R صفر مخالف عنصر است، σ−اریب کوي مک R چون

،i هر ازاي به اگر تنها و

α(ai)(ασα
−١)iα(c) = ٠⇐⇒ a′i(ασα

−١)i(c′) = ٠; ٠ ̸= c′ = α(c).

.p′(x)c′ = ٠ که باشد داشته وجود c′ ∈ S صفر مخالف عنصر اگر تنها و اگر است برقرار این و

� شود. می کامل اثبات نتیجه در

[7] است. σ−اریب کوي مک σ درونریختی با دامنه هر .3.2.4 نتیجه

q =
n∑

j=٠
bjx

j و p =
m∑
i=٠

aix
i و باشد R دامنه از درونریختی یک σ کنیم فرض اثبات.

و ٠ ≤ i ≤ m هر براي کنیم می ادعا .pq = ٠ که باشند R[x;σ] از ناصفر ایهاي چندجمله

. aiσi(bj) = ٠،٠ ≤ j ≤ n

از بنابراین .a٠ = · · · = as−١ = ٠ و as ̸= ٠ ،٠ ≤ s ≤ m هر براي کنیم فرض

a٠bs + a١σ(bs−١) + · · ·+ asσ
s(b٠) = ٠

،asσs(b٠) = ٠ گیریم می نتیجه ،ak = ٠ ،k > mبراي و باشد می pq = ٠ معادله sام جمله ضریب که

.σs(b٠) = ٠ لذا و
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از لذا ،σs+١(b٠) = σ(σs(b٠)) = ٠ چون

a٠bs+١ + a١σ(bs) + · · ·+ asσ
s(b١) + as+١σ

s+١(b٠) = ٠

داریم: روش این ادامه با .σs(b١) = ٠ بنابراین .asσs(b١) = ٠ گیریم می نتیجه نیز

σs(b٠) = σs(b١) = · · · = σs(bn) = ٠

.aiσi(bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر براي نتیجه در

آرمنداریز Rپس ،σi(bj) = ٠،s ≤ i ≤ m هر ازاي به و ai = ٠ ،٠ ≤ i ≤ s−١ هر ازاي به چون

� است. σ−اریب کوي مک R ،2.2.4 گزاره به توجه با بنابراین است. σ−اریب

σ−اریب کوي مک که دارد وجود σ خودریختی با R کوي مک حلقه دهیم می نشان مثالی ارائه با

نیست.

کنیم. می بررسی را Z٢ ⊕Z٢ حلقه باشد. ٢ پیمانه به صحیح اعداد حلقه Z٢ کنیم فرض .4.2.4 مثال

رو این از است، جابجایی و یافته تقلیل R حلقه صورت این در .R = Z٢ ⊕ Z٢ دهیم می قرار

باشد. می کوي مک نتیجه در و آرمنداریز

اي چندجمله دو براي باشد. σ((a, b)) = (b, a) ضابطه با R حلقه از خودریختی یک σ کنیم فرض

کنیم می مشاهده ،R[x; σ] در q(x) = (٠,١) + (١,٠)x و p(x) = (١,٠) + (١,٠)x صفر مخالف

σ−اریب کوي مک R بنابراین .p(x)c = ٠ که ندارد وجود c ∈ R ناصفر عنصر اما ،p(x)q(x) = ٠

نیست.

آنگاه باشد، راست کوي مک R[x;σ] اگر باشد. R حلقه از درونریختی یک σ کنیم فرض .5.2.4 قضیه

است. σ−اریب کوي مک R
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،q(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و p(x) =
m∑
i=٠

aix
i و باشد راست کوي مک R[x; σ] کنیم فرض اثبات.

صورت این در .p(x)q(x) = ٠ که باشند R[x; σ]در ناصفر ایهاي چندجمله

f(y) = a٠ + (a١x)y + · · ·+ (amx
m)ym , g(y) = b٠ + (b١x)y + · · ·+ (bnx

n)yn

.f(y)g(y) = ٠ و هستند R[x;σ][y] در ناصفر ایهاي چندجمله

R[x;σ] در c = c٠+ c١x+ · · ·+ ckxk صفر مخالف عنصر لذا است، راست کوي مک R[x;σ] چون

و ٠ ≤ i ≤ m هر ازاي به بنابراین .aixic = ٠ ،i هر ازاي به پس .f(y)c = ٠ که دارد وجود

طوریکه به دارد وجود ct٠ صفر مخالف عنصر پس است، صفر مخالف c چون .aiσi(ct) = ٠ ،٠ ≤ t ≤ k

� است. σ−اریب کوي مک R حلقه نتیجه در .p(x)ct٠ = ٠

R صورت این در باشد. پذیر برگشت R[x; σ] و R حلقه از درونریختی یک σ کنیم فرض .6.2.4 نتیجه

است. σ−اریب کوي مک

توجه با لذا است. کوي مک R[x; σ] آنگاه باشد، پذیر برگشت R[x; σ] اگر ،2.2.2 قضیه مطابق اثبات.

� است. σ−اریب کوي مک R ،4.2.4 قضیه به

،a, b ∈ R هر براي هرگاه نامیم، می راست پذیر برگشت را R حلقه از σدرونریختی .7.2.4 تعریف

.bσ(a) = ٠ دهد نتیجه ab = ٠

نتیجه ab = ٠ ،a, b ∈ R هر براي هرگاه نامیم، می چپ پذیر برگشت را R حلقه از σدرونریختی

.σ(b)a = ٠ دهد

σ راست(چپ) پذیر برگشت درونریختی هرگاه نامیم، می (چپ) راست پذیر σ−برگشت را R حلقه

باشد. داشته وجود R از

باشد. چپ هم و راست پذیر σ−برگشت هم هرگاه نامیم، می پذیر σ−برگشت را R حلقه تعریف8.2.4.
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مثال در که ندارند، بستگی یکدیگر به طرفه یک ناپذیري σ−برگشت و ناپذیري برگشت مفاهیم تذکر.

دهیم. می نشان زیر

در را R =

{(
a b
٠ c

)
| a, b, c ∈ Z

}
حلقه باشد. صحیح اعداد حلقه Z کنیم فرض .9.2.4 مثال

،R در B =

( ١ ١
٠ ٠

)
و A =

( ٠ ١
٠ ١

)
دلخواه عضو دو براي کنیم می مشاهده گیریم. می نظر

نیست. پذیر برگشت R بنابراین .BA ̸= ٠ اما ،AB = ٠

کنیم: می تعریف زیر ضابطه با را σ : R→ R درونریختی حال

σ(

(
a b
٠ c

)
) =

(
a ٠
٠ ٠

)
.

.aa′ = ٠ بنابراین .AB = ٠ و باشند R از عناصري B =

(
a′ b′

٠ c′

)
و A =

(
a b
٠ c

)
کنیم فرض

است. راست پذیر σ−برگشت R نتیجه در و ،Bσ(A) = پس٠

بنابراین .σ(B)A ̸= ٠ حالیکه در AB = ٠ ،R در B =

( ١ ١
٠ ٠

)
و A =

( ٠ ١
٠ ١

)
براي اما

نیست. چپ پذیر σ−برگشت R

که دارد وجود σ خودریختی با جابجایی پذیر σ−برگشت حلقه یک که دهد می نشان زیر مثال

نیست. σ−اریب آرمنداریز

باشد. ۴ پیمانه به صحیح اعداد حلقه Z۴ کنیم فرض .10.2.4 مثال

آرمنداریز R دهیم می نشان و کنیم، می بررسی را R =

{(
a b
٠ c

)
| a, b, c ∈ Z۴

}
حلقه

نیست. σ−اریب

فرض گیریم. می نظر در σ(
(
a b
٠ a

)
) =

(
a −b
٠ a

)
ضابطه با را σ : R→ R درونریختی ابتدا

و ،qσ(p) = ٠ بنابراین .pq = ٠ و باشند R از عناصري q =

( ٢ ٣
٠ ٠

)
و p =

( ٠ ١
٠ ٢

)
کنیم

σ−برگشت نتیجه در و چپ پذیر σ−برگشت ،R ترتیب همین به است. راست پذیر σ−برگشت ،R لذا

نیست. σ−اریب آرمنداریز R اما باشد. می پذیر
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حالیکه در ،p(x)٢ = ٠ ،R[x;σ] در p(x) =
( ٢ ٠
٠ ٢

)
+

( ٢ ١
٠ ٢

)
x اي چندجمله براي زیرا

.
( ٢ ١
٠ ٢

)
σ(

( ٢ ٠
٠ ٢

)
) ̸= ٠

و اگر است چپ پذیر σ−برگشت ،R صورت این در باشد. پذیر برگشت حلقه یک R کنیم فرض تذکر.

باشد. راست پذیر σ−برگشت اگر تنها

است، راست پذیر σ−برگشت ،R حلقه باشد. R حلقه از تکریختی یک σ کنیم فرض .11.2.4 گزاره

.ba = ٠ دهد نتیجه aσ(b) = ٠ ،a, b ∈ R هر ازاي به اگر وتنها اگر

،a, b ∈ R هر براي بنابراین باشد. راست پذیر σ−برگشت ،R کنیم فرض اثبات.

aσ(b) = ٠ =⇒ ٠ = σ(b)σ(a) = σ(ba)

.ba = ٠ نتیجه در است، تکریختی σ چون و

راست پذیر σ−برگشت ،R دهیم می نشان .ba = ٠ آنگاه ،aσ(b) = ٠ اگر کنیم فرض بعکس،

است.

به توجه با بنابراین .٠ = σ(ab) = σ(a)σ(b) پس است، تکریختی σ چون .ab = ٠ کنیم فرض

� .bσ(a) = فرض٠

گیریم. می نظر در را R حلقه از σ درونریختی .12.2.4 لم

،m ≥ ٠ و تکریختی یک σ اگر باشد. راست پذیر σ−برگشت و پذیر برگشت R حلقه کنیم فرض (1)

،a, b, c ∈ R هر ازاي به آنگاه

aσm(bc) = ٠ ⇐⇒ caσm(b) = ٠

q(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و p(x) =
m∑
i=٠

aix
i اگر باشد. جابجایی نیم حلقه یک R کنیم فرض (2)
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،٠ ≤ i ≤ m هر ازاي به آنگاه ،p(x)q(x) = ٠ و باشند R[x;σ] از ناصفر ایهاي چندجمله

(.aiσi(bh٠) = ٠ ،h ≥ i+ ١ هر براي (بنابراین .aiσi(bi+١٠ ) = ٠

آنگاه ،m = ٠ اگر باشد. راست پذیر σ−برگشت و پذیر برگشت حلقه یک R کنیم فرض (1) . اثبات

.m ≥ ١ کنیم فرض است. برقرار حکم لذا و ،cab = ٠ اگر تنها و اگر abc = ٠

،k < m هر براي کنیم فرض کنیم. می عمل m روي استقرا به

aσk(bc) = ٠ ⇐⇒ caσk(b) = ٠.

.aσk+١(bc) = ٠ ⇐⇒ aσk(σ(b)σ(c)) = ٠⇐⇒ σ(c)aσk+١(b) = ٠ بنابراین،

،11.2.4 گزاره به بنا و است پذیر برگشت R که فرض این به توجه با طرفی از

aσk+١(b)σ(c) = ٠ ⇐⇒ caσk+١(b) = ٠.

.aσk+١(bc) = ٠ ⇐⇒ caσk+١(b) = ٠ نتیجه در

بریم. می کار به اریب اي چندجمله حلقه روي را 1.2.2 لم اثبات روش اینجا در (2)

عبارت ٠ ≤ i ≤ m هر براي که است واضح .p(x)q(x) = ٠ کنیم فرض
i∑

j=٠
ajσ

j(bi−j) = ٠. (1.4)

است. f(x)g(x) = ٠ معادله iام جمله ضریب

جابجایی نیم R چون .ajσj(bj+١٠ ) = ٠ ،j < k هر براي کنیم فرض .a٠b٠ = ٠ آنگاه ،i = ٠ اگر

.ajσj(bk−j)σ
j(bk٠) = ٠ ،j < k هر براي و ،ajσj(bk٠) = پس٠ است،

آنگاه کنیم، ضرب σj(bk٠) در راست از را (1.4) تساوي اگر ،i = k گرفتن نظر در با حال

٠ =
i∑

j=٠
ajσ

j(bi−j)σ
j(bk٠) = akσ

k(bk+١٠ ).

� شود. می برقرار نتیجه بنابراین
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راست پذیر σ−برگشت و پذیر برگشت R و ،R حلقه از خودریختی یک σ کنیم فرض .13.2.4 قضیه

صورت این در باشد،

است. σ−اریب کوي مک R حلقه (1)

ناصفر عنصر آنگاه ،p(x)q(x) = ٠ و باشند R[x;σ] از ناصفر ایهاي چندجمله q(x) و p(x) اگر (2)

[2]. cq(x) = ٠ طوریکه به دارد وجود c ∈ R

ترتیب به R[x; σ] از ناصفر ایهاي چندجمله q(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و p(x) =
m∑
i=٠

aix
i کنیم فرض اثبات.

ادعا .a٠, b٠, am, bm ∈ R \ {٠} کرد فرض توان می .p(x)q(x) = ٠ و باشند n و m درجه از

رابطه که کنیم می

ab = ٠ ⇐⇒ σs١(at١)σs٢(bt٢) = ٠ ⇐⇒ σs٣(bt٣)σs۴(at۴) = ٠ (2.4)

است. برقرار ti مثبت صحیح عدد هر و si نامنفی صحیح عدد هر براي

پس است، راست پذیر σ−برگشت و پذیر برگشت R چون

ab = ٠ =⇒ aσ(b) = ٠ , bσ(a) = ٠.

گیریم. می نتیجه را σ(a)σ(b) = ٠ و σ(b)σ(a) = ترتیب٠ به ،bσ(a) = ٠ و aσ(b) = ٠ از همچنین

.σs٣(b)σs۴(a) = ٠ و σs١(a)σs٢(b) = ٠ داریم: si نامنفی صحیح عدد هر براي بنابراین

داریم: ti مثبت و صحیح عدد هر براي لذا است، جابجایی نیم و پذیر برگشت R چون

σs١(at١)σs٢(bt٢) = ٠ , σs٣(bt٣)σs۴(at۴) = ٠.

است. برقرار σ بودن یک به یک به توجه با (٢,۴) رابطه عکس

طوریکه به دارد وجود c ∈ R ناصفر عنصر دهیم می نشان q(x) درجه روي استقرا به .(1) اثبات

.p(x)c = ٠



اریب ایهاي چندجمله حلقه روي کوي مک شرط .4 59فصل

.deg(q(x)) ≥ ١ کنیم فرض بنابراین است. بدیهی حکم آنگاه ،q(x) = b٠ اگر

چون و ،p(x)bj = ٠ ،j هر ازاي به (٢,۴) رابطه به توجه با آنگاه ،aiq(x) = ٠ ،i هر ازاي به اگر

بزرگترین i٠ و ،aiq(x) ̸= ٠ که دارد وجود iیی کنیم فرض است. برقرار حکم بنابراین ،q(x) ̸= ٠

،(2.4) به توجه با چون دارد. را ai٠q(x) ̸= ٠ خاصیت که باشد اندیسی

ai٠bj = ٠ ⇐⇒ bjσ
j(ai٠) = ٠

.p(x)(q(x)ai٠) = ٠ نوشت توان می لذا و ،q(x)ai٠ ̸= پس٠

لذا ،(atxt)q(x) = ٠ ،i٠ + ١ ≤ t ≤ m هر براي چون طرفی از

(
m∑

i=i١+٠
aix

i)q(x) = ٠ , p(x)q(x) = (
i٠∑
i=٠

aix
i)q(x).

و ai٠bn = ٠ گیریم می نتیجه (2.4) رابطه به توجه با پس ،ai٠σi٠(bn) = ٠ بنابراین

عنصر استقرا فرض به بنا بنابراین .deg(q(x)ai٠) < deg(q(x)) شود می باعث که ،bnσn(ai٠) = ٠

است. σ−اریب کوي مک R حلقه نتیجه در و ،p(x)c = ٠ طوریکه به دارد وجود c ∈ R صفر مخالف

را p(x) ضرایب بوسیله شده تولید چپ آل ایده ،p(x) ∈ R[x;σ] اي چندجمله هر براي .(2) اثبات

وجود c ∈ Cp صفر مخالف عنصر دهیم می نشان q(x) درجه روي استقرا به دهیم. می نمایش Cp با

.cq(x) = ٠ که قسمی به دارد

است. برقرار حکم لذا و ،a٠q(x) = a٠b٠ = گیریم٠ می نتیجه c = a٠ فرض با آنگاه ،n = ٠ اگر

.n ≥ ١ کنیم فرض

طوریکه به دارد وجود l ≥ ٠ عدد ،12.2.4 لم (2) قسمت از استفاده با

p(x)bl+١٠ =
m∑
i=٠

aiσ
i(bl+١٠ )xi = ٠ ̸=

m∑
i=٠

aiσ
i(bl٠)x

i = p(x)bl٠.

دهد می نتیجه aiσi(bl+١٠ ) = ٠ ،٠ ≤ i ≤ m هر ازاي به ،12.2.4 لم (1) قسمت به توجه با سپس



اریب ایهاي چندجمله حلقه روي کوي مک شرط .4 60فصل

بنابراین .bl٠ai٠ ̸= دهد٠ می نتیجه ai٠σi٠(bl٠) ̸= ٠ ،٠ ≤ i٠ ≤ m هر براي و ،bl٠aiσi(b٠) = ٠

.bl٠p(x)b٠ = ٠ و bl٠p(x) ̸= ٠

چون ،k(x) = (q(x) − b٠)�x اگر .h(x)b٠ = ٠ صورت این در .h(x) = bl٠p(x) کنیم فرض

هستند. صفر مخالف هردو h(x), k(x) که ،h(x)k(x) = ٠ آنگاه ،p(x)q(x) = ٠

صفر مخالف عنصر استقرا فرض به توجه با بنابراین است، n از کمتر k(x) درجه که کنیم می مشاهده

h(x)b٠ = ٠ از ،12.2.4 لم (1) قسمت به توجه با طرفی از .ck(x) = ٠ طوریکه به دارد وجود c ∈ Ch

بنابراین ،Ch ⊆ Cp همچنین .cq(x) = ٠ نتیجه در و ،cb٠ = ٠ پس .Chb٠ = ٠ گیریم می نتیجه

� .cq(x) = ٠ که دارد وجود c ∈ Cp صفر مخالف عنصر

هر ازاي به اگر باشد. راست پذیر σ−برگشت و پذیر برگشت ،R حلقه کنیم فرض .14.2.4 گزاره

.aRσn(b) = ٠ ،n مثبت و صحیح عدد هر براي آنگاه ab = ٠ ،a, b ∈ R

پس است، راست پذیر σ−برگشت و پذیر برگشت R چون .aRσ(b) = ٠ دهیم نشان کافیست اثبات.

.aσ(b)r = ٠ ،r ∈ R هر ازاي به آنگاه ،aσ(b) = ٠ اگر .aσ(b) = ٠ و ab = ٠ دهد می نتیجه ba = ٠

� .aRσ(b) = ٠ نتیجه در و ،arσ(b) = ٠ بنابراین

است. کوي مک R آنگاه باشد، پذیر برگشت R حلقه اگر (1) .15.2.4 نتیجه

است. σ−اریب کوي مک σ تکریختی با جابجایی پذیر σ−برگشت حلقه (2)

است.[3] σ−اریب کوي مک σ تکریختی با یافته تقلیل پذیر σ−برگشت حلقه (3)

دوم. فصل در 2.2.2 قضیه (1) اثبات.

است. برقرار ،13.2.4 قضیه (1) قسمت به توجه با (2)

.pq = ٠ و باشند R[x;σ] در ناصفر ایهاي چندجمله q =
n∑

j=٠
bjx

j و p =
m∑
i=٠

aix
i کنیم فرض (3)

. ∑
i+j=k

aiσ
i(bj) = ٠ ،k = ٠,١, . . . ,m+ n هر ازاي به صورت این در
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است. برقرار حکم دهیم می نشان i+ j روي استقرا به .aiσi(bj) = ٠ ،i, j هر ازاي به کنیم می ادعا

١+sام درجه ضریب بنابراین باشد. برقرار i+ j ≤ s براي ادعا کنیم فرض .a٠b٠ = ٠ است واضح

گیریم: می نظر در را pq = ٠ معادله

a٠bs+١ + a١σ(bs) + · · ·+ asσ
s(b١) + as+١σ

s+١(b٠) = ٠. (3.4)

آنگاه کنیم، ضرب σs+١(b٠) در راست از را (٣,۴) معادله اگر

a٠bs+١σ
s+١(b٠) + · · ·+ asσ

s(b١)σ
s+١(b٠) + as+١σ

s+١(b٠)σ
s+١(b٠) = ٠. (4.4)

از ،14.2.4 گزاره به توجه با و ،aiσi(b٠) = ٠ ،i = ٠,١, . . . , s هر ازاي به استقرا فرض به بنا چون

پس ،aiRσs+١(b٠) = ٠ گیریم می نتیجه aiσi(b٠) = ٠

a٠bs+١σ
s+١(b٠) = a١σ(bs)σ

s+١(b٠) = · · · = asσ
s(b١)σ

s+١(b٠) = ٠. (5.4)

یافته تقلیل R حلقه کنیم می یادآوري . as+١(σs+١(b٠))٢ = ٠ ،(۴,۴) فرمول به توجه با بنابراین

،as+١(σs+١(b٠))٢ = ٠ چون .ab = ٠ دهد نتیجه ab٢ = ٠ ،a, b ∈ R هر براي اگر تنها و اگر است

آید: می دست به زیر صورت به (٣,۴) معادله بنابراین .as+١σs+١(b٠) = ٠ لذا

a٠bs+١ + a١σ(bs) + · · ·+ asσ
s(b١) = ٠ (6.4)

نتیجه در و ،as(σs(b١))٢ = ٠ آنگاه کنیم، ضرب σs(b١) در راست از را (۶,۴) معادله اگر متناظراً

.asσs(b١) = ٠

داریم: روش این ادامه با

as+١σ
s+١(b٠) = asσ

s(b١) = · · · = a٠bs+١ = ٠.
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،i, j هر ازاي به استقرا اصل بر بنا پس .aiσi(bj) = ٠ ،i + j = s + ١ که ،i, j هر براي بنابراین

باشد. می σ−اریب کوي مک ،2.2.4 گزاره به توجه با و σ−اریب آرمنداریز R نتیجه در .aiσi(bj) = ٠

�

هاي ماتریس حلقه دهیم می نشان باشد. ٣ پیمانه به صحیح اعداد حلقه Z٣ کنیم فرض .16.2.4 مثال

نیست. σ−اریب کوي مک Z٣ روي R =Mat٢(Z٣) بالامثلثی

گیریم. می نظر در زیر ضابطه با را R حلقه از σ درونریختی

σ(

(
a b
c d

)
) =

(
a −b
−c d

)
.

q(x) =

( ٠ ٠
٠ −١

)
+

( ٠ ١
٠ ١

)
x و p(x) =

( ١ ٠
٠ ٠

)
+

( ١ ١
٠ ٠

)
x کنیم فرض

صفر مخالف عنصر اما ،p(x)q(x) = ٠ کنیم می مشاهده باشند. R[x;σ] در ناصفر ایهاي چندجمله

ماتریسهاي حلقه نتیجه در نیست. σ−اریب کوي مک R بنابراین ،p(x)c = ٠ که ندارد وجود c ∈ R

باشد. نمی σ−اریب کوي مک Z٣ روي
{(

a b
٠ c

)
| a, b, c ∈ Z٣

}
مثلثی بالا

. σ(I) ⊆ I هرگاه نامیم، می آل σ−ایده را R حلقه از I آل ایده .17.2.4 تعریف

،a ∈ R هر براي σ(a + I) = σ(a) + I ضابطه با σ :
R

I
−→ R

I
آنگاه باشد، آل σ−ایده ،I اگر

است. R
I
قسمتی خارج حلقه از درونریختی یک

باشد. σ−اریب کوي مک σ−اریب، کوي مک حلقه همریخت تصویر ندارد لزومی کلی حالت در تذکر.

دامنه یک ،R صورت این در باشد. صحیح ضرایب با قسمتی خارج حلقه ،R کنیم فرض .18.2.4 مثال

توجه با اما است. σ−اریب کوي مک R ،σ درونریختی هر براي ،3.2.4 نتیجه به توجه با بنابراین است.

نیست. σ−اریب کوي مک R
q
∼=
(

Zq Zq

Zq Zq

)
حلقه ،q فرد اول صحیح عدد هر براي 16.2.4 مثال به
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نامیم. می R از P (R) اول رادیکال را R حلقه اول آلهاي ایده تمام اشتراك .19.2.4 تعریف

اول نیم را P (R) = ٠ خاصیت با R حلقه .P (R) = R آنگاه باشد، نداشته اول آل ایده R هرگاه

نامیم. می

اگر ،a ∈ R هر براي هرگاه نامیم، می کامل اول نیم را R حلقه از P (R) آل ایده .20.2.4 تعریف

.a ∈ P (R) آنگاه a٢ ∈ P (R)

P (R) که ،P (R) اول رادیکال ،R جابجایی حلقه از σ خودریختی یک براي دهد می نشان بعد مثال

R ولی است، σ−اریب کوي مک R

P (R)
و σ−اریب کوي مک است، R از کامل اول نیم آل ایده یک

نیست. σ−اریب کوي مک

زیرحلقه باشد. صحیح اعداد حلقه Z کنیم فرض .21.2.4 مثال

R =

{(
a c
٠ b

)
| a− b ٢≡ c

٢≡ ٠ , a, b, c ∈ Z
}
.

با درونریختی یک σ : R → R کنیم فرض گیریم. می نظر در را ٢× ٢ مثلثی بالا ماتریسهاي حلقه از

،P (R) =
{( ٠ c

٠ ٠
)
| c ٢≡ ٠

}
صورت این در باشد. σ(

(
a b
٠ c

)
) =

(
a −b
٠ c

)
ضابطه

باشد. می σ−اریب کوي مک لذا است، σ−اریب آرمنداریز و کامل اول نیم

است، R

P (R)
روي همانی نگاشت σ و یافته تقلیل ، R

P (R)
=

{(
a ٠
٠ b

)
| a− b ٢≡ ٠

}
چون

σ−اریب آرمنداریز R حالیکه در باشد. می σ−اریب کوي مک درنتیجه و σ−اریب آرمنداریز R

P (R)
پس

براي زیرا نیست.

(p(x) =

( ٢ ٢
٠ ٠

)
+

( ٠ ٢
٠ ٠

)
x , q(x) =

( ٠ ٢
٠ −٢

)
+

( ٠ ٢
٠ ٠

)
x) ∈ R[x; σ]

که ندارد وجود c ∈ R صفر مخالف عنصر طرفی از .
( ٠ ٢
٠ ٠

)
σ(

( ٠ ٢
٠ −٢

)
̸= ٠ اما pq = ٠

باشد. نمی نیز σ−اریب کوي مک R درنتیجه .p(x)c = ٠
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،n ≥ ٢ هر براي و حلقه، یک R کنیم فرض .22.2.4 تعریف

Sn(R) =




a a١٢ a١٣ · · · a١n
٠ a a٢٣ · · · a٢n
٠ ٠ a · · · a٣n... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · a

 | a, aij ∈ R

.

R از σ درونریختی هر است. n× n مثلثی بالا ماتریسهاي حلقه از حلقه زیر یک Sn(R) که است واضح

داد. توسیع زیر صورت به ،Sn(R) از σ درونریختی یک به توان می را

σ((aij)) = (σ(aij)).

σ−اریب کوي مک R صورت این در باشد. R حلقه از درونریختی یک σ کنیم فرض .23.2.4 قضیه

باشد. σ−اریب کوي مک Sn(R) ،n ≥ ٢ هر براي اگر تنها و اگر است

باشد. σ−اریب کوي مک R کنیم فرض کنیم. ثابت n = ٢ حالت براي کافیست اثبات.

کنیم فرض . Sn(R)[x;σ] ∼= Sn(R[x;σ]) که شویم می یادآور

p(x) =
m∑
i=٠

(
a
(i)

١١ a
(i)

١٢
٠ a

(i)

١١

)
xi =

(
p١١ p١٢
٠ p١١

)
,

q(x) =
n∑

j=٠

(
b
(j)

١١ b
(j)

١٢
٠ b

(j)

١١

)
xj =

(
q١١ q١٢
٠ q١١

)
از .p(x)q(x) = ٠ و باشند S٢(R)[x;σ] در ناصفر ایهاي چندجمله

p(x)q(x) =

(
p١١ p١٢
٠ p١١

)(
q١١ q١٢
٠ q١١

)
= ٠

.p١١q١٢ + p١٢q١١ = ٠ و p١١q١١ = ٠ گیریم می نتیجه

از .p١١q = ٠ طوریکه به دارد وجود q ∈ {q١١, q١٢} صفر مخالف عنصر آنگاه ،p١١ ̸= ٠ اگر

بنابراین .p١١c = ٠ که دارد وجود c ∈ R ناصفر عنصر است، σ−اریب کوي مک R چون طرفی

.

(
p١١ p١٢
٠ p١١

)( ٠ c
٠ ٠

)
= ٠
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بنابراین .
( ٠ p١٢
٠ ٠

)( ٠ c
٠ ٠

)
= ٠ ،c ∈ R صفر مخالف عنصر هر براي آنگاه ،p١١ = ٠ اگر

است. σ−اریب کوي مک ،S٢(R)

p(x) = a٠+a١x+ · · ·+amxm کنیم فرض باشد. σ−اریب کوي مک ،S٢(R) کنیم فرض بعکس،

.p(x)q(x) = ٠ و باشند R[x; σ] در صفر مخالف ایهاي چندجمله q(x) = b٠ + b١x+ · · ·+ bnx
n و

صورت این )در
p(x) ٠
٠ p(x)

)(
q(x) ٠
٠ q(x)

)
= ٠.

به دارد، وجود
(
a b
٠ a

)
∈ S٢(R) صفر مخالف عنصر پس است، σ−اریب کوي مک ،S٢(R) چون

)طوریکه
p(x) ٠
٠ p(x)

)(
a b
٠ a

)
= ٠.

� است. σ−اریب کوي مک R درنتیجه .b ̸= ٠ یا a ̸= ٠ که ،p(x)b = ٠ و p(x)a = ٠ بنابراین

باشد. کوي مک Sn(R) ،n ≥ ٢ هر براي اگر تنها و اگر است کوي مک R حلقه .24.2.4 نتیجه

Sn(R) =




a a١٢ a١٣ · · · a١n
٠ a a٢٣ · · · a٢n
٠ ٠ a · · · a٣n... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · a

 | a, akl ∈ R

.

نظر در زیر صورت به را Ai, Bj ∈ Sn(R) عناصر باشد. کوي مک R حلقه کنیم می فرض ابتدا اثبات.

گیریم. می

Ai =


ai a

(i)

١٢ · · · a
(i)

١n
٠ ai · · · a

(i)

٢n... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ai

 , Bj =


bj b

(j)

١٢ · · · b
(j)

١n
٠ bj · · · b

(j)

٢n... ... . . . ...
٠ ٠ · · · bj

 .

کنیم فرض

F (x) =

p∑
i=٠

Aix
i =


f(x) f١٢(x) · · · f١n(x)
٠ f(x) · · · f٢n(x)... ... . . . ...
٠ ٠ · · · f(x)

 ,
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G(x) =

q∑
j=٠

Bjx
j =


g(x) g١٢(x) · · · g١n(x)
٠ g(x) · · · g٢n(x)... ... . . . ...
٠ ٠ · · · g(x)


،k < l و ١ ≤ k, l ≤ n هر ازاي به که ،F (x)G(x) = ٠ و باشند Sn(R)[x] در ناصفر اي چندجمله دو

f(x) =

p∑
i=٠

aix
i , fkl(x) =

p∑
i=٠

a
(i)
kl x

i , g(x) =

q∑
j=٠

bjx
j , gkl(x) =

q∑
j=٠

b
(j)
kl x

j.

گیریم. می نظر در p, q = ١, · · · , n براي را H(x) = F (x)G(x) = (hpq(x)) مجموعه

است، کوي مک R چون .h١١(x) = f(x)g(x) = ٠ آنگاه ،g(x) ̸= ٠ و f(x) ̸= ٠ اگر اول. حالت

.tf(x) = ٠ و f(x)s = ٠ طوریکه به دارند وجود s, t ∈ R صفر مخالف عناصر

است. صفر ها درایه سایر و ،r برابر آن (i, j) هاي درایه که باشد ماتریسی نمایانگر Eij(r) کنیم فرض

.BG(x) = ٠ و F (x)A = ٠ آنگاه ،B = E١n(t) و A = E١n(s) اگر

وجود gkl(x) ̸= ٠ اي چندجمله ،G(x) ̸= ٠ چون آنگاه ،g(x) = ٠ و f(x) ̸= ٠ اگر دوم. حالت

همچنین .gk+u,l(x) = ٠ ،١ ≤ u ≤ n− k و k, l برخی براي طوریکه به دارد

به دارد وجود s ∈ R صفر مخالف عنصر پس است، کوي مک R چون .hkl(x) = f(x)gkl(x) = ٠

.F (x)A = AG(x) = ٠ آنگاه ،A = E١n(s) اگر .f(x)s = ٠ طوریکه

A,B ∈ R صفر مخالف عناصر دوم، حالت مشابه آنگاه ،g(x) ̸= ٠ و f(x) = ٠ اگر سوم. حالت

.BG(x) = F (x)A = ٠ طوریکه به دارند وجود

کنیم می فرض s ∈ R صفر مخالف عنصر هر براي آنگاه ،g(x) = ٠ و f(x) = ٠ اگر چهارم. حالت

.F (x)A = AG(x) = ٠ که است واضح .A = E١n(s)

است. کوي مک Sn(R) بنابراین

و f(x) =
n∑

i=٠
aix

i کنیم فرض باشد. کوي مک Sn(R) ،n ≥ ٢ هر براي کنیم فرض بعکس،

فرض همچنین .f(x)g(x) = ٠ و باشند R[x] در صفر مخالف اي چندجمله دو g(x) =
m∑

j=٠
bjx

j
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و ٠ ≤ i ≤ n هر براي که باشند Sn(R)[x] از عناصري G(x) =
m∑

j=٠
Bjx

j و F (x) =
n∑

i=٠
Aix

i کنیم

،٠ ≤ j ≤ m

Ai =


ai ai · · · ai
٠ ai · · · ai... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ai

 , Bj =


bj bj · · · bj
٠ bj · · · bj... ... . . . ...
٠ ٠ · · · bj


و

F (x)G(x) =


f(x) f(x) · · · f(x)
٠ f(x) · · · f(x)
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · f(x)




g(x) g(x) · · · g(x)
٠ g(x) · · · g(x)
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · g(x)

 = ٠.

Sn(R) در A =


s s١٢ · · · s١n
٠ s · · · s٢n... ... . . . ...
٠ ٠ · · · s

 صفر مخالف عنصر پس است، کوي مک Sn(R) چون

.f(x)s = ٠ آنگاه ،s ̸= ٠ اگر .F (x)A = ٠ طوریکه به دارد وجود

هر ازاي به طوریکه به دارد، وجود sij صفر مخالف عنصر آنگاه ،s = ٠ اگر

وجود t ∈ R صفر مخالف عنصر مشابه طور به .f(x)sij = ٠ بنابراین .si+v,j = ٠،١ ≤ v ≤ n − i

� است. کوي مک R بنابراین .tg(x) = ٠ طوریکه به دارد

نیست. σ−اریب آرمنداریز که دارد وجود σ−اریب کوي مک حلقه دهد، می نشان زیر مثال

زیرحلقه باشد. σ−صلب ،R و R حلقه از درونریختی یک σ کنیم فرض .25.2.4 مثال

S۴(R) =




a a١٢ a١٣ a١۴
٠ a a٢٣ a٢۴
٠ ٠ a a٣۴
٠ ٠ ٠ a

 | a, aij ∈ R
 .

نیست. σ−اریب آرمنداریز S۴ دهیم می نشان گیریم. می نظر را ۴× ۴ مثلثی بالا ماتریسهاي حلقه از

.σ(e) = e ،e٢ = e ∈ R هر براي آنگاه باشد، σ−صلب ،R حلقه اگر که کنیم می یادآوري
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S۴[x; σ] از دلخواه عضو دو q = e٣۴ + (e٢۴ + e٣۴)x و p = e١٢ + (e١٢ − e١٣)x کنیم فرض

پس هستند. S۴ در واحد هاي ماتریس eijها که باشند

p =


٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

+


٠ ١ −١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

x,

q =


٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠

+


٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠

 x.

یعنی ،(e١٢ − e١٣)σ(e٣۴) ̸= ٠ اما ،pq = ٠ کنیم می مشاهده
٠ ١ −١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠



٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠

 ̸= ٠

σ−اریب کوي مک ،23.2.4 قضیه به توجه با حالیکه در نیست. σ−اریب آرمنداریز ،S۴(R) درنتیجه

است.

ضابطه با σ : R[x]→ R[x] نگاشت آنگاه باشد، R حلقه از درونریختی یک σ اگر تذکر.

σ(
m∑
i=٠

aix
i) =

m∑
i=٠

σ(ai)x
i

است. R[x] ایهاي چندجمله حلقه از درونریختی یک

،t مثبت و صحیح اعداد برخی براي و باشد R حلقه از درونریختی یک σ کنیم فرض .26.2.4 قضیه

باشد. σ−اریب کوي مک R[x] اگر تنها و اگر است σ−اریب کوي مک R حلقه صورت این در .σt = idR

کنیم فرض باشد. σ−اریب کوي مک ،R کنیم فرض اثبات.

p(y) = f٠(x) + · · ·+ fm(x)y
m , q(y) = g٠(x) + · · ·+ gn(x)y

n
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،٠ ≤ j ≤ n ٠و ≤ i ≤ m هر براي که ،p(y)q(y) = ٠ و باشند (R[x])[y; σ] در ناصفر اي چندجمله دو

fi(x) = ai٠ + · · ·+ awi
xwi , gj(x) = bj٠ + · · ·+ bvjx

vj

.ai٠ , . . . , awi
, bj٠ , . . . , bvj ∈ R که هستند R[x] در ایهایی چندجمله

درجه و است اي چندجمله درجه deg که .k =
m∑
i=٠

deg(fi) +
n∑

j=٠
deg(gj) دهیم: می قرار

کنیم فرض حال گیریم. می نظر در ٠ را صفر اي چندجمله

P = f٠(x
t) + f١(x

t)xtk+١ + · · ·+ fm(x
t)x(tk+١)m,

Q = g٠(x
t) + g١(x

t)xtk+١ + · · ·+ gn(x
t)x(tk+١)n

طرفی از .Q ̸= ٠ و P ̸= ٠ پس ،q(y) ̸= ٠ و p(y) ̸= ٠ چون باشند. R[x; σ] در اي چندجمله دو

R عناصر همه با xt همچنین و است معادل Q و P ضرایب مجموعه با gjها و fiها ضرایب مجموعه چون

.PQ = گیریم٠ می نتیجه ،p(y)q(y) = از٠ بنابراین شود، می جابجا σt = idR که ،R[x;σ] در

طوریکه به دارد وجود c ∈ R صفر مخالف عنصر پس است، σ−اریب کوي مک R آنجائیکه از

.aisσi(c) = ٠ لذا و fi(xt)σi(c) = ٠ ،s = ٠, . . . , wi و i = ٠, . . . ,m هر براي پس .Pc = ٠

R[x] حلقه نتیجه در .p(y)c = ٠ طوریکه به دارد وجود (R[x])[y;σ] در c صفر مخالف عنصر بنابراین

است. σ−اریب کوي مک

باشد. σ−اریب کوي مک ،R[x] کنیم فرض بعکس،

اي چندجمله دو q(x) = b٠+ b١x+ · · ·+ bnxn و p(x) = a٠+ a١x+ · · ·+ amxm کنیم فرض

f(y) = a٠+a١y+· · ·+amym فرضکنیم همچنین ،p(x)q(x) = ٠ و باشند R[x;σ] در صفر مخالف

و p(x) ̸= ٠ آنجائیکه از باشند. (R[x])[x; σ] در ایهایی چندجمله g(y) = b٠ + b١y + · · · + bny
n و

بنابراین ،p(x)q(x) = ٠ و است معادل σ با σ چون علاوه به .g(y) ̸= ٠ و f(y) ̸= پس٠ ،q(x) ̸= ٠
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صفر مخالف عنصر پس است، σ−اریب کوي مک R[x] چون طرفی از .f(y)g(y) = ٠

هر براي صورت این در .f(y)c(x) = ٠ که دارد وجود R[x] در c(x) = c٠ + c١x + · · · + ckx
k

.aiσi(cl) = ٠ ،٠ ≤ l ≤ k و ٠ ≤ i ≤ m هر براي بنابراین .aiσi(c(x)) = ٠ ،٠ ≤ i ≤ m

R نتیجه در .p(x)ct = ٠ طوریکه به دارد وجود ct صفر مخالف عنصر بنابراین ،c(x) ̸= ٠ چون

� است. σ−اریب کوي مک

نگاشت ،R از T (R,R) بدیهی توسیع و ،R حلقه از σ درونریختی یک براي .27.2.4 تعریف

ضابطه: با σ : T (R,R)→ T (R,R)

σ(

(
a b
٠ a

)
) =

(
σ(a) σ(b)
٠ σ(a)

)

باشد. می T (R,R) از درونریختی یک

بدیهی توسیع آنگاه باشد، پذیر σ−برگشت ،R اگر باشد. یافته تقلیل R حلقه کنیم فرض .28.2.4 گزاره

است. پذیر برگشت −σ ،T (R,R)

و باشند T (R,R) در دلخواه عضو دو B =

(
c d
٠ c

)
و A =

(
a b
٠ a

)
کنیم فرض . اثبات

نتیجه در .ca = پس٠ است، یافته تقلیل R چون .ad+ bc = ٠ و ac = ٠ بنابراین .AB = ٠

٠ = ad+ bc = c(ad+ bc) = (ca)d+ cbc = cbc.

.ad = ٠ لذا و ،bc = پس٠ ،(bc)٢ = ٠ بنابراین

در .Bσ(A) = ٠ بنابراین ،dσ(a) = ٠ و ،cσ(b) = ٠ ،cσ(a) = ٠ و پذیر σ−برگشت ،R چون

� است. پذیر σ−برگشت ،T (R,R) نتیجه

،R اگر باشد. مثبت صحیح عدد یک n و یافته تقلیل R حلقه کنیم فرض .29.2.4 قضیه
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پذیر σ−برگشت حلقه یک R[x]�⟨xn⟩ آنگاه باشد، R از تکریختی یک σ و راست پذیر σ−برگشت

است.[10] xn بوسیله شده تولید آل ایده ،⟨xn⟩ که است راست

آنگاه باشد، n = ٢ اگر و .S ∼= R آنگاه ،n = ١ اگر .S = R[x]�⟨xn⟩ کنیم فرض . اثبات

.n ≥ ٣ کنیم فرض پس است. پذیر σ−برگشت ،28.2.4 گزاره به توجه با که ،S ∼= T (R,R)

.x = x+ ⟨x⟩ که ،fg = ٠ و باشند S از عناصري g =
n−١∑
j=٠

bjx
j و f =

n−١∑
i=٠

aix
i کنیم فرض

.i+j ≤ n−١ کنیم می فرض بنابراین است. برقرار حکم لذا و ،aibjxi+j = ٠ آنگاه ،i+j ≥ n اگر

داریم: را زیر معادلات fg = ٠ از صورت این در

(١) a٠b٠ = ٠,

(٢) a٠b١ + a١b٠ = ٠,

(٣) a٠b٢ + a١b١ + a٢b٠ = ٠,
...

(۴) a٠bn−٢ + a١bn−٣ + · · ·+ an−٣b١ + an−٢b٠ = ٠,

(۵) a٠bn−١ + a١bn−٢ + · · ·+ an−٢b١ + an−١b٠ = ٠.

کنیم. می عمل است، یافته تقلیل R حلقه که فرض این از استفاده با و i+ j روي استقرا به

آنگاه کنیم، ضرب b٠ در راست از را (٢), (١) معادله اگر

٠ = a٠b٠b٠ = a٠b
٢
٠ , ٠ = a٠b١b٠ + a١b٠b٠ = a١b٠b٠ = a١b٠a١b٠.

.(۶) a١b٠ = ٠ , a٠b١ = ٠ بنابراین

متناظراً کنیم، ضرب b١ در را (٣) معادله و b٠ در راست از را (۶), (٣), (١) معادلات اگر

.aibj = ٠ ،i+ j = ٠,١, . . . , n− ٢ هر براي کنیم فرض .٠ = a٠b٢ = a١b١ = a٢b٠
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،aib٠ = ٠ ،i = ٠,١, . . . , n−٢ هر براي چون کنیم، می ضرب b٠ در راست از را (۵) معادله حال

بنابراین

a٠bn−١b٠ + a١bn−٢b٠ + · · ·+ an−٢b١b٠ + an−١b٠b٠ = an−١b٠b٠

شود: می تبدیل زیر صورت به (۵) معادله و ،an−١b٠ = پس٠

(٧) a٠bn−١ + a١bn−٢ + · · ·+ an−٢b١ = ٠.

.an−٢b١ = ٠ نتیجه در و ،an−٢b١b١ = ٠ متناظراً آنگاه کنیم، ضرب b١ در راست از را (٧) معادله اگر

شود: می تبدیل زیر معادله به (٧) معادله بنابراین

a٠bn−١ + a١bn−٢ + · · ·+ an−٣b٢ = ٠.

داریم: روش، این تکرار با سرانجام

٠ = a٠bn−١ = a١bn−٢ = · · · = an−٢b١ = an−١b٠.

و راست پذیر σ−برگشت ،R چون و ،aibj = ٠ آنگاه ،i + j ≤ n − ١ اگر i, j هر ازاي به نتیجه، در

نتیجه در و ،gσ(f) = پس٠ .bjσt(ai) = ٠،t مثبت و صحیح عدد هر براي بنابراین است، یافته تقلیل

� است. راست پذیر σ−برگشت ،S

σ−اریب کوي مک S که گرفت نتیجه توان می ،15.2.4 نتیجه (٣), قسمت(٢) به توجه با همچنین

است.
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Abstract

McCoy proved that if R is a commutative ring then,
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