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ریاضی علوم دانشکده
گراف کاربردی-نظریه ریاضی دکتری رساله

تابعی صورت�های برخی بررسی
گراف�ها در جهشی احاطه�گری

شعبانی الهه نگارنده:
راهنما استاد

راد جعفری نادر دکتر
مشاور استادان

آل�هوز عبدالˁʓه عیدیدکتر پور ابوالفضل دکتر

١٣٩٩ ماه بهمن





می�کنم: تقدیم را آموخته�هایم ما�حصل

را خود وجدانی و انسانی بعد لحظه�ای که کسانی همه
فرود سر انسانیت سنگ گران آستان بر و کنند نمی فراموش

نهند. می ارج هایش تفاوت همه با را انسان و آورند می

عزیزم مادر و پدر به تقدیم و
آموختند. من به را زیستن چگونه و انسانیت الفبای که

ه�



و

سپاسگذاری
و عزیز مادر و پدر از که میدانم واجب و لازم خود بر
به برایم را صبر واژه زندگی ناهموار مسیر در که مهربانم
پشتیبانم و یار زندگی مراحل تمام در و اند کشیده تصویر

. نمایم تشکر و تقدیر قلب صمیم از بوده�اند،
: محترم اساتید از همچنین و

( راهنما استاد ) راد جعفری نادر دکتر آقای جناب
مشاور) هوز(استاد آل عبدالʓه دکتر آقای جناب

مشاور) پورعیدی(استاد ابوالفضل دکتر آقای جناب
در مربوطه راهنمای استاد ) شاینا متیا دکتر خانم سرکار

( مطالعاتی فرصت دوره
و نگارش و تحصیل مدت طی که کسانی تمام همچنین و
قرار خود عنایت و لطف مورد را بنده نامه پایان این ارائه

دارم. را قدردانی و سپاس کمال دادند



نامه تعهد
ریاضیدانشگاه علوم کاربردیدانشکده ریاضی رشته دکتری دانشجوی شعبانی اینجانبالهه
احاطه�گریجهشی تابعی برخیصورت�های بررسی عنوان با رساله نویسنده شاهرود، صنعتی

می�شوم: متعهد راد جعفری نادر دکتر راهنمایی تحت ، گراف�ها در
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط رساله این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

است.
یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا رساله این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ�جا در امتیازی
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسیده چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

است.
در بوده�اند، تاثیرگذار رساله اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج مقالات
استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از مواردیکه در رساله، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده
دسترسی افراد اطلاعاتشخصی حوزه به که مواردی در رساله، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته

شعبانی الهه
١٣٩٩ ماه بهمن

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه�های کتاب، مستخرج، (مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می�باشد.
نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون رساله این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ز





چکیده
برای هرگاه می�شود، نامیده جهشی احاطه�گر یکمجموعه Gرئوسگراف از S زیرمجموعه یک
عدد .d(u, v) = 2 به��طوری��که باشد داشته وجود u ∈ S مانند رأسی v ∈ V (G) − S رأس هر
G گراف جهشی احاطه�گر مجموعه�های همه بین در اندازه کمترین G گراف جهشی احاطه�گر
مجموعه یک را Gگراف از جهشی احاطه�گر مجموعه می�دهند. نشان γh(G) با را آن و می�باشد
تابع همچنین .d(v, w) ̸= 2 ،v, w ∈ S دوتایی هر برای هرگاه گویند، جهشی مستقل احاطه�گر
رأس هر ازای به هرگاه می�شود، نامیده جهشی رومی احاطه�گر تابع یک f : V (G) −→ {0, 1, 2}

.f(u) = 2 به�طوری�که باشد داشته وجود u ∈ N2(v) مانند رأسی f(v) = 0 شرط با v ∈ V (G)

بین وزن کمترین می�باشد. f(V ) =
∑

v∈V f(v) مجموع f جهشی رومی احاطه�گر تابع یک وزن
گوییم G گراف جهشی رومی احاطه�گر عدد را G گراف روی جهشی رومی احاطه�گر توابع تمام
مجموعه�ای V f

i ،Gگراف در f جهشی رومی احاطه�گر تابع برای می�دهیم. نمایش γhR(G) با و
می�توان را f جهشی رومی احاطه�گر تابع بنابراین می�باشد. f تحت i وزن با G گراف رئوس از
تابع را f = (V f

0 , V f
1 , V f

2 ) جهشی رومی احاطه�گر تابع یک داد. نشان (V f
0 , V f

1 , V f
2 ) تایی سه با

.d(v, w) ̸= 2 ،v, w ∈ V f
1 ∪ V f

2 تایی دو هر برای هرگاه گویند، جهشی رومی مستقل احاطه�گر
مسأله و جهشی رومی احاطه�گر مسأله جهشی، مستقل احاطه�گر مسأله پیچیدگی رساله این در
مسأله سه از یک هر که می�دهیم نشان و می�کنیم بررسی را جهشی رومی مستقل احاطه�گر
است. NP-کامل نیز مسطح وتری گراف�های و مسطح دوبخشی گراف�های برای حتی بالا
با T درختان همه و γhR(G) = n− 1 یا γhR(G) = n با n مرتبه از G گراف�های همه همچنین

می�کنیم. مشخص را γhR(T ) = γh(T ) + 2 و γhR(T ) = γh(T ) + 1

درخت. گراف، ، جهشی رومی احاطه�گر تابع جهشی، احاطه�گر مجموعه کلیدی: کلمات

ط
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پیشگفتار
می�باشند. کامپیوتر علوم و رشته�هایریاضی مسائلمشترکبین از مجموعه�هایاحاطه�گر و توابع
شبکه�ها این جمله از می�باشند. پیچیده شبکه�های در فراوانی کاربردهای دارای موضوعات این
شبکه�های آنتن�هایمخابرات، مکان�یابی نقل، و شبکه�هایحمل شبکه�هایاجتماعی، به می�توان
تحقیق موضوع مباحث این کاربردها، و جذابیت به توجه با کرد. اشاره ... و بی�سیم حسگر

می�باشند. کامپیوتر علوم و گراف زمینه در محققان از بسیاری
برای هرگاه می�شود نامیده جهشی احاطه�گر مجموعه یک G گراف رئوس از S زیرمجموعه
عدد .d(u, v) = 2 به�طوری�که باشد داشته وجود u ∈ S مانند رأسی v ∈ V (G) − S رأس هر
در جهشی احاطه�گر مجموعه کوچک�ترین اندازه با برابر ،γh(G) ،G گراف جهشی احاطه�گری
جهشی رومی احاطه�گر تابع یک f : V (G) −→ {0, 1, 2} تابع همچنین می�باشد. G گراف
u ∈ N2(v) مانند رأسی ،f(v) = 0 شرط با v ∈ V (G) رأس هر ازای به هرگاه می�شود نامیده
با است برابر f جهشی رومی احاطه�گر تابع یک وزن .f(u) = 2 به�طوری�که باشد داشته وجود
برابر و داده نشان γhR(G) با را Gگراف جهشی رومی احاطه�گری عدد .f(V ) =

∑
v∈V (G) f(v)

در می�باشد. G گراف روی جهشی رومی احاطه�گر توابع وزن�های میان در وزن کوچکترین با
که آن�ها به وابسته پارامترهای و جهشی، رومی احاطه�گر عدد جهشی، احاطه�گر عدد رساله این

می�دهیم. قرار بررسی و مطالعه مورد را شده�اند تعریف رساله در
مجموعه مانند نیاز، مورد مفاهیم و تعاریف ذکر به رساله این اول فصل در خلاصه، به�طور
رومی، احاطه�گر تابع جهشی، مستقل احاطه�گر مجموعه جهشی، احاطه�گر مجموعه احاطه�گر،
تاریخچه آخر بخش در می�پردازیم. جهشی رومی مستقل احاطه�گر و جهشی رومی احاطه�گری

می�کنیم. بیان را آن�ها کاربردهای از برخی و رومی احاطه�گر مجموعه�های و توابع
بخش در می�کنیم. صحبت پیچیدگی نظریه مورد در ،٢.٢ بخش در ابتدا دوم، فصل در
می�کنیم. بیان را جهشی احاطه�گر تصمیم�گیری مسأله پیچیدگی مورد در شده ارائه نتایج ،٣.٢
احاطه�گر عدد مسأله پیچیدگی بررسی به ترتیب، به ،۶.٢ و ۵.٢ ،۴.٢ بخش�های در سپس
می�پردازیم. جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع و جهشی رومی احاطه�گر تابع جهشی، مستقل
وتری گراف�های و مسطح دوبخشی گراف�های برای حتی مسائل این که می�دهیم نشان ما

هستند. NP-کامل نیز مسطح
می�کنیم. بیان را جهشی رومی احاطه�گر تابع از خواصی ،٢.٣ بخش در ابتدا سوم، فصل در

یز



پیشگفتار یح
می�کنیم. مشخص را n− 1 یا n جهشی رومی احاطه�گر عدد با گراف�های ،٣.٣ بخش در سپس
مشخصمی�کنیم. را γhR(T ) = γh(T )+1 با T درختان بخش۴.٢، در ابتدا چهارم، فصل در
را است برقرار آن�ها برای γhR(T ) = γh(T ) + 2 رابطه که T درختان همه ،٣.۴ بخش در سپس

می�کنیم. مشخص
مطالعاتی فرصت دوره در دانشجو پژوهش و مطالعه مورد موضوع بیان به پنجم، فصل در

است. شده پرداخته شاینا متیا پروفسور سرپرستی تحت اتاوا-کانادا دانشگاه در



١ فصل
مقدمات و تعاریف

مقدمه ١.١
پیرامون بحث به گراف، نظریه�ی در مقدماتی مفاهیم و اولیه تعاریف بیان از پس فصل این در
به آن�ها، به وابسته پارامترهای و جهشی رومی احاطه�گر توابع و جهشی احاطه�گر مجموعه�های
بیان به فصل این پایانی بخش در می�پردازیم. می�شوند، بیان رساله این در که پارامترهایی ویژه
تعاریف می�پردازیم. رومی احاطه�گر توابع و احاطه�گر مجموعه�های از کاربردهایی و تاریخچه

است. [٩] مرجع براساس گراف با مرتبط مفاهیم سایر و فصل این در شده ارائه

اولیه مفاهیم و تعاریف ٢.١
E(G) خانواده و ،V (G) ناتهی و متناهی مجموعه�ی از است عبارت G = (V (G), E(G)) ١ گراف
٣ یکیال E(G) عضو هر و یکرأس٢ V (G) عضو هر .V (G) در اعضای از نامرتب دوتایی�های از
مشخص n(G) نماد با و شده نامیده گراف ۴ مرتبه ،|V (G)| یعنی رأس�ها، تعداد می�شود. نامیده
همچنین می�شود. m(G)نمایشداده نماد با و شده نامیده گراف ۵ اندازه نیز |E(G)| می�شود.
با v و u می�گوییم e = uv ∈ E(G) اگر و کرده مشخص uv ∈ E(G) با را {u, v} ∈ E(G) یال هر

١Graph
٢Vertex
٣Edge

۴Order
۵Size



مقدمات و تعاریف ٢
با یال دو می�نامند. ۶ طوقه را آن باشند منطبق هم بر یال یک سر دو اگر هستند. مجاور هم
یال که است گرافی ، ٨ گرافساده می�نامند. ٧ موازی یال�های را یکسان انتهایی و ابتدا رئوس
گراف باشد، متناهی آن رأس�های مجموعه که گرافی همچنین باشد، نداشته طوقه و موازی
عبارت و می�شود نمایشداده NG(v) نماد با vرأس ١٠ باز همسایگی می�شود. نامیده ٩ متناهی
.NG(v) = {u ∈ V (G)| uv ∈ E(G)} یعنی ،G گراف در v با مجاور رئوس مجموعه از است
از است عبارت و می�شود داده نمایش NG[v] نماد با v رأس ١١ بسته همسایگی همچنین
را G گراف در v رأس از k فاصله با رئوس همه .NG[v] = {u ∈ V (G)| uv ∈ E(G)} ∪ {v}

به و می�دهند، نشان Nk[v] با را v رأس با Nk(v) مجموعه اجتماع و می�دهند نشان Nk(v) با
برابر می�شود، داده نمایش degG(v) نماد با که v رأس ١٢ درجه .Nk[v] = Nk(v) ∪ {v} عبارتی
G گراف در v رأس ١٣ جهشی درجه همچنین است. G گراف در v رأس همسایه�های تعداد با
ماکسیمم می�باشد. v رأس از 2 فاصله با رئوس تعداد با برابر و می�شود داده نشان degh(v) با
داده نمایش δ(G) و ∆(G) نماد با ترتیب به را G گراف رئوس ١۵ درجه مینیمم و ١۴ درجه
برگ یک نباشد. مجاور دیگری رأس هیچ با که است رأسی منفرد، رأس یک ١۶ می�شوند.
باشد آویزان رأس یک همسایگی در که رأسی و است. یک درجه از رأسی ( ١٨ آویزان (رأس ١٧
رئوس مجموعه و L(G) نماد با G گراف برگ�های مجموعه می�شود. نامیده ١٩ رأسپشتیبان
هرگاه می�شود نامیده ٢٠ قوی رأسپشتیبان یک می�شود. داده نشان S(G) نماد با آن پشتیبان
برگ�های همه�ی مجموعه�ی x پشتیبان رأس هر برای باشد. برگی همسایه دو حداقل دارای
افزودن G گراف در uv یال کردن زیر�تقسیم از منظور می�شود. داده نمایش Lx با آن همسایه

است. uwv مسیر با uv یال جایگزینی و G گراف به w جدید رأس
ماکسیمال زیرگراف ،S توسط ٢١ القایی زیرگراف ،G[S] ،V (G) از S زیرمجموعه هر برای
،G گراف رأس�های از S زیرمجموعه یک برای می�کند. مشخص را S رئوس مجموعه با G از
راحتی برای آن�گاه S = {v} اگر است. S رأس�های حذف با G از آمده به�دست گراف G − S

می�دهیم. نمایش G− v به�صورت را G− S

�است گرافی ، ٢٣ کامل گراف می�باشد. 2 حداقل مرتبه از گرافی ٢٢ بدیهی غیر یکگراف
دارای ،n مرتبه از کامل گراف یک باشد. داشته وجود یال یک دقیقاًًًًً آن رأس دو هر بین که
رأسی n گرافی G کنید فرض می�دهند. نمایش Kn نماد با را آن که است یال n(n−1)

2 و رأس n
گرافی می�شود، داده نمایش Ḡ نماد با که G گراف متمم) (یا ٢۴ مکمل در�اين�صورت باشد.

۶Loop
٧Parallel edges
٨Simple graph
٩Finite graph
١٠Open neighborhood
١١Closed neighborhood
١٢Degree
١٣Hop-degree
١۴Maximum degree
١۵Minimum degree

١۶Isolated vertex
١٧Leaf
١٨Pendant vertex
١٩Support vertex
٢٠Strong support
٢١Induced subgraph
٢٢Non-trivial graph
٢٣Complete graph
٢۴Complement



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف
و اگر هستند مجاور Ḡ در v و u مانند رأس دو هر به�طوری�که V (G) رئوس مجموعه با است
یکسان آن رئوس تمام درجه�ی که است گرافی ٢۵ منتظم گراف نباشند. مجاور G در اگر فقط
یال�های تعداد می�گوییم. k-منتظم گراف باشد، k آن رأس هر درجه که منتظمی گراف باشد.

می�باشد. q = nk
2 برابر k-منتظم گراف

چنان Y و X زیر�مجموعه دو به آن رأس�های مجموعه که است گرافی ٢۶ دو�بخشی گراف
گراف یک باشد. Y در آن�ها دیگر سر و X در G گراف یال�های تمام سر یک که شود، افراز
گراف باشد، شده وصل Y رئوس تمام به X رأس هر آن در که ،Y و X بخش�های با دوبخشی
با کامل دوبخشی گراف آن�گاه |Y | = m و |X| = n اگر می�شود. نامیده ٢٧ کامل دو�بخشی
هیچ شامل که است گرافی ٢٨ گرافوتری نمایشمی�دهیم. Kn,m نماد با را Y و X بخش�های

نباشد. 4 حداقل طول به القایی دور
یال�هایش به�گونه�ای�که کرد رسم یکصفحه در را آن می�توان استکه گرافمسطح٢٩گرافی
و دوبخشی هم که است گرافی گرافدوبخشیمسطح٣٠ کنند. قطع رأس�ها در تنها را یکدیگر
گرافوتریمسطح٣١گویند. را باشد وتری هم و مسطح هم که گرافی همچنین باشد. مسطح هم
یال�هاست، و رأس��ها از v0, e1, v1, e2, . . . , ek, vk متناوب دنباله یک ،k طول به ٣٢ گشت یک
هیچ استکه گشتی ٣٣ یکمسیر باشد. یال یک ei = vi−1vi ،i = 1, . . . , k هر برای به�طوری�که
رأس�های از مرتبی فهرست صورت به گراف یک در را مسیر یک باشد. نداشته تکراری رأس
یال یک ei = vi−1vi ، i = 1, . . . , n هر برای به�طوری�که می�گیریم، نظر در v0, v1, . . . , vn متمایز
انتهای رأس و u آن ابتدای رأس که مسیری نمایشمی�دهیم. Pn با را رأسی n یکمسیر باشد.
است سه حداقل طول به بسته�ای گشت ٣۴ یکدور می�گویند. ,u)-مسیر v) یک را باشد v آن
دیگری تکراری رأس هیچ و هستند منطبق یکدیگر بر انتهایی رأس و ابتدایی رأس آن در که

می�دهیم. نشان Cn با را رأسی n دور یک نداریم.
v به u از مسیری ،v و u متمایز رأس دو هر برای هرگاه می�شود نامیده ٣۵ همبند G گراف
که v و u بین ٣۶ این�صورتفاصله در باشند. Gگراف رأس�های v و u فرضکنید باشد. موجود
گراف در v و uبین مسیر کوتاه�ترین طول از است عبارت نمایشمی�دهیم dG(u, v) نماد با را آن
ممکن فاصله بیشترین که است رأسی دو بین مسیر طول ،diam(G) گراف، یک ٣٧ قطر .G
دور کوتاه�ترین گویند. قطری مسیر یک را diam(G) فاصله با رأس دو بین مسیر هر دارند. را
می�دهند. نمایش g(G) نماد با را دور این طول و گویند گراف ٣٨ کمر را G گراف در موجود

نیز را درخت یک همبند القایی زیر�گراف هر دارد. نام ٣٩ درخت دور، فاقد همبند گراف هر
٢۵Bipartite graph
٢۶Regular graph
٢٧Complete bipartite graph
٢٨Chordal graph
٢٩Planar Graph
٣٠planar bipartite Graph
٣١planar chordale Graph
٣٢Walk

٣٣Path
٣۴Cycle
٣۵Connected graph
٣۶Distance
٣٧Diameter
٣٨Girth
٣٩Tree



مقدمات و تعاریف ۴
رئوسمتمایز بقیه از رأسآن یک که است درختی ۴١ یکدرختریشه�دار گویند. زیر�درخت۴٠
باشد، ریشه�دار یکدرخت T اگر می�شود. نامیده درخت۴٢ ریشه شده رأسمتمایز باشد. شده
گوییم باشد، u ∈ NTv(v) اگر نمایشمی�دهیم. Tv نماد با را vرأس در ریشه�دار زیردرخت آن�گاه
مرکزی رئوس اتصال از که است گرافی ۴۵ دوگانه یکستاره است. u ۴۴ پدر v و v ۴٣ فرزند u
دو دقیقاًًًًً با درختی دوگانه، ستاره یک بنابراین می�آید. به�دست یال یک با k1,q و k1,p ستاره دو

می�باشد. غیر�برگ رأس

گراف�ها در احاطه�گری ٣.١
در مطالعه است. احاطه�گری۴۶ مفهوم گراف نظريه�ی در شده مطرح مفاهيم مهم�ترین از یکی
احاطه صفحه تمام روی به�طوری�که شطرنج صفحه�ی در وزیران تعداد کمترین انتخاب مورد
آن از پس مسأله این شد. مطرح دیانیچ۴٧ توسط که بر�می�گردد 1862 سال به باشند داشته
را آن�ها یاگلوم۴٨ برادران و شد عنوان نیز شطرنج مهره�های سایر با و متفاوت شکل�های در
حل همچنان آن�ها از برخی که مسأله�ها این نمودند. بررسی کتابی قالب در 1964 سال در
سال در بار اولين هستند. احاطه�گری مفهوم اصلی خاستگاه واقع در مانده�اند باقی نشده
خارجی۵٠ پایداری ضریب نام به مفهومی گراف، نظریه�ی در خود کتاب در برگ۴٩ کلاود 1958

واژه�ی از خود کتاب در مفهوم همین برای اور۵١ اویستین 1962 سال در بعد�ها نمود. تعریف
بررسی مورد و شد شناخته عنوان همین تحت پس آن از و کرد استفاده احاطه�گر۵٢ مجموعه
این برای شده انجام کارهای نیه�می۵۴ هدت و کوکاینه۵٣ هشتاد دهه�ی اواسط در گرفت. قرار
بکار را G گراف در احاطه�گر مجموعه کوچکترین اندازه�ی مفهوم و کرده جمع�آوری را مفهوم
گوناگونی اشکال در احاطه�گری مفهوم مقاله این از پس دادند. نمایش γ(G) نماد با و بردند
نظریه�ی در مباحث جذاب�ترین و مهم�ترین از یکی به امروزه به�طوری�که یافت تعمیم و تعریف

است. شده تبدیل گراف
اختصاص خود به را تعمیم�ها این اصلی بخش دو احاطه�گر توابع و احاطه�گر مجموعه�های
احاطه�گر اندازه�یکوچکترینمجموعه�ی آوردن به�دست موارد این اغلب در هدفاصلی داده�اند.
توابع و مجموعه�ها ما بخش این در می�باشد. احاطه�گر توابع برای ممکن وزن کمترین یافتن یا

می�کنیم. بیان را رساله این در نیاز مورد احاطه�گر
۴٠Subtree
۴١Rooted tree
۴٢Root of the tree
۴٣Child
۴۴Father
۴۵Double star
۴۶Domination
۴٧De Jaenisch

۴٨Yaglom
۴٩Clude Berge
۵٠Coefficient of external stability
۵١Oysteine Ore
۵٢Dominating set
۵٣Cockayne
۵۴Hedentniemi



۵ گراف�ها در احاطه�گری

احاطه�گر مجموعه�های ١.٣.١
و ،|V | = n به�طوری�که V رئوس مجموعه با گراف یک G = (V,E) کنید فرض .١.٣.١ تعریف
برای هرگاه می�نامیم، احاطه�گر یکمجموعه�ی را S ⊆ V مجموعه باشد. E یال�های مجموعه
عدد را Gگراف در احاطه�گر مجموعه�ی یک اندازه�ی مینیمم .|N [v]∩S| ≥ 1 ،v ∈ V راس هر
G احاطه�گر مجموعه�ی یک به می�شود. داده نشان γ(G) با و نامیده مجموعه آن احاطه�گری

�می�شود. گفته γ(G)-مجموعه یک ،γ(G) اندازه�ی با
از تعدادی به ما ادامه در است. شده ارائه احاطه�گر مجموعه�های از مختلفی تعمیم�های

می�کنیم. اشاره می�باشند، نیاز مورد رساله این در که آن�هایی ویژه به تعمیم�ها این
احاطه�گری نام به احاطه�گری پارامترهای از دیگر یکی ،[۶] ۵۶ ناتاراجان و ۵۵ آیاسوامی
قرار مطالعه مورد [٢۴ ،۵ ،٢١] مانند مقالاتی در پارامتر این سپس کردند. معرفی را جهشی

گرفت.
نامیده جهشی۵٧ احاطه�گر مجموعه یک ،G گراف رئوس از S زیرمجموعه .٢.٣.١ تعریف
به�طوری�که باشد داشته وجود u ∈ S مانند رأسی ،v ∈ V (G)− S رأس هر برای هرگاه می�شود
مجموعه کوچک�ترین اندازه با برابر ،γh(G) ،G گراف احاطه�گریجهشی۵٨ عدد .d(u, v) = 2

می�باشد. G گراف در جهشی احاطه�گر
هرگاه نامند، مستقلجهشی۵٩ احاطه�گر یکمجموعه را S ⊆ V (G) مجموعه تعریف٣.٣.١.
عدد نباشند. یکدیگر از 2 فاصله در آن از رأسی دو هیچ و باشد جهشی احاطه�گر یکمجموعه S
مجموعه کوچکترین اندازه با برابر و داده نشان γhi(G) نماد با را احاطه�گریمستقلجهشی۶٠

می�باشد. G گراف در جهشی مستقل احاطه�گر

احاطه�گر توابع ٢.٣.١
هر برای f(v) = 1 ضابطه با f : V −→ {0, 1} تابع باشد. احاطه�گر مجموعه یک S کنید فرض
مجموعه با متناظر تابع این بوضوح بگیرید. نظر در را f(v) = 0 صورت این غیر در و ،v ∈ S

{0, 1} مجموعه از غیر دیگری مجموعه تابع این برد کنید فرض حال می�باشد. S احاطه�گر
احاطه�گر مجموعه عضو می�گیرد، تابع این تحت صفر غیر مقدار که رأسی حالت این در باشد.
می�کند. مشخص نیز را رئوس دیگر بر احاطه�گری روش تابع، این همچنین و می�باشد جدید
را احاطه�گری از نوع این می�شود. حاصل احاطه�گری از مختلفی انواع نگرش این با بنابراین
و جهشی۶١ رومی احاطه�گر تابع رومی، احاطه�گر تابع مفهوم ادامه در گویند. احاطه�گر توابع

کرد. خواهیم بیان را جهشی۶٢ رومی مستقل احاطه�گر تابع
۵۵Ayyaswamy
۵۶Natarajan
۵٧Hop dominating set
۵٨Hop domination number
۵٩Hop independent dominating set

۶٠Hop independent domination number
۶١Hop Roman dominating function
۶٢Hop Roman independent dominating

function



مقدمات و تعاریف ۶
باشد. گراف یک G = (V (G), E(G)) کنید فرض .۴.٣.١ تعریف

به هرگاه می�شود نامیده رومی۶٣ احاطه�گر تابع یک ،f : V (G) −→ {0, 1, 2} تابع دراین�صورت
به�طوری�که باشد داشته وجود u ∈ N(v) مانند رأسی f(v) = شرط0 با v ∈ V (G)رأس هر ازای
رنگ�های با رئوسگراف از آمیزی یکرنگ رومی، احاطه�گر تابع یک دیگر، عبارت به .f(u) = 2

وزن باشد. 2 رنگ با رأس یک حداقل همسایه 0 رنگ با رأس هر به�طوری�که می�باشد {0, 1, 2}

را f مانند رومی احاطه�گر تابع هر .f(V ) =
∑

v∈V (G) f(v) با است برابر f رومی احاطه�گر تابع
i = 0, 1, 2 هر ازای به افراز این در داد. نمایش f = (V f

0 , V f
1 , V f

2 ) صورت به افرازی با می�توان
تساوی از می�توان را f تابع وزن نمایش، این در . V f

i = {v ∈ V (G)| f(v) = i} داریم:
داده نشان γR(G) با را Gگراف ۶۴ رومی احاطه�گری عدد نمود. محاسبه f(V ) = |V f

1 |+2|V f
2 |

می�باشد. G گراف روی رومی احاطه�گر توابع وزن�های میان در وزن کوچکترین با برابر و

سپسمورد و شد مطالعه [٣٢] استوارتدر توسط ١٩٩٩ سال در بار اولین احاطه�گریرومی
بررسی و مطالعه مورد [١۴] جمله از زیادی مقالات در و گرفت قرار زیادی ریاضی�دانان توجه
گرفته�اند قرار بررسی و مطالعه مورد رومی احاطه�گری از مختلفی انواع تاکنون گرفت. قرار
رومی احاطه�گر نام به رومی احاطه�گر تابع از تعمیم دو ما رساله این در .[٣١ ،٢۵ ،٣۴ ،١٩]

می�کنیم. تعریف زیر صورت به را جهشی رومی مستقل احاطه�گر و جهشی

f : V (G) −→ {0, 1, 2} تابع باشد. گراف یک G = (V (G), E(G)) کنید فرض .۵.٣.١ تعریف
شرط با v ∈ V (G) رأس هر ازای به هرگاه می�شود نامیده جهشی۶۵ رومی احاطه�گر تابع یک
تابع یک وزن .f(u) = 2 به�طوری�که باشد داشته وجود u ∈ N2(v) مانند رأسی f(v) = 0

جهشی رومی احاطه�گر تابع هر .f(V ) =
∑

v∈V (G) f(v) با است برابر f جهشی رومی احاطه�گر
هر ازای به افراز این در داد. نمایش f = (V f

0 , V f
1 , V f

2 ) صورت به افرازی با می�توان را f مانند
را Gگراف ۶۶ جهشی رومی احاطه�گری عدد .V f

i = {v ∈ V (G)| f(v) = i} داریم: i = 0, 1, 2

جهشی رومی احاطه�گر توابع وزن�های میان در وزن کوچکترین با برابر و داده نشان γhR(G) با
می�باشد. G گراف روی

مستقل احاطه�گر تابع یک f = (V f
0 , V f

1 , V f
2 ) جهشی رومی احاطه�گر تابع .۶.٣.١ تعریف

یک وزن .d(u, v) ̸= 2 ،u, v ∈ V f
1 ∪V f

2 رأس دو هر برای هرگاه می�شود نامیده رومیجهشی۶٧
احاطه�گری عدد .f(V ) =

∑
v∈V (G) f(v) با است برابر f جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع

در وزن کوچکترین با برابر و می�شود داده نشان γhRI(G) با G گراف ۶٨ جهشی رومی مستقل
می�باشد. G گراف روی جهشی رومی مستقل احاطه�گر توابع وزن�های میان

۶٣Roman dominating function
۶۴Roman domination number
۶۵Hop Roman dominating function
۶۶Hop Roman domination number
۶٧Hop Roman independent dominating

function
۶٨Hop Roman independent domination

number



٧ احاطه�گر توابع و مجموعه�ها از کاربردهایی و تاریخچه

احاطه�گر توابع و مجموعه�ها کاربردهاییاز و تاریخچه ۴.١
زمینه�های در آن زیاد کاربردهای دلیل به گراف�ها در احاطه�گری مفهوم اخیر سال�های در
گرفته قرار زیادی محققین توجه مورد الکترونیکی شبکه�های و کامپیوتر علوم همچون مختلف
توابع و مجموعه�ها کاربردهای و تاریخچه به بخش این در است. داشته چشمگیری رشد و

می�پردازیم. رومی احاطه�گر
بازی دراین است. بوده احاطه�گری مفهوم بخش الهام شطرنج بازی که می�رسد نظر به
بازی قوانین طبق می�باشد. شطرنج مهره�های با شطرنج صفحه مربع�های شدن احاطه هدف
این کند. حرکت دلخواه تعداد به مورب و افقی عمودی، جهت در است قادر وزیر شطرنج،
استفاده مورد شطرنج صفحه�ی روی 1862 سال در دیانیچ توسط بار نخستین برای مفهوم
اما کند. تعیین را شطرنج صفحه یک پوشش برای نیاز مورد وزیر تعداد حداقل تا گرفت قرار
در بال۶٩ 1892 سال در گردید. مطالعه و بررسی گراف�ها نظریه در نظری بحث به�عنوان بعد�ها
شطرنج صفحه�ی روی گرفتن قرار جهت نیاز مورد وزیر مهره�های تعداد کمترین مسأله [٢٨]
وزیر حمله�ی مورد وزیری هیچ و گرفته قرار وزیر یک حمله�ی مورد خانه�ای هر که قسمی به
خانه مسأله این در شد. مشهور 5-وزیر مسأله�ی به مسأله این کرد. مطرح را نباشد دیگری
آن با مجاور رئوس کند، حرکت آن�ها در می�تواند وزیر که مربع�هایی و رأس یک نظر، مورد وزیر

است. شده گرفته نظر در
را گراف زمینه در مطالعات از گستره�یوسیعی آن، متنوع اقسام با احاطه�گریهمراه مفهوم
احاطه�گری مفهوم بیان به که بودند نخستینکسانی ٧١ اُرِ و برگ٧٠ است. اختصاصداده خود به
مختلف کاربردهای به توجه با پارامتر این از زیادی تعمیم�های ادامه در و پرداختند گراف�ها در
نصب برای مخابرات در می�توان احاطه�گر مجموعه�های کاربردهای از است. شده بیان آن از
مراکز یا بیمارستان احداث برای مکان�ها بهترین انتخاب یا شهر از مناطقی در آنتن دکل�های
دکل�های شهر از مناطقی در است قرار فرضکنید مثال، به�عنوان نمود. اشاره ... و آتش�نشانی
همچنین و شده انجام مناسب دهی آنتن شهر نقاط تمامی به به�طوری�که شود نصب مخابرات
به دکل نصب برای نقاط کمترین انتخاب با یعنی باشد. صرفه به مقرون نیز اقتصادی نظر از
رئوسگراف به�عنوان را شهر مختلف مناطق منظور این برای کنیم. پیدا دست نظر مورد هدف
مناطقی آن منطقه، هر در دکل نصب صورت در دهی، آنتن برد به توجه با و می�گیریم نظر در
مورد گراف یال�های ترتیب این به و می�کنیم متصل آن به خطوطی با را می�شوند دهی آنتن که

می�کنیم. طراحی گرافی و کرده رسم را نظر
استقرار به موضوع این پیشینه می�پردازیم. رومی احاطه�گر توابع تاریخچه بیان به ادامه در

می�گردد. بر میلاد از بعد چهارم قرن در روم امپراطوری ارتش واحدهای
نقشه گرفت. قرار حمله مورد روم امپراطوری مسیح میلاد از قبل چهار قرن حدود در
با G = (V,E) گراف یک ما ریاضی مدل ببینید. می�توانید ١.١ شکل در را روم امپراطوری
۶٩W. W Rouse Ball
٧٠Berge

٧١Ore



مقدمات و تعاریف ٨

روم. امپراطوری نقشه :١.١ شکل

در ناحیه یک نمایشگر ما گراف در رأس هر است. E های یال مجموعه و V رئوس مجموعه
مجاور متناظرشان نقاط اگر هستند متصل هم به یال یک با رأس دو و است روم امپراتوری
دهد استقرار منطقه هشت در را خود ارتش چهار که شد مجبور کنستانتین امپراطور باشند.
این در را ارتش واحد هر طوری می�خواست او کند. دفاع حملات این مقابل در امپراطوری از تا
همان در یافته استقرار ارتش واحد دو یا یک توسط منطقه هر که دهد، استقرار منطقه هشت
مواقع در به�طوری�که باشد ارتش واحد دو با منطقه یک مجاورت در یا و شود محافظت منطقه
کنستانتین امپراطور شود. فرستاده بی�دفاع منطقه به منطقه این از ارتش واحد یک حمله
کنند. پیدا استقرار قسطنطنیه در دیگر واحد دو و روم در ارتش واحد دو که گرفت تصمیم
امپراطوری مدتی از بعد دلیل همین به و بود بی�دفاع حمله مواقع در بریتانیا تنها ترتیب بدین
وجود موضوع این برای پیچده�ای و زیاد بسیار دلایل مطمعناً داد. دست از را بریتانیا کنترل روم
درستی به [٣٢] در استوارت وجود این با داد. توضیح ساده مدل این با را آنها نمی�توان که دارد
روم امپراطوری شاید داشت، قویتری ریاضی درک کنستانتین امپراطور اگر که می�کند استدلال

کند. حفظ را بریتانیا می�توانست بیشتری زمان مدت در



٢ فصل
جهشی احاطه�گر پیچیدگی

مقدمه ١.٢
بخش در سپس می�کنیم. صحبت پیچیدگی نظریه مورد در ٢.٢ بخش در ابتدا فصل این در
می�کنیم. بیان را احاطه�گریجهشی تصمیم�گیری مسأله پیچیدگی مورد در شده ارائه نتایج ٣.٢
مستقل احاطه�گری مسأله پیچیدگی بررسی به ترتیب، به ،۶.٢ و ۵.٢ ،۴.٢ بخش�های در و
ما می�پردازیم. جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع و جهشی، رومی احاطه�گر تابع جهشی،
دوبخشی گراف�های برای حتی فوق، مساله سه هر برای تصمیم�گیری مساله می�دهیم نشان
از مسائل این پیچیدگی بررسی برای هستند. NP-کامل ، مسطح وتری گراف�های و مسطح

می�کنیم. استفاده است، شده بیان زیر در که رأسی پوشش مسأله به مسائل این کاهش
پوششرأسی. مسأله

.k مثبت صحیح عدد و G غیرتهی گراف نمونه:
می�باشد؟ k حداکثر اندازه از رأسی پوشش دارای G آیا سوال:

محاسباتی پیچیدگی ٢.٢
در فراوانی کاربردهای دارای جهشی احاطه�گر مجموعه�های شد، ذکر ١ فصل در که همان�طور
می�باشد. مهم بسیار مسائل این حل چگونگی بررسی بنابراین می�باشند. مختلف زمینه�های



جهشی احاطه�گر پیچیدگی ١٠
از شاخه�ای محاسباتی، پیچیدگی نظریه می�شود. بررسی مسائل این حل سختی بخش، این در
به�صورت مسائل، حل دشواری بررسی به که است کامپیوتر علوم و ریاضی در محاسبات نظریه
می�توان معمولا هستند. بهینه�سازی مسائل مسائل، این از بسیاری می�پردازد. الگوریتمی
یک حل سختی بررسی درآورد. تصمیم�گیری مسأله یک شکل به را بهینه�سازی مسأله یک
تصمیم مسئله بودن سخت بلکه نمی�رود، کار به بهینه�سازی مسائل در مستقیم به�طور مسأله
نشان بنابراین، شود. می بررسی زمانی پبچیدگی نظر از سازی بهینه مسئله با متناظر گیری
می�کند. محدود تصمیم�گیری مسائل ناحیه به را ما خیر، یا است سخت مسأله�ای این�که دادن
متفاوتی دسته�های به خود، حل زمانی مرتبه به توجه با تصمیم�گیری مسائل به�طور�کلی،
الگوریتم�هایی یا الگوریتم آنها حل برای که می�باشند مسائلی آن�ها از دسته�ای می�شوند. تقسیم
یا معین الگوریتم�های کلاس مسائل این است. شده یافت چندجمله�ای زمانی پیچیدگی با
ذکر به لازم دارند. تعلق ١P کلاس به مسائل این می�دهند. تشکیل را قطعی الگوریتم�های
پیچیدگی حالت، بدترین در که است الگوریتمی ، ٢ چندجمله�ای زمانی الگوریتم که است
مسایلی تمام شامل ،P کلاس خاص، به�طور باشد. ورودی اندازه از چندجمله�ای تابع آن زمانی
ورودی اندازه n و ثابت عدد یک k جاییکه می�باشند، حل قابل O(nk) زمان در که می�باشد
مسائل تمام شامل که دارند قرار ٣NP کلاس در مسائل از دیگر دسته می�باشد. مساله برای
مسأله برای شده داده جواب یک درستی چندجمله�ای زمان در می�توان که است تصمیم�گیری
درنظر D = (V,E) جهتدار گراف در همیلتنی دور مسأله مثال، بعنوان کرد. تایید و بررسی را
شده داده جواب یک بعنوان را D گراف رأس�های از < v1, v2, ..., v|V | > رئوس دنباله بگیرید.
داد نشان و کرد بررسی ای چندجمله زمان در می�توان آنگاه بگیرید. نظر در مسأله این برای

.(v|V |, v1) ∈ E همچنین و (vi, vi+1) ∈ E ،i = 1, 2, ..., |V | − 1 هر برای که
در کلاس�ها این برای که سؤالی مهم�ترین است. NP زیرکلاس P کلاس که است بدیهی
تساوی این که دارد وجود گسترده باور این .NP = P آیا که است این دارد وجود نظریه این
X مسأله Yبه ∈ NP مسأله هر اگر است NP-سخت۴ یکمسأله X باشد. درست نمی�تواند
باشد NP خانواده به متعلق اگر است NP-کامل۵ مسأله یک همچنین، کند. پیدا کاهش
-NP و NP کلاس��های زیرکلاس NP-کامل کلاس باشد. نیز NP-سخت حال عین در و
تشکیل را NP-سخت و NP مشترککلاس�های فصل NP-کامل کلاس واقع در است. سخت

می�دهد.
کوک مقاله این در .[١۶] شد مطرح ١٩٧١ سال در کوک۶ توسط بار اولین NP-کامل مسأله
بیست کارپ٨ ١٩٧٢ سال در است. NP-کامل مسأله یک پذیری٧ صدق مسأله که کرد ثابت

داد[٢٣]. قرار NP-کامل مسائل رده در را ترکیبیاتی مسائل از مسأله یک و
١Polynomial
٢ Polynomial-time algorithm
٣Non-deterministic Polynomial
۴NP-hard
۵NP-complete

۶Cook
٧Satisfiability
٨Karp



١١ محاسباتی پیچیدگی
استفاده کاهش٩ مفهوم از نه، یا است NP-کامل مسئله یک آیا اینکه دادن نشان برای

می�کنیم.
مسئله باشند. مسئله دو Y و X فرضکنید مسائل، بین پذیری کاهش مفهوم بهتر درک برای
زمانی پیچیدگی با معین الگوریتم یک چنانچه اگر فقط و اگر می�کند پیدا کاهش Y مسئله به X
پیچیدگی با معین الگوریتم کارگیری به با بتوان آنگاه باشد، داشته وجود Y برای چندجمله�ای
حل چندجمله�ای زمان در و معین الگوریتمی با را X می�کند، حل را Y که چندجمله�ای زمانی
مفهوم از نه یا است −NPکامل مسئله یک آیا اینکه دادن نشان برای رساله این در کرد.
که بگیریم نظر در را A مانند تصمیم�گیری مسئله�ی یک دهید اجازه می�کنیم. استفاده کاهش
مسئله�ی یک به را ورودی کنیم. حل O(nk) چندجمله�ای زمانی پیچیدگی در را آن می�خواهیم
مسیر�، مسئله�ی در به�عنوان�مثال می�کنیم. فراخوانی مسئله این از «نمونه�ای» به�عنوان خاص
مقداریمشخصبرای و G از v و uرأسخاص دو با باشد Gیکگرافخاص می�تواند یکنمونه
می�دانیم و � داریم B نام با دیگری تصمیم�گیری مسئله�ی یک که می�کنیم فرض حال .k پارامتر
رویه�ای می�کنیم فرض درنهایت دارد. چندجمله�ای زمانی پیچیدگی در راه�حلی مسئله این که
می�کند تبدیل زیر خصوصیات با B مسئله�ی از b نمونه به را Aمسئله�ی از a نمونه هر که داریم
جواب�های است. چندجمله�ای زمانی پیچیدگی دارای کاهش عملیات می�دهد». «کاهش یا
مسئله�ی جواب اگر فقط و اگر است «بلی» aمسئله�ی جواب یعنی است؛ یکسان مسئله دو هر
روشی که می�نامیم چندجمله�ای زمانی پیچیدگی با کاهشی الگوریتم را رویه این باشد. «بلی» b

مرحله سه کلا́ پس می�کند. فراهم چندجمله�ای زمانی پیچیدگی در A مسئله�ی حل برای را
�داریم:

چندجمله�ای زمانی پیچیدگی با کاهشی» «الگوریتم از استفاده با را A مسئله�ی از a نمونه�ی •
می�دهیم. شکل تغییر B مسئله�ی از b نمونه�ی به

b نمونه�ی روی بر را B مساله برای چندجمله�ای زمانی پیچیدگی با تصمیم�گیری الگوریتم •
می�کنیم. اجرا

می�کنیم. استفاده a مسئله�ی برای جوابی به�عنوان آورده�ایم به�دست b برای که جوابی از •
نیز باهم مرحله سه چندجمله�ایاستهر زمانی دارایپیچیدگی مراحل این یکاز هر که زمانی تا
زمانی پیچیدگی با راهی که بگوییم می�توانیم و بود خواهد چندجمله�ای زمانی پیچیدگی دارای
«کاهش» با به�عبارت�دیگر، پیداکرده�ایم. a مسئله�ی روی تصمیم�گیری برای چندجمله�ای

کرده�ایم. استفاده A سادگی اثبات برای B سادگی از ما ،�B مسئله�ی به A مسئله�ی
احاطهگر تابع جهشی، مستقل احاطهگری مسایل از یک هر محاسباتی پیچیدگی ادامه در
مسأله به مسایل این از یک کاهشهر با را رومیجهشی مستقل احاطهگر تابع و رومیجهشی،

می�دهیم. قرار بررسی مورد است، کامل -NP مسأله یک که رأسی، پوشش تصمیم�گیری

٩Reduction



جهشی احاطه�گر پیچیدگی ١٢

جهشی احاطه�گر عدد پیچیدگی ٣.٢
می�باشد: زیر صورت به جهشی احاطه�گر تصمیم�گیری مسأله

جهشی. احاطه�گر مسأله
.k مثبت صحیح عدد و G غیرتهی گراف نمونه:

می�باشد؟ kحداکثر اندازه از جهشی احاطه�گر مجموعه یک دارای G آیا سوال:
مسأله به جهشی احاطه�گر تصمیم�گیری مسأله کاهش از استفاده با راد١١ جعفری و هنینیگ١٠
را زیر نتایج و کردند بررسی را جهشی احاطه�گری مسأله پیچیدگی رأسی، پوشش تصمیم�گیری

دادند. ارائه
مسأله یک مسطح دوبخشی گراف�های برای حتی احاطه�گرجهشی مسأله [٢١] .١.٣.٢ قضیه

است. کامل -NP

-NP یکمسأله وتریمسطح گراف�های برای حتی احاطه�گرجهشی مسأله [٢١] .٢.٣.٢ قضیه
است. کامل

جهشی مستقل احاطه�گر پیچیدگی ۴.٢
بگیرید: نظر در را زیر تصمیم�گیری مسأله
جهشی. مستقل احاطه�گر مسأله

.k مثبت صحیح عدد و G تهی غیر گراف نمونه:
k حداکثر اندازه از جهشی مستقل احاطه�گر مجموعه دارای G گراف آیا سوال:

می�باشد؟
مسطح وتری گراف�های یا مسطح دوبخشی گراف�های برای حتی مسأله این که می�دهیم نشان

است. NP-کامل نیز
NP-کامل مسطح، دوبخشی گراف�های برای جهشی مستقل احاطه�گر مسأله .١.۴.٢ قضیه

است.
چندجمله�ای زمان در زیرا می�باشد، NP مسأله یک جهشی مستقل احاطه�گر مسأله برهان.
مستقل احاطه�گر مسأله حال کرد. بررسی را مسأله از شده داده نمونه یک صحت می�توان
جواب داری مسائل این از یکی می�دهیم نشان و داده، کاهش رأسی پوشش مسأله به را جهشی

باشد. جواب دارای دیگری اگر فقط و اگر است،
١٠Henning
١١Jafari Rad
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.١.۴.٢ قضیه اثبات در G = P3 گراف از حاصل H گراف :١.٢ شکل

باشد. mG ≥ 2 اندازه و nG مرتبه از همبند مسطح دوبخشی گراف یک G کنید فرض
یال هر می�شود. حاصل زیر صورت به G گراف از که باشد گرافی H کنید فرض همچنین
تقسیم از حاصل رئوس xe, ye, ze رئوس کنید فرض می�کنیم. تقسیم بار سه را e = uv ∈ E(G)

برای باشند. ze و xe رأس دو هر مجاور ye و ze vمجاور ،xe مجاور u به�طوری�که باشند e یال
می�کنیم اضافه را P v

5 : v1v2...v5 رأسی پنج مسیر ،v ∈ V (G) ∪ {xe, ze | e ∈ E(G)} رأس هر
کنید فرض می�کنیم. تقسیم بار دو را v3v یال سپس و کنیم می اضافه v رأس به را v3 رأس و
v مجاور yv و v3 مجاور xv که طوری به باشند v3v یال تقسیم بار دو از حاصل رأس دو yvو xv
v3 رأس و می�کنیم متصل را P v

5 : v1v2...v5 مسیر v ∈ {ye | e ∈ E(G)} رأس هر برای باشد.
xv, yv, zv کنید فرض می�کنیم. تقسیم بار سه را v3v یال سپس و می�کنیم وصل v رأس به را
مجاور yv و vمجاور zv ،v3 مجاور xv به�طوری�که باشند v3v یال تقسیم بار سه از حاصل رئوس
را y

′′
e و y

′
e جدید رأس دو e = uv ∈ E(G) یال هر برای پایان در باشد. zv و xv رأس دو هر

حاصل گراف می�کنیم. وصل ze و xe رأس دو هر به را رأس دو این از یک هر و می�کنیم اضافه
، ١.٢ شکل در می�باشد. mH = 7nG + 30mG یال تعداد و nH = 8nG + 27mG مرتبه دارای H

است. شده داده نشان G = P3 گراف از حاصل H گراف
k حداکثر اندازه از پوششی رئوس مجموعه دارای G گراف که می�دهیم نشان ادامه در
k + حداکثر اندازه از جهشی مستقل احاطه�گر مجموعه یک دارای H اگر فقط و اگر می�باشد
اندازه از SG رأسی پوشش مجموعه دارای G گراف که کنید فرض ابتدا باشد. 2nG + 6mG
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دهید قرار باشد. k حداکثر

SH = SG ∪
{
v3, v4 | v ∈ SG

}
∪
{
xv, v3 | v ∈

(
(V (G)− SG) ∪ {xe, ze, ye | e ∈ E(G)}

)}
.

مستقل احاطه�گر مجموعه یک SH که می�دهیم نشان .d(a, b) ̸= 2 ،a, b ∈ SH دوتایی هر برای
{ye, y′e, y′′e : e ∈ مجموعه از رأس هر بوضوح می�باشد. k+2nG+6mG حداکثر اندازه از جهشی
مجموعه از عضو هر ،v ∈ SGرأس برایهر همچنین می�شود. جهشی احاطه SGتوسط ،E(G)}

هر برای می�شوند. احاطه جهشی صورت به {v3, v4} مجموعه توسط {v1, v2, ..., v5} ∪ {xv, yv}

به {v3, xv} مجموعه توسط {v1, v2, ..., v5}∪{xv, yv, v} مجموعه اعضای ،v ∈ V (G)−SG رأس
{ye1, ye2, ..., ye5} ∪ مجموعه اعضای ،e ∈ E(G) یال هر برای می�شوند. احاطه جهشی صورت
e ∈ یال هر برای می�شوند. احاطه جهشی صورت به {ye3, xye} مجموعه توسط {xye , yye , zye}
صورت به {xe3, xxe} توسطمجموعه {xe1, xe2, ..., xe5}∪{xxe , yxe , xe} اعضایمجموعه ،E(G)

{ze1, ze2, ..., ze5}∪ مجموعه اعضای ،e ∈ E(G) یال هر برای پایان در می�شوند. احاطه جهشی
مجموعه نتیجه در می�شوند. احاطه� جهشی صورت به {ze3, xze} مجموعه xze}توسط , yze , ze}

می�باشند. k + 2nG + 6mG حداکثر اندازه از جهشی مستقل احاطه�گر مجموعه یک SH

حداکثر اندازه از SH جهشی مستقل احاطه�گر مجموعه دارای H گراف که کنید فرض حال
،v ∈ V (G)∪{xe, ze, ye | e ∈ E(G)} به�طوری�که vرأس هر برای بوضوح باشد. k+2nG+6mG

،v ∈ V (G) ∪ {xe, ze, ye | e ∈ E(G)} به�طوری�که v رأس هر برای و |SH ∩ {v1, v5, v3}| ≥ 1

داریم e = uv ∈ E(G) یال هر برای علاوه به .|SH ∩ {v2, v4, xv}| ≥ 1

SH ∩
({

v, u, ye, y
′
e, y

′′
e

}
∪
{
yv | v ∈ {xe, ze, ye | e ∈ E(G)}

})
̸= ∅.

مجموعه از رأس یک آن�گاه ،SH ∩ {v, u} = ∅ باشیم داشته e = uv ∈ E(G) یال برای اگر
رئوس از یکی دقیقا و می�کنیم حذف SH ∩

(
{ye, y

′
e, y

′′
e } ∪

{
yv | v ∈ {xe, ze, ye | e ∈ E(G)}

})
،e = uv ∈ E(G) یال هر برای که فرضکنیم می�توانیم بنابراین می�کنیم. اضافه SH به را v یا u
اندازه از G گراف برای پوششی مجموعه یک SG = SH ∩ V (G) بنابراین .SH ∩ {v, u} ̸= ∅

k حداکثر اندازه از رأسی پوشش دارای G گراف لذا می�باشد. |SH | − 2nG − 6mG حداکثر
است. کامل اثبات بنابراین می�باشد.

می�پردازیم. مسطح وتری گراف�های در مسأله این پیچیدگی بررسی به ادامه در
مسطح وتری گراف�های برای جهشی مستقل احاطه�گر تصمیم�گیری مسأله .٢.۴.٢ قضیه

است. NP-کامل

جهشی مستقل احاطه�گر مسأله است، شده بیان ١.۴.٢ قضیه اثبات در که همانطور برهان.
رأسی پوشش مسأله به را جهشی مستقل احاطه�گر مسأله حال است. NP-کامل مسأله یک
جواب دارای دیگری اگر فقط و اگر است جواب داری مسائل این از یکی لذا و می�دهیم کاهش

باشد.
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H کنید فرض باشد. mG ≥ 2 اندازه و nG مرتبه از مسطح وتری گراف یک G کنید فرض
با را e = vu ∈ E(G) یال هر ابتدا �آید: می به�دست زیر به�صورت G گراف از که باشد گرافی
سه را e′′ و e

′ یال دو از یک هر سپس می�کنیم. جایگزین e
′′
= uv و e

′
= uv دوگانه یال یک

و باشند، e′ یال تقسیم بار سه از حاصل رئوس xe′ , ye′ , ze′ کنید فرض می�کنیم. تقسیم بار
رأس به مجاور xe′′ و xe′ به�طوری�که باشند e′′ یال تقسیم بار سه از حاصل رئوس xe′′ , ye′′ , ze′′
xe′′ رئوس مجاور ye′′ رأس ،ze′ و xe′ رئوس مجاور ye′ رأس ،v رأس مجاور ze′′ و ze′ رئوس ،u
ادامه در می�کنیم. اضافه را ye′ze′′ و ye′xe′′ ،ze′ze′′ ،ye′ye′′ ،xe′xe′′ یال�های سپس باشد. ze′′ و
را P v

5 : v1v2...v5 رأسی پنج مسیر ،v ∈ V (G) ∪ {xe′ , xe′′ , ze′ , ze′′ | e ∈ E(G)} رأس هر برای
می�کنیم. تقسیم دوبار را v3v یال سپس می�کنیم، وصل v رأس به را v3 رأس و می�کنیم اضافه
yv و ،v3 مجاور xv به�طوری�که باشند v3v یال تقسیم از حاصل رأس دو yv و xv کنید فرض
را P v

5 : v1v2...v5 رأسی پنج مسیر ،v ∈ {ye′ , ye′′ | e ∈ E(G)} رأس هر برای می�باشد. v مجاور
تقسیم بار سه را v3v یال سپس و می�کنیم وصل v رأس به را v3 رأس سپس و می�کنیم اضافه
مجاور xv به�طوری�که باشند v3v یال تقسیم از حاصل رئوس zv و yv ،xv کنید فرض می�کنیم.
گراف یک H شده حاصل گراف باشد. zv و xv رأس دو هر مجاور yv و v مجاور zv ،v3 رأس
،٢.٢ شکل در می�باشد. 7nG + 57mG اندازه و nH = 8nG + 50mG مرتبه از مسطح وتری
G گراف که می�دهیم نشان ادامه در است. شده داده نشان G = P3 گراف از حاصل H گراف
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مجموعه یک دارای H گراف اگر فقط و اگر می�باشد k حداکثر اندازه از رأسی پوشش یک دارای
دارای G که فرضکنید ابتدا باشد. k+2nG+12mG حداکثر اندازه از جهشی مستقل احاطه�گر

دهید قرار باشد. k حداکثر اندازه از SG رأسی پوشش
SH = SG ∪

{
v3, v4 | v ∈ SG

}
∪
{
v3, xv | v ∈

(
(V (G)− SG) ∪ {xe′ , xe′′ , ze′ , ze′′ , ye′ , ye′′ | e ∈ E(G)}

)}
.

احاطه�گر مجموعه یک SH که می�دهیم نشان .d(a, b) ̸= 2 داریم ،a, b ∈ SH تایی دو هر برای
{ye′ , ye′′ : e ∈ در رأس هر می�باشد. k + 2nG + 12mG حداکثر اندازه از جهشی مستقل
اعضای ،v ∈ SG رأس هر برای می�شود. احاطه جهشی صورت به SG مجموعه توسط E(G)}

هر برای می�شوند. احاطه جهشی به�صورت {v3, v4} مجموعه توسط {v1, v2, ..., v5} ∪ {xv, yv}

صورت به {v3, xv} مجموعه توسط {v1, v2, ..., v5} ∪ {xv, yv, v} اعضای ،v ∈ V (G)− SG رأس
{ye′ 1, ye′ 2, ..., ye′ 5}∪ اعضایمجموعه ،e ∈ E(G)یال برایهر همچنین می�شوند. احاطه جهشی
همچنین می�شوند. احاطه جهشی به�صورت {ye′ 3, xye′ } مجموعه توسط {xy

e
′ , yy

e
′ , zy

e
′ }

به�صورت {ye′′ 3, xye′′ } توسطمجموعه {ye′′ 1, ye′′ 2, ..., ye′′ 5}∪{xye′′ , yye′′ , zye′′ } اعضایمجموعه
{xe′ 1, xe′ 2, ..., xe′ 5} ∪ مجموعه اعضای ،e ∈ E(G) یال هر برای می�شوند. احاطه جهشی
{xe′′ 1, xe′′ 2, ..., xe′′ 5} ∪ مجموعه در رأس هر و {xe′ 3, xxe

′ } مجموعه توسط {xx
e
′ , yx

e
′ , xe′}

هر برای می�شوند. احاطه جهشی به�صورت {xe′′ 3, xxe
′′ } مجموعه توسط {xx

e
′′ , yx

e
′′ , xe′′}

هر و {ze′ 3, xze′ } مجموعه توسط {ze′ 1, ze′ 2, ..., ze′ 5} ∪ {xz
e
′ , yz

e
′ , ze′} اعضای ،e ∈ E(G) یال

به�صورت {ze′′ 3, xze′′ } توسطمجموعه {ze′′ 1, ze′′ 2, ..., ze′′ 5}∪{xze′′ , yze′′ , ze′′} مجموعه رأساز
حداکثر اندازه از جهشی مستقل احاطه�گر مجموعه یک SH بنابراین می�شوند. احاطه جهشی

می�باشد. k + 2nG + 12mG

حداکثر اندازه از SH جهشی مستقل احاطه�گر مجموعه دارای H که کنید فرض حال
باشد. k + 2nG + 12mG

،v ∈ V (G) ∪ {xe′ , xe′′ , ze′ , ze′′ , ye′ , ye′′ | e ∈ E(G)} رأس هر برای
|SH ∩ {v1, v5, v3}| ≥ 1

،v ∈ V (G) ∪ {xe′ , xe′′ , ze′ , ze′′ , ye′ , ye′′ | e ∈ E(G)} رأس هر برای همچنین و
|SH ∩ {v2, v4, xv}| ≥ 1.

داریم e = uv ∈ E(G) یال هر برای علاوه به
SH∩

({
v, u, ye′′ , ye′

}
∪
{
yv | v ∈ {xe′ , xe′′ , ze′ , ze′′ , ye′ , ye′′ | e ∈ E(G)

}
∪
{
zy

e
′ , zy

e
′′ : e ∈ E(G)

})
̸= ∅.

مجموعه از رأس یک آن�گاه باشد، SH ∩ {v, u} = ∅ ،e = uv ∈ E(G) یال برای اگر
SH∩

({
ye′′ , ye′

}
∪
{
yv | v ∈ {xe′ , xe′′ , ze′ , ze′′ , ye′ , ye′′ | e ∈ E(G)

}}
∪
{
zy

e
′ , zy

e
′′ : e ∈ E(G)

})
می�توان بنابراین می�کنیم. اضافه SH مجموعه به را v یا uرأس دو از یکی دقیقا و می�کنیم حذف
SG = SH ∩ V (G) بنابراین .SH ∩ {v, u} ̸= ∅ ،e = uv ∈ E(G) یال هر برای که کرد فرض
پوشش دارای G لذا می�باشد. |SH |−2nG−12mG حداکثر اندازه از Gگراف برای رأسی پوشش

است. کامل قضیه اثبات بنابراین می�باشد. k حداکثر اندازه از رأسی



١٧ جهشی رومی احاطه�گر تابع پیچیدگی

جهشی رومی احاطه�گر تابع پیچیدگی ۵.٢
مسأله می�گیرد. قرار بررسی مورد جهشی رومی احاطه�گر تایع مسأله پیچیدگی بخش این در

بگیرید: نظر در را زیر تصمیم�گیری
جهشی. رومی احاطه�گر تایع مسأله

.k مثبت صحیح عدد و G غیرتهی نمونه:گراف
می�باشد؟ k حداکثر اندازه از جهشی رومی احاطه�گر تابع دارای Gگراف آیا سوال:

دوبخشی گراف�های برای حتی جهشی رومی احاطه�گر تایع مسأله که می�دهیم نشان ادامه در
است. NP-کامل نیز مسطح وتری گراف�های و مسطح

NP-کامل مسطحی دوبخشی گراف�های برای جهشی رومی احاطه�گر تایع مسأله .١.۵.٢ قضیه
است.

زمانچندجمله�ای در می�توان زیرا NPاست، یکمسأله رومیجهشی احاطه�گر تایع مسأله برهان.
مسأله به را جهشی رومی احاطه�گر تایع مسأله حال داد. پاسخ مسأله این از نمونه یک سوال به
دیگری اگر فقط و اگر است جواب داری مسائل این از یکی لذا و می�دهیم کاهش رأسی پوشش

باشد. جواب دارای
باشد. mG ≥ 2 اندازه و nG مرتبه از مسطح دوبخشی همبند گراف یک G کنید فرض
هر ابتدا می�آید: به�دست زیر به�صورت G گراف از که باشد گرافی H که کنید فرض همچنین
سپسهر و می�کنیم تبدیل e3 = vu و e2 = vu ،e1 = vu گانه سه یال به را e = vu ∈ E(G) یال
رأس�هایی xei , yei , zei رئوس کنید فرض می�کنیم. تقسیم بار سه را e3 و e2 ،e1 یال�های از یک
مجاور xei رأس به�طوری�که می�شوند حاصل ،i = 1, 2, 3 برای ei یال هر تقسیم از که باشند
برای .d(yei , u) = d(yei , v) = 2 ،i = 1, 2, 3 برای همچنین و ،u رأس مجاور zei رأس ،v رأس
را evu رأس و می�کنیم اضافه را P v

5 : ve1v
e
2...v

e
5 مسیر و evu جدید رأس ،e = vu ∈ E(G) یال هر

و nH = nG + 15mG مرتبه درای H آمده به�دست گراف می�کنیم. متصل ve3 و v ،u رئوس به
شده داده نشان G = P3 گراف از حاصل H گراف ،٣.٢ شکل در می�باشد. mH = 19mG اندازه
می�باشد مسطح و همبند نیز H گراف می�باشد، مسطح و همبند G اینکه به توجه با است.
گراف یک H بنابراین است. واضح H گراف بودن دوبخشی ساخت، روش به توجه با علاوه به

می�باشد. همبند مسطح دوبخشی
و اگر می�باشد k حداکثر اندازه از رأسی پوشش دارای G گراف که می�دهیم نشان ادامه در
ابتدا باشد. 2k+ 4mG حداکثر وزن از جهشی رومی احاطه�گر تابع یک دارای H گراف اگر فقط

دهید قرار باشد. k حداکثر اندازه از SG رأسی پوشش دارای G که کنید فرض
SH = SG ∪

∪
e=uv∈E(G)

{ve3, evu}.



جهشی احاطه�گر پیچیدگی ١٨

..

v

.

u

.

w

.

e

.

f

.

ve1

.

ve2

.

ve3

.

ve4

.

ve5

.

evu

.

v

.

u

.

w

.

xe1

.

xe2

.

xe3

.

ye1

.

ye2

.

ye3

.

ze1

.

ze2

.

ze3

.
(a)G

.
(b)H

.١.۵.٢ قضیه اثبات در G = P3 گراف از حاصل H :٣.٢ شکل

از H گراف برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک f = (V (H) − SH , ∅, SH) که می�دهیم نشان
و u ،ve5 ،ve1 رئوس ve3 رأس ،e = vu ∈ E(G) یال هر برای می�باشد. 2k + 4mG حداکثر اندازه
همسایه�های و ve4 ،ve2 رئوس evu رأس همچنین می�کند. جهشی رومی احاطه را H گراف در v

SG اینکه به توجه با e ∈ E(G) یال هر برای می�کند. جهشی رومی احاطه را H گراف در v و u

H گراف در SG مجموعه توسط ye3 و ye2 ،ye1 رئوس می�باشد، Gگراف برای رأسی پوشش یک
از H گراف برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک f تابع بنابراین می�شوند. جهشی رومی احاطه

می�باشد. 2k + 4mG حداکثر وزن
از H گراف برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک f = (V f

0 , V f
1 , V f

2 ) که فرضکنید ادامه در
γhR-تابع یک f که فرضکرد می�توان کلیت دادن دست از بدون باشد. 2k+4mG حداکثر وزن

می�باشد. H گراف برای
تابع توسط ve5 یا ve1 آن�گاه باشد، f(ve1) + f(ve3) + f(ve5) ≤ 1 ،e ∈ E(G) یال برای اگر
،e ∈ E(G) یال هر برای بنابراین است. تناقض یک که نمی�شوند، جهشی رومی احاطه f
f(ve2) + f(ve4) + f(evu) ≤ 1 ،e ∈ E(G) یال برای اگر همچنین .f(ve1) + f(ve3) + f(ve5) ≥ 2

تناقض یک که نمی�شوند، جهشی رومی احاطه f تابع توسط ve4 رأس یا ve2 رأس آن�گاه باشد،
.f(ve2) + f(ve4) + f(evu) ≥ 2 ،e ∈ E(G) یال هر برای بنابراین است.

با g تابع صورت این در .f(ve2) + f(ve4) + f(evu) ≥ 3 ،e ∈ E(G) یال برای کنید فرض حال
احاطه�گر تابع یک ،g(v) = f(v)صورت این غیر در و g(evu) = 2 ،g(ve4) = 0 ،g(ve2) = 0 ضابطه
بنابراین است. تناقض یک که می�باشد، γhR(H) از کمتر وزن با H گراف برای جهشی رومی
که داد نشان می�توان مشابه طریق به .f(ve2) + f(ve4) + f(euv) = 2 ،e ∈ E(G) یال هر برای

.f(ve1) + f(ve3) + f(ve5) = 2 ،e ∈ E(G) یال هر برای



١٩ جهشی رومی احاطه�گر تابع پیچیدگی
،f(xei) > 0 یا f(zei) > 0 ،i = 1, 2, برای3 به�طوری�که باشد داشته وجود e ∈ E(G) یال اگر
هر برای g(zei) = g(xei) = 0 ،g(evu) = 2 ،g(ve2) = g(ve4) = 0 ضابطه با g تابع آن�گاه
H گراف برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک g(z) = f(z) صورت این غیر در و i = 1, 2, 3

برای و e ∈ E(G) یال هر برای بنابراین است. تناقض یک که می�باشد، g(V ) < f(V ) وزن از
.f(zei) = f(xei) = 0 ،i = 1, 2, 3

f(yei) > ،i = 1, 2, 3 هر برای به�طوری�که باشد داشته وجود e = uv ∈ E(G) یال اگر
صورت این غیر در و g(u) = 2 ،g(ye1) = g(ye2) = g(ye3) = 0 ضابطه با g تابع آن�گاه ،0
تناقض یک که می�باشد، f(V ) از کمتر وزن با جهشی رومی احاطه�گر تابع یک ،g(z) = f(z)

که طوری به دارد وجود i ∈ {1, 2, 3} صحیح عدد e = uv ∈ E(G) یال هر برای بنابراین است.
می�گیریم نتیجه می�شود، جهشی رومی احاطه f تابع توسط yei اینکه به توجه با .f(yei) = 0

،j ∈ {1, 2, 3} − {i} هر برای که دید می�توان صورت این در .f(u) = 2 یا f(v) = 2 که
می�باشد. V f

2 مجموعه در رأس یک حداقل دارای e = uv ∈ E(G) یال هر لذا .f(yej ) = 0

1
2

(
γhR(H)−4mG

) حداکثر اندازه از Gگراف برای رأسی پوشش یک SG = V f
2 ∩V (G) بنابراین

اثبات بنابراین می�باشد. k حداکثر اندازه از رأسی پوشش دارای G گراف بنابراین می�باشد.
است. کامل

می�کنیم. بررسی مسطح وتری گراف�های روی را مسأله این پیچیدگی بعدی قضیه در

NP-کامل مسطح وتری گراف�های برای جهشی رومی احاطه�گر تایع مسأله .٢.۵.٢ قضیه
است.

زمان در می�توان راحتی به زیرا است، NP یکمسأله جهشی رومی احاطه�گر تایع مسأله برهان.
رومی احاطه�گر تایع مسأله حال داد. پاسخ مسأله این از نمونه یک سوال به جمله�ای چند
است جواب دارای مسائل این از یکی لذا و می�دهیم کاهش رأسی پوشش مسأله به را جهشی

باشد. جواب دارای دیگری اگر فقط و اگر
کنید فرض باشد. mG ≥ 2 اندازه و nG مرتبه از همبند مسطح وتری گرافی G کنید فرض
دو e = uv ∈ E(G) یال هر برای می�شود. حاصل زیر به�صورت G گراف از که باشد گرافی H

می�کنیم. وصل v و u رأس دو هر به را آن�ها از کدام هر و می�کنیم اضافه را ye و xe جدید رأس
،ve1ve2ve3ve4ve5 P5-مسیر یک ادامه در می�کنیم. اضافه xe رأس به را xe3 و xe2 ،xe1 برگ سه سپس
مرتبه دارای H شده حاصل گراف می�کنیم. وصل ye رأس به را ve3 رأس و می�کنیم اضافه را
گراف از حاصل H گراف ،۴.٢ شکل در می�باشد. mH = 13mG اندازه و nH = nG + 10mG

است. شده داده نشان G = C3

اگر فقط و اگر می�باشد k حداکثر اندازه از رأسی پوشش دارای G گراف که می�دهیم نشان
فرض ابتدا باشد. 2k + 4mG حداکثر وزن از جهشی رومی احاطه�گر تابع یک دارای H گراف
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.٢.۵.٢ قضیه اثبات در G = C3 گراف از حاصل H :۴.٢ شکل

دهید قرار باشد. k حداکثر اندازه از SG رأسی پوشش دارای G گراف که کنید
SH = SG ∪

∪
e=uv∈E(G)

{ve3, ye}.

می�کند. جهشی احاطه را H گراف در v و u ،ve5 ،ve1 رئوس ve3 رأس e = uv ∈ E(G) یال هر برای
پوشش به توجه با طرفی از می�کند. جهشی احاطه را xe و ve4 ،ve2 رئوس ye رأس همچنین
xe2 ،xe1 رئوس ،e ∈ E(G) یال هر برای که دید می�توان G گراف برای SG مجموعه بودن رأسی
احاطه�گر مجموعه یک SH مجموعه بنابراین می�شوند. جهشی احاطه SG مجموعه توسط xe3 و
رومی احاطه�گر تابع یک f = (V (H)− SH , ∅, SH) تابع همچنین و است G گراف برای جهشی

می�باشد. H گراف برای 2k + 4mG حداکثر اندازه از جهشی
از H گراف برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک f = (V f

0 , V f
1 , V f

2 ) که فرضکنید ادامه در
یکγhR(H)-تابع f که کنیم فرض کلیت، دادن دست از بدون باشد. 2k+4mG حداکثر اندازه
رأس یا ve1 رأس آن�گاه باشد، f(ve1) + f(ve3) + f(ve5) ≤ 1 ،e ∈ E(G) یال برای اگر می�باشد.
یال هر برای بنابراین است. تناقض یک که نمی�شوند، جهشی رومی احاطه f تابع توسط ve5
f(ve2) + f(ve4) + f(ye) ≤ 1 ،e ∈ E(G) یال برای اگر .f(ve1) + f(ve3) + f(ve5) ≥ 2 ،e ∈ E(G)

تناقض یک که نمی�شوند، جهشی رومی احاطه f تابع توسط ve4 رأس یا ve2 رأس آن�گاه باشد،
.f(ve2) + f(ve4) + f(ye) ≥ 2 ،e ∈ E(G) یال هر برای بنابراین است.

صورت این در باشد. .f(ve2) + f(ve4) + f(ye) ≥ 3 ،e ∈ E(G) یال برای کنید فرض حال
تابع یک ،g(v) = f(v) صورت این غیر در و g(ye) = 2 ،g(ve2) = g(ve4) = 0 ضابطه با g تابع
هر برای بنابراین است. تناقض یک که می�باشد، f(V ) از کمتر وزن با جهشی رومی احاطه�گر
یال هر برای که داد نشان می�توان همچنین .f(ve2) + f(ve4) + f(ye) = 2 ،e ∈ E(G) یال



٢١ جهشی رومی مستقل احاطه�گر پیچیدگی
.f(ve1) + f(ve3) + f(ve5) = 2 ،e ∈ E(G)

f(xei ) > 0 ،i = 1, 2, 3 هر برای به�طوری�که باشد داشته وجود e = uv ∈ E(G) یال اگر
صورت این غیر در و g(u) = 2 ،i = 1, 2, 3 هر برای g(xei ) = 0 ضابطه با g تابع آن�گاه باشد،
تناقض یک که می�باشد، f(V ) از کمتر وزن با جهشی رومی احاطه�گر تابع یک ،g(z) = f(z)

به�طوری�که دارد وجود i ∈ {1, 2, 3} صحیح عدد e = uv ∈ E(G) یال هر برای بنابراین است.
تابع می�توان آن�گاه باشد، f(xe1) + f(xe2) + f(xe3) ≥ 3 ،e ∈ E(G) یال هر برای اگر .f(xei ) = 0

است. تناقض یک که کرد، تعریف H گراف روی f(V ) از کمتر وزن با g جهشی رومی احاطه�گر
.f(xe1) + f(xe2) + f(xe3) ≤ 2 ،e ∈ E(G) یال هر برای بنابراین

فرض .f(v) = 2 یا f(u) = 2 داریم f(xe1) + f(xe2) + f(xe3) = 0 با e ∈ E(G) یال هر برای
.f(xe1) + f(xe2) + f(xe3) > 0 ،e ∈ E(G) یال برای که کنید

.f(xe1) = 1 فرضکنید کلیت، دادن دست از بدون .f(xe1)+f(xe2)+f(xe3) = 1 فرضکنیم ابتدا
تابع یک ،0 به xe1 رأس وزن تغییر با صورت این در .f(v) = 2 یا f(u) = 2 صورت این در
بنابراین است. تناقض یک که می�شود، حاصل γhR(H) از کمتر وزن با جهشی رومی احاطه�گر
برای که دید می�توان قبل مثل .f(xe1) + f(xe2) + f(xe3) = 2 لذا و f(xe1) + f(xe2) + f(xe3) > 1

.f(xei ) = 2 به�طوری�که دارد وجود i ∈ {1, 2, 3} صحیح عدد بنابراین .f(xei ) ̸= 1 ،i = 1, 2, 3

V f
2 در v یا u رأس دو از یکی جایگزین را xei رأس ما حال .f(u) = f(v) = 0 صورت این در
اندازه از Gگراف از رأسی پوشش SG = V f

2 ∩ V (G) که می�شود نتیجه صورت این در می�کنیم.
می�باشد k حداکثر اندازه از پوششرأسی دارای G بنابراین می�باشد. 1

2

(
γhR(H)−4mG

حداکثر(
است. کامل قضیه اثبات لذا و

جهشی رومی مستقل احاطه�گر پیچیدگی ۶.٢
مسأله می�پردازیم. جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع مسأله پیچیدگی بررسی به بخش این در

بگیرید: نظر در را زیر تصمیم�گیری
جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع مسأله

.k مثبت صحیح عدد و G غیرتهی گراف نمونه:
k حداکثر اندازه از جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع دارای G گراف آیا سوال:

می�باشد؟
وتری گراف�های و مسطح دوبخشی گراف�های برای حتی مسأله این که می�دهیم نشان ادامه در
بیان را مسطح دوبخشی گراف�های روی مسأله این پیچیدگی ابتدا است. NP-کامل مسطح

می�کنیم.
مسطح دوبخشی گراف�های برای جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع مسأله .١.۶.٢ قضیه

است. NP-کامل



جهشی احاطه�گر پیچیدگی ٢٢
گراف H کنید فرض همچنین باشد. mG اندازه و nG مرتبه از گراف یک G کنید فرض برهان.
دارای G گراف که می�دهیم نشان باشد. ١.۴.٢ قضیه در شده ساخته مسطح دوبخشی همبند
احاطه�گر تابع یک دارای H گراف اگر فقط و اگر می�باشد k حداکثر اندازه از رأسی پوشش
گراف که کنید فرض ابتدا باشد. 2k + 4nG + 12mG حداکثر اندازه از جهشی رومی مستقل
f = (V (H) − SH , ∅, SH) دهید قرار باشد. k حداکثر اندازه از SG رأسی پوشش دارای G

١.۴.٢ قضیه اثبات در شده ساخته جهشی مستقل احاطه�گر محموعه SH مجموعه آن در که
اندازه از H گراف برای جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع یک f تابع صورت این در می�باشد.
اندازه از جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع یک دارای H گراف لذا می�باشد. 2k+4nG+12mG

می�باشد. 2k + 4nG + 12mG حداکثر
برای جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع یک f = (V f

0 , V f
1 , V f

2 ) که کنید فرض ادامه در
پوشش دارای G گراف که می�دهیم نشان باشد. 2k + 4nG + 12mG حداکثر اندازه از H گراف
یک f که کرد فرض می�توان کلیت، دادن دست از بدون می�باشد. k حداکثر اندازه از رأسی

است. γhRI(H)-تابع

f(v1) + f(v3) + f(v5) ≤ باشیم داشته ،v ∈ V (G) ∪
{
xe, ze, ye | e ∈ E(G)

} رأس برای اگر
یک که نمی�شوند، جهشی رومی مستقل احاطه f تابع توسط v5 رأس یا v1 رأس آن�گاه ، 1

خواهیم ،V (G) ∪
{
xe, ze, ye | e ∈ E(G)

} مجموعه از رأس هر برای بنابراین است. تناقض
،v ∈ V (G) ∪

{
xe, ze, ye | e ∈ E(G)

} رأس برای اگر .f(v1) + f(v3) + f(v5) ≥ 2 داشت
نمی�شوند، رومی احاطه f تابع توسط v4 رأس یا v2 رأس آن�گاه باشد، f(v2)+f(v4)+f(xv) ≤ 1

،V (G) ∪
{
xe, ze, ye | e ∈ E(G)

} مجموعه از رأس هر برای بنابراین است. تناقض یک که
،V (G) ∪

{
xe, ze, ye | e ∈ E(G)

} مجموعه از رأس یک برای اگر .f(v2) + f(v4) + f(xv) ≥ 2

در و g(v2) = g(v4) = 0, g(xv) = 2 ضابطه با g تابع آن�گاه باشد، f(v2) + f(v4) + f(xv) ≥ 3

f(V ) از کمتر وزن با جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع یک ،g(v) = f(v) صورت این غیر
است. تناقض یک که می�باشد،

.f(v2) + f(v4) + f(xv) = 2 ،v ∈ V (G) ∪
{
xe, ze, ye | e ∈ E(G)

} رأس هر برای بنابراین
،V (G) ∪

{
xe, ze, ye | e ∈ E(G)

} مجموعه از رأس هر برای که داد نشان می�توان همچنین
.f(v1) + f(v3) + f(v5) = 2

،f(y′′
e ) > 0 و f(y′

e) > 0 ،f(ye) > 0 به�طوری�که باشد داشته وجود e = uv ∈ E(G) یال اگر
،g(v) = f(v)صورت این غیر در و g(ye) = g(y

′
e) = g(y

′′
e ) = 0, g(u) = 2 ضابطه با g تابع آن�گاه

است. تناقض یک که می�باشد، f(V ) از کمتر وزن با جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع یک
به�طوری�که دارد وجود v ∈ {ye, y

′
e, y

′′
e } رأس یک حداقل e = uv ∈ E(G) یال هر برای بنابراین

احاطه�گر تابع آن�گاه باشد، f(ye) + f(y
′
e) + f(y

′′
e ) ≥ 3 ،e ∈ E(G) یال برای اگر .f(v) = 0

هر برای بنابراین تناقضاست. یک که دارد، وجود f(V ) از کمتر وزن با g جهشی رومی مستقل
f(ye)+f(y

′
e)+f(y

′′
e ) = 0 با e ∈ E(G) هریال برای .f(ye)+f(y

′
e)+f(y

′′
e ) ≤ 2 ،e ∈ E(G) یال

.f(ye) + f(y
′
e) + f(y

′′
e ) > 0 ،e ∈ E(G) یال برای که کنید فرض .f(v) = 2 یا f(u) = داریم2



٢٣ جهشی رومی مستقل احاطه�گر پیچیدگی
فرض می�توان کلیت دادن دست از بدون .f(ye) + f(y

′
e) + f(y

′′
e ) = 1 که کنید فرض همچنین

تابع یک 0 به ye رأس وزن تغییر با و f(v) = 2 یا f(u) = 2 صورت این در .f(ye) = 1 که کرد
است. تناقض یک که می�شود، γhRI(H)حاصل از کمتر وزن با جهشی رومی مستقل احاطه�گر
دید می�توان قبل مشابه .f(ye) + f(y

′
e) + f(y

′′
e ) = 2 لذا و f(ye) + f(y

′
e) + f(y

′′
e ) > 1 بنابراین

به�طوری�که دارد وجود z ∈ {ye, y
′
e, y

′′
e } رأس بنابراین .f(y′′

e ) ̸= 1 و f(ye) ̸= 1, f(y
′
e) ̸= 1 که

کرد فرض می�توان کلیت دادن دست از بدون .f(v) = 0 و f(u) = 0 صورت این در .f(z) = 2

می�کنیم. جایگزین V f
2 مجموعه در v یا u رأس دو از یکی با را ye رأس حال .f(ye) = 2 که

اندازه از G گراف برای رأسی پوشش SG = V f
2 ∩ V (G) مجموعه که می�گیریم نتیجه بنابراین

حداکثر اندازه از رأسی پوشش دارای G بنابراین می�باشد. 1
2

(
γhRI(H)− 4nG− 12mG

) حداکثر
است. کامل اثبات لذا و می�باشد k

گراف�های روی جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع تصمیم�گیری مسأله پیچیدگی ادامه در
می�شود. بررسی مسطح وتری

-NP مسطح وتری گراف�های برای جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع مسأله .٢.۶.٢ قضیه
است. کامل

گراف H کنید فرض همچنین باشد. mG اندازه و nG مرتبه از گراف یک G کنید فرض برهان.
دارای G گراف که می�دهیم نشان باشد. ٢.۴.٢ قضیه در شده ساخته همبند مسطح وتری
احاطه�گر تابع یک دارای H گراف اگر فقط و اگر می�باشد k حداکثر اندازه از رأسی پوشش
گراف که کنید فرض ابتدا باشد. 2k + 4nG + 24mG حداکثر اندازه از جهشی رومی مستقل
f = (V (H) − SH , ∅, SH) دهید قرار باشد. k حداکثر اندازه از SG رأسی پوشش دارای G

٢.۴.٢ قضیه اثبات در شده ساخته جهشی مستقل احاطه�گر محموعه SH مجموعه آن در که
اندازه از H گراف برای جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع یک f تابع صورت این در می�باشد.
اندازه از جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع یک دارای H گراف لذا می�باشد. 2k+4nG+24mG

می�باشد. 2k + 4nG + 24mG حداکثر
برای جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع یک f = (V f

0 , V f
1 , V f

2 ) که کنید فرض ادامه در
پوشش دارای G گراف که می�دهیم نشان باشد. 2k + 4nG + 24mG حداکثر اندازه از H گراف
-γhRI(H) یک f که کنید فرض کلیت دادن دست از بدون می�باشد. k حداکثر اندازه از رأسی
باشیم داشته ،v ∈ V (G)∪{xe′ , ze′ , xe′′ , ze′′ , ye′ , ye′′ | e ∈ E(G)}رأس هر برای اگر است. تابع
نمی�شود، جهشی رومی احاطه f تابع توسط v5رأس یا v1رأس آن�گاه ، f(v1)+f(v3)+f(v5) ≤ 1

v ∈ V (G) ∪ {xe′ , ze′ , xe′′ , ze′′ , ye′ , ye′′ | e ∈ E(G)} رأس هر برای لذا است. تناقض یک که
.f(v1) + f(v3) + f(v5) ≥ 2 داریم

f(v2)+f(v4)+f(xv) ≤ 1 ،v ∈ V (G)∪{xe′ , ze′ , xe′′ , ze′′ , ye′ , ye′′ | e ∈ E(G)}رأس برایهر اگر
تناقض یک که نمی�شوند جهشی رومی احاطه f تابع توسط v4 رأس یا v2 رأس آن�گاه باشد،

،V (G) ∪ {xe′ , ze′ , xe′′ , ze′′ , ye′ , ye′′ | e ∈ E(G)} مجموعه از رأس هر برای بنابراین است.



جهشی احاطه�گر پیچیدگی ٢۴
ضابطه با g تابع آن�گاه باشد، f(v2) + f(v4) + f(xv) ≥ 3 اگر .f(v2) + f(v4) + f(xv) ≥ 2

جهشی رومی احاطه�گر تابع یک g(v) = f(v)صورت این غیر در و g(v2) = g(v4) = 0, g(xv) = 2

از رأس هر برای بنابراین است. تناقض یک که می�باشد، f(V ) از کمتر وزن با H گراف برای
.f(v2) + f(v4) + f(xv) = 2 داریم V (G) ∪ {xe′ , ze′ , xe′′ , ze′′ , ye′ , ye′′ | e ∈ E(G)} مجموعه
،v ∈ V (G) ∪ {xe′ , ze′ , xe′′ , ze′′ , ye′ , ye′′ | e ∈ E(G)}رأس برای که داد نشان می�توان همچنین

.f(v1) + f(v3) + f(v5) = 2

گرفت نتیجه می�توان z ∈ {yv | v ∈ {xe′ , ze′ , xe′′ , ze′′ , ye′ , ye′′ | e ∈ E(G)}} رأس هر برای
از کمتر وزن با جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع یک صورت این غیر در زیرا ،f(z) = 0 که
هر برای که داد نشان می�توان مشابه طریق به است. تناقض یک که می�آید، به�دست f(V )

،e = uv ∈ E(G) یال برای اگر .f(z) = 0 ،z ∈
{
zv | v ∈ {ye′ , ye′′ | e ∈ E(G)}

} رأس
یا ye′ رئوس از یکی آن�گاه باشد، f(v) + f(ye′ ) + f(ye′′ ) ≤ 1 و f(u) + f(ye′ ) + f(ye′′ ) ≤ 1

یال هر برای بنابراین است. تناقض یک که نمی�شوند، جهشی رومی احاطه f تابع توسط ye′′
یال برای اگر .f(v) + f(ye′ ) + f(ye′′ ) ≥ 2 یا و f(u) + f(ye′ ) + f(ye′′ ) ≥ 2 یا e = uv ∈ E(G)

تابع آن�گاه باشد، f(v) + f(ye′ ) + f(ye′′ ) ≥ 3 یا f(u) + f(ye′ ) + f(ye′′ ) ≥ 3 ،e = uv ∈ E(G)

بنابراین یکتناقضاست. که دارد، وجود f(V ) از کمتر وزن با g جهشی رومی مستقل احاطه�گر
به توجه با .f(v) + f(ye′ ) + f(ye′′ ) ≤ 2 و f(u) + f(ye′ ) + f(ye′′ ) ≤ 2 ،e ∈ E(G) یال هر برای
f(v) + f(ye′ ) + f(ye′′ ) ≥ 2 یا f(u) + f(ye′ ) + f(ye′′ ) ≥ 2 ،e = uv ∈ E(G) یال هر برای اینکه
یا f(u) + f(ye′ ) + f(ye′′ ) = 2 ،e = uv ∈ E(G) یال هر برای که می�گیریم نتیجه می�باشد،
نتیجه ،d(ye′ , ye′′ ) = 1 ،e ∈ E(G) یال هر برای اینکه به توجه با .f(v) + f(ye′ ) + f(ye′′ ) = 2

برای .f(ye′ ) = f(ye′′ ) = 0 یا f(ye′ ) = f(ye′′ ) = 1 لذا و f(ye′′ ) ̸= 2 و f(ye′ ) ̸= 2 که می�گیریم
که کنید فرض .f(v) = 2 یا f(u) = 2 داریم f(ye′ ) = f(ye′′ ) = 0 با e = uv ∈ E(G) یال هر
تغییر با و f(u) = f(v) = 0 صورت این در .f(ye′ ) = f(ye′′ ) = 1 ،e = uv ∈ E(G) یال برای
به�دست g γhRI(H)-تابع یک ،2 به v یا u رئوس از یکی وزن تغییر و 0 به ye′′ و ye′ رئوس وزن
یک SG = V f

2 ∩ V (G) که می�گیریم نتیجه بنابراین .g(v) = 2 یا g(u) = 2 به�طوری�که می�آید
G بنابراین می�باشد. 1

2

(
γhRI(H)− 4nG − 24mG

) حداکثر اندازه از Gگراف برای رأسی پوشش
است. کامل اثبات لذا و می�باشد k حداکثر اندازه از رأسی پوشش دارای



٣ فصل
گراف�ها روی جهشی احاطه�گر تابع

مقدمه ١.٣
می�کنیم. بیان را جهشی رومی احاطه�گر توابع از پایه�ای خواص بخش٢.٣ در ابتدا فصل این در

می�گنیم. بررسی را بزرگ جهشی رومی احاطه�گر عدد با گراف�های ٣.٣ بخش در سپس

جهشی رومی احاطه�گر تابع از خواصی ٢.٣
مقدمه ١.٢.٣

بویژه می�کنیم. صحبت جهشی رومی احاطه�گر تابع ویژگی�های و خواص مورد در بخش این در
دیگر با پارامتر این مقایسه همچنین و جهشی رومی احاطه�گر عدد عمومی کران�های مورد در

می�پردازیم. رومی احاطه�گر عدد و جهشی احاطه�گر عدد مثل گراف پارامترهای

جهشی رومی احاطه�گر تابع خواص ٢.٢.٣
کرد. اثبات را زیر گزاره درستی می�توان راحتی به تعریف از استفاده با

صورت این در باشد. G گراف برای γhR-تابع یک f = (V f
0 , V f

1 , V f
2 ) کنید فرض .١.٢.٣ گزاره

٢۵



گراف�ها روی جهشی احاطه�گر تابع ٢۶
.|N2(w) ∩ V f

1 | ≤ 1 آن�گاه ،w ∈ V f
1 اگر (a)

.N2(w) ∩ V f
2 = ∅ آن�گاه ،w ∈ V f

1 اگر (b)

.|N2(w) ∩ V f
1 | ≤ 2 آن�گاه ،w ∈ V f

0 اگر (c)

می�باشد. G گراف برای جهشی احاطه�گر مجموعه یک V f
1 ∪ V f

2 مجموعه (d)

.epn2(v, V
f
2 ) ̸= ∅ ،v ∈ V f

2 رأس هر برای (e)

.|epn2(v, V
f
2 )| ≥ 2 آن�گاه ،N2(v) ∩ V f

2 ̸= ∅ همچنین و v ∈ V f
2 اگر (f)

V رئوس مجموعه با گرافی ،Dist(G; k) گراف k ≥ 1 برای
را زیر گزاره می�توان تعریف از راحتی به می�باشد. {uv | dG(u, v) = k} یال�های مجموعه و

گرفت. نتیجه
صورت این در باشد، گراف یک G کنید فرض .٢.٢.٣ گزاره
γhR(G) = γR(Dist(G; 2)).

احاطه�گر عدد برای درجه ماکسیمم و اساسمرتبه بر را زیر پایین کران همکاران و کوکاین١
داده�اند. ارائه رومی

آن�گاه باشد، n مرتبه از گرافی G اگر .([١۵] ) ٣.٢.٣ گزاره
γR(G) ≥ 2n

∆(G) + 1
.

و مرتبه اساس بر رومی احاطه�گر عدد برای را زیر بالای کران همکاران و چمبرز٢ همچنین
آوردند. بدست درجه ماکسیمم

صورت این در باشد. ∆(G) ≥ 1 و n مرتبه از گرافی G کنید فرض .([١٣] ) ۴.٢.٣ گزاره

γR(G) ≤ n−∆(G) + 1.

۴.٢.٣ و ٢.٢.٣ ،٣.٢.٣ گزاره�های از می�باشد ∆h(G) = ∆(Dist(G; 2)) اینکه به توجه با
گرفت نتیجه را زیر گزاره .می�توان

صورت این در باشد. ∆h(G) ≥ 1 با n مرتبه از گرافی G کنید فرض .۵.٢.٣ گزاره
2n

∆h(G) + 1
≤ γhR(G) ≤ n−∆h(G) + 1.

می�باشند. مفید آینده نتایج اثبات برای زیر گزاره�های
.G = Kn اگر فقط و اگر γh(G) = n ،n مرتبه از G همبند گراف هر برای .([۶]) ۶.٢.٣ گزاره

١
٢



٢٧ جهشی رومی احاطه�گر تابع از خواصی
آن�گاه باشد، δh(G) ≥ 1 با n مرتبه از گرافی G اگر .([٢١]) ٧.٢.٣ گزاره

γh(G) ≤ n

2
.

احاطه�گر عدد اساس بر جهشی رومی احاطه�گر عدد برای پایینی و بالا کرانهای ما ادامه در
می�دهیم. ارائه جهشی

صورت این در باشد. گراف یک G کنید فرض .١.٢.٣ قضیه
γh(G) ≤ γhR(G) ≤ 2γh(G).

باشد. کامل گرافی G اگر فقط و اگر است برقرار پایین کران برای تساوی علاوه به
باشد. γh(G)-مجموعه یک S و باشد گراف یک G کنید فرض برهان.

در می�باشد. G گراف برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک f = (V (G)− S, ∅, S) تابع بوضوح
.γhR(G) ≤ 2γh(G) لذا و f(V ) = 2|S| = 2γh(G) صورت این

که می�شود نتیجه ١.٢.٣ گزاره از باشد. γhR(G)-تابع یک g = (V g
0 , V

g
1 , V

g
2 ) کنید فرض حال

بنابراین می�باشد. G گراف برای جهشی احاطه�گر مجموعه یک V g
1 ∪ V g

2

γh(G) ≤ |V g
1 |+ |V g

2 | ≤ |V g
1 |+ 2|V g

2 | = γhR(G).

که می�گیریم نتیجه لذا
γh(G) ≤ γhR(G) ≤ 2γh(G).

داریم .γh(G) = γhR(G) که کنید فرض حال
γh(G) ≤ |V g

1 |+ |V g
2 | ≤ |V g

1 |+ 2|V g
2 | = γhR(G).

.|V g
0 | = 0 لذا و |V g

2 | = 0 که می�گیریم نتیجه بنابراین
مولفه�ای هر ۶.٢.٣ گزاره طبق .γh(G) = γhR(G) = |V g

1 | = |V (G)| = n لذا و V g
1 = V (G)پس

برابر کاملی گراف هر جهشی رومی احاطه�گر عدد بوضوح همچنین و است کامل گراف یک G از
است. کامل اثبات بنابراین است. گراف آن مرتبه

P6 و P4 مسیرهای ١.٢.٣برای قضیه در شده ارائه بالای کران که دید می�توان راحتی به
.γhR(G) = 2γh(G) هرگاه گویند رومی٣ گرافجهشی را G گراف است. دستیابی قابل

اگر فقط و اگر γhR(G) = 2γh(G)صورت این در باشد. گراف یک G کنید فرض .٢.٢.٣ قضیه
.|V f

1 | = 0 به�طوری�که باشد داشته وجود f γhR(G)-تابع

بوضوح باشد. γh(G)-مجموعه یک S و γhR(G) = 2γh(G) ،G گراف برای کنید فرض برهان.
می�باشد. 2γh(G)وزن برایگرافGاز جهشی رومی احاطه�گر یکتابع f = (V (G)−S, ∅, S) تابع

.|V f
1 | = 0 که می�باشد γhR(G)-تابع یک f پس ،γhR(G) = 2γh(G) چون

٣hop-Roman Graph



گراف�ها روی جهشی احاطه�گر تابع ٢٨
صورت این در .|V f

1 | = 0 و باشد γhR(G)-تابع یک f = (V f
0 , V f

1 , V f
2 ) که کنید فرض حال

جهشی احاطه�گر یکمجموعه V f
2 مجموعه ، ١.٢.٣ گزاره از (d)قسمت طبق .γhR(G) = 2|V f

2 |

قضیه از .2γh(G) ≤ γhR(G) لذا و γh(G) ≤ |V f
2 | = γhR(G)/2 بنابراین می�باشد. G گراف برای

که می�گیریم نتیجه بنابراین .γhR(G) ≤ 2γh(G) که می�شود نتیجه ١.٢.٣
γhR(G) = 2γh(G).

عدد برای اگر فقط و اگر است برقرار تساوی و γh(G) ≤ γhR(G) داریم ١.٢.٣ قضیه طبق
آن�گاه باشد، کامل غیر همبند گراف یک G اگر بنابراین . G = Kn ،n مثبت صحیح

آن�ها� برای کران این که گراف�هایی از مهمی خاصیت بعدی قضیه در .γhR(G) ≥ γh(G) + 1

می�کنیم. بیان را است دستیابی قابل
این در .G ̸= Kn به�طوری�که باشد n مرتبه از همبند گراف یک G کنید فرض .٣.٢.٣ قضیه
به�طوری�که باشد داشته وجود v ∈ V (G) رأس اگر فقط و اگر γhR(G) = γh(G) + 1 صورت

.degh(v) = n− γh(G)

.degh(v) = n− γh(G) به�طوری�که باشد v رأس دارای G گراف که می�کنیم فرض ابتدا برهان.
f = (V0, V1, V2) تابع بوضوح .V0 = N2(v) و V1 = V (G) − N2[v] ،V2 = {v} دهید قرار
بنابراین می�باشد. f(V ) = γh(G) + 1 وزن با G گراف برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک
که می�شود نتیجه ١.٢.٣ قضیه از ،G ̸= Kn چون .γhR(G) ≤ γh(G) + 1 که می�گیریم نتیجه

.γhR(G) = γh(G) + 1 بنابراین .γh(G) + 1 ≤ γhR(G)

از باشد. γhR(G)-تابع یک f = (V0, V1, V2) و γhR(G) = γh(G) + 1 که کنید فرض حال
G گراف برای جهشی احاطه�گر مجموعه یک V1 ∪ V2 که می�شود نتیجه ١.٢.٣ گزاره d قسمت
،|V2| ≥ 2 اگر .|V1|+2|V2| = γhR(G) = γh(G)+1 بوضوح .γh(G) ≤ |V1|+ |V2| لذا و می�باشد
بنابراین است. تناقض یک که ،γh(G) ≤ γh(G) − 1 لذا و |V1| + |V2| ≤ γh(G) − 1 آن�گاه

.|V2| ≤ 1

اگر .γh(G) = n− 1 و γhR(G) = n لذا و V1 = V (G) صورت این در .|V2| = 0 کنید فرض
.n = γhR(G) = γh(G) + 1 ≤ n

2 + 1 که می�گیریم نتیجه ٧.٢.٣ گزاره از آن�گاه ،δh(G) ≥ 1

فرض .δh(G) = 0 بنابراین است. تناقض یک که است، کامل گرافی G لذا و n ≤ 2 بنابراین
یکگراف G اینکه به توجه با .degh(v) = δh(G) = 0 که طوری به باشد Gگراف از رأسی v کنید
هر بین فاصله بنابراین می�باشد. V (G)− {v} مجموعه از رأسی هر مجاور v پس است، همبند
رأس که می�شود نتیجه Gگراف نبودن کامل از همچنین می�باشد. دو حداکثر V (G) از رأس دو
یک V (G)−N2(w) بوضوح .degh(w) ≥ 1 که طوری به دارد وجود V (G)−{v} مجموعه در w

γh(G) = n−1 از .|V (G)−N2(w)| ≤ n−1 و می�باشد Gگراف برای جهشی احاطه�گر مجموعه
.degh(w) = n−γh(G)بنابراین می�باشد. یکγh(G)-مجموعه V (G)−N2(w) که می�شود نتیجه



٢٩ بزرگ جهشی رومی احاطه�گر عدد با گراف�های
و N2(v) ∩ V1 = ∅ بوضوح .|V1| = γh(G) − 1 صورت این در .V2 = {v} کنید فرض حال

بنابراین .V0 = N2(v) لذا
degh(v) = |N2(v)| = |V0| = n− |V1| − |V2| = n− (γh(G)− 1)− 1 = n− γh(G).

بزرگ جهشی رومی احاطه�گر عدد با گراف�های ٣.٣
مقدمه ١.٣.٣

می�کنیم. مشخص را n− 1 و n جهشی رومی احاطه�گر عدد با گراف�های ما بخش این در

γhR(G) = n با Gگراف�های ٢.٣.٣
منظور این برای مشخصمی�کنیم. را γhR(G) = n و n مرتبه از Gگراف�های بخشهمه این در
گراف�های از خانواده�ای G کنید فرض می�کنیم. تعریف زیر صورت به را گراف�ها از خانواده�ای
در که می�آید بدست (k ≥ 1) ،G0, G1, ..., Gk گراف�های از دنباله�ای از G که طوری به باشد G
باشد، k ≥ 1 که صورتی در و G = Gk همچنین می�باشد. G0 = K2 یا کامل گراف یک G0 آن
می�شود. حاصل زیر عملگر با Gi گراف از بازگشتی طور به ،i = 0, 1, ..., k − 1 برای Gi+1 آن�گاه
Gi گراف رئوس همه به را رئوس این از کدام هر و کنید اضافه جدید رأس دو .O عملگر

کنید. وصل
γhR(G) = n صورت این در باشد. n مرتبه از همبند گراف یک G کنید فرض .١.٣.٣ قضیه

.G ∈ G ∪ {P4,Kn} اگر فقط و اگر
استفاده γhR(G) = n به�طوری�که ،n ،G گراف مرتبه روی استقراء از اثبات برای (⇒) برهان.
است. برقرار استقراء پایه گام لذا و است کامل گرافی G بوضوح آن�گاه ،n ≤ 2 اگر می�کنیم.
کمتر مرتبه با گراف�های همه برای استقراء حکم فرضکنید .n ≥ 3 که فرضمی�کنیم بنابراین
گزاره از باشد. γhR(G) = n با n مرتبه از گرافی G کنید فرض همچنین است. برقرار n از
آن�گاه باشد، diam(G) = 1 اگر .diam(G) ≤ 3 بنابراین .∆h(G) ≤ 1 که می�شود نتیجه ،۵.٢.٣

است. برقرار حکم لذا و است کامل گراف یک G
فرض ابتدا باشد. Gگراف در قطری مسیر یک v1v2v3 و diam(G) = 2 که کنید فرض حال
،diam(G) = 2 اینکه به توجه با .v /∈ N(v3) به�طوری�که دارد وجود v ∈ N(v1) رأس که کنید
بنابراین است. تناقض یک که ،degh(v3) ≥ 2 صورت این در .v ∈ N2(v3) که می�گیریم نتیجه
که می�شود نتیجه لذا .N(v3) ⊆ N(v1) که داد نشان می�توان مشابه طریق به و N(v1) ⊆ N(v3)

،a ̸∈ N(b)∪N(c) به�طوری�که باشد داشته وجود a, b, c ∈ N(v1)رأس سه اگر .N(v1) = N(v3)



گراف�ها روی جهشی احاطه�گر تابع ٣٠
|N(v1)|−2 حداقل مجاور N(v1) از رأس هر بنابراین تناقضاست. یک که ، degh(a) ≥ 2 آن�گاه

.δ(G[N(v1)]) ≥ |N(v1)| − 2 لذا و می�باشد N(v1) مجموعه از رأس
از G بنابراین است. کامل گرافی G[N(v1)] آن�گاه باشد، δ(G[N(v1)]) = |N(v1)| − 1 اگر

.G ∈ G لذا و می�آید بدست O عملگر با G[N(v1)] القایی زیرگراف
اگر .G′ = G[N(v1)] کنید فرض .δ(G[N(v1)]) = |N(v1)| − 2 که می�کنیم فرض بنابراین
بنابراین و می�شود حاصل O عملگر با K2 گراف از G لذا و G′ = K2 آن�گاه باشد، |V (G′)| = 2

.γhR(G′) ≤ |V (G′)| − 1 که کنید فرض همچنین .|V (G′)| ≥ 3 که کنید فرض حال .G ∈ G

رومی احاطه�گر تابع یک g = (V f
0 , V f

1 ∪ {v1, v3}, V f
2 ) آن�گاه باشد، γhR(G′)-تابع یک f اگر

تنافض یک که ،γhR(G) ≤ n−1 بنابراین می�باشد. g(V ) ≤ |V (G′)|+1 با Gگراف برای جهشی
.G′ ∈ {P4,Kn} یا G′ ∈ G استقراء فرضیات به توجه با .γhR(G′) = |V (G′)| بنابراین است.
O عملگر با G′ ∈ G گراف از G بنابراین .G′ ∈ G که می�گیریم نتیجه δ(G′) = |V (G′)| − 2 از

.G ∈ G لذا و می�آید بدست
فرض باشد. Gگراف در قطری یکمسیر P : v1v2v3v4 و diam(G) = 3 که فرضکنید حال
v1 رأس دو هر مجاور نمی�تواند v بوضوح .v ∈ V (G) − V (P ) کنید فرض .G ̸= P4 که کنید
اینکه به توجه با .v1 ̸∈ N(v) که کرد فرض می�توان کلیت از شدن کاسته بدون باشد. v4 و
v2 ∈ N(v) اگر .N(v)∩ {v2, v3} ̸= ∅ که می�شود نتیجه است، همبند گرافی G و diam(G) = 3

که ،degh(v2) ≥ 2 لذا و v3 ∈ N(v) بنابراین است. تناقض یک که ،degh(v1) ≥ 2 آن�گاه باشد،
.G = P4 لذا و V (G)− V (P ) = ∅ بنابراین است. تناقض یک

یا G = Kn اگر . γhR(G) = n که می�دهیم نشان .G ∈ G ∪ {P4,Kn} که کنید فرض (⇐)
این در .G ∈ G که فرضکنید حال .γhR(G) = n که دید می�توان آسانی به آن�گاه باشد، G = P4

یا کامل گرافی G0 به�طوری�که دارد وجود (k ≥ 1) ،G0, G1, ...Gk گراف�های از دنباله�ای صورت
،i = 0, ..., k − 1 برای Gi+1 آن�گاه باشد، k ≥ 1 اگر همچنین .G = Gk و می�باشد G0 = K2

می�دهیم نشان k روی استقراء با می�شود. حاصل O عملگر با Gi گراف از بازگشتی طریق به
Kn−2 کامل گراف از G یا G = C4 آن�گاه باشد، k = 1 اگر .δ(G) = |V (G)| − 2 = n − 2 که
فرض حال است. برقرار استقراء پایه گام بنابراین .δ(G) = n − 2 وضوح، به و می�آید به�دست
حداکثر طول با گراف�ها از دنباله�ای از که G ∈ G گراف�های همه برای حکم و k ≥ 2 که کنید
استقراء فرضیات طبق .G′

= Gk−1 که کنید فرض باشد. برقرار می�شوند، ساخته k − 1

کنید فرض می�آید. بدست O عملگر با G′ گراف از G گراف که می�دانیم .δ(G′
) = |V (G

′
)| − 2

عملگر از استفاده با Gگراف ،G′ گراف به آن�ها کردن اضافه با که باشند رأسجدیدی دو y و x
.deg(x) = deg(y) = |V (G

′
)| = n− 2 و d(x, y) = 2 بوضوح صورت این در می�آید. به�دست O

صورت این در .degG′ (x
′
) = δ(G

′
) = |V (G

′
)| − 2 ،x′ ∈ V (G

′
) رأس برای کنید فرض حال

.δ(G) = n− 2 بنابراین .degG(x′
) = δ(G

′
) + 2 = |V (G

′
)| = n− 2

که می�شود نتیجه ۵.٢.٣ گزاره از .γhR(G) ≤ n − 1 که کنید فرض خلف برهان با حال
.degh(w) = 2 به�طوری�که دارد وجود w ∈ V (G) رأس آن�گاه ،∆h(G) = 2 اگر .∆h(G) ≤ 2



٣١ بزرگ جهشی رومی احاطه�گر عدد با گراف�های
گزاره از .∆h(G) = 1 بنابراین است. تناقض در δ(G) = n− 2 با که ،deg(w) ≤ n− 3 بنابراین
حکم لذا و γhR(G) = n بنابراین است. تناقض یک که ،γhR(G) = n که می�شود نتیجه ۵.٢.٣

است. برقرار

γhR(G) = n− 1 با Gگراف�های ٣.٣.٣
این برای می�شوند. مشخص γhR(G) = n − 1 با n مرتبه از G گراف�های همه بخش این در
گراف��ها از خانواده�ای G کنید فرض می�شود. تعریف زیر به�صورت گراف�ها از خانواده�ای منظور
یا و کامل گراف یک G′ گراف کنید فرض و است، شده تعریف ٢.٣.٣ زیربخش در که باشد
گراف از که باشد G گراف�های از خانواده�ای G∗ کنید فرض حال باشد. G خانواده�ی از عضوی

می�آید: به�دست زیر عملگرهای از یکی با G′

G′ گراف رئوس همه به را رئوس این از هرکدام و کنید اضافه جدید رأس سه :O1 عملگر
کنید. وصل

رأس هر به را v رأس سپس کنید. اضافه v جدید رأس و P2 : v1v2 مسیر ابتدا :O2 عملگر
|V (G′)| − 1 حداقل به را V (P2) از رأس هر باشد، |V (G

′
)| ≥ 2 که صورتی در کنید. اضافه G′

باشند، d(x, y) = 2 با G′ گراف از رأس دو y و x و باشد G′ ∈ G اگر کنید. وصل G′ از رأس
باشند: برقرار زیر شرایط آن�گاه

.{x, y} ⊆ (N(v1) ∪N(v2)) .١
رئوس تمام مجاوربه v2 و v1 آن�گاه باشد، y /∈ N(v1) ∩N(v2) یا x /∈ N(v1) ∩N(v2) اگر .٢

باشند. NG′ (x) مجموعه
.γhR(G) = |V (G)| − 1 آن�گاه باشد، G ∈ G∗ اگر .١.٣.٣ لم

می�گیریم: نظر در را زیر حالت�های .G ∈ G∗ کنید فرض برهان.
یاشد. آمده به�دست O1 عملگر با G′ گراف از G .١ حالت

رأس هر به آن�ها کردن متصل و x, y, z رأس سه کردن اضافه با G′ گراف از G کنید فرض
می�باشد. دو برابر {x, y, z} رئوس از رأس دو هر بین فاصله بوضوح باشد. آمده به�دست G′ از
در .f ′

(V ) = |V (G
′
)| که می�شود نتیجه ١.٣.٣ قضیه از باشد. ′γhR(G-تابع

یک( f ′ فرضکنید
،g(u) = f

′
(u) صورت این غیر در و g(y) = g(z) = 0 ،g(x) = 2 ضابطه با g تابع صورت این

می�باشد. f
′
(V ) + 2 وزن از G گراف برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک

که کنید فرض دیگر طرف از .γhR(G) ≤ f
′
(V ) + 2 = |V (G

′
)| + 2 = |V (G)| − 1 بنابراین

صورت این غیر در زیرا ،f(x) + f(y) + f(z) ≥ 2 صورت این در باشد. γhR(G)-تابع یک f
است. تناقض یک که نمی�شوند، جهشی رومی احاطه f توسط {x, y, z} از رأس دو حداقل
پس می�باشد. G

′ گراف برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک f |V (G′) بوضوح صورت این در
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بنابراین .γhR(G) = f(V ) ≥ |V (G

′
)|+2 = |V (G)|−1 u∈V∑و (G′ ) f(u) ≥ γhR(G

′) = |V (G
′
)|

.γhR(G) = |V (G)| − 1

باشد. آمده به�دست O2 عملگر با G′ گراف از G .٢ حالت
عملگر با متناظر G′ گراف به شده اضافه P2-مسیر ،v1v2 و شده اضافه رأس v کنید فرض
یک f ′ کنید فرض می�باشد. دو با برابر v رأس و V (P2)رأس هر بین فاصله بوضوح باشند. O2

g تابع صورت این در .f ′
(V ) = |V (G

′
)| که می�شود نتیجه ١.٣.٣ قضیه از باشد. ′γhR(G-تابع

)

احاطه�گر تابع یک ،g(z) = f
′
(z) صورت این غیر در و g(v1) = g(v2) = 0 ،g(v) = 2 ضابطه با
بنابراین می�باشد. f

′
(V ) + 2 وزن با G گراف برای جهشی رومی

.γhR(G) ≤ f
′
(V ) + 2 = |V (G

′
)|+ 2 = |V (G)| − 1

و f(v) + f(v1) + f(v2) ≥ 2 به�طوری�که دارد وجود f γhR(G)-تابع .١ ادعای
.∑u∈V (G

′
) f(u) ≥ |V (G

′
)|

فرض باشد. G′ از رأس هر مجاور V (P2) از رأس یک حداقل که فرضکنید اثباتادعای١:
باشد. γhR(G)-تابع یک g کنید

یک حداقل صورت این غیر در ،g(v) + g(v1) + g(v2) ≥ 2 که کرد فرض می�توان صورت این در
است. تناقض یک که نمی�شود، جهشی رومی احاطه g تابع توسط {v, v1, v2} مجموعه از رأس
احاطه�گر تابع یک g|V (G′ ) بوضوح آن�گاه باشند، G′ رئوسگراف همه مجاور v2 و v1 رأس دو اگر
.∑u∈V (G

′
) g(u) ≥ γhR(G

′) = |V (G
′
)| صورت این در می�باشد. G

′ گراف برای جهشی رومی
مجاور v2 ′Gو رئوسگراف همه مجاور v1 که کلیتفرضمی�کنیم از شدن کاسته بدون بنابراین
.a /∈ N(v2) به�طوری�که باشد G′ از رأسی a کنید فرض می�باشد. G

′ گراف از رأس |V (G
′
)| − 1

برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک g|V (G′ ) آن�گاه باشد، g(a) ̸= 0 اگر .a ∈ N2(v2) بوضوح
g(a) = که فرضکنید حال .∑u∈V (G′ ) g(u) ≥ γhR(G

′) = |V (G
′
)| بنابراین می�باشد. G

′ گراف
جهشی رومی احاطه v2 توسط یا V (G

′
)−{a} از رأسی توسط aحالت این در که کنید توجه .0

تابع یک g|V (G′ ) آن�گاه شود، جهشی رومی احاطه V (G
′
)− {a} از رأسی توسط a اگر می�شود.

.∑u∈V (G
′
) g(u) ≥ γhR(G

′) = |V (G
′
بنابراین|( می�باشد. G

′ گراف برای جهشی رومی احاطه�گر
می�توان حالت این در می�شود. جهشی رومی احاطه v2 رأس توسط a که کنید فرض ادامه در
g(v1) ،1 به g(a) ،2 به g(v) تغییر با صورت این در .g(v1) = 1 و g(v) = 0 ،g(v2) = 2 که دید
و g

′
(v) + g

′
(v1) + g

′
(v2) ≥ 2 به�طوری�که می�آید به�دست g′ γhR(G)-تابع یک ،0 به g(v2) و

گرفت نتیجه می�توان بنابراین می�باشد. G
′ گراف برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک g′ |V (G′ )

.∑u∈V (G′ ) g
′
(u) ≥ γhR(G

′) = |V (G
′
)| که

ابتدا باشد. G′ از رأس |V (G
′
)| − 1 دقیقا مجاور V (P2) از رأس هر که کنید فرض ادامه در

مشاهده بوضوح .a /∈ N(v1) ∪ N(v2) به�طوری�که باشد G′ گراف از رأسی a که کنید فرض
مجاور a که می�شود نتیجه O2 عملگر از صورت این در .d(a, v1) = d(a, v2) = 2 که می�شود
کنید فرض باشد. γhR(G)-تابع یک g که کنید فرض می�باشد. V (G

′
) − {a} از رأسی هر

رومی احاطه aتوسط v2 و v1 رأس دو و g(v) = 1 بوضوح آن�گاه باشد، g(v)+g(v1)+g(v2) ≤ 1



٣٣ بزرگ جهشی رومی احاطه�گر عدد با گراف�های
γhR(G)-تابع، ،2 به g(v) و 1 به g(a) تغییر با صورت این در .g(a) = بنابراین2 می�شوند. جهشی
رومی احاطه�گر تابع یک g′ |V (G′) و g

′
(v) + g

′
(v1) + g

′
(v2) ≥ 2 به�طوری�که می�شود حاصل g

′

.∑u∈V (G′ ) g
′
(u) ≥ γhR(G

′) = |V (G
′
)| بنابراین می�باشد. G

′ گراف برای جهشی
.b /∈ N(v2) و a /∈ N(v1)، a ̸= b به�طوری�که باشند V (G

′
) رأساز دو a, b که فرضکنید حال

هر مجاور b و a که می�شود نتیجه O2 عملگر از حالت این در .d(a, v1) = d(b, v2) = 2 بوضوح
γhR(G)-تابع یک g کنید فرض .1 ≤ d(a, b) ≤ 2 همچنین و می�باشند، V (G

′
)− {a, b} از رأس

صورت این در .g(a) = g(b) = 2 و g(v) = 1 آن�گاه باشد، g(v) + g(v1) + g(v2) ≤ 1 اگر باشد.
وزن با G گراف برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک ،2 به g(v) و 1 به g(b) و g(a) تغییر با
فرض حال .g(v) + g(v1) + g(v2) ≥ 2 بنابراین است. تناقض یک که می�آید، به�دست g از کمتر
که طوری به دارد وجود u ∈ V (G

′
) رأس صورت این در .∑u∈V (G

′
) g(u) < |V (G

′
)| که کنید

u = a حالت این در می�شود. جهشی رومی احاطه {v1, v2} از رأس یک با فقط u و g(u) = 0

این در .g(v) = 0 بوضوح و g(v1) = g(v2) = 2 آن�گاه باشد، g(a) = g(b) = 0 اگر .u = b یا
g
′ γhR(G)-تابع یک ،1 به g(b) و g(a) همچنین و 0 به g(v2) و g(v1) ،2 به g(v) تغییر با صورت
احاطه�گر تابع یک g′ |V (G′ ) همچنین و ،g′

(v) + g
′
(v1) + g

′
(v2) ≥ 2 به�طوری�که می�آید به�دست

.∑u∈V (G
′
) g

′
(u) ≥ γhR(G

′) = |V (G
′
)| صورت این در می�باشد. G

′ گراف برای جهشی رومی
فرض .g(v) = 0 و g(v1) = 2 بوضوح صورت این در .g(b) ̸= 0 و g(a) = 0 که کنید فرض حال
به g(v2) و g(v1) ،2 به g(v) تغییر با بنابراین .g(b) = صورت2 این در باشد، g(v2) = 0 که کنید
g
′
(v)+g

′
(v1)+g

′
(v2) ≥ 2 به�طوری�که می�آید به�دست g′ یکγhR(G)-تابع ،1 به g(b) و g(a) و 0

بنابراین می�باشد. G
′ گراف برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک g′ |V (G′ ) همچنین ∑و
u∈V (G′ )

g
′
(u) ≥ γhR(G

′) = |V (G
′
)|.

.g(v2) = 1 حالت این در .g(v2) ̸= 0 که کنید فرض ادامه در
به�دست g′ γhR(G)-تابع یک ،1 به g(a) و 0 به g(v2) و g(v1) ،2 به g(v) تغییر با صورت این در
رومی احاطه�گر تابع یک g′ |V (G′ ) همچنین و g

′
(v) + g

′
(v1) + g

′
(v2) ≥ 2 به�طوری�که می�آید

♦ .∑u∈V (G
′
) g

′
(u) ≥ γhR(G

′) = |V (G
′
)| بنابراین می�باشد. G

′ گراف برای جهشی
بنابراین .|V (G)| − 1 = 2 + |V (G

′
)| ≤ γhR(G) که می�شود نتیجه 1 ادعای از حال

.γhR(G) = |V (G)| − 1

شده�اند. داده نشان ١.٣ شکل در که باشد گراف�ها از خانواده�ای F کنید فرض
اگر فقط و اگر γhR(G) = n− 1 آن�گاه باشد، n مرتبه از همبند گراف یک G اگر .٢.٣.٣ قضیه

.G ∈ G∗ ∪ F ∪ {P5}

∆h(G) ≥ 3 اگر باشد. γhR(G) = n− 1 و n مرتبه از همبند گرافی G کنید فرض (⇐) برهان.
بنابراین است. تناقض یک که ،γhR(G) ≤ n− 2 که می�شود نتیجه ۵.٢.٣ گزاره از آن�گاه باشد،
می�شود نتیجه ۵.٢.٣ گزاره از صورت این در ،∆h(G) = 1 که کنید فرض حال .∆h(G) ≤ 2
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.F خانواده�ی :١.٣ شکل

با G از رأسی v کنید فرض .∆h(G) = 2 بنابراین است. تناقض یک که ،γhR(G) = n که
.G′ = G[N(v)] و N2(v) = {v1, v2} دهید قرار باشد. degh(v) = ∆h(G) = 2

آن�گاه ،degh(z) = degh(w) = 2 ،G گراف از w و z متمایز رأس دو برای اگر .1 ادعای
.N2(z) ∩N2(w) ̸= ∅

به�طوری�که باشند G گراف از متمایز رأس دو z, w کنید فرض . ادعای1 اثبات
صورت این در .N2(z) ∩ N2(w) = ∅ که کنید فرض خلف برهان با .degh(z) = degh(w) = 2

صورت این غیر در و x ∈ N2(z) ∪ N2(w) برای f(x) = 0 ،f(z) = f(w) = 2 ضابطه با f تابع
بنابراین می�باشد. n − 2 وزن با G گراف برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک ،f(u) = 1

♦ است. تناقض یک که ،γhR(G) ≤ n− 2

.δ(G′) ≥ |V (G′)| − 2 ادعای2.
به�طوری�که باشد داشته وجود a, b, c ∈ V (G′) رأس سه اگر ادعای2. اثبات
.N2(a) = {b, c} و degh(a) = 2 بنابراین .degh(a) ≥ 2 آن�گاه ،a ̸∈ N(b) ∪N(c)

می�رسیم. تناقض به 1 ادعای به توجه با ،N2(a) ∩N2(v) = ∅ و degh(a) = degh(v) = 2 چون
لذا می�باشد. G′ گراف از رأس |V (G′)| − 2 حداقل به مجاور G′ مجموعه از رأس هر بنابراین

♦ .δ(G′) ≥ |V (G′)| − 2

که کنید فرض .diam(G) ≥ 2 که می�شود نتیجه ، γhR(G) = n − 1 اینکه به توجه با
صورت این در باشد. G گراف از قطری مسیر یک P : u1u2u3u4u5u6...ud و diam(G) ≥ 5

degh(u3) = degh(u4) = 2 که می�شود h(G)∆نتیجه = 2 از .u2, u6 ∈ N2(u4) و u1, u5 ∈ N2(u3)

زیر حالت�های .2 ≤ diam(G) ≤ 4 که می�کنیم فرض بنابراین است. تناقض در 1 ادعای با که
می�گیریم: نظر در را



٣۵ بزرگ جهشی رومی احاطه�گر عدد با گراف�های
2 ادعای به توجه با .V (G) −

(
N2(v) ∪ N [v]

)
= ∅ بوضوح .diam(G) = 2 .١ حالت

می�گیریم: نظر در را زیر زیرحالت�های
است. کامل گرافی G′ صورت این در .δ(G′) = |V (G′)| − 1 .١.١ زیرحالت

هر آن�گاه باشد، |V (G
′
)| = 1 اگر .d(v1, v2) = 2 که کنید توجه .v1v2 /∈ E(G) که کنید فرض

بنابراین می�آید. به�دست O1 عملگر با G′ از G لذا و می�باشد G
′ از رأسی مجاور N2(v) از رأس

از رأس |V (G′)| − 1 حداکثر مجاور N2(v) از رأس یک حداقل اگر .|V (G
′
)| ≥ 2 که کرده فرض

رأسی هر به مجاور v2 و v1 رأس دو هر بنابراین است. تناقض در ∆h(G) = 2 با آن�گاه باشد، G′

کنید فرض ادامه در می�آید. به�دست O1 عملگر با G′ گراف از G بنابراین می�باشند. V (G′) از
می�باشند. G

′ گراف از رأسی مجاور v2 و v1 آن�گاه باشد، |V (G′)| = 1 اگر .v1v2 ∈ E(G) که
که دید می�توان صورت این در .|V (G′)| ≥ 2 که کرده فرض بنابراین .G = G1 ∈ F بنابراین
رأس یک حداکثر همچنین .d(v1, x) = 2 که طوری به دارد وجود N(v) از x رأس یک حداکثر
رأس |V (G′)|−1 حداقل مجاور v2 و v1 بنابراین .d(v2, y) = 2 به�طوری�که دارد وجود N(v) از y

.G ∈ G∗ لذا و می�آید به�دست O2 عملگر با G′ از G بنابراین می�باشند. G′ گراف از
.δ(G′) = |V (G′)| − 2 .١.٢ زیرحالت

با .G′ ∈ G که می�دهیم نشان ابتدا .|V (G′)| ≥ 3 که کنید فرض .|V (G′)| ≥ 2 بوضوح
باشد. γhR(G′)-تابع یک f کنید فرض .γhR(G′) ≤ |V (G′)| − 1 که کنید فرض خلف برهان
g(z) = صورت این غیر در و g(v1) = g(v2) = 0 ،g(v) = 2 ضابطه با g تابع صورت این در
بنابراین می�باشد. g(V ) = f(V ) + 2 وزن Gبا تابع برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک f(z)
نتیجه |V (G)| = |V (G′)| + 3 از .γhR(G) ≤ f(V ) + 2 ≤ |V (G′)| − 1 + 2 = |V (G′)| + 1

γhR(G
′) = |V (G′)| بنابراین است. تناقض یک که ،γhR(G) ≤ |V (G)| − 2 = n− 2 که می�شود

نتیجه δ(G′) = |V (G′)| − 2 از .G′ ∈ G ∪ {P4,Kn−3} که می�شود نتیجه ١.٣.٣ قضیه طبق و
در .v1v2 /∈ E(G) که کنید فرض .G′ ∈ G بنابراین .G′ ̸= Kn−3 و G′ ̸= P4 که می�شود
صورت این غیر در دارد، وجود v1 از دو فاصله در N(v) ∪ {v2} رأس یک حداکثر صورت این
.d(v1, v2) = 2 داریم ،diam(G) = 2 اینکه به توجه با است. تناقض یک که ،degh(v1) > 2

v2 مشابه طریق به می�باشد. G
′ رئوس همه مجاور v1 که می�گیریم نتیجه صورت این در

لذا و می�آید به�دست O1 عملگر با G′ گراف از G بنابراین می�باشد. G
′ از رأسی هر مجاور

داشته وجود z ∈ V (G
′
) رأس اگر حالت این در .v1v2 ∈ E(G) که کنید فرض حال .G ∈ G∗

آن�گاه ،z /∈ N(v2) اگر مشابه طریق به .d(z, v1) = 2 آن�گاه ،z /∈ N(v1) به�طوری�که باشد
کنید فرض می�باشند. G

′ از رأس |V (G
′
)| − 1 حداقل مجاور v2 و v1 بنابراین .d(z, v2) = 2

G′ از رأسی w کنید فرض همچنین .degG′(u) = δ(G′) = |V (G′)| − 2 ،u ∈ V (G′) رأس برای
،u,w ∈ N(v1) ∪N(v2) صورت این در .dG′ (u,w) = 2 بوضوح .w /∈ N(u) که طوری به باشد
یا degh(u) > 2 آن�گاه باشد، w /∈ N(v1) ∪N(v2) یا u /∈ N(v1) ∪N(v2) اگر صورت این غیر در
صورت این در .u /∈ N(v1) ∩N(v2) که کنید فرض حال است. تناقض یک که ،degh(w) > 2

کنید فرض کلیت دادن دست از بدون .u ∈ N(v2) یا u ∈ N(v1) یا ،u ∈ N(v1) ∪N(v2) چون



گراف�ها روی جهشی احاطه�گر تابع ٣۶
غیر در می�باشد، NG′ (u) از رأسی هر مجاور v1 حالت این در .u /∈ N(v2) و u ∈ N(v1) که
تناقض یک 1 ادعای به توجه با که N2(v1) ∩N2(u) = ∅ ،degh(v1) = degh(u) = 2 صورت این
که ،degh(v2) > 2 صورت این غیر در می�باشد، NG

′ (u) از رأسی هر مجاور v2 همچنین است.
.G ∈ G∗ بنابراین می�آید. به�دست O2 عملگر با G′ ∈ G گراف از G بنابراین است. تناقض یک
آن�گاه باشد، v1v2 /∈ E(G) اگر .G′

= K2 صورت این در .|V (G′)| = 2 که کنید فرض حال
چهار یا سه فاصله با رأس دو صورت این غیر در چون می�باشند، G′ رئوس همه مجاور v2 و v1
فرض بنابراین .G = G2 ∈ F لذا است. تناقض در diam(G) = 2 با که دارد، وجود یکدیگر از
N2(v) از رأس یک حداقل مجاور V (G′) از رأس هر حالت این در .v1v2 ∈ E(G) که می�کنیم
که دارد، وجود G گراف در یکدیگر از سه فاصله با رأس دو صورت این غیر در چون می�باشد
از رأس یک حداقل مجاور N2(v) از رأس هر دیگر طرف از است. تناقض در diam(G) = 2 با

.G ∈ F لذا و G ∈ {G3, G4, G5} که می�شود نتیجه بنابراین می�باشد. V (G
′
)

.diam(G) = 3 .٢ حالت
می�گیریم: نظر در را زیر زیرحالت�های 2 ادعای به توجه با

است. کامل گراف یک G′ صورت این در .δ(G′) = |V (G′)| − 1 .٢.١ زیرحالت
از رأس |V (G′)|−1 حداقل مجاور v2 و v1 که دید می�توان راحتی به .|V (G′)| ≥ 3 که فرضکند
صورت این در ،v1v2 /∈ E(G) کنید فرض .N(v1) ∩N(v2) ̸= ∅ همچنین و می�باشند G′ گراف
.z ∈ N2(v1) آن�گاه ،z /∈ N(v1) به�طوری�که باشد داشته وجود z ∈ N(v)رأس اگر .d(v1, v2) = 2

می�باشد. N(v) رئوسمجموعه همه مجاور v1 لذا تناقضاست. یک که ،degh(v1) ≥ 3 بنابراین
این در می�باشد. N(v) مجموعه از رأسی هر مجاور v2 که داد نشان می�توان مشابه طریق به
می�توان ،diam(G) = 3 چون می�باشد. دو حداکثر N [v]∪N2(v) از رأس دو هر بین فاصله حالت
مجموعه از z رأس حالت این در که کنید توجه .V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) ̸= ∅ که کرد فرض
،degh(z) ≥ اینصورت3 در .z ∈ N(v1)∪N(v2) به�طوری�که دارد وجود V (G)−(N [v]∪N2(v))

حداقل مجاور v2 و v1 حالت این در .v1v2 ∈ E(G) که فرضکنید ادامه در تناقضاست. یک که
حداکثر N [v]∪N2(v) از رأس دو هر بین فاصله بنابران می�باشند. G′ گراف از رأس |V (G′)|− 1

توجه .V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) ̸= ∅ که کرد فرض می�توان ،diam(G) = 3 چون می�باشد. دو
به�طوری�که دارد وجود V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) مجموعه از z رأس حالت این در که کنید
بنابران می�رسیم. تناقض به ∆h(G) = 2 یا و 1 ادعای از صورت این در .z ∈ N(v1) ∪ N(v2)

.|V (G′)| ≤ 2 که می�شود نتیجه
رأس مجاور v2 و v1 صورت این در .V (G′) = {w} دهید قرار .|V (G′)| = 1 که کند فرض
چون می�باشد. دو حداکثر N [v] ∪ N2(v) مجموعه از رأس دو هر بین فاصله و می�باشند w

از رأسی z کنید فرض .V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) ̸= ∅ که کرد فرض می�توان ،diam(G) = 3

که کنید فرض صورت این در .z ∈ N(v1) ∪N(v2) که طوری به باشد V (G)− (N [v] ∪N2(v))

آن�گاه ،z′ ∈ N(v1)∪N(v2) اگر .z′ ̸= z به�طوری�که دارد وجود z′ ∈ V (G)−(N [v]∪N2(v))رأس
به ادعای1 با صورت این در .degh(w) = 2 داریم ،∆h(G) = 2 اینکه به توجه با و z, z′ ∈ N2(w)



٣٧ بزرگ جهشی رومی احاطه�گر عدد با گراف�های
یک که ،d(v, z′

) = 4 بوضوح صورت این در .z′ ∈ N(z) − {v1, v2} بنابراین می�رسیم. تناقض
گرفت نتیجه می�توان ،diam(G) = 3 از .|V (G)− (N [v] ∪N2(v))| ≤ 1 بنابراین است. تناقض
به�راحتی صورت این در ،v1v2 /∈ E(G) که کنید فرض حال .|V (G)− (N [v] ∪N2(v))| = 1 که

.G ∈ F بنابراین .G ∈ {G8, G9} آنگاه ،v1v2 ∈ E(G) اگر و G ∈ {G6, G7} که دید می�توان
.v1v2 /∈ E(G) که فرضکنید .G′ = K2اینصورت در .|V (G′)| = 2 که فرضکنید ادامه در
G

′ از رأس دو مجاور نیز N2(v) دیگر رأس آن�گاه ،G′ از رأس دو مجاور N2(v) از رأس یک اگر
این در که کنید توجه می�رسیم. تناقض به ∆h(G) = 2 از صورت این غیر در زیرا می�باشند،
کرد فرض می�توان ،diam(G) = 3 از .d(a, b) ≤ 2 ،a, b ∈ N [v]∪N2(v)رأس دو هر برای حالت
باشد V (G)− (N [v]∪N2(v)) مجموعه از رأسی z کنید فرض .V (G)− (N [v]∪N2(v)) ̸= ∅ که
می�شود نتیجه ∆h(G) = 2 از .degh(z) ≥ 2 صورت این در .z ∈ N(v1) ∪ N(v2) به�طوری�که
می�رسیم. تناقض به 1 ادعای به توجه با که ،N2(z) = N(v) صورت این در .degh(z) = 2 که

می�باشد. G
′ از رأس یک مجاور N2(v) از رأس هر بنابران

بنابراین است. تناقض یک که ،degh(v1) = degh(v2) > 2 آن�گاه ،NG′ (v1) ∩NG′ (v2) ̸= ∅ اگر
،V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) ̸= ∅ اگر .d(v1, v2) = 3 و NG′ (v1) ∩ NG′ (v2) = ∅ داشت خواهیم
نتیجه بنابراین می�رسیم. تناقض به می�باشد diam(G) = 3 که حقیقت این یا 1 ادعای از آن�گاه

.G = G9 ∈ F لذا .V (G)− (N [v] ∪N2(v)) = ∅ که می�گیریم
N(v) از رأس دو مجاور N2(v) از رأس یک حداقل اگر .v1v2 ∈ E(G) که کنید فرض حال
بنابراین ،diam(G) = 3 چون .d(a, b) ≤ 2 ،a, b ∈ N [v] ∪N2(v) دوتایی هر برای آن�گاه باشد،
V (G)− (N [v]∪N2(v)) از رأسی z فرضکنید .V (G)− (N [v]∪N2(v)) ̸= ∅ فرضکرد می�توان
نتیجه ،∆h(G) = 2 چون .degh(z) ≥ 2 صورت این در .z ∈ N(v1) ∪N(v2) به�طوری�که باشد
هر بنابراین می�رسیم. تناقض به 1 ادعای به توجه با حالت این در .degh(z) = 2 که می�شود
هر برای آن�گاه ،NG

′ (v1)∩NG
′ (v2) = ∅ اگر می�باشد. V (G

′
) از رأس یک مجاور N2(v) از رأس

.d(a, b) ≤ 2 ،a, b ∈ N [v] ∪N2(v) عضو تا دو
مجموعه از رأسی z کنید فرض .V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) ̸= ∅ که می�کنیم فرض بنابراین
degh(z) = اینصورتبوضوح2 در .z ∈ N(v1)∪N(v2) به�طوری�که باشد V (G)−(N [v]∪N2(v))

که کنید فرض .NG′ (v1) ∩ NG′ (v2) ̸= ∅ بنابراین می�رسیم. تناقض به 1 ادعای به توجه با و
چون .d(a, b) ≤ 2 ،a, b ∈ N [v] ∪ N2(v) جفت هر برای بوضوح .{x} = NG

′ (v1) ∩ NG
′ (v2)

از رأسی z کنید فرض .V (G)− (N [v]∪N2(v)) ̸= ∅ کرد فرض می�توان بنابراین ،diam(G) = 3

دارد وجود z
′ رأس کنید فرض .z ∈ N(v1) ∪N(v2) به�طوری�که باشد V (G)− (N [v] ∪N2(v))

.z ̸= z
′ همچنین و z

′ ∈ V (G)− (N [v] ∪N2(v)) به�طوری�که
تناقض یک 1 ادعای با که ،N2(x) ∩N2(v) = ∅ و degh(x) = 2 آن�گاه ،z′ ∈ N(v1) ∪N(v2) اگر
تناقض یک که ،d(z′

, v) = 4 بوضوح حالت این در و ،z′ ∈ N(z) − {v1, v2} بنابراین است.
آن�گاه ،N2(v) از رأس یک تنها مجاور z اگر .|V (G) − (N [v] ∪ N2(v))| ≤ 1 بنابراین است.
صورت این در می�باشد. v1 مجاور فقط z که کرد فرض می�توان کلیت دادن دست از بدون
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.G = G10 ∈ F و z ∈ N(v1) ∩N(v2) بنابراین است. تناقض یک که ،degh(v2) = 3

.δ(G′) = |V (G′)| − 2 .٢.٢ زیرحالت
G

′ از رأسی x که کنید فرض همچنین .|V (G′)| ≥ 4 که کنید فرض .|V (G′)| ≥ 2 بوضوح
.y /∈ NG

′ (x) به�طوری�که باشد G′ از دیگری رأس y و degG′ (x) = |V (G
′
)|− 2 به�طوری�که باشد

وجود a ∈ V (G
′
) رأس اگر می�دهیم نشان .NG′ (x) = NG′ (y) و d(x, y) = 2 که دید می�توان

رأس یک حداقل آن�گاه ،a = x اگر .d(a, v1) = 2 آن�گاه ،a /∈ N(v1) به�طوری�که باشد داشته
تناقض یک که ،degh(v1) > 2 صورت این غیر در زیرا می�باشد، v1 رأس مجاور NG

′ (x) از
اگر .a ∈ NG′ (x) که کنید فرض ادامه در .d(a, v1) = 2 که می�گیریم نتیجه بنابراین است.
و {x, y}∩N(v1) ̸= ∅ بنابراین است. تناقض یک که ،degh(v1) > 2 آن�گاه ،{x, y}∩N(v1) = ∅

آن�گاه ،a, b /∈ N(v1) به�طوری�که باشد داشته وجود a, b ∈ V (G
′
) رأس دو اگر .d(a, v1) = 2 لذا

می�باشند G′ از رأس |V (G′)|−1 حداقل مجاور v2 و v1 لذا تناقضاست. یک که ،degh(v1) > 2

بوضوح صورت این در .d(v1, v2) ≤ 2 که کنید توجه حال .NG
′ (v1) ∩NG

′ (v2) ̸= ∅ بوضوح و
فرض بنابراین ،diam(G) = 3 چون می�باشد. دو حداکثر N [v] ∪ N2(v) از رأس دو هر فاصله
باشد V (G)− (N [v] ∪N2(v)) از رأسی z کنید فرض .V (G)− (N [v] ∪N2(v)) ̸= ∅ که می�کنیم
است. تناقض یک که ،degh(z) > 2 بوضوح صورت این در .z ∈ N(v1) ∪ N(v2) به�طوری�که

.|V (G′)| ≤ 3 بنابراین
V (G′) = {x, y} کنید فرض .G′ = K2 صورت این در .|V (G′)| = 2 که کنید فرض حال
از رأس دو هر بین فاصله آن�گاه باشند، V (G′) از رأس دو مجاور v2 و v1 اگر .v1v2 /∈ E(G) و

که کرد فرض می�توان diam(G) = 3 چون می�باشد. دو حداکثر N [v] ∪N2(v)

به�طوری�که باشد V (G)− (N [v] ∪N2(v)) از رأسی z کنید فرض .V (G)− (N [v] ∪N2(v)) ̸= ∅

یک ادعای1 با که ،N2(z)∩N2(v) = ∅ و degh(z) = اینصورتبوضوح2 در .z ∈ N(v1)∪N(v2)

رأس یک فقط مجاور به�طوری�که دارد وجود N2(v) در رأس یک حداقل بنابراین است. تناقض
باشد، V (G′) از رأس یک فقط مجاور v2 و باشد V (G′) از رأس دو مجاور v1 اگر می�باشد. G′ از
برهان با .V (G)− (N [v] ∪N2(v)) = ∅ که می�دهیم نشان .d(v2, y) = 3 یا d(v2, x) = 3 آن�گاه
.z ∈ N(v1)∪N(v2) به�طوری�که دارد وجود z ∈ V (G)−(N [v]∪N2(v))رأس که خلففرضکنید
نتیجه لذا می�رسیم. تناقض به ،diam(G) = 3 که حقیقت این یا 1 ادعای از صورت این در
باشد. G′ از رأس یک مجاور N2(v) از رأس هر که کنید فرض حال .G = G7 ∈ F که می�گیریم
هر بنابراین تناقضاست. یک که ،d(v1, v2) = 4 آن�گاه باشد، yرأس مجاور v2 و x مجاور v1 اگر
فرضکنید کلیت دادن دست از بدون می�باشند. G′ از رأس یک دقیقا مجاور N2(v)، از رأس دو
به�راحتی صورت این در .d(y, v1) = d(y, v2) = 3 بوضوح می�باشند. x رأس مجاور v2 و v1 که

.G = G6 ∈ F که می�گیریم نتیجه بنابراین .V (G)− (N [v] ∪N2(v)) = ∅ که دید می�توان
باشد داشته وجود N2(v) از رأس یک حداقل اگر .v1v2 ∈ E(G) که کنید فرض حال
حداکثر N [v] ∪N2(v) از رأس دو هر بین فاصله آن�گاه باشد، G′ از رأس دو مجاور به�طوری�که
z فرضکنید .V (G)−(N [v]∪N2(v)) ̸= ∅ که فرضمی�کنیم ،diam(G) = 3 چون می�باشد. دو



٣٩ بزرگ جهشی رومی احاطه�گر عدد با گراف�های
بوضوح صورت این در .z ∈ N(v1)∪N(v2) که طوری به باشد V (G)− (N [v]∪N2(v)) از رأسی
N2(v) از رأس هر که می�گیریم نتیجه لذا می�رسیم. تناقض به 1 ادعای طبق و degh(z) = 2

رأس دو هر بین فاصله آن�گاه باشد، y مجاور v2 و x مجاور v1 اگر ′Gمی�باشد. یکرأساز مجاور
.V (G) − (N [v] ∪N2(v)) = ∅ که دید می�توان به�راحتی و می�باشد دو حداکثر N [v] ∪N2(v) از
در رأس دو حالت این در می�باشند. G′ از رأس یک دقیقا مجاور v2 و v1 رأس دو هر بنابراین
می�توان به�راحتی همچنین و می�باشد سه آن�ها بین فاصله به�طوری�که دارد وجود N [v]∪N2(v))

.G = G11 ∈ F لذا .V (G)− (N [v] ∪N2(v)) = ∅ که دید
می�باشد. دو طول با مسیری G′ صورت این در .|V (G′)| = 3 که کنید فرض ادامه در
رئوس از یکی اگر .v1v2 /∈ E(G) که کنید فرض باشد. P : xyu مسیر متناظر G′ کنید فرض
G

′ رئوس همه مجاور نیز N2(v) دیگر رأس بوضوح آن�گاه باشد، G′ رئوس همه مجاور N2(v)

آن�گاه باشند، V (G
′
) از رأس هر مجاور N2(v) از رأس دو هر که کنید فرض حال می�باشد.

می�توان ،diam(G) = 3 چون می�باشد. دو حداکثر N [v] ∪ N2(v) از رأس دو هر بین فاصله
V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) از رأسی z کنید فرض .V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) ̸= ∅ که کرد فرض
تناقض یک که ،degh(z) > 2 بوضوح صورت این در .z ∈ N(v1) ∪ N(v2) به�طوری�که باشد
N2(v) از رأس هر اگر می�باشد. G′ از رأس دو حداکثر مجاور N2(v) از رأس هر بنابراین است.
بنابراین .d(v1, v2) = 2 لذا و NG

′ (v1)∩NG
′ (v2) ̸= ∅ بوضوح آن�گاه باشد، G′ از رأس دو مجاور

حداقل بنابراین است. تناقض یک که می�باشد، دو از بیشتر N2(v) از رأس هر از جهشی درجه
N2(v) از رأس دو که کنید فرض می�باشد. G′ از رأس یک تنها مجاور N2(v) از رأس یک
و y /∈ N(v1) ∪ N(v2) که دید می�توان به�راحتی صورت این در باشند. G′ از رأس یک مجاور
رأس مجاور v2 آن�گاه باشد، x رأس مجاور v1 اگر بنابراین .NG′(v1) ∩ NG′(v2) = ∅ همچنین
یک بنابراین است. تناقض در diam(G) = 3 با که d(v1, v2) = 4 صورت این در می�باشد. u

بدون می�باشند. G′ از رأس دو به مجاور دیگر رأس و می�باشد G′ از رأسی مجاور N2(v) از رأس
رأس یک تنها مجاور v2 و باشد G′ از رأس دو مجاور v1 که کنید فرض کلیت دادن دست از
v2 که دید می�توان قبل مثل و NG

′ (v1) ∩ NG
′ (v2) = ∅ بوضوح صورت این در باشد. G′ از

که دید می�توان راحتی به و d(v1, v2) = 3 حالت این در که کنید توجه نیست. y رأس مجاور
.G = G12 ∈ F که می�گیریم نتیجه لذا .V (G)− (N [v] ∪N2(v)) = ∅

باشد، G′ از رأس دو حداقل مجاور N2(v) از رأسی هر اگر .v1v2 ∈ E(G) که فرضکنید حال
بنابراین ،diam(G) = چون3 می�باشد. دو Nحداکثر [v]∪N2(v) از رأس دو هر بین فاصله آن�گاه
V (G)−(N [v]∪N2(v)) از رأسی z فرضکنید .V (G)−(N [v]∪N2(v)) ̸= ∅ که فرضکرد می�توان
است. تناقض یک که ،degh(z) > 2 صورت این در .z ∈ N(v1) ∪ N(v2) به�طوری�که باشد
این در که کنید توجه می�باشد. G′ از رأس یک تنها مجاور N2(v) از رأس یک حداقل بنابراین
مجاور v2 و v1 رأس دو اگر می�باشد. G

′ از رأس دو حداکثر مجاور N2(v) از رأسی هر حالت
و degh(v1) ≥ 3 صورت این غیر در زیرا ،y /∈ N(v1) ∪ N(v2) آن�گاه باشند، G′ از رأس یک
صورت این غیر در و NG′ (v1) ∩ NG′ (v2) ̸= ∅ همچنین است. تناقض یک که ،degh(v2) ≥ 3
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می�باشند {x, u} از رأس یک دقیقا مجاور v2 و v1 بنابراین .degh(v2) > 2 و degh(v1) > 2

و باشد G′ از رأس دو مجاور N2(v) از رأس یک که کنید فرض حال .G = G10 ∈ F لذا و
فرض می�توان کلیت دادن دست از بدون باشند. G′ از رأس یک مجاور N2(v) از دیگر رأس
صورت این غیر در زیرا ،y /∈ N(v2) صورت این در می�باشد. G′ از رأس یک مجاور v2 که کرد
رأس مجاور v2 که کنید فرض کلیت دادن دست از بدون است. تناقض یک که ،degh(v2) ≥ 3

که ،degh(v2) ≥ 3 که دید می�توان و {x, y} = NG′ (v1) آن�گاه ،u /∈ N(v1) اگر می�باشد. u

صورت این در .x ∈ N(v1) که کنید فرض ادامه در .u ∈ N(v1) بنابراین است. تناقض یک
که می�گیریم نتیجه بنابراین است. تناقض یک degh(v2)که > 2 که دید می�توان راحتی به
دید می�توان و d(x, v2) = 3 حالت این در که کنید توجه .NG′ (v2) = {u} و NG′ (v1) = {y, u}

.G = G13 ∈ F بنابراین .V (G)− (N [v] ∪N2(v)) = ∅ که
.diam(G) = 4 .٣ حالت

می�گیریم: نظر در را زیر زیرحالت�های ، 2 ادعای طبق
است. کامل گراف یک G′ صورت این در .δ(G′) = |V (G′)| − 1 .٣.١ زیرحالت

گراف از رأس |V (G′)|− 1 حداقل مجاور N2(v) از رأس هر بوضوح .|V (G′)| ≥ 3 که فرضکنید
در زیرا می�باشد V (G′)∪{v2} از رأس |V (G′)∪{v2}|−1 حداقل مجاور v1 همچنین می�باشد. G′

،a, b /∈ N(v1) به�طوری�که باشند داشته وجود a, b ∈ V (G′)∪ {v2}رأس دو اگر صورت این غیر
حداقل مجاور v2 که دید می�توان مشابه طریق به است. تناقض یک که ،degh(v1) > 2 آن�گاه
هر فاصله حالت این در بوضوح می�باشد. V (G′) ∪ {v1} مجموعه از رأس |V (G′) ∪ {v1}| − 1

که می�گیریم نتیجه diam(G) = 4 از می�باشد. دو حداکثر N [v] ∪ N2(v) مجموعه از رأس دو
دارد وجود z ∈ V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) رأس صورت این در .V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) ̸= ∅

∆h(G) = 2 از لذا و degh(z) ≥ 2 حالت این در که کنید توجه .z ∈ N(v1) ∪N(v2) به�طوری�که
.|V (G′)| ≤ 2 که می�کنیم فرض بنابراین می�رسیم. تناقض به 1 ادعای یا

هر بین فاصله که دید می�توان راحتی به صورت این در ،|V (G′)| = 2 که کنید فرض ابتدا
فرض می�توانیم ،diam(G) = 4 اینکه به توجه با می�باشد. سه حداکثر N [v]∪N2(v) از رأس دو
تناقض به 1 ادعای یا ∆h(G) = 2 از حالت این در .V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) ̸= ∅ که کنیم

می�رسیم.
v1 صورت این در .V (G′) = {z} دهید قرار .|V (G′)| = 1 که می�کنیم فرض بنابراین
دو حداکثر N [v] ∪ N2(v) مجموعه از رأس دو هر بین فاصله و می�باشند z رأس مجاور v2 و
وجود y ∈ V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) رأس که گرفت نتیجه می�توان diam(G) = 4 از می�باشد.
آن�گاه باشند، v1v2 /∈ E(G) اگر حالت این در .d(y, v2) = 2 یا d(y, v1) = 2 به�طوری�که دارد
بنابراین است. تناقض یک که می�باشد، دو از بیشتر N2(v) از رأس یک حداقل جهشی درجه
و باشد v1 از دو فاصله با رأسی y ∈ V (G)− (N [v]∪N2(v)) که کنید فرض حال .v1v2 ∈ E(G)

degh(x) = degh(v1) = 2 آن�گاه ،x /∈ N(v2) اگر باشد. y و v1 رئوس بین مسیر v1xy همچنین
رأس اگر .x ∈ N(v2) بنابراین است. تناقض در 1 ادعای با که ،N2(x) ∩ N2(v1) = ∅ و
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،x′ ∈ N(v2) ∪ N(v1) و x

′ ̸= x به�طوری�که باشد داشته وجود x
′ ∈ V (G) − (N [v] ∪ N2(v))

توجه با می�رسیم. تناقض به 1 ادعای به توجه با که N2(z) ∩N2(v) = ∅ و degh(z) = 2 آن�گاه
همچنین و y /∈ N(v2) که می�گیریم نتیجه ،y ̸= x و y ∈ V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) اینکه به
دیگر طرف از می�باشد. برگ یک y و N(y) − {x} = ∅ که می�شود نتیجه diam(G) = 4 از
یک که ،degh(v2) ≥ 3 همچنین و degh(v1) ≥ صورت3 این غیر در زیرا ،N(x)−N2(v) = {y}

داد نشان می�توان مشابه طریق به .G = G14 ∈ F که می�گیریم نتیجه بنابراین است. تناقض
.G = G14 ∈ F لذا و می�باشد v2 از دو فاصله با رأسی y ∈ V (G)− (N [v] ∪N2(v)) که

.δ(G′) = |V (G′)| − 2 .٣.٢ زیرحالت
از رأسی x که کنید فرض همچنین .|V (G′)| ≥ 4 که کنید فرض .|V (G′)| ≥ 2 بوضوح
.y /∈ NG

′ (x) به�طوری�که باشد G′ از رأسی y و degG′ (x) = |V (G
′
)|−2 به�طوری�که باشد V (G

′
)

اگر که می�دهیم نشان .NG′ (x) = NG′ (y) و d(x, y) = 2 که دید می�توان صورت این در
a = x اگر .d(a, v1) = 2 آن�گاه ،a /∈ N(v1) به�طوری�که باشد داشته وجود a ∈ V (G

′
) رأس

صورت این غیر در زیرا دارد وجود v1 رأس مجاور NG
′ (x) از رأس یک حداقل آن�گاه باشد،

فرض ادامه در .d(a, v1) = 2 که می�گیریم نتیجه بنابراین است. تناقض یک که ،degh(v1) > 2

تناقض یک که ،degh(v1) > 2 آن�گاه باشد، {x, y} ∩ N(v1) = ∅ اگر .a ∈ NG
′ (x) که کنید

داشته وجود a, b ∈ V (G
′
) رأس دو اگر .d(a, v1) = 2 لذا و {x, y} ∩N(v1) ̸= ∅ بنابراین است.

نتیجه بنابراین است. تناقض یک که ،degh(v1) > 2 آن�گاه ،a, b /∈ N(v1) که طوری به باشد
می�توان مشابه استدلال یک با می�باشد. G′ از رأس |V (G′)| − 1 حداقل مجاور v1 که می�گیریم
.NG′ (v1)∩NG′ (v2) ̸= ∅ بوضوح می�باشد. G′ از رأس |V (G′)|−1 حداقل مجاور v2 که داد نشان
که می�کنیم فرض می�باشد. 2 حداکثر N [v] ∪ N2(v) از رأس دو هر بین فاصله صورت این در
دارد وجود z ∈ V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) رأس صورت این در ،V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) ̸= ∅

تناقض یک که ،degh(z) > 2 حالت این در که کنید توجه .z ∈ N(v1) ∪ N(v2) به�طوری�که
که کرد فرض می�توان لذا و V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) = ∅ که می�گیریم نتیجه بنابراین است.

.|V (G′)| ≤ 3

می�باشد. دو طول از مسیر یک G′ صورت این در .|V (G′)| = 3 که می�کنیم فرض ابتدا
حداقل مجاور N2(v) از رأس یک حداقل که کنید فرض باشد. P : xyu مسیر G′ کنید فرض
از رأس دو حداقل مجاور v1 که کنید فرض کلیت دادن دست از بدون باشد. G′ از رأس دو
می�باشد. 3 حداکثر N [v] ∪ N2(v) از رأس دو هر بین فاصله بوضوح صورت این در باشد. G′

مجاور که دارد وجود z ∈ V (G)− (N [v] ∪N2(v)) رأس یک حداقل که می�کنیم فرض بنابراین
این یا 1 ادعای از که ،degh(z) ≥ 2 آن�گاه باشد، v1 رأس مجاور z اگر می�باشد. v2 یا v1 رأس
حالت این در می�باشد. v2 رأس مجاور z بنابراین می�رسیم. تناقض به ∆h(G) = 2 که حقیقت
حقیقت این یا 1 ادعای از آسانی به صورت این در می�باشد. G′ از رأس یک حداقل مجاور v2

G′ از رأس یک مجاور N2(v) از رأس هر بنابراین می�رسیم. تناقض به می�باشد ∆h(G) = 2 که
،NG′ (v1) ∩ NG′ (v2) ̸= ∅ اگر .y /∈ N(v1) ∪ N(v2) که دید می�توان صورت این در می�باشد.
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فرض می�توان بنابراین می�باشد. سه Nحداکثر [v] ∪ N2(v) از رأس دو هر بین فاصله آن�گاه
فرض می�باشد. v2 یا v1 مجاور که دارد وجود z ∈ V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) رأس که کرد
بنابراین .N2(x) = {u, z} و degh(x) = 2 صورت این در .x ∈ NG

′ (v1) ∩ NG
′ (v2) کنید

اگر .NG′ (v1) ∩ NG′ (v2) = ∅ بنابراین می�رسیم. تناقض به 1 ادعای از و N2(x) ∩ N2(v) = ∅

بنابراین است. تناقض یک که ،degh(v2) > 2 و degh(v1) > 2 بوضوح آن�گاه ،v1v2 ∈ E(G)

بنابراین .V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) = ∅ بوضوح و d(v1, v2) = 4 صورت این در .v1v2 /∈ E(G)

.G = G14 ∈ F که می�گیریم نتیجه
V (G′) = دهید قرار .G′

= K2 صورت این در .|V (G′)| = 2 که کنید فرض ادامه در
از رأس هر اگر می�باشند. G′ گراف از رأس یک حداقل مجاور v2 و v1 رئوس بوضوح .{x, y}
ازمجموعه رأس دو هر بین فاصله بوضوح آن�گاه باشد، G′ از رأس دو مجاور N2(v) مجموعه
که کنیم فرض می�توانیم ،diam(G) = 4 اینکه به توجه با می�باشد. دو حداکثر N [v] ∪ N2(v)

دارد وجود z ∈ V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) رأس صورت این در .V (G) − (N [v] ∪ N2(v)) ̸= ∅

که حقیقت این یا 1 ادعای از و degh(z) ≥ 2 حالت این در .z ∈ N(v1) ∪ N(v2) به�طوری�که
به دارد وجود N2(v) مجموعه در رأس یک حداقل بنابراین می�رسیم. تناقض به ،∆h(G) = 2

مجاور N2(v) از رأس یک که کنید فرض می�باشد. G′ گراف از رأس یک تنها مجاور که طوری
صورت این در باشند. G′ گراف از رأس یک تنها مجاور رئوس دیگر و باشد V (G′) از رأس دو
می�توانیم diam(G) = 4 از می�باشد. دو حداکثر N [v]∪N2(v) مجموعه رأساز دو هر بین فاصله
z ∈ V (G)− (N [v] ∪N2(v)) رأس صورت این در .V (G)− (N [v] ∪N2(v)) ̸= ∅ که کنیم فرض
این و 1 ادعای از و degh(z) ≥ 2 حالت این در .z ∈ N(v1) ∪ N(v2) بهطوری�که دارد وجود
از رأس یک تنها مجاور N2(v) از رأس هر بنابراین تناقضمی�رسیم. به ،∆h(G) = 2 که حقیقت
N [v]∪N2(v) از رأس دو هر بین فاصله حالت این در .v1v2 ∈ E(G) که فرضکنید می�باشد. G′

رأس صورت این در .V (G)− (N [v]∪N2(v)) ̸= ∅ که کنیم فرض می�توانیم می�باشد. 3 حداکثر
آسانی به صورت این در .z ∈ N(v1)∪N(v2) به�طوری�که دارد وجود z ∈ V (G)−(N [v]∪N2(v))

.v1v2 /∈ E(G) بنابراین می�رسیم. تناقض به h(G)∆می�باشد = 2 که حقیقت این یا 1 ادعای از
N [v]∪N2(v) از رأس دو هر بین فاصله صورت این در ،NG′ (v1)∩NG′ (v2) ̸= ∅ که کنید فرض
صورت این در .V (G)− (N [v] ∪N2(v)) ̸= ∅ که می�کنیم فرض بنابراین می�باشد. سه حداکثر
به حالت این در .z ∈ N(v1)∪N(v2) به�طوری�که دارد وجود z ∈ V (G)− (N [v]∪N2(v))رأس
بنابراین .d(v1, v2) = 4 و NG′ (v1) ∩ NG′ (v2) = ∅ لذا می�رسیم. تناقض به 1 ادعای از آسانی

.G = P5 لذا و V (G)− (N [v] ∪N2(v)) = ∅ که می�گیریم نتیجه
،G ∈ F یا G = P5 اگر که دید می�توان بوضوح .G ∈ G∗ ∪ F ∪ {P5} که کنید فرض (⇒)
نتیجه ١.٣.٣ لم از صورت این در .G ∈ G∗ که کنید فرض ادامه در .γhR(G) = n − 1 آن�گاه

.γhR(G) = n− 1 که می�شود گرفته



۴ فصل
درختان در رومی جهشی احاطه�گر تابع

مقدمه ١.۴
بررسی را درخت یک جهشی احاطه�گر عدد با رومی جهشی احاطه�گر عدد رابطه فصل این در
ما .γhR(T ) ≥ γh(T ) + 1 ،T درخت هر برای که می�دانیم ١.٢.٣ قضیه به توجه با می�کنیم.
،٣.۴ بخش در سپس می�کنیم. مشخص را γhR(T ) = γh(T ) + 1 با T درختان ،٢.۴ بخش در
می�کنیم. مشخص را است برقرار آن�ها برای γhR(T ) = γh(T ) + 1 رابطه که T درختان همه

γhR(T ) = γh(T ) + 1 با T درختان ٢.۴
،G ̸= Kn که طوری به باشد n مرتبه از یکگرافهمبند G اگر که دادیم نشان ،٣.٢.٣ قضیه در
که طوری به باشد داشته وجود v ∈ V (G) رأس اگر فقط و اگر γhR(G) = γh(G) + 1 آن�گاه
مشخص را γhR(T ) = γh(T )+1 با T درختان همه می�خواهیم اینجا در .degh(v) = n− γh(G)

کنیم.
باشد. سه حداقل مرتبه از درختی T کنید فرض .١.٢.۴ قضیه

باشد. ستاره یک T اگر فقط و اگر γhR(T ) = γh(T ) + 1 صورت این در
برگی uرأس و T ستاره مرکزی رأس v کنید فرض باشد. ستاره یک T کنید فرض ابتدا برهان.

۴٣



درختان در رومی جهشی احاطه�گر تابع ۴۴
گراف از جهشی احاطه�گر مجموعه یک D = {u, v} مجموعه صورت این در باشد. T درخت از
از .γh(T ) = 2 که می�گیریم نتیجه لذا و 2 ≤ γh(T ) بوضوح .γh(T ) ≤ 2 بنابراین می�باشد. G

تابع یک f(z) = 0 ،z ̸= u برگ هر برای و f(v) = 1 ،f(u) = 2 ضابطه با f تابع دیگر طرف
بنابراین می�باشد. f(V ) = 2 + 1 = γh(T ) + 1 وزن با G گراف برای جهشی رومی احاطه�گر

.γhR(T ) = γh(T ) + 1 که می�شود نتیجه ١.٢.٣ قضیه از .γhR(T ) ≤ γh(T ) + 1

باشد. γhR(T-تابع یک( f = (V f
0 , V f

1 , V f
2 ) تابع و γhR(T ) = γh(T ) + 1 که کنید فرض حال

آن�گاه ،|V f
2 | ≥ 2 اگر .|V f

1 |+ |V f
2 | ≤ |V f

1 |+ 2|V f
2 | = γhR(T ) = γh(T ) + 1 بوضوح

γh(T ) ≤ |V f
1 |+ |V f

2 | که می�شود نتیجه (d) قسمت ١.٢.٣ گزاره از .|V f
1 |+ |V f

2 | ≤ γh(T )− 1

.|V f
2 | ≤ 1 که می�گیریم نتیجه بنابراین است. تناقض یک که ،γh(T ) ≤ γh(T )− 1 لذا و

آن�گاه ،δh(T ) ≥ 1 اگر .γhR(T ) = n و V f
1 = V (T ) صورت این در .|V f

2 | = 0 کنید فرض
که ،n ≤ 2 لذا و n = γhR(T ) = γh(T ) + 1 ≤ n

2 + 1 که می�گیریم نتیجه ٧.٢.٣ گزاره از
که طوری به باشد T درخت از رأسی v کنید فرض .δh(T ) = 0 بنابراین است. تناقض یک
T بنابراین می�باشد. V (T )−{v} مجموعه از رأسی هر مجاور v بوضوح .degh(v) = δh(T ) = 0

است. ستاره یک
تغییر با آن�گاه ،deg(u) = 2 اگر .|N(u)| ≤ 2 و N(u) ⊆ V f

1 بوضوح .V f
2 = {u} کنید فرض

که ،|V g
2 | = 2 که می�آید بدست g γhR(T-تابع ) ،0 به رئوس دیگر و 2 به N(u) از رأس هر وزن

تغییر با لذا و f(w) = 1 آن�گاه ،w ∈ N2(z) اگر .N(u) = {z} که کنید فرض است. تناقض یک
تناقض یک که ،|V g

2 | = 2 که می�آید به�دست g γhR(T-تابع ) یک 0 به f(w) و 2 به f(z) وزن
است. ستاره یک T لذا و است برگ یک N(z) از رأس هر بنابراین است.

γhR(T ) = γh(T ) + 2 با T درختان ٣.۴
مقدمه ١.٣.۴

فرض می�باشد. γhR(T ) = γh(T ) + 2 با T درختان همه کردن مشخص ما هدف بخش این در
جهشی S-همسایه صورت این در .v ∈ S و باشد G گراف رئوس از زیرمجموعه�ای S کنید

می�شود. تعریف زیر صورت به و می�دهیم نشان epn2(v, S) با را v رأس از ١ بیرونی
epn2(v, S) = {w ∈ V (G)− S | N2(w;G) ∩ S = {v}}.

سپس و می�کنیم تعریف را درختان از R خانواده�ی ٢.٣.۴ زیربخش در ابتدا ما بخش این در
می�کنیم. اثبات را می�باشد بخش این اصلی هدف که زیر قضیه ٣.٣.۴ زیربخش در

اگر فقط و اگر γhR(T ) = γh(T ) + 2 آن�گاه باشد، n ≥ 4 مرتبه از درختی T اگر .١.٣.۴ قضیه
.T ∈ R

١S-external hop neighborhood



۴۵ γhR(T ) = γh(T ) + 2 با T درختان

R خانواده ٢.٣.۴
درختان از خانواده�ای ابتدا ،γhR(T ) = γh(T ) + 2 با T درختان همه کردن مشخص منظور به

می�کنیم. معرفی زیر صورت به را

دارای ریشه، به�طوری�که باشد ریشه�دار درختان از خانواده�ای T1 فرضکنید .T1 خانواده •
از برگ یک حداقل و باشد ریشه از دو حداکثر فاصله با برگ هر و باشد دو حداقل درجه

باشد. ریشه از دو دقیقا فاصله دارای آن
حداکثر فاصله دارای برگ هر که باشد درختان از خانواده�ای T 0

2 فرضکنید .T2 خانواده •
دارای ریشه از x فرزند هر نباشد، برگ ریشه از فرزند یک حداقل باشد، ریشه از سه
T2 کنید فرض باشد. دو درجه دارای فرزندی چنین و باشد برگ غیر فرزند یک حداکثر
ریشه کردن متصل با T1, T2 ∈ T 0

2 درخت دو از به�طوری�که باشد T درختان از خانواده�ای
آید. به�دست T2 درخت به T1 درخت

برگ هر به�طوری�که باشد ریشه�دار درختان از خانواده�ای T 1
3 کنید فرض .T3 خانواده •

از چهار دقیقا فاصله در برگ یک حداقل باشد، ریشه از چهار یا دو یک، فاصله دارای
درجه از فرزند یک دقیقا دارای آن�گاه باشد، ریشه از غیربرگی فرزند x اگر باشد، ریشه
فرض باشد. دو درجه دارای ریشه از سه فاصله با رأس هر همچنین و باشد دو برابر
از دو حداکثر فاصله در برگ هر به�طوری�که باشد ریشه�دار درختان از خانواده�ای T 2

3 کنید
خانواده�ای T3 کنید فرض باشد. ریشه با دو فاصله دارای برگ یک حداقل و باشد ریشه
ریشه� کردن وصل با T2 ∈ T 2

3 و T1 ∈ T 1
3 درخت دو از T به�طوری�که باشد T درختان از

آید. بدست T2 درخت ریشه به T1 درخت
دارای ریشه به�طوری�که باشد ریشه�دار درختان از خانواده�ای T 1

4 فرضکنید .T4 خانواده •
یک حداقل باشد، ریشه از چهار حداکثر فاصله دارای برگ هر باشد، دو حداقل درجه
وجود ریشه از x برگ غیر فرزند یک حداقل باشد، ریشه از چهار دقیقا فاصله در برگ
از پشتیبانی رأس فرزند این و نباشد برگ x از فرزند یک حداکثر به�طوری�که باشد داشته
و x بین مسیر xx1x2x3w و باشد ریشه از چهار فاصله با برگ یک x اگر باشد، دو درجه
باشد ریشه از سه فاصله با برگ یک x اگر ،deg(x1) = deg(x2) = 2 آن�گاه باشد، w ریشه
ریشه از x فرزند هر برای deg(x1)؛ = 2 آن�گاه باشد، w ریشه و x بین مسیر xx1x2w و
آن درجه وجود، صورت در و باشد یک از بیشتر درجه دارای فرزندانش از یکی حداکثر
برگ هر که طوری به باشد ریشه�دار درختان همه از حانواده�ای T 2

4 کنید فرض باشد. دو
داشته وجود ریشه از xبرگ غیر فرزند یک حداقل باشد، ریشه از چهار حداکثر فاصله در
درجه از پشتیبان رأس یک فرزندی چنین و باشد برگ غیر x از فرزند یک حداکثر و باشد
و x رأس بین مسیر xx1x2x3w و باشد ریشه از چهار فاصله با برگ یک x اگر باشد، دو
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..

T4

. T5

.

T3

.

T1

.

T2

.i = 1, 2, ..., 5 Tiبرای درختان از مثال�هایی :١.۴ شکل

باشد ریشه از سه فاصله با برگ یک x اگر ،deg(x1) = deg(x2) = 2 آن�گاه باشد، w ریشه
از x فرزند هر برای ،deg(x1) = 2 آن�گاه باشد، w ریشه و x رأس بین مسیر xx1x2w و
دارای وجود صورت در و باشد یک از بیشتر درجه دارای x از فرزند یک حداکثر ریشه
درخت دو از T که طوری به باشد T درختان از خانواده�ای T4 فرضکنید باشد. دو درجه
می�آید. بدست T2 درخت ریشه به T1 درخت ریشه کردن متصل با T2 ∈ T 2

2 و T1 ∈ T 1
4

با دوگانه ستاره از که باشد T درختان همه از خانواده�ای T5 کنید فرض .T5 خانواده •
برای K1,t1 ستاره مرکزی رأس به v رأس از برگی کردن وصل با w و v مرکزی رئوس
t2 ≥ 1 برای K1,t2 ستاره مرکزی رأس به w رأس از برگی کردن وصل همچنین و t1 ≥ 1

آید. بدست

است. شده داده نشان ١.۴ شکل در i = 1, 2, ..., 5 هر برای Ti درختان از مثال دو
.R =

∪5
i=1 Ti دهید قرار حال

می�باشد. مفید زیر گزاره بخش، این در اصلی نتایج اثبات برای



۴٧ γhR(T ) = γh(T ) + 2 با T درختان
صورت این در باشد، رأسی n مسیر یک Pn کنید فرض .([۶]) ١.٣.۴ گزاره

γh(Pn) =


2r if n = 6r

2r + 1 if n = 6r + 1

2r + 2 if n = 6r + s; 2 ≤ s ≤ 5.

.γhR(T ) = γh(T ) + 2 آن�گاه ،T ∈ R اگر .١.٣.۴ لم
T درخت ریشه x کنید فرض .T ∈ T1 که کنید فرض ابتدا .T ∈ R که کنید فرض برهان.
T درخت برای جهشی احاطه�گر مجموعه یک {x, y} بوضوح .y ∈ N(x) کنید فرض باشد.
f تابع دیگر طرف از .γh(T ) = 2 لذا و γh(T ) ≥ 2 بوضوح همچنین .γh(T ) ≤ 2 لذا و می�باشد
جهشی رومی احاطه�گر تابع یک u ∈ V (T )−{x, y}برای f(u) = 0 ،f(x) = f(y) = 2 ضابطه با
و ١.٢.٣ قضایای از صورت این در .γhR(T ) ≤ 4 = 2 + γh(T ) لذا و می�باشد T درخت برای

.γhR(T ) = γh(T ) + 2 نتیجه در .γhR(T ) = 4 که می�شود گرفته نتیجه ١.٢.۴
ریشه کردن وصل با T1, T2 ∈ T 0

2 درختان از T درخت بنابراین .T ∈ T2 که فرضکنید حال
متصل با T و باشند T2 درخت ریشه w ،T1 درخت ریشه v کنید فرض می�آید. به�دست آن�ها
قرار و (N3(v)−N2(w)) ∪ (N3(w)−N2(v)) ̸= ∅ که کنید فرض می�آید. به�دست w با v کردن
کنید فرض i = 1, 2, ..., t برای .(N3(v) − N2(w)) ∪ (N3(w) − N2(v)) = {x1, ..., xt} دهید
i = 1, 2, ..., t هر برای ،T ∈ T2 درختان ساختار به توجه با .d(yi, xi) = 2 و yi ∈ N(v) ∪N(w)

yi ∈ ،xi ∈ (N3(v) −N2(w)) ∪ (N3(w) −N2(v)) به�طوری�که دارد وجود xi, yi زوج یک دقیقا
مجموعه یک {x1, ..., xt} ∪ {v, w} که دید می�توان راحتی به .d(yi, xi) = 2 و N(v) ∪ N(w)

-γh(T ) یک D کنید فرض .γh(T ) ≤ t + 2 لذا و می�باشد T درخت برای جهشی احاطه�گر
می�باشد. {xi, yi} مجموعه از رأس یک حداقل شامل D ،i = 1, 2, .., t برای باشد. مجموعه
یک حداقل شامل همچنین و N2[v] − N(w) مجموعه از رأس یک حداقل شامل D علاوه به
.γh(T ) = 2 + t نتیجه در .|D| ≥ 2 + t بنابراین می�باشد. N2[w] − N(v) مجموعه از رأس
غیر در و i = 1, 2, ..., t برای f(xi) = 1 ،f(w) = f(v) = 2 ضابطه با f تابع دیگر طرف از
نتیجه لذا و می�باشد T درخت برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک f(u) = 0 صورت این
که می�گیریم نتیجه ١.٢.۴ و ١.٢.٣ قضایای از حال .γhR(T ) ≤ 4+ t = 2+ γh(T ) که می�گیریم
بوضوح .(N3(v)−N2(w))∪(N3(w)−N2(v)) = ∅ که فرضکنید ادامه در .γhR(T ) = 2+γh(T )

نتیجه γh(T ) ≥ 2 از .γh(T ) ≤ 2 لذا و است T برایدرخت جهشی احاطه�گر یکمجموعه {v, w}
صورت این غیر در و f(v) = f(w) = 2 ضابطه با f تابع دیگر طرف از .γh(T ) = 2 که می�گیریم
از حال .γhR(T ) ≤ 4 لذا و می�باشد T درخت برای رومی جهشی احاطه�گر تابع یک f(u) = 0

.γhR(T ) = γh(T ) + 2 بنابراین .γhR(T ) = 4 که می�شود نتیجه ١.٢.۴ و ١.٢.٣ قضایای
با T2 ∈ T 2

3 و T1 ∈ T 1
3 درخت دو از T صورت این در .T ∈ T3 که کنید فرض ادامه در

T1 درخت ریشه w کنید فرض می�آید. بدست T2 درخت ریشه به T1 درخت ریشه کردن وصل
برای .N4(w) = {x1, ..., xt} که کنید فرض .N4(w) ̸= ∅ بوضوح باشد. T2 درخت ریشه v و



درختان در رومی جهشی احاطه�گر تابع ۴٨
توجه با .yi ∈ N(zi) − {ui} و zi ∈ N(ui) − {xi} ،ui ∈ N(xi) دهید قرار ،i = 1, 2, .., t هر
دارد. وجود (xi, ui, zi, yi) چهارتایی یک دقیقا i = 1, 2, ..., t هر برای ،T 1

3 خانواده�ی ساختار به
برای جهشی احاطه�گر مجموعه یک {v, w} ∪ {ui, xi : i = 1, 2, ..., t} که دید می�توان بوضوح
هر برای باشد. γh(T-مجموعه ) یک D کنید فرض .γh(T ) ≤ 2 + 2t لذا و می�باشد T درخت
می�باشد. {ui, yi} از رأس یک حداقل و {xi, zi} از رأس یک حداقل شامل D ،i = 1, 2, ..., t

می�باشد. N2[v]−N(w) مجموعه از رأس یک حداقل شامل D پس ،N2(v)−N(w) ̸= ∅ چون
|D| ≥ 2 + 2t بنابراین می�باشد. N(v) مجموعه از رأس یک حداقل شامل D مجموعه علاوه به
f(xi) = f(ui) = 1 ،f(w) = f(v) = 2 ضابطه با f تابع دیگر طرف از .γh(T ) = 2 + 2t لذا و
درخت برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک f(u) = 0 صورت این غیر در و i = 1, 2, ..., t برای
قضایای از حال .γhR(T ) ≤ 2+γh(T ) بنابراین .γhR(T ) ≤ 4+2t = 2+γh(T ) لذا و می�باشد T

.γhR(T ) = 2 + γh(T ) که می�گیریم نتیجه ١.٢.۴ و ١.٢.٣
با T2 ∈ T 2

4 و T1 ∈ T 1
4 درختان از T صورت این در .T ∈ T4 که کنید فرض ادامه در

درخت ریشه w کنید فرض می�آید. بدست T2 درخت ریشه به T1 درخت ریشه کردن متصل
فرض .(N4(w) − N3(v)) ∪ (N4(v) − N3(w)) ̸= ∅ بوضوح باشد. T2 درخت ریشه v و T1

دهید قرار ،i = 1, 2, .., t هر برای .(N4(w) − N3(v)) ∪ (N4(v) − N3(w)) = {x1, ..., xt} کنید
برای T 1

4 خانواده�ی ساختار به توجه با .yi ∈ N(zi) − {ui} و zi ∈ N(ui) − {xi} ،ui ∈ N(xi)

که کنید فرض دارد. وجود (xi, ui, zi, yi) چهارتایی یک دقیقا i = 1, 2, ..., t هر
((N3(w)−N2(v)) ∪ (N3(v)−N2(w))) ∩ L(T ) ̸= ∅.

دهید قرار
((N3(w)−N2(v)) ∪ (N3(v)−N2(w))) ∩ L(T ) = {x′1, ..., x′t′}.

ساختار به توجه با .deg(y′i, x′i) = 2 و y′i ∈ N(v) ∪ N(w) کنید فرض i = 1, 2, ..., t′ برای
x′i ∈ که طوری به دارد وجود x′i, y

′
i جفت یک دقیقا ،i = 1, 2, ..., t′ هر ،برای T ∈ T4 درخت

بوضوح .d(y′i, x′i) = 2 و y′i ∈ N(v) ∪N(w) ،((N3(w) −N2(v)) ∪ (N3(v) −N2(w))) ∩ L(T )

برای جهشی احاطه�گر مجموعه یک {v, w} ∪ {ui, xi : i = 1, 2, ..., t} ∪ {x′i : i = 1, 2, ..., t′}

برای می�باشد. γh(T-مجموعه یک( D فرضکنید .γh(T ) ≤ 2+ t′+2t لذا و می�باشد T درخت
یک حداقل شامل و {xi, zi} مجموعه از رأس یک حداقل شامل D مجموعه ،i = 1, 2, ..., t هر
از رأس یک حداقل شامل D مجموعه ،i = 1, 2, ..., t′ برای می�باشد. {ui, yi} مجموعه از رأس
مجموعه از رأس یک حداقل شامل Dپس N2(v)−N(w) ̸= ∅ چون می�باشد. {x′i, y′i} مجموعه
یک حداقل Dشامل مجموعه ،N2(w)−N(v) ̸= ∅ چون علاوه به می�باشد. نیز N2[v]−N(w)

.γh(T ) = 2+ t′ +2t لذا و |D| ≥ 2+ t′ +2t بنابراین می�باشد. N2[w]−N(v) مجموعه از رأس
،i = 1, 2, ..., t برای f(xi) = f(ui) = 1 ،f(w) = f(v) = 2 ضابطه با f تابع دیگر طرف از
جهشی رومی احاطه�گر تابع یک f(u) = 0 صورت این غیر در و i = 1, 2, ..., t′ برای f(x′i) = 1

بنابراین .γhR(T ) ≤ 4 + t′ + 2t = 2 + γh(T ) که می�گیریم نتیجه لذا و می�باشد T درخت برای



۴٩ γhR(T ) = γh(T ) + 2 با T درختان
.γhR(T ) = 2+γh(T ) که می�گیریم نتیجه ١.٢.۴ و ١.٢.٣ قضایای از حال .γhR(T ) ≤ 2+γh(T )

می�توان راحتی به .((N3(v)−N2(w))∪ (N3(w)−N2(v)))∩L(T ) = ∅ که کنید فرض ادامه در
می�باشد T درخت برای جهشی احاطه�گر مجموعه یک {v, w} ∪ {ui, xi : i = 1, 2, ..., t} که دید
i = 1, 2, ..., t هر برای می�باشد. γh(T-مجموعه ) یک D کنید فرض .γh(T ) ≤ 2 + 2t لذا و
{ui, yi} مجموعه از رأس یک حداقل و {xi, zi} مجموعه از رأس یک حداقل شامل D مجموعه
N2[v]−N(w) مجموعه از رأس یک حداقل شامل D پس ،N2(v)−N(w) ̸= ∅ چون می�باشد.
حداقل شامل D که می�گیریم نتیجه N2(w)−N(v) ̸= ∅ که حقیقت این از علاوه به می�باشد.
.γh(T ) = 2 + 2t لذا و |D| ≥ 2 + 2t بنابراین، می�باشد. N2[w] − N(v) مجموعه از رأس یک
و i = 1, 2, ..., t برای f(xi) = f(ui) = 1 ،f(w) = f(v) = 2 ضابطه با f تابع دیگر طرف از
لذا و می�باشد T درخت برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک f(u) = 0 صورت این غیر در
١.٢.۴ و ١.٢.٣ قضایای از حال .γhR(T ) ≤ 2 + γh(T ) بنابراین .γhR(T ) ≤ 4 + 2t = 2+ γh(T )

γhR(T ) = 2 + γh(T ) که می�گیریم نتیجه
با w و v مرکزی رئوس با دوگانه ستاره یک از T صورت این در .T ∈ T5 فرضکنید پایان در
برگ کردن متصل و ،t1 ≥ برای1 K1,t1 ستاره یک از xمرکزی رأس به v از u برگ� کردن متصل
که دید می�توان راحتی به می�آید. بدست t2 ≥ 1 برای ،K1,t2 ستاره از y مرکزی رأس به w از z
طرف از .γh(T ) ≤ 4 لذا و می�باشد T درخت برای جهشی احاطه�گر مجموعه یک {x, y, u, z}
.4 = γh(P8) ≤ γh(T ) که می�گیریم نتیجه ١.٣.۴ گزاره از می�باشد diam(T ) = 7 چون دیگر
در و f(x) = f(y) = 1 ،f(u) = f(z) = 2 ضابطه با f تابع دیگر طرف از .γh(T ) = 4 بنابراین
نتیجه لذا و می�باشد T درخت برای جهشی رومی احاطه�گر تابع یک f(u) = 0 صورت این غیر
١.٢.٣ قضایای از حال .γhR(T ) ≤ 2 + γh(T ) بنابراین .γhR(T ) ≤ 6 = 2 + γh(T ) که می�گیریم

.γhR(T ) = 2 + γh(T ) که می�شود نتیجه ١.٢.۴ و

١.٣.۴ قضیه اثبات ٣.٣.۴
فرض حال .γhR(T ) = γh(T ) + 2 ،T ∈ R درخت هر برای که می�گیریم نتیجه ١.٣.۴ لم از
طوری به باشد γhR(T-تابع ) یک f = (V f

0 , V f
1 , V f

2 ) و باشد n ≥ 4 مرتبه از درختی T که کنید
می�دهیم: ادامه را اثبات روند زیر ادعای با باشد. ممکن مقدار بیشترین |V f

2 | که
.|V f

2 | = 2 ادعای1.
|V f

1 | + 6 ≤ |V f
1 | + 2|V f

2 | = صورت این در .|V f
2 | ≥ 3 که کنید فرض .1 ادعای اثبات

می�شود نتیجه |V f
2 | ≥ 3 از .|V f

1 | ≤ γh(T )− 4 که می�گیریم نتیجه لذا و γhR(T ) = γh(T ) + 2

نتیجه بنابراین است. تناقض یک که ،γh(T ) ≤ γh(T ) − 1 لذا V|و f
1 | + |V f

2 | ≤ γh(T ) − 1 که
از .γhR(T ) = n و V f

1 = V (T صورت( این در .|V f
2 | = 0 که فرضکنید .|V f

2 | ≤ 2 که می�گیریم
قضیه از .n = 4 بنابراین .n ≤ 4 لذا و n = γhR(T ) = γh(T ) + 2 ≤ n/2 + 2 داریم ٧.٢.٣ گزاره
دادن با صورت این در .T = P4 بنابراین نیست. ستاره T درخت که می�شود نتیجه ١.٢.۴



درختان در رومی جهشی احاطه�گر تابع ۵٠
می�آید به�دست g γhR(T-تابع ) یک P4 پشتیبان رأس هر به 0 و P4 مسیر از برگ هر به 2 وزن
.|V f

2 | = 1 که کنید فرض ادامه در است. تناقض در f انتخاب با که ،|V g
2 | > |V f

2 | به�طوری�که
وزن تغییر با آن�گاه باشد، deg(v) ≥ 2 اگر .N(v) ⊆ V f

1 صورت این در .V f
2 = {v} دهید قرار

به�طوری�که می�آید دست به g جدید γhR(T-تابع یک( ،0 به دیگر رئوس و 2 به N(v) از رأس یک
.u ∈ N(v) دهید قرار .deg(v) = 1 بنابراین است. تناقض در f تابع انتخاب با که ،|V g

2 | > |V f
2 |

وجود u از دو فاصله در u′ رأس اگر می�باشد. f تابع تحت 0 وزن دارای N(u)− {v} از رأس هر
γhR(T-تابع ) یک 2 به f(u) و 0 به f(u′) تغییر با صورت این در .f(u′) = 1 آن�گاه باشد، داشته
نتیجه در است. تناقض در f تابع انتخاب با که ،|V g

2 | > |V f
2 | به�طوری�که می�آید بدست g جدید

.|V f
2 | = 2 که می�گیریم نتیجه بنابراین تناقضاست. در ١.٢.۴ قضیه با که می�باشد یکستاره T

⋄

آن�گاه ،epn2(v, V
f
2 ) = ∅ اگر .V f

2 = {v, w} کنید فرض .|V f
1 | = γh(T ) − 2 صورت این در

که می�آید بدست γhR(T ) از کمتر وزن با جهشی رومی احاطه�گر تابع یک 1 به f(v) وزن تغییر با
.epn2(w, V

f
2 ) ̸= ∅ مشابه طریق به و epn2(v, V

f
2 ) ̸= ∅ بنابراین است. تناقض یک

حالت دو آن�ها در که ٣.٣.۴ لم و ٢.٣.۴ لم نام�های به زیر لم دو از اثبات ادامه برای
می�کنیم. استفاده می�شوند، بررسی vw ̸∈ E(T ) یا vw ∈ E(T )

.T ∈ T1 ∪ T2 ∪ T3 ∪ T4 آن�گاه باشد، vw ∈ E(T ) اگر .٢.٣.۴ لم
.deg(v) = 1 که کنید فرض .V f

1 = ∅ که کنید فرض ابتدا .vw ∈ E(T ) کنید فرض برهان.
کنید فرض .epn2(w, V

f
2 ) ̸= ∅ که کنید توجه .n ≥ 4 چون ،deg(w) > 1 صورت این در

برگ یک z که می�دهیم نشان .z ∈ V f
0 بوضوح .x ∈ N(z) ∩ N(w) و z ∈ epn2(w, V

f
2 )

لذا و f(z′) = 0 صورت این در .z′ ∈ N(z) − {x} و deg(z) ≥ 2 که کنید فرض است.
است. تناقض در T بودن درخت با که می�باشد دور یک دارای T بنابراین .z′ ∈ N2(v)∪N2(w)

.T ∈ T1 بنابراین می�باشد. برگ یک w از دو فاصله با رأس هر بنابراین
و epn2(v, V

f
2 ) = N(w) اگر .deg(w) ≥ 2 و deg(v) ≥ 2 که می�کنیم فرض ادامه در بنابراین

شدن کاسته بدون بنابراین .T ∈ T1 لذا استو دوگانه یکستاره T آن�گاه ،epn2(w, V
f
2 ) = N(v)

.epn2(w, V
f
2 )−N(v) = ∅ که فرضکنید .epn2(v, V

f
2 )−N(w) ̸= ∅ که فرضمی�کنیم کلیت از

هر که دید می�توان راحتی به است. برگ یک N(w) − {v} مجموعه از رأس هر صورت این در
حداکثر فاصله در T از برگ هر بنابراین است. برگ یک epn2(v, V

f
2 )−N(w) مجموعه از رأس

در .T ∈ T1 بنابراین دارد. وجود v رأس از دو فاصله با برگ یک حداقل و می�باشد v از دو
از رأس هر که می�کنیم مشاهده قبل مثل .epn2(w, V

f
2 ) − N(v) ̸= ∅ که کنید فرض ادامه

T2 و v شامل ،T − vw از مولفه�ای T1 کنید فرض حال می�باشد. برگ یک epn2(w, V
f
2 )−N(v)

w و T1 ریشه v ،T1, T2 ∈ T 0
2 که دید می�توان بوضوح می�باشد. w شامل ،T − vw از مولفه�ای

از v ریشه کردن متصل با T1, T2 ∈ T 0
2 درختان از T درخت بنابراین می�باشد. T2 درخت ریشه

.T ∈ T2 بنابراین می�آید. بدست T2 درخت از w ریشه به T1 درخت



۵١ γhR(T ) = γh(T ) + 2 با T درختان
به�طوری�که باشند داشته وجود x, x1, x2 ∈ V f

1 رأس سه اگر .V f
1 ̸= ∅ که فرضکنید ادامه در

حاصل g جدید γhR(T-تابع ) یک 2 به f(x2) تغییر و 0 به f(x1) تغییر با آن�گاه ،x1, x2 ∈ N(x)

رأسی تک یا K2 مسیر T [V f
1 ] از مولفه هر بنابراین است. تناقض یک که ،|V g

2 | > 2 که می�شود
از رأس هر بنابراین .V f

1 ∩ (N(v)∪N(w)) = V f
1 ∩ (N2(v)∪N2(w)) = ∅ بوضوح می�باشد. K1

هر و می�باشد (N2(v) −N(w)) ∪ (N2(w) −N(v)) در رأس یک مجاور T [V f
1 ] از K1-مولفه هر

(N2(v)−N(w))∪ (N2(w)−N(v)) مجموعه از رأس یک مجاور T [V f
1 ] از K2-مولفه هر از رأس

است، دور یک دارای T آن�گاه باشد، V f
0 از رأس دو حداقل مجاور V f

1 از رأس یک اگر می�باشد.
به�علاوه می�باشد. V f

0 از رأس یک دقیقا مجاور V f
1 از رأس هر بنابراین است. تناقض یک که

x, y ∈ V f
1 رأس دو اگر می�باشد. V f

0 از رأس یک مجاور T [V f
1 ] از K2-مولفه هر از رأس یک دقیقا

یک 0 به f(y) تغییر و 2 به f(x) تغییر با آن�گاه باشد، داشته وجود V f
0 مشترکدر یکهمسایه با

بنابراین است. تناقض در f انتخاب با که |V g
2 | > |V f

2 | که می�شود حاصل g جدید γhR(T-تابع )
نمی�باشند. V f

0 در مشترک همسایه دارای V f
1 از رأسی دو هیچ

.|N2(z) ∩ V f
1 | ≤ 1 ،z ∈ V f

0 رأس هر برای ادعای2.
به�طوری�که باشد داشته وجود x, y ∈ V f

1 رأس دو اگر .z ∈ V f
0 کنید فرض ادعای2. اثبات

g جدید γhR(T-تابع ) یک 2 به f(z) تغییر و 0 به f(y) و f(x) تغییر با آن�گاه ،x, y ∈ N2(z)

رأس هر برای بنابراین تناقضاست. در f انتخاب با که ،|V g
2 | > |V f

2 | به�طوری�که می�آید بدست
⋄ .|N2(z) ∩ V f

1 | ≤ 1 ،z ∈ V f
0

.N2(v)−N(w) ̸= ∅ و N2(w)−N(v) ̸= ∅ که می�دهیم نشان
مجموعه از رأس یک مجاور T [V f

1 ] از K1-مولفه هر از رأس هر و V f
1 ̸= ∅ اینکه به توجه با

مجاور T [V f
1 ] از K2-مولفه هر از رأس یک دقیقا و می�باشد (N2(v)−N(w))∪ (N2(w)−N(v))

می�گیریم نتیجه می�باشد، (N2(v) − N(w)) ∪ (N2(w) − N(v)) مجموعه از رأس یک دقیقا
که کنید فرض کلیت از شدن کاسته بدون .(N2(v) − N(w)) ∪ (N2(w) − N(v)) ̸= ∅ که
به مجاور x صورت این در .x ∈ V f

1 و N2(v)−N(w) = ∅ که کنید فرض .N2(w)−N(v) ̸= ∅

تغییر با صورت این در .z ∈ N(w) ∩N(y) کنید فرض می�باشد. y ∈ N2(w)−N(v) رأس یک
γhR(T ) از کمتر وزن با جهشی رومی احاطه�گر تابع یک 0 به f(x) تغییر و 2 به f(z) ،0 به f(v)
نظر در را زیر حالت�های .N2(v) − N(w) ̸= ∅ بنابراین است. تناقض یک که می�آید، بدست

می�گیریم.
V f
1 از رأس هر که می�شود مشاهده قبل، مشابه باشد. مستقل یکمجموعه V f

1 فرضکنید
از رأس هر بنابراین می�باشد، (N2(v)−N(w)) ∪ (N2(w)−N(v)) از رأس یک دقیقا به مجاور
غیربرگ رأس هر که می�گیریم نتیجه ٢ ادعای به توجه با می�باشد. w یا و v از سه فاصله در V f

1

چنین وجود صورت در و می�باشد، w بجز برگ غیر همسایه یک حداکثر دارای N(w) − v از
از برگ غیر رأس هر ،٢ ادعای به توجه با مشابه، به�طور می�باشد. دو برابر آن درجه رأسی،
رأسی، چنین وجود صورت در و می�باشد، v بجز برگ غیر یکهمسایه حداکثر دارای N(v)−w

و باشد، v شامل ، T − vw از مولفه�ای T1 کنید فرض اکنون بود. خواهد دو برابر آن درجه



درختان در رومی جهشی احاطه�گر تابع ۵٢
دار ریشه درخت T2 و ،v ریشه با دار ریشه درخت T1 آن�گاه باشد. w شامل T − vw مولفه T2

چون و می�باشد، v از سه حداکثر فاصله در T1 از برگ هر که کنید دقت می�باشند. w ریشه با
با T1, T2 ∈ T 0

2 از T بنابراین .T2 ∈ T 0
2 به�طورمشابه، .T1 ∈ T 0

2 بنابراین ،N2(w) − N(v) ̸= ∅

.T ∈ T2 نتیجه در می�آید. به�دست T2 از w ریشه به T1 از v ریشه کردن وصل
دارای T [V f

1 ] صورت این در نباشد. مستقل مجموعه یک V f
1 که کنید فرض ادامه در

K2-مولفه هر از رأس یک دقیقا که دید می�توان قبل به شبیه می�باشد. K2-مولفه یک حداقل
x ∈ (N(w)∪N(v))−{v, w}برگ غیر رأس بنابراین می�باشد. V f

0 از رأس یک مجاور T [V f
1 ] از

یک از رأس یک مجاور z که می�باشد z غیربرگی همسایه یک دارای x به�طوری�که دارد وجود
که است غیربرگی همسایه یک دقیقا دارای x ،2 ادعای طبق می�باشد. T [V f

1 ] از K2-مولفه

چون است. دو درجه دارای z همچنین و می�باشد T [V f
1 ] از K2-مولفه یک از رأس یک مجاور

.x ∈ N(w)−{v} که فرضکرد کلیتمی�توان از شدن کاسته بدون ،x ∈ (N(w)∪N(v))−{v, w}

می�گیریم: نظر در را زیر حالت�های
z′ مثل w از غیر غیربرگی همسایه یک دارای x′ ∈ N(w)− {v} غیربرگی رأس هر .١ حالت

باشد. T [V f
1 ] از K2-مولفه یک از رأس یک مجاور z′ که طوری به

درجه درای z′ همچنین و می�باشد خاصیت این با فرد به یکرأسمنحصر z′ ادعای2، طبق
N2(v)−N(w) از رأس هر که می�دهیم نشان .N2(v)−N(w) ̸= ∅ که توجه�کنید می�باشد. دو
x1, ..., xt ∈ کنید فرض نیست. برگ N2(v)−N(w)رئوس از برخی کنید فرض است. برگ یک
و yi ∈ V f

1 ∩ N(xi) کنید فرض ،i = 1, 2, .., t برای باشند. برگ غیر رئوس N2(v) − N(w)

یا T [V f
1 ] از مولفه -K1 یک از رأسی yi ،i = 1, 2, ..., t برای که کنید توجه .ui ∈ N(v) ∩N(xi)

پشتیبان رأس یک یا و برگ یک yi رأس هر بنابراین می�باشد T [V f
1 ] از K2-مولفه یک از رأسی

آن برای که |{y1, y2, ..., yt} ∩ S(T )| = t2 و |{y1, y2, ..., yt} ∩ L(T )| = t1 کنید فرض می�باشد.
،i = 1, 2, .., t′ برای باشند. برگ غیر رئوس u′1, ..., u′t′ ∈ N(w) − {v} کنید فرض .t1 + t2 = t

برای که کنید توجه .z′i ∈ V f
1 ∩ N(y′i) و y′i ∈ V f

1 ∩ N(x′i) ،x′i ∈ N(u′i) − {w} دهید قرار
همچنین و ،t1 + 2t2 + 2t′ = |V f

1 | که می�شود مشاهده می�باشد. برگ یک z′i ،i = 1, 2, ..., t′

زیر رئوس مجموعه
{v} ∪ {ui|i = 1, 2, ..., t1} ∪ {xi, ui| i = 1, 2, ..., t2} ∪ {x′i, u′i|i = 1, 2, ..., t′}

|D| = 1 + t1 + 2t2 + 2t′ = 1 + |V f
1 | اندازه از T درخت برای جهشی احاطه�گر مجموعه یک

هر بنابراین است. تناقض یک که ،γh(T ) ≤ 1+ |V f
1 | = γhR(T )− 3 = γh(T )− 1 لذا و می�باشد

مولفه�ای T2 و v شامل T −vw از مولفه�ای T1 فرضکنید است. برگ یک N2(v)−N(w) از رأس
T2 و می�باشد w از چهار یا دو یک، فاصله در T2 از برگ هر بوضوح باشد. w شامل T − vw از
مسیر xyzuw و x ∈ N4(w) کنید فرض می�باشد. w از چهار فاصله با برگ یک حداقل دارای
حالت فرضیات و 2 ادعای از .deg(y) = deg(z) = 2 ،2 ادعای طبق باشد. w و x رأس دو بین
T2 درخت ریشه w و T2 ∈ T 1

3 بنابراین می�باشد. دو درجه دارای N3(w)−N2(v) از رأس هر ،1



۵٣ γhR(T ) = γh(T ) + 2 با T درختان
مثل و می�باشد v رأس از دو حداکثر فاصله در T1 درخت از برگ هر بوضوح همچنین می�باشد.
دو فاصله با برگ یک حداقل دارای T1 بنابراین .N2(v)−N(w) ̸= ∅ که می�کنیم مشاهده قبل
درخت و T1 ∈ T 1

3 درخت از T لذا است. T1 درخت ریشه v و T2 ∈ T 2
3 نتیجه در است. vرأس از

.T ∈ T3 بنابراین می�آید. بدست آن�ها ریشه�های کردن متصل با T2 ∈ T 2
3

همسایه�های از یک هیچ که طوری به دارد وجود x′ ∈ N(w)−{v}برگ رأسغیر حالت٢.
نباشد. T [V f

1 ] از K2-مولفه یک از رأس یک مجاور x′ برگ غیر
درجه با پشتیبان رأس یک یا برگ یک z′ ،z′ ∈ N(x′)− {w} رأس هر برای صورت این در
یک z′ که طوری به دارد وجود z′ ∈ N(x′) − {w} رأس یک حداکثر همچنین و می�باشد دو

است. دو درجه از پشتیبان رأس
از رأس هر یا به�طوری�که دارد وجود a ∈ N(v) − {w} غیربرگ رأس که می�دهیم نشان
کنید فرض است. دو درجه از پشتیبان رأس یک دقیقا مجاور a یا است برگ یک N(a)− {v}

باشد داشته وجود b ∈ N(a)− {v} برگ غیر رأس a ∈ N(v)− {w} برگ غیر رأس هر برای که
رأس یک b ،2 ادعای طبق باشد. T [V f

1 ] از K2-مولفه یک از رأس یک مجاور b که طوری به
کنید فرض می�باشد. دو درجه دارای b همچنین و می�باشد خاصیت این با فرد به منحصر
غیر همسایه یک دارای کدام هر و نیستند برگ که باشند رئوسی x1, x2, ..., xt ∈ N(w) − {v}

یک دقیقا دارای xi ادعای2، طبق می�باشند. T [V f
1 ] از K2-مولفه یک یکرأساز به مجاور برگی

،i = 1, 2, ..., t برای می�باشد. ،T [V f
1 ] از K2-مولفه یک از رأس یک به مجاور برگی غیر همسایه

.ui ∈ V f
1 ∩ N(zi) و zi ∈ V f

1 ∩ N(yi) باشد، w از غیر xi برگی غیر همسایه yi کنید فرض
برگ غیر رأس یک و نیست برگ x′i که باشند رئوسی x′1, x′2, ..., x′t1 ∈ N(w)− {v} کنید فرض
کنید فرض ،i = 1, 2, ..., t1 برای می�باشد. T [V f

1 ] از K1-مولفه یک مجاور y′i ∈ N(x′i) − {w}

برای ،2 ادعای طبق هستند. y′i رأس مجاور که باشند T [V f
1 ] از K1-مولفه�هایی ،z′i ∈ V f

1

a1, ..., at′ کنید فرض می�باشد. دو درجه دارای y′i و است فرد به منحصر y′i ،i = 1, 2, ..., t1

همسایه دارای ai ،i = 1, 2, ..., t′ برای به�طوری�که باشند w از غیر v از غیربرگی همسایه�های
برگی غیر همسایه bi ∈ N(ai) − {v} کنید فرض ،i = 1, 2, ..., t′ برای باشد. vاز غیر غیربرگی
برای 2 ادعای طبق می�باشد.. T [V f

1 ] از K2-مولفه یک از رأس یک مجاور که باشد ai از
صورت این در .2t + 2t′ + t1 = |V f

1 | که کنید توجه است. فرد به منحصر bi ،i = 1, 2, ..., t′

مجموعه یک {w} ∪ {yi, xi|i = 1, 2, ..., t} ∪ {x′i | i = 1, 2, ..., t1} ∪ {ai, bi|i = 1, 2, ..., t′}

لذا و می�باشد T درخت برای جهشی احاطه�گر
است. تناقض یک که ،γh(T ) ≤ 1 + t1 + 2t + 2t′ = 1 + |V f

1 | = γhR(T ) − 3 = γh(T ) − 1

یک N(v′)−{w} از رأس هر یا که طوری به می�باشد v′ برگی غیر همسایه یک دارای v بنابراین
T [V f

1 ] از K1-مولفه یک از رأس یک مجاور که است برگ غیر همسایه دارای v′ یا و است برگ
باشد. w شامل T − vw از مولفه�ای T2 و v شامل T − vw از مولفه�ای T1 کنید فرض می�باشد.
بنابراین .(N4(w) −N3(v)) ̸= ∅ و می�باشد w از چهار حداکثر فاصله در T2 از برگ هر بوضوح
هر بوضوح همچنین می�باشد. T2 درخت wریشه که کنید توجه .T2 ∈ T 1

4 که می�گیریم نتیجه



درختان در رومی جهشی احاطه�گر تابع ۵۴
توجه .T1 ∈ T 2

4 که می�گیریم نتیجه لذا و می�باشد v از چهار حداکثر فاصله در T1 درخت از برگ
کردن متصل با T1 ∈ T 2

4 و T2 ∈ T 1
4 درختان از T بنابراین می�باشد. T1 درخت ریشه� v که کنید

.T ∈ T4 نتیجه در می�آید. بدست w و v
.T ∈ T1 ∪ T5 آن�گاه ،vw /∈ E(T ) اگر .٣.٣.۴ لم

.d(v, w) = 3 که می�دهیم نشان ابتدا .d(v, w) ≥ 2 بوضوح .vw /∈ E(T ) که فرضکنید برهان.
می�توان راحتی به باشد. w و v بین دو طول با مسیری P : vuw و d(v, w) = 2 که کنید فرض
دیگر و 2 به N(v) از رأس یک وزن تغییر با آن�گاه باشد، deg(v) ≥ 2 اگر .N(v) ⊆ V f

1 که دید
در f انتخاب با که ،|V g

2 | > |V f
2 | که طوری به می�آید بدست g γhR(T-تابع یک( 0 صفر به رئوس

بنابراین .deg(w) = 1 که داد نشان می�توان مشابه طریق به .deg(v) = بنابراین1 تناقضاست.
مشابه طریق به و epn2(v, V

f
2 ) = N(u)−{v, w} لذا و می�باشد u مجاور epn2(v, V

f
2 ) از رأس هر

آن�گاه باشد، داشته وجود u از دو فاصله در u′ رأس یک اگر .epn2(w, V
f
2 ) = N(u) − {v, w}

می�آید بدست g γhR(T-تابع ) یک 2 به f(u) و 0 به f(u′) تغییر با صورت این در .f(u′) = 1

یک N(u) از رأس هر بنابراین است. تناقض در f انتخاب با که ،|V g
2 | > |V f

2 | که طوری به
.d(v, w) ≥ 3 بنابراین است. تناقض در ١.٢.۴ گزاره با است.که ستاره یک T لذا و است برگ
و v بین 6 حداقل طول از مسیر یک P : v = v1v2v3...w و d(v, w) ≥ 6 که کنید فرض حال
2 به f(v2) و 0 به f(v4) تغییر با .f(v4) = 1 ،f(v3) = 0 ،f(v2) = 1 صورت این در باشد. w
تناقض در f انتخاب با که ،|V g

2 | > |V f
2 | که طوری به می�آید بدست g جدید γhR(T-تابع ) یک

طول از مسیر P : v = v1v2v3v4v5 = w و d(v, w) = 4 کنید فرض .d(v, w) ≤ 5 بنابراین است.
تغییر و 0 به f(v4) تغییر با .f(v3) = 0 ،f(v2) = f(v4) = 1 صورت این در باشد. w و v بین 4
تناقض در f انتخاب با که می�آید بدست |V g

2 | > |V f
2 | با g جدید γhR(T-تابع ) یک 2 به f(v2)

یک P : v = v1v2v3v4v5v6 = w و d(v, w) = 5 که فرضکنید حال .d(v, w) ̸= 4 بنابراین است.
اگر .f(v3) = f(v4) = 0 و f(v2) = f(v5) = 1 صورت این در باشد. w و v بین 5 طول از مسیر
تغییر و 0 به f(x) تغییر با صورت این در .f(x) = 1 آن�گاه باشد، x ∈ N(v)−{v2} و deg(v) ≥ 2

f انتخاب با که ،|V g
2 | > |V f

2 | که طوری به می�آید بدست g جدید γhR(T-تابع ) یک 2 به f(v2)
.deg(w) = 1 که داد نشان می�توان مشابه طریق به و deg(v) = 1 بنابراین است. تناقض در
احاطه�گر تابع یک 2 به f(v4) و f(v3) و 0 به f(v5) و f(v2) ،f(w) ،f(v) تغییر با صورت این در
d(v, w) ̸= 5 بنابراین است. تناقض یک که می�آید بدست γhR(T ) از کمتر وزن با جهشی رومی

.d(v, w) = 3 لذا و
که می�شود نتیجه v ∈ V f

2 از باشد. w و v بین Pمسیری : vuzw کنید فرض
و 2 به N(v) − {u} از رأس یک وزن تغییر با آن�گاه باشد، deg(v) ≥ 3 اگر .N(v) − {u} ⊆ V f

1

،|V g
2 | > |V f

2 | که طوری به می�آید بدست g جدید γhR(T-تابع ) یک 0 به رئوس دیگر تغییروزن
که داد نشان می�توان مشابه طریق به و deg(v) ≤ 2 بنابراین است. تناقض در f انتخاب با که

.deg(w) ≤ 2
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.deg(y) > 1 که می�دهیم نشان .N(w)−{z} = {y} دهید قرار .deg(w) = 2 که فرضکنید
احاطه�گر مجموعه یک D = {u, z} آن�گاه ،deg(v) = 1 اگر است. برگ یک y که کنید فرض
بنابراین است. تناقض یک که ،|D| < |V f

1 |+ 2 = γh(T ) لذا و می�باشد T درخت برای جهشی
جهشی احاطه�گر مجموعه یک D = {v, u, z} صورت این در .deg(v) = 2 که می�کنیم فرض
برگ y بنابراین است. تناقض یک که ،|D| < |V f

1 | + 2 = γh(T ) لذا و می�باشد T درخت برای
رأس کنید فرض است. برگ یک N(y) − {w} از رأس هر که می�دهیم نشان ادامه در نیست.
مجاور z که کنید فرض همچنین نیست. برگ y′ که طوری به دارد وجود y′ ∈ N(y) − {w}

z وزن تغییر با می�باشد f(y) = 1 اینکه به توجه با .f(z) = 1 صورت این در . باشد y′ رأس
که ،|V g

2 | > |V f
2 | که طوری به می�آید بدست g جدید γhR(T-تابع ) یک 2 به y وزن تغییر و 0 به

که کنید فرض است. برگ یک N(y)− {w} از رأس هر بنابراین است. تناقض در f انتخاب با
صورت این غیر در زیرا است، برگ یک N(u) − {z, v} از رأس هر صورت این در .deg(v) = 1

با است. تناقض یک که دارد وجود |D| < |V f
1 | + 2 = γh(T ) با D جهشی احاطه�گر مجموعه

یک N(z) − {u,w} از رأس هر که می�شود نتیجه 2 ادعای از می�باشد f(z) = 0 اینکه به توجه
می�باشد γh(T ) از کمتر اندازه با جهشی احاطه�گر یکمجموعه {z, w}صورت این در برگاست.
قبل به شبیه .N(v) − {u} = {y′} کنید فرض .deg(v) = 2 بنابراین است. تناقض یک که
نتیجه می�توان راحتی به 2 ادعای از است. برگ یک N(y′)− {v} از رأس هر که می�شود نتیجه

.T ∈ T5 صورت این در است. برگ یک (N(u)− {z, v}) ∪ (N(z)− {u,w}) که گرفت
تناقض به قبل مشابه آن�گاه باشد، deg(v) = 2 اگر .deg(w) = 1 که کنید فرض ادامه در
.f(u′) = 1 آن�گاه ،u′ ∈ N2(u)−N(z) و N2(u)−N(z) ̸= ∅ اگر .deg(v) = 1 بنابراین می�رسیم.
تغییر و 0 به f(w) تغییر ،2 به f(z) تغییر ،2 به f(u) تغییر ،0 به f(v) تغییر با صورت این در
تناقض یک که می�آید بدست γhR(T ) از کمتر وزن با جهشی رومی احاطه�گر تابع یک 0 به f(u′)
.N2(z)−N(u) = ∅ که داد نشان می�توان مشابه طریق به و N2(u)−N(z) = ∅ بنابراین است.

.T ∈ T1 لذا و است دوگانه ستاره یک T بنابراین





۵ فصل
کامل گراف�های دوری تجزیه

مقدمه ١.۵
اتاوا- دانشگاه در مطالعاتی فرصت دوره در دانشجو مطالعاتی موضوع به فصل این مطالب
تجزیه مطالعاتی، دوره این در دارد. اختصاص ١ شاینا متیا پروفسور سرپرستی تحت کانادا
به فصل این ٢.۵ بخش در است. گرفته قرار بررسی و مطالعه مورد کامل گراف�های دوری

مربوط نتایج و تاریخچه گراف�ها، دوری تجزیه به مربوط مقدماتی مفاهیم و اولیه تعاریف بیان
مساله به مربوط قضایای و نتایج ٣.۵ بخش در می�شود. پرداخته اوبروولفاش مساله به

این در شده ارایه قضایای و مفاهیم و تعاریف تمامی می�گردد. ارایه جهت�دار اوبروولفاش
. [٣٠]می�باشد مرجع اساس بر فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف ٢.۵
و ،V ناتهی و متناهی مجموعه از است عبارت D = (V,E) گرافجهت�دار٢ گراف، نظریه در
کمان٣ یک E عضو هر و رأس یک V عضو هر .V اعضای از مرتب دوتایی�های از E خانواده
به xرأس از کمان یک واقع در (x, y) ∈ E مرتب دوتایی ،D جهت�دار گراف در می�شود. نامیده
جهت�دار گراف یک D کنید فرض می�باشد. (y, x) مرتب دوتایی از متفاوت که می�باشد y رأس

١Mateja Šajna
٢Digraph

٣Arc

۵٧



کامل گراف�های دوری تجزیه ۵٨
نمایش C⃗m نماد با D در m طول از جهت�دار۴ دور ،2 ≤ m ≤ n هر برای باشد. رأس n با

اگر می�باشد، D جهت�دار گراف از فراگیر۵ زیرگرافجهت�دار یک H می�شود. داده
یک ،D جهت�دار گراف از ۶ جهت�دار� یک٢-عامل .E(H) ⊆ E(D) همچنین و V (H) = V (D)

گراف می�باشد. جهت�دار دورهای از مجزایی اجتماع از متشکل D از فراگیر جهت�دار زیرگراف
گراف و می�شود داده نمایش K∗

n نماد با n برابر رئوس تعداد با ٧ کامل� متقارن جهت�دار
E(K∗

n) به متعلق نیز کمان آن معکوس ،E(K∗
n) متعلق کمان هر برای که می�باشد جهت�داری

و 2 ≤ m1 ≤ m2 ≤ ... ≤ mt ≤ n که باشند صحیحی اعداد m1,m2, ...,mt کنید فرض باشد.
یک ،D جهت�دار گراف از C⃗m1)-عامل , C⃗m2 , ..., C⃗mt) یک آنگاه ،m1 +m2 + ...+mt = n

می�باشد. m1,m2, ...,mt طول�های از ترتیب به مجزا، جهت�دار دور t شامل جهت�دار ٢-عامل
روابط ،i ̸= j هر برای به�طوریکه G گراف زیرگراف�های از G = {G1, G2, ..., Gt} مجموعه

گراف از یکتجزیه٨ باشد برقرار E(Gi)∩E(Gj) = ∅ و E(G1)∪E(G2)∪ ...∪E(Gt) = E(G)

دوری٩ تجزیه G باشد، دور یک G1, G2, ..., Gt گراف�های زیر از یک هر چنانچه بود. خواهد G

شود. می نامیده G گراف
-(C⃗m1 , C⃗m2 , ..., C⃗mt) یک عامل�ها -(C⃗m1 , C⃗m2 , ..., C⃗mt) به D جهت�دار گراف از تجزیه یک

می�شود. نامیده D گراف از بندی١٠ عامل
x ∈ رأس ،S ⊆ E(G) به�طوریکه S مجموعه باشد. گراف یک G کنید فرض .١.٢.۵ تعریف

باشد. S از یال t دقیقا انتهایی رئوس از یکی x اگر دهد می پوشش بار t را V (G)

دورانی١١ گرافجهت�دار .S ⊆ Z∗ و باشد مثبت صحیح یکعدد n فرضکنید تعریف۵.٢.٢.
و ،{ui : i ∈ Zn} رئوس مجموعه با است جهت�داری گراف ،S همبندی مجموعه با X⃗(n;S)

از کمان ،(ui, uj) کمان .j − i ∈ S اگر تنها و اگر دارد وجود کمان یک uj به ui رأس هر از
می�شود. نامیده Zn در j − i تفاضل١٢

D1 ▷◁ D2 آنگاه باشند. مجزا رأس جهت�دار گراف دو D2 و D1 کنید فرض .٣.٢.۵ تعریف
از ممکن یال�های تمامی همچنین و D2 و D1 گراف دو اجتماع از که است جهت�داری گراف

می�شود. ساخته D1 به D2 از ممکن یال�های تمامی همچنین و D2 به D1

مختلف ریاضیدانان توسط آمده به�دست نتایج و اوبروولفاش١٣ مساله تاریخچه بیان به ادامه در
یک در ١٩۶٧ سال در رینگل توسط بار اولین برای اوبروولفاش مساله می�پردازیم. زمینه این در
که شد مطرح سوال این کنفرانس این در شد. مطرح آلمان کشور در اوبروولفاش در کنفرانس
اطراف در متوالی شب n−1

2 کنفرانسدر این در کننده�گان شرکت از n-تا که است پذیر امکان آیا
۴Directed Cycle
۵Spanning Subdigraph
۶Directed 2-Factor
٧Complete Symmetric Digraph
٨Decomposition
٩Cycle Decomposition

١٠Factorization
١١Circulant Digraph
١٢Difference
١٣Oberwolfach Problem



۵٩ جهت�دار اوبروولفاش مساله
میزها این اطراف در موجود صندلی�های مجموع طوری�که به مشخص اندازه�های با گرد میز t

کنار در بار یک فقط کننده شرکت هر به�طوری�که بنشینند باشد، فرد عدد یک n و n با برابر
باشند، m1,m2, ...,mt طول�های از میزها زمانی�که بنشیند؟ دیگر کننده�گان شرکت از یک هر
می�باشد، زوج عدد یک n زمانیکه می�شود. داده نمایش OP (m1,m2, ...,mt) نماد با مساله
اساس بر می�پردازیم. آن بیان به ادامه در که می�شود نامیده مدلهمسرگریزی١۴ مشابه، مساله
شب k−1 در زوج k شامل کننده، شرکت n = 2k که است امکانپذیر آیا همسرگریزی مدل مساله
،m1+m2+ ...+mt = n ,m1,m2و ...,mt اندازه�های از میزها جاییکه گرد، میز tروی بر متوالی
کننده�های شرکت از یک هر کنار در بار یک دقیقا کننده شرکت هر به�طوری�که شوند نشانده

بنشیند؟ خود همسر بجز دیگر
گرفته نظر در متناظر ٢-عامل�های به کامل گراف تجزیه با معادل اصلی اوبروولفاش مساله
مساله اما است، شده حل مساله این از زیادی حالت�های تاکنون ١٩۶٧ سال از اگرچه می�شود.

است. مانده باقی نشده حل هنوز اوبروولفاش اصلی
،٢٢ ،٢۶] است شده حل کامل به�طور یکسان طول�های از دورهای با اوبروولفاش مساله
mجاییکه و n هر برای OP (m,m, ...,m) مساله که است شده داده نشان مقالات این در .[٣ ،۴
دورها حالتی�که در اوبروولفاش مساله دارد. جواب m ̸= 3 و n ̸= 6, 12 و باشد بخشپذیر m بر n
[١٠] دنزیگر١۶ و براینت١۵ است. شده حل جزیی صورت به می�باشند متفاوت طول�های دارای
تریتا١٧ دارد. جواب ,m1,m2زوج ...,mt هر و n هر برای OP (m1,m2, ...,mt) که اند داده نشان
یکی یا و ٣ اندازه از میز دو هر که حالتی در بجز t = 2 که حالتی برای است کرده ثابت [٣٣]
سایر می�باشد. جواب دارای اوبروولفاش مساله باشد، ۵ اندازه از دیگری و ۴ اندازه از میزها از
،OP (3, 3, 3, 3) ،OP (3, برای(3 بجز OP (m1,m2, ...,mt) که اند کرده ثابت [٢ ،١٧] نویسندگان
جواب دارای n ≤ 40 هر برای هستند، شده استثنائاتشناخته تنها که OP (3, 3, 5) و ،OP (4, 5)

دارای بزرگ های nاوبروولفاشبرای مساله که کردند ثابت اخیرا همکاران و گلاک١٨ می�باشد.
می�باشد. جواب

اوبروولفاشجهت�دار مساله ٣.۵
مساله شد. خواهد پرداخته جهت�دار١٩ اوبروولفاش مساله بیان و بررسی به بخش این در
مساله در می�باشد. معروف اوبروولفاش مساله جهت�دار حالت واقع در جهت�دار اوبروولفاش
کننده شرکت هر که است پذیر امکان آیا که می�شود پرداخته موضع این به اوبروولفاشجهت�دار
اوبروولفاش مساله بنشیند؟ دیگر کننده�گان شرکت از یک هر راست سمت در بار یک دقیقا
با میباشند m1 + m2 + ... + mt = n و m1,m2, ...,mt های اندازه از میزها وقتی�که جهت�دار
١۴Spouse- Avoiding Variant
١۵Bryant
١۶Danziger
١٧Traetta

١٨Glock
١٩Directed Oberwolfach Problem



کامل گراف�های دوری تجزیه ۶٠
می�شود. داده نشان OP ∗(m1,m2, ...,mt) نماد

یکسان طول�های از دورهای با اوبروولفاشجهت�دار مساله ١.٣.۵
و برماند٢٠ توسط باشند ٣ اندازه از دورها همه حالتی�که در جهت�دار اوبروولفاش مساله
،n = 12 که حالتی برای بجز باشند، ۴ اندازه از دورها همه حالتی�که در و ،[٨] در همکاران
حالت [١] در براینت٢۴ و ادامس٢٣ سپس است. شده حل [٧] در ژانگ٢٢ و بنت٢١ توسط

دادند. قرار بررسی مورد n = 12

با جهت�دار اوبروولفاش مساله برای تاکنون که است نتایجی از ای خلاصه زیر �های قضیه
است. آمده به�دست یکسان طول�های از دورهای

بخشپذیر ٣ بر n اگر وتنها اگر می�باشد جواب دارای OP ∗(3, 3, ..., 3) مساله [٨] .١.٣.۵ قضیه
.n ̸= 6 همچنین و باشد

بخشپذیر ۴ بر n اگر وتنها اگر OPدارایجوابمی�باشد ∗(4, 4, ..., 4) مساله [١ ،٧] .٢.٣.۵ قضیه
.n ̸= 4 همچنین و باشد

آنگاه: .5 ≤ m ≤ n به�طوری�که باشند صحیحی اعداد n و m کنید فرض [١٢] .٣.٣.۵ قضیه

دارای OP ∗(m,m, ...,m) آنگاه باشند. فرد دو هر n و m یا و زوج عددی m کنید فرض .١
.(m,n) ̸= (6, 6) همچنین و باشد بخشپذیر mبر n اگر وتنها اگر می�باشد جواب

هرگاه است جواب دارای OP ∗(m,m, ...,m) آنگاه باشد، جواب دارای OP ∗(m,m) اگر .٢
.n ≡ 0 (mod 2m)

OP ∗(m,m, ...,m) آنگاه .5 ≤ m ≤ 49 و فرد صحیح عدد یک m [١١]فرضکنید .۴.٣.۵ قضیه
.n ≡ 0 (mod 2m) هرگاه است جواب دارای

طول�های از دورهای با اوبروولفاشجهت�دار برایمساله آمده به�دست نتایج بیان به ادامه در
شد. خواهد پرداخته متفاوت،

متفاوت طول�های از دورهای با اوبروولفاشجهت�دار مساله ٢.٣.۵
می�شود. ∗Kپرداخته

nگراف از OP-عامل�بندی ∗(m1,m2, ...,mt)یک وجود بررسی اینبخشبه در
شرط ، i = 1, 2, ..., t هر برای که است این عامل�بندی چنین وجود برای لازم شرط بوضوح
٢٠Bermond
٢١Bennett
٢٢Zhang

٢٣Adams
٢۴Bryant



۶١ جهت�دار اوبروولفاش مساله
اگر که کرد ثابت می�توان آسانی به باشد. برقرار m1 + m2 + ... + mt = n و 2 ≤ mi ≤ n

آنگاه باشد، جواب دارای m1,m2, ...,mt طول از دورهای و فرد n هر برای اوبروولفاش مساله
جواب دارای m1,m2, ...,mt طول�های از دورهای و فرد n هر برای اوبروولفاشجهت�دار مساله

می�باشد.
آنگاه باشد، فرد عددی n و باشد جواب یک دارای OP (m1,m2, ...,mt) اگر [٣٠] .١.٣.۵ لم

بود. خواهد جواب دارای OP ∗(m1,m2, ...,mt)

از جوابی در ٢-عامل هر از کپی دو نظرگرفتن در با OP ∗(m1,m2, ...,mt) برای جواب یک
جهت دو در شده نظرگرفته در ٢-عامل دو هر در دور، هر کردن جهت�دار و OP (m1,m2, ...,mt)

می�آید. بدست مختلف
حل قابل ١.٣.۵ لم از استفاده با که �هایی حالت برای ابتدا جهت�دار اوبروولفاش مساله
شناخته حالت دو برای جهت�دار اوبروولفاش مساله است. گرفته قرار بررسی مورد نبودند
هر طول و ندارد وجود آنها برای جوابی که متفاوت دوری طول�های با اوبروولفاش مساله شده
مساله از حالت�هایی بررسی به سپس است. گرفته قرار بررسی مورد می�باشد ٢ از بیشتر دور
در است. شده پرداخته می�باشند ٢ طول از دور یک حداقل شامل که جهت�دار اوبروولفاش

می�پردازیم. مساله این برای آمده به�دست نتایج بیان به ادامه
دارد. وجود K∗

9 از ,C⃗4)-عامل�بندی C⃗5) یک [٣٠] .۵.٣.۵ قضیه
K∗

8 و V (K∗
1 ) = {u∞} به�طوری�که گرفته نظر در K∗

8 ▷◁ K∗
1 گراف با متناظر را K∗

9 گراف برهان.
همبندی مجموعه و {ui : i ∈ Z8} رئوس مجموعه با X⃗(8;S) دورانی جهت�دار گراف با متناظر
،به (u∞, ui) و (ui, u∞) شکل به کمان�های ،i ∈ Z8 هر برای می�باشد. S = {±1,±2,±3, 4}

را ρ = (u0 u1 . . . u7)(u∞) جایگشت می�شوند. نامیده −∞ و ∞ تفاضل از کمان�های ترتیب،
بگیرید. نظر در

بگیرید. نظر در زیر به�صورت را ۴ و ۵ طول�های از ترتیب، ،به C1 و C0 جهت�دار دورهای
C0 = u1 u2 u∞ u6 u4 u1,

C1 = u0 u7 u3 u5 u0.

یک دقیقا شامل ،( ١.۵ (تصویر K∗
9 از ,C⃗4)-عامل C⃗5) یک R = {C0, C1} که می�شود مشاهده

مجموعه در تفاضل هر از کمان
{±1,±2,±3, 4,±∞}

که می�شود گرفته نتیجه ،R های ویژگی به توجه با می�باشد.
{ρi(R) : i ∈ Z8}

می�باشد. K∗
9 از ,C⃗4)-عامل�بندی C⃗5) یک



کامل گراف�های دوری تجزیه ۶٢

.K∗
9 از R ,C⃗4)-عامل C⃗5) :١.۵ شکل

دارد. وجود K∗
11 از ,C⃗3)-عامل�بندی C⃗3, C⃗5) یک [٣٠] .۶.٣.۵ قضیه

و V (K∗
1 ) = {u∞} به�طوری�که گرفته نظر در K∗

10 ▷◁ K∗
1 گراف با متناظر را K∗

11 گراف برهان.
مجموعه و {ui : i ∈ Z10} رئوس مجموعه با X⃗(10;S) دورانی جهت�دار گراف با متناظر K∗

10

(u∞, ui) و (ui, u∞) کمان�های ،i ∈ Z10 هر برای می�باشد. S = {±1,±2,±3,±4, 5} همبندی
ρ = (u0 u1 . . . u9)(u∞) جایگشت می�شوند. نامیده −∞ و ∞ تفاضل از کمان�های ترتیب، ،به

بگیرید. نظر در را
نظر در زیر صورت به را ۵ و ٣ ،٣ طول�های از ترتیب به C2 و C1 ،C0 جهت�دار دورهای

بگیرید.
C0 = u0 u1 u3 u0,

C1 = u2 u7 u∞ u2,

C2 = u4 u8 u6 u9 u5 u4.

کمان یک دقیقا شامل ،K∗
11 از ,C⃗3)-عامل C⃗3, C⃗5)یک R = {C0, C1, C2} که می�گردد مشاهده

.(٢.۵ می�باشد(تصویر زیر مجموعه در تفاضل هر }از
± 1,±2,±3,±4, 5,±∞

}
.

که گرفت نتیجه می�توان R ویژگی�های به توجه }با
ρi(R) : i ∈ Z10

}
می�باشد. K∗

11 از ,C⃗3)-عامل�بندی C⃗3, C⃗5) یک

-(C⃗2, C⃗n−2) یک دارای K∗
n جهت�دار گراف ،n ≥ 5 صحیح عدد هر برای [٣٠] .٧.٣.۵ قضیه

می�باشد. عامل�بندی



۶٣ جهت�دار اوبروولفاش مساله

.K∗
11 از R ,C⃗3)-عامل C⃗3, C⃗5) :٢.۵ شکل

.n ≥ 7 به�طوری�که باشد فرد صحیح عدد n کنید فرض حالت1. برهان.
به�طوری�که بگیرید نظر در K∗

2ℓ+1 ▷◁ K∗
2 جهت�دار گراف با متناظر را K∗

n و ،ℓ = n−3
2 فرضکنید

مجموعه با X⃗(2ℓ + 1;S) دورانی جهت�دار گراف یک K∗
2ℓ+1 گراف و V (K∗

2 ) = {u∞1 , u∞2}

هر برای می�باشد. S = {±d : d = 1, 2, . . . , ℓ} همبندی مجموعه و {ui : i ∈ Z2ℓ+1} رئوس
j∞و تفاضل از کمان�هایی ترتیب، به ، (u∞j , ui) و (ui, u∞j کمان�های( ،j ∈ {1, 2} و i ∈ Z2ℓ+1

می�ماند. باقی نشده تعریف (u∞2 , u∞1) و (u∞1 , u∞2)کمان�های تفاضل می�شوند. نامیده −∞j

بگیرید. نظر در را ρ = (u0 u1 . . . u2ℓ)(u∞1)(u∞2) جایگشت
بگیرید. نظر در زیر صورت به را C جهت�دار بسته گشت آن�گاه k = ⌊ ℓ

2⌋ کنید فرض
C = u0 u−1 u1 . . . u−k uk u−(k+2) uk+1 . . . u−ℓ uℓ−1 uℓ u∞2 u0.

دقیقا شامل و (2ℓ+ 1) طول به جهت�دار دور یک حقیقت در C که داد نشان می�توان آسانی به
می�باشد. زیر مجموعه در تفاضل هر از کمان یک

{±1,±2, . . . ,±(ℓ− 1), ℓ,±∞2}.

زیر به�صورت C جهت�دار دور از مجزا C
′ دور همچنین

C ′ = u−(k+1) u∞1 u−(k+1)

از کمان یک دقیقا شامل ،K∗
n از ,C⃗2)-عامل C⃗n−2) یک R = {C,C ′} بنابراین بگیرید. نظر در

مجموعه در تفاضل هر
D = {±1,±2, . . . ,±(ℓ− 1), ℓ,±∞1,±∞2}

می�باشد.
نظر در به�صورت را 2 و (2ℓ+1)طول�های به ترتیب، به ، C ′′′ و C ′′ جهت�دار سپسدورهای

بگیرید.
C ′′ = u0 u−ℓ u1 u−(ℓ−1) u2 . . . u−2 uℓ−1 u−1 uℓ u0

C ′′′ = u∞1 u∞2 u∞1 .
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از کمان�های تمام شامل K∗

n از ,C⃗2)-عامل C⃗n−2)یک R′ = {C ′′, C ′′′} که می�گردد مشاهده
می�توانید شما مثال، بعنوان می�باشد. نشده تعریف تفاضل از کمان دو همچنین و ،−ℓ تفاضل

ببینید. ٣.۵ تصویر در را K∗
9 از R′ و R ,C⃗2)-عامل�های C⃗7)

.K∗
9 از R′ و R ,C⃗2)-عامل�های C⃗7) :٣.۵ شکل

گرفت نتیجه می�توان ،R′ و R ویژگی�های به توجه با
{ρi(R) : i ∈ Z2ℓ+1} ∪ {R′}

می�باشد. K∗
n از ,C⃗2)-عامل�بندی C⃗n−2) یک

باشد. n = 5 یا و زوج صحیح عدد n کنید فرض حالت2.
K∗

n−1 و ،{u∞} برابر K∗
1 رئوس مجموعه ∗Kبه�طوری�که

n−1 ▷◁ K∗
1 گراف با متناظر را K∗

n گراف
همبندی مجموعه و {ui : i ∈ Zn−1} رئوس مجموعه با X⃗(n − 1;S) دورانی جهت�دار گراف
به ، (u∞, ui) و (ui, u∞) کمان�های ،i ∈ Zn−1 هر برای بگیرید. نظر در می�باشد S = Z∗

n−1

ρ = (u0 u1 . . . un−2)(u∞) جایگشت می�شوند. نامیده −∞ و ∞ تفاضل از کمان�های ترتیب،
بگیرید. نظر در را

،٣ طول�های با ترتیب، به ، C ′
1 و C ′

0 ، C1 ،C0 جهت�دار دورهای .n = 5 کنید فرض ابتدا
بگیرید. نظر در زیر به�صورت را ٢ ٢و ،٣

C0 = u0 u1 u2 u0 C1 = u3 u2 u1 u3

C ′
0 = u3 u∞ u3 C ′

1 = u0 u∞ u0.

K∗
5 از ,C⃗2)-عامل C⃗3) یک ،R1 = {C1, C

′
1} و R0 = {C0, C

′
0} از یک هر که می�شود مشاهده

از یک اندیسهر به واحد ٢ کردن اضافه با ،R1 و R0 از ترتیب به R3 و R2 فرضکنید می�باشد.
,C⃗2)-عامل�بندی C⃗3)یک {R0, R1, R2, R3} که کرد ثابت می�توان آسانی به آیند. دست رئوسبه

می�باشد. K∗
5 از

بسته گشت ،k = ⌈n−4
4 ⌉ کنید فرض باشد. زوج صحیح عدد یک n کنید فرض سپس

بگیرید. نظر در زیر به�صورت را C0 جهت�دار
C0 = u0 u−1 u1 . . . u−k uk u−(k+2) uk+1 . . . u−n−2

2
un−4

2
un−2

2
u0.
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دقیقا شامل ،(n − 2) طول از جهت�دار دور یک حقیقت در C0 که کرد ثابت می�توان آسانی به

می�باشد. زیر مجموعه در تفاضل هر از کمان }یک
±1,±2, . . . ,±n− 2

2

}
.

جهت�دار دور از مجزا C0 دور که می�شود مشاهده همچنین
C1 = u−(k+1) u∞ u−(k+1)

هر از کمان یک دقیقا شامل ،K∗
n از ,C⃗2)-عامل C⃗n−2) یک R = {C0, C1} بنابراین می�باشد.

مجموعه در }تفاضل
±1,±2, . . . ,±n− 2

2
,±∞

}
= Z∗

n−1 ∪ {±∞}

ببینید. ۴.۵ تصویر در را K∗
10 از R ,C⃗2)-عامل C⃗8) می�توانید مثال، برای می�باشد.

.K∗
10 از ,C⃗2)-عامل C⃗8) یک :۴.۵ شکل

که گرفت نتیجه می�توان R ویژگی�های به توجه با
{ρi(R) : i ∈ Zn−1}

می�باشد. K∗
n از ,C⃗2)-عامل�بندی C⃗n−2) یک

اوبروولفاش مساله برای کامل جواب یک می�توان ،٧.٣.۵ قضیه از نتیجه یک بعنوان
آورد. دست به فرد n و t = 2 با جهت�دار

یک دارای K∗
n آنگاه باشد. فرد صحیح عدد یک n و 2 ≤ m ≤ n− 2 کنید فرض .١.٣.۵ نتیجه

.(m,n) ̸= (3, 6) اگر تنها و اگر است ,C⃗m)-عامل�بندی C⃗n−m)

-(C⃗m, C⃗n−m) یک دارای K∗
n وضوح به ،٧.٣.۵ قضیه به توجه با آنگاه ،m = 2 اگر برهان.

با اوبروولفاش مساله که است کرده ثابت [٣٣] تریتا .m ≥ 3 کنید فرض می�باشد. عامل�بندی
میز و ۴ طول از میزها از یکی که حالتی یا و ،٣ طول از میز دو هر که حالتی برای بجز ،t = 2

حالت�های برای بجز OP (m,n − m) بنابراین، می�باشد. جواب دارای باشد، ۵ طول از دیگر
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۵.٣.۵ قضیه و ١.٣.۵ لم سپس می�باشد. جواب دارای ،(m,n) = (4, 9) و (m,n) = (3, 6)

.(m,n) ̸= (3, 6) اگر تنها و اگر می�باشد جواب دارای OP ∗(m,n−m) که می�دهند نتیجه

به ،٣ طول به دور یک و ٢ طول به دور t دارای حالتی�که برای اوبروولفاش مساله ادامه در
است. گرفته قرار بررسی مورد ،n = 2t+ 3 طوری�که

.L = {1, 2, ..., ⌊k2⌋} و مثبت صحیح عدد k کنید فرض دستورالعمل١.
بگیرید. نظر در K2k گراف رئوس مجموعه عنوان به {xi : i ∈ Zk} ∪ {yi : i ∈ Zk} مجموعه
همسان و چپ همسان یال�های ترتیب، به ،yiyi+d و xixi+d ،d ∈ L هر و i ∈ Zk هر برای
از مرکب یال�های ،i, d ∈ Zk هر برای ،xiyi+d فرم به یال�های می�شوند. نامیده d طول از راست

می�شوند. نامیده d تفاضل
باشد. K2k یال�های مجموعه از مجموعه زیر یک S کنید فرض

کنید. تعریف زیر صورت به را Y(S) و L(S),R(S),M(S),X (S) مجموعه�های آنگاه

L(S) =
{
d ∈ L : xixi+d ∈ S, i ∈ Zk

}
,

R(S) =
{
d ∈ L : yiyi+d ∈ S, i ∈ Zk

}
,

M(S) =
{
d ∈ Zk : xiyi+d ∈ S, i ∈ Zk

}
,

X (S) =
{
i ∈ Zk : xiu ∈ S, u ∈ V (K2k)

}
,

Y(S) =
{
i ∈ Zk : yiu ∈ S, u ∈ V (K2k)

}
.

F1 ١-عامل�های دارای K4ℓ کنید فرض باشد. مثبت صحیح عدد یک ℓ کنید فرض .٢.٣.۵ لم
به�طوری�که: باشد F2 و

هر ازای به راست همسان یال یک و چپ همسان یال یک دقیقا شامل جمعا، F2 و F1 (i)
باشند، d تفاضل هر ازای به مرکب یال یک دقیقا همچنین ، d طول

باشند. ℓ طول از همسان یال یک دقیقا شامل F2 و F1 از یک هر (ii)
می�باشد. عامل�بندی -(C⃗2, ..., C⃗2, C⃗3) یک دارای K∗

4ℓ+1 آنگاه
V (K∗

1 ) = {u∞} به�طوری�که گرفته نظر در K∗
4ℓ ▷◁ K∗

1 گراف با متناظر را K∗
4ℓ+1 گراف برهان.

ترتیب، به ،d = 1, ..., 2ℓ − 1 برای ،(yi, yi+d) و (xi, xi+d) کمان�های .V (K∗
4ℓ) = V (K4ℓ) و

و (xi, yi+d) کمان�های می�شوند. نامیده d تفاضل از راست همسان و چپ همسان کمان�های
d تفاضل از راست مرکب و مرکبچپ کمان�های ترتیب، به ،d = 0, 1, ..., 2ℓ−1برای ،(yi+d, xi)

راست و چپ کمان�های ترتیب، به ،(yi, u∞) و (xi, u∞) کمان�های همچنین می�شوند. نامیده
تفاضل از راست و چپ کمان�های ترتیب، به ،(u∞, yi) و (u∞, xi) کمان�های و ،∞ تفاضل از

بگیرید. نظر در را زیر جایگشت می�شوند. نامیده −∞

ρ = (x0x1...x2ℓ−1)(y0y1...y2ℓ−1)(u∞)
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آن�ها برای (ii) و (i) شرایط به�طوری�که باشند K4ℓ از ١-عامل�هایی ،F2 و F1 که کنید فرض
بجز ،uv یال هر کردن جایگزین با ،F2 و F1 از ترتیب، به ،F ′

2 و F
′
1 کنید فرض است. برقرار

همسان یال هر کردن جایگزین همچنین و ،u v u جهت�دار دور با ،ℓ طول از همسان یال��های
می K4ℓ ١-عامل�های ،F2 و F1 چون باشند. آمده به�دست u v u∞ u جهت�دار دور با ℓ طول از uv
،F ′

2 و F ′
1 وضوح به می�باشند، ℓ طول از همسان یال یک دقیقا شامل F2 و F1 از یک هر و باشند

همسان یال�های از یک هر که می�شود مشاهده می�باشند. K∗
4ℓ+1 ,C⃗2)-عامل�های ..., C⃗2, C⃗3)

مخالف جهت�های و یکسان انتهایی نقاط با کمان دو با ،d ̸= ℓ به�طوری�که ،K4ℓ در d طول از
شده�اند. d−جایگزین و dتفاضل�هایهمسان از کمان�هایی با دیگر، به�عبارتی شده�اند، جایگزین
جهت�هایمخالف اما یکسان انتهایی نقاط با کمان دو با dتفاضل از مرکب یال هر مشابه، به�طور
جایگزین d تفاضل از راست مرکب و چپ مرکب یال�های با دیگر، عبارتی به شده�اند، جایگزین
(راست) چپ همسان کمان یک ،ℓ طول از راست) ) چپ همسان یال هر همچنین شده�اند.
−∞ تفاضل از (راست) چپ کمان یک و ،∞ تفاضل از (راست) چپ کمان یک ،ℓ تفاضل از
همسان کمان یک و چپ همسان کمان یک دقیقا شامل ،F ′

2 و F ′
1 بنابراین است. کرده تولید

مجموعه در تفاضل هر از }راست
1, ..., 2ℓ− 1

}
,

مجموعه در تفاضل هر از راست مرکب کمان یک و چپ مرکب کمان یک دقیقا }و
0, 1, ..., 2ℓ− 1

}
,

به توجه با می�باشند. ±∞ تفاضل از راست کمان یک و چپ کمان یک دقیقا همچنین، و
که گرفت نتیجه می�توان ،F ′

2 و F ′
1 }ویژگی�های

ρi(F
′
1) : i ∈ Z2ℓ

}
∪
{
ρi(F

′
2) : i ∈ Z2ℓ

}
می�باشد. K∗

4ℓ+1 از بندی ,C⃗2)-عامل ..., C⃗2, C⃗3) یک
١-عامل�های دارای K4ℓ+2 کنید فرض باشد. مثبت صحیح عدد یک ℓ کنید فرض .٣.٣.۵ لم

به�طوری�که باشد F2 و F1

راست همسان یال یک و چپ همسان یال یک دقیقا شامل ،F2 و F1 یال�های اجتماع (i)
باشد، 0 تفاضل بجز تفاضل، هر ازای به مرکب یال یک دقیقا و طول، هر ازای به

باشند. 0 تفاضل از مرکب یال یک دقیقا شامل کدام هر F2 و F1 (ii)
می�باشد. ,C⃗2)-عامل�بندی ..., C⃗2, C⃗3) یک دارای K∗

4ℓ+3 آن�گاه،
،V (K∗

1 ) = {u∞} به�طوری�که بگیرید نظر در K∗
4ℓ+2 ▷◁ K∗

1 گراف با متناظر را K∗
4ℓ+3 برهان.

ترتیب، به ،d = 1, ..., 2ℓ برای ،(yi, yi+d) و (xi, xi+d) کمان�های .V (K∗
4ℓ+2) = V (K4ℓ+2) و

،(yi+d, xi) و (xi, yi+d)کمان�های می�شوند. نامیده d تفاضل از راست و چپ کمان�هایهمسان
می�شوند. نامیده d تفاضل از راست و چپ همسان کمان�های ترتیب، به ،d = 0, 1, ..., 2ℓ برای
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،∞ تفاضل از راست و چپ کمان�های ترتیب، به ،(yi, u∞) و (xi, u∞) کمان�های همچنین
نامیده −∞ تفاضل از راست و چپ کمان�های ترتیب، به ،(u∞, yi) و (u∞, xi) کمان�های و

بگیرید. نظر در را ρ = (x0x1...x2ℓ)(y0y1...y2ℓ)(u∞) جایگشت می�شوند.
صدق (ii) و (i) فرض�های در به�طوریکه �باشند K4ℓ+2 از ١-عامل�هایی ،F2 و F1 کنید فرض
یال�های بجز ،uv یال هر کردن جایگزین با ،F2 و F1 از ترتیب به F ′

2 و F ′
1 کنید فرض می�کنند.

مرکب یال�های از یک کردن جایگزین همچنین و ،u v u جهت�دار دور با ،0 تفاضل از مرکب
v u u∞ v جهت�دار دور با دیگر یال کردن جایگزین و ،u v u∞ u جهت�دار دور با ،0 تفاضل از
شامل F2 و F1 از یک هر و هستند K4ℓ+2 ١-عامل�های ،F2 و F1 چون باشند. آمده به�دست
K∗

4ℓ+2 عامل�های -(C⃗2, ..., C⃗2, C⃗3) ،F ′
2 و F ′

1 بوضوح می�باشد، 0 تفاضل از مرکب یال یک دقیقا
K4ℓ+2 یال�های مجموعه در d طول از همسان یال هر که می�شود مشاهده همچنین می�باشند.
با عبارتی به شده�اند، جایگزین مخالف جهت�های اما یکسان انتهایی نقاط با کمان�هایی با
تفاضل از مرکب یال هر مشابه، به�طور شده�اند. جایگزین −d و d تفاضل از همسان کمان�های
جایگزین یکدیگر جهت�هایمخالف و یکسان انتهایی نقاط با کمان�هایی با ،d ̸= 0 به�طوری�که ،d

شده�اند. جایگزین d تفاضل از راست و چپ مرکب کمان�های با دیگر، عبارتی به شده�اند،
یک ،0 تفاضل از چپ مرکب کمان یک به ،0 تفاضل از مرکب یال یک که می�شود مشاهده
یال حالیکه در است، شده تبدیل −∞ تفاضل از چپ کمان یک و ،∞ تفاضل از راست کمان
یک ،∞ تفاضل از چپ کمان یک ،0 تفاضل از راست مرکب کمان یک ،0 تفاضل از دیگر مرکب

است. کرده تولید −∞ تفاضل از راست کمان
در تفاضل هر از راست همسان و چپ همسان کمان یک دقیقا شامل ،F ′

2 و F
′
1 بنابراین

}مجموعه
1, ..., 2ℓ

}
مجموعه در تفاضل هر از راست و چپ مرکب کمان یک دقیقا }و

0, 1, ..., 2ℓ
}

می�باشند. ±∞ تفاضل از راست و چپ کمان یک دقیقا همچنین و
که گرفت نتیجه می�توان F

′
2 و F ′

1 ویژگی�های به توجه }با
ρi(F

′
1) : i ∈ Z2ℓ+1

}
∪
{
ρi(F

′
2) : i ∈ Z2ℓ+1

}
می�باشد. K∗

4ℓ+1 از ,C⃗2)-عامل�بندی ..., C⃗2, C⃗3) یک
,C⃗2)-عامل�بندی ..., C⃗2, C⃗3)یک دارای K∗

n آنگاه ،n ≡ 1, 3, 7(mod8) و n ≥ 5 اگر .٨.٣.۵ قضیه
می�باشد.

به�طوری�که می�باشد F2 و F1 ١-عامل�های دارای Kn−1 که شود داده نشان است کافی برهان.
،٣.٣.۵ و ٢.٣.۵ لم�های به توجه با آنگاه می�کنند. صدق ٣.٣.۵ لم یا و ٢.٣.۵ لم فرضیات در

می�باشد. ,C⃗2)-عامل�بندی ..., C⃗2, C⃗3) یک دارای K∗
n که گرفت نتیجه می�توان
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مجموعه�های ،S ⊆ E(Kn−1) برایهر و نام�گذاریکرده رأس�هایKn−1را دستورالعمل١، با مطابق

کنید. تعریف نیز را Y(S) و L(S),R(S),M(S),X (S)

خواهیم ،ℓ زوج صحیح عدد هر برای بنابراین .n ≡ 1 (mod 8) کنید فرض .١ حالت
می�باشد، F2 و F1 ١-عامل�های دارای K4ℓ که می�شود داده نشان ادامه در .n = 4ℓ+ 1 داشت

می�کنند. صدق ٢.٣.۵ لم فرضیات در به�طوری�که
بگیرید. نظر در را K4ℓ گراف یالی مجموعه از زیر زیرمجموعه�های

A1 = {xiyℓ−i : i = 1, 2, ..., ℓ− 1},

A2 = {xiyℓ−1−i : i = ℓ+ 1, ℓ+ 2, ..., 2ℓ− 2},

A3 = {x0x2ℓ−1, y0yℓ, xℓy2ℓ−1}.

که می�شود مشاهده .A = A1 ∪A2 ∪A3 کنید فرض
X (A1) =

{
1, 2, ..., ℓ− 1

}
,

X (A2) =
{
ℓ+ 1, ..., 2ℓ− 2

}
,

X (A3) =
{
0, ℓ, 2ℓ− 1

}
,

Y(A1) =
{
1, 2, ..., ℓ− 1

}
,

Y(A2) =
{
ℓ+ 1, ..., 2ℓ− 2

}
,

Y(A3) =
{
0, ℓ, 2ℓ− 1

}
.

بنابراین می�دهد. پوشش بار یک دقیقا را K4ℓ از رأس هر A و ،X (A) = Y(A) = Z2ℓ بنابراین
می�باشد. K4ℓ از ١-عامل یک F1 = (V,A) زیرگراف و می�باشد کامل تطابق یک A

می�باشند، R(A2)تهی مجموعه�هایR(A1)،L(A2)،L(A1)و تمام که می�شود همچنینمشاهده
حالی�که در

M(A1) =
{
0, 2, 4, ..., ℓ− 2, ℓ+ 2, ℓ+ 4, ..., 2ℓ− 2

}
,

M(A2) =
{
1, 3, ..., ℓ− 3, ℓ+ 3, ℓ+ 5, ..., 2ℓ− 1

}
.

داشت خواهیم A3 مجموعه برای همچنین و
M(A3) =

{
ℓ− 1

}
,

R(A3) =
{
ℓ
}
,

L(A3) =
{
1
}
.

در طول هر از چپ همسان یال یک دقیقا شامل می�باشد، K4ℓ از ١-عامل یک F1 بنابراین
مجموعه

L(A) =
{
1
}
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مجموعه در طول هر از راست همسان یال یک دقیقا

R(A) =
{
ℓ
}

مجموعه در تفاضل هر از مرکب یال یک دقیقا و

M(A) =
{
0, 1, 2, ..., ℓ− 1, ℓ+ 2, ℓ+ 3, ..., 2ℓ− 1

}

می�باشد.
را K4ℓ یالی مجموعه از زیر مجموعه�های زیر می��آوریم. به�دست را ١-عامل دومین ادامه در

بگیرید. نظر در

B1 =
{
xix2ℓ−i : i = 1, 2, ...,

ℓ

2
− 1

}
,

B2 =
{
xix2ℓ−i−1 : i =

ℓ

2
,
ℓ

2
+ 1, ..., ℓ− 2

}
,

B3 =
{
yiyℓ−i : i = 1, 2, ...,

ℓ

2
− 1

}
,

B4 =
{
yiyℓ−1−i : i = ℓ, ℓ+ 1, ...,

3ℓ

2
− 1

}
,

B5 =
{
x0xℓ, xℓ−1y0, x 3ℓ

2
y ℓ

2

}
.

،X (B3) مجموعه�های تمام که می�شود مشاهده .B = B1 ∪ B2 ∪ B3 ∪ B4 ∪ B5 کنید فرض
حالیکه در می�باشند، تهی X (B4) و Y(B1)،Y(B2)

X (B1) =
{
1, 2, ...,

ℓ

2
− 1,

3ℓ

2
+ 1, ..., 2ℓ− 1

}
,

X (B2) =
{ ℓ

2
,
ℓ

2
+ 1, ..., ℓ− 2, ℓ+ 1, ...,

3ℓ

2
− 1

}
,

Y(B3) =
{
1, 2, ...,

ℓ

2
− 1,

ℓ

2
+ 1, ..., ℓ− 1

}
,

Y(B4) =
{
ℓ, ℓ+ 1, ..., 2ℓ− 1

}
,

X (B5) =
{
0, ℓ− 1, ℓ,

3ℓ

2

}
,

Y(B5) =
{
0,

ℓ

2

}
.

پوشش بار یک دقیقا را K4ℓ رئوس مجموعه از رأس هر B و ،X (B) = Y(B) = Z2ℓ بنابراین
K4ℓ از ١-عامل یک F2 = (V,B) زیرگراف و می�باشد کامل تطابق یک B بنابراین می�دهد.

می�باشد.
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که می�شود مشاهده همچنین

L(B1) =
{
2, 4..., ℓ− 2

}
,

L(B2) =
{
3, 5..., ℓ− 1

}
,

R(B3) =
{
2, 4..., ℓ− 2

}
,

R(B4) =
{
1, 3..., ℓ− 1

}
,

L(B5) =
{
ℓ
}
,

M(B5) =
{
ℓ, ℓ+ 1

}
,

M(B3)،M(B2)،M(B1)،L(B4)،L(B3)،R(B5) ،R(B2)،R(B1)مجموعه�های تمام حالیکه در
می�باشند. تهی M(B4) و

در طول هر از چپ همسان یال یک دقیقا شامل می�باشد، K4ℓ از ١-عامل یک F2 بنابراین
مجموعه

L(B) =
{
2, 3, ..., ℓ

}
,

مجموعه در طول هر از راست همسان یال یک دقیقا
R(B) =

{
1, 2, ..., ℓ− 1

}
,

مجموعه در تفاضل هر از مرکب یال یک دقیقا و
M(B) =

{
ℓ, ℓ+ 1

}
.

همسان یال یک دقیقا و چپ همسان یال یک دقیقا شامل ،F2 و F1 که می�شود مشاهده
مجموعه در طول هر از }راست

1, 2, ..., ℓ
}

مجموعه در تفاضل هر از مرکب یال یک دقیقا }و
0, 1, 2, ..., 2ℓ− 1

}
می�باشند.

ℓ طول از همسان یال یک دقیقا شامل F2 و F1 از یک هر که می�شود مشاهده همچنین
می�باشند.

صدق ٢.٣.۵ لم فرضیات در به�طوری�که می�باشند K4ℓ از ١-عامل�هایی ،F2 و F1 بنابراین
است. مشاهده قابل ۵.۵ شکل در K24 از F2 F1و ١-عامل�های مثال، یک برای می�کنند.

خواهیم ،ℓ مثبت صحیح عدد یک برای صورت این در .n ≡ 3 (mod 8) کنید فرض .٢ حالت
می�باشد ١-عامل� تا دو دارای K4ℓ+2 که می�شود داده نشان حالت، این در .n = 4ℓ + 3 داشت

می�کنند. صدق ٣.٣.۵ لم فرضیات در که
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K24 از F2 و F1 ١-عامل�های :۵.۵ شکل
.

بگیرید. نظر در را K4ℓ+2 گراف یالی مجموعه از زیر زیرمجموعه�های

A1 =
{
xiyℓ−i : i = 1, 2, ...,

ℓ

2
− 1,

ℓ

2
+ 1, ..., ℓ− 1

}
,

A2 =
{
xiy3ℓ+1−i : i = ℓ+ 1, ℓ+ 2, ..., 2ℓ

}
,

A3 =
{
x0y0, x ℓ

2
xℓ, y ℓ

2
yℓ

}
.

که می�شود مشاهده .A = A1 ∪A2 ∪A3 کنید فرض

X (A1) =
{
1, 2, ...

ℓ

2
− 1,

ℓ

2
+ 1, ..., ℓ− 1

}
,

X (A2) =
{
ℓ+ 1, ℓ+ 2, ..., 2ℓ

}
,

X (A3) =
{
0,

ℓ

2
, ℓ
}
,

Y(A1) =
{
1, 2, ...,

ℓ

2
− 1,

ℓ

2
+ 1, ..., ℓ− 1

}
,

Y(A2) =
{
ℓ+ 1, ℓ+ 2, ..., 2ℓ

}
,

Y(A3) =
{
0,

ℓ

2
, ℓ
}
.

را K4ℓ+2 از yi و xi رأس هر A که می�شود مشاهده همچنین .X (A) = Y(A) = Z2ℓ+1 بنابراین
می�باشد. K4ℓ+2 از ١-عامل یک F1 = (V,A) گراف زیر بنابراین می�دهد. پوشش بار یک دقیقا
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است برقرار زیر روابط A3 و A2 ،A1 مجموعه�های برای که می�شود مشاهده همچنین

M(A1) =
{
2, 4, ..., ℓ− 4, ℓ− 2, ℓ+ 3, ℓ+ 5, ..., 2ℓ− 3, 2ℓ− 1

}
,

M(A2) =
{
1, 3, ..., ℓ− 3, ℓ− 1, ℓ+ 2, ℓ+ 4, ..., 2ℓ− 2, 2ℓ

}
,

M(A3) =
{
0
}
,

L(A3) =
{ ℓ

2

}
,

R(A3) =
{ ℓ

2

}
,

بنابراین می�باشند. تهی R(A2) و L(A2) ،R(A1) ،L(A1) �های مجموعه تمام حالیکه در
L(A) =

{ ℓ

2

}
,

R(A) =
{ ℓ

2

}
, (١)

M(A) = Z2ℓ+1 −
{
ℓ, ℓ+ 1

}
.

می�کنیم تعریف ابتدا می�آوریم. بدست را ١-عامل دومین ادامه، در
j =

 ℓ−10
4 if ℓ ≡ 2 (mod 4)

3ℓ−8
4 if ℓ ≡ 0 (mod 4).

بگیرید. نظر در را K4ℓ+2 یالی مجموعه از زیر زیرمجموعه�های
B1 =

{
yiy2ℓ−2−i : i = 0, 1, ..., j

}
,

B2 =
{
yiy2ℓ−i : i = j + 3, j + 4, ..., ℓ− 1

}
,

B3 =
{
xix2ℓ−2−i : i = 0, 1, ..., j

}
,

B4 =
{
xix2ℓ−i : i = j + 3, j + 4, ..., ℓ− 1

}
,

B5 =
{
xj+1xj+2, yj+1yj+2, x2ℓ−1y2ℓ−1, xℓy2ℓ, x2ℓyℓ

}
.

که می�شود مشاهده .B = B1 ∪ B2 ∪ B3 ∪ B4 ∪ B5 و ℓ ≥ 8 کنید فرض .٢-١ حالت زیر
درحالیکه می�باشند، تهی Y(B4) و ،Y(B3) ،X (B2) ،X (B1) مجموعه�های تمام

Y(B1) =
{
0, 1, ..., j, 2ℓ− j − 2, 2ℓ− j − 1, ..., 2ℓ− 2

}
,

Y(B2) =
{
j + 3, j + 4, ..., ℓ− 1, ℓ+ 1, ..., 2ℓ− j − 3

}
,

X (B3) =
{
0, 1, ..., j, 2ℓ− j − 2, 2ℓ− j − 1, ..., 2ℓ− 2

}
,

X (B4) =
{
j + 3, j + 4, ..., ℓ− 1, ℓ+ 1, ..., 2ℓ− j − 3

}
,

X (B5) =
{
j + 1, j + 2, ℓ, 2ℓ− 1, 2ℓ

}
,

Y(B5) =
{
j + 1, j + 2, ℓ, 2ℓ− 1, 2ℓ

}
.
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رأس هر B عبارتی، به ،X (B) = Y(B) = Z2ℓ+1 نتیجه در .0 ≤ j ≤ ℓ− 4 بنابراین ،ℓ ≥ 8 چون
زیر و می�باشد، کامل تطابق یک B بنابراین می�دهد. پوشش بار یک دقیقا را K4ℓ+2 از yi و xi

بود. خواهد K4ℓ+2 از ١-عامل یک F2 = (V,B) گراف
آن�گاه ،ℓ ≡ 2 (mod 4) اگر که می�شود مشاهده

R(B1) =
{
3, 5, ...,

ℓ

2
− 2

}
,

R(B2) =
{
2, 4, ..., ℓ

}
∪
{ ℓ

2
+ 2,

ℓ

2
+ 4, ..., ℓ− 1

}
,

L(B3) =
{
3, 5, ...,

ℓ

2
− 2

}
,

L(B4) =
{
2, 4, ..., ℓ

}
∪
{ ℓ

2
+ 2,

ℓ

2
+ 4, ..., ℓ− 1

}
,

و M(B3) ،M(B2) ،M(B1) ،R(B4) ،R(B3) ،L(B2) ،L(B1) مجموعه�های تمام حالیکه در
می�باشند. تهی M(B4)

آن�گاه ،ℓ ≡ 0 (mod 4) اگر و
R(B1) =

{
3, 5, ..., ℓ− 1

}
∪
{ ℓ

2
+ 2,

ℓ

2
+ 4, ..., ℓ

}
,

R(B2) =
{
2, 4, ...,

ℓ

2
− 2

}
,

L(B3) =
{
3, 5, ..., ℓ− 1

}
∪
{ ℓ

2
+ 2,

ℓ

2
+ 4, ..., ℓ

}
,

L(B4) =
{
2, 4, ...,

ℓ

2
− 2

}
,

و ،M(B3) ،M(B2) ،M(B1) ،R(B4) ،R(B3) ،L(B2) ،L(B1) مجموعه�های تمام حالیکه در
می�باشند. تهی M(B4)

فوق حالت دو هر در که می�شود مشاهده
R(B5) = L(B5) =

{
1
}
,

M(B5) =
{
0, ℓ, ℓ+ 1

}
.

به�طوری�که می�باشد K4ℓ+2 از ١-عامل یک F2 = (V,B) بنابراین
L(B) = L−

{ ℓ

2

}
,

R(B) = L−
{ ℓ

2

}
, (٢)

M(B) = L−
{
0, ℓ, ℓ+ 1

}
.

.ℓ ∈ {2, 4, 6} حالت این در که کنید دقت .ℓ < 8 کنید فرض مرحله این در
که می�گردد مشاهده آن�گاه .B = B2 ∪ B4 ∪ B5 و ℓ = 6 کنید فرض حالت٢-٢. زیر

درحالیکه ،X (B2) = Y(B4) = ∅

X (B4) = Y(B2) =
{
2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10

}
,

X (B5) = Y(B5) =
{
0, 1, 6, 11, 12

}
.
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می�باشد. K26 از ١-عامل یک F2 = (V,B) و ،X (B) = Y(B) = Z13 بنابراین

درحالیکه می�باشند، تهی تماما M(B4) و ،L(B2),R(B4),M(B2) که می�شود مشاهده
R(B2) = L(B4) =

{
2, 4, 5, 6

}
,

R(B5) = L(B5) =
{
1
}
,

M(B5) =
{
0, 6, 7

}
.

است. برقرار (٢) نیز حالت این در درنتیجه
آن�گاه .B = B1 ∪B3 ∪B5 و ℓ = 4 کنید فرض حالت٢-٣. زیر

Y(B1) = X (B3) =
{
0, 1, 5, 6

}
,

Y(B5) = X (B5) =
{
2, 3, 4, 7, 8

}
,

.Y(B3) = X (B1) = ∅ درحالیکه
می�باشد. K18 از ١-عامل یک F2 = (V,B) بنابراین ،X (B) = Y(B) = Z9 وضوح به

درحالیکه می�باشند، تهی تماما M(B3) و R(B3),L(B1),M(B1) که می�شود مشاهده
R(B1) = L(B3) =

{
3, 4

}
,

R(B5) = L(B5) =
{
1
}
,

M(B5) =
{
0, 4, 5

}
.

می�باشد. برقرار (٢) نیز حالت این در درنتیجه
بگیرید. نظر در زیر به�صورت را B مجموعه و ℓ = 2 کنید فرض .۴-٢ حالت زیر

B =
{
x0x2, y0y2, x1y3, x3y1, x4y4

}
.

برقرار (٢) رابطه و می�باشد K10 از ١-عامل یک F2 = (V,B) که داد نشان می�توان آسانی به
بود. خواهد

دقیقا شامل دو، هر F2 و F1 حالت��ها تمام در که گرفت نتیجه می�توان (٢) و (١) روابط از
از مرکب یال یک دقیقا و ،L در طول هر از راست همسان یال یک و چپ همسان یال یک
دقیقا شامل F2 و F1 از یک هر که می�شود مشاهده همچنین می�باشند. Z∗

2ℓ+1 در تفاضل هر
که می�باشند K4ℓ+2 از ١-عامل�هایی ،F2 و F1 بنابراین می�باشند. 0 تفاضل از مرکب یال یک
۶.۵ شکل در K34 از F2 و F1 ١-عامل�های مثال، برای می�کنند. صدق ٣.٣.۵ لم فرضیات در

شده�اند. ترسیم
داشت خواهیم ،ℓ فرد صحیح عدد هر برای آن�گاه .n ≡ 7 (mod 8) کنید فرض .٣ حالت
به�طوری�که K4ℓ+2می�پردازیم از F2 و F1 ١-عامل�های ساخت به بازهم مرحله این در .n = 4ℓ+3

کنند. صدق ٣.٣.۵ لم فرضیات در
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K34 از F2 و F1١-عامل�های :۶.۵ شکل
.

نظر در را K4ℓ+2 گراف یالی مجموعه از زیر زیرمجموعه�های .ℓ > 1 که کنید فرض ابتدا
بگیرید.

A1 =
{
xiyℓ−i : i = 1, 2, ..., ℓ− 1

}
,

A2 =
{
xiyℓ−i : i = ℓ+ 1, ℓ+ 2, ...,

3ℓ− 1

2
,
3ℓ+ 3

2
,
3ℓ+ 5

2
..., 2ℓ

}
,

A3 =
{
x0y0, xℓx 3ℓ+1

2
, yℓy 3ℓ+1

2

}
.

که می�شود مشاهده .A = A1 ∪A2 ∪A3 کنید فرض

X (A1) = Y(A1) =
{
1, 2, ..., ℓ− 1

}
,

X (A2) = Y(A2) =
{
ℓ+ 1, ℓ+ 2, ...,

3ℓ− 1

2
,
3ℓ+ 3

2
,
3ℓ+ 5

2
..., 2ℓ

}
,

X (A3) = Y(A3) =
{
0, ℓ,

3ℓ+ 1

2

}
.

می�دهد. پوشش بار یک دقیقا را K4ℓ+2 از رأس هر A و ،X (A) = Y(A) = Z2ℓ+1 بنابراین
می�باشد. K4ℓ+2 از ١-عامل یک F1 = (V,A) و کامل تطابق یک A بنابراین

می�باشند، تهی R(A2) و R(A1) ،L(A2) ،L(A1) مجموعه�های تمام که می�شود مشاهده
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درحالیکه

M(A1) =
{
1, 3, ..., ℓ− 2, ℓ+ 3, ℓ+ 5, ..., 2ℓ

}
,

M(A2) =
{
2, 4, ..., ℓ− 1, ℓ+ 2, ℓ+ 4, ..., 2ℓ− 1

}
,

M(A3) =
{
0
}
,

L(A3) =
{ℓ+ 1

2

}
,

R(A3) =
{ℓ+ 1

2

}
.

می�باشد. زیر ویژگی�های با K4ℓ+2 از ١-عامل یک F1 = (V,A) بنابراین
L(A) =

{ℓ+ 1

2

}
,

R(A) =
{ℓ+ 1

2

}
, (٣)

M(A) = Z2ℓ+1 −
{
ℓ, ℓ+ 1

}
.

بگیرید. نظر در را زیر زیرحالت دو منظور، بدین می�سازیم. را ١-عامل دومین ادامه، در
.ℓ ≡ 1 (mod 4) .٣-١ حالت زیر

کنید. تعریف زیر به�صورت را K4ℓ+2 یالی مجموعه از زیر زیرمجموعه�های
B1 =

{
xix2ℓ−2−i : i = 0, 1, ...,

ℓ− 9

4

}
,

B2 =
{
xix2ℓ−i : i =

ℓ+ 3

4
,
ℓ+ 7

4
..., ℓ− 1

}
,

B3 =
{
yiy2ℓ−2−i : i = 0, 1, ...,

ℓ− 9

4

}
,

B4 =
{
yiy2ℓ−i : i =

ℓ+ 3

4
,
ℓ+ 7

4
..., ℓ− 1

}
,

B5 =
{
x ℓ−5

4
x ℓ−1

4
, y ℓ−5

4
y ℓ−1

4
, xℓy2ℓ, x2ℓ−1y2ℓ−1, x2ℓyℓ

}
.

درحالیکه می�شود مشاهده .B = B1 ∪B2 ∪B3 ∪B4 ∪B5 کنید فرض .ℓ ≥ 9 کنید فرض ابتدا
داریم هستند، تهی Y(B2) و Y(B1) ،X (B4) ،X (B3) مجموعه�های تمام

X (B1) = Y(B3) =
{
0, 1, ...,

ℓ− 9

4
,
7ℓ+ 1

4
,
7ℓ+ 5

4
..., 2ℓ− 2

}
,

X (B2) = Y(B4) =
{ℓ+ 3

4
,
ℓ+ 7

4
..., ℓ− 1, ℓ+ 1, ℓ+ 2...,

7ℓ− 3

4

}
,

X (B5) = Y(B5) =
{ℓ− 5

4
,
ℓ− 1

4
, ℓ, 2ℓ− 1, 2ℓ

}
.

در می�دهد. پوشش بار یک دقیقا را K4ℓ+2 از رأس هر B و ،X (B) = Y(B) = Z2ℓ+1 بنابراین
می�باشد. K4ℓ+2 از ١-عامل یک F2 = (V,B) نتیجه

،M(B1) ،L(B4) ،L(B3) ،R(B2) ،R(B1)مجموعه�های تمامی حالیکه در می�شود مشاهده
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داریم هستند، تهی M(B4) و M(B3) ،M(B2)

L(B1) = R(B3) =
{
3, 5, ...,

ℓ− 3

2

}
,

L(B2) = R(B4) =
{
2, 4, ..., ℓ− 1

}∪{ℓ+ 5

2
,
ℓ+ 9

2
, ..., ℓ

}
,

L(B5) = R(B5) =
{
1
}
,

M(B5) =
{
0, ℓ, ℓ+ 1

}
.

به�طوری�که می�باشد K4ℓ+2 از ١-عامل یک F2 = (V,B) بنابراین
L(B) = L−

{ℓ+ 1

2

}
,

R(B) = L−
{ℓ+ 1

2

}
, (۴)

M(B) =
{
0, ℓ, ℓ+ 1

}
.

.B = B2 ∪B4 ∪B5 کنید فرض می�باشد. ℓ = 5 حالت این در .ℓ < 9 کنید فرض سپس
است. برقرار زیر روابط می�باشند تهی X (B4) و Y(B2) درحالیکه می�شود مشاهده

X (B2) = Y(B4) =
{
2, 3, 4, 6, 7, 8

}
,

X (B5) = Y(B5) =
{
0, 1, 5, 9, 10

}
.

می�باشد. K22 از ١-عامل یک F2 = (V,B) بوضوح
که می�شود مشاهده

L(B2) = R(B4) =
{
2, 4, 5

}
,

L(B5) = R(B5) =
{
1
}
,

M(B5) =
{
0, 5, 6

}
,

برقرار (۴) نیز حالت این در می�باشند. تهی M(B4)تماما M(B2)و ،L(B4) ،R(B2) درحالیکه
است.

مجموعه از زیر مجموعه�های زیر .ℓ ≥ 7 کنید فرض ابتدا .ℓ ≡ 3 (mod 4) .٣-٢ حالت زیر
بگیرید. نظر در را K4ℓ+2 گراف یالی

B1 =
{
xix2ℓ−i : i = 0, 1, ...,

ℓ− 3

4
,
3ℓ+ 3

4
,
3ℓ+ 7

4
..., ℓ− 1

}
,

B2 =
{
xix2ℓ−i−1 : i =

ℓ+ 1

4
,
ℓ+ 5

4
...,

3ℓ− 5

4

}
,

B3 =
{
yiy2ℓ−i : i = 0, 1, ...,

ℓ− 3

4
,
3ℓ+ 3

4
,
3ℓ+ 7

4
..., ℓ− 1

}
,

B4 =
{
yiy2ℓ−i−1 : i =

ℓ+ 1

4
,
ℓ+ 5

4
...,

3ℓ− 5

4

}
,

B5 =
{
x 3ℓ−1

4
y 7ℓ−1

4
, xℓyℓ, x 7ℓ−1

4
y 3ℓ−1

4

}
.



٧٩ جهت�دار اوبروولفاش مساله
و X (B3) ،Y(B2) ،Y(B1) که می�شود مشاهده .B = B1 ∪ B2 ∪ B3 ∪ B4 ∪ B5 کنید فرض

درحالیکه می�باشند، تهی تماما X (B4)

X (B1) = Y(B3) =
{
0, 1, ...,

ℓ− 3

4
,
3ℓ+ 3

4
,
3ℓ+ 7

4
..., ℓ− 1

}
∪{

ℓ+ 1, ℓ+ 2, ...,
5ℓ− 3

4
,
7ℓ+ 3

4
,
7ℓ+ 7

4
..., 2ℓ

}
,

X (B2) = Y(B4) =
{ℓ+ 1

4
,
ℓ+ 5

4
...,

3ℓ− 5

4
,
5ℓ+ 1

4
,
5ℓ+ 5

4
...,

7ℓ− 5

4

}
,

X (B5) = Y(B5) =
{3ℓ− 1

4
, ℓ,

7ℓ− 1

4

}
.

در می�دهد. پوشش بار یک دقیقا را K4ℓ+2 از رأس هر B و ،X (B) = Y(B) = Z2ℓ+1 بنابراین
می�باشد. K4ℓ+2 از ١-عامل یک F2 = (V,B) صورت این

که می�شود مشاهده
L(B1) = R(B3) =

{
1, 3, ...,

ℓ− 1

2

}
∪
{
2, 4, ...,

ℓ− 3

2

}
,

L(B2) = R(B4) =
{ℓ+ 5

2
,
ℓ+ 9

2
, ..., ℓ− 1

}
∪
{ℓ+ 3

2
,
ℓ+ 7

2
, ..., ℓ

}
,

M(B5) =
{
0, ℓ, ℓ+ 1

}
می�باشند. تهی تماما R(B5) و L(B5) ،L(B4) ،L(B3) ،R(B2) ،R(B1)مجموعه�های درحالیکه

می�کند. صدق (۴) در که می�باشد K4ℓ+2 از ١-عامل یک F2 = (V,B) بنابراین
کنید فرض .ℓ = 3 داریم ،ℓ < 7 برای

B =
{
x0x6, x1x4, y0y6, y1y4, x2y5, x3y3, x5y2

}
.

صدق (۴) در که می�باشد K15 از ١-عامل یک F2 = (V,B) که کرد ثابت می�توان آسانی به
می�کند.

در به�طوری�که شده�اند ساخته F2 و F1 ١-عامل�های ،ℓ > 1 با حالت�ها تمام در بنابراین
میکنند. صدق (۴) و (٣) ویژگی�های

صورت این در .ℓ = 1 که کنید فرض پایان در
A =

{
x0y0, x1x2, y1y2

}
,

B =
{
x0y2, x1y1, x2y0

}
.

می�باشند K7 از ١-عامل دو F2 = (V,B) و F1 = (V,A) که داد نشان می�توان آسانی به
به�طوری�که

L(A) = R(A) =
{
1
}
,

M(A) =
{
0
}
,

M(B) =
{
0, 1, 2

}
,



کامل گراف�های دوری تجزیه ٨٠
هستند. تهی R(B) و L(B) حالیکه در

،L در طول هر از همسان یال یک دقیقا شامل هردو، F2 و F1 حالت�ها تمام در نتیجه، در
یک دقیقا شامل F2 و F1 از یک هر همچنین و ،Z∗

2ℓ+1 در تفاضل هر از مرکب یال یک دقیقا و
به�طوری�که می�باشند K4ℓ+2 از ١-عامل دو F2 و F1 بنابراین، می�باشند. 0 تفاضل از مرکب یال
شکل در K30 از F2 و F1 ١-عامل�های مثال، برای می�باشد. برقرار آنها برای ٣.٣.۵ لم فرضیات

است. مشاهده قابل ٧.۵

K30 از F2 و F1 ١-عامل�های :٧.۵ شکل
.

برای نمی�تواند ،٨.٣.۵ قضیه در شده استفاده ساختار که است شده داده نشان زیر لم در
گیرید. قرار استفاده مورد n ≡ 5 (mod 8) حالت

لم فرضیات به�طوری�که Kn−1 از F2 و F1 ١-عامل�های آن�گاه ،n ≡ 5 (mod 8) اگر .۴.٣.۵ لم
ندارد. وجود باشد، برقرار آنها برای ٢.٣.۵

.n = 4ℓ+1داشت خواهیم ،ℓ فرد صحیح عدد برای آن�گاه .n ≡ 5 (mod 8) فرضکنید برهان.
لم فرضیات به�طوری�که دارند وجود K4ℓ از F2 و F1 ١-عامل�های که کنید فرض خلف فرض با

است. برقرار آنها برای ٢.٣.۵



٨١ جهت�دار اوبروولفاش مساله
کنید: تعریف را زیر پارامترهای ،i ∈ {1, 2} برای

εoi =
∣∣∣{xj : xjyj+d ∈ E(Fi), j, d ∈ Z2ℓ, j ≡ 1 (mod 2), d ≡ 0 (mod 2)

}∣∣∣,
εei =

∣∣∣{xj : xjyj+d ∈ E(Fi), j, d ∈ Z2ℓ, j ≡ 0 (mod 2), d ≡ 0 (mod 2)
}∣∣∣,

ωo
i =

∣∣∣{xj : xjyj+d ∈ E(Fi), j, d ∈ Z2ℓ, j ≡ 1 (mod 2), d ≡ 1 (mod 2)
}∣∣∣,

λi =
∣∣∣{xjxj+d ∈ E(Fi) : j ∈ Z2ℓ, d ∈ L, d ≡ 1 (mod 2)

}∣∣∣,
ρi =

∣∣∣{yjyj+d ∈ E(Fi) : j ∈ Z2ℓ, d ∈ L, d ≡ 1 (mod 2)
}∣∣∣.

از راست همسان و چپ همسان یال�های کل تعداد ،ℓ ≡ 1 (mod 2) چون که می�شود مشاهده
با است برابر ترتیب، به ،K4ℓ در فرد طول

λ1 + λ2 =
ℓ+ 1

2

ρ1 + ρ2 =
ℓ+ 1

2
. (۵)

برای که می�شود مشاهده باشد. فرد j با xj رأس�های مجموعه ،A مجموعه کنید فرض سپس
به�طوری�که A = A

′
i ∪A

′′
i داریم ،i = 1, 2 هر

A
′
i =

{
xj : xjyj+d ∈ E(Fi), j, d ∈ Z2ℓ, j ≡ 1 (mod 2)

}
,

A
′′
i =

{
xj : xjxj±d ∈ E(Fi), j ∈ Z2ℓ, d ∈ L, j ≡ 1 (mod 2)

}
.

،i = 1, 2 هر برای آنگاه باشد. زوج j با ،yj رأس�های مجموعه B کنید فرض مشابه، به�طور
به�طوری�که B = B

′
i ∪B

′′
i داشت خواهیم

B
′
i =

{
yj : xjyj+d ∈ E(Fi), j, d ∈ Z2ℓ, j ≡ 0 (mod 2)

}
,

B
′′
i =

{
yj : yjyj±d ∈ E(Fi), j ∈ Z2ℓ, d ∈ L, j ≡ 0 (mod 2)

}
.

،i = 1, 2 هر برای همچنین، .|B| = |B′
i|+ |B′′

i | و |A| = |A′
i|+ |A′′

i | که می�شود مشاهده
|A′

i| = εoi + ωo
i

|B′
i| = εei + ωo

i .

در زوج طول از چپ همسان یال�های به�وسیله که فرد، j با xj رأس�های تعداد که کنید دقت
بنابراین، می�باشد. زوج عددی است، شده داده پوشش ،i = 1, 2 هر برای ،Fi

|A′′
i | ≡ λi (mod 2).

زوج طول از راست همسان یال�های با به�طوری�که زوج، j با yj رأس�های تعداد به�طورمشابه،
بنابراین، می�باشد. زوج عددی است، شده داده پوشش ،i = 1, 2 هر برای ،Fi در

|B′′
i | ≡ ρi (mod 2).



کامل گراف�های دوری تجزیه ٨٢
داشت خواهیم نتیجه، در

|A′
1|+ |A′′

1 | ≡ εo1 + ωo
1 + λ1 ≡ 1 (mod 2),

|B′
1|+ |B′′

1 | ≡ εe1 + ωo
1 + ρ1 ≡ 1 (mod 2), (۶)

|A′
2|+ |A′′

2 | ≡ εo2 + ωo
2 + λ2 ≡ 1 (mod 2),

|B′
2|+ |B′′

2 | ≡ εe2 + ωo
2 + ρ2 ≡ 1 (mod 2).

که گرفت نتیجه می�توان ،(۵) از استفاده و (۶) در معادلات کردن جمع با
εo1 + εe1 + εo2 + εe2 ≡ 0 (mod 2).

با است برابر جمعا F2 و F1 در زوج تفاضل از مرکب یال�های تعداد دیگر، طرف از
εo1 + εe1 + εo2 + εe2 = ℓ ≡ 1 (mod 2)

می�باشد. تناقض یک که



انگلیسی به فارسی واژه�نامه
Size . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اندازه
Leaf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگ.
Maximum degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه بیشترین
Father . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پدر
Complexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیچیدگی
Roman dominating function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رومی احاطه�گر تابع
Hop Roman dominating function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهشی رومی احاطه�گر تابع
Hop Roman independent dominating function . . . . . . جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع

Difference . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تفاضل
Decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تجزیه
Cycle Decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوری تجزیه
Degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه
Hop-degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهشی درجه
Tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت.
Rooted tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریشه�دار درخت
Cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دور
Directed Cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت�دار دور
Vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأس.
Support degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پشتیبان. رأس
Strong support vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قوی پشتیبان رأس
Central vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی. رأس
Isolated vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منفرد رأس
Root of the tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت ریشه

Subdivision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرتقسیم
Subtree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیر�درخت
Induced subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . القایی زیرگراف



انگلیسی به فارسی واژه�نامه ٨۴
Spanning Subdigraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فراگیر جهت�دار زیرگراف
Star. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ستاره.
Double star . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوگانه ستاره
Loop . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طوقه
Distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله
Directed 2-Factor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت�دار ٢-عامل
Factorization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عامل�بندی.
Domination number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه�گر عدد
Roman domination number. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رومی. احاطه�گر عدد
Hop domination number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهشی. احاطه�گر عدد
Hop independent domination number . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهشی مستقل احاطه�گر عدد
Hop Roman domination number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهشی رومی احاطه�گر عدد
Hop Roman independent domination number . . . . . . جهشی. رومی مستقل احاطه�گر عدد

Child . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرزند
Sharp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دستیابی قابل
Diameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطر
Arc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کمان
Girth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کمر
Minimum degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه کمترین
Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف
hop-Roman Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رومی جهشی گراف

Digraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت�دار گراف
Circulant Digraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دورانی جهت�دار گراف
Complete Symmetric Digraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل متقارن جهت�دار گراف
Trivial graph. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بدیهی. گراف
Regular graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم گراف

Bipartite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بخشی دو گراف
Complete bipartite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل دوبخشی گراف
Complement graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مکمل گراف

Simple graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده گراف
Complete graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل گراف
Finite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهی گراف
Planar graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسطح گراف
planar bipartite Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوبخشی. مسطح گراف



٨۵ انگلیسی به فارسی واژه�نامه
Chordal graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وتری گراف
planar chordale Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسطح وتری گراف

Connected graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند گراف
Walk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گشت.
Adjacent. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاور.
Dominating set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه�گر مجموعه
Hop dominating set. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهشی. احاطه�گر مجموعه
Hop independent dominating set . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهشی مستقل احاطه�گر مجموعه

Order. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتبه.
Oberwolfach Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اوبروولفاش مساله
Directed Oberwolfach Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت�دار اوبروولفاش مساله
Path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر
NP-complete problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . NP-کامل مسأله
Open neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باز همسایه
Closed neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته همسایه
external hop neighborhood. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیرونی. جهشی همسایه
Edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یال.
Parallel edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موازی یال





فارسی به انگلیسی واژه�نامه
Arc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کمان
Adjacent. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاور.
Bipartite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بخشی دو گراف
Central vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی. رأس
Child . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرزند
Chordal graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وتری گراف
Circulant Digraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دورانی جهت�دار گراف
Closed neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته همسایه
Complement graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مکمل گراف
Complete bipartite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل دوبخشی گراف

Complete graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل گراف
Complete Symmetric Digraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل متقارن جهت�دار گراف
Complexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیچیدگی
Connected graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند گراف
Cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دور
Cycle Decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوری تجزیه
Degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه
Decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تجزیه
Diameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطر
Digraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت�دار گراف
Difference . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تفاضل
Directed Cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت�دار دور
Directed 2-Factor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت�دار ٢-عامل
Directed Oberwolfach Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت�دار اوبروولفاش مساله
Distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله
Dominating set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه�گر مجموعه



فارسی به انگلیسی واژه�نامه ٨٨
Domination number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه�گر عدد
Double star . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوگانه ستاره
Edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یال.
external hop neighborhood. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیرونی. جهشی همسایه
Father . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پدر
Factorization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عامل�بندی.
Finite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهی گراف
Girth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کمر
Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف
Hop-degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهشی درجه
Hop dominating set. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهشی. احاطه�گر مجموعه

Hop domination number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهشی. احاطه�گر عدد
Hop independent domination number . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهشی مستقل احاطه�گر عدد
Hop independent dominating set . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهشی مستقل احاطه�گر مجموعه
Hop Roman dominating function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهشی رومی احاطه�گر تابع
Hop Roman domination number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهشی رومی احاطه�گر عدد
hop-Roman Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رومی جهشی گراف
Hop Roman independent dominating function . . . . . . جهشی رومی مستقل احاطه�گر تابع
Hop Roman independent domination number . . . . . . جهشی. رومی مستقل احاطه�گر عدد

Induced subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . القایی زیرگراف
Isolated vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منفرد رأس
Leaf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگ.
Loop . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طوقه
Maximum degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه بیشترین
Minimum degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه کمترین
NP-complete problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . NP-کامل مسأله
Oberwolfach Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اوبروولفاش مساله
Open neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باز همسایه
Order. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتبه.
Parallel edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موازی یال
Path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر
planar bipartite Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوبخشی. مسطح گراف
planar chordale Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسطح وتری گراف

Planar graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسطح گراف



٨٩ فارسی به انگلیسی واژه�نامه
Regular graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم گراف

Roman dominating function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رومی احاطه�گر تابع
Roman domination number. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رومی. احاطه�گر عدد
Rooted tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریشه�دار درخت
Root of the tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت ریشه

Sharp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دستیابی قابل
Simple graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده گراف
Size . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اندازه
Spanning Subdigraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فراگیر جهت�دار زیرگراف
Star. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ستاره.
Strong support vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قوی پشتیبان رأس
Subdivision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرتقسیم
Subtree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیر�درخت
Support degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پشتیبان. رأس
Tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت.
Trivial graph. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بدیهی. گراف
Vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأس.
Walk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گشت.
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نمایه
۴۶ بیرونی، جهشی S-همسایه

۵ γ(G)-مجموعه،

١٠ چندجمله�ای، زمانی الگوریتم
۶ رومی، احاطه�گر تابع

۶ جهشی، رومی احاطه�گر تابع
۶ جهشی، رومی مستقل احاطه�گر تابع

۵٨ تجزیه،
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۵٨ تفاضل،
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٢ برگ،
٢ درجه،
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١ رأس،

٢ آویزان، رأس
٢ منفرد، رأس

٢ پشتیبان، رأس
۴ درخت، ریشه
٢ تقسیم، زیر

٢ القایی، زیرگراف
۵٨ فراگیر، جهت�دار زیرگراف

۵٨ کامل، متقارن جهت�دار زیرگراف
۴ زیر�درخت،

۴ مضاعف، ستاره
١٠ پذیری، صدق

٢ طوقه،
۵٨ جهت�دار، ٢-عامل

۵٨ عامل�بندی،
۵ احاطه�گری، عدد

۵ جهشی، احاطه�گری عدد
۶ ، رومی احاطه�گری عدد

۶ ، جهشی رومی احاطه�گری عدد
۵ جهشی، مستقل احاطه�گری عدد

۶ ، جهشی رومی مستقل احاطه�گری عدد

٣ فاصله،
۴ فرزند،
٣ قطر،

٢ درجه، ماکسیمم
۵ احاطه�گر، مجموعه

۵ جهشی، احاطه�گر مجموعه
۵ ، جهشی مستقل احاطه�گری مجموعه

١ مرتبه،
١٠ NP-سخت، مسأله
۵٩ اوبروولفاش، مساله

۵٩ جهت�دار، اوبروولفاش مساله
٩۴



٩۵ نمایه
٣ مسیر،

٢ درجه، مینیمم
٢ باز، همسایگی

٢ بسته، همسایگی
۴ پدر،

١٠ کاهش،
۵٨ کمان،
٣ کمر،
١ گراف،

٣ وتری، گراف
٢٧ رومی، جهشی گراف

۵٧ جهت�دار، گراف
۵٨ دورانی، جهت�دار گراف
٣ مسطح، دوبخشی گراف

٣ دو�بخشی، گراف
٣ کامل، دو�بخشی گراف

٢ ساده، گراف
٢ غیر�بدیهی، گراف
٢ متناهی، گراف
٣ مسطح، گراف
٣ منتظم، گراف
٢ مکمل، گراف
٣ همبند، گراف

٣ مسطح، وتری گراف
٢ کامل، گراف

٣ گشت،
١ یال،

٢ موازی، یال�های



Abstract

A subset S of vertices of a graph G is a hop dominating set (HDS) if every vertex
outside S is at distance two from a vertex of S. A subset S of vertices of a graph G is
a hop independent dominating set if S is a HDS and for any pair v, w ∈ S, d(v, w) ̸= 2.
The hop domination number of G, γh(G), is the minimum cardinality of a hop dominating
set of G. The hop independent domination number of G is the minimum cardinality of
a hop independent dominating set of G. A hop Roman dominating function (HRDF)
is a function f : V −→ {0, 1, 2} having the property that for every vertex v ∈ V with
f(v) = 0 there is a vertex u with f(u) = 2 and d(u, v) = 2. The weight of a HRDF f

is the sum f(V ) =
∑

v∈V f(v). The minimum weight of a HRDF on G is called the hop
Roman domination number of G and is denoted by γhR(G). For a HRDF f in a graph
G, we denote by V f

i the set of all vertices of G with label i under f . Thus a HRDF f

can be represented by a triple (V f
0 , V f

1 , V f
2 ). A HRDF f = (V f

0 , V f
1 , V f

2 ) is a hop Roman
independent dominating function (HRIDF) if for any pair v, w ∈ V f

1 ∪ V f
2 , d(v, w) ̸= 2.

In this thesis, we study the complexity of hop independent dominating problem, the hop
Roman domination function problem and hop Roman independent domination function
problem, and show that decision problem for each of the above three problems is NP-
complete even when restricted to planar bipartite graphs or planar chordal graphs. Also,
we characterize all graphs G of order n with γhR(G) = n or γhR(G) = n− 1. Finally, we
characterize all trees T for which γhR(T ) = γh(T ) + 1 or γhR(T ) = γh(T ) + 2.

Keywords:
hop dominating set, hop Roman dominating function, graph, tree.
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