


ریاضی علوم دانشکده
مالی ریاضی ارشد کارشناسی پایان نامه

حل در هموارسازی روش CVaRیک روش با سهام سبد بهینه سازی
دارایی تخصیص در آن کاربرد های تولیدو

اشک تلخ سعیده نگارنده:
راهنما استادان

ناظمی علیرضا دکتر
آبادی عطا عبدالباقی عبدالمجید دکتر

١٣٩٨ بهمن





مقدس: وجود سه به تقدیم
برسیم... توانایی به ما تا شدند ناتوان که آنان
شویم... سفید رو ما تا شد سپید موهایشان
ما وجود بخش گرما تا سوختند عاشقانه و

باشند... راه مان روشنگر و
پدارنمان

مادرانمان
استادانمان

د



سپاس گزاری...
جاری زبانم بر تشکر و تقدیر از بالاتر معنایی نمی توانم
آشکار خویش استادان وصف در را خود سپاس و سازم

گفته ام... کم سرایم، و گویم هرچه که نمایم،

و ناظمی علیرضا دکتر آقای جناب گرامی ام استادان از
سپاس گزارم بسیار آبادی عطا عبدالباقی دکترعبدالمجید آقای
بسیار پایان نامه این تامین ایشان راهنمایی های بدون که چرا

می نمود. مشکل
مرا تحصیلی دوران تمام در که خانواده ام از پایان در
را پایان نامه این و می کنم تشکر و تقدیر کرده اند حمایت
بوده زندگی در من پشتیبان که مادرم به می کنم تقدیم

است.

اشک تلخ سعیده
١٣٩٨ بهمن

ه



نامه تعهد
ریاضی علوم کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی اشک تلخ سعیده اینجانب
سبد بهینه سازی حل در هموارسازی روش یک عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه
علیرضا راهنمایی تحت ، تولید دارایی تخصیص در آن کاربرد های و CVaR روش با سهام

می شوم: متعهد آبادی عطا عبدالباقی عبدالمجید و ناظمی
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
اشک تلخ سعیده
١٣٩٨ بهمن

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد.
نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



چکیده
مطابق می گیرد. قرار بررسی مورد CVaR با سهام سبد بهینه سازی مساله پایان  نامه این در
و گرفته نظر در را هموارسازی روش ابتدا هموارسازی، نیمه درباره شده مطالعه مدل های
بازارهای به تولید دارایی تخصیص از عددی مثال های می شود. ارائه SQP الگوریتم سپس
برنامه ریزی روش و SQP پیشنهادی روش بین محاسباتی روش کارایی می شوند. ارائه قدرت
خوب جدید روش این عملکرد که است این دهنده ی نشان عددی نتایج می شود. مقایسه خطی

است. مورد سه روش این توجه قابل مزایای است.از بوده
مستقل و است پایین CVaR با سهام سبد بهینه سازی برای هموارسازی مدل های بعد •

نمونه هاست. تعداد از
می کند. حفظ را سهام سبد بهینه سازی اولیه مساله های هموارسازی،تحدب مدل های •
می تواند است، CVaR قیود تحت بیشینه سازی شامل که پیچیده ای هموارسازی مدل •

یابد. کاهش معمولی بهینه سازی مدل یک به
منظور به محاسباتی کارایی بردن بالا برای جدید روش مزیت دهنده ی نشان موارد این همه

است. CVaR محاسبه ی طریق از سهام سبد بهینه سازی مساله کردن حل

روش ،(CVaR) مشروط ریسک معرض در ارزش سهام، سبد بهینه سازی کلیدی: کلمات
تولید دارایی تخصیص هموارسازی،

ز
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١ فصل
مفاهیم

اصطلاحات و مفاهیم برخی بیان به مختصر به طور پایان نامه، بهتر فهم و درک برای فصل این در
می پردازیم. مالی و ریاضیات زمینه در

ریاضی مفاهیم از برخی بر مروری ١. ١
مورد ارزش یا انتظار مورد مقدار میانگین، ، ١ ریاضی امید احتمالات، نظریه در .١. ١. ١ تعریف
از یک هر وقوع احتمال حاصل ضرب مجموع با است برابر گسسته تصادفی متغیر یک انتظار

حالت. آن مقدار در ممکن حالات
می شود تعریف زیر به صورت پیوسته تصادفی متغیر یک ریاضی امید

E(X) =

∫ ∞

−∞
xfX(x)dx,

گسسته تصادفی متغیرهای برای Xاست. تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع ، fX(x) آن در که
می شود: بازنویسی زیر به صورت بالا تعریف

E(X) =
n∑
i=١

xipX(xi).

است. احتمال تابع pX(xi)آن در که
1Expected Value



مفاهیم ٢

باشد، ثابت عددی c اگر یعنی است، ثابت عدد همان با برابر ثابت عدد یک ریاضی امید •
.E(c) = c آن گاه

به یقین قریب احتمال با آن گاه ، X ≤ Y باشیم داشته Y و X تصادفی متغیر دو برای اگر •
.E(X) ≤ E(Y ) داریم:

حقیقی عدد هر و Y و X تصادفی متغیر دو هر برای یعنی است خطی ریاضی امید عملگر •
داریم: b و a

E(aX + b) = aE(X) + b, (١. ١)

E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ).

احتمال توزیع یک شکل توصیف برای کمˁی معیاری ١ گشتاور احتمال، و آمار در .١. ١. ٢ تعریف
را گشتاور معمولا˟ بالاتر مراتب گشتاورهای برای است. میانگین همان اول گشتاور است.
متغیر مرکزی گشتاور k‐اُمین می نامند. مرکزی گشتاور را آن و می کنند حساب میانگین حول

می شود: تعریف زیر به صورت X تصادفی
µk = E[(X − µ)k].

باشد. X تصادفی متغیر (میانگین) ریاضی امید ،µ = E(X) کنید فرض
عددی آن و است پراکندگی سنجش نوعی ٢ واریانس آمار، و احتمالات نظریه در .١. ١. ٣ تعریف
واریانس می شوند. پخش میانگین مقدار حول داده سری یک چگونه می دهد نشان که است

می شود: تعریف زیر به صورت X
V (X) = E[(X − µ)٢].

داریم: b و a حقیقی عدد دو هر برای باشد، تصادفی متغیر یک X اگر •
V [aX + b] = E[((aX + b)− (aE(X) + b))٢] = a٢E[(X − E(X))٢] = a٢V [X].

داریم: b و a حقیقی عدد دو هر برای باشند، تصادفی متغیر دو Y و X اگر •
V [aX + bY ] = a٢V [X] + b٢V [Y ] + ٢abCov(X,Y ),

است. تصادفی متغیر دو هماهنگ تغییرات اندازه Cov(X,Y ) آن، در که
1Moment
2Variance



٣ دینامیکی سیستم های

دینامیکی سیستم های ١. ٢
بگیرید: نظر در را زیر دینامیکی سیستم .١. ٢. ١ تعریف

ẋ = f(x(t)), x(t٠) = x٠ ∈ Rn, (١. ٢)
اگر می شود نامیده (١. ٢) ١ تعادل نقطه یک x∗ است. Rn به Rn از تابع یک f آن در که
،∀x ∈ Ω∗\{x∗} و f(x∗) = ٠ که باشد داشته وجود Ω∗ ⊆ Rn همسایگی اگر .f(x∗) = ٠

می شود. نامیده ٢ تنها تعادل نقطه یک x∗ آن گاه ،f (x) ̸= ٠

با که (١. ٢) جواب های مجموعه به سراسری همگرای (١. ٢) دینامیکی سیستم .١. ٢. ٢ تعریف
رابطه در x(t) مسیر دلخواه، آغازین نقطه هر برای اگر می شود گفته می شود، داده نمایش Ω∗

کند: صدق زیر
lim
t→∞

dist(x(t),Ω∗) = ٠,
آن در که

dist (x,Ω∗) = inf
y∈Ω∗

∥x− y∥ ,

می دهد. نشان را L٢ نرم ∥.∥ و
سیستم تعادل نقطه یک x = ٠ که کنید فرض .([۶١] لیاپانوف پایداری (قضیه ١. ٢. ١ قضیه

به طوری که: باشد مشتق پذیر پیوسته به طور تابع یک V : Rn → R و باشد (١. ٢)
V (٠) = ٠ .١

V (x) > ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به .٢

V̇ (x) ≤ ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به .٣

بود. خواهد سیستم پایداری نقطه x = ٠ آن گاه
زیر شرایط در V (·) اگر ١. ٢. ١ قضیه شرایط تحت .([۶١] مجانبی پایداری (قضیه ١. ٢. ٢ قضیه

کند: صدق
V (٠) = ٠ .١

V (x) > ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به .٢

V̇ (x) < ٠ ،x∈ Rn\{٠} هر ازای به .٣

بود. خواهد مجانبی پایدار x = ٠ آن گاه
1Equilibrium Point
2Isolated Equilibrium Point



مفاهیم ۴

به طور V (·) اگر ١. ٢. ١ قضیه شرایط تحت .([۶١] سراسری مجانبی پایداری (قضیه ١. ٢. ٣ قضیه
یعنی باشد بی کران شعاعی

lim
∥x∥→∞

∥ V (x) ∥= ∞

است. سراسری مجانبی پایدار x = ٠ نقطه آن گاه

مالی مفاهیم ١. ٣
دقیق به طور است. آن از سود انتظار با چیزی در پول گذاشتن معنی به ١ سرمایه گذاری
منفعت به منظور دیگر، دارائی های یا وسائل مالی خرید برای سرمایه یا پول تعهد سرمایه گذاری
(منافع وسائل ارزش از قدردانی یا سهام سود بهره، قالب در مفید و سودمند برگشت های
دست يابی برای فعلی مصرف انداختن تعويق به يعنی سرمايه گذاری ديگر به عبارت است. سرمایه)

است. آينده در بيشتر مصرف امکان به
دو اهميت ريسك. و زمان از عبارتند كه دارد وجود مهم و متفاوت ويژگي دو سرمایه گذاری در
می گيرد صورت حال زمان در پول صرف سرمايه گذاری در كه است علت اين به شده ياد موضوع
عدم با معمولا˟ و می آيد به دست آينده در آن از حاصل پاداش حالی كه در است، معين آن مقدار و
( دولتی قرضه اوراق (مانند می شود غالب زمان ويژگی مواقع، بعضی در است. همراه اطمينان
در و عادي) سهام خريد اختيار برگه (مانند است مقدم اهميت نظر از ريسك مواقع بعضی در و

عادی). سهام (مانند هستند اهميت داراي دو هر ديگر مواقع

سهام سبد ١. ٣. ١
یک که است، دارایی ها سایر یا سهام از مناسب ترکیبی ٢ پˀرتفُوی یا سهام سبد .١. ٣. ١ تعریف
ریسک کردن تقسیم سهام، سبد تشکیل از هدف است. کرده خریداری را آ ن ها سرمایه گذار
را دیگر سهام ضرر می تواند سهم یک سود ترتیب، بدین است؛ سهم چند بین سرمایه گذاری
نگذارید.»، سبد یک در را تخم مرغ ها «همه می گوید: معروف ضرب المثل یک کند. جبران

شد. خواهد تخم مرغ ها همه نابودی باعث سبد، شکستن ریسک که چرا

هستند. پولی ارزش دارای که حقوقی و اموال کلیه از است عبارت دارایی،٣ .١. ٣. ٢ تعریف
در را آن مالکیت دولت ها یا شرکت ها افراد، و هستند اقتصادی ارزش دارای که منابعی به
گفته دارایی کنند، ایجاد آن ها برای را منافعی آینده در منابع آن دارند انتظار و می گیرند اختیار

1Investment
2Portfolio
3Asset



۵ مالی مفاهیم
می شود.

داریم: دارایی نوع دو

عدم این نداریم. اطمینان آن بازده مورد در که گویند دارایی  به :١ ریسکی دارایی .١
نشان انتظار مورد بازدهی های (... و معیار (انحراف واریانس به وسیله را اطمینان

. ... و طلا و ارز دولتی، غیر قرضه اوراق سهام، مانند می دهیم.
امن به حدی آن بازده و است آتی بازدهی یک دارای که دارایی :٢ ریسک بدون دارایی .٢

است. فعلی بهره نرخ به نزدیک بسیار که است

می  گیرد. انجام مالی منابعی تقسیم آن در که فرآیندی ٣ دارایی، تخصیص .١. ٣. ٣ تعریف
استراتژی اتخاذ برای کلیدی عامل و زمانی چارچوب ۴ سرمایه گذاری، افق .۴ .١. ٣ تعریف
مشخص را کرد سرمایه گذاری و پس انداز باید که زمانی میزان می آید. به حساب سرمایه گذاری

است. موثر دارایی تخصیص تصمیمات بر و می کند
اقتصادی مبادله فرآیند در افراد که است هزینه هایی از دسته آن  ۵ معامله، هزینه .۵ .١. ٣ تعریف
هزینه های مانند کنند. تضمین و تعریف مشخص، را خود مالکیت حقوق تا می شوند متحمل
هزینه های می شود، مبادله که خدمتی یا کالا کیفیت و خریدار فروشنده، درباره ی اطلاعات کسب
حقوق تعریف به مربوط هزینه های مهم تر همه از و مقابل طرف عملکرد بر نظارت و قرارداد عقد

می باشد. حقوق این اعمال تضمین و مالکیت
تخصیص به تصمیم سرمایه گذار که می شود فرض دوره ای، تک سهام سبد مسأله ی در
تصمیم گیری می گیرد. موردنظر دوره ی ابتدای در موجود، دارایی nبرای و بار یک برای دارایی ها
بر تصمیمات اثر و ندارد وجود دوره انتهای تا بازنگری اجازه ی و می شود انجام بار یک فقط

نمی گیرد. قرار توجه مورد بعدی دوره های

شده اند: بنا محدودکننده فرض سه پایه بر دوره ای تک مسائل
است. مدت کوتاه سرمایه گذاری افق •

است. نشده گرفته نظر در بازار در معاملات هزینه •
هستند. معلوم قبل از و قطعی به صورت مسأله پارامترهای •

1Risky Asset
2Riskless Asset
3Asset Allocation
4Investment horizon
5Transaction Cost



مفاهیم ۶

رشته یک سرمایه گذار که به طوری هستند کلی تر ١ دوره ای چند سهام سبد مسائل که حالی در
پیدا هدف است. اثرگذار بعدی تصمیمات روی بر تصمیم هر که می دهد انجام تصمیم گیری
فرصت های از مجموعه یک گرفتن نظر در با دوره هر در تخصیص برای تصمیم گیری کردن
محدودیت ها دیگر و نهایی معاملات هزینه های باقی مانده، سرمایه گذاری افق آینده در تغییر

است.

آن معاملاتی سامانه ی به وارده سفارش حجم که بهادار اوراق از مشخصی تعداد .۶ .١. ٣ تعریف
گویند. lot را باشد آن از صحیحی مضرب باید

مورد معامله مورد واحدهای تعداد از استاندارد و حداقل مقدار باید بورس در معامله برای
می  شود. گفته lot یک استاندارد مقدار این به که قرار گیرد مبادله

lot مالی، بازارهای در می شود. خریداری معامله یک در که سهامی تعداد سهام، نظر از
کرده تنظیم مقررات سازمان که به نحوی است مالی ابزار یک استاندارد مقادیر نشان دهنده

است.
می دهد. مجوز قیمت کردن استاندارد برای مالی بازارهای به lot مفهوم

خرید به فقط سرمایه گذاری ها آن در که است مالی سبد ، ٢ خودتامین سبد .١. ٣. ٧ تعریف
باشد. منحصر سهام فروش از ناشی درآمدهای و سهام

بازده ١. ٣. ٢
افراد تشويق برای بنابراين می دهند. ترجيح آينده در مصرف به را كنوني مصرف افراد معمولا˟
آنان برای را سرمايه گذاری از پاداش كسب انتظار می بايستی فعلی مصرف انداختن تعويق به در
سرمايه گذاران تا می شود موجب سرمايه گذاری پاداش يا بازده كسب انتظار واقع در كرد. ايجاد

دهند. ترجيح فعلی مصرف به را آينده در مصرف
از دریافتی سهام سود یا بهره به تعریف این می شود. گفته ٣ بازده سرمایه گذاری از ناشی بهره به
سرمایه گذاری، هزینه از درصدی به عنوان و سالانه به صورت معمولا˟ و دارد اشاره بهادار اوراق

می شود. بیان آن اسمی ارزش یا جاری بازاری ارزش

پرداختی پول ارزش کاهش از جلوگیری بابت که نرخی از است عبارت ۴ بهره نرخ .١. ٣. ٨ تعریف
می شود. دریافت وام گیرنده از زمانی) ارزش (به دلیل آینده در دریافتی و امروز در

1Multi-period portfolio
2Self-financing
3�Returns
4�Interest Rate



٧ مالی مفاهیم

سهم هر انتظار مورد بازده
نشان E(Ri) با iام سهام برای انتظار مورد بازده سهام، بازده برای احتمال توزیع بودن معلوم با

می آید: به دست زیر به صورت و شده داده

E(Ri) =

m∑
k=١

(pk)PRk,

است. آن وقوع احتمال pk و iام سهم بازده PRk آن، در که

سرمایه سبد انتظار مورد بازده
بازده باشد، xi آن در iام دارایی وزن که باشیم داشته دارایی N با سرمایه سبد که صورتی در

می شود: محاسبه زیر به صورت و می شود داده نشان E(Rp) با سرمایه سبد انتظار مورد

E(Rp) =
N∑
i=١

xiE(Ri). (١. ٣)

معیار شاخص های و ریسک مفهوم ١. ٣. ٣
می گویند. ١ ریسک را سرمایه گذاری نوع یک اندازه گیری قابل و بالقوه زیان

اندازه گیری شناخت، را آن می بایست رو این از است، کلیدی مفهوم مالی  بازار های در ریسک
مدیریت را فرصت با همراه ریسک های و برنامه ریزی غیرضروری ریسک های حذف برای و کرد

نمود.
عدم با زیرا کرد پیش بینی دقیق به طور را آن نمی توان که است آینده به مربوط پدیده ای ریسک
در بود. خواهد بیشتر نیز ریسک باشد، بیشتر ٢ عدم اطمینان هرچه است. همراه  اطمینان
ریسک ها همه از نمی توان اصولا و دارد وجود هم ریسکی فرصتی هر به همراه مالی بازارهای

می روند. بین از فرصت ها کلیه زیرا کرد چشم پوشی
ریسک  پذیری سطح می بایست بیشتر بازدهی کسب برای که می داند سرمایه گذاری هر نخست گام در

دهد. افزایش را خود

می شود: تقسیم دستـه دو به کلی، طبقه بندی یک در ریسک  
سیستماتیک ریسک .١

سیستماتیک غیر ریسک .٢
1�Risk
2Unreliability



مفاهیم ٨

(مثلا́ سرمایه گذاری یک بر و شده ناشی بازار عوامل از که است ریسکی سیستماتیک، ریسک
ریسک اما است خارج شرکت ها مدیران دست از آن مدیریت و دارد تأثیر شرکت ها) سهام قیمت
نیست بازار یک بر حاکم کلان عوامل از ناشی که می شود گفته ریسکی به سیستماتیک، غیر
شرکت، سرمایه ساختار مثال برای می شود. مربوط اقتصادی بنگاه یا شرکت یک ساختار به و

. ... و مختلف شرایط در تصمیم گیری خدمات)، یا (کالا محصول نوع
سرمایه گذار ریسک پذیرش میزان سرمایه گذاری، گزینه های انتخاب در مؤثر عوامل مهم ترین از
کرد. تقسیم ٢ ریسک گریز و ١ ریسک پذیر گروه دو به را سرمایه گذاران می توان کلی به طور است.
هدفش و دارد انتظار را معینی بازده مقدار که است سرمایه گذاری ریسک پذیر، سرمایه گذار
یک برای بازده، بیشترین هدف با که کسی ا ست ریسک گریز و است ریسک ٣ کمینه کردن

می کند. سرمایه گذاری ریسک از مشخص سطح

تعیین برای مختلفی معیارهای تاکنون است. آن میزان محاسبه ریسک، در مسأله مهمترین
است. شده معرفی ریسک

معرفی با و پرداخت ریسک اندازه گیری به کمˁی مدلی ارائه با مارکوویتز هری ، ١٩۵٢ سال در
بازده کنار در را ریسک بار اولین برای ۴ کارا مجموعه ارائه و بازده و ریسک بر مبتنی مدلی
را معیار انحراف وی داد. قرار سرمایه گذاری برای دارایی انتخاب جهت دیگر متغیری به عنوان
بتا شاخص ، ۵ شارپ ویلیام او شاگرد خواند. ریسک عددی معیار پراکندگی، شاخص به عنوان
کرد ارائه بازار ارزش تغییر قبال در سهم یک ارزش نسبی تغییرات برای را حساسیت) (ضریب
پایه گذاری را سرمایه سبد علمی مدیریت سرمایه ای، دارایی های قیمت گذاری مدل معرفی با و
ثابت درآمد با بهادار اوراق ریسک اندازه گیری ملاک به عنوان را بتا معیار ۶ کالی مک کرد.
کرد. معرفی دقیق تر به عنوان شاخصی را تحدب معیار کالی مک کار، ادامه ی در کرد، معرفی
معرفی را ٩ ریسک معرض در ارزش مدل ٨ مورگان موسسه ی مدیر ٧ وترستون ١٩٩۶ سال در
گرفت. نظر در ریسک معیار به عنوان را ١١ منسجم ریسک ١٠ دلبان ١٩٩٨ سال در نهایت در کرد.

داد: ارائه ریسک اندازه گیری معیارهای مورد در را زیر طبقه بندی می توان

قیمت تغییرات مثل مستقل، متغیر یک تغییر اثر بر وابسته متغیر یک تغییر حساسیت: .١
بتا). و تحدب سود ( نرخ واحد یک تغییر قبال در

1�Risk Taker
2�Risk Avers
3Minimum
4Efficient Frontier Line
5 William Sharpe
6McCauley
7Weterstone
8J. P. �Morgan
9Value at Risk

10Delbaen
11Coherent Risk



٩ مالی مفاهیم
تصادفی پارامتر یک یا و میانگین اطراف در متغیر یک نوسان از است عبارت نوسان: .٢

معیار. انحراف یا واریانس مثل دیگر
بخش بر تنها نوسان، معیارهای برعکس که معیارها این نامطلوب: ریسک معیار های .٣
را هدف متغیر یا و میانگین سطح زیر نوسانات حقیقت در دارند، تمرکز ریسک مخرب
ریسک). معرض در ارزش و معیار انحراف نیم واریانس، می دهند (نیم قرار محاسبه مورد
ریسک معرض در (ارزش مانند می باشد موضوع اصل یک به صورت که منسجم: ریسک .۴

.( ١ مشروط
مورد بازده نامطلوب انحرافات تنها آن در که است شاخصی ٢ واریانس نیم .١. ٣. ٩ تعریف
تغییرات آ ن گاه کنیم، تعریف ضرر میزان را ریسک اگر دیگر به عبارت می گیرد. قرار توجه
دسته آن فقط و نمی شود محسوب ریسک به عنوان مالی) دارایی بازدهی نرخ (افزایش مطلوب
فرمول می آید. به حساب ریسک به عنوان هستند، بازدهی نرخ میانگین از کمتر که مشاهداتی از

است: زیر به صورت واریانس نیم محاسبه
SV =

١
K

K∑
i=١

{max(٠,E(ri)− rT )}٢,

E و مشاهدات تعداد K iام زمان در بازدهی ri دوره، پایان در دارایی بازدهی rT آن، در که
است. بازدهی نرخ ریاضی امید

تعیین و اندازه گیری برای که است آماری روش یک ٣ ریسک معرض در ارزش .١. ٣. ١٠ تعریف
مشخص، زمانی دوره یک در سرمایه گذاری پرتفوی یا و شرکت یک در مالی ریسک میزان

می شود. استفاده
ریسک معرض در ارزش که دارد اشاره موضوع این بر مالی مفاهیم در عمومی اعتقاد
معرض در ارزش گفت می توان به طورکلی است. ریسک کنترل و اداره برای جدید رویکردی
(... ماه، یک هفته، یک روز، (یک زمانی افق یک در را انتظار مورد زیان مقدار بیشترین ریسک
خلاصه سازی ابزار، این مهم مزایای از می نماید. اندازه گیری معین اطمینانی سطح در مشخص

است. واحد عدد یک در ریسک

تنوع درجه
سهام سبد یک در مختلف سرمایه گذاری های از آمیزه ای ریسک، مدیریت تکنیک یک ، ۴ تنوع

است.
1Conditional Value at Risk
2Semivariance
3Value at Risk(VaR)
4Diversification
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مختلف انواع از شده ساخته سهام سبد یک که است معتقد تکنیک این پشت منطق
تکی سرمایه گذاری هر به نسبت پایین تری ریسک و بالاتر بازده متوسط به طور سرمایه گذاری،
کند کنترل را سهام سبد یک در سیستماتیک غیر ریسک حوادث که می کند تلاش تنوع دارد.
دیگر سرمایه گذاران منفی عملکرد با را سرمایه گذاری ها از برخی مثبت عملکرد به نحوی که

کند. خنثی

سهام سبد بهینه سازی ۴ .١. ٣
است قرار که دارایی هایی در سرمایه گذاری نسبت تعیین از است عبارت ١ سهام سبد بهینه سازی
بودن بهتر این باشد. دیگری سبد هر از بهتر انتخابی سبد که به شکلی شود؛ نگه د    اری سبد در
ترکیبی غیرمستقیم یا مستقیم به صورت که معیارهایی می شود. مشخص معیارهایی براساس
است. مالی ریسک پارامترهای سایر و بازده ها پراکندگی سبد، انتظار مورد بازده ملاحظات از
زیان شود. کمترین و بازدهی بیشترین موجب که است سبدی بهینه، سهام سبد دیگر به عبارت
آنجا از اما می گیرد انجام دوره ای یک به صورت کار این بهینه سازی، رویکردهای از بسیاری در
بهینه سازی گرفتن نظر در دوره ای یک است، آینده نگر و بلند مدت مفهومی سرمایه گذاری که
بهینه کردن به دنبال سرمایه گذار داشت. نخواهد همخوانی مفهوم این با سرمایه گذاری سبد
دوره ی آخرین در ثروت مطلوبیت امید که به گونه ای است زمانی دوره ی هر در دارایی تخصیص
سود حداکثرسازی به منظور سهام سبد انتخاب مالی، موضوعات در شود. بیشینه زمانی
بهینه سازی مسأله ی است. مالی بازارهای در سرمایه گذاران دغدغه های اصلی ترین از یکی
دارایی های تعداد که است حل قابل ریاضی مدل های توسط زمانی کارا، مرز تعیین و ٢ مارکوویتز
محدودیت های و شرایط که هنگامی اما است اندک بازار در موجود محدودیت های و سرمایه گذاری
شیوه های از استفاده با به راحتی پرتفوی بهینه سازی مسأله ی شود، گرفته نظر در واقعی دنیای

نیست. حل قابل ریاضی

بهینه پرتفوی انتخاب ۴ .١
نامعین بهادار اوراق بازده که شرایطی در پرتفوی انتخاب مسأله برای مدل چند بخش این در
حل قابل معمول روش های به مسائل این اینکه به توجه با بیان می گردد. می شود، فرض
حالاتی در آن ها قطعی و دقیق معادل های با مدل ها این جایگزینی کار، اصلی ایده نیستند
حل سپس و ذوزنقه ای) زیگزاگ، خطی، نامعین متغیر (مانند نامعین متغیر های از خاص
چند دوم، فصل در شده پیشنهاد  عصبی شبکه مدل کارایی دادن نشان برای است. آن ها

می شود. حل و بیان پرتفوی انتخاب مسائل از عددی مثال
1Optimization Portfolio
2Markowitz



١١ بهینه پرتفوی انتخاب
اهمیت از که است سرمایه بازار مسائل از یکی دارایی ها، از بهینه  ای مجموعه انتخاب مسأله
این از ناشی سرمایه گذاری، تصمیمات اهمیت خرد، اقتصاد حوزه در است. برخوردار زیادی
زمانی به بیشتر بازده امید به را امروز بازده و مصرف سرمایه گذار، فرد واقع در که است مسأله
است فرد هر مطلوبیت میزان سرمایه گذاری، بهینه تصمیم واقع در می کند. موکول آینده در
بود، نخواهد یکسان افراد سایر با لزوما و می گردد تعیین وی شخصی ترجیحات به توجه با که
سرمایه ای، دارایی های از مجموعه ای انتخاب از را فرد مطلوبیت معیارهایی، با می توان ولی
است. شده انتخاب مجموعه کل بازده و ریسک معیار ها، این مهمترین جمله از کرد. مشخص
تعیین خاص، به طور سهام) (سبد سهام مجموعه و عام به طور دارایی ها مجموعه مدیریت هدف

شود. حداکثر بازده و حداقل ریسک که به گونه ای سبد درون دارایی های
شامل دارایی مختلف طبقات است. برخوردار ویژه ای اهمیت از دارایی ها در تنوع بخشی مسأله

می باشد. و... طلا زمین، نقد، پول بهادار، اوراق انواع
سیر در و بودند برخوردار زیادی پیشرفت های از اخیر دهه چند در سرمایه گذاری نظریه های
سرمایه گذاری و تجارت حجم یافتند. دست زیادی کاربردی فرمول های به خود تکاملی تاریخی
تغییرات و گسترش این است. داشته فراوانی گسترش بیست و یکم اوایل و بیستم قرن طی
مقایسه در سرمایه گذار تصمیم اخذ برای متفاوتی معیارهای که است شده موجب آن از حاصل
دو سرمایه گذاری انجام و انتخاب در موثر عوامل از شود. گرفته به کار گذشته دوره های با
به ٢ کرامر و ١ برنولی میلادی ١٨ قرن در است. یکدیگر با دو این رابطه و بازده و ریسک مفهوم
مورد بازده اساس بر صرفا نباید اطمینان عدم شرایط تحت تصمیمات که رسیدند نتیجه این

پذیرد. صورت انتظار
سرمایه گذاری فرآیند در تصمیم اخذ جهت سرمایه گذاران میلادی، بیستم قرن اوایل تا
و پول زمانی ارزش مفاهیم به توجهی و می کردند استفاده سرمایه گذاری بازده نسبت های از
وارد تنزیلی روش های با پول زمانی ارزش مفهوم ١٩٢٠ دهه از نداشتند. سرمایه گذاری ریسک
طرح های انتخاب در توجه قابل تحولی روش ها، این شد. سرمایه گذاری و مالی ادبیات حوزه
ریسک با مواجه در سرمایه گذاران متفاوت رفتار همچنان لیکن آوردند. به وجود سرمایه گذاری
معیارهای تکامل به حدودی تا پول مطلوبیت نظریه اینکه وجود با واقع در می شد. گرفته نادیده
یک ریسک ١٩۵٠ دهه تا نبود. برخوردار کافی جامعیت از هنوز لیکن بود، نموده کمک انتخاب
نمود کمیت پذیر را ریسک بار نخستین برای مارکوویتز هری اینکه تا می رفت به شمار کیفی عامل
ریسک سنجش کمیت به عنوان را سرمایه گذاری طرح های نقدی جریانات معیار انحراف و
معیار به عنوان β حساسیت ضریب تعیین با [٩٨] در شارپ ویلیام بعد چندی کرد. معرفی
این کرد. عرضه سرمایه گذاری نظریه های دنیای به را کاربردی تری و ساده تر مدل ریسک،
۶٠ دهه اواسط در و روند این ادامه در است. معروف شاخصی تک مدل به عنوان امروز روش
مدل عنوان تحت امروزه که دادند توسعه را مدلی سرمایه، بازار نظریه پایه بر [۴٩] لینتر و شارپ

1Bernoulli
2Cramer
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غیر و سیستماتیک ریسک مدل این می شود. شناخته ١ سرمایه ای دارایی های قیمت گذاری
پروفسور ،٧٠ دهه در می کند. تفکیک یکدیگر از ریسک اصلی اجزای به عنوان را سیستماتیک
مراجعه [٧] و [۶٢] به بیشتر توضیحات (برای کرد. پایه گذاری [٩۵] در را ٣ آربیتراژ مدل ،٢ راس

شود).

سهام سبد تاریخچه ۵ .١
نظریه بر مبنایی که داد ارائه را پرتفوی بنیادی مدل مارکوویتز هری میلادی، ١٩۵٢ سال در
مفاهیم با آشنایی علیرغم سرمایه گذاران نظریه این ارائه از پیش شد. سرمایه سبد مدرن
بود کسی نخستین مارکوویتز نبودند. کمˁی روش به آن اندازه گیری به قادر بازده، و ریسک
و بسط را خاص به طور سهام سبد و عام به طور سرمایه گذاری سبد در تنوع بخشی مفهوم که
کاهش به منجر می تواند سرمایه سبد متنوع سازی چگونه که موضوع این او داد. گسترش

نمود. بیان کمˁی به صورت را، شود سرمایه گذار یک سرمایه گذاری ریسک
طریق از شده محاسبه ریسک و بازدهی رابطه براساس ۴ MPT سرمایه سبد مدرن نظریه
براساس ۵PMPT سرمایه سبد فرامدرن نظریه می شود. تبیین بازدهی معیار انحراف و واریانس
می پردازد بهینه سرمایه سبد انتخاب معیار و سرمایه گذار رفتار تبیین به نامطلوب ریسک رابطه ی
میانگین مدل فرمول بندی در مارکوویتز ببینید.) را [٣۶] و [٣٣] مراجع بیشتر، توضیحات (برای
سرمایه گذار وی، نظر به داشت. خاصی توجه سرمایه گذاری هدف به خود، MV ۶ واریانس ‐
باشد. داشته کمتر ریسک و بیشتر بازدهی که است درطرح هایی سرمایه گذاری دنبال به عاقل
رابطه به بلکه نمی کرد، جستجو طرح آن معیار انحراف در تنها را سرمایه گذاری یک ریسک وی

داشت. توجه هم کل ریسک بر رابطه این تاثیر و سرمایه سبد در مختلف دارایی های بین
که بود، کارا) سهام (سبد کارا سرمایه سبد نمود، مطرح مارکوویتز که مفاهیمی از دیگر یکی
بازده ازای در سرمایه سبد آن ریسک که به نحوی است بهادار اوراق مطلوب ترکیب معنای به

شود. حداکثر معین ریسک ازای در سرمایه سبد بازده یا شود حداقل معینی
از: عبارتند مفروضات این است. گرفته شکل مفروضاتی اساس بر مارکوویتز مدل

است. عقلایی رفتار دارای سرمایه گذار .١

هستند. افزایشی انتظار مورد مطلوبیت دارای و ریسک گریزند سرمایه گذاران، .٢

انتظار مورد بازده واریانس و میانگین مبنای بر را خود سرمایه سبد سرمایه گذاران، .٣
می کنند. انتخاب

1Capital Asset Pricing Model (CAPM)
2Ross
3Arbitrage Pricing Theory
4Modern Portfolio Theory
5Post-modern Portfolio Theory
6Mean-Variance



١٣ سهام سبد تاریخچه
است. تقسیم قابل بی نهایت تا سرمایه گذاری گزینه هر .۴

است. مشابه همه برای این و داشته معین زمانی افق یک سرمایه گذاران .۵

و می دهند ترجیح را بالاتری بازده ریسک، از مشخص سطح یک در سرمایه گذاران، .۶
هستند. ریسک کمترین خواهان، بازدهی از معینی سطح برای بالعکس

ندارد). وجود معاملات و مالیات (هزینه هستند کامل بازارها .٧

احتمال که می شود گرفته نظر در تصادفی متغیر به صورت دارایی ها بازده مارکوویتز رویکرد در
انحراف و سرمایه سبد کارایی معیار به عنوان میانگین می آید. به دست نرمال توزیع تابع از آنها
مدل اصلی ورودی های می شود. گرفته نظر در سرمایه سبد ریسک شاخص به عنوان هم معیار
ضریب و دارایی ها بازدهی کواریانس ـ واریانس ماتریس انتظار، مورد بازده از عبارتند مارکوویتز
.[۵٩] می شود بیان زیر به صورت میانگین‐واریانس کلاسیک مدل بازدهی ها. بین همبستگی

min
١
٢X

TΣX,

s.t


µTX = R,

x١ + x٢ + · · ·+ xn = ١,
xi ≥ ٠ , i = ١, ٢, . . . , n,

(۴ .١)

آن در که
µTX = E[X] =

n∑
i=١

xiµi,

XTΣX = V [X] =
∑
i,j

ρijσiσjxixj ,

بازده µi jام، و iام سهم بین همبستگی ضریب ρij iام، سهم در سرمایه گذاری نسبت xi و
بازدهی از مشخصی سطح نشان دهنده اول قید و هستند iام سهم ریسک σi و انتظار مورد
شود سرمایه گذاری بودجه تمام که می دهد را اطمینان این دوم قید است. R یعنی انتظار مورد

ندارد. را استقراضی فروش اجازه سرمایه گذار که است این نشان دهنده هم آخر قید و
به می توان جمله از که دارد واقعی غیر فرضیات و معایب سری یک مارکوویتز مدل متاسفانه

کرد: اشاره زیر موارد
می شود. بزرگ اندازه از بیش کواریانس ماتریس محاسبات حجم دارایی، تعداد افزایش با .١

نشده گرفته نظر در مارکوویتز مدل در دارد، وجود واقعی دنیای در که محدودیت هایی .٢
خرید ، ١ معاملاتی هزینه های سرمایه، سبد در ثابت سهام محدودیت همانند است،

1Cardinality Constraint
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محدودیت ها این اکثر و...، ثابت دسته های در سهام معادلات معاملات بلوکی، ، ١ آستانه ای
می نماید. پیچیدگی دچار حل برای را مدل ها که می کنند پیروی غیرخطی توابع از

نیست. قبولی قابل فرض دارایی ها بازده توزیع تابع بودن نرمال فرض .٣

توزیع با دارایی یک معیار این که است معیار انحراف یا و واریانس ریسک، عمومی معیار .۴
نداشته وجود دارایی برای خصوصیت دو این اگر است. قبول قابل کارا بازار در و نرمال

نیست. مناسبی معیار واریانس باشد،

جایگزین مدل های ١ .۵ .١
رسید نتیجه این به او .[۶٠] کرد اشاره نامطلوب ریسک مزایای به مارکوویتز ١٩۵٩ سال در
اینکه نخست هستند، نامطلوب ریسک ساختن حداقل به مایل علت دو به سرمایه گذاران که
تصادفی متغیرهای توزیع که وقتی دوم و می اندیشند سرمایه اصل امنیت به ابتدا سرمایه گذاران
در بعدها بود. خواهد مفید نامطلوب ریسک معیار آن گاه نباشد، نرمال نوع از بازدهی) (نرخ
مدل و سرمایه سبد مدرن نظریه ارائه برای اقتصاد نوبل جایزه دریافت هنگام وی ١٩٩١ سال

داشت. اشاره مسأله این به نیز مارکوویتز
برنامه ریزی به کارگیری با سرمایه سبد بهینه سازی به منظور مدلی ،[۴۴]٢ لرو و لی ١٩٧٣ سال
آرمانی برنامه ریزی نگرش ،[۴٣]٣ چیسیر و لی ١٩٨٠ سال در بعد چندی نمودند. ارائه آرمانی
خطی برنامه ریزی طریق از مدلی ،١٩٩١ سال در یامازاکی و کونو کردند. مطرح را ۴ معیاره چند
مانسینی و اسپرانزا ،١٩٩٧ سال در آن از پس کردند. ارائه سرمایه گذاری سبد بهینه سازی برای
معاملات هزینه های مثل واقعی خصوصیات با را ۶ آمیخته صحیح برنامه ریزی از مدلی ،[۵٨] ۵

گرفتند کمک ابتکاری الگوریتم های از آن حل برای و داد ارائه معاملات واحدهای حداقل و
بهینه سازی مدل ،[١٢٠]٧ یونگ ١٩٩٨ سال کردند. آزمایش میلان سهام بازار برای را مدل و
بدترین مبنای بر ریسک آن در که کرد ارائه را خطی برنامه ریزی توسط حل قابل سرمایه سبد
[١١٠] همکاران و ژیا ١٩٩٩ سال نامید. ٨ ”مینیماکس” رویکرد را آن و شده تعریف حالت
مدلی ارائه به ،[٩] همکاران و ٩ چانگ سال همین فوریه در کردند. معرفی را خاص مدلی
سال، همین نوامبر در ادامه در پرداختند. سهام بهینه سازی جهت غیرخطی و پارامتریک
و محدودیت ها با سرمایه سبد بهینه سازی معرفی به [٨٣] همکارانش و ١٠ پالمکویست جوناس
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١۵ مشروط ریسک معرض در ارزش برای مقدمه ای
سال در دادند. ارائه خطی برنامه ریزی نوع از مدلی شرطی، ریسک معرض در ارزش هدف تابع
ثابت و خطی معاملات هزینه های اعمال با سبد بهینه سازی به [۵٠] همکاران و ١ لوبو ٢٠٠٢
زمینه این در مدل هایی ارائه به [٨۴] ٢ پاپاریستودولو کریستوس سال، همین در پرداختند.
سبدهای مقایسه به ماهه ١٢ زمانی دوره در سهام ۵ از متشکل مسأله  ای طرح با سپس و پرداخت
تحت مقاله ای در همکاران و ٣ چخلاو آلکسی ٢٠٠٣ سال در پرداخت. مدل هر در آمده به دست
زمینه این در مدلی ارائه به کاهش دهنده» محدودیت های با سرمایه سبد «بهینه سازی عنوان
برنامه ریزی مدل های معرفی به [۵٧] همکارانش و ۴ مانسینی سال همان در سپس پرداخت
غیرخطی بهینه سازی مسائل حل برای همکاران و ۵ گاندریو ٢٠٠۴ سال در اند. پرداخته خطی

کردند. معرفی را دوگان ـ اولیه درونی نقطه روش سرمایه، سبد

مشروط ریسک معرض در ارزش برای مقدمه ای ۶ .١
استفاده با و کرد. بررسی را میانگین‐واریانس تحلیل و تجزیه در ۶ مارکوییز ١٩۵٢ سال در
سطح به بسته کرد. پیدا را سرمایه سبد بهینه انتخاب از هوشمند و آسان راه حل یک آن از
این تمام می آید. به دست متفاوتی بهینه مساله های پرتفوی موردانتظار، بازده شده انتخاب
این دارای که می گیرند. قرار کار مرز میانگین‐واریانس، فضای در مجموعه یک در پرتفوی ها
این از است. بزرگتر ریسک با متناظر انتظار مورد بازده از بزرگتری مقدار که هستند خاصیت
تفضیل به [۵۴] در ٧ مرتون است. غیرممکن ریسک افزایش بدون پورتفوی سود افزایش رو،
ريسك، و موردانتظار بازده بين وابستگي كه داد نشان او داد. قرار مطالعه مورد را موضوع این
به دست است، ميانگين‐واريانس فضاي آمده به دست شکل سهمی کارا مرز و است غيرخطي

مي آيد.
همیشه واریانس واقع در است، جدی اشکال یک دارای پرتفوی وزن های ساخت روش این
بدان این گیرد. می نظر در را طرفه دو ریسک یک زیرا نیست ریسک برای مناسبی اندازه گیری
.[۴٠] شود ریسک افزایش باعث است ممکن بالا سود واریانس، وجود صورت در که است معنی
ريسك محاسبه براي دیگری مناسب توابع از که مي دهد نشان ريسك نظريه در اخير مطالعات
ابزار يك عنوان به كه است ريسك معرض در ارزش آن ساده ترين که کرد. استفاده می توان
برای ریسک معرض در ارزش مفهوم شد. توصيه کمیته توسط بانكي نظارت براي استاندارد

است. شده معرفی ١٩۶٣ سال در ٨ بامول توسط بار اولین
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مفاهیم ١۶

خسارت های در آن فهم و ساده بازاریابی به مربوط بیشتر ریسك اندازه گیری این محبوبیت
عوض در را ریسک معرض در ارزش از استفاده [١] در ١ باپتیستا و اکساندرو است. شدید
مساله برای صریح جواب یک آنها دادند. پیشنهاد بهینه پورتفوی یک ساختن برای واریانس
توزیع دارای بازده که فرض این با پورتفوی انتخاب در ریسک معرض در ارزش مینیم سازی

کردند. ارائه است نرمال
(PSMs) تصادفی مدل های در ریسک اندازه گیری روش یک عنوان به ریسک معرض در ارزش
بدترین عنوان به را مشروط ریسک معرض در ارزش ٢ جوریون .[٣٧] در است شده استفاده
كرد. تعریف اطمینان از معینی سطح در بازار عادی شرایط در معین افق در موردانتظار زیان
انتخاب در ریسك یك عنوان به می تواند مشروط ریسک معرض در ارزش كه كرد مشاهده او و
را مشروط ریسک معرض در ارزش محاسبه همچنین او این، بر علاوه شود. استفاده پورتفوی
غیرمستقیم مدیریت سیستم یک بر تمرکز با [٩١] در ٣ گارسیا داد. ارائه تصادفی مدل های در
عنوان به مشروط ریسک معرض در ارزش از می شود، استفاده مالی موسسات در که ، پرتفوی
معرض در ارزش از می کند. استفاده ریسک کنترل ابزار یک و ریسک اندازه گیری روش یک

کرد. استفاده متنوع شرایط در می توان مشروط ریسک
جزئی اطلاعات فقط که ، ۵ ارزنده پورتفوی انتخاب مشکل به پرداختن برای [٣٢] در ۴ هوانگ
بدترین جواب های است، دسترس در پورتفوی بازده مشروط توزیع و خروج زمان توزیع مورد در
یک صورت به را آن به مربوط مسائل و داد گسترش را مشروط ریسک معرض در ارزش حالت
بازار داده های از استفاده با را عددی نتایج از برخی او کرد. تعریف ۶ نهایی نیمه برنامه ریزی
پورتفوی انتخاب در مشروط ریسک معرض در ارزش از استفاده بودن عملی تا داد ارائه واقعی
مناسبی ریسک معیار حالتی در فقط مشروط ریسک معرض در ارزش متأسفانه، دهد. نشان را
را فرضیاتی محققان گذشته، سال های در باشند. داشته نرمال توزیع بازده ها  می رسد، نظر به

باشد. داشته باید مناسب ریسك یك كه كردند مطرح
چهار بر مبتنی که کردند معرفی منسجم ریسک اندازه به نام مفهومی [۴] در همکاران و آرتزنر
و مثبت همگن زیرجمعی، نامتغیر، انتقال خواص دارای ریسک از اندازه گیری یک است. اصل
نمی کند. تعیین فرد به منحصر به طور را ریسک اندازه گیری یک فرضیات این باشد. یکنواختی
از یکی می رسد نظر به است. گرفته قرار بحث مورد منسجم ریسک از مثال چندین اخیراً
معرض در ارزش از توسعه یک که است مشروط ریسک معرض در ارزش آن انواع مهم ترین
CVaR تاکنون اگرچه است. منسجم اندازه گیری یک CVaR که داد نشان [٣١] در است. ریسک
زیادی خیلی اهمیت بیمه صنعت در اما است، نشده مطرح مالی صنعت در عامل یک عنوان به
ارزش با بزرگتر‐مساوی CVaR داد. نشان را آن می توان آساني به ، اين بر علاوه [۶۴] دارد
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١٧ مشروط ریسک معرض در ارزش برای مقدمه ای
های بحران دلیل به امروزه CVaR خاصیت این است. ثابت سطح یک در ریسک معرض در
است. توجه مورد بسیار دارند، پذیری ریسک به تمایل سرمایه گذاران که واقعیت این و مالی

گرفتند. نظر در CVaR از استفاده با را پورتفوی انتخاب مساله (٢٠٠۴) باپتیستا و الکساندر





٢ فصل
گرادیان عصبی شبکه چارچوب یک
بهینه سازی مسائل حل برای جدید

کاربرد یک با مقید مینیمم‐ماکزیمم
پورتفوی انتخاب مدل های در

مقدمه ٢. ١
علاقه مندیم: زیر صورت به مینیمم‐ماکزیمم مساله جواب یافتن به ما

minf(x) = max١≤i≤s
{fi(x)} (٢. ١)

قیود تحت
g(x) ≤ ٠, (٢. ٢)
Ax− b = ٠, (٢. ٣)

n متغیر یک x و بعدی m پیوسته برداری تابع یک g(x) = (g١(x), g٢(x), ..., gm(x))T درآن که
پذیر مشتق دو مرتبه تا و محدب gk(x) (k = ١, . . . ,m) و fi(x) (i = ١, . . . , s) توابع است، بعدی

١٩



بهینه سازی مسائل حل برای جدید گرادیان عصبی شبکه چارچوب یک ٢٠
پورتفوی انتخاب مدل های در کاربرد یک با مقید مینیمم‐ماکزیمم

ناپذیر مشتق تابعی (٢. ١) مساله در f(x) .b ∈ Rl و A ∈ Rl×n, rank(A) = l می شوند، فرض
شناخته ناپذیر مشتق ریزی برنامه مساله یک عنوان به (٢. ٣) تا (٢. ١) مساله بنابراین است.

شود. می
مشتق بهینه سازی مسائل عنوان به توانند می اقتصاد و مهندسی ریاضیات، در مختلفی مسائل
است. ناهموار تابع یک عنوان به هدف تابع آنها از بسیاری در که شوند سازی مطرح ناپذیر
،([۴٧]،[٨٧][٣٩]،[٣٨]،[٢٨]،[١١]،[١۶]،[١٧]،[١٠۶]،[١۴]،[٧٩]،[٢]) دارند وجود زیادی مقالات
.([٨٢]،[٢١]،[٩٩][۴۵]) است شده مطرح مسائلی چنین حل برای مختلفی روش های آنها در که
مدار طراحی جمله از اند. شده مطرح مختلفی های جنبه در مینیمم‐ماکزیمم سازی بهینه مسائل
سنتی عددی روش های هرچند غیره. و [٨٧] اقتصاد ، ٢ [١۴] مهندسی ساختارهای ١ [٢]
محاسباتی زمان به نیاز ([١٢٣]،[١١۵]،[١١۴]،[١٠٩]،[١٠٨]،[١٠٧]،[١٠٠]،[٩٠]،[۵۵]،[۴٨]،[٣٩]،[٣٨]،[٢٨])
کاربرد هایی چنین برای کنند[۶٨]. حل ٣ واقعی زمان در را مسائل نمی توانند و داشته زیادی
هستند مناسب         تر افزاری، سخت اجرای براساس بازگشتی عصبی شبکه های واقعی، زمان در
حل موازی صورت به یک  پارچه مدارهای با را مساله فیزیکی حیث از می توانند و ([١٠٢] و [١٠١])
توسط سیگنال پردازش و کنترل بهینه سازی، برای عصبی شبکه های روش نتیجه در کنند.

است. گرفته قرار مطالعه مورد متعددی محققان
است دینامیکی سیستم و انرژی تابع یک ایجاد بهینه سازی، در عصبی شبکه روش مبنای
معادلات دستگاه یک صورت به معمولا دینامیکی سیستم است. عصبی شبکه از نمایشی که
سیستم دلخواه، شروع نقطه یک برای که می رود انتظار می شود. بیان اول مرتبه دیفرانسیل
یک است. بهینه سازی مساله جواب همان که شود، همگرا خود ایستای حالت  به دینامیکی
به انرژی تابع می شود، نزدیک تعادل نقطه به دینامیکی، سیستم وقتی که است این مهم شرط
اجرای قابلیت و بهینه سازی مسائل با دینامیکی مواجهه به توجه با یابد. کاهش یکنواخت طور
شده تعیین افزار سخت با فیزیکی شکل به می توانند عصبی شبکه های ، الکترونیکی مدارهای
است. موازی به صورت بهینه سازی فرایند آن در که شوند اجرا یک پارچه مدارهای جمله از
الگوریتم های از سریع تر بسیار را بهینه سازی مسائل می تواند عصبی شبکه های روش بنابراین

کنند. حل بهینه سازی متعارف
برای عصبی شبکه های گذشته دهه دو در ، واقعی زمان و افزاری سخت اجرای به توجه با
و شده مطالعه محققان از بسیاری توسط آن  مهندسی کاربردهای و بهینه سازی مسائل حل

است آمده به دست مهمی بسیار نتایج
([١١٨]،[١١٢]،[١١١]،[٧۴]،[٧٣]،[٧٢]،[٧١]،[٧٠]،[۶٩]،[۶٨]،[۶۶]،[۶۵]،[۵٢]،[٣۴]،[٣٠]،[٢٩]،[٢٢]،[١٢])
غیرخطی مکمل مسائل و وردشی نامساوی های خطی، برنامه ریزی برای عصبی شبکه های مثلا
شده پیشنهاد محاسبه برای آنالوگ عصبی شبکه های از مختلفی انواع اگرچه شده اند. استفاده
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٢١ معادل فرمول بندی
در ١ کائو و یانگ دارد. وجود (٢. ٣)–(٢. ١) بهینه سازی مساله حل درباره کمی مطالعات است،
(٢. ٣)–(٢. ١) مساله حل برای تصویری عصبی شبکه مدل دو [١١٩] در همکاران و یانگ و [١١٨]
و هستند ٢ لیاپونوف مفهوم سراسری پایدار مدل ها این کردند اثبات آن ها کردند. پیشنهاد
هرچند آورند. دست به را (٢. ٣)–(٢. ١) مساله از تقریبی یا دقیق بهینه جواب یک می توانند
بنابراین دارند. لازم بیشتری سازی های ساده و پیچیده اند نسبتاً مدل ها این ساختارهای
(٢. ٣)–(٢. ١) مینیمم‐ماکزیمم بهینه سازی مساله حل برای موثر عصبی شبکه یک پیشنهاد

است. ضروری بسیار خوب همگرایی پایداری و ساده ساختار با
یک به ابتدا (٢. ٣)–(٢. ١) مینیمم‐ماکزیمم مساله فصل این در بالا بحث های به توجه با
یک به مساله کاهش با می شود. تبدیل مشتق پذیر هدف تابع با محدب بهینه سازی مساله
پایداری می شود. پیشنهاد ابتکاری عصبی شبکه مدل یک محدودیت، بدون بهینه  سازی مساله

می شود. تحلیل دقیق صورت به نیز مدل همگرایی و

معادل فرمول بندی ٢. ٢
است زیر محدب برنامه ریزی مساله معادل (٢. ٣)–(٢. ١) مساله که کرد بررسی می توان به سادگی

min z (۴ .٢)
قیود تحت

fi(x) ≤ z, i = ١, . . . , s, (۵ .٢)
gk(x) ≤ ٠, k = ١, . . . ,m, (۶ .٢)
Ax− b = ٠. (٢. ٧)

و محدودیت ها ،(٢. ٧)–(۴ .٢) مساله در کنید توجه .z = max{fi(x), i = ١, ٢, . . . , s} آن در که
می         کنیم فرض مشکلات براین غلبه به منظور است. زیاد محاسباتی پیچیدگی های

X = {x ∈ Rn|gk(x) ≤ ٠, k = ١, ٢, . . . ,m & Ax = b},

:[١٠٨] می کنیم تعریف زیر به صورت آنتروپی تابع یک و
Fp(x) =

١
p
ln

s∑
i=١

exp(pfi(x)), (٢. ٨)

هستند: زیر به صورت Fp(x) ویژگی  های بعضی است. مثبت عدد یک p > ٠ آن در که
می رود. بی نهایت سمت به p وقتی است، f(x) به نقطه ای Xهمگرای در Fp(x) [١١٨] .٢. ٢. ١ لم

1Yang and Cao
2Lyapunov



بهینه سازی مسائل حل برای جدید گرادیان عصبی شبکه چارچوب یک ٢٢
پورتفوی انتخاب مدل های در کاربرد یک با مقید مینیمم‐ماکزیمم

بی نهایت سمت به p وقتی همگراست، f(x) به X در یکنواخت به       صورت Fp(x) [١١٨] .٢. ٢. ٢ لم
می رود.

. ٠ ≤ Fp(x)− f(x) ≤ ln(s)
p ، x ∈ Rn و p > ٠ هر برای [١١٨] .٢. ٢. ٣ لم

که باشد محدب تابع یک fi(x), i = ١, ٢, . . . , s, هر اگر است، محدب Fp(x) [١١٨] .۴ .٢. ٢ لم
می شود. تعریف X محدب مجموعه روی

مساله حل با می        تواند (٢. ٣)–(٢. ١) مینیمم‐ماکزیمم مساله بهینه جواب [١١٨] .٢. ٢. ١ قضیه
آید. به دست بزرگ کافی حد به p با {minx∈XFp(x)} محدب برنامه ریزی

مشتق ناپذیر تابع جای به (٢. ٨) مساله در را Fp(x) می توان که می دهد اطمینان نتایج این
–(٢. ١) ماکزیمم مینیمم‐ مساله از تقریبی بهینه جواب یک بنابراین برد. به کار (٢. ١) در f(x)

می آید: به دست است بزرگ کافی قدر به p وقتی زیر مساله حل با (٢. ٣)

min Fp(x) (٢. ٩)
s.t x ∈ X. (٢. ١٠)

می گیریم: نظر در را زیر مفروضات فصل این در

دارد. به فرد منحصر بهینه جواب یک (٢. ١٠)‐(٢. ٩) مساله الف)
هستند. خطی مستقل {∇gk(x)|k = ١, . . . ,m} ∪ {AT

q.|q = ١, . . . , l} گرادیان های ب)
است. (٢. ١٠)‐(٢. ٩) بهینه جواب های مجموعه به عنوان X∗ ج)

است (٢. ١٠)‐(٢. ٩) بهینه جواب یک (x∗T , u∗T , v∗T )T ∈ Rn+m تایی سه [٧٨] .٢. ٢. ٢ قضیه
کند: صدق زیر KKT سیستم در که باشد موجود (x∗T , u∗T , v∗T )T اگر فقط و اگر


u∗ ≥ ٠, g(x∗) ≤ ٠, u∗T g(x∗) = ٠,
∇Fp (x

∗) +AT v∗ +∇g(x∗)Tu∗ = ٠,
Ax∗ − b = ٠.

(٢. ١١)

بردار یک (u∗T , v∗T )T زوج و می شود نامیده (٢. ١٠)‐(٢. ٩) مساله برای KKT نقطه یک x∗
محدب همگی gk, k = ١, ..., p و f اگر به علاوه می شود. نامیده x∗ با متناظر لاگرانژی ضریب
از KKT نقطه یک X∗ اگر فقط و اگر است (٢. ١٠)‐(٢. ٩) بهینه جواب یک x∗ آن گاه باشند

باشد. (٢. ١٠)‐(٢. ٩) مساله



٢٣ گرادیان عصبی شبکه مدل

گرادیان عصبی شبکه مدل ٢. ٣
نامقید بهینه سازی مساله برای جوابی و (٢. ١٠)‐(٢. ٩) مساله جواب بین رابطه ای می توانیم
مینیمم کننده که است تابعی شایسته تابع کنیم. ایجاد ١ شایسته تابع یک تعریف طریق از آن معادل
تابع ساختن برای که می شوند تعریف زیر در NCP توابع است. معادل NCP جواب های با آن

می روند. کار به شایسته
اگر است NCP تابع یک ϕ : R٢ → R, تابع .٢. ٣. ١ تعریف

ϕ(a, b) = ٠ ⇐⇒ a ≥ ٠, b ≥ ٠, ab = ٠.

می شود: تعزیف زیر صورت به و است نیمه هموار قویاً که است ٢ FB تابع NCP مشهور تابع یک
ϕFB(a, b) = (a+ b)−

√
a٢ + b٢.

یعنی: آید به دست ϕFB, از مربع گرفتن با می تواند ψFB : R× R → R+ شایسته تابع
ψFB(a, b) =

١
٢∥ϕFB(a, b)∥

٢.

است: زیر به صورت نیز آشفته FB تابع
ϕεFB(a, b) = (a+ b)−

√
a٢ + b٢ + ε, ε→ ٠+. (٢. ١٢)

شود. بیان زیر گزاره در می تواند ϕεFB مهم ویژگی
داریم: ε ∈ R هر برای [٢۵] .٢. ٣. ١ گزاره

ϕεFB(a, b) = ٠ ⇔ a > ٠, b > ٠, ab = ε

٢ .

است. هموار ε > ٠ برای ϕεFB(a, b) داشت توجه باید
محدب بهینه سازی مسائل برای (٢. ١١) KKT شرایط براساس عصبی شبکه مدل چندین
تا دارند حالت متغیر l به نیاز عصبی شبکه مدل های این است. شده پیشنهاد (٢. ١٠)‐(٢. ٩)
بیان را زیر لم شبکه معماری ساده سازی برای . کند صدق KKT شرایط در Ax = b تساوی

می کنیم.
وجود u∗ ≥ ٠ اگر فقط و اگر است (٢. ١٠)‐(٢. ٩) مساله بهینه جواب یک x∗ [٧٨] .٢. ٣. ١ لم

کند: صدق زیر شرایط در (x∗T , u∗T )T که گونه ای به  باشد داشته
(I − P )[∇Fp(x

∗) +∇g(x∗)Tu∗] +Q(Ax∗ − b) = ٠ (٢. ١٣)
ϕεFB (u∗,−g(x∗)) = ٠, for ε→ ٠+. (١۴ .٢)

Q = AT (AAT )−١ و P = AT (AAT )−١A آن در که
1Merit function
2Fisher Bromischer Function



بهینه سازی مسائل حل برای جدید گرادیان عصبی شبکه چارچوب یک ٢۴
پورتفوی انتخاب مدل های در کاربرد یک با مقید مینیمم‐ماکزیمم

کند صدق زیر معادله در y∗ = (x∗T , u∗T )T [٧٨] .٢. ٣. ٢ لم

ζ(y) =

 (I − P )[∇Fp (x) +AT v +∇g(x)Tu] +Q(Ax− b)

ϕεFB (u,−g(x))

 = ٠, (١۵ .٢)

باشد. ε→ ٠+ هر برای (٢. ١٠)‐(٢. ٩) مساله از KKT نقطه یک x∗ اگر فقط و اگر
را (٢. ١١) KKT سیستم به سادگی می توانیم ٢. ٣. ١ لم به توجه با و ٢. ٣. ١ تعریف با اکنون

است: زیر نامقید مینیمم سازی مساله معادل که کنیم بررسی
min E(y) =

١
٢∥ζ(y)∥

٢. (١۶ .٢)
برای و پیوسته (١۶ .٢) در E تابع است. (٢. ١١) سیستم برای هموار تابع یک E(y) است واضح

است. مشتق پذیر y ∈ Rn+p+١ هر
طراحی ما هدف می گیریم. نظر در زمان به وابسته متغیرهای را u(.) و x(.) فرض اکنون
همگرا E(y) انرژی تابع از بحرانی نقطه ای که تعادل نقطه یک به که است عصبی شبکه یک
حل در زیر عصبی شبکه مدل ساخت برای شیب تندترین روش از می توانیم بنابراین شود.

کنیم استفاده (٢. ١٠)‐(٢. ٩)
dy(t)

dt
= −η∇E(y(t)), η > ٠, (٢. ١٧)

y(٠) = y٠, (٢. ١٨)
می دهد. نشان را (٢. ١٧) عصبی شبکه همگرایی نرخ و است مقیاس عامل یک η آن در که

است. شده آورده ٢. ١ شکل در (٢. ١٨) و (٢. ١٧) عصبی شبکه سخت افزاری اجرای نمایش

موجود عصبی شبکه های برخی با مقایسه ۴ .٢
آن ،(٢. ١٠)‐(٢. ٩) مسائل حل در (٢. ١٨) و (٢. ١٧) عصبی شبکه کاربرد چگونگی مشاهده برای

می کنیم. مقایسه موجود عصبی شبکه مدل های برخی با را
شبکه مدل از استفاده برای دارد. وجود گرادیانی مدل به نام عصبی شبکه مدل نوعی
تقریب نامقید بهینه سازی مساله یک با می تواند مقید بهینه سازی مساله یک گرادیانی عصبی
شبکه مدل داشت توجه باید می شود. ساخته جریمه تابع روش با انرژی تابع سپس شود. زده
تابع مشتقات از استفاده با مستقیم به طور مدل این که است مزیت این دارای گرادیانی عصبی
انرژی تابع مشتق های از استفاده با مستقیما است ممکن مدل زیرا می شود، ساخته انرژی
عصبی شبکه به علاوه ندارد. شده ای تضمین همگرایی که است این آن نقص اما شود. تعریف
روش از استفاده با مثال برای دارد. کننده تنظیم پارامتر به نیاز جریمه تابع براساس گرادیانی
زده تقریب زیر نامقید بهینه سازی مساله با می تواند (٢. ١٠)‐(٢. ٩) بهینه سازی مساله جریمه،



٢۵ موجود عصبی شبکه های برخی با مقایسه

(٢. ١٨) و (٢. ١٧) عصبی شبکه سخت افزاری اجرای نمایش :٢. ١ شکل

شود

min Ē(x) = Fp(x) +
γ

٢


m∑
k=١

[g+k (x)]
٢ +

l∑
q=١

(Aq. − bq)
٢
 ,

به دست زیر صورت به گرادیانی عصبی شبکه مدل سپس است. جریمه پارامتر یک γ آن در که
می آید:

dx

dt
= −∇Ē(x) = −

(
∇Fp(x) + γ[∇g(x)T g+(x) +AT (Ax− b)]

)
. (٢. ١٩)

با شبکه این می شود. نامیده ١ چوآ ‐ کندی عصبی شبکه مدل ٣. ٨ در شده بیان سیستم
پارامتر که هنگامی آن اجرای و نیست دقیق بهینه جواب یافتن به قادر محدود جریمه پارامتر
(٢. ١٠)‐(٢. ٩) تقریبی جواب به فقط شبکه این بنابراین است. دشوار باشد بزرگ بسیار جریمه
کندی عصبی شبکه داد نشان می توان همچنین می شود. نزدیک بزرگ جریمه پارامتر هر برای
می توان مثال برای نیست. محدب برنامه ریزی مسائل بعضی دقیق جواب به همگرا ٣. ٨ چوآ ‐

کرد. مشاهده را [۶۵] در ١ .۴ مساله
زیر به صورت (٢. ١٠)‐(٢. ٩) حل برای لاگرانژی عصبی شبکه مدل یک ناظمی ،[۶۶] در

کرد: پیشنهاد
dy

dt
= Φ(y), (٢. ٢٠)

y(t٠) = y٠, y(t) = (x(t), u(t), v(t))T , u(t٠) > ٠, (٢. ٢١)
1Kennedy and Chua’s



بهینه سازی مسائل حل برای جدید گرادیان عصبی شبکه چارچوب یک ٢۶
پورتفوی انتخاب مدل های در کاربرد یک با مقید مینیمم‐ماکزیمم

درآن که

Φ(y) =


−
(
∇Fp(x) +

١
٢∇g(x)Tu٢ +AT v

)
diag(u١, ..., up)g(x)

Ax− b

 .
کرد: پیشنهاد (٢. ١٠)‐(٢. ٩) مساله حل برای نیز را زیر عصبی شبکه ناظمی ،[۶۵] در

dx

dt
= −

(
∇Fp (x) +∇g(x)T (y + g(x))+ +∇h(x)T v

)
, (٢. ٢٢)

dy

dt
= (y + g(x))+ − y, (٢. ٢٣)

dv

dt
= h(x). (٢۴ .٢)

می کنند: پیشنهاد (٢. ١٠)‐(٢. ٩) مساله حل برای گرادیانی مدل یک عفتی و ناظمی ،[۶٧] در
d(y(t))

dt
= −∇Ê(y(t)), (٢۵ .٢)

y(٠) = y٠, y(t) = (x(t)T , u(t)T , v(t)T )T , (٢۶ .٢)
آن در که

Ê(y) =
١
٢∥Ψ(y)∥٢, (٢. ٢٧)

Ψ(y) =


∇Fp (x) +∇AT v +∇g(x)Tu

b−Ax

ϕεFB (u,−g(x))

 = ٠, (٢. ٢٨)

می شود. تعریف (٢. ١٢) در ϕεFB(a, b) و
x ∈ حالت متغیرهای ،(٢۶ .٢)‐(٢۵ .٢) و ،(٢۴ .٢)‐(٢. ٢٢) ،(١۴ .٣)‐(٣. ١٣) مدل های در
در دارند. n +m + l نرون  های عصبی شبکه های این بنابراین هستند. v ∈ Rl و Rn, u ∈ Rp

در شده بیان عصبی شبکه دارد. n + p نرون های فقط (٢. ١٧) در ما عصبی شبکه حالی که
دوم درجه برنامه ریزی مساله حل برای [۶٧] در شده بیان مدل از اصلاح یک (٢. ١٨) و (٢. ١٧)

است.

همگرایی تحلیل و پایداری ۵ .٢
تعریف چند و (٢. ١٨) و (٢. ١٧) مدل همگرایی و پابه، مباحث به پرداختن از قبل قسمت این در

می کنیم. یادآوری را وقضیه لم



٢٧ همگرایی تحلیل و پایداری
به طور تابع یک باشد. x̄ از باز همسایگی یک را Ω ⊆ IRn کنید فرض [٩٧] .١ .۵ .٢ تعریف
سیستم برای Ω مجموعه کنیدروی فرض ١ لیاپونوف تابع یک ζ : Rn → R مشتق پذیر پیوسته

اگر است x′ = F(x), ζ(x̄) = ٠, ζ(x) > ٠, ∀x ∈ Ω\{x̄},
dζ(x(t))

dt = [∇ζ(x(t)]TF(x(t)) ≤ ٠, ∀ x ∈ Ω.

[۶۶] .١ .۵ .٢ لم
لیاپونوف تابع یک اگر است لیاپونوف پایدار x′ = F(x) سیستم از x∗ تنها تعادل نقطه یک الف)

باشد. داشته وجود ∗xو از Ω∗ همسایگی در
روی لیاپونوف تابع اگر است مجانبی پایدار x′ = F(x) سیستم از x∗ تنهای تعادل نقطه یک ب)
.x ∈ Ω∗\{x∗} هر برای dζ(x(t))

dt < ٠ که آن چنان باشد داشته وجود x∗ از همسایگی یک
نقاط مجموعه X∗و ′xباشد = F(x), سیستم جواب یک x(t) کنید فرض [٩٧] .٢ .۵ .٢ تعریف
است X∗ مجموعه به سراسری همگرای یک سیستم جواب مسیر باشد. سیستم این تعادل

کنند صدق زیر شرط در x(t) اگر
lim
t→∞

dist(x(t), X∗) = ٠,

نقطه یک فقط دارای X∗ مجموعه اگر ویژه به dist(x(t), X∗) = infy∈X∗ ∥x − y∥. درآن که
سیستم اگر می شود گفته سراسری مجانبی پایدار سیستم و limt→∞ x(t) = x∗, ∗xباشد،آن گاه

باشد. پایدار لیاپونوف مفهوم به x∗ در
AX = ٠ همگن سیستم آن گاه است، n×n معکوس پذیر ماتریس یک A اگر [٨٩] .١ .۵ .٢ قضیه

دارد. X = ٠ جواب فقط
بررسی را (٢. ١٠)‐(٢. ٩) مساله جواب و (٢. ١٨) و (٢. ١٧) تعادل نقطه بین رابطه ابتدا

می کنیم.
نقطه یک y∗ آن   گاه باشد، (٢. ١٠)‐(٢. ٩) از KKT نقطه یک x∗ کنید فرض [٧٨] .٢ .۵ .٢ قضیه
شبکه تعادل نقطه y∗ = (x∗T , u∗T )T اگر طرفی از است. (٢. ١٨) و (٢. ١٧) عصبی شبکه از تعادل
یک x∗ آن گاه است، نامنفرد (٣. ١٢) در ζ(y) ژاکوبی ماتریس و باشد (٢. ١٨) و (٢. ١٧) عصبی

است. (٢. ١٠)‐(٢. ٩) مساله از KKT نقطه
است به فرد (٢. ١٨)منحصر و (٢. ١٧) پیشنهادی عصبی شبکه مدل تعادل نقطه [٧٨] .٢ .۵ .٢ لم

.
1Lyapunov



بهینه سازی مسائل حل برای جدید گرادیان عصبی شبکه چارچوب یک ٢٨
پورتفوی انتخاب مدل های در کاربرد یک با مقید مینیمم‐ماکزیمم

y∗ آن گاه باشد. (٢. ١٨) و (٢. ١٧) از تنها تعادل نقطه یک y∗ کنید فرض [٧٨] .٣ .۵ .٢ قضیه
(٢. ١٨)است. و (٢. ١٧) برای مجانبی پایدار

نقطه آن در که است (٢. ١٨) و (٢. ١٧) از مسیر یک y = y(t, y٠) کنید فرض [٧٨] .۴ .۵ .٢ قضیه
است کراندار L(y٠) = {y ∈ Rn+m+l : E(y) ≤ E(y٠)} سطح مجموعه و y٠ = y(٠, y٠) اولیه

آن گاه،
است. کراندار γ+(y٠) = {y(t, y٠)|t ≥ ٠} الف)

. lim
t→∞

y(t, y٠) = ȳ که گونه ای به  دارد وجود ȳ ب)
آوریم. به دست را زیر نتیجه می توانیم ۴ .۵ .٢ و ٣ .۵ .٢ قضایای از فوری نتیحه یک عنوان به 
حل برای (٢. ١٨) و (٢. ١٧) عصبی شبکه آن گاه ،D∗ = {(x∗T , u∗T )T } اگر [٧٨] .١ .۵ .٢ نتیجه
y∗ = (x∗T , u∗T )T به فرد منحصر تعادل نقطه به سراسری مجانبی پایدار (٢. ١٠)‐(٢. ٩) مساله

است. (٢. ١٠)‐(٢. ٩) جواب های مجموعه عنوان به D∗ آن در که است

عددی مثال های ۶ .٢
مدل و طرح این براساس را زیر مثال های می دهیم ترجیح آنتروپی، تابع مزایای به توجه با
را پیشنهادی عصبی شبکه عملکرد مساله هر برای کنیم. (٢. ١٨)حل و (٢. ١٧) عصبی شبکه
و (٢. ١٧) عملکرد مسائل، بعضی برای می کنیم. مقایسه y(٠) شروع نقاط مختلف مقادیر با
مطلب در شبیه سازی می کنیم. مقایسه η بندی مقیاس فاکتور مختلف مقادیر با نیز را (٢. ١٨)

است. ode45s معمولی دیفرانسیل معادله کننده حل و می شود انجام (matlab 7) ٧

[١٠٨] .١ .۶ .٢ مثال
min f(x) = max {x۴١ + x٢٢; (٢ − x٢(١ + (٢ − x٢(٢; ٢e−x١+x٢}. (٢. ٢٩)

کنید فرض است، x∗ = (١, ١)T مساله این بهینه جواب
z = max {x۴١ + x٢٢; (٢ − x٢(١ + (٢ − x٢(٢; ٢e−x١+x٢}

شود: تبدیل زیر معادل مساله به می تواند (٢. ٢٩) مساله
min z (٢. ٣٠)

s.t


x۴١ + x٢٢ − z ≤ ٠,
(٢ − x٢(١ + (٢ − x٢(٢ − z ≤ ٠,
٢e−x١+x٢ − z ≤ ٠.

(٢. ٣١)



٢٩ عددی مثال های
حالت ٢٠ با (٢. ٣١) و (٢. ٣٠) مساله حل (٢. ١٨)برای و (٢. ١٧) مسیرهای می دهد نشان ٣. ٣ شکل

همگراست. x∗ به تصادفی شروع نقطه
بگیرید: نظر در را زیر مساله Fp(x) =

١
p ln

∑٣
i=١ exp(pfi(x)) کنید فرض

min Fp(x) =
١
p
ln

٣∑
i=١

exp(pfi(x)). (٢. ٣٢)
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تصادفی اولیه نقطه ١٠ با (٢. ١٨) و (٢. ١٧) مدل براساس x(t) رفتار :٢. ٢ شکل

نشان شبیه سازی نتایج ،(٢. ٣٢) مساله حل برای p = ١٠۴ با (٢. ١٨) و (٢. ١٧) مدل به باتوجه
مدل می کند تضمین ١ .۵ .٢ قضیه می شوند. همگرا x∗ تعادل نقطه به مدل مسیرهای می دهد
و (٢. ١٧) مدل براساس x(t) رفتار ٣. ٣ شکل همگراست. x∗ به (٢. ١٨) و (٢. ١٧) در شده گفته
٢٠ با x∗ و x بین l٢ خطای همگرایی می دهد.رفتار نشان تصادفی اولیه نقطه ١٠ با را (٢. ١٨)

است. شده داده نشان ۴ .٣ شکل در نیز مختلف اولیه نقطه



بهینه سازی مسائل حل برای جدید گرادیان عصبی شبکه چارچوب یک ٣٠
پورتفوی انتخاب مدل های در کاربرد یک با مقید مینیمم‐ماکزیمم
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مختلف اولیه نقطه ٢٠ با x∗ و x بین l٢ خطای همگرایی رفتار :٢. ٣ شکل

[١١٨] .٢ .۶ .٢ مثال
min f(x) = max {x٢١ + x۴٢; (٢ − x٢(١ + (٢ − x٢(٢; ٢e−x١+x٢} (٢. ٣٣)

s.t


x٢١ + x٢٢ − ٢x١ + x٢ ≤ ۴,
|x١| ≤ ٢,
|x٢| ≤ ٢.

(٣۴ .٢)

شود تبدیل زیر صورت به معادل مساله یک به می تواند (٣۴ .٢) (٢. ٣٣)و مساله
min z (٣۵ .٢)

s.t



x٢١ + x۴٢ − z ≤ ٠
(٢ − x٢(١ + (٢ − x٢(٢ − z ≤ ٠,
٢e−x١+x٢ − z ≤ ٠,
x٢١ + x٢٢ − ٢x١ + x٢ ≤ ۴,
x١ ≤ ٢,
−x١ ≤ ٢,
x٢ ≤ ٢,
−x٢ ≤ ٢,

(٣۶ .٢)

z = max{x٢١ + x۴٢; (٢ − x٢(١ + (٢ − x٢(٢; ٢e−x١+x٢} درآن که
شبیه سازی نتایج می بریم. به کار (٣۶ .٢) و (٣۵ .٢) مساله حل برای را (٢. ١٨) و (٢. ١٧) مدل
y∗ = (x∗T , u∗T )T به دلخواهی شروع نقطه هر با و(٢. ١٨) (٢. ١٧) مسیرهای می دهد نشان



٣١ عددی مثال های
اولیه نقطه ٨ با را (x١(t), x٢(t))T حالت, متغیرهای از فاز نمودار ۵ .٣ شکل مثال همگراست.برای
تقریبی بهینه جواب به مسیرها همه می کنیم مشاهده شکل به توجه می دهد.با نشان مختلف
داخل شروع نقطه زمانی که کرد بررسی می توان می شود.به سادگی همگرا x∗ = (١٫١٣٩۵, ٠٫٨٩٩٨)T

همگراست. x∗ بهینه جواب به همیشه پیشنهادی است.شبکه شدنی ناحیه بیرون یا

−1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

o

 x
1

 x
2

اولیه نقطه ٨ با (x١(t), x٢(t))T , حالت متغیرهای از فاز نمودار :۴ .٢ شکل
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(x١(t), x٢(t))T حالت متغیرهای فاز نمودار و مسیرها :۵ .٢ شکل

کنید فرض
بگیرید نظر در را زیر مساله Fp(x) =

١
p ln

∑٣
i=١ exp(pfi(x))

min Fp(x) =
١
p
ln

٣∑
i=١

exp(pfi(x)) (٢. ٣٧)



بهینه سازی مسائل حل برای جدید گرادیان عصبی شبکه چارچوب یک ٣٢
پورتفوی انتخاب مدل های در کاربرد یک با مقید مینیمم‐ماکزیمم

قیود تحت

s.t



x٢١ + x٢٢ − ٢x١ + x٢ ≤ ۴,
x١ ≤ ٢,
−x١ ≤ ٢,
x٢ ≤ ٢,
−x٢ ≤ ٢.

(٢. ٣٨)

شروع نقطه ٨ انتخاب با و p = ١٠۵ با (٢. ٣٨) و (٢. ٣٧) حل برای (٢. ١٨) و (٢. ١٧) مدل از استناد با
بهینه جواب به (x١(t), x٢(t))T حالت مسیرهای همه می دهد نشان سازی شبیه  مختلف،نتایج
حالت متغیرهای فاز نمودار و مسیرها ۶ .٣ می شود.شکل همگرا x∗ = (١٫١٣٧٧, ٠٫٨٩١٢)T تقریبی
انتخاب غیرشدنی عنوان به اولیه نقطه که هنگامی می دهد.به علاوه نشان را (x١(t), x٢(t))T

p = ١٠۵, با (٢. ٣٨) و (٢. ٣٧) مساله می شود.برای همگرا x∗ به همچنان شبکه می شود،مسیر
x٠ = (١−,١)T . اولیه نقطه و η خطای با ∥x(t) − x∗∥٢ خطای محلی همگرای رفتار ٣. ٧ شکل

می شود. بهتر همگرایی نرخ به بزرگتر η است واضح می شود. داده نشان
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x٠ = (١−,١)T . اولیه نقطه و η خطای با ∥x(t)− x∗∥٢ خطای محلی همگرای رفتار :۶ .٢ شکل

Maxmin مدل
دوره های در که بازدهی حداقل از سرمایه، سبد انتخاب مسأله [١٢٠]برای در ١٩٩٨ سال در یانگ
دنبال به دیگر به عبارتی می کنند. استفاده ریسک تخمین به عنوان است شده حاصل گذشته
Mp متغیر اکنون هستیم. دهد، رخ است ممکن دوره طول در که زیانی حداکثر کردن، حداقل
Mp = mint

∑n
i=١ ritxi به فرم را سرمایه سبد از آمده بدست بازدهی حداقل نشان دهنده که را

است: بیان قابل زیر به صورت مدل بنابراین می کنیم، معرفی
max Zmm =Mp (٢. ٣٩)



٣٣ عددی مثال های

s.t



∑n
i=١ ritxi ≥Mp t = ١, ٢, ..., T,∑n
i=١ xiµi = R,∑n
i=١ xi = ١,

xi ≥ ٠, i = ١, ٢, ..., n,
lMp ≤Mp ≤ uMp .

(۴٢. ٠)

Minimax مدل
می دهیم: ارائه تعریف یک مدل معرفی از قبل ١ کای

است: زیر به صورت ریسک مطلق انحراف ماکزیمم ،L∞ مدل .١ .۶ .٢ تعریف
L∞(x) = max١≤j≤n

E(| rjxj − µjxj |).

می شود: بیان زیر به صورت Minimax مدل بنابراین
min Zmm = l∞(x) = max١≤j≤n

E(|rjxj − µjxj |) (۴٢. ١)

s.t


∑n

j=١ xjµj = R,∑n
j=١ xj = ١,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.
(۴٢. ٢)

کرد:([١٢١]) تبدیل زیر خطی به فرم می توان را مدل این
min y (۴٢. ٣)

s.t



qjxj ≤ y,∑n
j=١ xjµj = R,∑n
j=١ xj = ١,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۴۴ .٢)

است. (j = ١, ٢, ..., n) برای y = maxqj و qj = E(|rj − µj |) آن که در 
پیشنهاد در[١٠۶] یانگ و ٢ تئو توسط که را L∞ ریسک تابع دیگر جایگزین همچنین،
برای rjt از انتظار مورد مقادیر µjt و تصادفی متغیرهای rjt در آن که است: زیر به صورت شد،
دیگر مدل بنابراین است. L∞ یافته توسعه تابع این هستند. (t = ١, ٢, ..., T ) و (i = ١, ٢, ..., n)

است: شده ارائه زیر صورت به Minimax از
min Zmm = HT

∞(x) =
١
T

T∑
t=١

max١≤j≤n
E(|rjtxj − µjtxj |) (۴۵ .٢)

1Cai
2Teo



بهینه سازی مسائل حل برای جدید گرادیان عصبی شبکه چارچوب یک ٣۴
پورتفوی انتخاب مدل های در کاربرد یک با مقید مینیمم‐ماکزیمم

s.t


∑n

j=١ xjµj = R,∑n
j=١ xj = ١,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.
(۴۶ .٢)

کرد[١٢١]: تبدیل زیر خطی به فرم می توان نیز، را مدل این

min
١
T

T∑
t=١

yt (۴٢. ٧)

s.t



ajtxj ≤ yt, i = ١, ٢, ..., n , t = ١, ٢, ..., T,∑n
j=١ xjµj = R,∑n
j=١ xj = ١,

xj ≥ ٠, j = ١, ٢, ..., n.

(۴٢. ٨)

مدلهای یافتن برای هستند. (i = ١, ٢, ..., n)(t = ١, ٢, ..., T ) برای ،ajt = E|rjt − µjt| آن که در 
ببینید. را [٨١ ،۵٣ ،٢۶] مراجع بیشتر



٣ فصل
حل برای تصویری عصبی شبکه یک

بهینه  سازی مسائل از رده                                   ای
مینیمم‐ماکزیمم

بگیرید: نظر در را زیر ناهموار مساله دوم فصل همانند
minx∈Xf(x) = max

i∈{١,٢,...,s}{fi(x)} (٣. ١)

X = {x ∈ Rn|gk(x) ≤ ٠, k = ١, ٢, . . . ,m & Ax = b},

متغیر یک x و بعدی m پیوسته برداری تابع یک g(x) = (g١(x), g٢(x), ..., gm(x))T درآن که
مشتق دو مرتبه تا و محدب gk(x) (k = ١, . . . ,m) و fi(x) (i = ١, . . . , s) توابع است، بعدی n
به طور fi(x), (i = ١, ٢, ..., s) توابع گرچه .b ∈ Rl و A ∈ Rl×n, rank(A) = l می شوند، فرض پذیر
(٣. ١) مساله بنابراین است. غیرهموار تابع یک f(x) = max

i∈{١,٢,...,s}{fi(x)} مشتق پذیرند، پیوسته
می شود. طبقه بندی غیرهموار بهینه سازی مساله به   عنوان

مزایای می کنیم. معرفی (٣. ١) مساله حل برای تصویری عصبی شبکه مدل یک فصل این در
است: زیر به صورت شده معرفی مدل اصلی

.([٧۶]،[۶٩]،[۶٣] ) در شده بیان مدل های با مقایسه در عصبی شبکه در حالت متغیر های کاهش •
٣۵



بهینه  سازی مسائل از رده                                   ای حل برای تصویری عصبی شبکه یک ٣۶
مینیمم‐ماکزیمم

مثبت و معین نیمه ∇٢f(x) +
∑m

k=١ ∇٢gk(x)uk که زمانی حتی جدید شبکه همگرایی •
است. محدودیت یک موضوع این [٧۶] و [۶٣] مقالات در که است،

به  می تواند و است [۶٩] در شده ارائه مدل از سازی ساده یک شده معرفی عصبی شبکه •
آید. به دست KKT شرایط از استفاده با سادگی

است: زیر مساله با معادل (٣. ١) مساله شد، گفته قبل فصل در که همان طور
min fp(x) (٣. ٢)
s.t Ax = b, (٣. ٣)
g(x) ≤ ٠, (۴ .٣)

می شود. انتخاب بزرگ امکان حد تا p و fp(x) = ١
p ln

∑s
i=١ exp(pfi(x)) درآن که

می گیریم: نظر در را زیر مفروضات فصل این در
است. بفرد منحصر بهینه دارای (٣. ١) مساله الف)

هستند. خطی مستقل {∇gk(x)|k = ١, . . . ,m} ∪ {AT
q.|q = ١, . . . , l} گرادیان های ب)

است. آن دوگان و (۴ .٣)–(٣. ٢) بهینه جواب های مجموعه به صورت D∗ ج)

عصبی شبکه مدل ٣. ١
سازی ساده برای می کنیم. بیان را (٣. ١) مساله حل برای عصبی شبکه مدل بخش، این در

می آوریم: را زیر لم شبکه، معماری
باشد داشته وجود u∗ ≥ ٠ اگر فقط و اگر است (۴ .٣)–(٣. ٢) بهینه جواب یک x∗ [٧٩] .٣. ١. ١ لم

کند: برآورده را زیر شرایط که (x∗T , u∗T )T که گونه ای به
(I − P )[∇fp(x∗) +∇g(x∗)Tu∗] +Q(Ax∗ − b) = ٠, (۵ .٣)
(u∗ + g(x∗))+ − u∗ = ٠, (۶ .٣)

(u)+ = ([u١]+, · · · , [um]+)T , [ui]
+ = و P = AT (AAT )−١A,Q = AT (AAT )−١ آن در که

max{٠, ui}.

زیر به صورت (۴ .٣)–(٣. ٢) مساله حل برای جدید عصبی شبکه یک ٣. ١. ١ لم به توجه با
می کنیم: پیشنهاد

dx

dt
= κ{−(I − P )[∇fp(x∗) +∇g(x∗)T (u+ g(x))+]−Q(Ax− b)},

٢du
dt

= κ{−u+ (u+ g(x))+},
(٣. ٧)



٣٧ موجود عصبی شبکه های برخی با مقایسه
می دهد. نشان را (٣. ٧) عصبی شبکه همگرایی نرخ و است مقیاس بندی فاکتور κ آن در که

است. شده آورده ٣. ١ شکل در افزار سخت در (٣. ٧) عصبی شبکه اجرای چگونگی

افزار سخت در (٣. ٧) عصبی شبکه اجرای :٣. ١ شکل

(۴ .٣)–(٣. ٢) بهینه جواب یک x∗ می شویم متوجه سادگی ٣. ١. ١به لم به توجه با .٣. ١. ١ ملاحظه
باشد. (٣. ٧) از تعادل نقطه یک (x∗T , u∗T )T که باشد داشته وجود u∗ ≥ ٠ اگر فقط اگرو است
جواب به x(t) حالت مسیر می شود، همگرا آن تعادل نقطه به عصبی شبکه که هنگامی بنابراین

می شود. نزدیک (۴ .٣)–(٣. ٢) مساله بهینه

موجود عصبی شبکه های برخی با مقایسه ٣. ٢
با را آن ،(۴ .٣)–(٣. ٢) مساله حل برای (٣. ٧) عصبی شبکه کاربرد چگونگی مشاهده منظور به
مدل به نام عصبی شبکه مدل نوعی می کنیم. مقایسه موجود عصبی شبکه مدل های بعضی
بهینه سازی مساله یک گرادیانی، عصبی شبکه مدل از استفاده برای دارد. وجود گرادیانی
روش با انرژی تابع سپس شود. زده تقریب نامقید بهینه سازی مساله توسط می تواند مقید
مزیت این دارای گرادیانی عصبی شبکه مدل که است ذکر قابل می شود. ساخته جریمه ای
است این آن نقص اما شود. تعریف انرژی تابع مشتقات از استفاده مستقیم به طور که است
شبکه به علاوه، است. کران بی جواب فضای که زمانی ویژه به نمی شود، تضمین همگرایی که
روش کاربرد با مثال دارد.برای تنظیم، قابل پارامتر به نیاز جریمه تابع براساس گرادیان عصبی
شود: زده تقریب زیر نامحدود بهینه سازی مساله با می تواند کراندار بهینه سازی مساله جریمه

min Ē(x) = fp(x) +
γ

٢


m∑
k=١

[g+k (x)]
٢ +

l∑
q=١

(Aq.x− bq)
٢
 ,



بهینه  سازی مسائل از رده                                   ای حل برای تصویری عصبی شبکه یک ٣٨
مینیمم‐ماکزیمم

می آید: دست به زیر به صورت گردایان عصبی شبکه مدل است. جریمه پارامتر γ آن در که
dx

dt
= −∇Ē(x) = −

(
∇fp(x) + γ[∇g(x)T g+(x) +AT (Ax− b)]

)
. (٣. ٨)

قادر شبکه این می شود. نامیده ١ کندی‐چوآ عصبی شبکه مدل عنوان به (٣. ٨) سیستم
جریمه پارامتر که هنگامی آن اجرای و است جریمه پارامتر دلیل به دقیق بهینه جواب یافتن به
جواب به فقط بزرگ خیلی جریمه پارامتر با شبکه بنابراین،این است. سخت باشد بزرگ بسیار
جواب به (٣. ٨) کندی‐چوآ عصبی شبکه داد نشان می توان می شود. نزدیک گرادیان تقریبی
یک عفتی و ناظمی [۶٧] در نمی شود. همگرا محدب برنامه ریزی مسائل بعضی دقیق بهینه

می کنند: ارائه زیر صورت به (۴ .٣)–(٣. ٢) مساله برای گرادیان مدل
d(y(t))

dt
= −∇E(y(t)), (٣. ٩)

y(٠) = y٠, y(t) = (x(t), u(t), v(t))T , (٣. ١٠)
آن در که

E(y) =
١
٢∥η(y)∥

٢, (٣. ١١)

η(y) =


∇fp (x) +AT v +∇g(x)Tu

b−Ax

ϕεFB (u,−g(x))

 = ٠, (٣. ١٢)

و
ϕεFB(a, b) = (a+ b)−

√
a٢ + b٢ + ε, ε→ ٠+.

پیشنهاد زیر به صورت (۴ .٣)–(٣. ٢) حل برای لاگرانژی عصبی شبکه مدل یک ناظمی ،[۶٣] در
کرد.

dy

dt
= Φ(y), (٣. ١٣)

y(t٠) = y٠, y(t) = (x(t), u(t), v(t))T , u(t٠) > ٠, (١۴ .٣)
آن در که

Φ(y) =


−
(
∇fp(x) + ١

٢∇g(x)Tu٢ +AT v
)

diag(u١, ..., um)g(x)

Ax− b

 .
v ∈ Rl و x ∈ Rn, u ∈ Rm حالت متغیرهای ،(١۴ .٣)–(٣. ١٣) و (٣. ١٠)–(٣. ٩) مدل های در
عصبی شبکه حالی که در دارند. نرون n+m+ l عصبی شبکه مدل های این بنابراین، هستند.

1Kennedy and Chua’s



٣٩ همگرایی و پایداری تحلیل
(٣. ١٠)–(٣. ٩) مدل های همگرایی آن، از مهمتر دارد. نرون n +m فقط (٣. ٧) در شده بیان
است مثبت معین ماتریس ، ∇٢f(x) +

∑m
k=١ ∇٢gk(x)uk که شرایطی در (١۴ .٣)‐(٣. ١٣) و

که کنند حل را خطی برنامه ریزی مسائل نمی توانند مدل ها این نتیجه، در می شود. تضمین
نیمه تحت بهینه جواب به می تواند (٣. ٧) عصبی شبکه به علاوه می سازد. محدود را آنها کاربرد

شود. همگرا uk ≥ ٠ و x ∈ Rn همه برای ∇٢f(x) +
∑m

k=١ ∇٢gk(x)uk بودن مثبت معین
داد: پیشنهاد (۴ .٣)–(٣. ٢) مساله حل برای را زیر عصبی شبکه ناظمی ،[۶٩] در

dx

dt
= −

(
∇fp (x) +∇g(x)T (u+ g(x))+ +AT v

)
, (١۵ .٣)

du

dt
= (u+ g(x))+ − u, (١۶ .٣)

dv

dt
= Ax− b. (٣. ١٧)

عصبی شبکه این نتیجه، در هستند. v ∈ Rl و x ∈ Rn, u ∈ Rm حالت متغیرهای مدل این در
شبکه به علاوه دارد، نرون n +m فقط (٣. ٧) عصبی شبکه حالی که در دارد. نرون n +m + l

است. (٣. ١٧)–(١۵ .٣) از سازی ساده یک ما عصبی

همگرایی و پایداری تحلیل ٣. ٣
است. (٣. ٧) عصبی شبکه تعادل نقطه مجموعه Ωe کنید فرض بخش این در

و است (٣. ٧) تعادل نقطه (x∗T , u∗T )T ∈ Ωe کنید فرض [٧٩] .٣. ٣. ١ لم

V (x, u) = fp(x)− fp(x
∗) +

١
٢∥(u+ g(x))+∥٢ − ١

٢∥(u
∗ + g(x∗))+∥٢

− (x− x∗)T (∇fp(x∗) +∇g(x∗)Tu∗)− (u− u∗)Tu∗ +
١
٢∥x− x∗∥٢ + ١

٢∥u− u∗∥٢.
(٣. ١٨)

سپس
(I) V (x, u) ≥ ١

٢∥x− x∗∥٢ + ١
٢∥u− u∗∥٢,

(II)
dV

dt
≤ −∥(I − P )[∇fp(x) +∇g(x)T (u+ g(x))+] +Q(Ax− b)∥٢ − ١

٢∥u− (u+ g(x))+∥٢.

داریم همچنین است. ١ لیاپونوف تابع یک V (x, u) می شود مشاهده سادگی به .٣. ٣. ١ ملاحظه
است. پایدار لیاپونوف مفهوم به عصبی(٣. ٧) شبکه بنابراین ، dV

dt
≤ ٠

منحصر پیوسته جواب یک ،(x(٠)T , u(٠)T )T ∈ Rn+m اولیه نقطه هر برای [٧٩] .٣. ٣. ١ قضیه
دارد. وجود از(٣. ٧) ،t ≥ ٠ برای (x(t)T , u(t)T )T ∈ Rn+m فرد به

1Lyapunou



بهینه  سازی مسائل از رده                                   ای حل برای تصویری عصبی شبکه یک ۴٠
مینیمم‐ماکزیمم

(x(٠)T , u(٠)T )T ∈ اولیه نقطه هر برای عصبی(٣. ٧) شبکه حالت مسیر [٧٩] .٣. ٣. ٢ قضیه
(x(٠)T , u(٠)T )T ∈ اولیه نقطه هر با (٣. ٧) عصبی شبکه می شود. همگرا (٣. ٧) تعادل نقطه یک به Rn+m

دارد. فرد به منحصر تعادل نقطه Ωe که زمانی است مجانبی پایدار Rn+m

[١٠٨] .٣. ٣. ١ مثال
min f(x) = max {x۴١ + x٢٢; (٢ − x٢(١ + (٢ − x٢(٢; ٢e−x١+x٢}. (٣. ١٩)

کنید است.فرض x∗ = (١, ١)T مساله این بهینه جواب
z = max {x۴١ + x٢٢; (٢ − x٢(١ + (٢ − x٢(٢; ٢e−x١+x٢},

شود: تبدیل زیر معادل مساله به می تواند (٣. ١٩) مساله سپس
min z (٣. ٢٠)

s.t


x۴١ + x٢٢ − z ≤ ٠,
(٢ − x٢(١ + (٢ − x٢(٢ − z ≤ ٠,
٢e−x١+x٢ − z ≤ ٠.

(٣. ٢١)

x∗ به تصادفی اولیه ٣٠حالت با مساله حل برای (٣. ٧) شبکه مسیرهای می دهد نشان ٣. ٢ شکل
می شوند. نزدیک

داریم: را زیر مساله fp(x) = ١
p ln

∑٣
i=١ exp(pfi(x)) کنید فرض

min fp(x) =
١
p
ln

٣∑
i=١

exp(pfi(x)). (٣. ٢٢)
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٣. ٣. ١ مثال در تصادفی اولیه نقطه ٣٠ با (٣. ٧) عصبی شبکه از گذرا رفتار :٣. ٢ شکل



۴١ همگرایی و پایداری تحلیل
مسیر می دهد نشان سازی شبیه نتایج ،(٣. ٢١) حل برای p = ١٠۴ با (٣. ٧) شبکه به توجه با
(x١(t), x٢(t))T , حالت متغیرهای فاز نمودار ٣. ٣ شکل می شود. نزدیک x∗ تعادل نقطه به جواب

می دهد. نشان متفاوت اولیه ۶نقطه با را

اساس بر (٣. ٧) عصبی شبکه در κ پارامتر تاثیر باید p = ١٠۴ با (٣. ٢٢) مساله برای

با (٣. ٧) عصبی شبکه باشد، κ = ٠٫١ که زمانی (۴ .٣) شکل طبق بسنجیم. ∥x(t) − x∗∥٢

سریع تر ∥x(t) − x∗∥٢ نرم این باشد κ = ١٠ اگر که حالی در می یابد. کاهش کمتری سرعت
این همگرایی نرخ باشد بیشتر κ هرچه می کنیم مشاهده که همان طور می کند. پیدا کاهش

است. سریع تر ∥x(t)− x∗∥٢ نرم
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٣. ٣. ١ مثال در تصادفی اولیه نقطه ۶ با (٣. ٧) عصبی شبکه فازی نمودار :٣. ٣ شکل

کندترین (٣. ٧) عصبی شبکه κ = ٠٫١ که هنگامی می کنیم مشاهده ، ۴ .٣ شکل به توجه با
با ∥x(t) − x∗∥٢ کاهش سریع ترین ،κ = ١٠ وقتی حالی که در دارد. را ∥x(t) − x∗∥٢ از کاهش
∥x(t)− x∗∥٢ خطای از بهتری همگرایی نرخ بزرگترین، می کنیم مشاهده دارد. را اولیه حالت

می دهد. نشان را



بهینه  سازی مسائل از رده                                   ای حل برای تصویری عصبی شبکه یک ۴٢
مینیمم‐ماکزیمم
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κ=0.1

κ=0.5

κ=1.5

κ=10

x٠ = (١−,١)T با ٣. ٣. ١ مثال در ∥x(t)− x∗∥٢ از همگرایی رفتار :۴ .٣ شکل

[١١۶] .٣. ٣. ٢ مثال
min f(x) = max {x٢١ + x۴٢; (٢ − x٢(١ + (٢ − x٢(٢; ٢e−x١+x٢} (٣. ٢٣)

s.t


x٢١ + x٢٢ − ٢x١ + x٢ ≤ ۴,
|x١| ≤ ٢,
|x٢| ≤ ٢.

(٢۴ .٣)

و (٣. ٢٣) مساله سپس z = max {x٢١ + x۴٢; (٢ − x٢(١ + (٢ − x٢(٢; ٢e−x١+x٢}, کنید فرض
شود تبدیل معادل مساله به می تواند (٢۴ .٣)

min z (٢۵ .٣)

s.t



x٢١ + x۴٢ − z ≤ ٠
(٢ − x٢(١ + (٢ − x٢(٢ − z ≤ ٠
٢e−x١+x٢ − z ≤ ٠
x٢١ + x٢٢ − ٢x١ + x٢ ≤ ۴,
|x١| ≤ ٢,
|x٢| ≤ ٢.

(٢۶ .٣)

سازی شبیه نتایج می بریم. کار به (٢۵ .٣) و (٢۶ .٣) مساله حل برای را (٣. ٧) عصبی شبکه
برای می شود. همگرا y∗ = (x∗T , u∗T )T به همیشه اولیه، نقطه هر با (٣. ٧) شبکه می دهد



۴٣ همگرایی و پایداری تحلیل
ترسیم مختلف اولیه نقطه ٨ با را (x١(t), x٢(t))T حالت متغیرهای فاز نمودار ۵ .٣ شکل مثال،

می کند.
شبکه باشد، احتمالی منطقه خارج یا داخل اولیه حالت این که از صرف نظر است واضح
همگرایی رفتار ۶ .٣ شکل می شود. همگرا x∗ = (١٫١٣٧٧, ٠٫٨٩١٢)T بهینه جواب به همیشه
می دهد.مشخص نشان κ اولیه نقطه و متفاوت x٠ = (١−,١)T با را ∥x(t)− x∗∥٢ خطای محلی

می شود. بهتر همگرایی نرخ به منجر بزرگتر است
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٣. ٣. ٢ مثال در تصادفی اولیه نقطه ٨ با (٣. ٧) عصبی شبکه فاز نمودار :۵ .٣ شکل
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κ=0.1
κ=0.5
κ=1.5
κ=10

x٠ = (١−,١)T با ٣. ٣. ٢ مثال در ∥x(t)− x∗∥٢ از همگرایی رفتار :۶ .٣ شکل



بهینه  سازی مسائل از رده                                   ای حل برای تصویری عصبی شبکه یک ۴۴
مینیمم‐ماکزیمم

بگیرید نظر در را زیر مساله fp(x) = ١
p ln

∑٣
i=١ exp(pfi(x)). کنید فرض

min fp(x) =
١
p
ln

٣∑
i=١

exp(pfi(x)) (٣. ٢٧)

s.t


x٢١ + x٢٢ − ٢x١ + x٢ ≤ ۴,
|x١| ≤ ٢,
|x٢| ≤ ٢.

(٣. ٢٨)

می دهد نشان سازی شبیه نتایج ،(٣. ٢٨)–(٣. ٢٧) حل برای p = ١٠۴ با (٣. ٧) اجرای در
(٣. ٣. ٢) قضیه حقیقت، در می شود. همگرا x∗ = (١٫١٣٨٠, ٠٫٨٩١۵)T تعادل نقطه به جواب مسیر
مثال برای می شود. همگرا x∗ به سراسری به طور (٣. ٧) در شده گفته مدل می کند تضمین
نشان تصادفی اولیه نقطه ١٠ با (٣. ٧) براساس را x(t) = (x١(t), x٢(t))T همگرای رفتار ٣. ٧ شکل

می شود. دیده ٣. ٨ شکل در نیز x∗ و x بین l٢ خطای همگرای رفتار می دهد.
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٣. ٣. ٢ مثال در تصادفی اولیه نقطه ١٠ با (٣. ٧) عصبی شبکه از گذرا رفتار :٣. ٧ شکل



۴۵ همگرایی و پایداری تحلیل
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٣. ٣. ٢ مثال در ∥x(t)− x∗∥٢ همگرایی رفتار :٣. ٨ شکل





۴ فصل
بهینه سازی حل در هموارسازی روش

در ارزش از استفاده با سهام سبد
ریسک معرض

مالی مشتقات شامل و بوده بهینه سرمایه گذاری های انتخاب به مربوط سهام سبد  بهینه سازی
قرار گرفتن تا است، اختیاری قرار داد های و آینده ،قرار داد های ١ فوروارد قراردادهای جمله از
سنجش های اساس بر .[۵١] کند مدیریت و داده کاهش را ریسک معرض در سرمایه گذار
سرمایه‐ بازگشت جابه جایی تحلیل و ٢ سود مندی رسانی حداکثر به نیز و ریسک مختلف
در گسترده شکل به سهام سبد بهینه سازی مسائل نامطمئن، انداز های چشم در ریسک
روزینسکی و دنچوا مدل، تحلیل به باتوجه .[٩٢ ،۵۶ ،۴۶ ،۴١ ،٢٠ ،١٨] شده اند مطالعه مالی بهینه سازی
کردند. ارائه ۴ تصادفی تسلطی محدودیت های با سهام سبد بهینه سازی مدل یک در[٢٠] ٣

است. معادل بهینه سازی مدل های  و دوگانی خاصیت بهینگی، شرایط شامل جدید مدل
۶ دوگانه مشخصات [۵۶] در ۵ روزینسکی و میلر میانگین‐ریسک نظریه از استفاده با اخیراً

1forward contract
2Maximum handy update
3Dentcheva and Ruszczynski
4Random Dominance Limitations
5Miller and Ruszczynski
6Dual specifications

۴٧



معرض در ارزش از استفاده با سهام سبد بهینه سازی حل در هموارسازی روش ۴٨
ریسک

معادل ١ ماتریسی بازی منسجم ریسک اندازه با سهام سبد بهینه سازی مساله یک به صورت را
را سهام سبد بهینه سازی درباره جدیدی دید گاه [۵۶] در کردند. فرمول بندی مجموع‐صفر

می شود. مطرح
علت به است. ریسک اندازه گیری سهام، سبد بهینه سازی کلیدی بحث که است مشهور آن
معرض در ارزش [٩٢] در ٢ راکافلارو‐اوریاسو مشارکت و منسجم ریسک سنجش بودن خوب
سهام سبد بهینه سازی مختلف درمسائل و کرده پیدا عمومیت ٣ CVaR مشروط ریسک
سه [۴١] ۴ کراخمال‐پالمکیست‐اوریاسو راکافلار‐اوریاسو، کار براساس می شود. استفاده
معادل فرمول های و مدل ها این بین روابط و شد معرفی CVaR با سهام سبد بهینه سازی مدل
می گیرند. نظر در هم زمان را ریسک و سود [۴١] مقاله در نویسندگان شد. مطالعه آنها
به مربوط مطالعه یک یافته است. گسترش سهام سبد بهینه سازی مسائل روی بحث اخیراً
،٢٧ ،١٩] است مشخص حدی تا تصادفی توزیع اطلاعات آن در که است، مقاوم بهینه سازی
علمی تصمیم گیری مسائل در CVaR با سهام سبد بهینه سازی دیگر، .ازطرف [١٢٢ ،١٠۴ ،٨۵
مباحث از یکی مسائل، مدل سازی بر علاوه که است واضح .[٩۴ ،٣۵ ،٣] می   رود کار به مختلفی
سنجش مطابق است. مسائل این عددی حل روش های سهام، سبد بهینه سازی در نظر مورد
به سهام سبد بهینه سازی مسائل حل برای بهینه سازی مختلف روش های متفاوت، ریسک
سبد مسائل برای رایج روش گسسته، نمونه تقریب با CVaR شنجش اساس بر رفته اند. کار
خطی زیان تابع و بازده یک تحت خطی برنامه ریزی عنوان به آنها مجدد فرمول بندی سهام،
شده داده نشان موثر بسیاری موراد در خطی برنامه ریزی روش های اساس بر محاسبه است.
به صورت خطی برنامه ریزی به مربوط سهام سبد مسائل بعد می شود گفته حال، هر در است.
نشان این نمونه هاست. تعداد S و تصمیم، متغییر های بعد n آن در که است n+ ١ + S

تقریب کسب منظور به دیگر طرف از دارد. نمونه ها اندازه به بستگی مسائل اندازه می دهد
ابعاد ترتیب این به می شود. گرفته نظر در بزرگ نمونه ها از S تعداد انتخاب روش با خوب
محاسباتی هزینه محاسباتی نظر از که می آید دست به بهینه سازی مسائل برای بالا بسیار
است. شده فرمول بندی خطی ریزی برنامه با قبلا که مدل هایی برای حتی دارد، بر در زیادی
گسسته گرادیان از [۶] در ۵ بلیاکوف‐باگیروف شده اند. پیشنهاد اخیراً دیگر روش های بعضی
روش با مقایسه هایی و کردند استفاده CVaR با غیرهموار سهام سبد بهینه سازی حل برای
غیرهموار بهینه سازی روش که دادند نشان [۶] در نویسندگان دادند. ارائه نیز خطی برنامه ریزی
برای را ناپذیری مشتق روش های نیز [۴۶] در ۶ لیم‐شرالی‐اوریاسو اخیراً است. موثر نیز
را مشتق ناپذیر بهینه سازی روش های تاثیر نیز عددی نتایج کردند. ارائه سهام سبد مسائل

1Coherent Matrix Risk
2Rockafellar - Uryasev
3Conditional Value-at-risk
4Krokhmal-Palmquist-Uryasev
5Beliakov-Bagirov
6Lim-Sherali-Uryasev



۴٩

مرحله ای دو تجزیه الگوریتم های [٢٣] در ٢ فابیان و [۴٢] در ١ مایر و کانزیبای می دهد. نشان
محاسبه برای انگیزه  ای موارد، این همه کردند. ارائه را CVaR کمینه سازی مساله حل برای

می دهد. ما به CVaR با سهام سبد بهینه سازی
به می گیریم. نظر در را CVaR اندازه گیری با سهام سبد بهینه سازی مساله پایان نامه این در
برای جالب روش شد پیشنهاد [٨٨] در که نیمه هموار نیوتون روش است مشخص خوبی
به تبدیل هموارسازی روش به علاوه، است. عددی روش های نظر نقطه از ناهموار مسائل
در است. شده بهینه سازی ومسائل نیمه هموار معادلات سیستم حل برای مشهوری روش
کرده استفاده به راحتی عادی مشتق از می تواند هموارسازی روش نیمه هموار، روش با مقایسه
بهینه سازی نیمه هموار،برای مسائل برای به ویژه کند، حفظ خوبی به را همگرایی ویژگی های و
توجه با است. نیمه هموار ، [u]+ = max{u, ٠} عبارت می کنیم مشاهده ،CVaR با سهام سبد
بهینه سازی مسائل برای را هموار سازی روش یک هموار سازی، روش های محاسباتی تاثیر به
مدل های بعضی هموارسازی روش این با می گیریم. نظر در CVaR اندازه گیری با سهام سبد
به علاوه، می شود. گرفته نظر در آمده، به دست سهام سبد بهینه سازی از که هموار سازی
مدل های برای هموارسازی الگوریتم یک می شوند. بررسی هموارسازی مدل های ویژگی های
رقابتی ٣ قدرت‐بازار بازار یک جدید، روش تاثیر بررسی برای است. شده ارائه هموارسازی
و هستند ریسک پراز قدرت بازارهای می شود گفته می گیریم. نظر در مثال به عنوان را نوعی
بازارهای در دهند. انجام ریسک و سرمایه بازگشت بین موازنه هایی باید بازار کنند گان شرکت
شده مطالعه گسترده شکل به سهام سبد مسائل به شده تولید دارایی های اختصاص قدرت،
استفاده CVaR با تولید دارایی هایی تخصیص حل برای هموارسازی روش از بنابراین است.

می کنیم.
دارد. مشخصه سه پایان نامه، این در پیشنهادی روش

نمونه هاست. تعداد از مستقل CVaR با سهام سبد بهینه سازی برای هموارسازی مدل های بعد •

برای مساله می کنند.این حفظ را اولیه سهام سبد مسائل تحدب هموار سازی، مدل های •
است. مفید بسیار عمومی جواب

عملگر می کنیم ثابت CVaR به مقید مساله با سرمایه بازگشت رساندن حداکثر به برای •
شود. گذاشته کنار می تواند محدودیت در کمینه

می آید. دست به [٩٣] مشابه نتایجی و می شود ساده مدل ترتیب این به
1Kunzi-Bay and Mayer
2Fabian
3Power-market



معرض در ارزش از استفاده با سهام سبد بهینه سازی حل در هموارسازی روش ۵٠
ریسک

CVaR اندازه گیری با پورتفوی بهینه سازی مدل های ١ .۴
معرفی CVaR اندازه با پورتفوی بهینه سازی مدل های از برخی و CVaR فرمول بخش این در

.[٩٣ ،٩٢ ،۴١] در می شود

CVaR فرمول ١. ١ .۴
باشد. y ∈ Rm دلخواه بردار و x ∈ X ⊆ Rn تصمیم بردار به وابسته زیان تابع f(x, y) کنید فرض
E
(∣∣∣f(x, y)∣∣∣) < +∞ کنید فرض .[٩٣] است شده فرض p(.) توزیع با y احتمال راحتی، برای

است. موردانتظار مقدار بیان کننده E عملگر اینجا در .x ∈ X هر برای
شود α آستانه از بیشتر f(x, y) که این احتمال است. مفروض x ∈ X تصمیم متغیر

می شود: بیان زیر به صورت

ψ(x, α) =

∫
f(x,y)≤α

p(y)dy (١ .۴)

معرفی زیر شکل به ریسک معرض در ارزش ، ثابت x ∈ X یک و β اطمینان سطح برای
می شود:

V aRβ(x) = min{α ∈ R : Ψ(x, α) ≥ β}. (٢ .۴)
زیانی موردانتظار مقدار می شود، داده نشان CV aRβ(x) با که مشروط ریسک معرض در ارزش

می شود: تعریف زیر به صورت و ١ می کند تجاوز V aRβ(x) از که است

CV aRβ(x) =
١

١ − β

∫
f(x,y)≥V aRβ(x)

f(x, y)p(y)dy (٣ .۴)

در موجود مشکلات علت به می شویم یادآور است. ٢ منسجم ریسک اندازه یک CVaR

است شده معرفی را زیر تابع [٩٢] در ،CV aRβ(x)

Fβ(x, α) = α+
١

١ − β

∫
y∈Rm

[f(x, y)− α]+p(y)dy (۴ .۴)

می شود: داده زیر ارزشمند نتیجه ی سپس .[t]+ = max{t, ٠} که
ϕβ(x) ≡ CV aRβ(x) = min

α∈R
Fβ(x, α) (۵ .۴)

1it exceeds
2Inconsistent risk



۵١ CVaR بهینه سازی محاسبات
جدیدی دید گاه نتایج این است. α حسب بر مشتق پذیر پیوسته به طور و محدب Fβ(x, α) که
شکل به CVaR کمینه سازی مساله CVaR فرمول در تغییر با می کند. ایجاد CVaR بررسی برای

می شود: مطرح زیر

minxΦβ(x) = minF (x, α) (۶ .۴)
s.t x ∈ X (٧ .۴)

CVaR بهینه سازی محاسبات ٢ .۴
است: زیر به صورت Fβ(x, α) تقریب برای ساده روش یک کاربردی، محاسبات در

F̃β(x, α) = α+
١

S(١ − β)

S∑
k=١

[f(x, yk)− α]+, (٨ .۴)

همچنین است. α به نسبت خطی قطعه ای و محدب F̃β(x, α) نمونه هاست. تعداد S که
به x تصمیم متغیر کلی درحالت باشد. محدب f(x, y) اگر است محدب (x, α) برای F̃β(x, α)

است: زیر شکل
x ∈ X = {x ∈ Rn :

n∑
i=١

xi = ١, xi ≥ ٠} (٩ .۴)

دارد. وجود CVaR کمینه سازی برای محاسباتی روش دو CVaR تقریب از استفاده با

نا هموار بهینه سازی اساس بر روش طرح اول: روش ٢. ١ .۴

minx ϕβ(x) = minαF̃β(x, α) = minα

[
α+ ١

S(١−β)

∑S
k=١[f(x, yk)− α]+

]
. (١٠ .۴)

s.t x ∈ X

است. (x, α) ∈ Rn+١ متغیر برای پایین بعد دارای اما است، ناهموار بهینه سازی مساله یک این

هموار بهینه سازی اساس بر روش طرح دوم: روش ٢. ٢ .۴
می یابد زیرکاهش شکل به CVaR کمینه سازی مساله کمکی متغیر یک معرفی با

min(x,α,z)

[
α+ ١

S(١−β)

∑S
k=١ Zk

] (١١ .۴)
s.t x ∈ X

Zk ≥ f(x, yk)− α, Zk ≥ ٠, k = ١, ٢, . . . , S.



معرض در ارزش از استفاده با سهام سبد بهینه سازی حل در هموارسازی روش ۵٢
ریسک

مرتبط خطی برنامه ریزی مساله یک و هموار برنامه             ریزی یک آن که است این روش این مشخصه
بزرگ نمونه ها وقتی اگرچه دارد. بستگی نمونه ها تعداد به یافته تغییر مساله بعد است. x با

بالاست. ابعاد با مساله یک مساله این باشند،

CVaR از استفاده با پرتفوی بهینه سازی کلی مدل های ٣ .۴
در است. تصمیم فضای X اینجا در باشد. x ∈ X ⊆ Rn صورت به تصمیم متغیر کنید فرض

یعنی: برابرند x تصمیم متغیر و y متغیر بعد سهام سبد انتخاب مساله

y = (y١, . . . , yn)T ∈ Rn.

می کنیم بیان بخش زیر این در CVaR طبق را ریسک‐بازده مدل های پورتفوی، بازده به توجه با
نشان Rp(x) صورت به سرمایه  گذاران بازده ،y تصادفی متغیر از p(.) معین توزیع یک برای .[۴١]
به عبارتی: می شود. تعریف ١ منفی زیان تابع موردانتظار مقدار به وسیله اغلب که می شود داده

Rp(x, y) = Ep[−f(x, y)].

هستند. زیر شکل به سهام سبد بهینه سازی مدل سه
مدل١

CVaR قید با سهام سبد بهره بشینه سازی

maxx∈X Rp(x) (١٢ .۴)
s.t Φβ(x) < V١.

مدل٢
بهره قید با CVaR کمینه سازی

minx∈X ϕβ(x) (١٣ .۴)
s.t Rp(x) > V٢.

مدل٣
CVaR کمینه سازی و بهره از متشکل سودهی تابع بیشینه سازی

maxx∈X Rp(x)−AΦβ(x). (١۴ .۴)
1Negative loss function



۵٣ CVaR گرفتن نظر در با بهینه سازی مدل های کردن هموار

گرفتن نظر در با بهینه سازی مدل های کردن هموار ۴ .۴
CVaR

است[١۵]: زیر تابع سازی ماکزیمم شامل CVaR فرمول
[f(x, yk)− α]+ = max{f(x, yk)− α, ٠}, k = ١, . . . S.

هموار سازی روش یک می     شود. محاسبات شدن دشوار موجب نا   همواری نا        همواراست. تابع این
برای را هموار سازی روش یک اینجا در .[١٠۵ ،١٠٣] دارد وجود مسائل گونه این مدیریت برای
نیز هموار سازی مدل های ویژگی های کرد. خواهیم معرفی CVaR با پرتفوی بهینه    سازی حل

می گیرد. قرار بررسی مورد

ماکزیمال تابع برای هموارسازی تابع
کنید تعریف می نماییم. معرفی را مربوطه ویژگی های و هموار    سازی تابع یک زیر بخش، این در

g(x) = max١≤i≤m
{gi(x)}, (١۵ .۴)

تابع که است واضح است. مشتق پذیر پیوسته به طور بار دو gi(x) : Rn → R فوق معادله در
است. ناهموار gi(x) = gj(x) که به طوری دارند وجود j و i شاخص های که نقطه ای در g(x)

تابع تا می کنیم استفاده [٨۶] در پیشنهادی روش همان از t > ٠ معین پارامتر یک برای
نشان دهیم: زیر به صورت را هموار       سازی

g(t, x) = t ln

(
m∑
i=١

exp
(
gi(x)/t

))
. (١۶ .۴)

مراجعه [١٠۵ ،٨۶] در ٧ لم است(به زیادی مطلوب ویژگی های دارای g(t, x) هموار سازی تابع
کنید).

است: زیر ویژگی های دارای g(t, x) ، t > ٠ هر ازای به .١ .۴ .۴ لم
داریم: t١ > t٢ > ٠ هر ازای به عبارتی است،به صعودی t به نسبت g(t, x) .١

.٠ ≤ g(t, x)− g(x) ≤ t داریم در براین علاوه g(t١, x) ≥ g(t٢, x)

و است پذیر مشتق t > ٠ هر ازای به پیوسته به طور دوبار g(t, x) .٢

∇xg(t, x) =
n∑
i=١

ai(t, x)∇gi(x). (١٧ .۴)

∇٢
xg(t, x) =

∑m
i=١
(
ai(t, x)∇٢gi(x) + ١

tai(t, x)∇gi(x)∇gi(x)
T
)

− ١
t

(∑m
i=١ ai(t, x)∇gi(x)

(∑m
i=١ ai(t, x)∇gi(x)

)T
, (١٨ .۴)



معرض در ارزش از استفاده با سهام سبد بهینه سازی حل در هموارسازی روش ۵۴
ریسک

آن در که
ai(t, x) =

exp gi(x)/t∑m
i=١ exp gi(x)/t

, I(x) = {i/g(x) = gi(x)}. (١٩ .۴)

و محدب تابع یک g(t, x) آنگاه باشند، خطی توابع gi(x)(i = ١, . . .m) اگر به   علاوه
است. t > ٠ هر به ازای مشتق  پذیر بار بی نهایت

داریم: x ∈ Rn هر ازای به .٣

∇xg(O+, x) = lim
x→٠+ ∇xg(t, x) =

∑
i∈I(x)

∇gi(x)/k̄, (٢٠ .۴)

.k̄ = |I(x)| آن در که
داریم .۴

dist(∇xg(t, x), ∂g(x) = o(t). (٢١ .۴)

CVaR فرمول در هموار سازی تابع ۵ .۴
هموار می توان را CVaR فرمول بندی در ناهموار تابع ماکزیمال، تابع هموار سازی روش برمبنای
کنید: تعریف و بگیرید نظر در را Z = (x, a) باشد. هموار سازی پارامتر t > ٠ کنید فرض نمود.

gk١ (z) = f(x, yk)− α,

gk٢ (z) = ٠,


gk(z) = max{gk١ (z), gk٢ (z)},

gks (t, z) = t ln(١ + eg
k١ (z)).

(٢٢ .۴)

و
F̃β(x, α) = α+ ١

S(١−β)

∑S
k=١ gk(z),

F̃ s
β(t, x, α) = α+ ١

S(١−β)

∑S
k=١ gks (t, z),

(٢٣ .۴)

طبق هستند. Fβ(x, α) و gk(z) از هموار    ساز توابع ترتیب به F s
β(t, x, α) و gks آن در که

داریم: را زیر نتایج ، (١ .۴ .۴) لم در نتیجه  گیری
نتیجه گیری   های آنگاه باشد. (٢٣ .۴) معادله در شده تعریف تابع ،F s

β(t, x, a) کنید فرض .١ .۵ .۴ لم
است. برقرار t > ٠ هر ازای به زیر

t١ > t٢ > ٠ هر ازای به عبارتی به است، صعودی t به نسبت F s
β(t, x, a) تقریب: ویژگی  .١

علاوه به F s
β(t, x, a) ≥ F s

β(t٢, x, a) داریم،
٠ ≤ F̃ s

β(t, x, α)− F̃β(x, α) ≤
t ln ٢

(١ − β)
(٢۴ .۴)



۵۵ CVaR اندازه با متناظر هموار بهینه سازی مدل های
می ماند. محدب F s

β(t, x, a)،f(x, yk) بودن محدب شرط تحت تحدب: ویژ گی .٢

و است مشتق                                      پذیر پیوسته به طور F s
β(x, a) مشتق: محاسبه .٣

∇xF̃
s
β(t, x, α) =

١
S(١ − β)

S∑
k=١

e(f(x,yk)−α)/t

١ + ef(x,yk)−α/t
∇xf(x, yk), (٢۵ .۴)

∇αF̃
s
β(t, x, α) = ١ − ١

S(١ − β)

S∑
k=١

e(f(x,yk)−α)/t

١ + ef(x,yk)−α/t
. (٢۶ .۴)

داریم: (x, a) ∈ R(n+١) هر ازای به ژاکوبین: تقریب خاصیت .۴
dist

(
∇(x,α)F̃

s
β(t, x, α), ∂F̃β(x, α)

)
= o(t) (٢٧ .۴)

زیرا است ارزشمند بسیار ١ .۵ .۴ لم در F s
β(t, x, α) هموارساز تابع بودن محدب .١ .۵ .۴ ملاحظه

به دست ریسک‐بازده بهینه سازی مدل های در را سراسری بهینه جواب می کند کمک ما به
. آوریم

CVaR اندازه با متناظر هموار بهینه سازی مدل های ۶ .۴

شود: می تعریف زیر به صورت Φβ(t, x) گرفتن نظر در با CVaR ساز هموار تابع
Φs
β(t, x) = minαF̃

s
β(t, x, α) = minα

[
α+

t

S(١ − β)

s∑
k=١

ln(e(f(x,yk)−α)/t + ١)
]

(٢٨ .۴)
ریسک‐ مدل سه و CVaR کمینه سازی با متناظر در باشد. هموار ساز پارامتر t > ٠ کنید فرض

داریم: را زیر هموار ساز مدل           های (١۴ .۴)‐(١٢ .۴) مدل های در بازده
CVaR کمینه سازی مدل .١

minxΦ
s
β(t, x) = minxF̃

s
β(t, x, α) = minα

[
α+ t

S(١−β)

∑s
k=١ ln

(
e(f(x,yk)−α)/t + ١

]
s.t x ∈ X. (٢٩ .۴)

CVaR قید با بازده بیشینه سازی مدل .٢

maxx Rp(x)

s.t x ∈ X (٣٠ .۴)
Φs
β(t, x) = minαF̃

s
β(t, x, α) = minα

[
α+ t

S(١−β)

∑s
k=١ ln

(
e(f(x,yk)−α)/t + ١

)]
≤ V١.



بازده قید CVaRبا کمینه سازی مدل .٣

minxΦ
s
β(t, x) = minαF̃

s
β(t, x, α) = min(x,α)

[
α+ t

S(١−β)

∑S
k=١ ln

(
e(f(x,yk)−α)/t + ١

)]
s.t x ∈ X (٣١ .۴)
Rp(x) ≥ V٢.

CVaR سنجه و بازده از متشکل مطلوبیت تابع بیشینه              سازی مدل .۴

maxxRp(x)−AminαF̃
s
β(t, x, α) = maxα

[
Rp(x)−A

(
α+ t

S(١−β)

∑S
k=١ ln

(
e(f(x,yk)−α)/t) + ١

)]
s.t x ∈ X (٣٢ .۴)

کمینه سازی عملگر شامل مدل این که می کنیم، معطوف (٣٠ .۴) مدل به را خود توجه ما
برخی تحت را آن از ساده ای حالت می توان [۴١] در مشابه تحلیل از استفاده با است. مقید

آورد. به دست کلی شرایط
ترتیب به x به نسبت Rp(x) و f(x, y) توابع و باشد Xمحدب مجموعه کنید فرض .١ .۶ .۴ گزاره

بگیرید: نظر در را زیر بهینه سازی مساله ، t > ٠ ازای به باشند. مقعر و محدب
max

(x,α)∈X×R
Rp(x)

s.t F̃ s
β(t, x, α) = α+ t

S(١−β)

∑S
k=١ ln

(
e(f(x,yk)−α)/t + ١

)
≤ V١. (٣٣ .۴)

داریم: آنگاه
(٣٣ .۴) جواب یک (x∗, α∗) آنگاه ، α∗ ∈ arg min F̃ s

β(t, x
∗, α) و (٣٠ .۴) جواب یک x∗ اگر •

است.
(٣٠ .۴) جواب یک x∗ آنگاه باشد، µ > ٠ لاگرانژ ضریب یک با (٣٣ .۴) یک (x∗, α∗) اگر •

. است
اندازه مبنای بر پرتفوی بهینه سازی کردن هموار برای مدل نوع دو الف. .١ .۶ .۴ ملاحظه
قیود. هموارسازی شامل دیگری و هدف تابع هموار سازی شامل دارد.یکی وجود CVaR

کرد. بررسی مشابه به طور می توان را این ها
به  می آوریم. به دست CVaR به باتوجه را n + ١ ابعاد با بهینه سازی مدل های از رده ای ب.
(١ .۵ .۴) لم به توجه با همچنین ،(٣٣ .۴) ،(٣٢ .۴) ،(٣١ .۴) ،(٢٨ .۴) فرمول های عبارتی
منجر مقعر بازده تابع و محدب زیان تابع با محدب غیرخطی برنامه ریزی به مدل ها این

شوند.



۵٧ آن        همگرایی و هموار               سازی SQPالگوریتم

آن        همگرایی و هموار               سازی SQPالگوریتم ٧ .۴
روش همین به می توان را دیگر مسائل می کنیم. انتخاب مثال یک عنوان به را (٣٣ .۴) مساله

می کنیم: بازنویسی زیر صورت به را مساله t > ٠ هموارسازی پارامتر برای کرد. حل
min
(x,α)

− Rp(x)

s.t
n∑
i=١

xi = ١, xi ≥ ٠(i = ١, . . . , n)
Φ(t, x, α) ≡ F̃ s

β(t, x, α)− V١ ≤ ٠.

(٣۴ .۴)

است: زیر مساله از شده هموارسازی (٣۴ .۴) مساله
min
(x,α)

− Rp(x)

s.t
n∑
i=١

xi = ١, xi ≥ ٠(i = ١, . . . , n)
φ(x, α) ≡ F̃β(x, α)− V١ ≤ ٠

(٣۵ .۴)

آن در که
F̃β(x, α) = α+

١
S(١ − β)

s∑
k=١

max{f(x, yk)− α, ٠}·

هموارسازی SQP الگوریتم ٨ .۴
جستجوی جهت یک d = (dx, dα) کنید فرض (x, α) ∈ ϑ×R ⊂ Rn+١ r > ٠, t > ٠ ازای به
به صورت (٣۴ .۴) زیرمساله ای به عنوان QP (x, α, t, r) دوم درجه ریزی برنامه یک باشد. α و x از

می شود: تعریف زیر

min
(dx,dα,ξ)∈Rn+٢ −∇Rp(x)

Tdx+
١
٢d

TWd+ rξ

s.t.
n∑
i=١

(xi + (dx)i) = ١, xi + (dx)i ≥ ٠, (i = ١, · · · , n)

Φ(t, x, α) + Φ′(t, x, α) ≤ ξ

ξ ≥ ٠,

(٣۶ .۴)

r > ٠ و متقارن مثبت معین ماتریس یک W ∈ R(n+١)×(n+١) و dx iام مولفه (dx)i درآن، که
شود. تضمین بودن شدنی تا می کنیم اضافه را ξ متغیر یک اینجا در است. جریمه پارامتر یک



معرض در ارزش از استفاده با سهام سبد بهینه سازی حل در هموارسازی روش ۵٨
ریسک

نیست. دشوار زیر صورت به (٣۶ .۴) KKT سیستم آوردن دست به
−∇Rp(x)

٠

+Wd+

λ١xe

٠

−

λ٢x
٠

+

∇xΦ(t, x, α)

∇αΦ(t, x, α)

λΦ = ٠

r = λΦ + λξ
n∑
i=١

(
xi + (dx)i

)
= ١

٠ ≤ (x+ dx) ⊥ λ٢x ≥ ٠
٠ ≤ ξ − (Φ(t, x, α) + Φ′(t, x, α)d) ⊥ λΦ ≥ ٠
٠ ≤ ξ ⊥ λξ ≥ ٠

(٣٧ .۴)

(λ١x, λ٢x) ∈ R× Rn است،و ١ برابر آن مولفه های همه ی که است بردار یک e ∈ Rn درآن، که
.ξ ≥ ٠ و هستند X قید با متناظر لاگرانژ ضرایب λξ ∈ R و

یک می کند. برآورده γ ∈ [٠, ١] گام طول هر برای را x + y(dx) ∈ X ،QP زیرمساله جواب
جریمه جمله آن در که می کنیم معرفی شایسته تابع یک عنوان به را Θ(r٠,t)(x, α) جریمه تابع

است. CVaR قید برحسب

Θ(rθ,t)(x, α) = −RP (x) + rθmax{Φ(t, x, α), ٠}. (٣٨ .۴)

یک عنوان به را t می کنیم. بیان (٣۴ .۴) مساله حل برای را هموارسازی SQP روش حال
می کنیم. تنظیم تکرار هر در را آن و می گیریم نظر در هموارسازی پارامتر

هموارسازی SQP الگوریتم مراحل ٩ .۴
بگیرید. r−١ > ٠ و δ١ > ٠, δ٢ > ٠, β ∈ (٠, ١), σ ∈ (٠, ١), τ ∈ (٠, ١) فرض (خطی سازی): ٠ مرحله
متقارن مثبت معین ماتریس یک کنید. انتخاب را t٠ > ٠ و z٠ = (x٠, α٠) ∈ Rn+١

بگیرید. نظر در k := ٠ و بگیرید، نظر در را W٠ ∈ R(n+١)×(n+١)

حل zk = (xk, αk), t = tk,W = Wk, r = rk−١ با را (٣۶ .۴) زیرمساله جستجو): (جهت ١ مرحله
است. (٣۶ .۴) مساله جواب یک را (dxk, dαk, ξk) کنید فرض کنید.
بگیرید. آن متناظر KKT ضریب را λK = (λ١x, λ٢x, λΦ, λξ) ∈ Rn+٣

صورت این غیر در دهید. خاتمه را الگوریتم بود، برقرار توقف شرط اگر خاتمه): (بررسی ٢ مرحله
بروید. (٩ .۴) مرحله به



۵٩ تولیدی دارایی های تخصیص در کاربردها
کنید: فرض جریمه) (به روزرسانی ٣ مرحله

r̃k = rk−١ rk−١ ≥ max١≤i≤n+٣{|λ
k
i |}

δ١ + max١≤i≤n+٣{|λ
k
i |}, این صورت درغیر

(٣٩ .۴)

و rθk = r̃k کنید تعریف

rk =


r̃k, ifξk = ٠
r̃k + δ٢, این صورت درغیر

(۴٠ .۴)

خطی) (جستجوی ۴ مرحله
که ای گونه به است، نامنفی صحیح عدد کوچکترین ik آن در که ، ηk = τ ik کنید فرض

کند: برآورده را زیر رابطه i = ik

Θ(rθk,tk)
(zk + (τ)idk)−Θ(rθk,tk)

(zk) ≤ −στ i(dk)TWkd
k (۴١ .۴)

کنید: فرض هموارسازی) پارامتر (به روزرسانی ۵ مرحله
zk+١ = zk + ηkd

k, (۴٢ .۴)

tk+١ =


βtk, if∥dk∥ ≤ tk

tk, این صورت درغیر
(۴٣ .۴)

کنید. انتخاب را Wk+١ ∈ R(n+١)×(n+١) متقارن مثبت معین ماتریس یک
بروید. (٩ .۴) مرحله به و بگیرید را k := k + ١

تولیدی دارایی های تخصیص در کاربردها ١٠ .۴
انتخاب زیر صورت به معمولا پرتفوی تخصیص از بازده و زیان توابع عملی، کاربردهای در

می شوند:
f(x, y) = −xT y, Rp(x) = Ep[−f(x, y)] = Ep[x

T y] (۴۴ .۴)
همین طور و (١۴ .۴)‐(١٠ .۴) مسائل جمله از ،CVaR اندازه با مرتبط بهینه سازی مسائل سپس
به طور هستند. محدب بهینه سازی مسائل ،(٣٢ .۴)‐(٢٩ .۴) یعنی متناظر هموارسازی مدل های
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مساله یک به کمکی، متغیر یک معرفی با ،(٢٨ .۴) مساله در CVaR کمینه سازی مدل مشخص
می شود: تبدیل خطی ریزی برنامه

minxϕβ(x) = min(x,α)F̃β(x, α) = min(x,α)

[
α+

١
S(١ − β)

S∑
k=١

zk

]

s.t

n∑
i=١

xi = ١, xi ≥ ٠, (i = ١, · · · , n)

zk ≥ −xT yk − α, zk ≥ ٠, (k = ١, · · · , S).

(۴۵ .۴)

نقدی بازار قیمت  های اف دی پی :١ .۴ شکل



۶١ تولیدی دارایی های تخصیص در کاربردها

آتی قراردادهای قیمت های اف دی پی :٢ .۴ شکل

روش دو مقایسه و محاسبات نتایج :١ .۴ جدول
(٪) خطا LP روش هموارسازی روش بهینه مقادیر

٢۴ .٠ ۴١٩۴ .٠ ۴١٨۴ .٠ x∗١ نقدی
٠. ١٧ ۵٨٠۶ .٠ ۵٨١۶ .٠ x∗٢ آتی عدد
٠. ٠٠١٣ ١۵٢٢. ٩٨ ‐ ١۵٩۵ .٢٢ ‐ CV aRβ(x

∗)

٠. ٠١٣ ٢٣. ٩٩٠٨ ‐ ٢٣. ٩٨٧٧ ‐ V ar = α∗

٠. ٠١ ٩٧١۶ .٣۴ ٩٧۵٣. ٠۴ Rp(x
∗) انتظار مورد بازده

استفاده (٣٣ .۴) و (٣١ .۴) ، (٢٩ .۴) مسائل حل برای هموارسازی روش از بخش این در
مقایسه چند هموارسازی، روش محاسباتی عملکرد آزمایش برای همچنین کرد. خواهیم
دو این می دهیم. انجام خطی برنامه ریزی روش های و هموارسازی روش های برای محاسباتی

می کنیم. نامگذاری هموارسازی روش و خطی برنامه ریزی روش باعنوان ترتیب به را روش
کنید فرض می گیرد. نشأت ١ نسل دارایی های بهینه تولیدی تخصیص از اینجا کاربردی مساله

.٣ آتی قراردهای و ٢ نقدی بازارهای باشد، داشته وجود بازار در معاملات نوع دو

1Optimal production alloction of generation assets
2Cash Markets
3Futures
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آتی بازارهای از بهینه تخصیص درصد نقاط :٣ .۴ شکل

بازده و CVaR کارایی مرز :۴ .۴ شکل

١٢٫٧۶۵ معیار انحراف و ٣٧٫۵٢ میانگین با نرمال توزیع با نقدی بازار در برق قیمت های
معیار انحراف میانگین٣٣٫٩۶و با نرمال توزیع با آتی قراردادهای قیمت های می شوند. تنظیم
قیمت های و نقدی بازار های قیمت توزیع های ٢ .۴ و ١ .۴ می شوند.شکل های تنظیم ٨٫٢۵
متلب افزار نرم در تصادفی صورت به قیمت ها از نمونه هایی می دهند. نشان را آتی قراردادهای
تنظیم β = ٠٫٩۵ مقدار در آزمایش ها در اطمینان می شوند.سطح تولید نمونه ها مختلف تعداد با

می شود.



۶٣ بازده قید با CVaRکمینه سازی

CVaR کمینه سازی ١٠. ١ .۴
هموارسازی روش و (۵ .۴) مسئله برای خطی برنامه ریزی روش می شود، گرفته نظر در رویکرد دو
محاسبات تسهیل برای t = ٠٫١ ثابت کوچک پارامتر یک از اینجا در .(٢٩ .۴) مسئله برای

می شود: تعریف زیر رابطه صورت به روش دو بین محاسباتی خطای می کنیم. استفاده
error =

∣∣∣∣x∗si − x∗LPi

x∗LPi

∣∣∣∣× ١٠٠٪, (i = ١, ٢) (۴۶ .۴)
روش از استفاده با آتی و نقدی بازارهای های جواب ترتیب به x∗si و x∗LPi فوق، معادله در
بازار شاخص های i = ١, ٢ اندیس های (۴۶ .۴) هستند.در خطی برنامه ریزی روش و هموارسازی
در است. شده گزارش ١ .۴ جدول در شده محاسبه نتایج می دهند. نمایش را آتی و نقدی
زیر خطاها و بوده نزدیک هم به بسیار مدل دو بین ها جواب که شود می مشاهده ١ .۴ جدول

است. هموارسازی روش (اعتبار) بیانگر همچنین امر این هستند. %١

V٢ کران و CVaR کارایی مرزهای :۵ .۴ شکل

٠٫١ به ١ × ٩−١٠ از شده به روز بهینه سازی مساله بر t هموارسازی پارامتر تاثیر همچنین ما
این هستند.ا یکسان بهینه جواب های تقریبا که می بینیم کنیم. می آزمایش (٢٩ .۴) مدل در را

ندارد. حساسیت t پارامتر به هموارسازی روش که است آن بیانگر

بازده قید با CVaRکمینه سازی ١١ .۴
(٣١ .۴) مساله در شده تعریف بازده قید با CVaR سازی کمینه بررسی به زیربخش این در
برای شود. می به روز ٠٫١ گام طول به وسیله V٢ = ٣۶٫٩ به V٢ = ٣۴ از بازده کران می پردازیم.
روش دو محاسبات نتایج می آوریم. بدست را متناظر بهینه سازی مقادیر ، V٢ مختلف مقادیر
بازارهای بین پرتفوی بهینه سازی ۴. ٣جواب شکل است. شده ارائه ۶ .۴‐٣ .۴ شکل های در فوق



معرض در ارزش از استفاده با سهام سبد بهینه سازی حل در هموارسازی روش ۶۴
ریسک

مختلف V٢ با فوق روش دو برای تخصیص درصد خطای :۶ .۴ شکل

است. شده داده نشان ۵ .۴‐۴ .۴ شکل های در کارایی مرزهای است. آتی قراردادهای و نقدی
است. مختلف V٢ مقید کران با روش دو خطای به مربوط ۶ .۴ شکل

(واحد CPU زمان های مقایسه طریق از مذکور روش دو برای محاسباتی عملکرد مقایسه
شده است. رسم ٧ .۴ شکل در و شده جدول۴. ٢گزارش در که گیرد می صورت مرکزی) پردازش
های مضرب دهند. می نمایش را CPU زمان به توجه با روش دو نسبت ها ١ مضرب آن در که
است. شده داده نشان ٧ .۴ شکل در مختلف نمونه نقاط با مذکور روش دو توسط CPU مصرف
تقریبا هموارسازی روش محاسبه زمان که کرد ملاحظه توان می مذکور شکل و جدول از
تعداد باافزایش خطی برنامه ریزی روش CPU زمان حالی که در است، نمونه ها تعداد از مستقل

می یابد. افزایش شدت به ها نمونه

1Multiples



۶۵ بازده قید با CVaRکمینه سازی
بازده قید با سازی کمینه CVaR در محاسباتی کارایی :٢ .۴ جدول

ها مضرب (CPU/s) LP روش (CPU/s) هموارسازی روش ها نمونه حجم
٠. ٣٣ ٠. ٠٣١٣ ٠٩٣٨۴ .٠ ١٠٠
١. ٩ ٢٣۴۴ .٠ ١٢۵٠. ٠ ٢٠٠
٠ .۶ ٠۴۶١. ٩ ٠. ١٧١٩ ٣٠٠
۴ .١۴ ٢. ٠٣١٣ ١۴٠۶ .٠ ۴٠٠
۴ .٧۴ ٨١٢۵ .۵ ٠. ٠٧٨١ ۵٠٠
٣ .۵۴٧ ۵١۵۶ .٨۵ ١۵۶٠. ٣ ١٠٠٠
١٠٣٨. ٢ ۵۴۶٢. ٩۵٩ ٢۵٠. ٠٠ ١۵٠٠
۴ .٢۵١۴ ٨٢٨١ .۶۶٧ ٢۶۵۶ .٠ ٢٠٠٠
۵ .۶٧۶٧ ٢١١. ٨۴ ٣١٢۵ .٠ ٣٠٠٠

روش دو برای CPU زمان مصرف مضرب های :٧ .۴ شکل
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مختلف V١ با نقدی بازار بهینه تخصیص :٨ .۴ شکل

وابستگی ها نمونه تعداد به خطی برنامه ریزی روش در محاسبات هزینه دیگر، به عبارت
است. ٣+S خطی برنامه ریزی روش بعد و است ٣ هموارسازی روش بعد واقع در دارد. شدیدی
را هموارسازی روش خوب عملکرد ٧ .۴ وشکل ٢ .۴ جدول است. نمونه نقاط تعداد S آن در که

دهند. می نشان

سود CVaR- کارایی مرز :٩ .۴ شکل



۶٧ بازده قید با CVaRکمینه سازی

سود ‐V١ کارایی مرز :١٠ .۴ شکل

CVaR قید با بازده بیشینه سازی ١١. ١ .۴

دلیل به می کنیم. آزمایش را (٣٠ .۴) در CVaR قید با بازده سازی بیشینه زیربخش، این در
پارامتر کنیم. می استفاده آزمایش در ٣٣ .۴ کاهش یافته مدل از ، ١ .۴ .۴ گزاره از نتیجه گیری
بدست را مختلف بهینه جواب های سپس می کند. تغییر −١٠ تا −٣٠ از CVaR به مربوط V١
است، شده ارائه ١١ .۴‐٨ .۴ شکل های در مذکور روش دو مقایسه و شده محاسبه نتایج می آوریم.
٩ .۴ شکل های می دهد. نشان را مختلف V١ با نقدی بازار بهینه تخصیص درصدهای ٨ .۴ شکل
خطای ١١ .۴ شکل می باشند. سود ‐Vو١ سود ‐CVaR رابطه با کارایی مرزهای ترتیب به ١٠ .۴ و
نشان را مذکور روش دو توسط آتی قراردادهای و نقدی بازارهای در تخصیص درصد جواب
هستند. نزدیک هم به فوق روش دو جواب های باشد، V١ ≤ −١۵ وقتی که دید می توان می دهد.
مورد برای بزرگی خطای که شده ایم متوجه ما است. هموارسازی روش (اعتبار) از حاکی این
آتی بازار می کند، پیدا افزایش V١ وقتی که است این مورد این دلیل دارد. وجود V١ > −١۵
از محاسبات پس می کند. میل صفر به x٢ مولفه عبارتی به است، کوچکتری بهره صاحب

دهد. نتیجه را بزرگی مقدار است ممکن (۴۶ .۴) مساله
نتایج مقایسه می دهیم. انجام مذکور روش دو محاسباتی عملکرد درباره مقایساتی همچنین ما
روش خوب محاسباتی عملکرد بیانگر همچنین فوق نتایج است. شده گزارش ٣ .۴ جدول در
که این مثلا می آید، دست به نیز نتیجه گیری هایی است. مقاله این در پیشنهادی هموارسازی
خطی برنامه ریزی روش درحالیکه هاست، نمونه (اندازه) حجم از مستقل هموارسازی روش

دارد. ها نمونه تعداد به شدیدی وابستگی
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ریسک

آتی و نقدی بازارهای در مزبور روش دو بین تخصیص خطای :١١ .۴ شکل

CVaR قید با بازده سازی بیشینه در محاسباتی کارایی :٣ .۴ جدول
ها مضرب (CPU/s) LP روش (CPU/s) هموارسازی روش ها نمونه حجم

۶۶٣ .۶ ٣١٢۵ .٠ ٠۴۶٠. ٩ ١٠٠
۶۵ .٣١ ۴٨۴۴ .١ ٠۴۶٠. ٩ ٢٠٠
٧۶ ٧۵٠٠ .۴ ٠۶٢۵ ٣٠٠
١٣. ٢۵ ۵۶٢۵ .١٠ ٠. ٠٧٨١ ۴٠٠
١. ٣۵١ ١٨. ٩٢١٩ ١٢۵٠ ۵٠٠
١. ٧۴٣۵ ۶١٣. ٧١٩۴ ٠. ٠٩٣٨ ١٠٠٠
٣. ٩۴٢۵ ٢٣۴۴ .۴٢٨ ١٢۵٠. ٠ ١۵٠٠
٨١٢۴ ۶ .١٠١۵ ١٢۵٠. ٠ ٢٠٠٠
١٣۵٣٢ ٢١١. ٠۵ ١۵۶٠. ٣ ٣٠٠٠



۶٩ نتیجه گیری

نتیجه گیری ١٢ .۴
ارائه CVaR اندازه با پرتفوی بهینه سازی مساله حل برای هموارسازی روش یک فصل این در
قرار بررسی مورد CVaR بازده با پرتفوی مدل های هموارسازی، روش پایه بر است. شده
خوب تقریب پایین، بعد جمله از هستند، مطلوب ویژگی چند داری تقریبی مسائل گرفتند.
شرایطی تحت آن همگرایی که می شود شناخته هموارسازی SQP الگوریتم یک بودن. ومحدب
پیشنهادی هموارسازی روش محاسباتی عملکرد از حاکی عددی مثال های می شود. تضمین
این در پیشنهادی هموارسازی روش است. خطی برنامه ریزی بر مبتنی روش با مقایسه در

برد. کار به نیمه هموار با پرتفوی بهینه سازی مساله گونه هر برای می توان را فصل
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Aabstract

This paper focuses on the computation issue of portfolio optimization with scenario-

based CVaR. According to the semismoothness of the studied models, a smoothing tech-

nology is considered, and a smoothing SQP algorithm then is presented. The global

convergence of the algorithm is established. Numerical examples arising from the alloca-

tion of generation assets in power markets are done. The computation efficiency between

the proposed method and the linear programming (LP) method is compared. Numerical

results show that the performance of the new approach is very good. The remarkable char-

acteristic of the new method is threefold. First, the dimension of smoothing models for

portfolio optimization with scenario-based CVaR is low and is independent of the number

of samples. Second, the smoothing models retain the convexity of original portfolio op-

timization problems. Third, the complicated smoothing model that maximizes the profit

under the CVaR constraint can be reduced to an ordinary optimization model equiva-

lently. All of these show the advantage of the new method to improve the computation

efficiency for solving portfolio optimization problems with CVaR measure.

Keywords: Portfolio optimization , Conditional value-at-risk (CVaR) , Smoothing method

, Allocation of generation asset
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